
APPENDICE 

Corps de classes local 
par 

MICHIEL HAZEWINKEL * 

Dans tout cet appendice, K designe un corps local, i.e. le corps des fractions 
d'un anneau de valuation discrete comp/et A de corps residue! parfait k. Nous 
notons m !'ideal maximal de A, n une uniformisante de K (i.e. un generateur 
de /'ideal m ), p la caracteristique de k, f une cloture algebrique de k et v la 
valuation de K qui est positive sur A - { 0} et telle que v( n) = 1. 

Le cas p = 0 etant facile et classique, nous supposons p ¥= 0. Toute exten­
sion de corps Lf K sera implicitement supposee algebrique. En.fin, pour toute 
extension galoisienne M/N, on note II(MJN) le groupe de Galois topologique 
de M sur N. 

n° 1 Generalites sur les extensions de corps locaux 

1.1 Lemme: Si L est une extension finie de K, la fermeture integrale AL 
de A dans L est un anneau de valuation discrete complet et un A-module 
fibre de rang fini. Si vL est la valuation de L correspondante et si kL est 

le corps residue! de AL, on a [L: K] = vL(n) · [kL: k]. 

En effet, cela resulte de Alg. comm. VI, § 8, n° 5, cor. 2 au th. 2, compte­
tenu de lac. cit.§ 1, n° 3, cor. 3 au th. 3. 

Dans la situation precedente, on note mL !'ideal maximal de AL et nL 
un generateur de mL. 

* Je remercie M. Demazure et P. Gabriel d'avoir adapte moo manuscrit au style de 
leur livre. Je tiens aussi a reconnaltre ma dette sans cesse croissante envers F. Oort; 
sans l'interet qu'il a porte a mon travail, sans ses conseils et sa participation, cet appen­
dice n'aurait jamais ete ecrit. 
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1.2 U ne extension L de K est dite non ramifiee si, pour toute sous-extension 
:finie M de L, on a vM(n) = 1; la fermeture integrale AL de A dans L est 
alors un anneau de valuation discrete, dont l'ideal maximal est engendre par 
n; en effet, comme AL= UM AM, il resulte de 1.1 que Jes elements de AL 
non divisibles par n soot inversibles, et que n nn AL = O; on applique 
alors Alg. comm. VI,§ I, n° 4, prop. 2. La valuation correspondante de L 
est notee vL, et les completes respectifs de AL et L sont notes AL et£. 

1.3 Une extension L de K est dite totalement ramifiee si, pour toute sous­
extension finie M de L, on a kM = k, c'est-a-dire vM(n) = [M: K] (1.1 ). 

Lemme: Soient L une extension de K, T une sous-extension totalement 
ramifiee et N une sous-extension non ramifiee. Alors T et N sont lineai­
rement disjointes sur K, i.e. /'application canonique T ~h N ➔ L est 
injective. 

En effet, il est clair qu' on peut supposer T et N finis sur K. Soit M = T · N 
!'image de !'application en question. On a evidemment vM(n) ~ vr(n) et 
kN C kM, d'ou d'apres 1.1 

1.4 Supposons maintenant K de caracteristique 0, et soit L une extension 
finie de K. Dans ce cas, Ket L soot des extensions :finies totalement rami:fiees 
de [k] = Fract m3(k) et de [kd (V, § 4, 2.2); d'autre part, [kd est une 
extension non rami:fiee de [k ]. D'apres le lemme 1.3, L contient done 
M = K ®[kl [kd et a meme corps residue! que M. D'un autre cote, on a 
[M: K] = [[kd: [k]] = [kL: k] = [kM: k]. Par consequent, M est une 
extension non ramifiee de K et L une extension totalement ramifiee de M. 

Lorsque N est une sous-extension non ramifi.ee de L, on a evidemment 
N = K ®[kJ [kN]. On voit ainsi que M = K ®[kJ [kd est la plus grande 
sous-extension non ramifiee de L et que /es extensions non ramifiees N/K 
peuvent etre decrites au moyen des extensions residuelles kN/k. En outre, 
lorsque kN/k est galoisienne, II(kNfk) opere fidelement sur [kN], done sur 
N = K ®[kJ [kN]; il s'identifie done a II(N/K). Lorsque !'extension L/K 
est galoisienne, M est evidemment invariante sous ll(LJK); !'extension M/K 
est done galoisienne et on a une suite exacte 

1 -+ II(Lf M) ➔ II(L/K) ➔ Il(kLfk) ➔ 1. 

Tout ceci peut s'etendre aux extensions infinies L/K. Dans ce cas, la plus 
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grande sous-extension non ramiiiee de L est M = Jim K ®rkl [kp], ou F -Fc::L 

parcourt Jes sous-extensions finies de L. En particulier, lorsque L = K est 
une cl6ture aJgebrique de K, on a M = Knr = J~ K ®[kl [t], t parcourap.t 

Jc::f 

les sous-extensions finies de K-. On dit que K0 r est l'extension non ramifiee 
maximale de K. Elle a pour groupe de Galois IJ('l<,/k). 

On a des resultats analogues, et meme plus simples, lorsque K est de carac­
teristique p. Alors A est un anneau de series formelles k[[n]] (V, § 4, 2.4). 
Lorsque L est une extension fi.nie de K, la plus grande sous-extension non 
ramifiee est M = kL((n)) = K ®k kL. De meme Knr = lim E[[n]], E par--courant les sous-extensions finies de le. tc::r 

1.5 Theoreme d'Eisenstein: a) Soient T une extension finie totalement 
ramifiee de Ket 

!'equation minimale sur K d'une uniformisante nT de T. A/ors AT= 
A[nT], n = [T: K], v(a.) ~ J pour touts~ l et v(an) = I. 

b) Reciproquement, soit T = K( w) une extension de K telle que 
wn+a1wn+t + ... +an= 0, avec a, Em= nA pour tout s ~ 1 et 
v(a.) = l. A/ors [T: K] = n, Test une extension totalement ramifiee de 
K, west une uniformisante et !'equation donnee est !'equation minimale 
dew. 

a) En effet, si I'= vT(n) = [T: K], ATfnAT a pour base sur k les classes 
des elements 1, nT, ... , ~- 1• Comme AT est libre sur A (1. 1 ), il s'ensuit 
que 1, nT, ... , nf- 1 est une base de T sur K, done que n = t et que a; EAT 
pour tout i. Supposons qu'il y ait un i tel que v(a;) = 0. Supposons i 
maximal; on a alors vT(a;nr-i) = n-i; si j > i, on a 

VT(ajnT-j) = n-j+nv(a) > vr(a;nr-t 

Si j < i, on a vr(ajnr-j) = n-j+nv(aJ ~ n-j > Vr(a;nr-i); en.fin, Olla 

vT(n}) = n > vT(a;nr-i). Dans le premier membre de l'egalite (*), la valua­
tion de a;nr-i est done strictement inferieure a celle de tous les autres 
termes, ce qui n'est pas possible. 

On a done v(a;) > 0, d'ou a; = nr b;, avec bi EAT. On deduit alors de 
(*) que -bn= l+b.-1nT+ ... +b1nr- 1, ce qui montre que b. est in­
versible; d'ou vT(b.) = 0 et nv(an) = vT(an) = n+vT(bn) = n, i.e. v(an) = 1. 

b) En effet, de l'egalite w" + ... +an = 0, on tire 

nvT(w) = vT(wn) ~ infvr(a;ro"-i) = inf(vr(n)v(a;)+(n-i)vr(ro)). 
i i 



APPENDICE: CORPS DE CLASSES LOCAL 651 

Cela n'est manifestement possible que si vr(ro) > 0. Dans ce eas, on a 
vr(rc)v(a;)+ (n-i)vr(w) > vr(:n:) = vr(an) sii < n. II s'ensuit que nvT(ro) = 
Vr(an); d'ou [T: K] ~ vr(n) ~ n ~ [T: K]; d'ou Vr(<.o) = 1, et n = vT(n) = 
[T: K]. 

1.6 Pro position: Soit T une extension totalement ramifiee de K de degre 
l = [T: K] premier a p. On a a/ors T = K(w), ou ro est solution d'wie 
equation de la f orme ro1- urc = 0, u et ant le representant multiplicatif 
d'un element non nul de k. 

En effet, eomme vT( re) = /, on a :n:;. = vrc, avee v e A;. Si u est le repre­
sentant multiplieatif de la elasse de v mod n, on a done v = u(I +rcTa), 
avee a e Ar, II suffit done de poser ro = rcr(l+1tra)- 1" (l'endomorphisme 
x ~ x' de 1 + nrAr induit un isomorphisme dans chaque quotient 

( . ) ( ·+ 1 ) + l+rc~Ar / l+n~ Ar ~ kr, 

done est un isomorphisme (Alg. comm., chap III, §2, cor. 3 du theor. 1)). 
Si k est algebriquement clos, on a de meme u = w', w etant encore un 

representant multiplicatif. Posons ( = ww- 1 ; on a a/ors T = K(C), avec 
(' = n. 

1. 7 Pro position: Si Test une extension galoisienne,finie, totalement ramifiee 
de K, le groupe de Galois II.(T/K) est resoluble. 

En effet, posons r = II(TJK), et, pour tout i e N, 

I';= Centr(Arfrc~+ 1Ar) = {yeI'lvr(ya-a) ~ i+l, 'v'aeAr}. 

Al ors I' i est un sous-groupe distingue de r. Si 'V e I'" on a en outre 
y(nr) = 1tr+1t~+ 1 b, avee be AT; d'ou 1(nT)frcr e l+n~Ar. De la formule 

<5(y(nT))frcr = (<5(1tr)/rcT)(1(nr)/1tr)(<5(u)/u), 

ou. u = y( 7tr )/rcr, on deduit faeilement que les applications y ++ y( nr )fnT 
induisent des homomorphismes injectifs I' /I' 1 = r 0/I' 1 ➔ k* ~A* /(I + rcTA) 
et I';/I'i+l ➔ e ~ (1 +rc~A)/(1 +n~+ 1A) pour i ~ 1. On en deduit que 
I' /I' 1 est cyclique d' ordre premier a p, et que r 1 est un p-groupe. 

n° 2 Decomposition des extensions galoisiennes d'un corps local 

2.1 Thioreme de decomposition: Pour toute extension galoisienne L de 
Kn, (1.4), ii y a une extension totalement ramifiee L' de K telle que 
L~r = L' (8) K K0 , = L. 
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En effet, grace au theoreme de Zorn, on se ramene sans peine au cas ou 
[L: Kn,l < oo. I1 ya alors une extension finie L1 de K telle que L = L 1 · Kn, 
(appliquer par exemple I, § 3, 1.2 au systeme filtrant des sous-extensions 
finies de Kn,)- Soit K1 la plus grande sous-extension non ramifiee de K 
contenue dans L1 (1.3). On a alors £ 1 = K1 (ro ), ou ro est la solution d'une 
equation d'Eisenstein ron+a1ron+i + ... +an = 0 (a; e K1; 1.5). Soient 
ro1 = ro, ro2 , ••• , ro1 les conjugues de ro. Com.me L 1 ®Ki Kn,= L, on a 
ro; = Ij:~ aiia/, avec au e Kn,· Si K' est une extension galoisienne finie 
de K contenant les aii• et contenue dans Kn,, alors K'(ro )/K' est galoisienne, 
totalement ramifiee et telle que K'(ro) ®K' Kn,~ L. Par consequent, 
Il(L/Kn,) ~ Il(K'(ro)JK') est resoluble (1.7); par recurrence sur [L: K0 ,] 

on se ramene done au cas ou Il(L/Kn,) est cyclique, d'ordre premier q. 
Nous considerons alors deux cas: 

a) q =I= p. Avec les notations ci-dessus, on a alors K'(co) = K'(x), avec 
:x! = un:, u etant le representant multiplicatif d'un element de kK'Cro> (I .6). 
Quitte aagrandir K', on peut supposer que u = v", done que K'(ro) = K'(y), 
avec yq = n: et yv = x. On choisira alors L' = K(y ). 

b) q = p. Considerons la suite exacte canonique 

I ➔ n(K'(w)JK') ➔ Il(K'(ro)JK) .!+ Il(K'/K) ➔ I 

et la classe de cohomologie associee e(K')eH2(ll(K'/K),Il(K'(ro)/K')). 
D'apres III,§ 5, 6.11 b ), on a 

0 = H:(Il(Kn,/K), Il(L/Kn,)) ~ lim H2(Il(K'JK), ll(K'(ro)/K')). -Si !'extension K'JK a ete choisie assez grande, on a done e(K') = 0, de sorte 
que q, possede une section (J'. On a alors 

Il(K'(ro)/K) ~ Il(K'(ro)/K') · q(IJ(K'/K)) 

et i1 suffit de prendre pour L' le corps des invariants de q(IJ(K'/K)) dans 
K'(ro). 

2.2 Corollaire: Si T/K est une sous-extension totalement ramifiee de L/K, 
les assertions suivantes sont equivalentes: 

(i) T/K est maximale dans /'ensemble des sous-extensions totalement 
ramifiees de L/ K. 

(ii) T ®K Kn,~ L. 

(ii)=> (i): ceci resulte de 1.3; (i) => (ii): en effet, il ya d'apres 2.1 une 
extension totalement ramifiee T' de T telle que 

T' ®K K0 , = T' ®T (T ®K Kn,)= T' ®T Tn, = L; 

si Test maximale, on a necessairement T = T'. 
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2.3 Corollaire: Soient L une extension galoisienne de ~. et T[K une 
sous-extension totalement ramifiee maximale de L/K. Les deux as­
sertions suivantes sont equivalentes: 

(i) L'extension T/K est abelienne (i.e. elle est galoisienne et II(T/K) 
est abelien ). 

(ii) II(L/Knr) est contenu dans le centre de Il(L/K). 

(i) => (ii): en effet, d'apres 2.2, on a II(L/K) ~ II(T/K) xll(~./K). 
(ii)=> (i): en effet, comme on a T ®x Kur = L d'apres 2.2, II(L/K) est 

produit semi-direct de II(L/K0 .) et de II(L/T). Mais comme II(L/Knr) est 
central, II(LJT) opere trivialement sur II(L/K,,.) par automorphismes in­
terieurs; on a done II(L/K) = II(L/K0 .) x II(L/T) et II(L/T) est distingue 
dans II(L/ K). Il s'ensuit que T/K est galoisien et que II(T/K) ~ II(LJK,,.) 
est commutatif. 

2.4 Corollaire: Soient K,.b une extension abelienne maximale de K, Kabnr 
la sous-extension non ramifiee maximale de K,.b, et Tune extension 
totalement ramifiee de K. Les conditions suivantes sont equivalentes: 

(i) T est une extension abelienne de Ket est maximale parmi /es 
extensions abeliennes totalement ramifiees de K. 

(ii) T ®x Kabnr est K-isomorphe a K..b-
(ii) => (i): ceci resulte de 1.3 ou 2.2. 
(i) => (ii): posons Kabnr = M, et considerons le diagramme 

i i 
K---+ M ---+ 

L'homomorphisme canonique <p: II(LJK)-+ II(K,.b/K) x II(Knrl K) a pour 
noyau Ker <p = II(L/K,.b) n II(LJK0 .) = {l}, done est injectif. Com.me <p 

envoie II(L/K0 .) dans le centre de II(Kab/K) x II(K0 ,/K), on voit done que 
II(Lf K0 .) est contenu dans le centre de II(L/K). 

Soit d'autre part T' une sous-extension de L qui contienne T, soit tota­
lement rami:fiee, et soit maximale pour ces conditions. D'apres 2.3, !'ex­
tension T' f K est abelienne. Comme T/K est maximale, on a T = T' et 
T ®x M ®M Knr ~ T ®x Knr ~ K,.b ®M Kn,; ii s'ensuit que le morphisme 
canonique II(Kab/K) ➔ II(T ®x M/K) est injectif, d'ou T ®KM= K..b• 

2.5 Remarque: dans les notations de 2.3, le corps residue! de Kabnr est 
une cloture abelienne kab de k, et II(Kabn,/ K) s'identifie a II(kabfk); on a une 
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suite exacte 

Le choix d'une sous-extension abelienne totalement ramifiee maximale T 
de K,.b definit d'apres 2.3 un isomorphisme 

done un scindage de la suite exacte precedente et un isomorphisme 
II.(K.b/Kabnr) ~ II.(Tf K). L'objet des numeros suivants est de donner une 
construction de II.( K.b! Kabnr)· 

n° 3 La norme 

3.1 Pour toute extension finie totalement ramifiee T de K, nous notons 
Ar le k-schema en anneaux G(Ar) associe a AT (V, § 4, 2.6). Si R E Mk et 
si K est de caracteristique 0, on a done Ar(R) = AT ®wck> ms(R) (V, § 4, 
3.3); si K est de caracteristique p, on a AT ~ k[[nr ]] et Ar(R) ~ R[[nr]]. 

Nous notons Ur le k-groupe des unites de Ar, qui est tel que Ur(R) = 
Ar(R)* pour RE Mk; nous utiliserons la filtration ( U} ), n EN, de Ur in­
troduite en V, §4, 3.2. Rappelons que U} = (Ur?, que (Urr ~ µk; de plus, 
pour chaque n ~ I, le morphisme 

•T. LJnfun+l tn • a,k ➔ T T , 

tel que i;!'(x) = classe de 1 +n~x, ou nr est une uniformisante de T, est un 
epimorphisme de noyau pm«k, si m = [n/er] et eT = vr(P · l T) EN u { oo} 
(confer V, § 4, 3.2 et 3.4). 

Pour tout RE Mk, Ar(R) est un module libre de rang [T: K] sur AiR) 
(1.1); on peut done defi.nir la trace et la norme de AT(R) dans AK(R); 
lorsque R varie, on obtient ainsi des morphismes de k-schemas Ar ➔ AK. 
On note 

%t:T/K: Ar ➔ AK 

le morphisme defini par la trace, et 

filr1K= Ur ➔ uK 
l'homomorphisme de k-groupes induit par la norme. 

3.2 Lemma: Soit T une extension galoisienne de K de degre premier q. 
Si RE Mk, n :ii;; 1 et x E n}Ar(R), on a 

filT1il +x)-1-'.l'.tr1K(x)-filr1K(x) E '.l'.t:r1K(ni,"Ar(R)). 
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En effet, posons G = II(T/K) et x0 = ITsea s(x) pour toute partie :finie a 
de G. On a alors 9cr1x(l +x) = La x0 • Si n(a) est le nombre d'elements de a, 
on a 1 = x0, 9cr;x(x) = xG et 5ttr1x(x) = Ln(a)=l x0 • Si n(a) -:f. 0, q, on a 
s(a) -:/- a pour touts -:/- l de G (car Gest cyclique d'ordre premier). Il ya 
done des parties a1 , ••. , a, (en fait r = (1/q)(2q-2)-1!) telles qu'on ait 

r r 

I:x"-1-5ttr;x(x)-9cr;x(x) = L rx•Cai) = 5ttr1iI:x0 i), 
a i= 1 s i= l 

3.3 Lemme: Soient Tune extensionfinie, totalement ramifiee, separable de 
K, et f le polynome minimal sur K d'une uniformisante ny de T. Posons 
d = vr{J' ( ny)) > 0. A/ors, pour tout R e Mk et tout i e N, on a 
5tty1x(n~Ay(R)) = niAx(R), avec j = [(i+d)/n] = partie entiere de 
(i + d)/n et n = [T: K]. 

En effet, reproduisons une demonstration de Serre: com.me T/K est 
separable, les racines n 1 , ••• , nn de/ dans une extension convenable de T 
sont distinctes. On a done 

Si l'on developpe 1//(T) en serie de puissances en 1/T, le terme de plus bas 
degre est 1/Tn. Comparant avec le developpement du membre de droite de 
( *) on obtient 

Trr1x(n~/f'(nr)) = 0 si O ~ i ~ n-2 et Try1x(n}- 1/f'(ny)) = 1. 

Considerons alors la matrice de terme general ru = Trr;x(n~(ntf f'(nr)), 
0 ~ i,j < n. Les formules ci-dessus montrent que rii = 0 si i+j ~ n-2, et 
r iJ = 1 si i + j = n - l. Pour i + j ~ n, on a 

r,j = Trr1x(n}n~+i-nJf'(ny)), 

et comme n} est combinaison lineaire a coefficients dans A des n~, 0 ~ i ~ n, 
ceci montre par recurrence que r ii e A. Comme on a det (r ii) = ( - 1 Y 
(matrice triangulaire), on voit que (ru) e GL(n, A). 

Ceci montre que la forme A-bilineaire Trr1x(x · y) met en dualite Ar et 

n-1 

n;: 4Ay = L An~Jf'(ny), 
i=O 
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d'apres notre dualite a n~-njAyCnydAr, OU encore a i-nj ~ -d. D'ou 
le lemme lorsque R = k. 

Pour obtenir le resultat clans le cas general, il suffit de remarquer que 
'.ttr;g(R) = Trr1x (8) A Ax(R). 

3.4 Lemme: Supposons qu'avec !es hypotheses de 3.3, T/K soit une ex­
tension galoisienne de rang premier q. Si CJ engendre II(T/K), on a 
d = (q-l)(t+I) avec t = vr(a(nr)-nr)-1. 

En effet, on af'(nr) = J],,. 1 (nr-i-(nr)) et vr(-r(nr )-ny )= vr(CJ(nr)-nr) 
si -r E II(T/K), i- -:f. I. D'ou l'egalite cherchee. 

Remarquons que, d'apres la demonstration de 1.7, on a t = 0 si q -:f. p 

et t ~ I si q = p. 

3.5 Sous les hypotheses de 3.4, et pour i ~ 1, nous posons desormais 

x(i) = sup (i, qi-d) = { i. d 
qi-

si i~d/(q-l)=t+l, 
si i ~ t+ 1. 

Par consequent, Jes inegalites x(i) ~ j < x(i +I) signifient que i est le 
plus grand entier u tel que sup (u, qu-d) ~ j; elles equivalent done a 
i = inf(j, [(j+d)/q]). 

Proposition: Soit T une extension ga/oisienne totalement ramifiee de 
K de rang premier q. Avec /es notations ci-dessus, on a: 

a) 'fnr1K: Ur ➔ UK est un epimorphisme de k-groupes affines com­
mutatifs. 

b) La partie multiplicative W';;K de mT/K est /'endomorphisme 
x ++ x4 de µk. 

c) Pour tout i ~ I, Wr;x envoie U}<O dans Uk et !es homomorphismes 
induits U}(i)/LJ}Ci+ 1 ) ➔ Ui/ Uk+ 1 sont des epimorphismes. 

L'assertion b) est claire puisqu'on a 'fnr1g(u) = uCJ(u) ... CJq+ 1 (u) et que 
CJ induit sur µk ~ U~ le morphisme identique. D'autre part, il resulte de c) 
que U}°)/U}Cn) ➔ UJc/U'lc est un epimorphisme pour tout n ~ I, done que 
U} ➔ U} est un epimorphisme (Jes limites projectives filtrantes sont 
exactes ), ce qui, compte-tenu de b) implique a). 

II reste done a demontrer c ). Pour prouver que WrJK envoie U}(i) clans 
Uk, il suffit, compte-tenu de V, § 4, 3.1, de montrer que 'fnr1g(R) envoie 
l+n}(i)Ar(R) clans 1 +n;Ax(R) pour toutR E Mk. Soientdonc jun entier ~ 1 
et a E Ar(R), RE Mk. D'apres 3.2 et 3.3, on a 

(*) mTJK(l + nf a) = 1 + mT/g(a)ujnj +'.:tty;x(ann mod 1t[(lj+d)/ql, 
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OU u = mT/K(nr)/n eA*. Appliquant a nouveau 3.3, on en conclut que 
mT/K(l + n?a) E 1 + niAx(R), des que i ~ inf (j, (j + a)fq), ce qui equivaut 
a j ~ x(i). Cela entraine la premiere assertion de c ). Pour demontrer la 
seconde, il suffit d'apres 3.1 de construire pour chaque i un endomorphisme 
non nul ni de a:k tel que le diagramme suivant soit commutatif 

iic,+ 11 -1 
LJX(i+ 1)-1/LJX(i+ 1) 

rtk T T 

n,l 
if 

191T/K 

rtk Vi /Vi+ t K K , 

c'est-a-dire tel que m:T/K(l+a:n{) = l+n;(a)nt mod ni+ 1AK(R), pour tout 
RE Mk et tout a E a.iR) = R, avecj = x(i+ 1)-1. 

Pour ce faire, distinguons plusieurs cas: 
A) Si I~ i < t (ce qui implique q =p), on a x(i) = i, x(i+l) = i+l, 

done j = i, et j < [(j +d)/q ]. La formule (*) donne alors 

m:T/K(l+an~) = l+apuini mod 1r1Ax(R), 

et on peut prendre n;(a) = iiaP, ou ii est la classe de u modulo n. 
B) Si i = t ~ 1 (ce qui implique encore q = p), on a x(i) = i, x(i+ 1) = 

i+l, doncj= i= t etj = [(j+d)fq]. Si w = n-t%rT1x(n~)eA* (3.3), la 
formule (*) donne ici ( on peut prendre a e Ax(R)) 

W,T1x(l + an~) = 1 +awnt +aPu1n1 mod nr+ 1Ax(R). 

On peut done prendre flt tel que nr(a) = aw+aPi?. 
C) Si i > t, alors [(j+d)/q] = i <j, et w = n-i TrL1x(n{.) e A*. La formule 

(*) donne alors W,T1x(l+an}) = l+an; mod ni+ 1Ar(R), de sorte qu'on 
peut prendre ni tel que n;(a) = aw. 

3.6 Corollaire: Si Test une extension galoisiennefinie, totalement ramifiee 
de K, le morphisme-norme 'ilcr1x: Ur ➔ Ux est un epimorphisme. 

D'apres 1.7, si T =f:. K, T contient une sous-extension galoisienne T' qui 
est cyclique de degre premier; d'apres 3.5, >Jcr'JK est un epimorphisme. 
Comme >Jcrix = 'iRr, JK o 'ilcr/T', !'assertion en resulte par recurrence sur 
[T: K]. 

3.7 Corollaire: Supposons le corps residue/ k du corps local K algebrique­
ment clos. Pour toute extension finie T/K, l'application-norme 

Nr1K: T ➔ K est surjective. 
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En effet, si SC T, on a NrJK = Ns/K o Nris · En particulier, si S est la 
plus grande sous-extension separable de T, on voit qu'on est ramene a 
traiter separement le cas d'une extension separable et celui d'une extension 
purement radicielle. Le second cas est facile et inutile pour la suite ( on se 
ramene au cas ou [T: K] = p; on a alors K ~ k((t)), L ~ k((u)) avec 
Up = t). 

Dans le cas ou T/K est separable, soit Q une extension galoisienne finie 
de K contenant T; comme on a N QJK = N TJK o N QJT, ii suffit de prouver 
la surjectivite de NQJK• ce qui nous ramene au cas ou T/K est galoisienne. 
Dans ce cas mr1K: Ur ➔ UK est un epimorphisme (3.6). D'apres III,§ 3, 7.6, 
ii s'ensuit que mT/ik): A; ➔ A* est une surjection. Comme l'image de 
Nr/K contient en outre une uniformisante (a savoir Nr1inr); 1.5 a)), le 
resultat est etabli. 

n° 4 Groupe de Galois et groupe des unites 

4.1 Soit T une extension galoisienne finie totalement ramifiee de K; 
considerons le morphisme norme mr,x: Ur ➔ UK et soit mTJK = (~et mr,K)0. 
Comme mr,K est un epimorphisme (3.6), on a une suite exacte 

ttT/K 

1 ➔ 1to(iet mT/K) ➔ Urf'ffsr/K--+ UK ➔ 1, 

OU nr/K est induit par mT/K et OU 1to(~et mr,K) = (~et fflr;K)f'ffsr;K. Nous 
nous proposons de montrer que n0 (5eet mr,x) est isomorphe au k-groupe 
constant ll(Tf Kt. (I'°b designe ici le plus grand quotient commutatif d'un 
groupe abstrait I'.) Pour cela, si nr est une uniformisante de T, nous as­
socions a tout crell(T/K) l'image canonique i/J(cr) de cr(nr)fnr dans 
1t0(~et filr1K)(k). 

Lemme: L'application t/1: II(T/K) ➔ n 0(~et '1tr1K)(k) est un homo­
morphisme de groupes et ne depend pas du choix de nr. 

En effet, si <J e II(Tf K), soit <p,,: Ur ➔ Ur le morphisme u +► cr(u )ju 
(u e Ur(R), Re Mk). Il est clair que fflr/K o <p,, = 1, done que <p,, se factorise 
a travers S'eet WrJK· Or Ur est connexe; done <p,, se factorise a travers 'ffsrJK· 
En particulier, 'ffsr1g(k) contient tousles elements de la forme cr(u)/u, avec 
u e Ur(k). II s'ensuit que cr(unr)funr = (cr(u)Ju) · (cr(nr)fnr) est congru a 
<J(nr )fnr modulo 'ffsr1K(k), done que t/1 ne depend pas du choix de l'uni­
formisante. Si <J, -re ll(T/K), on a 

t/l(w) = (w)(nr)fnr = {-r(<J(nr))/cr(nr)} • a(nr)fnr = 1/1(-r) · i/l(cr). 
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4.2 L'homomorphisme 1/J: TI(T/K) ➔ n0(~et ~Ttx)(k) sefactorise a travers 
TI(T/K)°b. Nous notons ir1x: TI(T/K)'i;' ➔ Urf'ilsrix l'homomorphisme in­
duit par 1/J. 

Theoreme d'exactitude: Si T/K est une extension galoisienne finie 
totalement ramifiee, la suite 

( ab iT/K ttT/K 
1 -+ II T/ K)k -► UTf'ilJT/K ~ Ux ➔ 1 

est une suite exacte de k-groupes affines commutatifs. 

II s'agit de prouver que ir1x induit un isomorphisme de Il(T/K)'f' sur 
~et nTJK• et i1 su:flit de le faire apres extension du corps de base de k a. 1'. 
Or, il resulte evidemment de 1.4 que AT=~ AT ®!ln(1c) 1ill(lc) si K est de 
caracteristique O; on a alors (AT)i ~ G(AT ®!IJ)(k))IB(lc)) = A:r ... d'apres V, 
§ 4, 1.6; d'ou Ur ®"'Jc~ Ui ... et Ux ®k 'Jc~ Ui,..., ce qui reste vrai si 
K ~ k[[n]] et nous ramene au cas ou k est algebriquement clos. Alors 
Il(T/K)%b et Sl:et Urix sont proconstants (V, §3, 1.1), et il suffit de montrer 
que II(T/K)°b ➔ KernT1K(k)estbijectif. 

Notons alors Ur = Ur(k), VT/K = 'ilJT1x(k) et NTJK = mT1x(k). Con­
siderons l'homomorphisme q,: uf<TIK) ➔ UT qui a q,.,: u++ a'(u)fu pour 

Al 
composante d'indice u e Il(Tf K). Posons 'ilsi-1x = Im q, et Vf1x = Im q,(k) = 
'ilsi-Ix(k). On a alors 'ilsi-1x C 'ilsrIx (cf. 4.1) et ('iSr1xf'iSi,,K)(k) = 
Vr1x/Vx;x C (Ker NrIx)/VfIx, D'apres 4.3 ci-dessous, on voit que 
(~.h,x/'iSr;x)(k) est :fi.ni. Done ('iSr1xf'ilsi-,x),ed est :fini (Y, § 3, 1.5). Comme 
'ilJT/K est connexe, on a done 'iSrJK = ('iST/K)red et vf,x = VT/K• ce qui, 
modulo 4.3, acheve la demonstration. 

4.3 Lemme: Supposons k algebriquement clos. Soient T une extension 
galoisienne finie de Ket Vf1x le sous-groupe de Ur engendre par /es 
u(u)/u, ueII(T/K), ue Ur. L'homomorphisme II(T/K) ➔ UT/Vx1x, qui 
associe a u e II(T/K) la classe de u(nr)fnr, induit un isomorphisme 

j: II(T/K)°b ~ (Ker Nr,K)!Vr,K· 
En effet, posons r = fl(T/K). Pour tout r-module Met tout entier i ~ 0, 

soit H;(I', M) = TorlCI1(z, M), r operant trivialement sur Z. On a en 
particulier H 0(I', M) = M[I(I')M, ou I(I')M est le sous-groupe de M 
engendre par les elements ym - m pour y er et m e M (m, § 6, 1.1 ). Con­
siderons le diagramme commutatif de r-modules 

incl. • 
0 ~ I(r) ~ Z(I') ~ Z ~ 0 

,1 al II 
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ou a(y) = y(rcr) et p(y-1) = y(nr)fnr si y er. Comroe les lignes sont 
exactes on a un diagramme induit 

--+ H 0(I', Z) 

1---~ K* • 

ou les lignes sont exactes et ou N, N' sont induits par l'application-norme 
Nr/K (remarquer que H0(I', Ur)= Urffrufu} = Uy/V{1K et H 0 (I', T*) = 
T*/{yx/x} avecy er, ue Uy et x e T*). D'apres 4.4 et 4.5 ci-dessous, on a 
H1(I', T*) = 0 et Ker N' = 0. Par consequent, a induit un isomorphisme 
H1(I', Z) ~ Ker N = (Ker Nr1K)/Vi1K. D'un autre cote, on aH0(I', Z[I'])::::; 
Z[I'];1(I')::::; Z = Ho(I', Z). Notre diagramme permet done d'identifier 
H0 (I', I(r)) = I(r)/l(I')2 a H1(I', Z) et il montre que H 0 (r, f3) induit un 
isomorphisme de I(I');1(r)2 sur Ker N. II reste done a verifier (ce qui est 
classique et facile) que !'application y # y-1 de I' dans I(r) induit par 
passage au quotient un isomorphisme u: rab ::::; I(I')/I(r)2 ; par construction, 
u est tel quej = H0(r, f3)u. 

4.4 Lemme: Sous /es hypotheses du lemme 4.3, tout element x e T* tel que 

Nr1K(x) = 1 est de la forme x = flf=i y;(y;)Jyi avec "/; e II(T/K) et 
Y;ET*. 

a) Supposons d'abord I' = II(T/K) cyclique: on a done une resolution 
libre du r-module Z de la forme 

?N ?(a-1) ?N l(a-1) e 
... Z[I']--+ Z[I']--+ Z[I']--+ Z[I']--+ Z[I']-+ Z--+ 0, 

ou u est un generateur de r et ou N = I y, ye r. Identifi.ant tout I'-module 
M a. Modzcn(Z[I'], M), on en deduit 

H21+ 1(r, M) = Mod1ttl(Z, M) = (Ker NM)II(I')M 

si i ~ 0 (NM: M ➔ M est !'application N?: m ~ Nm). Or on sait d'autre 
part (III, §5, 3.2)queH1 (I',T*)=Ker(il1(K,µK)--+H 1 (T,µr)). Comme 
H1(K, PK)= 0 (III, § 4, 4.4), on a done H 1(I', T*) = 0 (theoreme 90 de 
Hilbert), done Ker NM = I(I')M si M = T*. 
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b) Cas general: raisonnons par recurrence sur [T: K]. Si IJ.(T/K) n'est 
pas cyclique, T contient une sous-extension galoisienne L distincte de K 
et T (car II(T/K) est resoluble (1.7)). Posons R = NT/L• On a alors 
NT1K(x) = NLtK(R(x)) = 1. D'apres l'hypothese de recurrence, on a 
R{x) = ill=t 'S1'zi)fzi, aveczieL* et 'Siell.(L/K). Soient <>ieII(T/K) un 
prolongement de 'Si a. T et ti un element de T* tel que R(ti) = z1 (3.7). On a 
alors R(x) = IL 'SiR(ti))fR(t1) = R(f18iti)/tJ Posant u = I1 <>1(t1)/ti 
et appliquant l'hypothese de recurrence a !'extension T/L et a !'element 
U - l X E T*, on a le resultat cherche. 

4.5 Lemme: Sous /es hypotheses du lemme 4.3, on a H1(II(T/K), T*) = 0. 

a) Supposons d'abord I' = IJ.(TJK) cyclique: se servant de la resolution 
de Z donnee en 4.4 a), on voit alors qu'on a H2 ;+ 1(I', M) = MrfNM(M) 
pour tout I'-module M (4.4; on note Mr le groupe des me M tels que 
y(m) = m, Vy er). On a done en particulier H1(I', T*) = K*fNT1xT* = {l} 
(3.7). 

b) Cas general: soit H un sous-groupe distingue de r = IJ.(Tf K). Pour 
tout r-module M, }'operation de I' sur M induit par passage au quotient 
une operation de r J H sur M/l(H)M. Lorsque M est un I'-module libre, 
M/I(H)M est un (I'/H}module libre. Enfin le foncteur M ++ Mfl(I')M 
se decompose en M ++ M/l(H)M et en N ++ Nfl(I'f H)N. On a done une 
suite spectrale des foncteurs composes 

qui engendre la suite exacte habituelle des termes de bas degre 

H2(I', M) ➔ H2 (I'f H, M/I(H)M) ➔ H0(I'/H, H1(H, M)) ➔ 

H1(I', M) ➔ H1(I'/H, M/l(H)M) ➔ 0. 

D' ou en particulier une suite exacte 

Supposons maintenant I' non cyclique. Comme I' est resoluble (1.7), on 
peut choisir H tel que H :/= {1}, r. Soit L le corps des invariants de 
H (KC LC T). Posant M = T* dans la suite exacte ci-dessus et raisonnant 
par recurrence sur [T: K], on a H 1(H, T*) = 0 par hypothese par recur­
rence. D'autre part, M/l(H)M ~ L* d'apres 3.7 et 4.4. D'ou aussi 
H1(I'/H, L*) = 0, ce qui prouve notre lemme. 
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n° 5 Extensions cycliques de degre premier 

5.1 Soit T/K une extension cyclique de degre premier q, totalement 
rami:fiee. Designons par r le groupe de Galois ll(TJK); nous nous proposons 
d'etudier l'extension de UK par rk donnee par la suite exacte (4.2) 

5.2 Supposons d'abord q =I= p. D'apres 1.6, on a alors T = K(w) ou 
wq = un, avec u e k* ( on identi:fie k* a un sous-groupe de K* au moyen 
de la section de Teichmiiller (V, § 4, 3.2)); si u Er, posons ((a)= 
a(w)fw :f:. 1; on a ((u)q = I, done ((a) Ek* q U';(k) (V, § 4, 3.2) (car 
((u) induit un homomorphisme rk ➔ Ur et rk est multiplicatif!). L'ap­
plication a ++-((a) induit un isomorphisme rk c:+ qµk (II, §5, 1.6). Identi:fions 
les parties multiplicatives de UK et Ur a µk; d'apres 3.5 b) et la definition 
de ir,K, on a un diagramme commutatif 

htK ftT/K 
1 --+ rk ---+ Urfmr,K---+ UK---+ 1 

21 r r 
incl. q Id 

0 --+ qPk ---+ µk ---+ µk ---+ 0. 

11 s'ensuit que l'extension cherchee s'obtient a partir de la suite exacte du 
bas a l'aide des isomorphismes rk q qPk et Acl(UK, rk) q Aci(µk, rk). 

Inversement, tout element non nu! de Aci(Uk, (Z/qZ)k) s'obtient apartir de 
['extension T = K(w), ou wq = n, et d'un isomorphisme ll(T/K) c:+ ZfqZ. 
En effet, on a des isomorphismes (V, § 3, 3.10 et 5.2) 

Acl(UK, (Z/qZ)k) q Acl(µk, (ZfqZ)k) c:+ Aci~(Q/Z)k, (Z/qZ)k) 

c:+ Ack('!:!(Z/qZ)k, (Z/qZ)k). 

Ce groupe est done nul si k ne contient pas de racines q-iemes de l'unite 
=l-1 et isomorphe a ZfqZ dans le cas contraire, ce qui implique l'assertion 
annoncee. 

5.3 Supposons maintenant q = p. Posons 18 = 1BrtK• Nr1K(nr) = un, 
<r(rcr)/rcr = 1 + vrc~, si u est un generateur de r = ll(T/K), et 
Trr1irc~) = wnt, avec v EA; et u, w EA*. Soient cc rk ➔ a,k et /3: a,k ➔ a:k 

les homomorphismes tels que a(r modp) = rv et f3(a) = wa+ii'aP, ou ii et 
ii, w designent les classes de v et u, w modulo nr et n. Entin, soit i le compose 
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Lemme: Dans le diagramme commutatif 

--►-1 

--►-1 

/es lignes sont exactes. 

En effet, la premiere ligne est exacte d'apres 4.2. Dans la deuxieme ligne 
les morphismes soot induits par iT/K (qui se factorise a travers U}/U} n ~ 
par definition de t) et 'inT/K (qui envoie U} dans lfK d'apres 3.5 c)); on voit 
eomme pour 'inT/K que le morphisme induit U~ ➔ Vi est un epimorphisme, 
ee qui implique !'exactitude de la seconde ligne. Pour prouver l'exactitude de 
la troisieme ligne, posons ~ = U}+ 1(U~ n ~)/U} n ~; il est alors clair 
que l'homomorphisme ~-+ Uk+ 1 induit par U}/U~ n ~ ➔ Uk est un epi­
morphisme; il suffit done de prouver l'egalite rk n ~ = ek, qui equivaut 
a la relation a(nT)fnT=l+vn~¢((U~n~)l.f/ 1)(k), et resulte mani­
festement des relations 1 + vn~ ¢ u~+ 1(k) et ~rod C IJ/ 1• Pour prouver 
cette derniere inclusion, posons (& = ier 'inT/K et f£; = ui<;> n (£ avec les nota­
tions de 3.5. D'apres 3.5 A et B, (£JC£ 1+ 1 est :fini pour i ~ t; par consequent, 
f£/f£r+ 1 est fi.ni et l'on a ~rod = @:~.d C C&r+ 1 C lf/ 1• 

Considerons enfin la derniere ligne: la commutativite du earre eontenant 
/3 (resp. ex) resulte de la demonstration de 3.5 (resp. des definitions). On a 
done if/31X = 0, d'ou f3cx = 0, puisque ~er~ est infinitesimal. Comme 
~er f3 est manifestement une forme de (Z/pZ)k, la demiere ligne est exaete. 

5.4 Exemple: Supposons que K contienne une raeine p-ieme de l'unite 
C -# 1 ( on a done p · 1 K -# 0 et e < + oo ). Soit T = K( w) avee al = n. On 
a alors (p-l)(t+l) = vT(pcoP- 1) (3.4), done (p-l)(t+l) =pe+p-I, 
d'ou t = pe1 avee e1 = ef(p-1 ). Identifi.ons I' a ZfpZ en choisissant 
eomme generateur de r l'element a tel que u(co) = Cw; on a 

t = vr(o-(c.o)-ro)-1 = vT((-I) = pv((-1). 
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Il en resulte que e 1 est entier et que ( = 1 + h1{', ou h e A*. On a aussitot 
u = ( -1 )P- 1 et w = pn -e; la derniere ligne du diagramme 5.3 s'identifi.e 
done a !'extension 

"' fJ 0 ➔ (Z/pZ)k - IXk - IXk ➔ 0, 

ou a(r modp) = rfi et fJ(a) = wa+aP. 

5.5 Exemple (extensions d'Artin-Schreier): Soient n un entier tel que 
1 ;£ n < pe/(p-1) et (n,p) = 1, et}., un element de K tel que v(l) = -n. 
Posons T = K(x) avecxP-x = l. 

Nous montrons d'abord que !'extension T/K est galoisienne, totalement 
ramifiee de degre p, et que !'on at = n: de xP-x = A, on deduit vT(x) < 0, 
puis vT(l) = pvT(x), d'ou vT(x) = - vT(n)n/p. Comme (n,p) = l,p divise 
vT(n); d'oup ;£ vT(n) ;£ [T: K] ;£pet vT(x) = -n. 

Considerons d'autre part !'equation 
p-1 

(x+ Y)P-(x+ Y)-2 = YP-Y+ I aiYi = 0. 
i=l 

On a 

vr(a;) = vT ( (~=:) px;-;) 

= vr(pxp-i) = pv(p)-n(p-i) > pv(p) (1- p-i) ~ 0. 
p-1 

Ceei montre quea;=0 mod nT; or !'equation reduite modulo nT, YP - Y=0, 
a p raeines 0, I, ... , p-1. Notre equation (x+ Y)P - (x+ Y)-l = 0 a 
done p raeines Yo, Yi, ... , yP- 1 dans AT telles que Y; = i mod nT (lemme de 
Hensel; Alg. comm., chap. III, §4, cor. I au th. 2). Ceci montre que T/K est 
galoisienne. 

Soit a e Il(T/K) tel que a(x) = x+y1 • On a alors cr(x)-x = I mod 
nTAT, d'ou (a(x)/x)-1 = x- 1 mod n}+ 1Ar. D'un autre cote, soit 
x = rc:;:nu, avec u e Ai; par definition de t, on a a(nr )fnT = I +z, avec 
vr(z) = t et l'on sait qu'alors a(a)-a e n~+ 1Ar pour tout a e Ar, 
(a(u)/u)-len~+ 1ATet(a(x)/x)-1 = -nzmodn~+ 1• Comparantlesdeux 
congruences obtenues pour (a(x)/x)-1, on obtient t = n et z = -x- 1/n 
mod n~+ 1A. 

Deterrninons enfin la suite exacte 

0 ➔ (Z/pZ)k ~ IXk .!!.,, IXk ➔ 0. 

Posons -x- 1 = hn~, avec heAt, de sorte que i{:a.k-+ U~/U~+i est 
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defi.ni par i;(a) = l-ah- 1x- 1 ; on a u(nT)fny = I+z = I-x- 1/n, ce qui 
entraine a(l) = fi/n et a(rmodp) = rfi/n. De meme, SJ/:T/K(I-ah- 1x- 1) = 
SJ/:T/K(ah- 1 -x)JSJ/:T/K(-x) = l -r1 ((a/h)P-a/h) (calculer les termes con­
stants des equations minimales de -x et a-x sur K); si r 1 = nnµ, on a 
done SJ/:T1ii;(a)) = if(-µ((a/li)P-a/n)), ce qui signifie que P(a) = 
- µ((a/fi)P-a/h), a ERE Mk. 

Lorsque ), ( et done µ) varie, on obtient ainsi tous /es elements de 
Aci(cik> (Z/pZ)k) (III, § 6, 5.4; puisque k est parfait, on a k[FJ = k + 
(F- l)k[F]). 

5.6 A chaque extension T/K cyclique totalement ramifiee de degre p, 
et a chaque isomorphisme <p: II(T/K) ➔ Z/pZ, on associe done un element 
tff(T, cp) de Ac!(UK, (Z/pZ)k) (4.2). La proposition suivante sera fonda­
mentale pour la suite: 

Proposition: Lorsque T parcourt !es extensions cycliques totalement 
ramifiees de degre p de k, !es tff(T, <p) engendrent le groupe 
AcHUK, (Z/pZ)k)· 

Demontrons d'abord deux lemmes: 

5.7 Lemme: Pour tout n ~ I, soient jn: Ui:/U'J/ 1 ➔ UK/Ul+ 1 /'inclusion et 

j:: Act(UK/U';/ 1, (Z/pZ)k) ➔ Ac!(Ui:/Ul+ 1, (Z/pZ)k) 

I' application induite. Si e = v(p) et e 1 = ef(p- I), on a Im f: = 0 dans 
!es trois cas suivants: 

a) n > pe1 ; 

b) n < pe1 et p\n; 
c) n = pe 1 et I est la seule racine p-ieme de I dans K. 

De plus, si n = pe1 , on a toujours Im j: = 0 ou Im j: ~ Z/pZ. 

En effet, posons m = n/p dans le cas b) et m = n-e sinon. Soit f l'endo­
morphisme x ++ xP de UK. D'apres V, § 4, 3.5, f induit un epimorphisme 
fm: ur;_;u;+ 1 ---+ Ui_/U'}/ 1 tel que (S'ret fm)red = 0 dans les cas a) et b); si 
n = pe 1 , (St'et f m)red est de marque multiplicative (Z/pZ)k, mais ne lui est 
pas isomorphe dans le cas c) (V, § 4, 3.6). 

Considerons le diagramme commutatif: 

U';_/U';_+l ~ U';_/U~+l ~ UK/U';/ 1 

1= l f' l 
in U fun+ 1 

K K • 
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ou f' est induit par f, et ou cc et f3 sont les morphismes evidents. Posant 
H(I) = Acf(l, (Z/pZ)k) pour tout IE Ack, on en deduit le diagramme 

H(UKJu;+ 1) ~ H(U;Jui+ 1) /!:!!_ H(Ug/U1¾_+ 1 ). 

H(fm)r 

H(Ui/U']/ 1) 

Comme la multiplication par p annule Z/pZ, on a H(f') = 0. Comme H(oc) 
est injectif (car AciUK+ 1/U'i/1, (Z/pZ)k) = 0), on a H(fm)i: = 0. Or 
Ker H(fm) est l'image de Aci~et fm, (Z/pZ)k) ~ Aci(~et f m)red, (Z/pZ)k); 
d'ou le lemme d'apres ce qui precede. 

5.8 Lemme: Si Gest un sous-groupe de Aci(Ux, (Z/pZ)k), considerons !es 
assertions suivantes: 

(i) G = Aci(Ug, (Z/pZ)k). 
(ii) Pour tout n <pe/(p-1) tel que (n,p) = 1, /'image de 

G dans Acl(U_i, (Z/pZ)k) contient celle de Acl(Ui/U'j/1, (Z/pZ)k)-
(iii) L' assertion (ii) est satisfaite et, de plus, si n = pe/(p-1 ), !'in­

tersection des images de G et de Acl(Ui/U'i/ 1, (Z/ pZ)k) dans 
Aci(Ui, (Z/pZ\) n'est pas nu/le. 
A/ors (iii)=> (i) si K contient p racines p-iemes de I et (ii)=> (i) sinon. 

En effet, si l'on pose H(l) = Acl(I, (Z/pZ)k), on a le diagramme com­
mutatif et exact 

On en tire que Im i: = Ii n H(Ui/Ui+ 1), si H designe !'image de H(Ug) 
dans H(U_i). En outre, comme on a H(Ux) ~ Un H(Ug/ U'x.) d'apres V, § 2, 
3.9, on peut supposer avoir deja prouve que G contient H(Ux/Ui) (remarquer 
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que H(UK/Ui.) ~ H(p.k) = O!), et montrer que G contient H(UxJU't 1); cela 
revient a montrer que l'image G de G dans H(~) contient eelle de 
H(U'Ic/U';/ 1). Cela est clair dans les eas a), b) et c) de 5.7. Lorsque n < 
pe/(p-1) et (n, p) = 1 cela resulte evidemment des hypotheses faites ((ii) 
ou (iii)). Enfin, si n = pe/ (p-1) et si K contient p racines p-iemes de !'unite, 
on a G rdm i: = G ri H(U'fc/U'Ic+ 1) # 0 par hypothese, done G:) Im i: 
d'apres la derniere assertion de 5.7. 

5.9 Revenons a la demonstration de 5.6; gardons les notations ci-dessus 
et prenons pour G le sous-groupe engendre par les C(T, q,) ou T pareourt Jes 
extensions cycliques totalement ramifiees d'ordre p. On a un diagramme 
canonique 

H(UK) ~ H(U'Ic) ~ H(U~:/U'Ic+ 1) ~ H(ri.k). 

Remarquons que H(i!) est bijeetif puisque t: est un epimorphisme de noyau 
infinitesimal. D'autre part, si l'on revient au diagram.me 5.3, ou l'on iden­
tifie I' a. Z/pZ, et si l'on note <f;(T) la classe d'extensions definie par la 
i-eme ligne (i = l, 2, 4) de ce diagramme, on a 

On a vu en 5.5 que pour tout n tel que 1 ;£ n < pe/(p-1) et (n,p) = 1, 
et pour tout element C de H(ri.k), on pouvait trouver une extension T/K du 
type envisage telle que t = n et que C 4 (T) = 8; d'autre part, si K eon­
tient p racines p-iemes de I, on a vu en 5.4 qu'il existait une extension T/K 
du type envisage, avec t = pe/(p - 1 ), et telle que 8 iT) soit non nulle 
( done C i(T) non nulle, puisque un est injectif). On peut done appliquer 
5.8, ce qui acheve la demonstration. 

n° 6 Extensions abeliennes de K et extensions de UK 

6.1 Lemme: Soient T et S deux extensions galoisiennes finies totalement 
ramifiees de K tel/es que SC T. Le diagramme ci-dessous, ou n est 
induit par filris, est commutatif. Ses /ignes et ses colonnes sont exactes. 

En effet si y E II(T/K), on a Nr15(y(nr)/nr) = y(Nrrs(nr))/Nrrs(nr)­
L'egalite no ir1K = is/K o can. resulte done de ce que N81inr) est une 
uniformisante de S (confer par exemple 1.5 a)). Les lignes sont exactes (4.2), 
ainsi que la premiere colonne; la seconde l'est done aussi. 
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1 1 

l l 
II(T/s):b = JI(T/s):b 

can.1 

1 1 

6.2 Lemme: Soient T et S deux extensions galoisiennes, finies, totalement 
ramifiees tel/es que T Q9K Knr ~ S ®K Knr = L. Identifions II(T/K) et 
ll(S/K) a II(L/Knr) au moyen des isomorphismes canoniques. Alors !es 
extensions 

<ff T/K 
et 

<ffs/K I--+ ll(L/Knr):b ~ Us/>Ss/K ~ UK---+ 1 

sont equivalentes. 

En effet, Jes extensions <ff TJK ®k K et <ffsJK ®k k, deduites de <ff T et <ff s 

par extension des scalaires, s'identifient toutes deux a <&'£ixm. Leurs classes 
d'equivalences different d'un element de 

Ker (Act(UK, rk)-+ Ac~(Ux ®k k, rk ®k k)), 

si I'= ll(Lf Knr)ab_ Or d'apres III, § 6, 3.5 (mutatis mutandis), ce noyau 

s'identifie a H1(k, 0:!°(Ux, rk)). Comme @;~0(Ux, I'k) = @t(Ux, rk) = ek 
parce que UK est connexe, le noyau en question est done nul. 

6.3 Soient T une extension galoisienne finie, totalement ramifiee de K 
et X un groupe commutatif :fini. La suite exacte <ff T/K induit la suite exacte 
habituelle des groupes d'extensions 

(*) 0 ➔ Act(II(T/K):b, Xk)~ Aci(Ux, Xk) -i, Act(UTf>ST/K• Xk). 

Desormais nous identifions Gr(II(T/K), X) d'abord a AciJI(T/K):b, Xk) au 
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moyen de l'isomorphisme evident, puis a un sous-groupe de Act(Ux, Xk) au 
moyen de i\. Autrement <lit, un homomorphisme f: II(T/K) ➔ X sera 
idcntific il la classe de l'extension ITtKf', f': II(T/Kt ➔ X etant l'homo­
morphil'>me dcduit def par passage au quotient. Le lemme 6.1 montre alors 
quc Gr( II (Sj K ), X) est identifi.e a un sous-groupe de Gr(II(T/K), X) 
lorsque S T, ct que !'inclusion s'identifie a l'application canonique 
Gr(ll(S K ), X} ·• Gr(IT(T/K), X). 

Thloreme d'existence: Soient X un groupe commutatif .fini et T00 

wit' extension abelienne totalement ramifiee maximale du corps K. 

012 a a/ors 

m, r 1wrcourt !es sous-extensions finies de T 00 • 

Le thi:ori:me d'existcnce signifie que, pour toute extension de k-groupes 

,illinc" ,:ornmutatifs 

1 ➔ xk ~ (I; ~ Ux ➔ 1 

11 y a utK' v1u.,-cxtcminn linie T de T""' et un diagramme commutatif 

.. II( T/ Kh i·ri1< Ur/11.h,x nrrK UK--+ 1 

V" ts \\ 

Pour di::m, ,11 tn:r not re theoreme, nous pouvons evidemment supp~s:r 

I "I 1 1,n.:mier. Pour toute extension finie totalement ramifiee 
qm: \" , I{ ., ( 

r h. l\tl\llll½ ahw·, 
v11 i,;: Ac~(Ui;;, Xk) ➔ Aci(Ur, Xk) 

A 1 ( 1p . . x ). Si T/K est galoisienne, les suites exactes 
1 · hi nnn mnq~lu,,ntc ck • l 11 K , k 

{ ) d 
,1 A~ ('ii . X,)-+ Ack(Uy/11.h1x, Xk) ➔ Act(Ur, X") 
' ,, •. , ' Ii ' , • 

, . G ( II (T/ K) X). n s'agit done de prouver que, 
,·ntraim:111 quc Ker 1'1 i r. , . fi ie T de T telle 

A .1 ( U \' ) ii cxiste une sous-extension n "' 
pnll! t11\l! t, 11, ' k • 

11111· 1, id i) IL A 1(U x) on peut trouver une 
!. 1 . l !UC pour tout x E ck x, k , 0 

\lnntnH!'• t awn l. . , 'l:, T' de K telle que vT'/lx) == • 
Ii n1c totalcmcnt ram111ee 

c:i.trn•,1,111 · l'• . t'on est triviale pour n == O; lorsque 
..... irre1H.:c sur n. asser I l 

l(,u "' lflll"tl'• par n::1; 1 · · 5 6 _ p· supposons n ~ • 
l .ll . • ,J,· ,; ; nour q /. p, de · pour q - ' 

11 , ,• C , • ,. • • " 1· 
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Comme Act(UK, Yk) = 0 pour tout groupe commutatif fini Y, le foncteur 
y ++ AcicuK, Yk) est exact a gauche en Y, et on a une suite exaete 

0 ➔ Ac}(Ug, (Z/qZ)k) ➔ Ac~(Ux, (Z/q"Z)k) !+ Aci(UK, (Z/qnz)k). 

Six e Acl(Ug, (Z/qnz)k), on a q(qn- 1x) = 0 et qn-1x provient done d'une 
extension de UK par (Z/qZ)k; en vertu de ce qui precede, il existe une ex­
tension separable fi.nie totalement ramifiee T1 de Ktelle que Vri1K(qn- 1x) = 0. 
L'element vr1,ix) de Act(Ur1 , (Z/qnz)k) est done annule par qn-i, done 
provient d'une extension de Ur, par (Z/qn- 1z)k en vertu d'une suite 
exacte analogue a la precedente. D'apres l'hypothese de recurrence, il existe 
une extension separable finie totalement ramifiee T' de T1 telle que 

Vr'/K(x) = Vr•1rhrt1r(x)) = 0. 

11 nous suffit done de demontrer le lemme suivant: 

6.4 Lemme: Pour toute extension separable finie totalement ramifiee 
T' / K, ii existe une sous-extension finie T de T <:fJ telle que 

Ker ( vr-1K) C Ker (vT1x)-

On peut agrandir T', done supposer que r:, = T' ®K Kn, est une ex­
tension galoisienne de K (si S' est une extension galoisienne finie contenant 
T', remplacer T' par une sous-extension totalement ramifiee maximale de 
S' Kn, (2.1 et 2.2)). Posons II 1 = II (T:,f K) et II 2 = II (T:,f Kn,), et soit L 
le corps des invariants de (II 1 , II 2). Soit T1 une sous-extension totalement 
ramifiee maximale de L; on a T1 ® K Kn, ~ L; comme II(L/Kn,) = 
II2/(II1 , fl2) est central dans fl(LJK) = II1 /(II.1 , II2), l'extension T1/K 
est abelienne (2.3); il existe done TC T co telle que Tn, ~ T10, ~ L ( d'apres 
2.3 on a fl(Kab/K) = ll{Kab/Kabn,)xII(Kab/T00); si l'on pose 

I' = II(Kab/Kabnr) I") II(Kab/T1), 

on choisira T de telle maniere que II(Kab/T) = I'x II(Kab/T<:fJ)). Montrons 
que T repond a la question: 

Appliquant 2.1 a !'extension r:,fTn,, on voit qu'il existe une extension 
totalement ram.ifiee T" ::> T telle que r:; = r:,. Si x e Aci ( U x, X k), on a 
les equivalences (confer la demonstration de 6.2): 

(x e Ker vT'/K)-» (x ®k k e Ker Vf•.,,,i.,,..) <::> (x e Ker vT"/K); 

on peut done supposer T" = T', i.e. T' ::> T. Soient 5BT'/K Ia composante 
neutre de iet (?RT'/K) et~ = !eer (UT'/5Br'tK ➔ Ug); la suite 

1 ➔ ~ ➔ Ur.f5Br'/K ➔ UK ➔ 1 
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donne par extension des scalaires a f Ia suite exacte <ff7,n,/Kn,· On a done 
Q; ®k K ~ II(T;rf Knr)ib = JI~~; ii en resulte que a: est etale et que C£(f) ~ n;b. 
On verifie aussitot que IJ(k/k) = II(K0 rfK) = 1IifII2 y opere par auto­
morphismes interieurs. II en resulte que le plus grand quotient constant 
de C£ s'identifie a (II2/(II1 , II2))k = II(TJK)k. Dans le diagramme com­
mutatif 

fest un isomorphisme, ce qui entraine Ker vTJK = Ker Vr JK. 

n° 7 Groupes de Galois des extensions abeliennes d'un corps local 

7.1 Soit Tune extension galoisienne, finie, totalement ramifiee de K. La 
suite exacte 

( 
ab tTJK nr1K 

1----+ II T/K)k ----+ Urf'$!3T/K----+ UK-+ 1 

de 4.2 induit une suite exacte des groupes d'homotopie (V, § 3, 4.1) 
1r,(nr1K) a ab 

1t1(Urf'iBr1K)--~ 1t1(UK)-+ II(T/K)k ----+ 1 

(remarquer que 1t0(Urf'iBr1K) = 1 et n0(II(T/K)~b) = II(T/K):b). 
De meme, comme on a 1t0('$8r;K) = 0 par construction, la suite exacte 
canonique 1 -+ 'ilsrJK -+ Ur -+ Urf'ilsr;K -+ l induit une surjection 
11:1 (Ur) -+ 1t1 (Ur/'1sr;K) -+ e. Composant cette surjection avec 1t1 (nr;K), on 
obtient Ia suite exacte 

1T1(!llr1K) a )ab 
1ti{Ur)--- 1t1(UK)-+ II(T/K k -+ 1. 

Rappelons maintenant quelques notations de V, § 3, n° 4: pour tout 
k-groupe affine comrnutatif U, soit I'(U) le plus grand quotient proconstant 
de U, et posons y(U) =I'(1t1 (U))(k). Rempla9ant dans la suite exacte prece­
dente chaque groupe @ par r(®)(k), on aboutit a la suite exacte de Serre 

y(Ur) y(lllr1K) y(UK) •rtK II(Tf Kt-+ l. 

On <lira que Ia surjection vTJK, qui est deduite de l'application-bord a, est 
l'homomorphisme de Serre relatif a T/K. 

7.2 Soit S une sous-extension galoisienne de T. Reprenant !es construc­
tions de 7.1, on voit que le diagramme de 6.1 induit un diagramme com­
mutatif 
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y(9lTJK) y(Ux) •r1x II(T/K)ab-+ 1 

II lean. 
y(Ux) "s'x II(S/Kr-+ 1. 

Ceci nous amene a considerer plus generalement une extension galoisienne, 
totalement ramifiee, non necessairement finie N de K. Par passage a la limite 
projective Jes homomorphismes de Serre vTJK• relatifs aux sous-extensions 
fi.nies T/K de N/K, induisent l'homomorphisme de Serre vNJK = Jim Vr;K -relatif a NJ K: 

VN;K: y(UK) ➔ II(N/K)0b ~ lim II(T/ K)°b. -TcN 

Comme y(UK) est compact et que Jes vTJK sont continus et surjectifs, vNJK est 
continu et surjectif. Son noyau est la limite projective des Ker vr JK, i.e. 

Ker VNJK = n Im y(lRr;K)-
T <=N 

7.3 Theoreme sur les groupes de Galois: Soit T ro une extension abelienne 
totalement ramifiee maximale du corps local K. Alors l'homomorphisme 
de Serre 

est un isomorphisme. 

En effet, si X est un groupe commutatif fini et Gun groupe topologique, 
notons Hom (G, X) le groupe des homomorphismes continus de G dans X, 
muni de la topologie discrete. II suffit de montrer que, pour tout X et tout 
/e Hom (y(UK), X), ii y a un TC T00 et un g: II(T/K) ➔ X tels que 
[T: K] < ro et/= gvr;K; cela signifie que 

I~ Hom (vr;K, X): IiT Hom (II(T/K), X) ➔ Hom (y(UK), X) 
TcT,,, 

est bijectif. Or, si U~ est !'extension proconstante universelle de UK (V, § 3, 
4.2), la suite exacte canonique 

1 ➔ y( LJ K)k ~ LJ~ ...t LJ K ➔ 1 

induit des isomorphismes 

8(X): Hom (y(UK), X) ~ Aciy(UK)k> Xk) ~ Aci(UK, Xk)­

D'apres 6.3, il reste done a voir que, pour tout T, le compose 
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d X) Hom (r 11 ,:. X): Hom ([I(T/K, X) ➔ AcI(Ux, Xk) 

cn111cidc aH'"i.'. d: (d qui nous a permisd'idcntitler Hom(ll(T/K), X) 
a tm sou~•grnupc de Ac; ( U,;;, X k): pour cela, considcrons le diagramme 
CO!ll!ll\.l!at If 

I 
+ .. 

l) 

---► U,c--► I 

n 
ll 
U,: ---·► l 

ii 
11 
ii 

otl \ c,t l'uniqur h,imomorphi~mc td quc 11 11, ., t1. {,'injection de 6.3 et 
i1{X) a•,,,1>1,·1cn1 rc'>pci.:11,cmcnl ;'1 let ;·1 l r1 " la da~se d'cquivalence de la 

d,~rn1i'n: 

7.4 Sou¾ 

di:tcnnrncr 
fmi 1't ,1 p' 

De 

pom .. n·, dorir ;ipphqocr k~ rcsulta!\ de V, § 3 et § 4 pour 
!;1 •,lrmrnn~ de 11U,.) -. II( r., 'A:). En particulier, lorsque k ,·st 

•,:111 qtit' ";"(UA) "'. U,.(k) U,:.: 
prn. N:, ,n11 r urn: cx!l:n-.ion ga!oisiennc. time, totalcmcnt 

i; .. u, tt, 
fl'/ ;-l'J. 

UK .. ll(J K .. 
A ► 

.......... .,,. 

;!• M I) a• 1'I !, I!' Ill 

y f 
ii .. u, 

.. , ,,. 
U,: t. .. flt r ;,:,_ ,.. 

T II: 
.. ........ 

On;1 ii ,(! 1 11_1 )) •• ( {Cl),.tSiifrr11 ll(T'K}:"et(fofrr 
h O ( Ill, \ 7 . .'). It' kmmc ,!u '>npcnt ( Alq. comm. I.§ I, prop. 2) 

f.1m1111. urn: ',l!l!C C)l;H.:!1: 

i l:, .. 1, 

l I .. l, 

1.rmmr: /..'lium,miorphiMnt" r 1 ,. n1Jnridi· at't•r /'homomorphi.smt• de 

,\'1•rr1· 1 r , .. 
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En effet, !'extension proconstante universelle de UK s'identifie a Ia suite 
exacte 

3"-ld 
l--+ (UK)k--+ Ug__,,.. Ug--+l. 

Or le diagramme (*) montre que l'homomorphisme & de 7.3 est !'unique 
homomorphisme factorisant b a travers nT/K (b = 3nT/K). Le morphisme 
(vT/Kk ~er c ➔ St'er nT/K coincide manifestement avec ·r. 

Lorsque T parcourt les sous-extensions finies d'une extension abelienne 
totalement ramifiee maximale T 00 , Ker vTJK parcourt les sous-groupes 
ouverts de y(UK)::::; UK d'apres 7.3. Nous avons done prouve: 

Thioreme du corps de classes local: Soient Kun corps local de corps 
residue/ fini et T 00 une extension abelienne totalement ramifiee maximale 
de K. L'application T++NT/K(Uy) met en correspondance bijective 
!es sous-extensions finies de T 00 et !es sous-groupes ouverts de UK. 

7.5 Remarque: Soient K,,b une cl6ture abelienne de K et Kabnr Ia plus 
grande sous-extension non ramifiee de K. Si T 00 est une sous-extension 
totalement ramifiee maximale de Kab, on deduit de 2.5 et 7.3 des isomorphis­
mes 

y(UK)::::; JI(T00 /K)::::; JI(Kab/Kabnr)-

L'isomorphisme v: y(UK) ➔ JI(Kab/Kabnr) obtenu est independant du choix 
de T 00 , comme ii resulte aussit6t de 6.2. 

7.6 Remarque: Pour quelques complements, en particulier pour l'etude 
de !'application de reciprocite et des extensions abeliennes non neces­
sairement totalement ramifiees, nous renvoyons le Iecteur a M. Hazewinkel, 
Abelian extensions of local fields, these, 18 juin 1969, Amsterdam. 


