APPENDICE

Corps de classes local

par

MICHIEL HAZEWINKEL *

Dans tout cet appendice, K désigne un corps local, i.e. le corps des fractions
d’un anneau de valuation discréte complet A de corps résiduel parfait k. Nous
notons m I'idéal maximal de A, n une uniformisante de K (i.e. un générateur
de lidéal m), p la caractéristique de k, k une cléture algébrique de k et v la
valuation de K qui est positive sur A— {0} et telle que v(n) = 1.

Le cas p = 0 étant facile et classique, nous supposons p # 0. Toute exten-
sion de corps LK sera implicitement supposée algébrique. Enfin, pour toute
extension galoisienne M|N, on note II(M/N) le groupe de Galois topologique
de M sur N.

n° 1 Généralités sur les extensions de corps locaux

1.1 Lemme: Si L est une extension finie de K, la fermeture intégrale Ay
de A dans L est un anneau de valuation discréte complet et un A-module
libre de rang fini. Si v, est la valuation de L correspondante et si ky est
le corps résiduel de Ay, on a [L: K] = vy(n) - [k k]

En effet, cela résulte de Alg. comm. VI, §8, n°5, cor. 2 au th. 2, compte-
tenu de loc. cit. § 1, n° 3, cor. 3 au th. 3.

Dans la situation précédente, on note m, I'idéal maximal de 4, et 7,
un générateur de m;.

* Je remercie M. Demazure et P. Gabriel d’avoir adapté mon manuscrit au style de
leur livre. Je tiens aussi & reconnaitre ma dette sans cesse croissante envers F. Oort;
sans l'intérét qu’il a porté & mon travail, sans ses conseils et sa participation, cet appen-
dice n’aurait jamais été écrit.
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1.2 Une extension L de X est dite non ramifiée si, pour toute sous-extension
finie M de L, on a vy(n) = 1; la fermeture intégrale 4; de 4 dans L est
alors un anneau de valuation discréte, dont I'idéal maximal est engendré par
7; en effet, comme Ay = () 4y, il résulte de 1.1 que les éléments de A,
non divisibles par n sont inversibles, et que ﬂ 7" A, = 0; on applique
alors Alg. comm. V1, § 1, n° 4, prop. 2. La valuation correspondante de L
est notée vy, et les complétés respectifs de 4; et L sont notés 4; et L.

1.3 Une extension L de X est dite totalement ramifiée si, pour toute sous-
extension finie M de L, on a k), = k, c’est-a-dire vy,(n) = [M: K] (1.1).

Lemme: Soient L une extension de K, T une sous-extension totalement
ramifiée et N une sous-extension non ramifiée. Alors T et N sont linéai-
rement disjointes sur K, i.e. Iapplication canonique T @x N — L est
infective.

En effet, il est clair qu’on peut supposer T et N finis sur K. Soit M = T N
'image de I’application en question. On a évidemment v,,(n) = v(7) et
ky Ckyy, dou d’apres 1.1

[M: K] = vp(m)[kp: k] 2 vy(m) - [ky: k] = [T: K][N: K] =[T % N:K].

1.4 Supposons maintenant K de caractéristique 0, et soit L une extension
finie de K. Dans ce cas, K et L sont des extensions finies totalement ramifiées
de [k] = Fract W(k) et de [k.] (V, § 4, 2.2); d’autre part, [k.] est une
extension non ramifiée de [k]. D’aprés le lemme 1.3, L contient donc
M = K ®p, [kL] et a méme corps résiduel que M. D’un autre c6té, on a
[M: K] = [[k]: [K]] = [ki: k] = [ky: k). Par conséquent, M est une
extension non ramifiée de K et L une extension totalement ramifiée de M.

Lorsque NV est une sous-extension non ramifiée de L, on a évidemment
N = K ®pq [ky]. On voit ainsi que M = K ®yy [k.] est la plus grande
sous-extension non ramifiée de L et que les extensions non ramifiées N/K
peuvent étre décrites au moyen des extensions résiduelles ky/k. En outre,
lorsque ky/k est galoisienne, IT(ky/k) opére fidélement sur [ky], donc sur
N = K ®pq [ky]; il s'identifie donc & II(N/K). Lorsque 'extension L/K
est galoisienne, M est évidemment invariante sous IT(L/K); I'extension M/K
est donc galoisienne et on a une suite exacte

1 - II(L/M) - O(L/K) - O(k./k) — 1.

Tout ceci peut s’étendre aux extensions infinies L/K. Dans ce cas, la plus
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grande sous-extension non ramifiée de L est M = 1@ K ®y[ke], ou F
FeL
parcourt les sous-extensions finies de L. En particulier, lorsque L = K est
une cloture algébrique de K, ona M = K, = 111_;1 K ®u, [£], £ parcourant
Lk
les sous-extensions finies de k. On dit que K,, est ’extension non ramifiée
maximale de K. Elle a pour groupe de Galois IT(k/k).

On a des résultats analogues, et méme plus simples, lorsque K est de carac-
téristique p. Alors A est un anneau de séries formelles k[[z]] (V, § 4, 2.4).
Lorsque L est une extension finie de K, la plus grande sous-extension non
ramifiée est M = k;((n)) = K ®, k.. De méme K, = lim £[[=]], { par-
courant les sous-extensions finies de k. £<¥

1.5 Théoréme d’Eisenstein: a) Soient T une extension finie totalement
ramifiée de K et

©) wptany '+ ... +a,=0, g€k,

Péquation minimale sur K d’une uniformisante ny de T. Alors Ap =
Alng], n = [T: K], v(a,) = 1 pour tout s 2 1 et v(a,) = 1.

b) Réciproquement, soit T = K(w) une extension de K telle que
o"+a,0" '+ ... 4+a, =0, avec a,e m = nA pour tout s2 1 et
v(a,) = 1. Alors [T: K] = n, T est une extension totalement ramifiée de

K, w est une uniformisante et I’équation donnée est I'équation minimale
de .

a) En effet, si £ = vy(n) = [T: K], Ay/ndr a pour base sur k les classes
des éléments 1, zp, ..., rc’T"l. Comme Ay est libre sur 4 (1.1), il s’ensuit
que 1, nr,..., n‘T“ est une base de T sur K, donc que n = { et que a; € Ay
pour tout i. Supposons qu’il y ait un i tel que v(a;) = 0. Supposons i
maximal; on a alors vp(a;my ) = n—i;sij > i, ona

v(a;ny ) = n—j+nv(a;) > vr(amy ?);
si j < i, on a v(a;ny ’) = n—j+nv(a;) = n—j > vr(a;ny °); enfin, on a
vr(n}) = n > v(a;ny *). Dans le premier membre de ’égalité (*), la valua-
tion de a;n} * est donc strictement inférieure 4 celle de tous les autres
termes, ce qui n’est pas possible.

On a donc v(a;) > 0, d’out a; = 71 b;, avec b; € Ar. On déduit alors de
(*) que —b,=1+4b,_;nr+ ... +b, 7% !, ce qui montre que b, est in-
versible; d’ott vr(b,) = 0 et nv(a,) = vr(a,) = n+vr(b,) = n,i.e. v(a,) = 1.

b) En effet, de 'égalité 0™+ . .. +a, = 0, on tire

nor(w) = vp(0") = iIilf or(a;0" ") = inf (vp(m)v(a;) +(n—i)vr(w)).



APPENDICE: CORPS DE CLASSES LOCAL 651

Cela n’est manifestement possible que si v(w) > 0. Dans ce cas, on a
vr(m)v(a;)+ (n—i)or(w) > vr(n) = vr(a,) sii < n. 1l Sensuit que nog(w) =
vr(a,); ot [T K1 Z vp(n) 2 n 2 [T: K];dovvp(w) = 1, et n = vy(n) =
[T: K.

1.6 Proposition: Soit T une extension totalement ramifiée de K de degré
t = [T: K] premier & p. On a alors T = K(w), ot w est solution d’une
équation de la forme of—un = 0, u étant le représentant multiplicatif
d’un élément non nul de k.

En effet, comme v,() = £, on a b = vm, avec ne A%. Si u est le repré-
sentant multiplicatif de la classe de v mod =, on a donc v = u(l+nra),
avec a € Ar. 1l suffit donc de poser @ = ny(14nya)”*# (Pendomorphisme
x+xfdel + 7y A induit un isomorphisme dans chaque quotient

(1475 Ap)[(1+75 1 Ay) = k7,

donc est un isomorphisme (Alg. comm., chap III, §2, cor. 3 du théor. 1)).
Si k est algébriquement clos, on a de méme u = wé, w étant encore un

représentant multiplicatif. Posons { = ww™'; on a alors T = K({), avec
tt=m

1.7 Proposition: SiT est une extension galoisienne, finie, totalement ramifiée
de K, le groupe de Galois I1(T/K) est résoluble.

En effet, posons I' = II(T/K), et, pour tout i € N,
Iy = Cent(Ar/ny 'Ar) = {yeT|vr(ya—a) 2 i+1,Vae Ar}.

Alors I'; est un sous-groupe distingué de I'. Si yel;, on a en outre
y(nr) = np+7ny7'b, avec be Ay; d’ott y(ny)/ny € 1 +nh Ar. De la formule

5(?(“7))/7TT = (5(7%)/7%) ('Y("T)/”T)(‘S(”)/u)’

ol u = y(ny)/ny, on déduit facilement que les applications y + y(nz)/nr
induisent des homomorphismes injectifs I'/I"; =I"o/"y = k* = A*/(1+ 71y 4)
et I/l » k™ 3 (1475 A))(1+744) pour i = 1. On en déduit que
I/l est cyclique d’ordre premier a p, et que Iy est un p-groupe.

n® 2 Décomposition des extensions galoisiennes d’un corps local

2.1 Théoréme de décomposition: Pour toute extension galoisienne L de
K, (1.4), il y a une extension totalement ramifiée L' de K telle que
Ll"u‘ =L ®K Knr = L.
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En effet, grace au théoréme de Zorn, on se raméne sans peine au cas ol
[L: K,.] < . 1ly a alors une extension finie L, de K telle que L = L - K,
(appliquer par exemple I, § 3, 1.2 au systéme filtrant des sous-extensions
finies de K,,). Soit K, la plus grande sous-extension non ramifiée de K
contenue dans L; (1.3). On a alors L; = K,(w), ol w est la solution d’une
équation d’Eisenstein «"+a,0"" '+ ... +a, =0 (a;€ K;; 1.5). Soient
w; = 0, 0z, ..., wy les conjugués de w. Comme L; @k, K,, =L, on a
w; = Z;‘;} aija)f, avec g;;€ K. Si K’ est une extension galoisienne finie
de K contenant les a;;, et contenue dans K,,,, alors K'(w)/K' est galoisienne,
totalement ramifiée et telle que K'(w) ®x K, = L. Par conséquent,
O(L/K,.) > I(K'(0)/K") est résoluble (1.7); par récurrence sur [L: K]
on se raméne donc au cas ou IT(L/K,,) est cyclique, d’ordre premier g.
Nous considérons alors deux cas:

a) g # p. Avec les notations ci-dessus, on a alors K'(w) = K'(x), avec

= um, u étant le représentant multiplicatif d’un élément de kg, (1.6).
Quitte & agrandir K', on peut supposer que u = v", donc que K'(0) = K'(y),
avec y? = 7 et yv = x. On choisira alors L' = K(y).

b) ¢ = p. Considérons la suite exacte canonique

1 - O(K'(0)/K") - D(K'(0)/K) > T(K'[K) - 1
et la classe de cohomologie associée e(K') e H*(II(K'/K), I(K'(w)/K")).
D’aprés II1, § 5, 6.11 b), on a
0 = HZ(II(Ky/K), I(L/K,p)) 3 lim H*(II(K'/K), (K’ (@)/K")).

Si I’extension K'/K a été choisie assez grande, on a donc ¢(K') = 0, de sorte
que ¢ posséde une section ¢. On a alors
(K @)/K) % DK @)/K') - o(I1(K'[K))

et il suffit de prendre pour L’ le corps des invariants de ¢(I1(K'/K)) dans
K'(0).

2.2 Corollaire: Si T/K est une sous-extension totalement ramifice de L[K,
les assertions suivantes sont équivalentes:

(i) T/K est maximale dans I’ensemble des sous-extensions totalement
ramifiées de LK.
(i) TQx K, > L.

(ii) = (i): ceci résulte de 1.3; (i) = (ii): en effet, il y a d’aprés 2.1 une
extension totalement ramifiée 7" de T telle que

T, ®1'(I<m' = T’ ®T(T®K Knr) = T’ ®T an = L9

si T est maximale, on a nécessairement 7 = 7".
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2.3 Corollaire: Soient L une extension galoisienne de K,. et T/K une
sous-extension totalement ramifiée maximale de L/K. Les deux as-
sertions suivantes sont équivalentes:

(i) L’extension T|K est abélienne (i.e. elle est galoisienne et II(T/K)
est abélien).

(ii) II(L/K,,) est contenu dans le centre de II(L/K).

(i) = (ii): en effet, d’aprés 2.2, on a II(L/K) = II(T/K) x II(K,,/K).

(ii) = (i): en effet, comme on a T ®g K, = L d’aprés 2.2, II(L/K) est
produit semi-direct de IT(L/K,) et de II(L/T). Mais comme II(L/K,,) est
central, JI(L/T) opére trivialement sur II(L/K,,) par automorphismes in-
térieurs; on a donc II(L/K) = II(L/K,,) x II(L/T) et II(L/T) est distingué
dans II(L/K). 1l s’ensuit que 7/K est galoisien et que II(7T/K) = II(L/K,,)
est commutatif.

2.4 Corollaire: Soient K,, une extension abélienne maximale de K, K.
la sous-extension non ramifiée maximale de K.y, et T une extension
totalement ramifiée de K. Les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) T est une extension abélienne de K et est maximale parmi les
extensions abéliennes totalement ramifiées de K.

(ii) T ®x Kop: st K-isomorphe a K,y,.

(ii) = (i): ceci résulte de 1.3 ou 2.2.

(i) = (ii): posons K,,,, = M, et considérons le diagramme

Ky —> L =K, ®pn Knr

T T

K M > Km"

L’homomorphisme canonique ¢: II(L/K) - II(K,,/K)x II(K,/K) a pour
noyau Ker ¢ = II(L/K,) n II(L/K,,) = {1}, donc est injectif. Comme ¢
envoie IT(L/K,,) dans le centre de II(K,,/K) x II(K,/K), on voit donc que
II(L/K,,) est contenu dans le centre de II(L/K).

Soit d’autre part 7" une sous-extension de L qui contienne 7, soit tota-
lement ramifiée, et soit maximale pour ces conditions. D’aprés 2.3, I'ex-
tension 7’/K est abélienne. Comme 7/K est maximale, on a 7' = T’ et
TQxM @y Koy 3T ®g Kye =¥ K,y @y Kyps il s’ensuit que le morphisme
canonique IT(K,,/K) - II(T ®x M[K) est injectif, d’o0 T @ M = K.

2.5 Remarque: dans les notations de 2.3, le corps résiduel de K,y est
une clbture abélienne k,,, de k, et II(K ,pn/K) s'identifie & IT(k,y/k); on a une
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suite exacte
0 - H(Ksb/Kabnr) - H(Kab/K) - H(kab/k) - 0'

Le choix d’une sous-extension abélienne totalement ramifiée maximale T
de K, définit d’apres 2.3 un isomorphisme

(K /K) = I(T/K) X I(Kaone/ K),

donc un scindage de la suite exacte précédente et un isomorphisme
I(K,p/K,per) S I(T/K). L'objet des numéros suivants est de donner une
construction de IT(K,u/K,pnr)-

n° 3 La norme

3.1 Pour toute extension finie totalement ramifiée 7" de K, nous notons
Ar le k-schéma en anneaux G(Ay) associé & A7 (V, § 4, 2.6). Si Re M, et
si K est de caractéristique 0, on a donc Ax(R) = Ay Qmu) BW(R) (V, § 4,
3.3); si K est de caractéristique p, on a A =~ k[[r;]] et Ap(R) =~ R[[nr]].

Nous notons Uy le k-groupe des unités de Ay, qui est tel que Ux(R) =
Ar(R)* pour Re M,; nous utiliserons la filtration (U}), neN, de Uy in-
troduite en V, §4, 3.2. Rappelons que Uy = (Up)*, que (Up)™ ~ g, ; de plus,
pour chaque » 2 1, le morphisme

il — ULjULYY,

tel que i;(x) = classe de 1+7%x, ol 7y est une uniformisante de 7, est un
épimorphisme de noyau ,ma, si m = [n/er] et er = vr(p-1r)eNU {0}
(confer V, § 4, 3.2 et 3.4).

Pour tout ReM,, A;(R) est un module libre de rang [T: K] sur Ag(R)
(1.1); on peut donc définir la trace et la norme de Ap(R) dans Ag(R);
lorsque R varie, on obtient ainsi des morphismes de k-schémas A; — Ag.
On note

er/K: AT - AK
le morphisme défini par la trace, et ]
mT/K: UT - UK
I’homomorphisme de k-groupes induit par la norme.
3.2 Lemma: Soit T une extension galoisienne de K de degré premier q.
SiReM,,n=1et xenpAr(R), ona

%T/K(l +x)—1-— Eer/K(x) —Nyx(x) € irnr/x(”%nAT(R))'
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En effet, posons G = II(T/K) et x* = []., s(x) pour toute partie finie a
de G. On a alors Npx(1+x) = Y, x° Si n(a) est le nombre d’éléments de a,
onal=xP Npy(x) =x% et Trpg(x) = Ypw=1 X Sinfa@)#0,q ona
s(a) # a pour tout s # 1 de G (car G est cyclique d’ordre premier). I y a
donc des parties a;, ..., a, (en fait r=(1/g)(27—2)~—1!) telles qu’on ait

Z xf—=1— irr/x(x) - §RT/K(X) = ‘2'1 2 x50 — irT’K(.lea‘)’

n(a;) Z 2 pour tout i, donc Y i, x* € n2"Ar(R).

3.3 Lemme: Soient T une extension finie, totalement ramifiée, séparable de
K, et f le polyndme minimal sur K d’une uniformisante ny de T. Posons
d = vi(f'(ny)) > 0. Alors, pour tout ReM, et tout iecN, on a
Srrx(nh Ar(R)) = t/AL(R), avec j = [(i+d)/n] = partie entiére de
(i+d)n et n = [T: K].

En effet, reproduisons une démonstration de Serre: comme 7/K est
séparable, les racines 7, ..., 7, de f dans une extension convenable de T
sont distinctes. On a donc

) p—

==Y
f(T) =1 fi(m)(T—m)
Si I'on développe 1/f(T) en série de puissances en 1/7, le terme de plus bas
degré est 1/T". Comparant avec le développement du membre de droite de
(*) on obtient

Trog(nr/f'(nr)) =0 si 0Si<n—-2 et Trpx(nr Yf'(np)) = 1.

Considérons alors la matrice de terme général r;; = TrT,K(niT(n’}/ f'(nr)),
0 < i,j < n. Les formules ci-dessus montrent que r;; = Osii+j < n—2, et
rij=1sii+j=n—1.Pouri+j=n,ona

rij = Trge(aeny 7" f (nr)),

et comme 7y est combinaison linéaire a coefficients dans 4 des ny,0<i<n,
ceci montre par récurrence que r;€A. Comme on a dét (r;) = (—1)"
(matrice triangulaire), on voit que (r;;) € GL(n, 4).

Ceci montre que la forme A-bilinéaire Tryg(x - y) met en dualité 4; et

n—1
nplAr = i220117'€§~/f "(m1).

Or, la relation Try(nh A7) Cn'A équivaut & Trpg(ny VAr) C 4, ie.
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d’aprés notre dualité & 75 ™A, Cnp?dy, ou encore & i—nj = —d. D’ol
le lemme lorsque R = k.

Pour obtenir le résultat dans le cas général, il suffit de remarquer que
Terk(R) = Trrx ® 4 Ax(R).

3.4 Lemme: Supposons qu’avec les hypothéses de 3.3, T[K soit une ex-
tension galoisienne de rang premier q. Si ¢ engendre II(T/K), on a
d = (g—1)(t+1) avec t = v(o(ny)—ng)—1.

Eneffet, onaf'(nr) =[[.x1 (nr—t(nr)) et op(t(n7) —nr) = vp(o(nr) — 7r)
si teII(T/K), © # 1. D’ou l’égalité cherchée.

Remarquons que, d’aprés la démonstration de 1.7, onat=0sig # p
ett = 1sig=p.

3.5 Sous les hypothéses de 3.4, et pour i = 1, nous posons désormais

i si i =d/(g—1)=1t+1,

x(i) = sup (i, gi—d) = {qi—d si i; t+1.

Par conséquent, les inégalités x(i) < j < x(i+1) signifient que i est le
plus grand entier u tel que sup (v, qu—d) < j; elles équivalent donc a

i = inf (, [(j+d)/q]).

Proposition: Soit T une extension galoisienne totalement ramifiée de
K de rang premier q. Avec les notations ci-dessus, on a:

a) Nqx: Ur - Ug est un épimorphisme de k-groupes affines com-
mutatifs.

b) La partie multiplicative NTx de Np est I'endomorphisme
X+ x1de .

c) Pour tout i = 1, Ny g envoie UYP dans Uk et les homomorphismes
induits UFDJUEETD 5 UL JULT sont des épimorphismes.

L’assertion b) est claire puisqu’on a Mrx(u) = uo(u). .. o4 ! (u) et que
¢ induit sur g, = UT le morphisme identique. D’autre part, il résulte de c)
que UEVJUE™ - UL/U% est un épimorphisme pour tout n = 1, donc que
Ur —» Uy est un épimorphisme (les limites projectives filtrantes sont
exactes), ce qui, compte-tenu de b) implique a).

Il reste donc a démontrer c). Pour prouver que Ny x envoie UZ® dans
Ug, il suffit, compte-tenu de V, § 4, 3.1, de montrer que rx(R) envoie
1+7¥9AL(R) dans 1+ m'A(R) pour tout R € M,. Soient donc j un entier =1
et aeAr(R), Re M,. D’aprés 3.2t 3.3,0na

() Nryx(l+7nha) = 1+ Ry p(a)u’n’ + Trp x(any) mod ot/ +H/a,
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ou u = Nrx(nr)/m € A*. Appliquant & nouveau 3.3, on en conclut que
Ny x(1+7fa) € L+ n'Ag(R), d&s que i < inf (j, (j+d)/g), ce qui équivaut
a j 2 x(i). Cela entraine la premiére assertion de c). Pour démontrer la
seconde, il suffit d’apres 3.1 de construire pour chaque i un endomorphisme
non nul n; de a; tel que le diagramme suivant soit commutatif

Farn-a i+1)= 1) i+
@ ————> U’f(’ ) /U’I‘,(' 1)

ml lﬂr/x

iF o
[ i i+1
% Ug/Ug

cest-a-dire tel que Npe(l+anf) = 1+n,(a)n’ mod n'**Ag(R), pour tout
R e M, et tout ae o (R) = R, avec j = y(i+1)—1.

Pour ce faire, distinguons plusieurs cas:

A) Si 1 £i <t (ce qui implique ¢ = p), on a x(i) = i, x(i+1) = i+1,
donc j = i, et j < [(j+d)/q]. La formule (*) donne alors

Ny x(1+ank) = 1+aPu'n’ mod 7' " 'A(R),

et on peut prendre 1,(a) = #'a?, ou # est la classe de # modulo 7.

B) Sii =1t = 1 (ce quiimplique encore ¢ = p), on a x(i) = i, x(i+1) =
i+1, donc j=i=tetj=[(j+d)/q) Siw=n""Trepk(nr)e4* (3.3), la
formule (*) donne ici (on peut prendre a € Ag(R))

Ny x(l+any) = 1+awn’ +a%u'n’ mod 7" Ag(R).

On peut donc prendre 1, tel que n,(a) = aw+a’ir". ‘

C) Sii>t, alors [(j+d)jq] =i<Jj,etw=n""Trye(rp) € A*. La formule
(*) donne alors My/x(1+an}) = 1+an' mod n'**Az(R), de sorte qu’on
peut prendre 1; tel que 1,(a) = aw.

3.6 Corollaire: Si T est une extension galoisienne finie, totalement ramifiée
de K, le morphisme-norme Rrx: Ur — Uy est un épimorphisme.

Dapres 1.7, si T # K, T contient une sous-extension galoisienne 7" qui
est cyclique de degré premier; d’aprés 3.5, .k est un épimorphisme.
Comme Npx = Ry k0 Nyyre, Passertion en résulte par récurrence Sur
[T: K].

3.7 Corollaire: Supposons le corps résiduel k du corps local K algébrique-
ment clos. Pour toute extension finie T|K, [lapplication-norme
Nrjx: T — K est surjective.
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En effet, si SCT, on a Nprjgx = Ngjx o Nrs. En particulier, si S est la
plus grande sous-extension séparable de 7, on voit qu’on est ramené a
traiter séparément le cas d’une extension séparable et celui d’une extension
purement radicielle. Le second cas est facile et inutile pour la suite (on se
raméne au cas ou [T: K] = p; on a alors K = k((t)), L = k((u)) avec
u? = t).

Dans le cas ou T/K est séparable, soit Q une extension galoisienne finie
de K contenant T; comme on a Ngx = Ny 0 Ngr, il suffit de prouver
la surjectivité de Ny, ce qui nous raméne au cas ou 7/K est galoisienne.
Dans ce cas Nr/x: Ur — Uy est un épimorphisme (3.6). D’aprés I1I, § 3, 7.6,
il s’ensuit que %T,K(k):zﬁ — A* est une surjection. Comme I'image de
Ny contient en outre une uniformisante (2 savoir Nrg(nr); 1.5 a)), le
résultat est établi.

n®4 Groupe de Galois et groupe des unités

4.1 Soit T une extension galoisienne finie totalement ramifiée de K;
considérons le morphisme norme Nyx: Ur — Uy et soit By x = (Ker Ny /x)°.
Comme Ny est un épimorphisme (3.6), on a une suite exacte

nT/K

1 = mo(Rer Nyjx) = Ur/Bpx —> Ug = 1,

o Tipg est induit par Ny g et ot mo(Rer Nrx) = (Rer Ny/x)/Br/x- Nous
nous proposons de montrer que my(fer Nr/x) est isomorphe au k-groupe
constant II(T/K)i’. (I'*® désigne ici le plus grand quotient commutatif d’un
groupe abstrait I'.) Pour cela, si 7, est une uniformisante de 7, nous as-

socions & tout ¢ e II(T/K) I'image canonique Y(o) de o(nr)/ny dans

no(Rer Ny x)(k).

Lemme: Lapplication Y : II(T|K) — my(Ret Nrx)(k) est un homo-
morphisme de groupes et ne dépend pas du choix de .

En effet, si o elI(T/K), soit ¢,: Uy - U; le morphisme u -+ o(u)fu
(u e Ur(R), Re M,). Il est clair que Ny /x 0 ¢, = 1, donc que ¢, se factorise
a travers &et Yy . Or Uy est connexe; donc ¢, se factorise & travers By .
En particulier, B,x(k) contient tous les éléments de la forme o(u)/u, avec
ue Ur(k). Il s'ensuit que o(unr)funy = (o(u)/u) - (o(nr)/nr) est congru &
o(nr)/nr modulo By k(k), donc que Y ne dépend pas du choix de I'uni-
formisante. Si o, 1€ II(T/K), on a

¥(z0) = (vo)(nr)/ar = {t(o(nr))o(nr)} - o(nr)/mnr = ¥(z) - (o).
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4.2 L’homomorphisme : II(T/K) — m,(Rer Ny x)(k) se factorise 4 travers
I(T/K)®. Nous notons iry: II(T/K)i — Ur/Byx Phomomorphisme in-
duit par .

Théoréme d’exactitude: Si T/K est une extension galoisienne finie
totalement ramifiée, la suite

ap /K nr/x

1 - I(T/K)y —> Ur/Brx—>Ug 1
est une suite exacte de k-groupes affines commutatifs.

Il s’agit de prouver que iy induit un isomorphisme de II(T/K)P sur
Rer 1y g, et il suffit de le faire aprés extension du corps de base de k & k.
Or, il résulte évidemment de 1.4 que Ar_ = Ar Qg W(K) si K est de
caractéristique 0; on a alors (Ar); % G(Ar QugyBW(K)) = Az, daprés V,
§4, 1.6; dot Uy @, k3 Uz, et Uy @ k= Uz, ce qui reste vrai si
K= k[[r]] et nous raméne au cas ou k est algébriquement clos. Alors
I(T/K)Y et et ny g sont proconstants (V, §3, 1.1), et il suffit de montrer
que II(T/K)* — Ker nqy(k) est bijectif.

Notons alors Uz = Ug(k), Viyx = Brx(k) et Npjg = Nrjg(k). Con-
sidérons I'homomorphisme ¢: UF™/® - Uy qui a ¢,:u+ o(u)u pour
composante d’indice o € II(T/K). Posons B = I?n ¢ et Vg =Im g(k)=
Brx(k). On a alors B C Brx (cf. 41) et (Bre/Bre)(k) =
Vrx/Vix C (Ker Npjg)/Vrg. Daprés 4.3 ci-dessous, on voit que
(B1x/B7x)(k) est fini. Donc (Brx/Bik)rea est fini (V, § 3, 1.5). Comme
LBk est connexe, on a donc Vg = (Vrjx)eea et Vg = Vx> c& qui,
modulo 4.3, achéve la démonstration.

4.3 Lemme: Supposons k algébriguement clos. Soient T une extension
galoisienne finie de K et Vg le sous-groupe de Uy engendré par les
o(u)/u, 0 II(T|K), ue Uy. L'homomorphisme I(T|K) — Ur/Vyx, qui
associe a o € II(T|K) la classe de o(ny)[ny, induit un isomorphisme
J: I(T/K)™ 2% (Ker Nyyg)[Viyk -

En effet, posons I' = II(T/K). Pour tout I'-module M et tout entier i = 0,
soit H,(I', M) = Tor?"Y(Z, M), I' opérant trivialement sur Z. On a en
particulier Ho(I, M) = M/I(I')M, od X(I')M est le sous-groupe de M
engendré par les éléments ym—m pouryel et me M (1, § 6, 1.1). Con-
sidérons le diagramme commutatif de I-modules

0 —>I(I) > Z(I)—> Z—> 0

I

1 UT incl. T* oT 7 0’
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ot «(y) =y(nr) et p(y—1) =y(ny)/ny si yel. Comme les lignes sont
exactes on a un diagramme induit

O=H,([, ZI']) » Hy(I, Z) = Ho(l', (")) - Ho(I', Z[I']) > H(T', Z)

R D

H(T, T*) —’H1(F,Z)'€’HO(F’UT) - H(T, T*) "’HO(F>Z)

lN l"'

1 — Uy K*,

ol les lignes sont exactes et ou N, N’ sont induits par ’application-norme
Nrx (remarquer que Ho(I', Ur) = Ur[{yufu} = Uy/Vy;x et Ho(I, T*) =
T*[{yx/x} avecyel', ue Ur et x € T*). D’aprés 4.4 et 4.5 ci-dessous, on a
H,(I', T*) = 0 et Ker N’ = 0. Par conséquent, ¢ induit un isomorphisme
H(T, Z) > Ker N = (Ker Nrg)/Vr/x. D’un autre c6té, on a Ho(I', Z[I'])
Z[T)UI) = Z = Hy(T', Z). Notre diagramme permet donc d’identifier
Hy(I, Y(I) = (O)I(T)? & Hy(T', Z) et il montre que H(I', B) induit un
isomorphisme de I(I')/I(I')? sur Ker N. 1l reste donc a vérifier (ce qui est
classique et facile) que I'application y+y—1 de I' dans I(I") induit par
passage au quotient un isomorphisme u: I'® = I(I")/I(I')?; par construction,
uest tel quej = HO(I, B)u.

4.4 Lemme: Sous les hypothéses du lemme 4.3, tout élément x € T* tel que
Nyi(x) =1 est de la forme x = [[i=y v(y:)/y; avec y;€ H(T|K) et
y;€T*.

a) Supposons d'abord I = II(T/K) cyclique: on a donc une résolution
libre du I''module Z de la forme

N o—1) IN (o—1) £
L ZIM—> 2N 258 2 —> Z[r) =5 Z[r]——> Z—> 0,

ol ¢ est un générateur de I' et ot N =y, y €I'. Identifiant tout I'-module
M a Modz(Z[I'], M), on en déduit

H** (I, M) = ModZ}(Z, M) = (Ker Ny)/X(I''M

si i 20 (Ny: M — M est lapplication N?: m +> Nm). Or on sait d’autre
part (I, §5, 3.2) que H* (I, T*) = Ker (H*(K, pg) - H'(T, pr)). Comme
A'(K, pg) = 0 (11, § 4, 4.4), on a donc H*(I', T*) = O (théoréme 90 de
Hilbert), donc Ker Ny, = I(IN)M si M = T*.
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b) Cas général: raisonnons par récurrence sur [T: K]. Si II(T/K) n’est
pas cyclique, T contient une sous-extension galoisienne L distincte de K
et T (car II(T/K) est résoluble (1.7)). Posons R = Ny;. On a alors
Nrg(x) = Npx(R(x)) = 1. D’aprés I'hypothése de récurrence, on a
R(x) = [ ;=1 6,(z))/z;, avec z; € L* et §; e II(L/K). Soient §; € II(T/K) un
prolongement de d; & T et ¢; un élément de T* tel que R(f;) =z, (3.7). On a
alors R(x) = []; 8;(R(#))/R(t;) = R([1; 8;(t;)/t;). Posant u = [T, 5,(2;)/2,
et appliquant ’hypothése de récurrence a I’extension T/L et & I'élément
u~'x e T*, on a le résultat cherché.

4.5 Lemme: Sous les hypothéses du lemme 4.3, on a H{(II(T/K), T*) = 0.

a) Supposons d’abord I = II(T|K) cyclique: se servant de la résolution
de Z donnée en 4.4 a), on voit alors qu'on a Hy;y (I, M) = MT[Ny(M)
pour tout I'-module M (4.4; on note M le groupe des me M tels que
y(m)=m, Yy eI'). On a donc en particulier H,(I', T*) = K*/Npx T* = {1}
(3.7).

b) Cas général: soit H un sous-groupe distingué de I' = II(T/K). Pour
tout I'-module M, Popération de I" sur M induit par passage au quotient
une opération de I'/H sur M[I(H)M. Lorsque M est un I'-module libre,
M/I(H)M est un (I'/H)module libre. Enfin le foncteur M + M/(I')M
se décompose en M + M/I(H)M et en N+ N/I(I'/H)N. On a donc une
suite spectrale des foncteurs composés

H(T/H, H(H, M)) = H,, (', M),
qui engendre la suite exacte habituelle des termes de bas degré

Hy(T', M) — H,(T'[H, M[I(H)M) ~ H(I'[H, H,(H, M)) -
H(TI', M) - H(I'/H, M[I(H)M) - O.

Dot en particulier une suite exacte
H,(H, M) - H,(I', M) - H,(I'|H, M[I(H)M).

Supposons maintenant I' non cyclique. Comme I” est résoluble (1.7), on
peut choisir H tel que H # {1}, I'. Soit L le corps des invariants de
H(KCLCT). Posant M = T* dans la suite exacte ci-dessus et raisonnant
par récurrence sur [T: K], on a H,(H, T*) = 0 par hypothése par récur-
rence. Drautre part, M/I(H)M = L* d’aprés 3.7 et 4.4. D’ou aussi
H(I'/H, L*) = 0, ce qui prouve notre lemme.
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n° 5 Extensions cycliques de degré premier

5.1 Soit T/K une extension cyclique de degré premier g, totalement
ramifiée. Désignons par I' le groupe de Galois I1(7/K); nous nous proposons
d’étudier I'extension de Uy par I', donnée par la suite exacte (4.2)

1—> [ Up/Bpp 5 U — 1.

5.2 Supposons d’abord g # p. D’aprés 1.6, on a alors 7T = K(w) ou
o? = un, avec uek* (on identifie k* a4 un sous-groupe de K* au moyen
de la section de Teichmiiller (V, § 4, 3.2)); si o €I, posons {(c) =
o(w)/o # 1; on a {(¢)? = 1, donc {(o)e k* = UT(k) (V, § 4, 3.2) (car
{(o) induit un homomorphisme I', — Uy et I', est multiplicatif!). L’ap-
plication ¢+ {(c) induit un isomorphisme I', = . (IL, §5, 1.6). Identifions
les parties multiplicatives de Ug et Uy & p,; d’aprés 3.5 b) et la définition
de i/, on a un diagramme commutatif

1 —> I} 5 Up/Bpp 5 U — 1

T

incl. qld
0O—> m—> w —> wm—>0.

Il s’ensuit que I’extension cherchée s’obtient a partir de la suite exacte du
bas & I'aide des isomorphismes I', 53, et Acy(Ug, I') 3 Acy(my, I).

Inversement, tout élément non nul de Acy(U,, (Z/qZ),) s obtient a partir de
Pextension T = K(w), ou o = =, et d’un isomorphisme II1(T/K) = Z/qZ.
En effet, on a des isomorphismes (V, § 3, 3.10 et 5.2)

Ac (UK’ (Z/ qz)k) =~ Ac; (l‘k . (Z/ qZ)k) = Ack(SD(Q/ Z).,(Z/ qZ)k)
3 Ac(D(Z[qZ)x, (ZIqZ)y)-

Ce groupe est donc nul si k ne contient pas de racines g-ieémes de 1'unité
#1 et isomorphe & Z/qZ dans le cas contraire, ce qui implique I'assertion
annoncée.

5.3 Supposons maintenant g = p. Posons B = Byx, Npx(nr) = un,
o(np)ny = L+ony, si o est un générateur de I = II(T/K), et
Trrg(nr) = wr', avec ve AT et u, w e A*. Soient a: I'y — o et f: oy — &,
les homomorphismes tels que «(r mod p) = ré et f(a) = wa+i'a’, ou ¥ et
i, W désignent les classes de v et «, w modulo n et 7. Enfin, soit i le composé

i;r can.,
> UgUs = Ut(U B,
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Lemme: Dans le diagramme commutatif

1—> 0,25 oy Sy,

A
can. Tmn.

1—> I —> UpUzn 8 — Uy —>1

can. vlc':m.
Y

1 —> I, —> Up/(Up n B)UF ' —> U/ U™ —>1

y
i iX

a B
1——>Fk'——"—> 7% _—> oy —>1

_..__>1

les lignes sont exactes.

En effet, la premiére ligne est exacte d’aprés 4.2. Dans la deuxiéme ligne
les morphismes sont induits par iy (qui se factorise & travers Uz/Ur n 8
par définition de ) et N/ (qui envoie U7 dans Uy d’apres 3.5 c)); on voit
comme pour Ny que le morphisme induit Uy — Uy est un épimorphisme,
ce qui implique I’exactitude de la seconde ligne. Pour prouver I’exactitude de
la troisiéme ligne, posons W = Uy }(U%s n B){Ur n B; il est alors clair
que ’homomorphisme & — Uy induit par Us/Us n B — U est un épi-
morphisme; il suffit donc de prouver I'égalité I', n B = ¢, qui équivaut
a la relation o(ny)/ny = 1+ony ¢ (Ur n BUT (k) et résulte mani-
festement des relations 1+ oy ¢ U '(k) et DB, C Uy . Pour prouver
cette derniére inclusion, posons € = et Nk et €;= U¥? 1 § avec les nota-
tions de 3.5. D’aprés 3.5 A et B, €,/€,, , est fini pour i £ ¢; par conséquent,
C/C,,; est fini et I'on a Bq = €23 CEC,,, CUF

Considérons enfin la derniére ligne: la commutativité du carré contenant
B (resp. «) résulte de la démonstration de 3.5 (resp. des définitions). On a
donc i¥Bx = 0, d’ot Pa = 0, puisque Rer i¥ est infinitésimal. Comme
Rer B est manifestement une forme de (Z/pZ),, la derniére ligne est exacte.

5.4 Exemple: Supposons que K contienne une racine p-iéme de I'unité
{#1(onadoncp-lg# Oete< +00). Soit T = K(w) avec o’ = m. On
a alors (p—1)(t+1) = vp(pw?™t) (3.4), donc (p—1)(t+1) = pe+p—1,
d’ott ¢ = pe, avec e; = e/(p—1). Identifions I' & Z/pZ en choisissant
comme générateur de I' 'élément o tel que o(w) = {w; on a

t = vp(o(@)—w)~1 = vp({—1) = po({-1).
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1l en résulte que e, est entier et que {=1+hn*', ol A € A*. On a aussitdt
u=(~1P"'et w=pn~¢; la derniére ligne du diagramme 5.3 s’identifie
donc & I’extension

0~ (Z/pZ), = & LN o, — 0,

ol a(r mod p) = rh et p(a) = Wa+a®.

5.5 Exemple (extensions d’Artin-Schreier): Soient n un entier tel que
1 <n<pe/(p—1)et (np)=1,et Aun élément de K tel que v(l) = —n.
Posons T = K(x)avec x’—x = A.

Nous montrons d’abord que l’extension T|K est galoisienne, totalement
ramifiée de degré p, et que Ponat = n: de x?—x = A, on déduit vy(x) < 0,
puis v(1) = pvr(x), d’olt vp(x) = — vr(n)n/p. Comme (n, p) = 1, p divise
vr(n);d’ot p £ vp(n) £ [T: K] S p et vg(x) = ~n.

Considérons d’autre part I’équation

p—1

(x+YP—(x+Y)—2=Y~Y+ Y a;Y = 0.
i=1
On a

=) )

= vr(px*™") = po(p)—n(p—i) > pv(p) (1- f—__li) = 0.

Ceci montre que ;=0 mod ny ; or I’équation réduite modulo 7y, ¥Y? — Y=0,
a p racines 0, 1, ..., p—1. Notre équation (x+Y)’—(x+Y)—1=0a
donc p racines yq, ¥y, . . -, ¥,-1 dans Ay telles que y; = i mod 7y (lemme de
Hensel; Alg. comm., chap. III, §4, cor. 1 au th. 2). Ceci montre que T/K est
galoisienne.

Soit ¢ e II(T/K) tel que o(x) = x+y;. On a alors o(x)—x = 1 mod
Ay, dou (o(x)/x)—1 = x"* mod n}*'4;. D'un autre coté, soit
x =n;"u, avec ue Ay; par définition de t, on a o(ny)/ny = 1+z, avec

vr(z) =t et Pon sait qualors o(a)—aeny 'A; pour tout ae Ay,

(o(u)/u)—1enf A et (o(x)/x)—1 = —nz mod 7y *. Comparant les deux
congruences obtenues pour (o(x)/x)—1, on obtient t=n et z= —x"/n
mod ni 1 A.

Déterminons enfin la suite exacte

0= (Z/pZ), = 4 o — 0.

1

Posons —x~! = ha%, avec he A%, de sorte que i :ay — Uy/UT ! est
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défini par i/ (a) = 1—ah™'x™'; on a o(ny)/ny = 142z = 1—=x"Y/n, ce qui
entraine (1) = h/n et «(r mod p) = rh/n. De méme, Rye(1—ah™x71) =
Nrx(ah™" —x)/Nrx(—x) = 1=1"*((a/h)* —a/h) (calculer les termes con-
stants des équations minimales de —x et a—x sur K); si A™* = n"y, on a
donc Rpx(if(a)) = (—a((a/hyP—alk)), ce qui signific que fa) =
—i((a/hy’—alh), ae ReM,.

Lorsque A (et donc [i) varie, on obtient ainsi tous les éléments de
Act (o, (Z/pZ),) (II, § 6, 5.4; puisque k est parfait, on a k[F] =k +
(F— 1)k[F]).

5.6 A chaque extension T/K cyclique totalement ramifiée de degré p,
et & chaque isomorphisme ¢: II(T/K) ~ Z/pZ, on associe donc un élément

E(T, ¢) de Aci(Ug, (Z/pZ),) (4.2). La proposition suivante sera fonda-
mentale pour la suite:

Proposition: Lorsque T parcourt les extensions cycliques totalement
ramifiées de degré p de k, les &(T,¢) engendrent le groupe
Ac;(Ug, (Z/pZ),).

Démontrons d’abord deux lemmes:

5.7 Lemme: Pour tout n = 1, soient i,: Ux/Ux"* — Ug/UZ™! Pinclusion et
jn: Ack(Ug/UX™, (ZIpZ),) — Aci(Ux/UK™, (ZIpZ)y)

Papplication induite. Si e = v(p) et e, = ef(p—1), on a Im{} = 0 dans
les trois cas suivants:

a) n > pey;

b) n < pe, et pln;

c) n = pe, et 1 est la seule racine p-iéme de 1 dans K.
De plus, si n = pey, on a toujours Im i¥ = 0 ou Im i} = Z/pZ.

En effet, posons m = n/p dans le cas b) et m = n—e sinon. Soit | I'endo-
morphisme x +> x? de Ug. D’aprés V, § 4, 3.5, { induit un épimorphisme
fu: UB/UR*Y & Ug /U tel que (Ret f)rea = O dans les cas a) et b); si
n = pe,, (Ret f,)rea est de marque multiplicative (Z/pZ),, mais ne lui est
pas isomorphe dans le cas c) (V, § 4, 3.6).

Considérons le diagramme commutatif:

UR/UR*t < URURH — Ug/UR*

| !

Tl A > UU,
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ou j’ est induit par {, et ol « et 8 sont les morphismes évidents. Posant
H(%) = Aci(%, (Z/pZ),) pour tout X € Ac,, on en déduit le diagramme

H(UZUz* ) =25 HUZUL) <2 BUJUL).

H(fm)T TH(f’)
*

H(Ug/Ug™") < H(Ug/UE™).

Comme la multiplication par p annule Z/pZ, on a H(f’) = 0. Comme H(«)
est injectif (car Ac(Ug™'/Ug*', (Z/pZ),) =0), on a H(f,)ir =0. Or
Ker H(f,,) est I'image de Ac,(Ret {,., (Z/pZ)) 3 Ac,((Ret f)eea> (Z/PZ));
d’ou le lemme d’aprés ce qui précéde.

5.8 Lemme: Si G est un sous-groupe de Ac,(Ug, (Z/pZ),), considérons les

assertions suivantes:

() G = Act(Ug, (Z/p2),)

(ii) Pour tout n < pe/(p—1) tel que (n,p) =1, Plimage de
G dans Ac(Uy, (Z/pZ),) contient celle de Ac,(Ux/Uy"', (Z[pZ),).

(iii) L'assertion (ii) est satisfaite et, de plus, si n = pe/(p—1), I'in-
tersection des images de G et de Ac,(Ug/Ux'', (Z/pZ),) dans
Acy(Ux, (Z/pZ),) n'est pas nulle.
Alors (iii) = (i) si K contient p racines p-iémes de 1 et (ii) = (i) sinon.

En effet, si on pose H(X) = Aci(¥, (Z/pZ),), on a le diagramme com-
mutatif et exact

0 0
¢
H(Ug|Uy) H(Ug/Ug)
v
0 —> H(Ug/Ur™) H(Uy) H(U™)
in
¢
0 —> H(Ug/Ug"™! H(Uy) —> H(U™).

On en tire que Imj; = H n H(Uy/Ug*Y), si H désigne I'image de H(Ug)
dans H(Ug). En outre, comme on a H(Uy) ), H(Ux/Uk) d’aprés V, § 2,
3.9, on peut supposer avoir déja prouvé que G contient H(Ug/Uy) (remarquer
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que H(Ug/Ug) = H(p,) = 0!), et montrer que G contient H(Ug/UZ); cela
revient &2 montrer que I'image G de G dans H(U}) contient celle de
H(Ug/Ug™ ). Cela est clair dans les cas a), b) et c) de 5.7. Lorsque n <
pe/(p—1) et (n,p) =1 cela résulte évidemment des hypothéses faites (i)
ou (iii)). Enfin, si n = pe/(p—1)et si K contient p racines p-iémes de Punité,
on a Gnlmj, = G HUR/U™) # 0 par hypothése, donc GO Im i*
d’aprés la dernitre assertion de 5.7.

5.9 Revenons a la démonstration de 5.6; gardons les notations ci-dessus
et prenons pour G le sous-groupe engendré par les &(7, ¢) ou T parcourt les

extensions cycliques totalement ramifiées d’ordre p. On a un diagramme
canonique

in un HGEE)
H(Ug) —> H(U}) <—— H(UyU*") —> H(a,).

Remarquons que H(ix) est bijectif puisque iX est un épimorphisme de noyau
infinitésimal. D’autre part, si I’on revient au diagramme 5.3, ol I'on iden-
tifie I' & Z/pZ, et si 'on note &,(T) la classe d’extensions définie par la
i-tme ligne (i = 1, 2, 4) de ce diagramme, on a

F(64(T)) = &,(T) = w,H({i) ™' (€4(T)).

On a vu en 5.5 que pour tout n tel que 1 < n < pe/(p—1) et (n,p) =1,
et pour tout élément & de H(w,), on pouvait trouver une extension 7/K du
type envisagé telle que 1 = n et que &,(T) = &; d’autre part, si K con-
tient p racines p-iémes de 1, on a vu en 5.4 qu'il existait une extension T/K
du type envisagé, avec t = pe/(p—1), et telle que &4(T) soit non nulle
(donc &,(T) non nulle, puisque u, est injectif). On peut donc appliquer
5.8, ce qui achéve la démonstration.

n°® 6 Extensions abéliennes de K et extensions de Uy

6.1 Lemme: Soient T et S deux extensions galoisiennes finies totalement
ramifiées de K telles que SCT. Le diagramme ci-dessous, ol 1 est
induit par Ny s, est commutatif. Ses lignes et ses colonnes sont exactes.

En effet si ye II(T/K), on a Nys(y(ng)/nr) = y(Nps(rr))/Nes(nr)-
Légalité no iy = igx o can résulte donc de ce que NS,T(nT) est une
uniformisante de S (confer par exemple 1.5 a)). Les lignes sont exactes (4.2),
ainsi que la premiére colonne; la seconde I’est donc aussi.
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1 1
o(T/S)y TIS}®
can. ir K O can.
Y
1 —> I(T/K)P ~> Up/Byjx —> U —> 1

| — I(S/K)® =55 Ug/Bg —2> U —> 1

l

1 1

6.2 Lemme: Soient T et S deux extensions galoisiennes, finies, totalement
ramifiées telles que T Q¢ K,, = S ®x K. = L. Identifions II(T|K) et
I(S/K) a I(L/K,.) au moyen des isomorphismes canoniques. Alors les
extensions

éaT/K 1 _> H(L/Knr) T/K UT/%T/Kn—T/f—) UK'_"“") 1
et
Esg 1 —> I(LIK, ) —> Us/8Bsx 5 Ug— 1

sont équivalentes.

En effet, les extensions &'rx ®, k et &5 @, k, déduites de &1 et &
par extension des scalaires, s’identifient toutes deux a &7,z .. Leurs classes
d’équivalences différent d’un élément de

Ker (Acy(Ug, Ty) = Aci(Ugx ® k, T, ®, K)),
si I'=II(L/K,,)®. Or d’aprés 111, § 6, 3.5 (mutatis mutandis), ce noyau

g'identifie a ﬁl(k, 6x°(Ug, I't))- Comme Gr°(Ug, I') = ©r(Ug, I) = ¢
parce que Uy est connexe, le noyau en question est donc nul.

6.3 Soient T une extension galoisienne finie, totalement ramifiée de K
et X un groupe commutatif fini. La suite exacte &'r induit la suite exacte
habituelle des groupes d’extensions

2
(*) 0 - Aq(II(T/K), X,) — Aci(Ug, X;) = A (Ur/Br/x, Xo)-
Désormais nous identifions Gr(II(7/K), X) d’abord & Aq(II(T/K)¥’, X;) au
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moyen de I'isomorphisme évident, puis & un sous-groupe de Ac(Ug, X

moyen de ¢p. Autrement dit, un homomorphisme f: H(T/Ik() K,X g
identifi¢ a la classe de Vextension &rxf’, " H(T/K)"".—+ X étan—zl’h 0.
morphisme déduit de f par passage au quotient. Le lemme 6.1 montr 0];10-
que Gr{II(S/K), X ) est identifié & un sous-groupe de .Gr(H?T/;{"; 0;5)

lorsque SC T, et que Dinclusion sidentifie 2 Tapplicati
- applicat i
Gr(11(S/K), X) ~ Gr{II(T/K), X). pplication canonique

- $ by 1 NP . y
Théoréme d'existence: Soient X un groupe commutatif fini et T,
®

une extension abélienne totalement ramifiée maximale du corps K
On a alors .

AC;(UK’ Xy) = U G'(H(T/K), X),
oi T parcourt les sous-extensions finies de T,

Le théoreme dlexistence signifie que, pour toute extension de k-groupes

atlines commutatifs
u D
1= X, — E— Uy -1

iy aune sous-extension finie T'de T, et un diagramme commutatif

ir/k

1 I(TIK)— UT/%T,K_“TL'-‘» Ug—> 1

&[k lﬁ \\
u o
1 - X, — €& — Ug—> L
Pour démontrer notre théoréme, nous pouvons évidemment Supposer

que ¥ 7 gy premier. Pour toute extension finie totalement ramifiée
77K, notons alors

Vik: Ac, (U, X))~ Acy(Ur, Xy

" homomaorphisme Act Ny Xi)- Si TJK est galoisienne, les suites exactes
(#} et

0 AR, g X Aci(Ur/Brjxs Xy) - Ack(Ur, X1)

entrainent que Kervpe -~ Gr1(TIK), X). 1 s'agit donc de prouver que,
pour tout e Ac(Uy. X il existe une sous-extension finie T de Tey telle
que vy gl vy

MMontrons drabord que, pour tout X € Ac,(Ug, X,), on peut trouver une
extension separable finic totalement ramifiée T' de K telle que vye(x) = 0-
Ratsonnuois pal plCUrTence sur I"assertion est triviale pour n = 0; lorsque

a1, elle resulte de 5.2 pour 4 # P de 5.6 pour 4 = P; Supposons 1 L
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Comme Ac(Ug, Y;) = 0 pour tout groupe commutatif fini ¥, le foncteur
Y + Aci(Ug, Y;) est exact & gauche en Y, et on a une suite exacte

0 - Aci(Ug, (Z/qZ),) — Ack(Ug, (Z/q"Z)) 2> Aci(Ug, (Z/q"Z)y).

Si x € Acy(Ug, (Z/q"Z)), on a g(g" 'x) =0 et ¢"~'x provient donc d’une
extension de Uy par (Z/gZ),; en vertu de ce qui précede, il existe une ex-
tension séparable finie totalement ramifiée T de K telle que vr, k(4" 'x)=0.
L’élément v, x(x) de Acy(Ur,,(Z/q"Z),) est donc annulé par ¢"~!, donc
provient d’une extension de Ur, par (Z/g" 'Z), en vertu d’une suite
exacte analogue a la précédente. D’aprés ’hypothése de récurrence, il existe
une extension séparable finie totalement ramifiée 7" de T, telle que

vT’/K(x) = VT'/T,(VT./T(X)) = 0.

Il nous suffit donc de démontrer le lemme suivant:

6.4 Lemme: Pour toute extension séparable finie totalement ramifiée
T'[K, il existe une sous-extension finie T de T, telle que

Ker (vp.g) C Ker (vg/x).

On peut agrandir 7', donc supposer que T, = T' ®x K,, est une ex-
tension galoisienne de K (si S’ est une extension galoisienne finie contenant
T’, remplacer T’ par une sous-extension totalement ramifiée maximale de
S'Kye (2.1 et 2.2)). Posons 1T, = IT (TJ/K) et IT, = IT (T../K,,), et soit L
le corps des invariants de (I, II,). Soit T, une sous-extension totalement
ramifiée maximale de L; on a T); ®g K, 3 L; comme II(L/K,)=
I,/(IT,, IT;) est central dans I1(L/K) = II,/(IT,, II,), I'extension T,/K
est abélienne (2.3); il existe donc TC T, telle que T,, % T, 3 L (d’aprés
2.3 on a II(K,p/K) = I(K,p/Kapar) X I(Kqp/Tio); si 'on pose

Ir= H(Kab/Kabnr) N H(Kab/Tl)’

on choisira T de telle maniére que I1(K,,/T) = I'xII(K,,/T,)). Montrons
que T répond a la question:

Appliquant 2.1 & Textension T,/T,,, on voit qu'il existe une extension
totalement ramifiée 7" D T telle que T, = Ty,. Si x € Acy(Ug, Xi), on a
les équivalences (confer la démonstration de 6.2):

(x e Ker vy ) < (x @ ke Kerviv i ) < (x € Ker vp..x);

on peut donc supposer 7" = T", i.e. T' D T. Soient B¢ la composante
neutre de et (N1 k) et € = RKer (Up /By x — Uy); la suite

156 = Up/Br g — Ug = 1
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donne par extension des scalaires & k la suite exacte &3¢, . On a donc
€ @,k 3 (T, /K, )P = IT3,;ilenrésulte que G est étale et que E(K) =~ I15.
On vérifie aussitdot que I1(k/k) = II(K,,/K) = II,[Il, y opére par auto-
morphismes intérieurs. Il en résulte que le plus grand quotient constant
de € s’identifie & (IT,/(I1,, IT,)), = II(T/K),. Dans le diagramme com-
mutatif

VT’ /K

00— Aq(C, Xi)  —> Ac(Ug, X,) — Aq(Up, X))

JT ‘ T"T'/T

YT/K 1

0 —> Aq(II(T/K), Xy) —> Aci(UK, X,) — Aq(Ur, Xy),

S est un isomorphisme, ce qui entraine Ker vy x = Ker vy k.

n° 7 Groupes de Galois des extensions abéliennes d’un corps local

7.1 Soit T une extension galoisienne, finie, totalement ramifiée de XK. La

suite exacte
nr/x

1 —> I(T/K)P 5> Up/Bpx —> Ug—> 1
de 4.2 induit une suite exacte des groupes d’homotopie (V, § 3, 4.1)

‘"’1(n'r/x) 2 b
7y (Up/Bjx) ——> m,(Uy) —> I(T/K) > 1

(remarquer que 7,(Ur/Br/x) = 1 et no(I(T/K)E) = I(T/K)P).

De méme, comme on a m,(Brk) = 0 par construction, la suite exacte
canonique 1 — Bpx —» Up - Ur/Br, — 1 induit une surjection
n,(Ur) - 7, (Ur/By/x) — e. Composant cette surjection avec ;(fiy/k), on
obtient la suite exacte

n,(Ur)

Rappelons maintenant quelques notations de V, § 3, n° 4: pour tout

k-groupe affine commutatif 1, soit I'(11) le plus grand quotient proconstant

de 11, et posons y(1) = I'(w; (11))(k). Remplagant dans la suite exacte précé-

dente chaque groupe & par I'(®)(k), on aboutit & la suite exacte de Serre
y(RNr/K) vT/K

7(Ur) 9(Up) —=> II(T|K)® —> 1.

On dira que la surjection vyg, qui est déduite de I"application-bord J, est
Phomomorphisme de Serre relatif & T|K.

(RN /x)

7,(Ug) ——> I(TIK)P—> 1.

7.2 Soit S une sous-extension galoisienne de 7. Reprenant les construc-
tions de 7.1, on voit que le diagramme de 6.1 induit un diagramme com-
mutatif
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y(RT/K)

#(Ur) = 3(Ug) —=> I(T/K)* —> 1

Y Rr/s) l ” lcan.

)’(WS/K) vS/K b
1(Us) ——> 9(Ux) — I(S/K)® —> 1.
Ceci nous améne a considérer plus généralement une extension galoisienne,
totalement ramifiée, non nécessairement finie N de K. Par passage a la limite
projective les homomorphismes de Serre vy /g, relatifs aux sous-extensions
finies T/K de N/K, induisent I’homomorphisme de Serre vy = 1}31 Ur/k
relatif & N/K:
oy W(Ug) = I(N/K)® = lim II(T/K)™.
T<N

Comme y(Ug) est compact et que les v sont continus et surjectifs, vy, est
continu et surfectif. Son noyau est la limite projective des Ker vy, i.e.

KCI‘ UN/K -'-_—TﬂNIm Y(%T/K)'

7.3 Théoréme sur les groupes de Galois: Soit T, une extension abélienne
totalement ramifiée maximale du corps local K. Alors I’homomorphisme
de Serre

vr gk - ¥(Ux) ~ (T, /K)
est un isomorphisme.
En effet, si X est un groupe commutatif fini et G un groupe topologique,
notons Hom (G, X) le groupe des homomorphismes continus de G dans X,
muni de la topologie discréte. Il suffit de montrer que, pour tout X et tout

feHom (y(Ug), X), il y a un TCT, et un g:II(T/K) — X tels que
[T: K] < oo etf = gurg; cela signifie que

lim Hom (v7x, X): lim Hom (II(T/K), X) - Hom (y(Ug), X)

TeTeo

est bijectif. Or, si Uy est I'extension proconstante universelle de Ug (V, § 3,
4.2), la suite exacte canonique

1 - y(Ugh 5 Uic_l)" Ug~ 1
induit des isomorphismes
0(X): Hom (y(Ug), X) =% Aq(v(Ug» Xi) 3 Aci(Ug, X,).

D’apres 6.3, il reste donc a voir que, pour tout 7, le composé
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C(X)o Hom (vy 5. X): Hom (IT/K, X) » Acj(Uy, X,)
coincide avee injection de 6.3 qui nous a permis d’identifier Hom([7(T/K), X)
a un sous-groupe de A¢i(Ug, X,): pour cela, considérons le diagramme

commutatif

13
b U o Uy = Ug—> 1

i
1

L ah.g il
v

| - ]]( 1K )lﬂ“ﬁ‘ > U‘I‘ Sh 'ff_"_"> UA' ]

NrokT
| |
I
v v
, uw o
P X s ¢ Uy > 1,

ot 4 est Punique homomorphisme tel que 1ty 53 = . L'injection de 6.3 et
MY ) associent respechivement & fet & £ ey la classe d'équivalence de la
dermére hgne!

7.4 Nous pouvons done apphquer les résultats de V, § 3 et § 4 pour
détermuner la structure de (U, ) ~» T, 'K). En particulier, lorsque k est
fini et a p” clements, on st que Uy ) S Uglk) - Uy

De fagon plus précise, soit 7 une extension galoisienne, finie, totalement
ramifice de A et vonsidérons e diagramme (11, § 5, 7.3)

trom n
1 ~ [T K .Uy, e

1

!
la~a" 14-0 jb-Ar 14 lewy-m
v v

i TR
I (B N I R R

Ona Ster b S (0, 8, g h)),, Ster e (U ). Golera - I(TTK Y et Gofer
b0 (I, & 5, 7.2) Le lemme du serpent (Alg. comm. 1, § 1, prop. 2)
fourmt unc suite cxacte

(U8, ) S U e TR = 1,

Jd'ou une sutte exacte

Niow

T I /[ 41 ¥ e

st Pon pose 1, 4 (k).

Lemme: [ homomorphisme ;. colncide avec I'homomorphisme de
Serre vy 4.
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En effet, 'extension proconstante universelle de Uy s’identifie a la suite
exacte

1 —> (Ugh—> UKE;‘:E> Ug—> 1.

Or le diagramme (*) montre que "’homomorphisme 3 de 7.3 est 'unique
homomorphisme factorisant b & travers 1y x (b = 3ny/x). Le morphisme
(vrrh: fer ¢ — et ny g coincide manifestement avec 7.

Lorsque T parcourt les sous-extensions finies d’une extension abélienne
totalement ramifiée maximale T, , Kervrj parcourt les sous-groupes
ouverts de yp(Ug) = Uy d’aprés 7.3. Nous avons donc prouvé:

Théoréme du corps de classes local: Soient K un corps local de corps
résiduel fini et T,, une extension abélienne totalement ramifiée maximale
de K. Lapplication T +> Ny x(Uy) met en correspondance bijective
les sous-extensions finies de T, et les sous-groupes ouverts de Uy.

7.5 Remarque: Soient K,, une cl6ture abélienne de K et K,,.. la plus
grande sous-extension non ramifiée de K. Si T, est une sous-extension
totalement ramifiée maximale de K,,, on déduit de 2.5 et 7.3 des isomorphis-
mes

‘))(UK) = H(Tco/K) = H(Kab/Kabnr)'

L’isomorphisme v: y(Ug) = II(K,p/Kqpn) Obtenu est indépendant du choix
de T, comme il résulte aussitot de 6.2.

7.6 Remarque: Pour quelques compléments, en particulier pour 'étude
de l'application de réciprocité et des extensions abéliennes non néces-
sairement totalement ramifiées, nous renvoyons le lecteur & M. Hazewinkel,
Abelian extensions of local fields, thése, 18 juin 1969, Amsterdam.



