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·~orzitter: dr r.J. Verdoorn 
~ordracht van de hecr H. Theil 

_ In de - Jebruikelijke - regresaie-analyse volgens de 
mcthode d0r "kleinsie kwadratFn gaat r;1t=.n van de veronder·· 
ste11ing uit, dat de afwijkin 0 ~n der wa2rnemin3ert van de 
re-g;r.essielijn~ welke veroorzadkt wordeE door meetfouten 
en door• de b11i ten beschouwing gelaten verklarend1::' v·aria•• 
belen, aan eert normale verdelinJ voldoen. In de d~or spre
ker ui teengezettc methode wordt deze verondersteLLing los
gelaten. In de plaats daarvan wordt de eis gesteld, dat in 
de relatie 

y =/3:k + 11~ 

waarin y de verkla~rde, x de verklarende variatele en :3 
>de regres.sie-co.~fficient voor3tel t 1 ) 9 u eeri. stochastische 
va~iabele io, die B7n tea~in:te ~~n van de vol3ende voor
waarden voldoet ~ 

A~ de waarnemiB3~n u ziJn onderling onafhankelijk verdeeld1 
zij .hetben de~elfd€ culliulatieve Verdelindsfunctic F(u), die 
ona'fhankelijk ic van xr de w.aarsohijnliJkheidcQicnt.1.i...:iC. 

· F' (u.) is. con tL.iu.1 · . ·•• 

B: de waar.r.e'.:.i.':\.:'./"'"" u zi.jn onJerlinJ o:nafhankelijk verdeeld; 
de waarschijLi_.:.~1;_~:eidodichtheicl F~(u) van 11 mag afhankelijk 

.zijn van x 9 rnaar is continu en symmetriech met gemiddelde-~ • 
. Stel, dat van 11 twee waarne~inl~fi ziJn verricht; 111 en 

u2 • Dan is? indien ftn van bovenstaande voorwaarden vervuld 
is? de stochastische variabele (u2 - u1) sy,,.metrisch om nul 
verdeeld. 

1) In het hierna volgende wordt uitsluitend het geval van 
2 va~i~bclen behandeld; de methode is echter ook toe
pas~~lijk voor 3 of mcer variabelen; voor deze genera
lisatie word t verwezen naar eti1 binnenkort in "T~conome
trica11 te verschijnen artikel van de hecr Theil, 
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Indien x €n y nict nauwkcuricS gcmeten zijn, nemen we aan, 
dat x' ~n y'zijn gemEtcn) zodanig, dat 

X 1 = X 

.y' =y+17 
en dat ~ en 17 , hctzi j aan voorwaarde A? hr, tzij aan voor
waarde B voldoen. 

2. De regressic-ccgfficiEnt in het Yeval van twee variabclen 
--- •••• •·>' -· •·. • .. • . . ··---- ··- •. - -- ·-----~- •. ---·-·•·· - •· ~- ------ ~-,- --------. 

Uit de collcctie? gckarakteriscerd door 
y =/3 X + U 

is e~n steekproef ter grootte van n getrokken. We rangschik-
r 1 . -, 

ken de punten (x,y) naar tocnemendc x. Noem m -::;L 7ZnJ ; in-
dicn n oneven is, wordt de (m + 1)ste waarneming niet gc
bruikt. We bepalen nu de volgcnde statistische grootheden 

b(i) 
Yn - m + i Y1 

= 
_____ ... ___ 
xn i x. - m + J. 

Un i - u. 
= /3 - m + J. (i 1 , •.• ,m) + ------ = xn - xi m + i 

Dezc groothcden stellen dus voor de hellingen in hct x ,y
diagram tussen h~t eerste en hct (n - m + 1)ste, t~~sen het 
.twee,ac en het (n - m + 2)de punt 9 enz., De kans? dat b>,.$ · 
is gelijk aan de kans, dat b(P , nl. ;. 

De waarden bi (i = 1, 2, .•• m) warden nu opnieuw ge
rangschikt en wel naar opklimmende waarden van b. Sprekcr 
toont aan, dat hicruit ccn bE.trourbaarhEidsintcrval tE bc
rckencn ie~ 

P/br '.,fl.-: bm-r+1} = 21-m{(~) + (f) + jr'!:1)} 
= 1 2 r0 , 5 (m - r + 1, r)_ ••• (1} 

DE:: bctrouwbaarhcidscocfficicnt kan af6clczcn wordcn uit 
K. PE::arson' s II TabL.s of thE incompl( te Be ta-function". Voor 
hogerc waardcn van n is ecn approximatic door ec-n normalc 
vcrdcling met ,gcmiddcldc ;m en spreiding; Ym voldoendE: 
nauwkeurig. 

o~·eenvoudige ~ijze kan worden aan~r~ocnd 9 dat meetfouten 
niet tot wijziging van bovenstaande mcthode aanleid1.ng geven~ 
indien hun verdelingen aan voorwaarde A of aan voorwaardc B 
voldoen o 
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IndiEn 0c stcckprocf waarncmin3En bcvat met gclijkc 
~-waarden, dan is de rangschikking van de steekprocfpuntcn 
ni~t ecnvoudiJ mEcr. In ecn der 6 elijk geval is hct cchtcr 
voldoc:nde? dat de ran6schikkin6 van puntcn met gGlijke >._A -
waarden willckeurig plaats hceft. 

3 .. Gebi~den_ van _lincaire_ rc 6 rc_ssic 

Sprekcr vercnderstelt vcrvolgcns, dat de rclatic tus
sen de variabclcr. x en y wordt wecrgEgevcn door y = fix + u, 
waarbij u voldoct aan voorwaarde A. Indicn ecn waardc x 
gcgcven is~ moet ecn bctrouwbaarhcidsint(rval voor y wordE:.n 
gcconstatEerd. 

HiE:.rtij wordt gcbruik gsmaakt van cen stcllin6 van 
~.n. Thompson 2), die als volgt luidt: 

indiEn ccn stcckprOLf ter grootte van n wordt gctrokkcn 
uit ecn coll~6tie 9 gekaraktcrisccrd door ccn cumulatievc 

·vcrdelin~sfunctic F(u) met continue verdelingsdichthcid 
F'(u), de s.tcckpro~twaardcn vcrvolgcns warden geran~schikt 

· naar· opklit.imcn_dc wm1rdc van u (u1 ( u2 ( ••••.. ,fun) en \ 
tenslotte ccn (n + 1)stc trekking u wordt verricht, dan is de 
waarschijnlijkb.cid 9 _dot u licst in hct interval (u n u ) 

S' n-s+1 
2f3 

g9.lijk aan 1 - n+l "'""' (2). 

Indicn/3 (ici::cvc.ti L...;; vindt men n stcckproefwaardcn 
,. ui = yi "'." /3 xi~ =._;cze cI.r0othcdcn warden gerangschikt naar 

.. opklimmcndc wc;ordcrt von LL De waarschijnlijkhcid 9 dat ccn 
(n + 1)s.tc,. t .. rc . .K.~int, 'ec,n u o,,p:Lcvcrt 9 die ligt in hct interval 

-· . .• .· . ·- . ~ . . ' . 

(u89 Un- s ~·\)··is gclijk aan 1 - -~!T• Hicruit volgt 9 dat 
met dcze waa~sc~ijnlijkhcid de volgcndc ~clatie gcldt: 

;1 x + u8 ~ y · f /J x + un· _ 8 + 1 
Ondcrstaand diaJrar;i" 1 mogc .. d.i t illust,rcrcn voor 8 - 2 

/ 

y 

Diagram 1 

2") 11 Biilogical apflications of the normal r9n;i_c 8:nd associated 
signific~ncc tests in i~norancc of orizin8l distribution 
forms" (Annals of 1..athct1tatical Statistics,9 IX 9 1938 9 blz. 
281-187); aldaor ic ook het bcwijs van de stclling opgcno
mcn. 

390/1'49 



-4-

Dc richtin6 vS1n ch. rcchtc:n R1 2L : .:::: wordt Joor /3 bepaald, 
dienovcrccnkomstig gecft spreker hct gebied tussen R1 en R2 
weer door G(j3). Indicn het steckproef'punt van de (n + 1 )ste 
trekking wordt wccrgcgcvcn door Den de steekproefpuntcn van 
den trekkingen door Di ~= 1 1 •• 9 n), dan ~s de waarschijn-
lijkheid 9 dat D in hct gebied G(f3) is bcvat 9 gelijk 1 - ~!"'I. 
In het algemccn is/3 niE.:t bekcnd 9 zodat men gebruik moet 
mc:3kcn van hct hicrbovcn wccrgegc~,,..,,., bc--f::::-o~wbaarhcidBintcrval 

P { br ~ /3 f bm _ r + J = 1 - 2 r0 9 5 (m - r + 1 9 r) . 

Dit benuttende 9 kan men stellen 9 dat de waarschijnlijk
heid9 dat 
1) hct interval (br 9 b~ _ r + 1 ) de ware/J bavat 9 en 
2) de vcrcniging van alle G0) 's voor br i ;1 ~ \ 11 _ r + 1 
het punt D bcvat 9 

gclijk is aan of grotcr is dan 

( 1 - ~) { 1 - 2 r0 , 5 (m - r + 1 , r )j . . . . . . . . . ( 3) 

Diagram 2 geeft een grafische v0or2te:11n~ van d~ze 
vereniging. In het algemeen zal deze be6r-r:r..Pd worden door 
grenzen vau G(br) en van G(bm _ r + 1 ). Men dient te bedenken, 

dat G(/3) voor iedere/3 steeds begrensd wordt door twee rech
ten9 die ieder door een steekproefpunt gaan. Variatie van~ 
geeft een or,1wei:tcling van deze re_chten om het betreffende 
punt 1 totdat een nieuw steekproefpunt op de rechte komt te 
liggen: dan heeft de omwenteling plaats om dit nieuwe punt. 
Men zal op geometrische gronden inzien~ dat - behoudenG geval
len van uitzonderlijke lig6in6 van bepaalde steekproefpunten -
het voldoende is 9 'dat ui tslui tend de ui ters t-en G(b ) en r 
G(b 1) worden beschouwd. m - r + 
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Diagram 2 
(s = 2) 

y 

- 5 -

X 

De weer~egeven vereni~ing kan genocmd worden: een &ebied 
van lineaire regr~ssie. Met de wa2rschijnlijkheid (3) of 
met een grotere waarschijnlijkheio zal dit gcbied een 
(n + 1)ste steckproefpunt bcvattcn 9 voor welke x oak. 

4. ~e£.._~~JJ_B_S_£_i.E_g~ ~hu½~r~p_u~.r:E.fS~~~-il~:S_E~l935 
In samsnv:erking rn.::t o.e heE:r H.S. Houthakker heE..f-~ 

spr ckcr ui t de ·s ta tis tiek d er Huishoudrekenin6 cn ( C. B. S. 1935) 
gegevens gclicht vo6r hct tota~c inkoCTcn (x) en hct totalc 
verbruik (y). Getracht is voor de rcgrcssiccoefficient/3 
in de rclatic Y.=~x + u ccn.betrouwbaarhcidsintcrval is 
to bsrekenen; d5trbij zijn de ge~innen ingedeeld in 4 klas-
sen ({_) 

-~ 0verschri jdingskans Betrouwbaarheids-
interval 

Landarbeiders r- = 5 (; 9 01 2 0964 - 1,045 
m = 20 6 () 9041 0965 - 1,038 

Boeren r = 10 09004 0,32 0,995 
m = 36 ·, 11 09011 0,33 - 0,99 

12 09029 0,38 - 9,99. 
13 0,065 0,40 - 0,97 
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Hoofdarbeiders r = 

m = 103 

Handarbeiders r = 
m =-= 139 

39 
. 40 

41 

42 

43 

44 

55 
56 

57 
5f,3 

59 

([) . 

0verschriJdingskans Betrouwbaarheids
interval 

09007 
0 ,,012 

09020 

09033 

09050 
.. 

09073 

09007 

0 ?..C/} 1 
0 9 017 
09026 

01036 

0984 - 7 r,7 ....... 

0985 - 1 )00 

0986 ·- 1900 

0987 - 1~00 

0987 - 1900 

0988 - 0999 

0987 - 0997 
0987 0,96 

0987 - 0,96 
0988 0,96 
0 "89 0 $95 

60-: - 09055 0989 - 0994 

0189 - 0,94 61 ., .0 9075 

Ib. bijlage wordt een tabel ,gegeven vo.or a·e vrnarschijnlijk
heid P = 1 - 2 1 095 (m -: r + r, r) = 1 - t. voor ·m ~ 50. 

390/1 '49 



j 

' v 

.... - .. , 
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Hirronder volgt een tabel voor de waarschijnlijkheid 

P = 1 - 2 r0 c (m - r + 1 9 r) = 1 -
9 :J . < . 

voor m :::.. 50 (dus voor stcekprocven tot de ui t_::.cc:.. -luJ:1eid 
10v) en voor r z.odanig 19 dat P -2 v 9700 i.s. In de rijcn ism 
afgezE::t 9 in de kolonJ.,hen r. De getallen geven. P weer in dui•-
zc11dste deler10 •.·• 

r -1 2 3 
m 
,L. 

3 750 
4 875 
5 937 
6 969 781 
7 984 875 
8 ·992 930 711 
9 . - 996 961. 820 

10 9.~~ 979 891 
... • • ~---..... •--••, ....... ...,.. --•- ✓,..,.. -• .... •-•-- ,,_ ..... ....,...,- .. ~ ,_. __ _, •• _._, _..- - ••- -• • •,••• H ..... 

l· r,) 3 4 '-

11 99Sl, 9 ·::JC:· I._J,(_e 935 773 
12 1000 994 962 854 
13 997 

'· 

978 90iJ 
14 998 987 943 

· 15 999 993 965 
' ..,.. __ ·---- ........ - __ _.,,, 

' . -

2 3 4 5 
16 999 996 979 932 
17 1000 998 987 951 
18 999 994 970 
19 999 996 982, 
20 1000 997 988 
_,_,.._......_... ..... ~.--

4 5 6 7 
21 999 993 973 922 
22 999 996 983 950 
23 1000 997 989 965 
24 998 993 977 
25 999 996 985 
--·--------

5 6 7 8 

26 999 998 99~ 971 
27 1000 998 994 981 
28 999 996 957 
29 999 998 992 
30 1000 999 995 --· -·--------•· .. -.. -..-·._--...,,_. .. ___ .,... •-
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733 
820 
882 

6 7 8 
790 
857 
905 763 
937 834 
959 885 737 

8 9 10 
811 
866 714 
907 790 
936 848 
957 892 770 

9 10 11 12 
924 831 
948 878 752 
964 913 815 
976 93S 8G4 735 
984 957 901 800 



- 8 -

7 8 9 10 11 12 13 14 
31 999 997 .989 971 929 850 719 
32 999 .• 998 993 980 949 890 785 
33 1000. 999 995 986 965 92C 837 7,04 
34 999 997 991 976 942 879 771 
35 999 998 994 983 959 910 825 _____ .____, ...... _ 

.._.,,_ ~,-.---- .,r •• "" ..... .._.. • ...,, .. ' -- • .,..,___._. _..__._..,.., -- _,_..,_.___,.....,_. 

8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 
36 1000 999 996 989 971 935 868 757 
37 999 997 992 980 953 901 S-12 
38 1000 998 995 986 966 927 857 744 
39 999 996 991 976 947 889 798 
40 999 998 994 983 962 919 846 · 732 

10 11 12 1.3 14 15 16 17 18 1.9 

41 1000 999 996 988 972 940 883 789 
42 999 997 992 980 956 912 836 720 
43 999 998 995 986 968 934 @74 7'78 
44 1000 999 996 990 977 951 9CA 826 709 
45 999 998 993 984 964 928 865 . 767 ~--.s ... ----- ... , ..... -- ----,--·--·. 

12 13 14 15 16 17 1B 19 20 21 
46 · 999 990: 995 989 974 946 896 816 
47 : 100,0 999 997 992 981 960 921 856 757 
48 999 998 994 987 971 941 889 807 
49 1000 999 996 991 979 95G 915 848 747 
50 999 997 993 985 967 935 881 797 
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