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ERL HRTHJDE VAL LINBAIRE REGRESSIE-ALALYSH

1. Inleiding

In de - /pbralkellgke -~ regressie—analyse volzens de
mfthode der 'kleinste kwadraten gaat wen van de veronder-
stelling uit, dat de afwijkingen der wacrneminzend van de
regressielijn, welke veroorzaaki worden door meetfouten
en door de buiten beschouwing gelaten verklarende varia-
belen, aan een normale verdeling voldoen. In de door spre-
ker uiteengezette methode wordt deze verondersteliing los-
gelaten. In de plaats daarvan wordt de els gesteld, dat in

de relatie
=ﬁ}£ + U,

waarin y de verkla«rde, X de verklarcnde variabele en /3

de regressie- —colfficient voors telt )9 u een stochastische
varlabele is, die a3n teauairncte één van de volzende voor-
waarden voldoet:

A: de waarnemingen u zijn onderling onafhankelljk verdeelds
zij heblen dez elfde cumulatieve verdelindsfuunctic F(u), die

nafhankell k le van xy de'waaruohlgnlleheld dicutuyeic
F'( u) is.continu;

B: de waarneringe. u zijn OﬁuErlln) onafhdnkellgk verdeeld;
de waarschijnii j«heidsdichtheid F (u) van u mag afhankellgk

zijn van x, ma&gr is continu en oymmetrlsch met gemiddelde(
. 3tel, dat van u twee waarneuingca ziju verrieht, uy en

Uy Dan is, indien één van bovenstaande voorwasrden vervuld
is, de stochastische variabele (u2 - u1) sywmetrisch om nul
verdeeld.

e e ———

-1) In het hlarna volgende wordt ultsluitend het geval van

2 variabclen behandela° de methode is echter ook toe-
paSbClle voor 3 of mcer variabelenj voor deze generda-
lisatie wordt verwezen nasr ecn binnenkort in "Tconome-
trica" te verschijnen artikel van de hecr Theil.
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Indien x en y niect nauwkcuriz gemeten zlan, nemen we aan,
aat x' en y zijn gemcten, zodanlg, dat
X' =X +S
- y'' =y +N
en‘dat‘i en 7 5 hetzij aan voorwasrde A, hctzij asn voor-
waarde B voldoen.

2. De erTGSSlfm““bfflOlﬁnt in het geval van twee variabelen
Uit de collcctie, vckarakterlqcexd door
y—-/’x+u . :
is een stecekproef ter grootte van n getrokken. We rangschik-
ken de punten (x,y) naar toenemende x, Noem m =Z—%n ; in-
dien n oneven is, wordt de (m + 1)ste waarneming niet zec-
bruikt. We bepalen nu de volgende statistische grootheden

Ip - m + i -~ Vi

b,.\ = Sl
(1) n-m+ i *i
u . - u.
=f ¢ P (1 = 1,..0,m)
n-m+ 1 1 )

Deze grootheden stelien dus voor de nellingen in het x ,y-
dlagram tussen het eerste en het (n - m + 1)ste, tursen hst
tweedc en het (n - m + 2)de punt, enz.. De kans, dat by8

is gelijk aan de kans, dat b\/n s, nl. ?
De waarden bi (i=1, 2, ... m) worden nu Opnieuw ge-

rangschikt en wel naar opklimmende waarden van b. Spreker
toont aan, dat hicruit c¢en betrourbaarheidsinterval te be-
rckencn ie:

| P,/Hbr'éﬁ~}$ bm-r+1] = 21,m{(rg) + (I’ﬂ + ,.'<ri‘.11)}'

12 19’5 (m=-1r + 1, r):...(ﬁ)

it

De betrouwbaarhcidscotdfficient kan afselczen worden uit
X. Pearson's "Tabi.s o0f the incomplete Beta-function®. Voor
hogere waarden van n is ecn approximatie door ecn normalc

verdcling mct gemiddcldce %m en spreiding %5/m voldoende

nauwkeurl

Op ceavoudlbe viijze kan worden aangcicocnd, dat meetfouten
niet tot wijziging van bovenstaande msthode aanlelalng geven,
indien hun verdelingen 2aan voorwaarde A of aan voorwaarde B
voldoen.
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Indien ue steckproef waarncwmingzen bevat met gelijke
x~waarden, dan is de rangschikking van de steekproefpuntcn
ni«t ecnvoudig meer. In ecn derselijk geval is het echtor
voldoende, dat de rangschikking van punten met gelijke xv -~
waarden willckcurig plaats heeft.

3. Gebieden van lineaire regressic

Spreker vercnderstelt vervolgens, dat de relatie tus-
sen de variabelen x en y wordt weergegeven door y = A x + U,
waarbij u voldoct aan voorwaarde A. Indicn een waarde X
gcgeven is, moet een betrouwbaarhcidsinterval voor y worden
geconstateecrd.

Hicrbi]j wordt gebruik gemaakt van cen stelling van
T.l, Thompson 2 , dic als volgt luidt:

. indien cen steckprocf ter grootte van n wordt getrokken
uit ecn colloctie, gekarakterisycrd door ccn cumulatieve
“verdelingsfunctic F(u) met continue verdelingsdichtheid
Fr(u), de QtLQkaOLfWBaLQCﬂ vervolgens worden gerangschikt
“naar 0pk11umcnuc waarde van u (u1 ( Us (ceeocnegly) €n

tenslotte cen (n + 1)stec trekking u wordt verricht, dan is de

waarschijnlijkheid, dat u ligt in hct interval (uSy un-°¥1)

- gelijk aan 1 - %%T s (2).
Indicn/q Jercven is, vindt men n stcckproefwaarden

Luy = /’x.; unzc Zrootheden worden gerangschikt naar

BT opkllmmcnde waarden van a. De waarschijnlijkhcid, dat cen
. _ (n + 1)stc trL&ﬁlnb feen.u oplavart die ligt in hlt interval

0 -8 4 1) 1% gelijk aan 1 = EIT Hicruit volgt, dat
met deze waarschijnlijkhcid de volzende rclatie geldt:

(u u

B x +u, = | :15 /QX'+ u_
s n-5s+1
Ondcrstadnd dla“ram 1 mog Ze dit 1llustreren voor & = 2
X S
o LS
11 s/ /
D ! 4 /
i yZ r4
E A
o R | ) S S
" Diagram 1 | 7 pya
- | . 7
| S
' R2 ':/ g
. By

[ - X

2) "Bidlogical applications of the normal ranze and associated
significance tests in ignorance of orizinal distribution
forms" (Annals of mothecuwatical Statistice, IX, 1938, blz.
281-187); adldeaar ig ook het bewijs van de stclling opgcno-
men.
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De richting van de rechten Rl 2 wordt door/e bepaald;
dienovereenkometig gecft spreker hct gebied tussen Rl en R2

weer door G(A). Indicn het steckproefpunt van de (n + 1)ste
trekking wordt wecrzegeven door D en de steckproefpunten van
de n trekkingen door Dy (i=1; .., n), dan is de waarschijn-
lijkheid, dat D in hct gebied G(A) is bevat,gelijk 1 - 25,
In het algemeen isfB nict bekend, zodat men gebruik moet
‘maken vapn hct hicrboven wecrgegevsm betrouwbaarhcidsinterval

P/brgﬁé bm-r+1_/=1-21095 (m-r+ 1, 1),

Dit benuttende, kan men stellen, dat de waarschijnlijk-
heid, dat '

1) het intcrval (b, b _ . ; 4) de ware/ﬁ bevat, en

. - . . o ! ‘ :
2) dc vereniging van alle G@e) s voor br <8 4 bm -1 o+ 1

het punt D bevat,
gelijk is aan of groter is dan

(1 - %%10-{1.— 2 1095 (m -1+ 1, r{} I ).

Diagram 2 geeft een grafische veoretellin: van deze
vereniging. In het algemeen zal degze begronsd worden door
grenzen vau G(br) en van G(bm - o+ 1), len dient te bedenken,
dat G(B) voor iedere /5 steeds begrensd wordt door twee rech-
ten, die ieder door een steekproefpunt gaan, Variatie van
geeft een omwentcling van deze rechten om het betreffende
punt, totdat een nieuw steekproefpunt op de rechte komt te
liggen: dan heeft de omwenteling plaats om dit nieuwe punt.
Men zal op geometrische gronden inzien, dat - behoudenc geval-
len van uitzonderlijke ligging van bepaalde steekproefpunten -
het voldoende is, dat uitsluitend de uitersten G(br) en

G(bm - r o+ 1) worden beschouwd.
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Diagram 2 ' ¢ (b.) / ;/.//;//
(e =2) e

X
De weergegeven vereniging kan geroemd worden: een gebied
van lineaire regrcssie, ket de waerschijnlijkheid (3) of
met een grotere waarschijnlijkheia zal dit gebied een
(n + 1)ste steckproefpunt bevattcn, voor welke x ook.

4. Een toepassing: huichoudrekeningen 1935

In samenwerking mcet e heer H.S. Houthakker hecfd
spreker uit de ‘Statistiek der Huilshoudrekeningen (C.B.3. 1935)
gegevene gelicht voor het totale inkomen (x) en het totale
verbruik (y). Getraciat is voor de regrecssiecoéfficient /3
in de¢ relatic y =Ax + u een.betrouwbaarheidsinterval is
te berekenen; dadrvij zijn de gezinnen ingedeeld in 4 klas-
sen

£ Overschrijdingskans Betrouwbaarheids~?

. interval :
Landarbeiders v = 5 0,012 0,64 - 1,045
m = 20 6 0,041 0,65 - 1,038
Boeren r = 10 0,004 0,32 - 0,995
m = 36 A © 0,011 0,33 - 0,99
| 12 0,029 0,38 = 0,99
13 0,065 0,40 - 0,97
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Overschékgdingskans Betrouwbaarheids-
' - interval
Hoofdarbeiders r = 39 0,007 0,84 - 1 021
= 103 40 0,012 0,85 = 1,00
41 0,020 0,86 ~ 1,00
42 | 0,033 0,87 = 1,00
43 - 0,050 0,87 = 1,00
44 0,073 0,88 = 0,99
. Handarbeiders T = 55 0,007 0,87 = 0,97
= 139 56 T 0,011 0,87 - 0,96
57 0,017 0,87 ~ 0,96
58 0,026 . 0,88 -~ 0,96
59 0,036 0,89 ~ 0,95
60 0,055 0,89 - 0,94
61 S ;o 075 0,89 - 0,94

In blglage wordt een tabel: ﬂeveven voor .de waarschijnlijk-
heid P = 1 - 2 IU 5 (m - r + r, r) =1 -¢& voor m s 50.
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Bijlage -

Hieronder volgt cen tabel voor de waarschijnlijkheid

P=1-2 1095 (m=-r+ 1, 1r)=1-=

‘voor m & 50 (dus voof{steekprbcven tot de uit.cevoicheid

10U) en voor r zodamig, dat P 2 U,700 is. In de rijen is m
afzezet, in de nolonncn r. Ue getallen geven P weer in dui-

' zendste delen.

r -1 2} 3
m .
4
3 750
4 875
5 937
6 969 781
7 984 875 ‘
8 1992 930 711
9 . 996 961 820

107 998 G979 891

= e e v T e e e e o 0 T e

1 2 3 4 5
11 999. 93¢ 935 773

12 100G 994 962 854

13 997 . 978 908 733
14 998 987 943 820
15 959 993 965 882 _
2 3 4 5 8 T 8

16 999 996 - 979 932 790
17 1000 998 987 951 857

18 959 994 970 905 763

19 - 999 596 982 937 834

20 1000 997 988 959 885 737
| 4 5 6 7 8 9 10

21 ©vg9 993 973 922 811
22 999 996 983 950 866 714
23 1000 997 989 965 907 790

24 998 993 977 936 848
25 999 9% 985 957 892 770
5 6, 7 8 9 10 11 12

26 999 998 - 997 971 924 831
27 1000 998 994 981 948 878 752

28 999 996 987 964 913 815
29 999 998 992 976 93¢  8G4 735
30 1060 999 995 984 957 901 800
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7 8 9 10 11 12 13 14
31 999 997 989 971 929 850 719
32 999 - 998 993 980 949 890 785
33 1000 . 999 995 086 965 92C 837 704
34 999 997 991 976 942 879 771
35 999 998 994 983 959 910 825
8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
36 1000 999 996 989 971 935 868 757
37 999 997 992 980 953 901 812
.38 1000 998 995 986- 966 927 857 744
39 999 996 991 976 947 889 798
40 999 998 994 983 962 919 846 732
10 41 12 13 14 15 16 17 18 A9
41 1000 999 996 988 972 940 883 789 ’
42 999 997 992 930 956 912 836 720
43 999 998 995 986 968 934 B74 778
44 1000 999 996 99C 977 951 9U4 826  T09
45 999 998 993 984 964 028 865 . 767
12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
46 - 999  998° 995 989 974 946 896 816
47 » 1000 . 999 997 992 981 960 921 856 757
48 4 999 = 998 994 987 971 941 889 807 |
49 1000 999 996 991 979 956 915 848 747
50 : 999 997 993 985 967 935 881 797



