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1. MODELLEN EN BESLISSINGEN, 

1.1 Inleiding 

Het zal slechts weinigen zijn ontgaan dater situaties bestaan waarin 

beslissingen moeten worden genomen. Van een groot aantal beslissingen 

zijn wij ons evenwel niet bewust, omdat, gezien onze instelling en 

ervaring, de te nemen beslissingen zo vanzelfsprekend of van zo'n onder­

geschikt belang zijn, dat zij zonder enig nadenken kunnen worden genomen. 

Er bestaan echter ook situaties waarin wij niet zonder gevoelens van 

twijfel een keuze maken uit de verschillende mogelijkheden. Naarmate 

de situatie waarin men moet beslissen ingewikkelder wordt van structuur 

en naarmate de tijd beschikbaar om tot een beslissing te komen korter 

wordt, ontstaat de behoefte aan een minder intuitieve werkwijze. 

In dit hoofdstuk wordt nagegaan in hoeverre de besliskunde aan deze 

behoefte kan voldoen. 

In de meeste beslissingssituaties kan de te n~men beslissing, met een 

beetje goede wil, gezien worden als een poging om een verandering aaJl 

te brengen in eep ongewenste toestand of ontwikkeling. Om een keuze 

te kunnen maken uit de collectie van mogelijke beslissingen, is het dik­

wijls noodzakelijk dat men zowel de toestand waarin de beslissing moet 

worden genomen, als de- uit deze beslissing·voortvloeiende - ontwikkeling 

op een of andere wijze kan aangeven. 

In de natuu.rwetenschappen probeert men, dikwijls met veel succes, de 

Yl'aargenomen vers 1chijnselen te beschrijven met: behulp van wiskundige 

begrippen. Een groot deel van het instrumentarium van de wiskundige 

wordt dan dienstpaar gemaakt om de waargenomen of hypothetische samen­

hang tussen de verschijnselen aan te duiden. Uit onze middelbare-school~ 

jaren herinneren wij onz nog wel de relaties: 

PV - = R = constant T, (wet van Boyle-Gay Lussac). 



in woorden: druk {P) maa.1 volume (V) is evenredig met de temperatuur 

(T), 

en 

V = ir (wet van Ohm) 

in woorden: spa.nningsverschil (V) is stroomster,kte (i) ma.al weerstand 
I 

( r). 

Verder kennen wij ,de uitspraak (1st wet van Keppler) 11de baan van een 

planeet om de zon ka.n worden beschreven met behulp van een ellips met 

de zon in een van de bra.ndpunten11 • 

Relaties van dit type en andere wiskundige uit~rukk.ingen vormen tezamen 

het zg. mathematisch model van het beschou:wde f,enomeen •. In tegenstelling 

tot andere modellen (beschrijvingsvormen van e~n situa.tie), zoals 

etalagepoppen en ma.quettes, mist het ma.thema.ti~ch model de fysische 

gelijkenis met haa.r object. 

Gelijk in elk ander model krijgt alleen dat wat ;de waarneme:r op een 
I 

bepaald moment karakteristiek vindt, zijn plaats in het :mathema.tisch 

model. In de wet van Boyle-Gay Lussa.c wordt niE1t gesproken over de vorm 
i 

van het volume. In de eerste wet van Keppler w9rdt de - voor aardse 

begrip:pen redelijke - omvang van de zon s,amengeperst in een punt zonder 

afmetingen. Verder zal de waarnemer zijn gebre~ aan kennis dikwijls 

aanvullen met veronderstellingen die niet. verv,;0.d behoeven te zijn. 
' I ! 

In de hiervqor gegeven voorbeelden vindt men d~ze veronderstellingen 
i I 

terug in. de .vo:rm van de wiskundige relaties (b .Iv. de ellipsvormige 
! 

baan). 

Het mathema.tisch model geeft dus in principe een onvolledig en 

zelfs een onjuist 11wiskundig11 beeld van de beschouwde situatie. Het 

. gebeurt dan ook vaak de.t het gangbare mathematisch model na het ver= 

krijgen van meer informs.tie vervangen dient te warden. Dit laatste 
I 

geschiedde bij het model van Boyle-Gay Lussac. Een aantal gassen ver= 

toonden bij hoge druk belangrijke afwijkingen van de gelijknamige wet. 



Van der Waals verkoos voor die gevallen het iets: a:f'wijkende model 

RT a 
p = V-b ~ y2 

waarbij a, b en R qonstanten zijn. De gemaia.k.te v:eronderstelling 
I 

PV = RT bleek dus riiet houdbaar. 

Met behulp van een mathematisch model kunnen wij hypothesen toetsen, 

voorspellingen doen en, zoals wij straks zullen ,~ien, beslissingen 

aanwijzen. 

Ook in vele niet-natuurwetenschappen kan deze werkwijze nut a:f'werpen. De 

toepassingen in de Psychologie en de Economie h~~ben geleid tot de 

jonge wetenschappen: Psychometrie en Econometri~. 

Ook in situaties waarin beslissingen genomen mo~ten worden kan dikwijls 

de sa.menhang tusseq de relevante factoren :op ee~ wiskundige wijze worden 
I 

uitgebeeld. Dit i~pliceert dat de wiskunde in die situaties een taal 

aanbiedt waarin kart worden uitgedrukt: 

a) welke beslissingen in aanmerking komen · 

b) wat de gevolgen,van die beslissingen zijn, en 

c) hoe deze gevolgen moeten worden gewaardeerd 

Een dergelijke aanpak leidt tot de invoering v~ een mathematisch model 

van de beslissings~ituatie, en derhalve tot een :vertaling van het be­

slissingsprobleem in een wiskundig probleem en ~el een wiskundig op­

timum propleem, De oplossing van het wiskundig ~robleem geeft na terug­

vertalen een aanwijzing hoe het oorspronkelijke beslissingsprobleem 

moet worden opgelost. Men dient zich er echter ~an bewust te zijn aat 

de gevonden beslissing uiteindelijk afhangt van de keuze van het mat1.~-
I , : 

. matisch model. Daat komt nog bij dat deze keuze dikwijls geleid wordt doo2: 

de wens om na vertEµing een wiskundig optimumprobleem te verkrijgen 

dat oplosbaar is. 

Wij zullen r.u ender Besliskunde die studie verstaa.n welke zich bezighoudt 

met het st··even om beslissingsproblemen op deze :wijze op· te lossen: 
I 



dwz. door eerst een mathematisch model van de beslissingssituatie te 

maken, door vervolgens het- uit het beslissingsprobleem voortgekomen­

wiskundig optimum.probleem op te lessen en door tenslotte de gevonden 

oplossing terug te vertalen in de taal van de beslissingssituatie. 

De meeste toepassingen van de besliskunde vindt:men in de bedrijfs­

economische sector~ Dit neemt echter niet weg dat ook in andere gebieden 

van het menselijk ha.ndelen de besliskunde haar lijdrage kan leveren. 

Enige van de:eerste toepassingen van de beslisk\mde lagen b.v. op 

militair terrein. 

Een practisch besliskundig onderzoek zal in het ·• algemeen een bundeling 
I 

zijn van uiteenlop~nde activiteiten, zeals marktonderzoek, tijdstudies, 

toetsen van veronderstellingen, wiskundige research, etc, Het onde:r= 

scheidt zich van ieder ander onderzoek doordat; men gebruik ma.a.kt van 

mathematische modellen en streeft naar een wiskundig optimumprobleem. 

De theorie welke zich, binnen het :mathematisch model, bezig houdt met 

dit type van optimumproblemen zullen wij in het vervolg aanduiden met 

Mathematische Besliskunde, 

Uiteraard bestaan er ook beslissingssituaties die beschreven kunnen 
! 

warden door een niet wiskundig model. In de volgende paragraaf wordt 

eerst een model opgesteld van een beslissingssituatie, zonder gebruik 

te maken van de taal der wiskunde. Daarna wordt, uitgaande van dezelfde ; . 

veronder~tellingen~ het beslissingsprobleem wiskundig geformuleerd. 

De modelvorming ge~chiedt in beide gevallen op identieke wijze; zij is 

kara.k.teristiek voor de besliskunde. 



1.2 Modelvorming bij beslissingssituaties 

Het is zinvol om? bij het gebruik van modellen in beslissingssituaties 

drie verschillende fasen te onderscheiden. 

In de eerste fase houdt men zich bezig met het analyseren van de 

beslissingssituatie. Deze analyse leidt tot een beschrijving van 

toegelaten beslissingen, van de gevolgen van de te nemen beslissingen, 

-etc. In deze fase wordt ook gezocht naar een ctiterium voor het vergelijken 

van beslissingen. Bij de beschrijving wordt g~bruik gemaakt van de kennis 

die, hetzij door de basiswetenschappen zoals economie en psychologie 
I 

wordt verschaft, hetzij uit de beschikbare gegevens wordt gedistilleerd 

of uit experimenten wordt verkregen. Het crit~riwn en de gebruikte· 

rela.ties berusten bovendien op veronderstellingen die op het eerste 

gezicht redelijk lijken en niet op grand van de zojuist genoemde kennis . ' 

behoeven te word~n verworpen. Dit samenspel van relaties en veronder-
' ' ' 

stellingen vormt 'het model van de beslis,singssituatie. 

Wij zullen nu de:eerste fase van de modelvorm~ng demonstreren aa.n een 

variant op een klassiek voorbeeld. K) 

Beschoµwen wij het beslissingsprobleem r,ond d~ optimale vestigings­

plaats van de vierde Technische Hogeschool. L~ten wij eens aannemen 
' dat op een :enkele uitzondering na de studente~ afkomstig zullen zijn 

uit het noordwesten van ans land (modelverond~rstelling). Een vestigings­

plaats wordt optima.al genoemd als het door de 1studenten in totaal af 
• 

te leggen aanta.l,kilometers van het ouderlijk 1huis naar de T.H. minimaal 

is (criterium). ~u zou men kunnen stellen dat 
1
door het dichte wegennet 

' ' 

in Noordwest-Nederland de afstanden van woonh~is tot T.H. evenredig 

zijn met dte, welke hemelsbreed warden gemeten (modelveronderstelling). 

Verder zou men kunnen aa.nnemen dat het percentage van de middelbare 

scholieren die een T.H, willen bezoeken in alle woongebieden van Noordwest-
, I 

Nederland gelijk is. (modelveronderstelling). ; 

it:} In zijn boek."Induction and analogy in mat;hematics" wordt door 

G •. POLYA reeds een dergeiijk probleem behaindeld op een wijze, zeals 

' ook hier geschiedt. 



Een uiterst belangrijk onderdeel van de modelvorming bestaat uit het 

toetsen van deze modelveronderstellingen. Wanneer zij niet behoeYen 

te warden verworpen, dan kunnen wij met behulp.Yan een kaart van 
' Noordwest-Nederland, die zorgYUldig op een plankje is geplakt, een 

model van de beslissingssituatie maken. 
' Alhoewel Noordwest-Nederland een stukje 1.s van'een bolvormig oppervlak, 

kan door de geringe afmetingen van ons vaderlaAd deze bolvo1"r!ligheid 

worden verwaarloosd (modelvereenvoudiging). Men boort nu gaatjes in het 

plankje op de plaatsen waarop volgens de kaart 1 de centra van de woon= 

gebieden liggen. Van een van te voren gereedgeiegde kluwen touw knippen 

wij evenveel stukken als er woongebieden zijn. 'Wij knopen nu deze 
i 

touwtjes aa.n elkaar en wel zodanig dat alle touwtjes slechts een· ge-

meenschappelijk knooppunt en een v:rij uiteinde hebben. Het op deze 

wijze verkregen handwerk vertoont veel overeenkomst met een spin. 

Door ieder gaatje in het pla.nkje doen we een pdot van de spin en wel 

zo dat de centra.le knoop op het plankje rust. Tenslotte bevestigen wi,J 

aan de vrije uiteinden onder het plankje gewichtjes, die evenredig 

zijn met de aantallen middelba.re scholieren in 1de bij d.e touwtjes be" 

horende woongebieden. In het te construeren model wonen alle aspirant­

studenten in de centra van de woongebieden (modelvereenvoudiging), Het 

knooppunt boven het plankje stelt de T.H. voor.1 De door de gewichten 

gespannen stukjes touw, die van het knooppunt rlaa.r de gaatjes lopen, 
I 

corresponderen me~ de door de studenten af te 1eggen afstanden. De 

gewichten zijn de vertalingen van de aa.ntallen !aspirant-studenten 1.n de 

verschi~lende woongebieden. Indien wij het knooppunt boven op het pla.nkje 

met een punaise vast maken, dan wordt voor de keuze van de vestigings­

plaats, die we kunnen aflezen op de opgeplakte :landkaart, een model van 

het studentenvervoer gevormd door (1) het plankje met de gaatjes, 

(2) de gespannen stukjes touw met het ge~eensc~appelijke knooppunt, 

{3) de gewichten en (4) de gemaakte veronderst~llingen. Men kan gemakkelijk 

laten zien dat door vertaling de vraag naar de 
1
optimale vestigingsplaats 

van de T.H. herleid is tot de vra.ag: 11Waar li~ het evenwichtspunt van 
I 

het zojuist geconstrueerde gewichtensysteem? 11 Het beslissingsprobleem is 
dus vertaald in de terminologie van het model. 



Merk op dat in dit model stilzwijgend wordt aangenomen, da.t overa.1 

in Noordwest··Nederland een T.H. gevestigd kan 'l,,orden. 

In de tweede fase zal men trachten het probleem dat na. de invoering van 

het model uit h~t beslissingsprobleem is voortkekomen op te lessen. Om 

het zojuis~ geschetste beslissingsprobleem rona de optima.le vestigings­

plaats van de vierde T.H. te kunnen oplossen, meet men dus het even­

wichtspunt van het gewichtensysteem bepalen. Dit punt kan op eenvoudige 

wijze warden verkregen en wel door het plankje'horizontaal te houden en 

de punaise te verwijderen. Zodra het gewichtensysteem tot rust komt, 

bevindt het knooppunt zich boven het evenwichtspunt. 

In de derde fase gaan wij de verkregen oplossifig terug vertalen in de 

oorspronkelijke terminologie van het beslissingsprobleem. In ons 

beslissingsprobleem is dit heel eenvoudig. Imm~rs met behulp van de 
' kaart van Nederland, welke op het plankje is g~plakt, kunnen wij 

direct aflezen in.welke gemeente het evenwicht~punt'ligt. In dezelfde 

fase gaan wij ook.na wat de conseqtienties zijn 1 van de gevonden be­

slissing. Zijn deze consequenties onaanvaardbaiµ, da.n deugt het model 

niet, en men zal dan uiteraard moeten pr9beren 1 een beter model te 

construeren. 

Omda.t de wiskunde niet gebruikt is a.ls "beschrfjvingstaal" mag, volgens 

de in de inleiding gegeven definitie van besli$kunde, de geschetste 

aanpak niet als besliskundig warden aa.ngemerkt~ Het een en ander neemt 
I , . 

niet weg dat ook een besliskundige benadering teze drie fa.sen in de 

modelvorminf kent. 

i 
Wij zullen nu, uitgaande van dezelfde modelver~nderstellingen en ver-

eenvoudigingen een mathema.tisch model va~ de b~slissingssitua.tie op­

stellen. Daartoe projecteren we, in gedachten,: een orthogonaal assen­

stelsel op de kaart van Noordwest-Nederland. W~ nummeren de betreffende 

woongebieden van 1 tot en met n; de coordinaten van het centrum van 

woongebied i warden aa.ngegeven door (ai 1 ' ai2 ). 



Aan de, nu nog onbekende, vestigingsplaats van 1de vierde T.H. kennen 

we de coordinaten {x1, x2 ) toe. De afstand van
1
een willekeurig,woon­

gebied i (i = 1, 2, •••••• , n) tot de vestigingsplaats wordt gegeven 

door (Pythagoras): 
! 

Aan ieder-woongebied i kennen we bovendien nogieen getal c. toe, dat 
. 1 

het aantal aspirant-studenten uit dat woongebied aangeef't. (dit komt 

overeen met de gewichten). 

Nu krijgen we voor de door de studenten in totaal af'teleggen afstand y: 
I 

( 1. 1) 

De vertaling van ons probleem luidt nu: minimaliseer (1.1) als functie 

van x1 en x2 • 

Zijn de optimale coordinaten (x1, x2 ) gevonden, da.n ka.n wederom de op­

lossing van de kaart worden afgelezen. 

. i 



1 , 3 Welke beschri.ivingstaal ? 

In de vorige paragraaf hebben wij twee verschillende talen ontmoet 

voor het beschrijven van een en dezelfde beslissingssituatie. Het 

behoeft echter geen betoog dat omgekeerd een uniforme beschrijvingstaal 

voor verschillende beslissingssituaties voor~elen biedt. 

In deze paragraaf introduceren wij een aantal: begrippen die onontbeer­

lijk zijn bij het analyseren van beslissingssituaties en derhalve bij 

het opstellen van modellen. Met behulp van een vijftal voorbeelden wordt 

getracht enerzijds inhoud te geven aan die b~grippen, anderzijds vast­

testellen aan welke eisen een uniforme beschrijvingstaal moet voldoen 

opdat met deze begrippen: kan warden gewerkt. 

Onder de nu te formuleren problemen is er slechts een, welke op een 
I ] 

ondubbelzinnige wijze kan warden opgelost. De; overige problemen geven 

nog ruimte tot het stellen van vragen. In paragraaf 1.5 zullen wij 

trachten door het ma.ken van veronderstellingen deze leemten optevullen. 

Voorbeeld 1. 1 

Een fabrikant wil een veevoeder op de markt brengen dat verkregen wbrdt 

door een aantal grondstoffen in een geschikte verhouding te mengen. 

In tabel 1.1 vindt men behalve de - gedeelte1ijke - samenstelling 

van de grondstoffen ook hun prijzen vermeld. Aan de sa.menstelling van 

het veevoeder worden enkele eisen gesteld, di:e zijn aangegeven in 

tabel ,1 .2 



Tabel 1. 1 

Gegevens over beschikbare grondstoffen op 7-4-1955 

______ %_0---t--vo::= :;;;i;~t; i-!~; J._· t_~_;_-·-+----~-· :_!_-~--+----_;_:_! __ ;_---+--_;_~_:_i_~n..;.~_;~~/-

9, 5 6, 6 7 ,9 l 1 ,2 49, 7 1 , 7 22, 75 rogge 

milocorn 

l paardebonen 

sojaschroot 

cocoskoeken 
• i ! palmpitschroot: 

lnegerzaad i 
schilfers I 

8,5 
10 

8, 1 

7, 1 

8, 1 

7,3 

5,7 
15,4 

29r8 

11 ,8 

12,7 

20,2 

7 

17 5 

33 

14 

13,2 

22,8 

Tabel 1 ,2 

{ 
'2,3 52,1 2,4 22,35 

1 46,9 5,6 30,25 
o,6 

7 

48,9 

54,7 l 
! 

1 ,a . 43 I 
3 ,6 I · 41, 1 l 

I I 
I I 

4,5 38,25 

11,5 32,50 

18 2q,50 

12,2 l 32,50 

Eisen o:p~lflB?, aS:,n, __ de samenstelJing van het veevoeder 

------ --~--· _, -

ingredient en maximaal % minimaal % ---------- _.,._ 

rogge 20 

milocorn 15 ' 
paardebonen 7 
sojaschroot 5 

cocoskoeken 2 

palmpitschroot 8 

negerzaadschilfers 10 

eiwit 14,7 
verteerbaar ruw 12 

vocht 8,6 
zetmeel 42 

ruwe celstof 8,4 
ruw vet 1,8 

--►-•-- ... ~ ~-~~·---

' 
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De mengverhouding zal nu zo moeten worden gekozen dat bijv. het totale 

eiwitgehalte, resulterend uit de diverse bijdragen, minimaal 14,7% is. 

Op overeenkomstige wijze zullen ook de overige eisen aan de samenstel­

ling van het veevoeder (tabel 1.2) beperkingen opleggen. Uiteraard 
I 

zal men trachten het produkt met de hiervoor.aangegeven eigenschappen 

zo goedkoop mogelijk te produceren. De ondernemer wil, rekening houdend 

met de prijzen aer grondstoffen, die mengverhouding kiezen, waarbij 

tegen zo laag mogelijke totale kosten aan grondstoffen een produkt 

met de vereiste eigenschappen wordt verkrege~. Heeft hij dit probleem 

opgelost en blijven zowel de samenstellingen als de prijzen van de 
I 

grondstoffen constant, dan weet hij voor eens en voor altijd in welke 

gewichtsverhouding hij zijn grondstoffen zal moeten inkopen. Zijn. 

de prijzen en/of de samenstellingen van de grondstoffen aan wijzigingen 

onderhevig dan zal de m~ngverhouding steeds ~oeten worden aangepast. 

Voorbeeld 1. 2 

Een automobilist heeft een schadeverzekering afgesloten. In de bijbe­

horende polis wcrden o.a. de volgende voorwaarden vermeld: 

1) De looptijd v~n de verzekering is een jaar. Aan het eind ,,an ieder 

jaar kan zij ·worden verlengd. De premie mciet a.an het begin •1.n 

ieder premie-jaar worden voldaan. 

2) De premie bedraagt f. 320,-- tenzij 

a) in de voorafgaande periode van een jaar geen schade is geclaimd. 

In dat :geval bedraagt de premie f. 280,--, tenzij 

b) 'in de voorafgaande periode van twee jaar geen schade is geclaimd. 

In dat geval bedraagt de premie f. 240,--,; tenzij 

c) in de voorafgaande periode van drie jaa.r geen schade is gecla.imd. 

In dat geva.1 bedraagt de premie f. 220,--. 

3) Indien men een schade wil cla.imen dient dit onmiddellijk te geschieden. 

Slechts bet ~erschil tussen de schade en ~en vast bed.rag van f. 80,--, 

het zg. eigen risico, wordt door de verze~ering uitbetaa.ld. 
' 

Gevraa.gd wordt voor elk tijdstip aan te geven welke schaden geclaimd 
i 

moeten worden. 



Het is duidelijk dat de automobilist nooit een schade van minder dan 

f. Bo,-- zal claimen. Het is ook duidelijk, dat hij, als nog geen schade 

is geclaimd dat jaar, met het oog op de premie-reducties voor schade­

vrij rijden geen schaden zal claimen, welke slechts een weinighoger 

zijn dan het eigen risico. De vraag is nu waar precies de grens ligt 

tussen de schaden die wel en die niet moeten worden geclaimd. Het 

behoeft geen betoog, dat de grenswaarden zullen afhangen van de hoogte 

van de laatst betaalde premie en van het tijdstip van de schade in het 

premiejaar. 

Voorbeeld 1 • 3 

I 

Een fabriek kan hoogstens drie gelijke machines inschakelen bij de ver-

vaardiging van een produkt. De produktiesnelheden van deze machines 

afzonderlijk laten zich niet regelen. Voor het produkt geldt dat de ge­

middelde vraag per tijdseenheid kleiner is da.n de gezamenlijke produktie 

van drie machines per tijdseenheid. De voorraadcapaciteit is beperkt 

en bedraagt m eenheden. De voorraadkosten per 1tijdseenheid zijn even= 

redig met de grootte van de voorraad. De produktiekosten per tijds­

eenheid worden mede bepaald door het aantal irigeschakelde machines., 

Het omschakelen naar hogere of lagere produktiesnelheden brengt 

extra kosten met:zich mee, die afhangen van de volgorde van het be­

treffende tweetal produktiesnelheden. Iridien de voorraad niet toe­

reikend is dan worden de gevraagde goederen g~leverd via een zuster­

fabriek, De tussen beide fabrieken overeengek6men verrekeningsprijs 

ligt ho'ger da.n de gemiddelde kostprijs. , Gevraagd wordt voor iedere 

produktiesnelheid ( 0, ·· 1 , 2 of 3 lopende machi?les), na te gaan bij welke 

voorraden men moet omschakelen en waarheen. 

Voorbeeld 1. 4 

Een inkoper van een speciaalzaak in da.meshoedjes gaat alleen dit najaar 

naar Parijs om zijn collectie samen te s.tellen. Deze hoedjes worden 

dan het volgende voorjaar tussen 1 februari en 1 juli in de normale 

verkoop gebracht. 
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Tijdens de uitverkoop (1 - 15 juli) worden de'hoedjes tegen een sterk 

gereduceerde prijs aangeboden. De ervaring leert dat alle restanten 

op de eerste dag van de uitverkoop kunnen worden opgeruimd. 

In Parijs wordt door de inkoper beslist 1welke!modellen en hoeveel van 

elk moet worden ingekocht. De inkoop- en verkciopprijzen zijn hem bekend. 

Voorbeeld 1. 5 

Een meisje hoopt·op een uitnodiging voor een &tudentenbal in het onmiddel­

lijke verschiet. Op een morgen op weg naar co11ege beseft ze dat het er 

die dag om zal gaan. Zo direct zal ze Peter ontmoeten, een haar zeer 

toegewijde jongen. Zij geeft zichzelf een grote kans dat hij h~r zal 

uitnodigen. Hij is echter een beetje gierig en zal haar vermoedelijk 

ter gelegenheid van het baleen corsage:van siechts twee gulden aan­

bieden. Tijdens de lunch zal ze Frank ontmoet,n. Als Frank haar vraagt 

dan komt hij zeker met een corsage van ~ier g,.Uden voor de dag. In de 

loop van de midd~g zal zij op het sport~eld R~ne zien. Rene is tamelijk 

royaal en zal zeker met een corsage van vijf gulden komen opdraven. 

De kans dat hij haar vraagt is echter niet zo!groot. Eerst 's avonds 
' evenwel ontmoet zij haar idool, Rob. Deze is erg gul heeft voor het 

meisje met wie hij uitgaat wel een corsage va.ri- acht gulden over. Helaas 

heeft hij nog veel andere interessen onder 

een uitnodiging is zeer gering. Het meisje 

tuele uitnodiging direct moet beslissen en 

de,meisjes en de kans op 
I 

begrijpt dat zij:bij een even-

dat zij op een aanvaarding 

niet ma:g terugkomen. Ze vraagt zich nu af wat,zij die dag moet doen 

als zij' niet alleen naar het bal wil, maar oo~ zo mooi mogelijk wil 

verschijnen. 

Wanneer men deze,voorbeelden met elkaar vergelijkt vertonen zij op he~ 
I ( l 

eerste gezicht weinig punten van overeenkomst. Immers het eerste voorbeeld 

is een mengprobleem, het tweede een verzekeringsprobleem, het derde 

een produktieprobleem, terwijl het vierde en het vijfde resp, ·een 
. . i 

inkoop- en een "~a.111-probleem : .--voors tell en. 

I. 
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De vijf problemen zijn inderdaad qua uiterlijke vorm verschillend, maar 
i 

dit betekent nog niet dat de wijzen van oplossen verschillend zijn. 

Een indeling van de beslissingsproblemen in transport-, produktie-, 
I 

vervangingsproblemen, etc. leidt in het algemeep niet tot groepen van 

beslissingsproblemen met identieke oplossingsmethoden. Inzicht in de 

structuur van de beslissingssituatie verkrijgt ~en dikwijls door het 

gestelde probleem te formuleren zonder gebruik te maken van·begrippen 
I 

als voorraad, machine, haven etc. Door de 1 invoering van begrippen die 
I I 

een meer uniforme ~arakterisering van het beslissingsprobleem mogelijk 
; I l 

maken, onderkent men identieke oplossingsmogeliJkheden voor problemen, 

die in hun oorspronkelijke vorm weinig gelijkeni~ vertonen. 

Wij zullen een aantal begrippen invoeren, die efn meer uniforme be­

schrijving van een. groot aantal beslissin~sprobiemen toestaan. 

Allereerst maken wij een onderscheid tussen twee typen van beslissings-
1 

pro~lemen, t.w. een-stapsbeslissingsproblemen en meer-stapsbeslissings-

problemen. In een een-stapsbeslissingspro9leem ?ehoeft de beslisser 

slechts een enkele.beslissing te nemen. In een meerstapsbeslissings-
1 

probleem wordt van hem verwacht dat hij in een tijdsbestek een reeks 
I I 

van beslissingen neemt, die niet los van elkand~r gezien kunnen worden. 
I I 

Is dit laatste wel 1 het geval dan is er slechts sprake van een veelvoud 
. ! 

van een-stapsbeslissingsproblemen. De oplossing:van het een-stapsbe-
• I ! 

slissingsprobleem wijst een beslissing X aan, terwijl in het meer-staps-

beslissi~gsprobleem de oplossing meestal wordt Jegeven in de vorm van 

een strategie. Een strategie z is een beslissin~svoorschrift, dat in 

elke situatie aangeeft welke beslissing X moet worden genomen. Het 

eerste en het vierde voorbeeld zijn bedoeld als,een-stapsbeslissings­

problemen, de overige drie zijn meer-stapsbeslissingsproblemen. 

I 

Laten we het object in onze beschouwing steeds aanduiden met de 

naam systeem. In voorbeeld 1,1 is het systeem 11 cie produktie van vee­
r 

voeder". Wij bedoelen met "de produktie van veevoedern de gehele 
I 

bedrijvigheid die zich rond het mengen afspeelt. 



In voorbeeld 1.3 wordt het systeem gevormd door produktie en voorraad 

tesamen. In de voorbeelden 1.2, 1.4 en l-5 be~chouwen wij resp. de 

systemen "verzekering", "hoedem:·ollectie" en 1'bal". 
I 

Op ieder tijdstip beschikt de beslisser:over $en hoeveelheid informatie 
I 

over zijn systee~. Een deel van deze informatie is karakteristiek voor 
i 

het beschouwde moment. Aan deze informatie debken wij bij de invoering 

van het tweede begrip: de toestand van het systeem. In wiskundige 

beschrijvingen zullen we de letter S, evt. geindiceerd S., hiervoor 
' l. 

reserveren. Zoal~ uit de voorbeelden blijkt, fal de te nemen beslissing 

mede afhangen va~ de toestand waarin het syst~em zich op het moment van 
I . 

beslissen bevindt. Ook de kosten en de opbren~sten hangen dikwijls 

af van de - door. het systeem - doorlopen toestanden. Uit de formulering · 
. ' 

van het beslissingsprobleem kan veelal opgemaakt worden welke factoren 
i 

voor het vaststellen van die toestand r~levani zijn. Het is vaak een 

zaak van persoonlijke smaak welke factoren wel en welke niet relevant 
I 

· w.orden geacht om voor ieder tijdstip de: toestand van het systeem te 
. I 

beschrijven (mod~lkeuze?). Om tot een e~nvoudige formulering van het 

probleem te geraken, wil men wel eens een gegeven in de toestand 

van het systeem opnemen, dat strikt genomen gemist kan worden. Zo ook 
I • 

in de hieronder te geven voorbeelden. 

I 
In voorbeeld 1.1.heeft de modelbouwer de prijzen en de samenstelling 

• I I . 
van de grondstoffen in de toestand van het sy~teem opgenomen, omdat 

. . I 

zodra b.v. de prijzen veranderen een nieuw betlissingspobleem moet worden 

opgelost. Dit laatste is echter niet het gevai invoorbeeld 1.4. In dit 
I . : 

voorbeeld wordt ~et succes van de beslissing feheel bepaald door het 

verloop van de v~orraden hoedjes. Vanda~r dat!de toestand van_het 

systeem voor ieder tijdstip slechts een:speciticatie van deze voorra­

den geeft. 

In voorbeeld 1.1 behoeven in de toestand van het systeem de kwaliteits­
i 

eisen (tabel 1.2) niet te worden verwerkt. Deze eisen zijn niet ken-· 
I 

merkend voor een bepaald moment; zij worden eens voor altijd gesteld. 
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De toestand van het systeem in voorbeeld 1.2 wordt volgens de model­

bouwer bepaald door 

1) de laatst bet~alde premie; 

2) het tijdstip in het premiejaar; 

3) het eventueel te claimen bedrag; 

4) de omstandigheid of de verzekerde dat jaar :al eerder een schade heeft 

geclaimd. 

In de toestand van het systeem wordt door hem 'geen plaats ingeruimd 
I 

voor de in de polis genoemde premiebedragen er1: het eigen risico. Noch 

wordt vastgesteld dat men na het claimen van een schade het daarop 
' I 

volgende jaar weer de hoogste premie moet betalen. Deze gegevens ziJn, 
I 

volgens hem, niet kenmerkend voor het beschou~e tijdstip. Zij iiggen 

voor eens en altijd vast. 

De toestand van het systeem in voorbeeld 1.3 wordt wellicht gegeven 

door 

1 ) de voorraad; 

2) de produktiesnelheid. 

Voor het beslissingsprobleem in voorbeeld 1.5 wordt de toestand ge­

typeerd door: 

1 ) de ontmoeting -(Peter, Frank, Rene of Rob); 
' ' 

2) de omstandigheid of ziJ bij deze ontmoeting:wordt uitgenodigd; 

3) de omstandigheid of zij reeds een uitnodigirg heeft aanvaard en 

zo j{3,, van wie. 

De prijzen van de corsages waren reeds bekerid en komen dus in de 

toestand van het systeem niet voor. 

Het derde begrip dat wij zullen gebruiken heet, ontwikkeling in de 

toestand van het systeem. Bij zeer veel besli?singsproblemen wijzigt 

zich de toestand van het systeem in de loop van de tijd. De wijze 

waarop dit geschiedt zal mede de keuze van de te nemen beslissing be­

palen. In voorbeeld 1,3 brengen produktie en v7rkoop voorraadwijzigingen, 

en dus toestandsveranderingen, teweeg. 



Schaden en uitnodigingen brengen in voorbeeld 1.2 resp. voorbeeld 1.5 

droeve en welkome veranderingen in de toestand van het systeem. 

De tot dusver geschetste ontwikkelingen in de toestand van het systeem 
I 

voltrekken zich min of meer buiten de wil van de beslisser om. Er 

bestaan-echter ook toestandsveranderingen die een direct gevolg zijn 

van de activiteiten van de beslisser. Zo zal. in voorbeeld 1.3 de 

beslissing die het omschakelen van de produktie ten gevolge heeft 

uiteraard de toestand van het systeem doen veranderen. Ook in de overige 

voorbeelden kan men zien hoe beslissingen veranderingen aanbrengen 

in de toestand van het systeem. 

De toestand van het systeem op het moment vah beslissing beperkt 

meestal de keuz.e van de beslissingen (men spreekt van toegelaten ~­

slissingen) 

Tegenover al deze ontwikkelingen in de toesta.nd van het systeem staat 
I 

de beslisser niet geheel onverschillig. Wij' komen nu tot het volgende 

aspect van het beslissingsprobleem. De besli~ser zal in het algemeen 

aan deze ontwikkelingen waarderingen toekennen en wel meestal in de 

vorm van kosten. 

Bij sommige een~stapsbeslissingsproblemen (~orb. 1.4) en bij de meeste 

meer-stapsbeslissingsproblemen kan de beslisser door het doen van een 

of meer beslissingen de ontwikkelingen in deitoestand van het systeem 
I 

beinvloeden. Zijn beslissingen zullen er dan 1 ook op gericht zijn om door 

het t~weegbrengen van toestandsveranderingen:ongunstige ontwikkelingen 

tegen te gaan. Rekening zal moeten worden gehouden met het feit dat ook 

aan de beslissing zelf kosten verbonden zijn~ deze hangen veelal af van 

de toestand waarin het systeem zich op het mbment van beslissen bevindt. 

Er zijn een-stapsbeslissingsproblemen, waarin de ontwikkeling van de 
' 

toestand van het systeem niet zo'n belangrijke rol speelt. Indian de . . I 

fabrikant in voorbeeld 1.1 geen voorraden kan houden en dus altijd 
I 

evenveel inkoopt als hij in een week kan verkopen, dan zullen zijn be­
I 

slissingen slechts worden bepaald door de to~stand van het systeem op 
I 

het moment van beslissen. 
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De ontwikkeling in de toesta.nd va.n het systeem is in voorbeeld 1.1 da.n 

pas interessa.nt ~s om speculatieve redenen een voorraad grondstoffen 
I 

kan worden aangehouden. Het voorbeeld moet da* echter als een meer-

stapsbeslissingsprobleem worden beschouwd. Ook zal het begrip toestand 

dan meer informa~ie moeten bieden. 

Indien men nu zoekt naar algemene beschrijvingsvormen, da.n zullen de 

gedachten uitga&.ll naar die, welke 

1) de aa.nwezige ~f nog in te winnen informati~ over de toestand van het 

systeem in een te hanteren vorm kunnen uitdrukken; 
I 

2) de aa.nwezige of nog in te winnen informatie over toekomstige ont-

wikkelingen in de toestand van het systeem;op een overzichtelijke 
I 

wijze kunnen beschrijven; 
I ' ! 

3) voor iedere toestand de toegelaten beslissingen op 
I 

wijze kunnen aa.ngeven; 

een overzichtelijke 

4) voor een-stapsbeslissingsproblemen waarderingen kunnen vastleggen, 

die zijn toegekend aan de beslissingen; 

5) voor meer-stapsbeslissingsproblemen waarde¼ingen kunnen vastleggen, 

die zijn toegekend aa.n .ontwikkelinge~ in de toestand van het systeem, 
' . 

en daardoor ook aa.n de strategieen, die mede tot deze ontwikkelingen 
I 

hebben bijgedragen; / 

6) de beslisser in staat stellen voor de toestand waarin het systeem 

verkeert (een-stapsbeslissingsproblemen), 9f voor alle. toestanden 

waarin het kap komen te verkeren (meer-stapsbeslissingsproblemen), 

de ~pti-1.e b~slissing aan te wijzen~ 

· Merk op dat wij ~oeken naar beschrijvingsvormen en niet naar methoden 
' 

die ons b.v. een antwoord geven op de vraag hbe een bepaalde beslis-

sing moet worden, gewaardeerd. Het antwoord op 1 die vraag moet worden 

geleverd door de minister, de bedrijfsleider,;de publieke opinie, 
' ' 

etc •• De besliskundige zal zonodig slechts de;vraag stell~n. 



Opgaven. 

1.1 Een aannemer van grondwerken heeft een bulldozer in gebruik, die 

een levensduur van 3 jaar heeft. Ieder jaar op 1 april beslist 

de aannemer of hij de bulldozer het k9mende:jaar weer zal gebruiken, 

dan wel zal vervangen. Als hij tot vervangi1g overgaat heeft de 

aannemer de keuze tussen een nieuwe o:f' een tweede hands bulldozer 

(van verschillende leeftijden), waarvan de prijzen bekend zijn. Bij 

iedere vervanging ruilt de aannemer zijn oude exemplaar in, tegen 
I 

een vastgestelde inruilprijs. 

I 
Gevraagd: welke grootheid(heden) kan(kunnen) gebruikt word.en bij de be-

schrijving van: de toestand van het systeem? 

' 
1.2 Des nachts worden door de N.S. de bij de stations aanwezige vracht-

wagons ingedeeld naar de plaatsen waar behoefte is aan die wagons. 

Op een bepaalde avond staan in de plaatsen A, B, C, Den E resp. 

a, b, c, den e gereed, terwijl in de:plaat~en W, X, Yen Z een 

behoefte aan wagons is van resp. w, x; y eniz, De vervoerskosten 

worden geacht evenredig te zijn met de afst~nden tussen de plaatsen 

en men wil uiteindelijk de totale vervoerskosten minimaliseren. 
I 

Gevraagd: welke grootheden kunnen gebruikt worden bij de beschrijving · 

van de toestan~ van het systeem? I 
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1.4 De wiskunde als beschrijvingstaal. 

Gelijk wij reeds eerder opmerkten laat een zich 

wel eens beschrijven met behulp van een wiskundige taal. De vraag rijst 

nu of de wiskunde ook over de benodigde instrumenten beschikt om aan 

de zojuist geformuleerde wensen te kunnen voldoen. Wij zullen dit nagaan 

a.an de hand van de - in de vorige paragraaf gegeven - vijf voorbeelden. 

Eerste wens 

In de toelichting op het begrip "toestand van het systeem" werd veronder­

steld dat de toestand van het systeem in voorbeeld1,3 kon worden gege= 
' ' 

ven door de voorra~d en de produktiesnelheid. Beide toestandsgrootheden 

zijn kwantitatief. Indien wij een assenstelsel invoeren van twee onder­

ling loodrecht op elkaar staande assen (zie figuur 1.1) , dan kunnen 

wij de toestand van het systeem op elk tijdstip ;aangeven met een 

Sin het coordinatenvlak. Voor het geval de voorraad 200 stuks 

en twee machines zijn ingeschakeld in de produktie wordt de toestand van 

het systeem aangegeven door het punt s0 in figuur 1.1. 

voorraad JJ 
200 

150 

100 

50 

0 2 

fig. 1 • 1 

aantal ingeschakeld~ 
machines 
(produktiesnelheid) 

Toestandsruimte behorende bij voorbeeld 1.3 
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Uit deze beschouwing volgt dat de toestand van h,et systeem in voorbeeld 

1.3 steeds kan worden geidentificeerd met een punt in een vlak. 

De toestandsgrootheden van voorbeeld 1.2 worden gegeven doo~ 

1) de laatst betaalde premie; 

2) het tijdstip in het premiejaar; 

3) de eventueel te claimen schade; 

4) de omstandigheid of er al eerder in het premiejaar een schade is 

geclaimd of niet. 

Zoals in figuur 1 • 2 is aangegeven hebben de eers,te vier intervallen op 

de horizontale as betrekking op situaties·waarin reeds eerder 

te claimen 
schade 

i 
r.250 

l-200 
I 
: 

:-150 
! 

t-100 

~ 50 

it S' 

i 
. --·--·-'···----- ·---· 

r.320,- f.280,-f.240,-f.220,- f.320,- f.280,-·r.240,- f.220,-

1--- reeds geclai1:1d . in he~ 
lopende prem1eJaar 

I 

tijdstip in het premiejaar 
: . 

(laatst betaalde premie) 

1--_nog niet geclaimd in het ---f 
lopende premiejaar 

fig, 1.2 

· Toestandsruimte behorende bi,j voorbeeld 1.2 

\ 



in het premiejaar een schade werd geclaimd. Voor de overige inter­

vallen geldt dat, althans in de ogen van de v~rzeke:i:'ingsmaatschappij, 

de automobilist schadevrij heeft gereden. Elk interval geeft aan welke 

premie het laatst werd betaald en hoeveel tijd sindsdien is verstreken. 

Op de vertikale as wordt de te claimen schade uitgezet. 

Het punt Sin figuur 1.2 geeft de toestand van het systeem aan 7; 
maand na de betaling van een premie van f. 289,-. Op dat tijdstip 

had de verzekerde een schade van f, 140,-, terwijl in het toen lopende 

premiejaar nog geen schade was geclaimd. Het punt S' geeft de toestand 

van het systeem aan 6~ maand na de betaling van een premie van :r. 240,-, 

Op dat tijdstip had de verzekerde een schade -yan :r. 112,-, terwijl 

in het toen lopende premiejaar reeds een scha!e was geclaimd, 

Ook voor de overige voorbeelden ka.n men een p~ssende toestandsruimte 

construeren. 

In een wiskundige formulering zal voor elk tijdstip de toestand van het 

systeem worden aangegeven met een punt in een een of meerdimensionale 

Cartesische ruimte.)) • Deze ruimte wordt steeds de toestandsruin~e 

genoemd. De coordinaten van het toestandspunt S, 'mits in de goede v:olgorde 

geplaatst, vorinen de toestandsvector s. 

Tweede wens 

De ontwikkelingen in de toestand van het systeem manifesteren zich in 
I 

de wiskundige beschrijving door "wandelingen":en "sprongen" van het . 
systeem in de toestandsruimte. 

Wij hebben reeds opgemerkt dat de wijze waarop de toestand van het 

systeem zich in de toekomst al of niet zal wijzigen dikwijls van 

invloed is op de nu te nemen beslissing. 

Als de ontwikkelingen in de toestand van het systeem deterministisch 

van aard zijn dan kan men dikwijls gedeelten van de wandeling in de 

toestandsruimte beschrijven met behulp van 11bewegingsvergelijkingen11• 
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Ind.ien bijv. op het tijd.stip been voorraad s(t0)eenheden groot is en 

als gedurende het tijd.sinterval (t0 , t 1) een constante goederenstroom 

van a eenheden per tijd.seenheid de voorraad verlaat, dan wordt de 

voorraad op een tijdstip tin het tijdsintervali(t0 , t 1) gegeven door 

( 1.2) 

Als de voorraad de enige factor is die de toestand van het systeem 

ka.rakteriseert, dan gee:f't ( 1 • 2) de wandeling aan in ..-5 voor de· tij d.s­

periode (t0 , t 1). 

Ind.ien echter de ontwikkelingen in de toestand van het systeem stochas­

tisch ac) van aard zijn, dan maakt het systeem,een "verrassingsrit" 

door de toesta.ndsruimte ~ • In voorbeeld 1 • 3 ( zie :f'iguur 1 • 1 ) beklimt 

het systeem gestadig een van de vertikale lijnstukken. Telke.ns als 

er een klant binnenkomt valt het weer een 'stuk terug. Ind.ien de behoe:f'te 
I ' 

van de klant van tevoren niet bekend is, dan maa.k.t het een val van 
I 

stochastische lengte. Op het tijd.stip t 0 verkeert de beslisser nog in 

het onzekere omtrent de toestand S(t) waarin hij het systeem op t(t ~ t 0 ) 

zal aantre:f':f'en. Een stochastische ontwikkeling in de toestand van het 

systeem heet dan en slechts dan beschreven a.ls voor ieder tijdstip 
' t 0 en voor iedere wandeling tot en met t 0 de kansverdeling van de ~oestand 

S(t) met t ~ t 0 is gegeven. 

In de waarschijnlijkheidsrekening en wel in het bijzonder in de theorie 

van de stochastische processen weet men dikwijls wel raad met stochas­

tische wandelingen·en sprongen van dit type. Bijgevolg geschiedt de 

wiskund.ige beschrijving van deze ontwikkelingen in de toestand van het 

systeem met behulp van a.an deze theorie ontleende begrippen. 

stochastisch g~bruiken we hier als tegengestelde van deterministisch 
I 

en wordt geinterpreteerd als "van het toeval atha.nke~ijk". 



Derde wens 

Als derde wens hebben wij geformuleerd de mogelijkheid om de toegelaten 

beslissingen op een overzichtelijke wijze aan te duiden. In voorbeeld 1.1 

·wordt de beslissing gegeven door de gekozen percentages van de ver­

schillende grondstoffen in het mengsel •. Het per~entage rogge in het 

mengsel zullen wij'. aangeven met x1 en dat.van milocorn, paardebonen, 

sojaschroot, cocoskoeken, palmpitschroot en negerzaadschilfers resp. 

met x2 t/m X.,· In de wiskundige formulering van_ het beslissingsproblee~ 

ka.n men de besliss.ing doorgaans aangeven met eefl rij van getallen. 

Indien men :maar twee grondstoffen tot zijn besc~ikking had, dan zou 

een beslissing gegeven kunnen worden. door twee getallen x1 en x2 .· Een 

beslissing X' = (x1, x2) kan dan worden geidentificeerd met een punt in 

een twee=dimensio:nale Cartesische ruimte (zie fig. 1.3) 

0 

- -- -=- - 7 X', 

fig. 1.3 

I 
I 
I 
I 

x' 
1 

! 
"Een 2-dimensionale beslissingsruimte x 

In het onderhavige voorbeeld bestaat behoefte aan ruimte van meer dimen­

sies (7) om een beslissing te kunnen va.stleggen'. Zo 'n ruimte wordt een 

beslissingsruimte X, genoemd, De coordinaten van het beslissingspunt 

X, mits in de goede volgorde geplaatst, vormen de beslissingsvector X. 

Uit tabel 1.2 in voorbeeld 1.1 volgt dat de beslissingsvariabelen 

x. niet vrij gekozen mogen worden. Zij moeten a.an de volgende ongelijk­
J. 

heden voldoe:n: 

x, < 20 X5 > 2 

x2 < 15 x6 > 8 
( 1 .3) = 

x3 < 7 x, < 10 
" = = 

X4 ~ 5 



Aangezien het eiwj,t-gehalte minimaal 14,7.% meet bedragen, vinden wij 

bovendien als voorwaarde ( zie ook tabel 1. 1 ) : , 

( 1. 4) 

Verder gelden voor verteerba.ar ruw eiwit, vocht, zetmeel, ruwe vezels 

en vet analoge ongelijkheden. 

La ten wij . om de gedachten te bepalen terugk.eren' tot het geval waarin 

een beslissing kan worden vastgelegd met behulp1 van 2 b·eslissingsgroot­

heden x 1 en x2 (zie figuur 1.3) • Stel vervoigens dat uit de probleem­

stelling volgt: 

x1 + x2 > 
== 

2x1 :+ x2 ~ 4 
(1.5) 

x, > 0 = 
x2 > 0 . = 

De toegelaten beslissingen (x1, x2 ) liggen nu ir het gearceerde ge­

deelte van de beslissingsruimte (figuur 1.4), Immers alleen voor p\.lllten 

(x1, x2 ) in dit gebied gelden alle ongelijkhedef!, 

• 

x2 

4 

3 

2 

1 

0 1 2 3 4 x, 

fig. 1.4 

Een voorbeeld van een gebied van toegelaten 

beslissingen in de beslissingsruimte 
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Evenzo correspondeert met de ongelijkheden in het veevoederprobleem_ 

een gebied in de bij dat probleem behorende beslissingsruimte X· 

Zo'n gebied wordt een verzameling van toegelaten 1 beslissingen genoemd. 

Wij merken op dat de getallen 7 ,9 , 7, 4 etc. in ( 1 • 4} _ component en zijn 

van de toestand S. Immers zij geven de huidige st:i.menstelling van de 

grondstoffen aan. Aangezien (1.4) mede het gebied.van de'toegelaten 

beslissingen bepaalt, zal de vorm van dit gebied afhangen van de 

toestand S van het systeem. In de besliskunde.kent men ook verza.melingen 

van een ingewikkelder structuur. Steeds echter .wordt aangenomen dat de 

verzameling van toegelaten beslissingen, .aangegeven met x(S), mede be­

paald wordt door de toestand S van het systeem·op het beslissingstijdstip. 

De oplossing van het een-stapsbeslissingsproblee~ wijst in de gegeven 

toestand Seen beslissingsvector xe. x(s) aan, terwijl in het meer-staps­

beslissingsprobleem de oplossing meestal gegeven1wordt in de vorm van 

een strategie. *') Een strategie z is, in dit en q.e navolgende hoofd­

stukken, een beslissingsvoorschrift, dat aan elk$ toestand Seen ----,.. 

beslissing(svector) X e.x(S) toevoegt; de .wiskundige notatie hiervoor 

is X = z(S). We merken op dater strategieen denkbaar zijn, die beslis­

singen aanwijzen, niet alleen op grond van de toestand van het systeem, 

op het betreffende moment, maar deze ook baseren op daaraan vooraf­

gaande toestanden. (Wij zullen ons echter niet met deze soort strategieen 

bezighouden). 

Vierde wens (een-stapsbeslissingsproblemen) 

Voor een-atapsbeslissingsproblemen wordt.het .criterium voor de optimale 

beslissing gegeven in de vorm van een reele X-furictie y(S0 ;x), criterium­

functie geheten, waarin s0 de toestand aangeeft Jp het moment van beslissen 

en X de beslissing. Als de gevolgen van een beslissing van te voren bekend 

zijn, stelt y{S0 ;X) meestal de totale te maken.kosten of opbrengsten 

voor. Indien de gevolgen op het moment van beslissen nog onbekend zijn, 

geeft y(S0 ;x) de verwachting van deze kosten {of opbrengsten) aan. 

~) het symbool G betekent: behoort tot. 



Als wij voor een hoeveelheid veevoeder resp. x1,.x2 , ••• , X., (in 100 

kg.) van de ingredienten gebruiken, dan wordt in het probleem van 

voorbeeld 1.1 de X-functie y(S0 ; X) gegeven door 
I 

(1.6) y = 22,75x1 + 22,35x2 + 30,25x3 + 38,2~x4 + 32,50x5 + 

+ 26,5ox6 + 32,sox.,. 

Uit (1.6) volgt dat y inderdaad een functie is van X = (x1, x2 , ••• , x7 ) 

en dat de geda:ante van deze functie mede bepa~ld wordt .door de toestand 

s0 van het systeem. Immers de prijzen van rogge, etc., die in (1.6) 

voorkomen, zijn componenten van de toestand s0 • 

Vijfde wens. (meer-stapsbelsissingsproblemen) 

Bij meer-stapsbeslissingsproblemen worden waa.rderingen'aan strategieen 

toegekend. Het criterium dat men hier hanteert om toegelaten strategieen 

te vergelijken is een reele z-functie y{S0 ; z), waarbij s0 de begintoestand 

en z de toegepaste strategie voorstelt, r 

Wanneer een optimale strategie moet worden ontworpen voor een onbegrensde 
' 

tijdsperiode, dan zullen veelal, onverschillig de gebruikte strategie, 

de totale kosten onbegrensd hoog zijn. BijgevGlg kunnen deze kosten niet 

dienen als criterium. Zowel voor stochastische als deterministische 

ontwikkelingen in de toestand van het systeem kan men nu de kosten g~QJ'l 

verdisconteren (zie de hoofdstukken over meer~stapsbeslissingsproblemen~, 

Dit wi~ zeggen dat men op een voorgeschreven ~ijze aan kosten in het 

verre verschiet minder gewicht toekent dan aan kosten van gelijke 

omvang in de nabtje toekomst. Voor een ~ergelijke handelwijze kan een 

economische rechtvaardiging bestaan. Voor het :seval de ontwikkeling in 

de toestand van het systeem stochastisch is, zal men als criterium 

kiezen de verwachting van de totale verdisconteerde kosten. Voor het 

geval de ontwikkeling in de toestand van het systeem deterministisch is, 

kiest men de verdisconteerde kosten zelf als qriterium. In een aantal 

situaties kunnen echter ook de - over de gehe~e wandeling - gemiddelde 
! 

kosten per tijdseenheid als criterium worden ~ekozen. 



Voor die situaties kan men bewijzen, dat hoe de-ontwikkeling in toestand 

van het systeem zich ook moge realiseren, de gemiddelde kosten per 
I 

tijdseenheid nmet kans 111 steeds dezel:fde zijn,- Dit gemiddelde kan 

zonder "te middelen" op een eenvoudige wijze \.rorden bepaald. (Zie de 
hoofdstukken over meer-stapsbeslissingsproblembn). 

Zesde wens 

In de inleiding hebben wij gezegd dat ieder besliskundig onderzoek ge-
. . 

richt is op de vertaling van het beslissingsprobleem in een wiskundig 
I 

optimumprobleem. Het beslissingsproblemen uit voorbeeld 1.1 kan men 
• • I II I • • ( 6) vertalen in het volgende optimumprobleem: Bepaal het minimum van 1 • 

onder de bijvoorwaarden ( 1 • 3) , ( 1 • 4), etc. 11 • In zijn algeni.ene vorm 
I 

luidt het mathematische een-stapsbeslissingsprobleem als volgt: 
11Bepaal het minimum (o:f maximum) van y(S0; X) '.ender de bijvoorwaarden 

x e.x(so)." 

I 

Bij de bespreking van de vijfde wens is gebleken dat het wa.a.rderen van 

strategien op meer dan een wijze kan geschiedJn. In zijn meest algemene 
I 

vorm luidt het mathematische meer-stapsbeslissingsprobleem: 
11Bepaal het minimum (of maximum) van de reele z-functie y{S0 ; z) 
onder de b ij voorwaarden X = z ( S) g. x ( S )' voor · elke S G. '5. 11 

Zowel voor het bepalen van de extreme waa.rden 1van de X-fun·ctie y(S0 ; X) 

a.ls voor de z-:functie y{S0 ; z) bests.an een aa.Il,tal wiskundige technieken. 
I 

Tot besiuit van ~eze paragraa:f la.ten wij zien ;dat een strategie soms op 

een aa.nschouwelijke rijze kan worden uitgebeeld. In voorbeeld 1.2 

zal men zodra een schade zich voordoet moeten :beslissen of deze schade 

zal worden geclaimd of niet. In fig. 1,5 hebb~n wij een strategie 

aangegeven, die de beslisser adviseert geen schade te claimen wanneer 

het systeem vanwege die schade een toesta.nd aa.nneemt in het gearceerde 

gebied, tenzij reeds eerder in het premieJaar een schade is geclaimd. 

Uit het voorgaande volgt dat de oplossing van het beslissingsprobleem uit 

voorbeeld 1.2, besliskundig gezien, een keuze,is uit de verzameling 

van alle mogelijke gearceerde gebieden • 
., 



te claimen schade 

204 

186 

- ---,- -.-- -.----

f.320,- f.280,- f.240,-

fig. 1.5 

f.220,-

tijdstip 
het premiejaar ·--·. ► ' 

'laatst betaal­
de premie 

Toestandsruimte met aangegeven strategie beho:rj:ende bij voorbee ... 'l__ld 
I 

Voor het probleem uit voorbeeld 1.3 wordt in fig. 1.6 een strategie 

uitgebeeld. Zodra het systeem een toestand aanneemt, welke correspon-
' 

deert met een punt van een dikgetrokken lijnstuk, dan wordt de pro-

duktiesnelheidAop de aan~egeven wijze veranderd. 
voorraadl 

m! 
+ 0 

1 ➔ 
2 ➔ 2 + 

3 ➔ 3 ➔ 

3 + ,, 
' 

0 1 2 3 
fig. 1.6 

produktie 
snelheid 

Toestar,,.ar.uimt.e .. me:Lat,tat~gie J:~eho:ren.de 'bi.j,_mprbeald,J .•. 3 . 
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Uiteraard is er ook een strategie denkbaar die een omschakeling van 

3~1 voorschrijft. 

' In bovenstaande beschouwingen hebben wij aan de hand van zes concrete 
i 

wensen laten zien, dat de wiskunde over de in~trumenten beschikt, die 

bij het beschrijven van beslissingsproblemen van nut kunnen zijn. In de 

volgende paragraaf zullen wij laten zien, dat een wiskundige beschrij­

vingstaal alleen niet tot een mathematisch model leidt. 

Opgaven. *) 
, I 

1.3. In een fabriek voor elektrische apparaten worden o.a. tachometers 

gemaakt. De fabricage hiervan geschiedt ~n 3 verschillende.bedrijfs­

afdelingen, t.w. de fabricage-, de montage- en de ijkafdeling. Men 

maakt 3 verschillende typen tachometers, die ieder een andere be-
1 

werkingstijd in de diverse afdelingen he~ben. 

afdel~ng 
·---- fabricage montage ijken type 

I 0 o,6 0,2 
' II 0 O ;5 0,3 

III o,8 0,,4 o,4 

bewerkingstijden in uren. 

De maximaal beschikbare capaciteit in uren is voor de fabricage­

af~eling 160, voor de montageafdeling 400 en voor de ijkenafdeling 

320. 

Verder is bekend dat de verschillende metertypen de volgende bij­

dragen tot de winst leveren: type I f. 6,'- , type II f. 7 ,- en 

type III f. 10,-. 

a) Door welke grootheden laat de toestand van het systeem zich 

beschrijven? 

b) Wat zijn de beslissingsvariabelen? 

c) Beschrijf (wiskundig!) de verzameling toegelaten beslissingen. 

d) Bepaal de kriteriumfunctie. 

~) De ''in de opgaven weergegeven situaties zijDi sterk gesimplificeerd en , 

niet representatief voor in de prakti,jk optredende problemen. 
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1,4. Een inkoper van een speciaalzaak in dameshoedjes gaat naat Landen 

om een assortiment hoedjes te bestellen. De inkoper wenst van 

5 basis modellen resp. 150, 100, 50, 250 en 200 stuk.s te kopen. 

De drie fabrikanten die hem deze hoedjes kunnen leveren hebben 

resp. de beschikking over een capaciteit ¥an 300, 200 en 250 stuk.s, 
• • ' • ! • 

ongeacht het model. De winst die de speciaalzaak op een hoedJe 

maakt is afll~kelijk van het model en van de fabrikant die ze 

levert, alsvolgt: 

model ~--------
fabrikant A B C D E 

1 15 35 40 20 20 

2 30 30 37 1,5 10 

3 15 35 47 20 12 

Beantwoord voor deze opgave dezelfde vragen die ook bij opgave 1,3 

gesteld werden. 

1.5. Een fabrikant maakt de produk.ten A ep B, e~ wil zijn winst op die 

produk.ten maximaliseren. De fabricage van A en B geschiedt in 

twee fasen: 

1. de hoofdbewerking, die plaatsvindt in werkplaats I en 

2. de nabewerking, die, voor beide produk.ten, zowel in werkplaats 

II als in werkplaats III plaats kan vin'den. 

Door het verschil in outillage in de werkplaatsen II en III treedt 

een• verschil op in bewerkingstijden en in 1de bijdrage die he·1. 

gereed produk.t tot de winst levert. In werkplaats II is er ook 

nog de mogelijkheid tot overwerk, wat alleen invloed heeft op de 
l , 

bijdrage tot ,de winst; de bewerkingstijden blijven uitera.ard 

gelijk, 

In onderstaande tabel 1 zijn de bewerkingstijden per eenheid 

produk.t vermeld. In de laatste kolom van deze tabel is de maxi­

male capaciteit van iedere afdeling opgenomen. In tabel 2 zijn de 

bijdragen tot de winst per eenheid gereed produk.t per produk.tie~ 

combinatie vermeld. 
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tabel 1. bewerkingstijden en maximale capaciteiten. 

I 
. bewerking r7erkplaats bewerkingstijden 

per eenheid 
maximale 
capaciteit 
normaal overwerk 

I 
i A B 

voorbewer-
king I r 0.5 o.8 1000 

nab ewer king :i:I 0,3 0.5 8~o 250 

III o.4 0.7 1100 

tabel 2, bijdragen tot de winst per ee:qheid produk.t 

produk.tiemethode 

(werkplaatscom-
binatie) 

I & II 

I & III 

I & overwerk in II 

produk.t 

A B 

f. 15,-

13,25 

9,80 

f, 8,50 

7,25 

7,50 

a) Wat zijn de beslissingsvariabelen? 

b) Beschrijf (wiskundig) de verza.meling toegelaten beslissingen. 

c) Bepaal de kriteriumfunctie. 

1.6 In een fabriek maakt men afwisselend twee produk.ten X en Y op 

een machine M. De produk.tiesnelheid van de machine is constant 
I • 

en zodanig dat aan de gemiddelde vraag naar beide pr~duk.ten kan 

worden voldaan. De voorraadcapaciteit • I • is voor beide produk.ten 
' * * beperkt en bedraagt resp. x en y eenheden. De voorraadkosten per 

tijdseenheid c enc zijn evenredig met de voorraadgrootte. De 
X y 

produktiekosten p en p zijn voor beide produk.ten per eenheid 
X y 

constant. Daarboven kent men nog omschakelkosten voor produk.tie-

wisseling van het ene produkt op het andere. Aan- en uitschakelen 

brengt geen extra kosten met zich mee. Indien een gevraagd produk.t 

niet aanwezig is wordt een noodinkoop buiten het eigen bedrijf 

verricht tegen hogere kosten. 

Gevraagd: a) wat kiest U als beslissingsvariabelen 

b) maak een tekening van de toesta~dsruimte ,. 

c) maak een tekening van een beslissingsruimte. 
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1.7 Een transporteur heeft een truck AFY 13 in gebruik en breekt zich 

zich het hoofd over de vraag hoe hij een strategie voor de ver­

vanging (door een zelfde type) moet opstellen. De kosten - in guldens, 

per 1000 km - die hij voor het gebruik van de auto in rekening 

brengt zijn: 

(1) brandstof c 1, (2) onderhoud c2x + c3 , xis het aantal kilo­

meters dat de auto in gebruik is; (3) afschrijving axa, a is de 

aanschafprijs en a een getal tussen Oen 1 j(X als bij (2)). De 

waarde van de truck na aftrek van de afschrijvingen is gelijk aan 

de restwaarde. 

Beantwoord voor deze opgave dezelfde;vrage~ als bij 1.6. 

I 

1.8 Een rederij, ~ie tijdens bet toeristen-seizoen rondvaarten verzorgt, 
• . I 

heeft de beschikking over 6 bot en met gelijke capaci tei ten van c 

passagiers. De rondvaarten duren 50 minuten en geschieden in ieder 

geval eenmaal per uur. De resterende 10 minuten zijn nodig voor in­

en uitstappen. Afhankelijk van het aantal aankomende passagiers 

kunnen door het inzetten van meer rondvaartboten meer afvaarten 

per uur plaatsvinden. Kan de rederij met die 6 boten het aanbod 

van de passagiers niet verwerken dan verwi4st men naar een na-
• burige-rederij. De kosten en opbrengsten, die aan de rondvaarten 

verbonden zijn, zijn de reder bekend. 
I 

Beantwoord ook voor deze opgave de vragen zoals die bij 1.(- gesteld 

zijn. 
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1,5 Mathematische veronderstellingen. 

Aangezien de besliskunde gekozen heeft voor de wiskunde als beschrijvings­

taal zullen wij in het vervolg alleen mathematische modellen van be­

slissingssituaties beschouwen. Alvorens een dergelijk model kan worden 

opgesteld, dient eerst op een groot aantal structuele vragen een wis­

kundig a.ntwoord te zijn gegeven. Op dit moment zijn wij eigenlijk alleen 

maar in staat voor de situatie geschetst in voorbeeld 

1,1 een mathematisch model op te stellen •. En slechts alleen dan nog 

wanneer stilzwijgend wordt aangenomen dat 

a) geen a.ndere grondstoffen in aanmerking komen; 

b) geen prijsredukties warden gegeven voor grote pa.rtijen gronds.toffen; 

c) de hoeveelheden verteerbaar eiwit, vet etc. evenredig toenemen 

met de hoeveelheden grondstoffen in het mengsel (dus geen interacties!). 

In de beslissingssituatie beschreven in beslissingsprobleem 1.4 is het 

daarentegen niet helemaal duidelijk hoe het verkoopproces precies 

verloopt. Zo kan men zich b.v. afvragen wat de,klanten zullen doen 

als hun favoriet model is uitverkocht. W~e van hen verlaat teleurge­

steld de winkel en wie koopt vrolijk een ander· model? , 

Beperken wij ons tot een maat, dan is het voor de beslisser zeer ver­

leidelijk om te veronderstellen dat het in wer~elijkheid optredende 
• • • 1 I verkoopproces equivalent is met een hieronder te formuleren verkoop-

1 

proces. 

De klanten staan nu buiten de winkel opgesteld in een oneindige lange 

rij. Met behulp van een kansmechanisme, b.v. een urn met briefjes, 
' ' 

heeft iedere klant op een aselecte wijze bepaald hoeveel tijd zij 

na haar voorganger de winkel zal binnen gaan. Het aankomstproces van 

de klanten voor de periode 1 f~bruari - 1 juli is hierdoor volledig 
I 

gegeven. Een tweede kansmechanisme bepaalt voor iedere klant of het 

te kopen model of stelt vast dat zij de winkel onverrichter zake zal 

verlaten. Zodra een model is uitverkocht, wordt het tweede kans­

mechanisme vervangen door een ander en wel door een dat geen uit­

verkochte modellen aanwijst. 
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Indien voor iedere combinatie van uitverkochte modellen beide kans­

mechanismen zijn vastgesteld, dan is het twee4e verkoopproces voor de 

periode 1 februari - 1 juli vastgelegd. Aangezien de wiskunde kansme­

chanismen met grate nauwkeurigheid kan beschrijven en de "verkoop" 

in ieder tijdsinterval direct uit de uitkomsten van beide kansmecha­

nismen volgt, levert de wiskundige beschrijving van dit verkoopproces 

geen enkel probl~em op. 

Natuurlijk kan m!=n tegenwerpen dat de hierboven gegeven voorstelling 

niet in overeenstemming is met de werkelijkheid, De kernvraag is echter 
. ' 

.; I 

of de man die via de boekhouding kennis neemt van de verkoop op grond 

van zijn ervarin~ een eventuele verwisseling van beide processen kan 

ontdekken. 

Het gebruik van het eerste kansmechanisme is dan en slechts dan 

gerechtvaardigd, wanneer men onderstelt dat 

a) eindig veel klanten aankomen in een eindig tijdsinterval; 

b) elke klant afzonderlijk binnen komt; · 

c) de kansverdeling van het aantal binnenkomsten in een tijdsinterval 

niet afhangt van het aantal binnenkomsten in een disjunct tijdsinter­

val; 
• d) de kansverdel~ng van het aantal binn~nkomsten in een tijdsinterval 

t • • ~ 
alleen afhangt van de lengte van dat tiJdsinterval en dus bv. niet 

van het begin-pijdstip. · 

Men kan bewij zen dat ui tgaande van deze vier yeronderstellin(ren en een 

gegeven aantal verwachte binnenkomsten per tijdseenheid het u.rste 

kansmeahanisme wiskundig volledig bepaald is • '. :If) Indien de besl: sst.:.-· 

over voldo~nde gegevens uit het verleden beschikt dan dient hij, gebruik 

makende van statistische technieken, te onderzoeken of bovenstaande 

veronderstelling~n m.b.t. het verleden niet m0eten worden verworpen. 
I 

Een aanwijzing hiervoor zou bv. kunnen zijn eTn piek in de verkoop rond 

Pasen (veronders~elling c). 

De uitkomsten .l van het eerste kansmechanisme ziJn negatief exponentieel 
' 

· verdeeld. Als A de verwachtings gelijke af:Lllta.l klanten per tijs-

eenheid voorstelt, dan geldt:. 
. r_ ::7 -Ai 

kans I):. ~ T_i = T; .. e ·c 
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Tot een verwerping van het model zal eveneens worden besloten als 

blijkt dat de smaak. van het publiek verandert: in de loop van het jaar. 

Immers het tweede kansmechanisme houdt daar g~en rekening mee. Indien 

de beslisser niet bereid is voor iedere deel 6ollectie een markt­

onderzoek te laten verrichten, dan ka.n men ook door het mak.en van aan­

vullende veronderstellingen tot een ondubbelzinnige "af'stelling" van 

het tweede kansmechanisme gerak.en **) Extra veronderstellingen vragen 
I 

echter extra onderzoek. 

Het is duidelijk dat de beslissingssituatie geschetst in voorbeeld 1.2 

een beschrijving;behoeft van de wijze waarop 6ngelukken ontstaan. 

Ook nu kunnen wij gebruik mak.en van twee kansmecha.nismen. Het eerste 

zal, gelijk in h~t voorgaande voorbeeld, aselyct de tijdstippen· aan-· 

geven waarop wat' gebeurt. Het tweede ka.q.smechfi,nisme wijst aselect 

de omva.ng van de schaden aan. De uitkomsten van beide kansmechanismen 

geven tesamen een ondubbelzinnige realisering;van het schadeproces. 

Uit de wijze waarop deze realisering tot stand komt, volgt dat op elk 

tijdstip de reeds verkregen premieredukties, ~e in het verleden opgelopen 

schaden etc. voor het verdere verloop van het:schadeproces van geen 

enkele betekenis zijn. Zij, die geloven dat ook een automobilist door 
I & 

ervaringen wijzer wordt, zullen ongetwijfeld protest aantekenen tegen 
I 

deze verondersteilingen. Indien uit een toetsing blijkt dat dit ver-

onderstelde onaf'hankelijke gedrag van het sch~deproces niet kan worden 
' . ' 

verworpen, dan is voor iedere strategie•de stochastische ontwikkeling 

in de toesta.nd v;m het systeem gedefinieerd. Uit.beide voorbeelden 
I 

volgt zonneklaar dat een model voor een groot:deel bepaald wordt 

door zijn veronderstellingen. 

~) Men kan b.v. de kansen van de nog niet verkochte modellen even­

redig ophogen en wel zo dat de som van die kansen gelijk wordt 

a.an 1. 

I, 

j j i \ 
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1.9 G~ef een mathematische beschrijving van heti proces-volgens hetwelk 

de vraag naar de produkten X en Y in opgave' 1 • 6 verloopt • Doe di t 

eveneens voor de aankomende passagiers in opgave 1.8. Vermeld 

bij deze beschrijvingen welke veronderstellingen U maakt. 

1.10 Stel dat in opgave 1.8 niet alle aankomende passagiers blijven 

wachten totdat een boot arriveert, maar dat een aantal besluit 
I 

weg te gaan a1's de rij wachtenden naar hun ~in te lang is. · Geer ook 

nu een beschrijving en vermeld de verpnderstellingen. 
. I 

\ 
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1,6 Mathematische vereenvoudigingen 

In paragraaf 1.2 hebben wij aangegeven waar in het model voor de 

optimale vestigingsplaats van de vierde T.H. modelvereenvoudigingen 

zijn aangebracht. • 

Modelveronderstellingen dienen om leemten in onze kennis .op te vullen; 

modelvereenvoudigingen dienen enerzijds om te voorkomen dat een te 

uitgebreide kennis leidt tot onhandelbare modellen anderzijds ervoor 

te zorgen dat het beslissingsprobleem met de nu bekende technieken 

kan worden opgelost. 

Modelvereenvoudigingen worden niet getoetst. Wel wordt zoveel mogelijk 

nagegaan of zij het eindresultaat te ernstig beinvloeden. 

Om de gedachten te bepalen beschouwen wij de vqlgende situatie: 

"Een fabriek maakt op een beperkt aantal machines een groot aantal 

zeer verschillende produkten. Om aan de vraag te kunnen voldoen, wordt 

iedere week een produktieprogramma opgesteld. Opdat de wisselende vraag 
I 

niet te snel zal leiden tot een groot aantal produktiewijzigingen in 
• I 

een korte tijd is een voorraad aangelegd die: dienst moet doen als 

buffer. Indien men een nagenoeg constante produktie als hoogste goed 

beschouwt, dan za.l men genoegen moeten nemen met voorraden die zeer , 

omvangrijk kunnen worden. Omgekeerd kunnen vooi;-raden, en dus ook 

voorraadkosten, binnen zekere grenzen worden gehouden als veranderingen 

in de produktiesnelheid periodiek worden toeges,taan. 

Dit laatste kan b,v. worden bereikt door meer qf minder arbeiders te 

betrekken in het productieproces.Ook werktijdv~rlengingen en verkor­

tingen geven dikwijls, de verlangde vermeerderiqg resp. vermindering 

van de produktie. Het is duidelijk dat tegenover een op deze wijze 

verkregen besparing in de voorraadkosten een tqena.me staat van de kosten 

welke betrekking hebben op: 

a) de produktieverhoging (technisch) i door de verhoging van de produktie 

(1) moet vaker worden gecontroleerd, (2) ontstaan meer machinesto-
' 

ringen, (3) moeten af- en aanvoer op een andere en dikwijls duur-

dere wijze worden geregeld, (4) is minder aandacht voor zuinig 

materiaal verbruik, etc. 
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b) het toe- en afvloeien van extra personeel; (1) nieuwe ploegen 

moe~en worden gevormd en geinstrueerd, .(2) gebrek aan ervaringen 

geeft meer storingen en materiaal verlies, etc, 

c) de verkorting en verlenging van de al'.beidstijd; ( 1) overwerk tegen 

een hoger tarief werkt kosten verhogend, evenals (2) het verstrekken 

van maaltijden en het voorzien van nachtel1jk vervoer, etc. 
I 

d) de nalevering; Bij niet toereiken~e voorr~den meet 

geleverd, Behalve het verlies aan Goodwill , brengen 
' ook allerlei andere extra kosten met zich mee. 

worden na­

naleveringen 

Uiteraard zoekt de directie naar dat eveµwicht tussen vooraad en 
' 

produktie waarvoor de kosten minimaal zijn. Indien voor een periode 

van 12 maanden de vraag naar artikelen redelijk nauwkeurig bekend is, 

dan ligt het voor de hand dat men voor diezelfde periode gaarne over 

een produktie en personeelsplanning wil beschikken. 

Kiezen wij nu de volgende notatie: 

= de tot ale produktie in de t de ma.and • 

= b .. d :de de totale personeels ezetting in et- ma.and 

= de tot ale voorraad in de t~ ma.and. 1 

= 
de , 

de tot~le vraag te voldoen a.an het begin van de t- maand, 

de Holt e.a. beschouwden voor de t- maand de volgende typen kosten·· 

functies: ,iK) 

normale loonkosten:c 1 Wt+ c 13 
extra loonkosten 
vanwege , 

a) toe-en afvloeing: c2 (wt-Wt_ 1- c 11 )2 

2 
b) overwerk,e~c.: c3(Pt-c4 Wt) + c5Pt + 

1 - c6 wt+ c12 Pt wt 
·2 

voorraad- en nale,veringskosten: c7(Jt-c8-c9, St? 

(, . ; ) 

( 1.8) 

( 1.9) 

( 1. 10) 

:id Holt, Modigliiani , Muth and Simon: Planning production, inventories 

and workforce; Prentice-Hall Inc, 1960 p. ;47 e.v. 
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waarbij C, nog uit de gegevens te schatten constanten voorstellen. 1 . 

Aan een aantal van deze constanten kan een economische betekenis 

worden toegekend. Zo geeft c1 het gemiddeld~ maand inkomen (incl. 

sociale lasten, etc.) weer, terwijl c4 de produktie per werknemer 

uitdrukt. 

De totale kosten voor een periode van .12 maanden worden gegeven door: 

1 2 , 2 
+ c13 + c2<wt-wt_,-c,,) + c3(Pt-c4 wt) + c5 Pt+ 

; 

- c6 wt+ c,2 Pt wt~ c7(Jt-c8-c9 st)~ ' ( 1. 11) 

waarbij de voo:ttaad J t ui teraard moet voldoen aan 

( l. 12) 

Indien n~ substitutie van (1.12) in (1.11) de tote.le kosten worden ge­

minimaliseerd a.ls :f'unctie van Wt en Pt dan iindt men voor de optimale 
I * * ' de produktie Pt e~ personeelsbezetting Wt in de t- maand: 

t+11 
* . * I J~-1 ( 1. 1'3) p =· Cl.. Si + B1 wt-1 + B + B3 t i=t 1 ' 2 

t+11 ' 
w* I 

I * 
+ 6-2 Jt-1 + 03 ( 1. 14) =' y. Si+ o1 wt-1 t i=t 1 

waa.rbij de constanten a., y., B. en oJ,:. ond'li1bbelzinnig door de geschatte 
1 1 J 

C. worden bepa.~d. 
1 ' ' 

Met behulp van (1.13) en (1.14) kan men op een eenvoudige wijze voor 

een periode van een jaar de :tna.andelijkse (tdtaal) produktie en het 

benodigd~ aantal werkkrachten berekenen. M~t behulp van deze uit­

komsten ~unnen wellicht geen produktie sche~a•s voor de individuele. pro~ 

dukten wtjrden opgesteld,maar misschien wel ¥gemene beleidsvragen 

worden beantwoord. 

In di t voorbeelq, ontmoetten wij twee ve.rschil;lende soorten model vereen­

voudigingen. Een modelvereenvoudiging van net eerste soort was het 

onder een noemer brengen van een groot aantsl ·produkten. 
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Ondanks het feit dat de produk.ten noch op een fdentieke wijze worden 

geproduceer~, noch even arbeidsintensief zijn, 1werd zowel produk.tie 

als vraag t¢sa.men genomen. Verder werd geen on4erscheid gemaakt 

tussen de verschillende bekwaamheden van het personeel. Het is voor het 

model voldoende om de totale personeelsb~zetting te kennen. Deze aanpak 

vloeit voort uit de overweging dat een volledige specificatie van pro­

duk.ten en vaklieden tot een te omvangrijk modei zal leiden. 
I 

Van het tweede so~rt zijn die vereenvoudigingen welke de kwadratische 

kosteni'uncties voortbrengen. De gekozen:koste~:f\mcties zijn wel is 
I 

waar niet onlogis~h maar de reahtvaardiging beJ;'Ust toch wel voornamelijk 

op de eenvoud van de uiteindelijke beslisregele (1.13) en (1.14). 
I 

' 
I . 
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1.7 Mathematische criteria. 

Voor het bepalen van een optima.le beslissing oif strategie is een enkel­

voudig kriterium, waarmee beslissingen of stra)tegieen kunnen worden 

vergeleken, onmisbaar. In de meeste beslissingssituaties is echter 
i 

het opstellen van een optimaliteits-kriterium '.een van de moeilijkste 

opgaven. Dit komt omdat de beslisser dikwijls een aantal tegenstrijdige 

verlangens koestert en derhalve over meerdere kriteria beschikt. 

Wanneer hij gedwdngen wordt om of zijn verlangens ender een noemer 

te samen te brengen of daaruit een ondubbelzi~nige keuze te maken, 

ontstaan de moei]ijkheden. 

Het onder een no~mer brengen van tegengesteld~ wensen behoeft niet 

altijd tot onoverkomelijke moeilijkheden te !eiden. Zo hebben wij in par. 

6 gezien :dat tegengestelde verlangens m, b. t .! voorraad en produktie 

konden worden gecombineerd; zij lieten zich u~tdrukken in een en dezelfde 

(geld) eenlieid. 1 

Het meisje :uit voorbeeld 1,5 heeft het echter heel wat moeilijker. 

Zij wil wel graa~ naar het bal maar het :liefs~ met een corsage, die 

enig opzien baart, Hoe brengt zij nu deze tegJnstelde wensjes onder 

een noemer? Wann¢er het deel nemen aan het ba1 haar f. 100,- waard is 
• 

en als zij boven~ien de prijs van de corsage a.ls een opbrengst ervaart, 

dan zou zij als kriterium de verwachting van de totale opbrengst 
: - I 

kunnen kiezen. B¢ter kan zij wellicht de kans :op het gaan naar het bal 

als kriterium kiezen en daaraan eventueel toevoegen de restrictie "geen 

corsage beneden f, 3,-". Bij deze aanpak is het tweede kriterium, 

prijs van corsage, omgebouwd tot een restrictie (bijvoorwaarde). 

Wij zullen 1deze verschillende werkwijzen met ~en extra voorbeeld 

toelichten 1 Stel dat voor het oplossen van ee~ verkeersprobleem een 

aantal verkeersv9orzieningen in aanmerking komen en stel vervolgens dat 

de beslisser zicn bij de keuze moet laten leiden door de criteria 

kosten en te verwachten aantal slachtoffers p~r jaar. Het is duidelijk 

dat de bijbehore~de verlangens naar veitigheid en zuinigheid tegen­

gesteld zijn, DiJ verkeersprobleem kan qp dri7 verschillende ma.nieren 

worden benaderd., In elk van deze drie benaderfngen hebben wij ma.a.r 

een criterium. 

I 
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Men kan n.l. tot een enkelvoudig criterium. komen .. door of het maximale 
I 

bedrag vast te stellen dat de gemeenschap bereid 1 is .te betalen om de 

dood van een weggebruiker te voorkomen of het ma~imale bedrag aan 

te geven da.t voor een verkeersvoorziening mag worden uitgetrokken of 

de overleveringskans te scha.tten die bij het verrichten van andere 

wa.agstukken npg net acceptabel wordt geacht. ·In p.e eerste benadering 
' . . 

stelt de prijs die ~en voor het leven van een weggebruiker wil betalen 

ons instaat om het te verwachten a.antal sl~chtoffers en de jaarlijkse 

kosten onder een no~mer te brengen. De gez9chte ·terkeersvoorziening 

is dan die voorzien~ng waarvoor de tots.al ie verwachten ja.arlijks uit 
) ' 

te geven kosten (dllf> inclusief mensenleven~) het:laagst zijn. In de 

tweede benadering dpet het maximale bedragldat .e~n verkeersvoorzi~ning 

mag kosten ons een puddel a.an de hand om d1;1I'e vo?rzieningen geruisloos 

te la.ten vallen en uit het restant naar eer en g~eten de veiligste 

te kiezen. Tenslottr geeft in de derde benaderin~ de minimale overle­

veringskans ors een maatstaf om de minst veilige1voorzieningen te 

-schrappen en vervolgens uit de overblijvende de ~oedkoopste te kiezen K) 

Voor tal beslissingssituaties met meer dan een kriterium. en waarin 
: ! I 

• • I emotionele kw1=stiesi als de waarde van een mensellf-even geen rol spelen, 

biedt de laatste aa.ppak een ui tkomst: het fri ter}um. met de hoogste , 

prioriteit wordt op~imaliteitskriterium.; d~ overige kriteria worden om-
1 

gezet in restricties. 

In de laatste jarenj is bij sommigen twijfel gereien a.an de waarde van 

eenkriterium.functie! die op een zo gekunstetde wijze wordt verkregen. 

In vele b~slissings~ituaties, zo bewe:ren d~ze cr$.tici, bezit de be­

slisser reeds' een helder beeld van dat wat een optimale ontwikkelfrg 

genoemd kan worden.[Op grond van dat beeld kunnen een aantal normen 

Worden opgesteld waaraan een goede beslissing of 1 strategie meet voldoeu 

) • . . • I . 
~ De beide la.atste benaderingen zullen nusschien nunder weerstand 

I 
oproepen d~n de eerste. Maar niemand kan een voorstander van de 

: I 
eerste bena.derinf verhinderen om uit te zoeke~ welke prijs voor 

een mensenleven tot dezelfde beslissing:leidt~ Hij zal de bezwaarden 
t i 

ongetwijfeld voorhouden, dat dit de prijs is die zij wensen te 

betalen. 
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De oplossing van het beslissingprobleem zou dan ook niet moeten volgen 

uit het bepalen vah een optimale strategie of beslissing met behulp 

van een criterium,: maar uit de constructie van een strategie of be­

slissing die aan een gegeven aantal normen voldpet. Deze uitspraak 

berust mede op de ~ieronder te geven overw-egingen. 

Als de beslisser i~ staat is de ontwikkeling ini de toestand van het 

systeem te beschrijven, da.n moet hij de plaats ~an de l'natuur" kunnen 
I 

innemen en met behulp va.n een rekenautomaat in versneld tempo zo'n 
I 

ontwikkeling kunnen nabootsen. Op grond va.n een: redelijk aantal. van 
I 

deze nabootsingen is hij zeker in staat om na t~ gaan .of de te testen 

strategie of besli~sing aan de gestelde normen lroldoet. Bij een even-
. I , 

tueel falen kan hi-j uit de nabootsingen afleidej:l welke veranderirigen 
I I . 

het beslissingsvoorschrift mogelijkerwijsitot e¢n v~rbetering zullen 
• '· • • • ' i leiden. Deze vera.nderingen brengt hiJ aan: en gaat net zo lang door 

met "sleutelen en 1testen" totdat een strategie br beslissing wordt 

verkregen die de gewenste eigenschappen bkzit. I 

in 

I ; i 
In het hoofdstuk "Simula.tie" zullen wij op deze· aanpak terugkomen. Met 

betrekking tot de hierboven gesignaleerde contrbverse nemen wij wanneer 
I ' I 

het gaat om het oplossen van praktische problemen, een opportunistisch 
• I standpunt in. 

Strikt geno~en mag, volgens de definitie gegev~ in par. 1.1, de zo­

juist geschetste aanpak niet a.ls besliskundig .Jprden a.a.ngemerkt. Dit 

laatste behdeft n,tuurlijk niet een bezwaar te· !zijn. 

I 
'' 

' i 

4 



1.8 Is een besliskundige benadering.zinvol? 

Alhoewel de tot dusver gegeven voorbeelden niet de pretentie hebben 

representatief te zijn veer de grote klasse van 1beslissingsproblemen 

waarvoor een nieuwe benadering wordt gezocht, z~l een kritische be~ 

schouwing die zich beperkt tot deze voorbeelden:toch een indruk. kunnen 
I • 

geven van de omstandigheden waarin een be~liskUI;Ldige aanpak zinvol is. . . ' 

In het probleem van de optimale vestigingsplaats van de vierde T.H. 
; I 

werd niet gesproken over kosten. Tech mag beken~ worden verondersteld 

dat de aan dit project verbonden bouwkosten b,v, mede afhangen van de 
' I I 

grondprijs, het beschikbaar grondoppervla.lf, de ?ouwvoorschriften en de 
I 

eventueel te sanerfn stadsgedeelten. De b~uwkos~en zijn daarom dan ook 

van plaats tot pla~ts verschillend. Ook de omsttt11digheid dat in de huis-
. ' . 
vesting van een grfot aantal studenten kan word~n voorzien, maakt een 

Candida.at - vestigingspla.a.ts aantrekkelijk. Dit,zijn allemaal factoren 

die bij de selectie vi:µi vestigingspla.atsen niet 1over het hoofd mogen 

warden gezien. Het is dan ook te billijken da.t ~en minister een op-
I ' 

• • i • I • lessing, wa.arin ge~n rekening gehouden wordt met kosten, met enige 
I ' 

reserve tegemoet tteedt. De voorgestelde ~ena.de~ing was echter o6rspronkelijk 

niet ontworpen voor het· bepalen van de optimale i vestigingsplaa.ts voor , 

de 4de T.H, maar v~or de locatie van een ~entr94lmagazijn van een 

middelgrootbedrijf, Vanuit dat magazijn moet de bevoorrading pla.atsvinden 
1 I I 

van een groot aant~ verkooppunten. In ve~houdi4g tot de 4de T.H. is 
, I 

het benodigde gron~oppervlak gering. Men verwacht dan ook geen moeilijk-
1 ; ! 

heden met het vinden van ~en geschikt terrein, ~anneer de optimale 
i I 

vestigingspl1:,1,ats eenmaa.L.is vastgesteld. Qp grotj.d van j'aa.rcijfer<.: wordt 
i ' I 

gezocht na.ar die vestigingsplaats waarvoor het aantal ton-kilomete:~ 
I 

minimaal is • . 
l 

De hierboven geopperde bezwaren gelden niet,of althans in mindere 
I 
I 

mate1 voor het centraalma.ga.zijn, Indien me~ zichibeperkt tot afstanden 
i I 

en geen kosten in ~e beschouwingen betrekt, da.n zijn wiskundig gezien beide 
I ) : 

transport-problemen identiek. Het is heel goed voorstelbaar dat de 
I I 

geschetste bena.derfng voor het centrale ~gazij~ probleem wel a.an-
' vaa.r,:..baar is • 
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Overigens bestaan er een aantal,waaronder zee~ geavanceerde, technieken­

voor het oplossen van dit type problemen. 

Het is natuurlijk niet zo dat .de gelaakte oplbssing van het T.H. pro­

bleem geen inf'or~atie bevat. Het tegend~el is,.waar! Zonder kennis van 

dit antwoord is het werkelijke probleem:zelf'slniet op een bevredigende 

wijze op te lessen. 
d ' I 

Wanneer het terr~in voor de 4~ T.H. gekozen.is, dan kunnen zelf'de 

technieken wordep toegepast om de optim$.le pl~ats van de bibliotheek, 
j 

kantine, aµla etc. vast te stellen. 

In de meeste beslissingssituaties leidt een.b~sliskundig onderzoek 

niet direct tot een uiteindelijke beslissing pf' strategie. Wel weet · 
' 

zij de aanwezige informatie dikwijls zo te butidelen dat met betrek­

king tot een aantal facetten van het beslissipgsprobleem een helder 

inzicht kan wora;en verkregen. Dit geschfedt mFestal via het oplossen 
. ' 

van een aantal d,eelproblemen. Het insch~elenvan besliskundigen in 

het onderzoek n~ar de optimale vestigin~splaa~s is dus zeker nuttig. 
' I 

Maar men mag ech~er niet verwachten dat zij het probleem alleen kunnen 
' 

oplossen. I 

' Het beslissingsprobleem geschetst in voorbeeld 1.1 is natuurlijk niet 

het echte probleem. Doordat men in werk~lijkhbid niet elke week even~ 

veel inkoopt als voor de produktie nodig is, -~ag het mengprobleem niet 

losgezien worden van een inkoopprobleem. Een.beschrijving die meer aan­

sluit bij de werkelijkheid brengt ons waaxschijnlijk bij een meer­

stapsbeslissingsprobleem dat zeer moeilijk isl op te lessen. Niet alleen 

moeilijk omdat de vereiste wiskundige technie~en.ontbreken, maar voor­

namelijk omdat e~ geen door gegevens ondersteunde visie over het toe-
1 I 

komstig prijsver~oop bestaat. Ook nu geldt dat het antwoord op het be­

slissingsprobleeµi 1.1 de beslisser een :hoop.nµttige inf'ormatie verschaf't. 

Ondertussen blijft het zoeken naar wetmatighe~en in het prijsverloop een 

nuttige bezigheid. 

Zeals wij in par:. 1 • 5 hebben gezien berust het model behorende bij 

het autoverzekeringsprobleem op een aantal noka1 betwistbare onder­

stellingen. 
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Deze waren ingevoerd om het schadeproces, dat de.ongelukken "veroorzaa.k;t", 

geheel onafhankelijk te laten verlopen van.de.toegepaste strategie. 
I 

Het is duidelijk dat een eventuele wisselwerkin~.tussen schadeproces 

en strategie voor de modelbouwer noodlottig is. '.Immers hij zal zo 'n 

wisselwerking dan moeten kunnen beschrijven en wel voor iedere mogelijke 
I 

strategie. Voor een strategie die in het verleden wel eens werd toege-

past zijn de verzamelde gegevens misschien wel omvangrijk genoeg om een 
I 

relatie te kunnen vastleggen. Maar laat de gevo~den relatie zich ook 

zinvol interpreteren voor de overige strategieen? In het autoverzekerings-
1 : I 

.probl·eem is de ond~rstelde onafhankelijkh~,id wel aanwezig indien de 
I I 

eigenaar de auto niet zelf gebruikt maar verhul.Ult aan vreemden. Immers 
, ! I 

zijn klanten zulleri zich doorgaans niet OP, de h9ogte stellen van de 

levensloop van de gehuurde auto en zijn polis. ' 

De hierboven gesch~tste moeilijkheden zijn kara.i{teristiek voor tal van 

beslissingssituati~s. In deze beslissingssituat~es is, misschien na 

enige moeite, een basis-proces te onderkennen dat zich ook zonder de 
: , I 

actieve begeleiding van de beslisser voltrekt. Wij denken hierbij aan 

het schadeproces in het autoverzekeringsproblee~, aan het aankomstproces 

van de "hoedjes koopsters" etc. 

De uiteindelijke o?twikkeling in de toestand va~.het systeem wordt 

door dit basisproc~s en de toe te passen strategie.bepaald. 
T I I 

Wanneer men mag aa~nemen dat het basisproqes ziqh niet stoort aan de toe 

te passen strategie dan volgt uit de wisktlndigeibeschrijving van het basis-
' 

proces en die van de strategie op een.eenvoudig~ maar ondubbelzinnige 
' 

wijze de ~ormulering van de ontwikkeling in de .toestand van het systeem. 
. I 

Volgt uit een statistisch onderzoek dat basisprcices en strategie hoogst 
'. . I 

waarschijnlijk afh~elijk zijn dan vereist de ioortzetting var, het 

besliskundig onderzoek een grote dosis optimism1, 
Hier wreekt zich namelijk het feit dat besliskuq.digen in tegenstelling 

tot phy'sici weinig gelegenheid hebben tot experimenteren. Onze con-

clusie is 

structuur 

dat besliskundige modellen omvangrijk~mogen 
. I 

daarentegen moet zeer eenvoudig blijv1n. 

zijn, hun 
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In voorbeeld 1.4 is het beschrijven van het verkoopproces van dames-
; 

hoedjes een moeilijke opgave en wel omda;t men iniet weet hoe de klanten 

zullen reageren op de aanwezige collectfo. In :par. 1.5 hebben wij ge­

suggereerd dat een marktonderzoek voorai misscfuien daarover uitsluitend 

kan geven. Een d~rgelijk onderzoek is ko'stbaar en daardoor mis.schien 

niet uitvoerbaar. 

Wiskundig gezien 'blijft het probleem onverand~rd als in plaats van 

hoedj es b. v. vac~ntiereizen worden verko'cht. vloor een re is bureau echter 

zou een marktond~rzoek wel lonend kunnen zijn.i In het hoedjesprobleem 

spreekt me~ niet over het verlies aan Goodwil~, dat door het uitver­

kocht zijn 'van een model kan worden geleden. Omdat er geen methoden 
I 

bestaan voor het meten van dit verlies, is hetl moeilijk in de bereke-
' 

ningen op te nem~n. In hoofdstuk 3 zullen wij ~en vereenvoudigde versie 

van dit voorbeel~ aantreffen. In deze ve;rsie b~perken wij ons tot een 

model. Voor versohillende getalwaarden.va.n het: verlies aan goodwill 

wordt de optimal~ inkoopgrootte en de verwacht~ winst uitgerekend. Een 

besliskundige benadering levert dan wel 1s waar niet de optimale inkoop­

grootte maar geeft het verband alleen tussen ~e optimale inkoopgrootte 

en het verlies a~ Goodwill. Een uiterst nutti;ge informatie! 

' I . . I 
Het behoeft geen betoog dat van alle in par. 1,. 2 

' ! 
genoemde beslissings-

situaties die van het meisje en haar corsage.ans het meest heeft ge­
l 

troffen. De, vraag rijst of wij haar hulp van b~sliskundige aardkunnen 

aanbieden, Er is reeds gewezen op het feit dat: zij nog niet over een 
I 

kriterium besc~ikt vo~r het vergelijken van ~ofelijke strategi~en. Een 

aantal suggesties om in deze leemte te voorzien, .werden reeds in par. 1.6 
I ' I 

gedaan. Bij de be~chrijving van de ontwi~elin~ in de toestand van het 

systeem doen zich: helaas onoverkomelijke'.moeil~jkheden vooI_". 
'• • I I Om deze ontwikkeling kanstheoretisch te kunnen.aangeven zou men voor 

' I 
I 

iedere ontmoeting de kans op een uitnodiging moeten kennen. Hoe zou men 

deze kans kunnen schatten? Alleen eenee~ig-st~dente met een even 

eeuwig jeugdig voorkomen, die haar vriendjes n~ar aanhankelijkheid en 
i 

gulheid in groepjes heeft ingedeeld zou misschien genoeg waarnemingen 
' ' ' 

kunnen verzamelen om met behulp van een statis~ische analyse tot 

schattingen te komen. 
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Er zijn misschien "besliskundigen". die de onbekende kans gelijk willen 

stellen aan de fractie van haar vriendinnen die, daarnaar gevraagd, 
. I 

zeggen in de desbetreffende uitnodiging te geloven. Deze kundigen: 
' ' 

hadden even zo goed ieder van de vriendinnen de:vraag kunnen stellen 
I 

hoe groot zij de kans schat op een uitnodiging, ,Het gemiddelde van 

deze kansen zou dan de gevraagde onbekende kans:geven.Wie deze beide. 

schattingen als onzin kwalificeert, kan helaas ?iet op aller instem­

ming rekenen. Het enige aanvaardbare wat naar o'ze smaak een geconsul­

teerde besliskundige kan doen is een alternatief voor de besteding 
I 

van de avond voorstellen. 
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2. SIMULATIE. 

2.1. Nabootsing van de natuur. 

Bij de introduktie van het begrip "ontwikkeling in de toestand van 

het systeem" is opgemerkt dat ook zonder het nemen van beslissingen 

een ontwikkeling kan optreden. Dit brentt ens.tot het onderscheiden 

van twee processen, die aan een ontwikkeling ~en grondslag (kunnen) 
i • • ! liggen: het natuurlijk proces en het be§lissingsproces. Zoals men, 

I 
terecht, zal vermoeden is het eerste prqces d~t, wat optreedt als de 

beslisser zich afzijdig houdt. In het tweede proces gebeurt dat niet 
1 

en beinvloedt de beslisser mede de ontwikkelingen. Indien het model 
! 

van de beschouwde situatie met voldoende nauwteurigbeid is besc~even, 

dan volgt het beslissingsproces ondubbelzinnig uit het natuurlijk 
' ' 

proces en ~e toe~epaste strategie. Zijn ,binne~ het model ~ ver-

onderstellingen ?P wiskundige en volled~ge wi4ze geformuleerd, dan 
• 1 •• 

kunnen we met behulp daarvan bet natuurliJk p~oces nabootsen. Ook 
' ' 

kunnen we zekerelbeslissingen of strate~ieen in aanmerking nemen en 

de daarbij behorende beslissingsprocess~n nabootsen. Wij noemen dit 
• • I 

simulatie. Simul~tie is een begrip dat ~n de ~echniek reeds lang 

bekend is, men drnke b.v. aan een vlucb~simu14tor bij de opleiding , 
I 

van piloten en a~n de proefnemingen, die geda,n worden in het water-

loopkundig labor•torium. 

Door de resultaten van de onderscheiden gesimtUeerde beslissingspro­

cessen te vergelijken kan men tot optimaliteii, of althans tot een 

aanvaa.ndbare ben~dering van optimaliteit van Jen beslissing of 

strategie conclu~eren. Merk op dat de optima1lteit alleen betrc-:·1dng 

heef't op d~ groe~ van onderzochte strat~gieeniof beslissingen. 
I I 

Aan de hand van het hoedjesprobleem uit :boofdstuk 1 zullen we een en 

ander toelichten~ We nemen de veronders~ellingen, die in de loop 

van hoofdstuk 1 qm~rent bet klantengedrag ge~akt zijn, over. Dit 

houdt in: 
l 

( 1) een kansverdJling van het tijdsintetval xltussen twee aankomsten 

van een klant!, met kansdicbtbeid f(x) = ;~->.x; 
' 

.. 
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(2) een kansverdeling met behulp waarva.n het te kopen model wordt 

bepaa.ld, 

Verder nemen we aa.n dat het gaat om 3 modellen hoedjes. 
l ; 

i 
Uit oude waarn~mingen wordt nu een sc~attin' ge.da.a.n voor X, dat is 

de verwachting van het aa.ntal kla.nten '.dat p~r tijdseenheid (zeg 

per minuut)de ~inkel binnenkomt. 0ok Jorden 1de kansen op de verkoop 
I . . 

van een oepaald hoedje geschat. Laten we aa.rinemen, .da.t geschat is 
1 X = "'i5 en voor de "koopka.nsen" de volgende.tabel: 

1 2 3 
! 

model: 1 geen 
' 

aile model-
I 

len aan~ezig 0,3 o,4 ' 0,2 i o, 1 ! I 

modei 1 ' ! I 
uitverkocht o,6 I 0,3 o, 1 ---kans 

I i t 
I 

model 2, I op uitverkocht o,4 --- I 0,3 0,3 
l koop 1 

·in- model 3: I : l 
uitverkocht I o,4 o,4 : --- 0,2 

dien: I I I ! model ,:& 2 I 

u:j.tverkocht· --- --- o,6 .. o,4 
I 

model 2 & 3 
uitverkocht 0,7 --- --- l 0,3 

: 
m9del 1: & 3 ! I 

• u~tverk~cht 0,5 i 0,5 --- ' --- I 

! 

Met behul·p van; deze verdeling kunnen. ~e de bntwikkelingen in de. toe­

stand van het aysteem 11hoedencollectiJ 11 simhleren. We verrichten 

daartoe aselec}e trekkingen uit de ge~even ~erdelingen. Hierbij gaan 

we uit van aselecte trekkingen uit een homo~ene (0,1) verdeling (zie 

appendix B) en:we proberen bij ieder zo verlh-egen aselect getal y 

een getal x te 1vinden dat voldoet aa.n F(x) ~ y. Daar een verdelings-
1 

functie van een continu verdeelde grootheid x een monotone functie 

is, kunnen we steeds een x vinden, die voldoet aan F(x) = y. Wanneer 

de functie F(x) streng monotoon is, dan bestaa.t de eenwaa.rdige 
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inverse F-1(y) =~en ligt het voor de hand om te proberen langs deze 

weg x te bepalen. Voor de exponentiele v~rdeli~g is dat eenvoudig: 
I 

-AX e en 
' 

. y = F(x) = 1 

IX= F-\y) = - . (elogO-y) )/~ = 10 - (2,303 log{1-y))/>... 

Trekk.en we ~u 10 ~selecte getallen y0 , y 1, •••r y9 (resp. 0,186; 

0,048; 0,155; 0,302; 0,785; 0,515; 0,592; 0,303; 0,735; 0,292) dan 
I 

krijgen we in ons voorbeeld voor 10 intervallep tussen twee opeen-

volgende binnenkomsten in de hoedjeswinkel (afgerond en in minuten): 
: : 

i ; 
3; 0,7; 2,5; 5,4; 23,2; 10,9; 13,4; 5~4; 19,8; 5,2. 

I 

Bij discrete verdelingen, zoals die, welfe gegeven zijn voor de keuze 
i 

van het te kopen model hoedje, heeft men:niet te maken met een streng 
' I 

monotone functie,: maar met een trapfunctie, d.~.z. de waarde van de 
• • I I f 

functie is steeds, over een intervalletje:const~nt, en verandert alleen 
I 

bij' gegeven vaste springpunten. i 

F(x) 1 

0 

De verdelingsfunctie luidt hier 

F(x) = 
' 
I 

X <X n-

P(x=x) 
- n 

waarin x de springpunten zijn. 
n 

P(x=xi ) = 
. - n 

p > 0 
n 

De procedure die nu gevolgd wordt verloopt als'.volgt: trek een aselect 

getal y uit een homogene (0,1) verdeling en zork het kleinste spring-

punt x waaryoor geldt 
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y < F(x) = l P(x=x); 
x <x - n ' 
n-

We illustreren dit aan de verdeling van de telkopen hoedjes (wanneer 

alle modellen nog voorradig zijn). 

notatie: model 1 = 1 model:2 = 2 
I 

model 3 = 3 geen:model· = 0 
' 

P(.!,=O) :;: o, 1 P(,!.=1) = 0,3 P(.!,=2) =10,4 

P{x=3) ;= 0,2 

en dus voor de verdelingsfunctie: , 

F(O) = ~,1 F{1) = o,4 F(2) = ·o,8 ~(3) = 1 

We trekken weer 10 aselecte getallen: 

o,898; o,5~9; o,426; o,785; 0,249; 0,582; o,j71; 0,620; 0,746; o,453 

en we zoeken hierbij de kleinste x, die voldoet aan y <. F(x). Dat 
I 

geeft ons voor 10 klanten de volgende keuzen:; 

' 
nr. klant 1 2 3 4 5 6 '.7 8: : ' 

' ' 
gekozen model 3 2 2 2 1 2 ,2 21 

9 10 • 
2 2 

In het algemeen, wanneer zich dus ook s~tuati~s kunnen voordoen waar­
' in een of meer m~dellen zijn uitverkocht, is ~et mogelijk h~edjes te 

laten kiezen vol~ens onderstaande tabel~ I .. 
\model dat wordt gekozeri als y in het interval 

·1 
ligt 1 

' geen 1 ! 2 3 

alle modellen l 
aanwezig : [0.0,0.1) [0.1,0.4) [OJ4,0.8) [o.a, 1.0) 

! 
model 1 ' 
uitverkocht [o. o,o. 1) - [0.1,0.7) [o.;. 1 .o) 

: 

I model 2 
i (0.0,0.3) uitverkocht [0.3,0.7): ' [0.7,1.0) - . 

: 
model 3 j 

[0.2,'0~6) :· [oJ6, 1.0) uitverkocht · [0.0,0.2) -
! I 

model 1 & 2 
' uityerkocht , [o.o,o.4) - 1_ [o.4, 1.0) 

model 2 & 3 .. ' I 

uitverkocht ; [0.0,0.3) (0.3, 1.0) ; - -
model 1 & 3 I . 
uitverkocht : (o. o ,o. 5) - [0~5,1.0) ... 
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Met de twee, hier gedemonstreerde, mogelijkheden om aselecte trekkingen 

ui t gegeven,, verdelingen te verrichten, hebben ! we zeker niet alle 

mogelijkheden getoond. We noemen nog het geval,;waarbij de verdelings­

functie F(x)•niet in formulevorm gegeven is, maar wordt geschat uit 
. ' 

verrichte waarnemingen x1, x2 , ..• , xn. De waarnemingen worden geordend 

naar grootte en in:volgorde hernummerd. Wc;>rdt nu een aselect geta.l ge-
. ' ' 

trokken, dan zoekeµ we daarbij een getal J, zo ~at geldt 
i 

(j-1 )/n < y ~ j/n 

en voor de waarde ran x wordt gekozen x = x .• 
J 

De hiervoor vermel~e methoden ziJn ook grafisch:uitvoerbaar. Wanneer 

men zorgvuld~g genoeg een grafiek maakt van de ~egeven verdelings­

functie, dan kan men - een uit de tekening voortvloeiende onnauwkeurig-
1 

heid daargelaten - bij ieder aselect getal y hierin de bijbehorende x 

vinden. 

Voorbeelden: 
( ) -Ax· 

1 • F x = 1 - e ;, x > 0 • 

F(x) -- -- --

.y ---+ 

0 
'X 

X 

2, F(x) = I P(x=x) in = 5 
X <x - n 

n,.... 
F(x) 

-- --- --
·1 

Y ➔ 
I --- I 

·I 
I 

x, x2 x3 X4 X5 JG 

0 J, 
X 

I 

·! 
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In ta.belvorm: 

a.ls y ,behoort da.n krijgt X 

tot de wa.a.rde 
' 

[o,p,) x, ! 
I 

[p, ,q2) x2 P(x=x.) = p. 
- .1 l. 

. fa2,q3) X3 n 
[q3,q4) X4 .r 
fa4 ' 45) 1=1 

X5 

3. Geordende wa.a.r~emingen x1, x2 , ••• , xn 

F(x~r:---- ___ --~ _ 
4/ .l.-- - -- - ____ _,. 

3/ - 1- - - - - -----t I 

Y ➔ ·•:.. ◄ -=---

I 

p. = 4n 
' l. 

n = 5. 

. 1/5~~ ----, I 
______ , --,,pl, .L=----+.1,--~-----= 

0 x1 x2~x3 x4 x5 ' x 
X 

Keren we terug na.a.r ons hoedjesvoorbeeld. We nemen aa.n da.t het eerste 
i ; 

getrokken interval de tijd voorstelt, die verleopt vanaf bet openga.a.n 

va.n de winkel om 9 uur 's morgens, op deieerst~ dag van bet l~izoen, 

tot de binnenkomsi va.n de eerste kla.nt. fn onderstaa.nde tabel is het 

gedra.g van de eerrte 10 klanten weergege~en. 

nr. va.n de klant' 

tijdstip binnenko~st~) 

gekocht model 

vervolg ta.bel: 

nr. van de klant 

tijdstip binnenkomst*) 

gekocbt model 

*) ~fgerond op mi~uten. 

3 

9 

, 10.24 

2 

2 2 2 2 2 2 

10 

10.30 

2 

I . 
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Stelt men dat de t:e testen inkooppolitiek wordt: weergegeven door de 

beginvoorraad n = (n1,n2 ,n3 ) van de drie modellen voordat de winkel 

op de eerste dag van bet seizoen opengaat, dan kan men bet verloop 

van de voorraad op de bierboven gescbetste wijze simuleren. Het zal 

voor een ieder duidelijk zijn dat de bier weergegeven 90 minuten zeker 

ontoereikend, zijn als basis voor de keuze van een inkoopstrategie. In 

de praktijk simule.ert men dan ook op een rekenaµtomaat in "runs" met 

grote aantallen trekkingen (mutaties). 

2.2. Nauwkeurigbeid van simulatieresultaten. 

Uit bet voorgaande: zal duidelijk geworden: zijn ¢!.at men met behulp van 

simulatie nooit ee·n exact antwoord op een gesteld probleem kan bereiken. 
; ; I 

Ter illustratie bet volgende voorbeeld. Schrijvfn 10 mensen onafbankelijk 

ieder 100 aselecte cijfers y. op en nemen ze daarvan bet gemiddelde y, 
l I 

dan zal zeer vermoedelijk bet resultaat 10 verscbillende antwoorden 

omvatten. Op grond van de wet van de grote aantallen mogen we verwacbten, 
I 

dat die aritwoorden allemaal niet ver van 4, 5 ( =t x) afliggen, en boveq-
. I 

dien (maar dat niet alleen op grond van d~ wet yan de grote aantallen) 
• I 

dat de antwoorden ~ij benadering normaal verdeeld zijn. De populatie-
i : 

variantie (van de populatie aselecte getaflen) 

(5 2CyJ = til.2 - ( ~;£'.} 2 = 28,5 - 20,25 = 8 ,25. Uit; de steekproeftheorie 

is bekend dat de s~eekproefvariantie C5 2 v~n een steekproef van n waar-. s 
nemingen•gelijk is aano 2/n, also 2 de populatirvariantie is. In ons 

geval is dus6 2 = 0,0825 en G = ✓0,0825'~ 0,29;. Men kan dus b.v. 
s . s : 

I 

stellen dat: behoudens een kans van 0,05 zal een antwoord liggen tussen 
. I 

4,5 - 2.0,29 en 4,5 + 2.0,29, We noemen het int~rval 
• I 

(4,5 - 0,58, 4,5 + 0,58) een voorspellingsinterval voor il.· Door het 
. I 

aantal trekkingen te vergroten kan men de lengt~ van dit interval ver-

kleinen. We hanteren als vuistregel: wordt het ~antal trekkingen n 

maal zo groat, dan wordt de standaardafwijking door Iii' gedeeld. Dat 

wil dus zeggen dat voor een 10 ma.al zo nauwkeur~g antwoord 100 maal 

zoveel trekkingen ilrereist zijn. In ons voorbeeld wordt bet interval 

rond ·het~antwoord voor een persoon, die n~ 10,000 trekkingen verricht: 

(4,5 - 2.0,029 , 4,5'+ 2.0,029) 
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Deze wijze van opvoeren van de nauwkeurigheid noodzaakt ens een reken­

automaat te hulp te roepen, die in een redelijke tijd een groot aantal 

trekkingen kan uitvoeren. 

' 
Ter illustratie geven we een probleem, dat me~ behulp van een reken-

automaat is opgelost. Daar we ook in staat ziJn dit probleem analytisch 

op te lessen - waar we in het hoofdstuk over Markov-programmering op 

terug komen - is het mogelijk simulatie en acitlytische methoden te 
i 

vergelijken. 

I 

Bij het sc'heepvaartbedrijf v .h. Jacob Baay te'. A zijn moeilijkheden · 

gerezen tussen ~e drie vennoten Pieter,: Dirk ~n Thijs Baay. Zeals 

iedere ingewijde weet, onderhoudt dit sbheepv~artbedrijf met haar 
I 

enige schip, d~ "Trijntje Jacoba", ongeregel~e vrachtdiensten tussen 

de plaatsen A, Ben Q. Elk transport (Al+ B, p + B, B + C, etc.) kost 

inclusief in- en uitladen precies een dag. 's, Avonds en's nachts 
; 

wordt er niet gevaren. Zowel in A als in Be~ C worden iedere morgen 

om 7 uur - en op geen ander tijdstip - vracht;en aar.geboden. Het is , 

niet altijd zeker of hier vrachten voor de Tr~jntje Jacoba bij zijn. 

In tabel 2.1 zijn de kansen op bepaalde vrach!ten geg€··en. 

Tabel 2.1 

~ 
' z~~ A B C 
:.zowel' zowel 
'A als :B A als C B als ~-
I ' . 
' 

A 1/8,, 1/2.· 1/4 I . 1 /8 - -i ·1 

B 1/2 1/4 1/8 - 1/8 -I i 

C 1/6 1 /6 1/2 1/6 - -
t 

I 

I 
Met een transport A+ A (of B + B, C + C) wor~t aangeduid dat de 

I 
Trijntje Jacoba een dag in die plaats moet ov~rblijven, 

I 

Het schip kan slechts een vracht tegelijk aan boord nemen, zodat bij 

de situaties die door de laatste drie kolommen in de tabel weergegeven 

worden, een keuze probleem bestaat. De winsten op de tra.nsporten ("vaar-



' 
winsten") zijn bekend en zijn - in honderden gu:).dens - vermeld in 

tabel 2.2. Een dagi stilliggen in een plaats levert verlies op (min­

teken). 

Tabel 2.2 

A B 

A -1 2 

B 2 -1 

C 4 3 

C 

4 
3, 

-2: 
i 
I 

I 

l 

De drie vennoten W?-llen gezamelijk voor d~ drie 1 keuze-gevallen een 

richtlijn opstelleri voor de schipper van ~e Trijntje Jacoba en het 

beraad hierover ge~ft aanleiding tot grot~ moeiiijkheden. Zowel Pieter 
' ' 

als Dirk en Thijs blijken namelijk ieder een ei~en richtlijn voor te 

staan, die zij ender geen beding voor een:van d~ andere twee willen 
I 

laten varen. Die r~chtlijnen zijn: 
l 
' 

Pieter: "Nooit naar C, liever een dag wachten ih A of in B." 

Dirk: 

Thijs-: 

"Alleen naar C als er geen ander aanbod1 is, en vanuit C 

liever naar Adan naar B." 

"Elk' aanbod naar C aanvaarden en yanuit!c liever na.ar B 
' . 
dan naar 'A. " 

I 

' 

Een ondernemend neefje heeftlUoht gekrege~ van ~e onverkwikkelijkheden, 

en besluit met behulp van simulatie uit t~ zoek¢n wie van zijn ooms de 

meest lucratieve richtlijn heeft bedacht.:Wij zUJ.len hem hierin volgen. 

Allereerst bepalen, wij het tijdstip waarop wij iedere keer de toesta.nd 
i 

van het systeem bekijken en wel 's ochtends tegen 7 uur voorda.t het 

aanbod van vrachten bekend wordt. We gaan vervolgens voor de drie 

strategieen (= richtiijnen) de overgangskansen, 1 dat zijn de kansen 

op een vaart van een vertrekplaats naar een bestemming, bepalen (ga 
"' 

dat na). 
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Pieter: A B C 

A 3/8 5/8 0 

B 5/8 3/8 0 

C 0 0 0 

Dirk: A B C 

A 1/8 5/8 1/4 

B 5/8 1/4 1/8 

C 1/3 1/6 1/2 ' 

Thijs: A B C 

A .1 /8 1/2 3/8 

B 1/2 1/4 1/4 

C 1/6 1/3 1/2 

Nemen we de strategie van Thijs dan kan ~en zi~h voorstellen, dat een, 

simulatie van het beslissingsproces als .Jolgt ,;erloopt: start in A en 

trek een aselect getal y; is O < y < 0,125 dan blijft de Trijntje 

Jacoba die dag in'A, is 0,125 ~Y < 0,625 dan vaart ze naar Ben is 

0,625 5,_y < 1 dan vaart ze naar C. In de bestemmingsplaats op de eerste 

dag (toestand van het systeem) wordt weer, een alselect getal getrokken 

en de volgende bestemming bepaald, enzovdort. Met behulp van een reken­

automaat wordt dit in versneld tempo gedaan en ikunnen we over een groot 
' 

aantal dagen een beeld krijgen van het besliss~ngsproces. Een aspect 

van simulatieproblemen, waar we bij dit voorbeeld niet mee te maken 

hebben, dat echter bij de simulatie van andere 1systemen w~~ van belang 

kan zijn, is de invloed van de gekozen begintoestand. Wannee .. · men wil 
: 

bereiken dat de (aselect getrokken) toestanden in een simulatieb~rie: 

onafhankelijk zijn van de begintoestand, :dan l~at men in de regel 1...;e 

serie voorafgaan door een inloop. Een inloop is een beginstuk van een· 
! 

simulatie, dat men buiten beschouwing laat bij :de berekening van het 

resultaat. Overigens is het verstandig geen zeldzame toestanden als 
Lo 
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begintoestand te kiezen. Een globaal stroomschema van de te volgen 

. procedure is hieronder geschets~(ter illustrat~e met een inloop van j 

dagen; lengte vanide simulatieserie N dagen). 

I 

ligplaats: = A 
winst: = 0 
vaardagen: = 0 

trek een aselect 
getal yen bepaal 
de bestemming 
volgens de ge­
bruikte strategie 

vaardagen: = . 
vaarda en + 1 · 

vaardagen > j 

a 
winst: = winst + 
+ vaarwinst 

:nee 

gem. winst: = 
winst/(vaarda en-·): 

ligplaats: = bestemm.ing 

vaardagen < N 
·nee 

ja 

i 
In tabel 2.3 zij een drietal simulatieseries weergegeven - voor iedere 

strategie een - van 5000 trekkingen (vaa~dagen), die, om vergelijking 

goed mogelijk te maken, voor iedere serie deze~fde zijn. 
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De exacte resultaten (gemiddelde winsten) zijn': voor Pieter 0.875, 

voor Di~k 1,467 en voor Thijs 1,450. Zoals men, ziet is nog wel enige 

afwijking te constateren. 

Tabel 2.3 

gemiddelde wins} 

vaardagen . stra~egie Pieter strategie Dirk; strategie Thij s 

20 
I 1,400 1,450 : 1,150 

40 0,950 1,350 1,175 
60 0.900 1,383 0,867 
80 1,063 1,200 : 0,950 , 

100 1,010 1,350 1,080 
200 0,965 1,655 ' 1,255 
400 0,920 1,~83 ' 1,263 
600 0,900 1,568 1,263 
Boo 0,909 1,493 

i 
1,369 : 

1000 : 0,944 1,421 1,386 
1800 0,927 1,506 1,377 
2600 0,910 1,477 1,403 
3400 0,903 1,482 1,417 
4200 0,916 1,498 I 1,410 
5000 0,928 1,490 I 1,400 

j 

: I ' 

Reeds lang heeft men naar methoden gezocht om de nauwkcttrigheid. van 

simulatieresultaten (gemiddelden), gemeten aan:hun varic.1ties, te 

verbeteren,zonder dat dit noodzakelijk gepaard:gaat met ~en, mogelijk 

·tot astronomische bedragen, oplopend aantal veteiste trek\1.ngen. Deze · 
• 

methoden staan bekend onder de naam variantie~reduktie tech •. ~~ken of 
' 

Monte Carlo technieken. Wij zullen die h~er niet behandelen, db,~toe 

zij verwezen naar de literatuur die op dit gebied bestaa.t; we noe:n.-., 

echter een van die methoden: 

Antithetische variabelen; men kan hierbiJ als volgt te werk gaan: 

eerst wordt een beslissingsproces op de gebruikelijke wijze gesimuleerd, 

en de aselecte getallen y. worden onthouden. nJarna wordt de simulati~ 
. l . . . . * 

van het proces herhaald, echter nu met de asel~cte getallen yi = (1-yi). 
I ' 

Het gemiddelde resultaat van beide series samert geeft nu het eind-

resultaat. 
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2,3, Werken en wachten. 

In de vorige paragrafen hebben we eerst een systeem ("hoedencollectie") 

ontmoet, waarbij een trekking van een aselect getal voldoende was om 

het tijdstip te bepalen, waarop de toestand van '.het systeem veranderde 

en d.aarna een ("scheepvaartbedrijf"), waar de veranderingen op equi­

distante tijdstippen plaatsvonden. Simulatie is in deze gevallen een­

voudig uit te voeren en er is weinig verwarring'omtrent de tijdstippen 

mogelijk. Wij zullen nu echter gevallen bespreken, waarin meerdere 

activiteiten (voorgesteld door trekkingen) het ~ijdstip bepaien, waar­

op de toestand van het systeem zich wijzigt. veJ1 van dit soort pro­

blemen liggen op het terrein van de wachttijdtheorie. Aan de hand van 

een voorbeeld lichten we een en and.er toe. 

i 
In het havenplaatsje Zeed.orp heeft men voor het1lossen (en overladen) 

van graanschepen e~n elevator in gebruik. Onregt::lmatig komen zeeschepen 

de haven binnen en moeten d.an gelost word.en. De :elevator kan bij de 

aankomst van een schip echter bezet zijn, met g~volg dat zich een rij 

wachtende schepen vormt. Men wil nu nagaan wat de gemiddelde (ver­

wachte) wachttijd van een schip is. 

' 

We nemen aan dat utt een waarneming is gebleken ;a.at het aankomstinter-

val t , dat is de tijd, die verstrijkt tu~sen twee opeenvolgengende 
-a 

aankomsten, expone~tieel verdeeld is met parame~er A 

-At 
le 

Zoals gezegd, de elevator kan "bezet" of llvrij" lzijn. Zodra hij bezet 

raakt wordt een trcikking verricht voor de lostij;d i 1_~ waarvan de ver­

deling bekend is~ 

De toestand van het systeem wordt weergegeven door de lengte van de rij 
• I 

wachtende' schepen (r). Om nu goed_ te kunne,n wer~en met de mechanismen, 
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die de tijdstippen van de toestandsverandering bepalen, voeren we het 

begrip klok in*). Een klok is een(theoretisc~) mechanisme, waarvan 

de werking goed te vergelijken is met die van een gewone wekker. Bij 

de oplossing van bovenstaand voorbeeld maken w.e gebruik van een klok 

die de gesimulee:tjde tijd aangeeft en vani twee :11wekkers": een voor de 

aankomsttijd en een voor de lostijd. Ste~ dat pp een zeker moment de 

volgende situatie zich voordoet: 

( 1 ) de aankomsttijdwekker is juist afgelopen; jd.w.z. er is een schip 

aangekomen; : 

(2) de klok staa"Q op 540 (minuten); 

(3) de lostijdwekk.er loopt op 552 af; 

(4) de rij wachtende schepen (r) is 3 schepen 1lang (incl. het nieuw 

aangekomen schip en het schip dat gelost -wiordt) • 

Het eerste wat we nu moeten doen is een trekki:ng verrichten ui t de ·ex­

ponentiele verde:Jiing voor een nieuwe aankomst~ijd. Laat gegeven ziJn 

>.. = 1 (d.w.z. he~ verwachte aantal binnenvarende schepen is 1 per 

uur), een een aselect getal (0,118), dan krijgen we voor het nieuwe 

aankomstinterval t = 2,15 u. ofwel 129 min. en de aankomsttijdwekker a I 

loopt nu wwer af op 540 + 129 = 669. Het; eerstivolgende tijdstip, waal'-

op een wijziging in de toestand van het ~ystee,m optreedt is 552: het 
I 

lessen van het eerste schip uit de wachtrij is beeindigd en ziJn plaats 
' . I 

kan woraen ,ingen~men door het tweede schip·uiti de rij. We trekken dan 

een nieuwe lostiJd; laat dat 50 min. zijn. We kunnen een. overzichte-
1 

lijk beeld van deze simulatie verkrijgen door 1de gege•rens in tabel-

vorm op te schrijven: 

*) bij de meeste simulatievraagstukken maakt men gebruik van een klok, 
zij het dan niet altijd expliciet, zo~ls hfer. ,, 
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klok 
chronologische elevator*) rijlengte toelichting 

lijst ' ' 
540 L = 552, A:= 669 bezet 3 L = lostijd-

552 L: = 602; A= 669 bezet 2: wekker 

602 A = 669, :L: = 670 bezet 1 i A= aankomst-

669 L = 670, ;A: = 750 bezet 2· I tijdwekker 

670 L: = 738• A= 750 bezet 1 = betekent: 

738 A= 750 vrij 0 hiervoor is 

750 L: = 812, A:= 827 bezet 1 ' aselect 
I 

getrokken. 

etc. 

In de chronologische lijst staan in chronologische volgorde de "afloop-
1 

tijden" van de wekker vermeld. De klok wordt t~lkens verzet naar deaf-

looptijd van de eerste wekker op de chronologische lijst. Om nu de ge­

middelde wachttij~ na te gaan, moet aantekening worden gehouden van: 
' ' 

(1) het totaal aantal aangekomen schepen; 

(2) de totale wachttijd van die schepen. 
I ' 

Men kan dit doen door een tweetal kolomm~n aan 1de bovenstaande 

toe te voegen waarin deze gegevens vermeid worden. 
l . 

tabel 

*) Deze kolom kan gemist worden: de rijlengte geeft de toestand van 
de e)J;lvator reeds aan. 
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2.1. Gegeven zijn de aselecte getallen y.~ 0,503; 0,309; 0 9765; 0,437; 
l. 

0 9912; o,837; 0,058; 0,561; 0,272; 10,519~ Bepaal m.b.v. deze ge-

tallen aselecte trekkingen uit: 

a) de discrete verdeling met de volgende'kansen 

P(~=O) = 0,1; P(~=2) = 0,3; P(x=4) = 9,2; P(~5) = 0,1; 
1 

P(~=7) = 0,3; 

b) de waarnemingen: 15, 33, 45, 2ij, 36, ~3, 26, 22, 32, 30, 

33, 45, 18, 23, 40, 38, 27, 25,: 18, 22; 
. : I 

c.) de logarithmen van de getallen (1-y.)'zijn resp. (~) 
l. ' 

- 0,304;: - 0,161; - 0,628; - o,~49; -· 1,056; - 0,788; 

- 0,026;' - 0,358; - 0,102; - 0,318. Bepaal met behulp 

hiervan ~selecte trekkingen uit' de exponentiele:;ver-
' I 

deling ~t A= 3. 

2.2. Een autohandelaar, die alleen zeer exclusieve auto's van het merk 

"Starlight"; verkoopt, heeft in zijn showroom (en verder nergem:) 

ruimte voor 5 van die .auto's. De handelafµ' kan iedere week op 

maand~g bij de fabriek bestellingen doen~ het gevraagde aantal 

auto's wordt dan de volgende week's maandagsochtends vroeg bij 

hem afgeleverd. D~ wekelijkse vraag naar:deze auto's is bekend 
i .,. 

eQ als volgt verdeeld: 
I 
I 

P(!_=O) =,0,3 P(V=1) = 0,2 P(y_=2) = 0,2 

P(y_=3) =: o, 1 P(!_=4) = 0~ 1 •'(y_=5) = 0, 1 

De inkooppolitiek is als volgt: "is de voorraad klt:::..,er "'-"'U 3 

auto's, dan·aanvullen tot 5. 11 

Gevraagd wordt nu de ontwikkeling in de ~oestand van het systee~ 

na te bootsen: 

a) in:geval geen nalevering mogelijk is,ien geen noodinkopen ge­

daan kunnen worden; 
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b) in geval nalevering wel mogelijk is, maar geen noodinkopen ge­

aaan kunnen' worden. 

De volgende aselecte 

o,496; 0,556; 0,389; 
0,093; 0!193; o,667; 
0,288. 

getallen kunnen gebruift worden: 0,139; 
0,216; 0,052; o,7oo;"i:0~654; o,355; o_,510; 

l 

0,100; 0,851; 0,056; 0~886; o,478; 0,158; 

I • 

2.3. De Eerste Amsterdamse Aardolie Mij. {EAAM): gaat een grote serie 

proef'boringen verrichten. De daarbij te gebfuiken boor heeft een 

beperkte leven~duur. De prijs van een 1 nieuwr boor bedraagt 

f 20.000,-. Wa,nneer tijdens een boring een boor breekt moet deze . ' . 
worden vervangen door een nieuwe en d}t bre~gt - wegens stagnatie, 

etc. - e~ra kpsten met zich mee ten bed.rag~ van f 60.000,-. 
Tijdens een boring kan hoogstens eenm~al ee~ boor breken; de ver- i 

vangende boor blijrt heel gedurende het resterende deel van die 

boring. De leeftijd van een boor is gelijk aan het aantal (geheel . I 
of gedeeltelijk) overleefde proef'boringen (~an het einde van een 

boring w~arbij een boor vervangen is heeft ae vervangende boor 

dus leeftijd t). In onderstaande tabe;L wordt de kans op boorbreuk 
' 

gegeven voor d,e verschillende leeftij~en va~ een boor. 

I 

,leeftijd kans op boorbreuk bij 
: ... eerstvolgend~ boring 

: 0 1/16; I 

1 1/8 . I 
I 

I 2 1/2 I 

i 3 1 ! 
-·---

.Bij de eerste .proefboring begint men met .. ee~· nieuwe boor. Bij alle 

daarop volgende boringen vraagt men zich ar;or het verstandig is 

om ook dan met een nieuwe boor te beginnen.; 

Gevraagd wordt, de volgende strategiee~ m.b.v. simulatie te ver-

gel;i.jken. 1 
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a) iedere 2 jaar oude boor 
I 

nieuwe door een vervangen; 

b) iedere 3. jaar oude boor door een nieuwe vervangen. 

Gegeven zijn de volgende aselect·e getallen: 0,042; 0,843; 0,494; 
I 

0,522; o,426; 0,964; o,453; 0,582; 0,946, 0,066; 0,172; 0,613; 

o,461; 0,247; o,472; 0,985; 0,252; o,470i; o,888; 0,609. 

2.4. Vervolg op 2,3: pas op de vorige opgave de methode der antithetische 

variabelen toe. 

2.5. Voor een zeker artikel is hieronder de vbrdeling van de dage1ijkse 

vraag gegev:en: 

. 

?'-· 

gevraagd I I 

aantal a 0 1 2 3 4 i 5 6 

P(2.=a) 1 /4 1 /4 1/8 1/8 · 1 /16 
I 
. 1/16 1./ 16 
I 

' De winkelier, die dit artikel verkoopt, kan iedere 

en het bestelde aantal wordt enige• dagen1 later (de 
I 

geleverd. De verdeling van de levertijd is gegeven. 
I 

levertijd 1 ' ' 
in dagen P(.J:.=l) 

1 ' 1/4 

2 1/2 

3 ! 1/~ 
' i 

Vergelijk de volgende twee inkooppolitieken m.b.v. 
' 

a) aanvullen tot 9 als de 
I 

6 voorraad minder dan is; 
' b) aanvullen tot 7 als de voorraad:mindet' dan 4 is. 

7 

1/16 

dag bijbestellen, 

' levertijd 1) af-

simulatie. 

Aan het voorraadhouden zijn kosten verbonden, en wel f 2.50 per 

stuk per dag over de voorraad aan het einde van van een dag. 

Voorts zijn er bestelkosten J 5,- per bestelling. De kosten van 

neen-verkoop bedragen f 10.- per stuk. 
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: 
I 

Gegeven zijn de aselecte getallen: 0,012; o ,\868; o,669; 0,345; 
0,384; 0, 162; 

I 

0,336; 0,961; 0,530; 0,094; 0,937; 0,397; 0,226; 

0,970; O, 104; 0,153; 0,288; 0,913; 0,315; o,!830; 0,220; 0,151; 

0,302; 0,512; 0,993. 
I 

2.6. Een klein postkantoor heeft twee loketten; bij beide kon men in 
, I 

het verleden voor alle gebruikelijke verrichtingen terecht. Sinds 
. I 

kort is dat echter veranderd. De beheerder van het postkantoor 
I I 

heeft namelijk ·een week geleden, op aandran~ van beide lokettisten, 

besloten, dat ~anaf die datum aan een yan de: twee loketten alleen 

geldzaken (als spaarbank- en girobetalingen)' behandeld mogen 
I • 

worden. Aan het andere loket mogen geen gel~zaken ter behandeling 

aangenomen worden. Het tijdsinterval tµssen ~e aankomsten van 
. ' 

twee, na elkaa~, binnenkomende klanten is exponentieel verdeeld 

met A= 1/2. De kans, dat een binnenkomende ~lant een geldelijke 

transactie wenst te verrichten bedraagt 1/4.! De helptijden h (in 

minuten)zijn als volgt verdeeld: 

h 1/2 1 3/2 2 5/2 i 3 7/2 4 
' ! 

P(h Sh) 6 o. o, 1 0,3 0,5 i o,8 0,9 1 
! voor geldzaken ! I 

P(h Sh) 0,1 0,3 0,5 o,6 0,75: 0,9 1 1 
voor overige 
verriphtingE:ln 

I 

Gevraagd wordt ~.b.v. simulatie de gemiddeld~ wachttijd en help­

tijd te berekenen in de oude en in de nieuwe: situatie (maak daar­

bij de nodige veronderstellingen omtrent het: aankomstpatroon). 

Neem hiervoor een serie van 20 klanten. 

. I 

. ! 

.. 
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3. EEN-STAPSBESLISSINGSPROBLEMEN 1; ENKELE VOORBEELDEN. 

Wij zullen in dit .hoofdstuk aan de hand van een, aantal voorbeelden het 

oplossen demonstreren van eenvoudige een-stapsbeslissingsproblemen, · 

waarbij geen gebruik gemaakt wordt van specialelwiskundige technieken. 

Juist omdat geen speciale technieken gebruikt worden komt bij deze 

oplossingen de nadruk te liggen op de modelvorming. 
I 

Voorbeeld 3.1 

Een fabriek heeft voor een speciale opdracht eef grote hoeveelheid enta­

bogeen nodig. Ent~bogeen kan ter plaatse pp elk
1 
tijdstip worden inge­

kocht in iedere g~enste hoeveelheid a f., 5000,1- per kilo. Men kan 

ook jaarlijks op 1/ juli entabogeen inkopen in C~ntraal Afrika en deze 

per boot laten ve~zenden naar de fabriek •. Indien men een hoeveelheid 

van x kg. inkoopt,. dan komen de totale kosten (in guldens), inclusief 
! . 

vervoer, op I 

3000x + 2ox2 

(De verklaring van deze formule luidt als! volgt1
: verspreid over grote 

I . 
gebieden wordt entabogeen in kleine hoeveelhedeh gevonden. Grote 

hoeveelheden kunnen slechts ten koste van veel jnspanning worden 

kregen. Vandaar dat de gemiddelde inkoopkosten per eenheid 3000 + 

monotoon toenemen 
1
a1s functie van de omva.pg x $n de bestelling}. 
: 

Verder is gegeven idat '. 
! 

a) de faDriek het :benodigde geld moet lenen a 8% per jaar; 

' ver-

20x 

b) · met het werk d:tlrect na aankomst van de- grondstof:fen ui t Afrika 

wordt begonnen; 

c) het werk 9 maanden zal duren; 

d) het verbruik van entabogeen constant zal zijh en dat men in totaal 

60 kg. nodig heeft; 

e) de opdrac_htgever zal betalen zodra het' projept wordt opgeleverd. 

Gevraagd: "Hoeveel kg. entabogeen moet in Af'rika en hoeveel moet ter 

plaatse worden ingekocht?" 



1 
X 

-;/ 60-x 
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voorraad 
entabogeen 
uit Afrika 

70 

fig. 3. 1 

I , 60/80 
✓ 
' 

Ontwikkeling in de toestand :"an hep systeem. 

Oplossing. 

tijd---, 

In di t probleem zullen wij aannemen dat de toestand van het sys teem ' 

gegeven wor4t door de volgende twee toestandsgrootheden: 

1) de hoeveeJ.heid entabogeen uit Afrika nog in yoorraad, en 

2) de hoeveelheid entabogeen reeds gekocht op de plaatselijke markt 

De toestandsruimt ~ is dus een twee-dimensionale ruimte. 

Als de beslissing ~ de in Afrika te kopen hoeveelheid entabogeen voorstelt 

en als in Nederland slechts entabogeen wordt in~ekocht voor onmiddellijk 

gebruik (geen voor~aadvorming), dan wordt in fig. 3.1 de ontwikkeling 

in de toestand van: het systeem aangegeven. 

De toetekennen waardering aan deze ontwikkeling van het systeem (in­

clusief beslissingskosten) wordt gevormd door: 

1) inkoopkosten 3000x + 20x2 (Afrika) 

+ (60 - x) i5000 (N~derland} 
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2) rente 

a) te betalen aan de bank wegens de financiering van de in Afrika 
I 

ingekochte hoeveelheid entabogeen 
' 2 I (60/80). 0,08. (3000x + 20x) ; · 

(tijd) (rente) 

b) te betalen aan de bank wegens de financiering van de continue 

ink.cop van entabogeen in Holland (zie fig. 3,1 en de toelichting). 

( 1/2). ( (60 - x)/80) .0,08 • (60 -ix) • 5000. 
I 

Wij zullen nu de renteberekening in punt:2b nader toelichten. · 

T 
In Nederland 
ingekochte 
entabogeen 

X 

Bo 

.1 I 

fig. 3.2 

De r~nten verschuldigd over de perioden met lexigten 6t worden in ··.:-l.'stt. 

benadering gegeve~ door 

0,08 

I 

. At . y. • 5000 
J. I 

, (rente; tijd; hoeveelheid; prijs) 

of in andere woorden door 0,08. 5000 maal het oppervlak van het bij­

behorende gearceerde gebied. Men kan nu eenvoudig inzien dat de rente 

over het gehele tijdsinterval (x/80, 60/80) ge,even wordt door 0,08. 5000 

maal het oppervlak van het gestippelde gebied,\en dus door 

(1/2).((60 - x)/80). (60 - x) • o,o~. 5000. 

': 
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De toetekennen waardering wordt nu gelijk gekozen aan de totale kosten 

(1 + (9/12);. 0,08)(3000:ic + 20x2) + ((1 + (1/2L((60 - x)/80).0,08) • 

• ( 60 - X) I• 5000 = 

= 23,7(x - 144,7257) 2 + 261590,7987. 

Het criterium voor de optimale beslissing, de 

nu gegeven door 
' ' 

2 
y(S0 ; x) = 23,7(x - 44,7257) + 261590,7987 

i 
i 

I 
x-runctie y(S0 ;: i), wordt 

' Men kan eenvoudig n~gaan dat y(S0 ; x) minimaal is, wanneer x gelijk 

gekozen wordt aan 4i4, 7257. 

Veronderstel nu dat. men in Afrika alleen partije~ kan inkopen welk~ 

groter dan of. gelij~ aan 50 kg. zijn. De v~rza.meling van toegelaten 
I 

beslissingen x(s0 ) bestaat dan uit de volgende b~slissingen: 

x = 0 en x > 50 i 
l · 2 

Uit de critertumfunctie volgt, dat, vanwege de tfrm 23,7(x - 44,7257) , 

de keuze moet, valler op die toegelaten waarde va~ x welke het minst 
, i I 

"ver" van 44,7257 verwijderd is. Bijgevolg wordt onder deze bijvoorwaarde 
' ' de optimale beslissing gegeven door x = 50~ 

Voorbeeld 3,2 

Dit voorbeeld is eeµ iets vereenvoudigde versie van het vierde voorbeeld 

uit hoofdstuk 1 (par. 1.3). 

Een inkop~r van een:speciaalzaak in da.meshoedjeslgaat alleen dit najaar 
I 

naar Parijs om hoedjes van een type te bestellenl Deze hoedjes worden · 

het volgende voorjaar tussen 1 februari en 1 jul~ in de normale verkoop 

gebracht. Tij~ens de uitverkoop (1 - 15 juli) wo~den de hoedjes tegen 

een sterk gereduceerde prijs aangeboden. De erv~ing leert dat alle 
' I 

restanten op de eerste dag van de uitverkoop kuruien worden opgeruimd. 
I 
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In dit najaar moet de inkoper dus beslissen hoeveel hoedjes hij zai 

bestellen. Zijn keuze zal a:f'hangen van de volgende gegevens: 

a) de inkoopkosten: ~(x) voor een partij van de. omvang x; 

b) de verkoopprijs in de .normale verkoop: a 1 pet hoedje; 

c) de verko9pprij s in de ui tverkoop: .a2 per hoe~ e; · 

d) de voorraadkosten: b voor ieder hoedje, dat ~en geheel seizoen 
I I 

in de voorraad is (wij denken hierbij in de ~erste plaats niet 
I -

aan rentederving, maar aan huur voorraa.druim.te, enz.); 
' I I ' 

e) de schade aan good-will, welke het modehuis door "neen-verkoop" 

lijdt: c per hoedje; 

f) de kansverdeling van de vraag y, die g~geven: wordt door de (continue) 

verdelingsdichtheid f{v). 
I : I 

De verdelingsdichtheid f(v) geeft uiteraard een benadering van de werke-
. i 

lijke vraagverdeling, die discreet is. 

Oplossing. 1 

I 

Lat en wij ons beperken tot een toestandsgroothe'.id en wel die, welke 

aangeeft ho~veel hoedjes van het bewuste type nbg in voorraad zijn. 
, I 

Uitgaande v~ de modelveronderstelling dat de !aag geli~kmatig over 

de periode 1 februari - 1 juli is verspreid zuJUen wij dt volgende , 
1 , i 

twee alterna.tieve •mogelijkheden aan een beschouwing onder.•~rpen: 
I i ! 

1) In de behoefte ;kan door de voorraad wo;:den voorzien (v <-,tl• 

Als de vraag naar 1hoedjes in de periode 1l :febru;ari - 1 juli , ~ecL.·•,.,.gt~ 

dan wordt de ontw~kkeling in de toestand ;van het systeem aangegev.:-·, i. 

I fig. 3.3\ 

voorraa.d 

X 

x-v 

,, 1 
feb fig. 3.3 

I 1 15 
juli 

I . , 

I V !, X 

tijd 

Ontwikkeling in de toestand van het systeem 
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Indien wij de voorraadkosten voor de uitverkoop-periode verwaarlozen 

en indien wij de voorraadkosten steeds berekenen over de restant­

voorraad, dan zijn de kosten evenredig met het oppervlak van het ge­

arceerde gebied (vgl. ook fig. 3,2 met toelichting); dit is 

(x + (x - v))/2, als de lengte van de periode 1 februari - 1 juli gelijk 

aan 1 gekozen wordt. Derhalve worden de voorraadkosten gegeven door 

b. (x + (x - v))/2 = (x-v/2) • b. 

De inkoopkosten bedragen t(x), terwijl de inkonisten gegeven worden 

door 
: a, v + a2 ( x - v) • 

Wij kunnen derhalve aan deze realisering 'van de ontwikkeling in de 

toestand van het fiysteem de volgende waardering (winst) toekennen 

! a 1v + a2(x - v) - t(x) - (i~ v/2)b. 

2) In de behoefte kan niet door de voorraad worden voorzien_(v > x). 
Als de. vraa~ naar hoedj es in de periode 1 februari - 1 juli wederom 

v bedraagt, :dan wordt) de ontwikkeling in de toestand van het systeem 
I 

aangegeven 1n fig. 3. 4. 1 

X 

x-v 

tijd 

jul~ 

(y-x = neen-verkoop) 

fig. 3.4 

I 
Ontwikkeling in de toestand van het systeem. 
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De voorraad.kosten zijn ook nu evenredig met het oppervlak van het ge­

arceerde gebied; d~t is (1/2) • x. (x/v) = x2/2v. Bijgevolg worden 

de voorraad.kosten ~egeven door bx2/2v. De inkoopkosten bedragen 
I 

qi(x), terwijl het verlies aan good-will gegeven;wordt door c(v - x). 

Voor de inkomsten vinden wij a 1x. 

Wij kunnen derhalve aan deze realisering van de,ontwikkeling in de 

toestand van het systeem de volgende waarderingi (winst) toekennen 

• a 1x - qi(x) - bx2/2v - c(v - x). 

Samenvattende: als de vraag naar hoedjes in de periode 1 februari - 1 juli 
i 

v bedraagt dan wor~t de toe te kennen wa.a.tderin~ aan een realisering 

van de ontwikkelin~ in de toestand van he~ syst~em gegeven door 

a 1v t a2(x - v) - qi(x) - (x;- v/2}b, als v < x 

a 1x ~ qi(x) - bx2/2v - c(v -•x}, als v > x 
I 

Aangezien de vraagi~ stochastisch is, is ook de:ontwikkeling in de 

toestand van het srsteem van te voren niet bekend. Het ligt voor de 

hand om aan deze stochastische ontwikkeli~g de ~erwachting van de 

winst als waardering toe te kennen. Wij vinden dan voor de waardering 
I ' 

X 

f {a1v + a2(x - v) - qi(x) - b(x -:v/2)} f(v)dv + 

0 

00 I ' 2 • 
+ ka1x - qi(x) - bx /2v - 6(v - i)} f(v)dv. 

' l X 

Het kriterium voor• de optima.le beslissingiwordt'.nu gegeven door 

X 

y(S-0; x) = J {anv + a2(x - v) - qi(x) -:b(x -,v/2)} f(v)dv + 

0 

00 

2 . i 

{ax - qi(x) - bx /2v - c(v - x)} f(v)dv = 
~ I : 

X 
' 00 

= a2x - qi(x) - bx+ (a1 - a2 + ~)"fu 7 f {~v x2 + 

X 

. b ' + (a2 - a 1 - b - c)x + (a1 - a2 + 2 t c)v} f(v)dv. 

\ 
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Het wiskundige optimum-probleem luidt nu: "Bepaal het maximum van 

y(S0 ; x)". 

Met behulp van de differentiaalrekening kan men aantonen dat voor de 

gezochte waarde van x meet gelden 

= o. 

of a2 - b + J (a1 + c - bx/v - a2 + b) f(v)dv t ~1 (x) = 0, 

X 

I Van het bovenstaande resultaat zullen wij thans een concrete toepassing 
I ' • 

bespreken. Wij gaari ui t van de volgende gegevensi: 
I • : I 

a) de inkoopprijs ~an een hoedJe bedraagt f, 30,~-, m.a.w. ~(x) = 30x; 
b) de verkoopprijs in de normale verkoop bedraagt f, 50,--, m.a.w. 

a 1 = 50; , 
c) de verkoopprijs ,in de uitverkoop is f. 20,--,, m.a.w. a2 =·20; 

d) de voorraadkost~n bedragen f. 5,-- per seizoen per hoedje, dus 

b = 5; 
! 

e) het verlies c aan good-will voor ieder hoedje te weinig in voorraad, 

wordt achtereenvolgens getaxeerd op 0, 5, 10,' 15, 20, 25 en 30 gulden; 
' f) de kansverdeling van de vraag wordt gegeven door de gammaverdeling 

f(v) = (0,02) 2 ve-0,02v 

(de verwachte 
i 

Vl,'aag is dus 100 hoedj es )i,. 
I 

dy(SO; ~) I 

Substitueren we deze gegevens in = 0: 
dx 

co co 

X X 

Na enig rekenwerk gaat dit over in 

(o,6 + 0,02c)xe-0,02x + (35 + c)e-0,02x= 15. 

i 
Indien wij deze vergelijking oplossen naar de bestelgrootte.x, dan 

vinden wij het in tabel 3,1 vermelde resultaat. 
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ta.bel 3. 1 

I 
Invloed van het verlies. aan good-will 

' I 
op de optima.le bestelp:oott~ 

:verlies a.an· good-will optima.le 
in guldens : bestelgrootte 

' ' 0 8~ 
' ' 5 9p 
I 

10 10~ 

15 111 
20 12~ 

25 13p 
I 

I 
30 136 ' 

I ! 

Voorbeeld 3.3 

In dit la.a.tste vQorbeeld behandelen we een propleem dat zowel op de 

hieronder aa.ngeg~ven wijze ka.n worden opgelost; a.ls m.b.v. dynamische 

progra.mmering ( zi1e het eerste hoofdstuk jj.a.t da~aan gewijd is). Het ' 
' ' ' ' 

wordt nu a.an de lezer overgela.ten de opvolgend~ stappen in de model-
' I . I I ' 

vorming en de oplossing te onderscheiden. 

i 

Een chemische industrie heeft een contract a.fg~sloten met een van ziJn 

clienten. In het contra.ct staat, dat a) de fabfiek zich ve•. 9licht tot 

levering van: d1 ~g. a.baraa.t op 1 februa.ri a.sl" 

en daaropvolgend ~2 kg. abaraa.t op 1 maaft, enl d3_ kg. abaraat ~~ 1 april; 
. , I 
: b) ke fabriek op de hierbov,,~, 

genoemde tijdstippen ook het duurdere benesol mag leveren, ma.ar d8.l1 
' 

tegen de v6or a.bare.at va.stgestelde prijs. 
• I 

Benesol is altijd in voorra.a.d, maar a.bare.at za.l specie.al voor de client 

moeten worden ge~briceerd. Het produkti~nivea.~ van a.bare.at kan alleen 

· a.an het begin 1a.n iedere ma.and worden veranderd, Elke verandering van 
I 

het produktie1.·.veau brengt kosten met zich mee', Wordt het produktie-
' 

nive~u omgesc'ukeld van P' na.a.r P' ', dan worde~ de bijbehorende kosten 

gegeven door 
a (P' - P' '>2. 1 
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Op de afleveringstijdstippen kunnen zich nu de volgende situaties 

voordoen: 

1) de vraag naar abaraat is groter dan de aanwezige hoeveelheid. 
j 

Dit betekent dat het duurdere benesol voor het verschil van V tussen 
l 

de gevraagde en de aanwezige hoeveelheid moet worden bijgeleverd. 

2) de vraag naar abaraat is kleiner dan de aanwezige hoeveelheid. 
I 

Er blijft dus een hoeveelheid abaraat, ter grootte van het verschil 
• • I -V tussen gevraagde en aanwezige hoeveelheid, over. 

Als de vraag en de produktie niet aan elkaar ge+ijk zijn, dan zullen 

er extra kosten gemaakt worden. In si tuatie 1 ) vtorden deze extra kosten 
I 

veroorzaakt door de aflevering van het duurdere;benesol, terwijl in 

situatie 2) door de beperkte houdbaarheid'van a.bare.at het restant·moet 
I 

worden vernietigd.,Aangenomen wordt nu dat de kosten in beide situaties 

kunnen worden weergegeven door een kostenfunctie 

I 

Gevraagd: een produktieprogramma op te stellen,\waarvoor de extra 

kosten minimaal zijn. Het produktieniveau van a~araat op 1 januari 
I 

is gelijk aan nul. 

Oplossing. 

We nemen a.ls beslissingsvariabelen de pro~uktiefiveau's 

januari, februari ~n mas.rt, stellen die r~sp. x1, x2 en 

de optimale beslis~ingsvector (x~, x;, x;j, 
De totale kosten ( "waarde:ring") bedragen : 

• 2 · 2 )2' a1(x1 - a) + a2 (x 11 - d 1 ) + a1(x1 - x2 1
+ 

I 2 2 I 

+ a1 (x2 - x3 ) + a2(x3 - d3 ) ; 

in de maanden 

x3 en bepa.len 

als we de beslissing x = (x1 , x2 , x 3 ) nemen. Di~ is nu onze criterium­

functie y(S0 ; x) = y(s0 ; (x1, x2 , x3)). Met behUlp van de differentiaal­

rekening kan worden aangetoond dat deze (kwadratische) functie 
I 

y(S0 ; x) slechts een uiterste waarde heeft en w¢1 een minimum. We 

vinden dit minimum door de partiele afgeleiden i 

f~
1 
(x1 , x2 , x 3 ), f~

2
(x1 , 

alle gelijk a.annul te stellen. 

x2 , x3 ) en rf
3
(x1, x2 , x3 ) 

; 
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Dit leidt tot de volgende betrekkingen 

f' = 2a1x1 + 2a2(x1 - d1) + 2a1(x1 - x2 ) = 6 
x, 

f' = -2a1 (x1 - X ) + 2a2(x2 - d2) + 2a1(x1 - x I) = 0 
x2 2 2 

I 
f' = -2a1 ( x2 - x3~ + 2a2(x3 - d3) = o. 

X3 

Dit stelsel vergelijkingen laat zich op eenvoudige wijze omvormen tot 

(2a1 + a2)x1 
I 

- a1x2 =,a2d1 
- a X + 1 1 

(2a1: + a2)x2 - a 1x3 = a2d2 ( 3. 1) 

- a1x2 + (a, + a2)x3 =·a2d3 

I 

en hieruit zijn x1, x2 , en x3 als functies van ~1, a2, en d1, d2, ~ 

op te losse~. Nemen we nu aan dat a1 en a2 resp!. de waarden 2 en 3 

hebben dan worden de vergelijkingen ( 3; 1) ·: a.ls· v~lgt 

,x, - 2x 1: 3d1 2 I 
' 

- 2x 1 + ,x -2 2x ;= 3, 3d2 
- 2x + 2 5x = 3 3d3 

en de oplossing hiervan luidt 

3f. (93d1 + 30d2 + 12d3)/197 X = 1 

* (30d1 +105d2 + 42d3}/197 X = 2 
K· 

X = 3 
( 12d1 + 42d2 + 135d3)/197 

• I 

waarmee we op optimale waarden van x1, x2 en x3 gevonden heP,en. 

' 

Substitueren we de optima.le waarden in y(S0 ; x), dan vinden Wt. •roor de 
I 

minimale kosten 

(61464/38809)d~ + (54372/38809)d; + (36645/38869)d~ + 
I 

- (35460/38809)d1d2 - (14184/38809)d1d3 , (496~4/38809)d2d3• 

De totale produk.tie bedraagt dus 
I 

x~ + x; + x; = :(_135d1 + 177d2 + 189d3)/197 .(: d1 + d2 + d3 , 
, l 

•· I 

wa.a.ruit volgt dat de totale produk.tie kleiner is dan de totale vra.ag. 

~ 



Bo 

Tellen we de 3 vergelijkingen va.n het stelse1(3.1)op, da.n vinden we 

(a1 + a2 )x1 + a2x2 + a2x3 = a2(d1 + d2 + ~3 ); 

. ( * : * ;x:) /-:, 1) • De oplossing x1_, x2 , x3 van het stelsel \J•. moet ook hieraan voldoen; 

substitutie van dez~ oplossing levert 

x~ + x; + x; = d1 + d2 + d3 - (a1/a2 )x~ 
I • waaruit volgt' dat ook in het algemene geval de totale produktie nooit 
I 

groter is da.n. de totale vraag. , 
' I 

Gana of deze uitspraak ook geldig blijft yanneet het produktieniveau 
I • ' 

va.n abaraat op 1 januari p0 bedraagtt · · 

.. 
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0pgaven. 

3,1 In de maanden juli en augustus meert iedere avond om 7 uur in het 

havenplaatsje Zeedorp een rondvaartboot. De plaatselijke ijsco­

handelaar staat dan bij aankomst te wachten. In zijn karretje is 
' ' 

plaa~s voor een voorraad van maximaal 6 de~aliter ijs. Zijn produk-

tiekosten bedragen f. 10,-- per decaliter. De verkoopprijs bedraagt 
: 

per decaliter f. 25,--. Wanneer niet alle ijs verkocht kan worden 
I 

aan de toeristen van de rondvaartboot, dan,wordt het restant 
I 

(helemaal) a f, 5,-- per decaliter uitverkocht aan de plaatselijke 
I 

jeugd. De vra~g naar ijs door de toeristen;(x) heeft de volgende 

k.ansdichtheid; 
. ' 

--[10/6 f(y,) 

Gevraagd: a) de verwachting van de winst vim de ijscoman, wanneer 

hij x decalitbr (x < 6) ijs in zijn karretJe heeft op het moment 

vlak voordat de boot aankomt, en b) de hoeveelheid ijs, die de 

ijscomah op dat moment in zijn karre~je in voorraad moet hebben qpdat 

de verwachte winst maximaal is. Voor de aailk.omst van de boot ver~ 
I 

koopt hij geen ijs. 

3, 2 In een bepaalde computer van de Eerste Ne1 ·rlandse Rekenautomaten­

fabriek, zij n ,100 schakeluni ts van het type \ R 15539 verwerkt. Deze 

units hebben een levensduur van maximaal 50: bedrijfsuren en verder 

geldt nog de volgende overlevingstabel. 

Bedrijfsuren sinds ingebruikneming 100 200 400 500 ------ - ____ ,.....__-~- ·---
percentage un~ts dat na die tijd 

• l • nog niet defect is 
48 12 0 

I I 

Wanneer, een upit defect is meet het direct worden vervange .. Boven-

dien kan men periodiek, na iedere 100 bedrfjfsuren, alle uni~ 
I 

vervangen. Het vervangen van alle uni ts tegelij k kost f. 2000, "\' 

het vervangen van een unit apart kost f. 80,--. 
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Gevraagd: a) bereken de voordeligste periode !Voor het vervangen van; 

alle units tegelijk; b) welke oplossing is vQordeliger: per stuk 

vervangen of periodiek volgens a). 
I I 

3.3 Een internationale smokkelkoning heeft beslag weten te leggen op een, 
' I . 

partij van 1000.kg. koffie. Een groepj~ handl;angers zal deze 

hoeveelheid in een aantal ritten over de Belgisch-Nederlandse grens 
' I • 

trachten te bre~gen. Aan iedere smokke7rit z~jn de volgende kosten 

verbonden: 

1- f. 50,--

2- f. 100,--
1 

I 

transportkosten; 
I 

boete voor iedere 
' . 

' 
I 

handlane;er die wordt gesnapt (per 

transpQrt een handlanger); ! 
I ! 

3- f. 3,-- voor iedere kg. koffie die door d~ douane in beslag 

wordt genomen. Wordt een transport gesnap~ dan wordt de gehele 
I , 

getransporteerde hoeveelheid in beslag getjomen. 
I I ' ; 

Als ervaren smokkelaar is hem bekend dat de kans p op een succesvoll_e 

smokkelrit 

p = 100/(100 + x) 
. ' 

bedraagt, waarbij x de te transporteren hoev~elheid voorstelt. 
l 1 : 

Indien de smokkelaar de verwachting van zijn :totale kosten wil 
I i ! 

minimaliseren, met hoeveel kg. koffie moet hij dan. een handlanger 
I I ' 

per smokkelrit de grens oversturen? 
. I 

3.4 De.Onderl~nge Luchtvracht Mij. N.V., voert r~gelmatig een vrachtdienst 

uit tussen de plaatsen A en C met een vliegtuig van het type XB 13. 

Bij dit viiegtuig kan de hoeveelheid t~ verv~eren vracht geregeld 
i 

worden do~r mee~ of minder brandstof m~e te ~emen. De hoeveelheid 

brandstof, die de XB 13 mee kan nemen ~s begr.ensd en wel zo dat 

minimaal 1000 en maximaal 2000 liter me:egeno~en wordt. De tussen­

liggende hoeveelheden komen slechts in aanme~king voorzover het veel-

· vouden zijn van :250 liter. 
I 

De hoeveelheid brandstof y, die de XB 13 nodig heeft voor een vlucht 

van A naar C va~ieert o.a. ten gevolge van d~ weersomstandigheden en 
' . heeft de volgende verdeling 
I 

~ 
V 1000 12 50 1500 1:150 2000 --

-·-P(v ~ ;f" 
- ---- ___ ...._.!_.:....-,_ 

1/2 3/4 7/8 15/16 1 
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Het kan dus voorkomen dat, wanneer v(< 2000) liter brandstof in 

A getankt wordt, onderweg een tussenlanding gemaakt moet worden, 

omdat de hoeveelheid brandstof niet toereikend is. Tussen de 

plaatsen A en C ligt halverwege de plaats B,, waar evt. een landing 

om brandstof bij te vullen mogelijk is. Zodra de XB 13 boven B 

komt is bekend hoeveel liter benzine in totaal nodig is voor de 

vlucht van A naar C. In de volgende tabel is· aangegeven wat de kosten 

zijn voor een landing in B, en wat het verlibs aan inkomsten be-
1 

draagt t.g.v. het niet vervoeren van de maxi~ale hoeveelheid vracht, 
I 

wanneer meer dan 1000 liter-benzine·getankt wordt. 

liters benzine : ___ _,J._o_o_o __ .1_2_5_o_"v 1 500 17 50 1 ~ 200~-

extra kosten landing in B f 1, 1120 ,--_________ ..;...;.... ___ .._.....,. -- -- ----
verlies inkomsten inf. -,- 200,- _ 350,- 700,- 1000,-

Gevraagd: bepaal wat de voor de Onderlinge L~chtvracht Mij. meest 

gunstige, in Ate tanken, hoeveelheid brands~of is. 



' 
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4. EEN-STAPSBESLISSINGSPROBLEMEN 2: LINEAIRE PROGRAMMERING, 

4.1. Inleiding. 

In dit hoofdstuk zullen wij ons bezig houdep met een speciale klasse 

van een-staps beslissingsproblemen, namelij~ die, waarbij zowel de 

criteriumfunctie y(S0 ; x) als de beslissingfruimte x(s0 ) beschreven 

kunnen worden door lineaire functies van de;beslissingsvariabelen. 

Wanneer x1, x2 , .•• , xn de, niet-negatieve,!beslissingsvariabelen 

zijn, die samen de vector x vormen, dan ziet zo'n probleem in z'n 
' 

wiskundige vorm er alsvolgt uit: 

maxima;Liseer (of minimaliseer) y{s0 , x) = 

=· y(s0 ; (x1,x2 , ••• ,xn)) = c 1x1+c2x2+ 

onder de bijvoorwaarden 

ai1x1 + ai2x2 + ... + a. X ~ ~i 1.n n 

X(S0)= ai1x1 + ai2x2 + ... + a .. x ~ ~-i:i;i n . l. 
I I 

ai1x1 + ai2x2 + ... + a. X =•?i 1.n n 

x. ~o 
J 

i 

.... 

(i = 
(i = 

+c X 
n n 

1,2,.,.,m1) 

m,+1,m1+2, •. • ,m2) 

(i = m2+1,m2+2, ••• ,m) 

(j = 1,2, ••• ,n) 
' 

waarbij c .. , a:. . en b. gegeven constanten zijn ( de beschrijving van 
J.J ;I.J l. 

s0). We zullen· aannemen dat bi .::_ 0 .; ( i= 1 ,2, ... ,m). 

Voordat we op'de oplossingstechniek ingaan zullen we een aantal 
I I 

lineaire progre.mmeringsproblemen (afgekort t•P• problemen) de revue 
• ! 

laten passeren~ 

probleem 4.1. De Buizerdfabrieken N.V~ besc~ikken over vier bearijfs­

machines; de M,G. 11, de Zodax, de Bim X en1de Velox mix. Met behui,? 

van deze machines kunnen drie verschillende 1produkten worden ge­

maakt, t.w. Buizerd super, Buizerd ideaal en Buizerd de luxe. Voor 
' 

de produktie van Buizerd super wordt gebrui~ gemaakt van de M.G. 11 

en de Zodax, voor Buizerd · ideaal wordt ~ebruik gemaakt van de 

Zodax en de Velox mix en voor Buizerd de luxe wordt gebruik gemaakt 

van de M.G. 11~ de Bim X en de Velox mix. 
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Wij zullen thans proberen dit produktieprobleem te vertalen in een wis­

kundig optimum-probleem. 

Stel de bes.J,.issinisvariabele x is een vec.tor (~1 ,x2 ,x3) waarvan de 

componenten x1, x2, x3 de te kiezen produktieniveau's van de drie 

produkten voorstel.len. De criteriumfuncti;e wor~t dan gegeven door 
i i 

y(s0 ;x) = y(S0 ;(x1,x2 ,x3)) = 50x1 + .6ox2 + 7ox3 ; 
I 

dit is de totale winst die gemaximaliseerd moe~ worden, 

De bijvoorwi:+arden 1geven de restricties die aan 1de keuze van x worden 
' i 

opgelegd~ Deze zijn van tweeerlei aard: 

1. capacite~tsvoorwaarden, die aan tabel 4.1 o~tleend worden t.w. 

voor de M.G. 11 

voor dJ Zodax 

voor de Bim X 

voor d~ Velox mix 

(x1/4000); + (x~/2000) < 1 
I 

(x,'3500 ): + (x2/2500) < 1 

(x3'3000) !. 1 1 

(x/1500): + (x3/2000) < 1 
I I 

Ter verduideldking geven we voor de M.G. 11 1 een verklaring van de 1 

I • 
voorwaarde: ma~kt men x1 eenheden van Buizerd Super dan legt men 

een beslag op de produktiecapaciteit van de M.G. 11 ter grootte van 
I ; I 

een fract,ie x/4000 van de totale capaciteit:' Evenzo voor x3 een-

heden voor Buizerd de Luxe x3'2000 van de totale capaciteit van de 

M.G. )1, Daar de totale capaciteit niet over~chreden mag worden 

moet aan de gegeven voorwaarden voldaan worden. 
I 

2. minima.le en maxima.le produktie eisen, die aan tabel 4. 2 .. ontleend 

worden, t .• w.: 

voor Bu~zerd Super 1500 < X 
- 1 

< 2200 

voor Buizerd Ideaal 1000 < X < 1750 - '2 -
voor Bu1izerd de Luxe 500 !_ x3 ~ 1500 

Het wisk1.mdig optiinumprobleem luidt dus: i'bepa.al het maximum van 
l 

y(S0 ;.Je) ender de bijvoorwaarden 1 en 2. 11 
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In tabel 4.1 wordt aangegeven hoeveel eenheden van een bepaald 

produkt de machines maximaal kunnen verwerken, als zij gedurende 

een maand alleen: voor de vervaardiging van dat produkt zijn inge-

schakeld, 1 

Tabel 4. 1 

Produktie-capaciteit 

: 
M,G, 11 Zodax : Bim X Velox mix 

Buizerd Super 4000 3500 I - -
' 

Buizerd Ideaal - 2500 i - . 1500 
I 

Buizerd de Luxe 2000 
I 

3000 2000· -
i 

' ' 

Voor de eenvoud eullen wij aannemen dat'.bij hft omschakelen van 

prodtiktie geen capaciteit verloren gaat~ I 

In tabel 4.2. vindt men voor ieder prodtlk.t de'minimale en de maxima.le 

vraag per maand,:berekend op grond van contra¢tuele verplichtingen en 

de marktonderzoekingen. Daarnaast is voor iedtr produkt aa.ngegeven 

hoeveel de winst per eenheid bedraagt. 

: 
• 

I 

Buizerd Sufer 

Buizerd Idea.al 

Buizerd de1Luxe 

Tabel 4.2 

Produk.tie-eisen en winsten 
I 

Min. Prod. :Max. prod • 
I 

i 
1500 ;2200 

i 
1000 1750 

500 · 1500 

wins·~ per 
eenhei"l. 

/. 50,-

/. 60,-

/. 10,-

I . 
Gevraagd wordt nu vast te stellen hoeveel eenheden van ieder produkt 

maandelijks moeten worden vervaardigd opdat d~ totale winst maximaal 

is. 
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februari 1966 stellen we voor door d. (i=1,2, •••••• ,12) 
l. 

De criteriumfunctie y(S0 ;x) die we willen minima.liseren zal de totale 

kosten moeten omvatten die te splitsen zijn in: 

1. voorraad kosten, die we aan punt c) end) ontlenen. De grootte van 

de voorraad aan het eind van maand i is: 

l. i 
2000 + I x. -

J I d. 
J 

(i=1,2,~ ••••• , 12) 
j=1 j=1 

De totale voorraadkosten over de 12 :rila.anden bedragen dus: 

12 l. l. 

25 I (2000 + I x. - I d.) 
i=1 j=1 J j=1 J 

2. kosten van wisseling van produktieniveau. Teneinde deze te berekenen 
i 

voeren ve twee nieuwe variabelen in:. 

[ :i -x. 1 als x. > x. 
l.- l. - J.-1 *-

X, = 
l. 

als x. < x. ' l. J.-1 
' ! (i=1,2, •••••• ,12) 

[ :i-1 - xi als x. < X, 
l. -1 J.-1 

+f#, 

x. = 
l. i 

als x. > x. 
l. J.-1 

I 

· x0 (produktie:januari 1965) ontlenen we aa~ punt e): x0 = 2500 
* ~ Men merke on dat x. > O, x. > O, voor i = 1, 2, ••••••· 12. 

&'. i- l. - • 

Eenvoud1g zijn nu de kosten van een produktieniveau wisseling te 

bepalen: 

12 
I 

i=1 

* +f#, ( 100x. + 4ox. ) 
l. l. 

* -Daar we verder met x. en x .. zullen we, rken ~eten we de voorra.a.d-J. l. 

kosten omwerken. Men vindt: 



87 

probleem 4.2. De ijzergiet- en walserij "De Eendracht" heeft voor de 

komende maanden de behoefte van de walserij aan blokken staal als volgt 

gespecificeerd:. 
I 

Tabel 4,3 

Behoefte aan blokken staal 

maand mrt. april mei juni juli sept ,olft. dee, I • feb. aug. nov. &Jan. 
1965 ' l 1966 

4000 3500 3200 2500 4500 3500 3800 3~00 2000 2500 
I 

2400 blokken :2800 
! 
' 

De in tabel 4.3·beschreven aantallen blokken 1dienen op de eerste dag 

. van de desbetreffende maand aanwezig tJ zijn:en zullen derhalve in de 
, I I 

voorafgaande maanden moeten worden gegdten, 1 

I 

i 
Verder is gegev~n dat 

a) het f 100,- kost om de maand-produktie aa4 het begin van de maand 
.,, ,. k met een blo te 1verhogen; 

' b) het f 40,- kost om de maand-produktie aan:het begin van de maand 

met een blok te verlagen; 

c) f 25,- schade wordt geleden wanneer een biok een maand onnodig in 

voorraad ts; i 

d) de voorraad ~p 1 februari 1965 2000 :blokken groot zal zijn; 
I 

e) de giet-produktie in januari 1965 2500 blokken bedraagt; 

f) de ,.maximale yoorraad-capaciteit 8ooq blokken is. 

I 
Gevraagd wordt: i "hoeveel blokken moete:q er in de maanden februari 1965 

t/m januari 1966 worden gegoten, opdat aan alle behoefte kan worden 
' 

voldaan en tevens de tote.le kosten minimaal ~ijn'l" 
i 

De vertaling van dit probleem kan als volgt ~uiden: 

De beslis~ingsvariabele x vatten we opals e~n vector 

(x1,x2 , •• i ••• ,x12 ) waarvan de componenten xi l(i=1,2, •••••• ,12) de 

produktieniveau's van de maanden februari 1965 t/m januari 1966 voor-
1 . ' 

stellen. De behoefte aan blokken voor de maaziden maart 1965 t/m 
! 



90 

l. * ~ ~ 
2ooq + ix0 + }: (i-k+1) (~-~) - l 

k=1 ! j=1 
d. < 8000 

J -

(i=1,2, •••••• ,12) 

* ~ 3. voorwa~rden, voortvloeiend uit de invoering van~ en~ 

* -a) ~, xk > 0 

b) Daar.x. ~ 0 volgt uit x. = x0 + ! 
J J k=1 

i 

2500 + en dus 

J l.+E-1+- j * 
). --k - l ~ ~ 2500 

k=1 , k=1 

Het mathematisch; optimumprobleem luidt nu: "bepaal het minimtm van 

y(S0 ;x) onder dei bijvoorwaarden 1, 2 en 3." 

probleem 4.3. Als derde voorbeeld kiezen we voorbeeld 1.1 uit hoofd­

stuk 1. We vertalen dat als volgt: 

De beslissfngsvariabele xis de vector (x1,x2 ~••••••,x.,) waarvan de 

componenten x.(i=1,2, •••••• ,7) het perc~ntage voorstellen volgens het-
J. ' 

welk de ingredienten (rogge, milocorn, paardebonen, etc.) deel van 
' ' 

het mengsel uitmaken. 

I 

De criteriumfunctie y(S0 ;x) stelt nu de kosten in guldens per kg. voor 

die we willen mihimaliseren: 

I 

y(S0 ;x) = 0,2275x1 + 0,2235x2 + 0,3025x3 + 0,~825x4 + 0,3250x5 + 
I 

+ o,265ox6 + 0,3250X.,• 
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Voor I 

j=1 
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j tJ. x. = x + I x; - ). x;-
J O k=1 k=1 

x. , wordt dat ( verifieer dat) : 
J, 

x. i= 
J 

Nu gaan de voorraadkosten over in: 

{j=1,2, •••••• ,12) 

12 i i \ \ * ~ \ 25 1.. 1 (2000- + .ix0 + 1.. (i-k+1) (~~~ ) - 1.. d.) 
l i=1 1 k=1 t I j=1 J 

en de criteriumfunctie wordt: 

12 
I 

i=1 

++--- ~ 
(100x. + 40x. ) + 

J. J. 

! 
·De bijvoorwaarden zijn: 

' 
1. behoefte-eisen; die we aan tabel 4.3 ontlenen, t.w. 

i i 
2000 + I x. ~ I 

, j=1 J j=1 
d. 

J 
(i=1,2, •••••• ,12) 

* ~. voeren we weer~ en~ in: 

i i 
200)0 + \ * +E-M- \ ixo + t.. (i-k+1) (~-~) > t.. 

k=1 - j=l 
d. 

J 

(i=1,2, •••••• ,12) 

2. maxima.le voorraadcapaciteit, die we ontlehen aan punt f), t.w. 

J. 

2000 + I 
j=1 

i 
x. - l d. ~ 8000 

J j=1 J 
(i=1,2, •••••• ,12) 
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De voorwaarden ~ijn de volgende: 

I 

1. de compleetheid van het mengsel: samen moeten de percentages tot 
I 

100 sommeren:: 

x1 + x2 + x3 + x4 + x5 + x6 + x.,:= 100 
: 

2. eisen v.w.b. de samenstelling uit de grondstoffen die we ontlenen 

aan tabel 1.2, t.w. 

3. eisen v.w.b. 1 de samenstellende voedingsstoffen (eiwit, vet, etc.) 
I l 

die we ontlenen aan tabel 1.1 en tabel 1.~, t.w. 
I : 

I 

0,095x,+o,o85x2+0,1oox3+0,081x4+0,071x5+0r081x6+0,073x7 ~ 8,6 

o,o66x1+0,057x2+0,154x3+o,298x4+o,118x5+o~127x6+0,202~ ~ 12 

0,079x1+0,074x2+0,175x3+0,33ox4+0,14ox5+0~132x6+0,228x., ~ 14,7 

o,012x1+0,02ix2+o,o1ox3+o,oo6x4+o,otox5+o~o18x6+0,036x7 ~ 1,8 

o,497x1+0,52jx2+o,469x3+o,486x4+o,5~7x5+o~430x6+o,417x., ~ 42 

0,017x1+0,02~x2+o,o56x3+o,o45x4+o,115x5+o,180x6+0,122~ ~ 8,4 

De lezer zal eenvoudig de formulering van het mathematisch optimum­

probleem vinden; 





, 
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4.2. Wiskundige achterhrond van de simplex-methode. 

We voeren aan de hand van een eenvoudige meetkurtdige voorstelling enige 
I . . ! . 

begrippen in, die we hanteren bij de beschouwing van de simplex-m.ethode. 

De simplex-methode zelf is een rekentechniek*) q.ie ons in staat stelt 

om op simpele wijze 1.p.-problemen op te lossen~ 

Allereerst onderwerpen we de beschrijving van de beslissingsruimte x(s0 ) 

(ook de verzl:l,meling van toegelaten beslissingen;ot de verzameling be-
, ' I I 

slissingspunten genoemd) aan een nader onderzoek. . . I 

Een meetkundige VO(?rstelli_ng van de voorwa.arde 

kan men zich met behulp van een assenstelsel eenvoudig ma.ken: een rechte 
I I 

lijn in een plat v1ak. Dit vlak noemen we een 2~dimensionale beslissings-

:.:-uimte. 

X -as 
1 

, ½;as 
' I 

' I 
', I ', / 

' I 
I i 

---1- - - - ; -
., 

I 

de M. P. !van punten die voldoen a.an lipeaire relaties. 

I 

Analoog weten we dat 

3 
I, a, •• x. ::::: ai 1x 1 + ai2x2 + a.i3x3 = bi: 

j=1' 1.J J 

plat vlak (dus 2-;.dim. ruimte}_ in 
' !, • 

beslissings-een een een 3-d:i.mennona.le 

~)_ een veel g0ebrui~t synoniem voor rekentebhniek; is a.lgorithme. 
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ruimte voorstelt. Generaliseren we dat, dan kr~jgen we de voorwaarde 

.1 

Dit heet een· {n-1 )-dim. hypervlak in een n-dim,i beslissi_ngsruimte. Men 

kan zich stellis geed voorstellen dat zo'n hype~lak de ruimte waar he~· 

in ligt in t;w-ee deelruimte's verdeelt (er "boven"._en er "onder"). 

De voorwaarde 

2i 

t 
j=1 

a .. x. < b. 
l.J J - l. 

I 

is sam~ngesteld uit twee voorwaarden, t.w'.. 

2 

l 
j=1 

a .. x. 
l.J :J 

I 

< b. 
l. 

2 
en l 

j=1 
a .. x. = b. 

J.J J : l. 

Van.de tweede voo:rrwaarde hebben we ons ai een v,oorstelling gemaakt; van 

de eerste is die qok eenvoudig te verkrij:gen: ~e geven daarmee aan het 

gehele oppe~vlak dat aan een zijde van de lijn1ai 1x1 + ai2x2 = bi ligt, 
b.v. het deel van het oppervlak dat de oorspr~ng van het-assenstelsel 

• bevat, exclusief die lijn zelf. De samengestel4e voorwaarde 6telt dat-

zelfde oppe:i;-vlak voor, nu echter inclusi~f de lijn a. 1x1 + a.r;c2 = b .• 
i I 1 1 l. .l.c l. 

We noemen d~t laa,ste oppervlak, incl. d~ ~egr~nzende lijn, eei. halfvlak. 

Ook deze voorwaarde wordt gegeneraliseer~, en •en kan zich·nu v:orstellen 

dat met de voorwaarde 

n 
l 

j=1 

i 
a .. X. < b. 

l.J i J - l. 

: I 
bedoeld wordt de i-uimt·e, die a.an een zijde van !het hypervle.k 

I I · 

l;l 

l 
j~1 

a .. x. = b. 
l.J J l. 

I 

ligt, inclusief dat hypervlak zelf. We noemen zo'n ruimte een halfruimte. 
I 

Als b. > 0 dan behoort de oorsprona tot deze haltruimte. 
l. - . ·-v 

I. 
I 
I 
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Het behoeft geen betoog dat de voorwaarde 

n 
l a .. xi > b. 

j=1 J.J J .... J. 

ook een halfruimte:voorstelt, nu echter aan de a.ndere zijde va.n het 

hypervlak 
n 
I 

j=1 
a .. x; = b., 

J.J J J. 

Zoals gezegd geven.de voorwaarden samen de besliss~ngsruimte x(s0) en 

in fig. 4.1 is een beeld gegeven van een vla.k x(s0) in een 2-dim. ruimte. 

De voorwaarden in dit voorbeeld zijn: 

5 

4 

3 

2 

2x +x ::i 8 
1 2 "f' 

X > 1 
2• 

, . x2=11 
1 i-----------......,_ ......... _._._....,._ ______ _ 

1 2 3 4 5 6 7, 8 
' 

fig. 4. 1 

2-dim. beslissingsruimte ~~sol: l?iea.rceerd 

x1 

gebied 
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In fig. 4. 2 is een voorstell~·ne; gemaakt van een 3-dim, beslissingsruimte; 

de begrenzingen va~ de~ gearceerde - besliss~ngsruimte (s0 ) zijn dik­

getrokken, de rest~rende gedeelten van de snijl:i.jnen zijn gestippeld ge­

tekend. 

X 
2 

I 
I 
I 

\ 

' ' ' \ 
I \ 

\ ' I \ 

I \ 
I \ , 

,; 

,l,,t' I \ ; , 

I \Pi/ 
...t7':"-:'"~""7':""'.'"\-.:-t'-rri~-o:::i::i?.'ff'.:i--•--· 

, , , , ., 

fig. 4.2 

\ 
\ 

., 

. \ 
' \ 

' \ 
\ 

, 
I , , , 

3-dim. beslissingsruimte (s0~ 

I ' 

In fig. 4.1 ziet men dat de begrenzingen yan het gebied x(s0 ) gegeven 
' I I 

worden door iijneti en punten. In die punt7n snipden twee lijnen elkaar. 

Het is ook denkba~r dat meer dan twee lijnen elkaar in zo'n punt snijden. 
; ' 

Stel b,v. dat i.p.~. de voorwaarde x1 .::_ O' de voorwaarde x1 .::_ 2 was voor-

geschreven, dan hadden in het punt (x1,x2 ) = (2,4) drie lijnen elkaar 

gesneden. In fig, :4,2 vindt men iets dergelijks; voor een 3-dim. beslis­

singsruimte. Men ,iet hier dat het gebied x(s0 ): wordt begrensd door 

vlakken, lijnen en punten. Om een lijn te verkrijgen hee:f't men minstens 

.twee vlakken nodig en voor een punt zijn minstens drie snijdende vlakken 

vereist. Door het punt Pin fig. 4.2 gaan b.v. vier vlakken (ga dat na). 



In het algemeen geldt voor een n-dim. beslissingsruimte, dat voor het 

verkrijgen van een (snij)lijn minstens n-1 snijdende hypervlakken nodig 

zijn, en voor een (sn~j)punt minstens n snij4ende ~ypervlakken. Zo'n 

snijlijn noemen we eeh ribbe en zo'n snijpunt een hoekpunt. Daar er 

minstens n hypervlakk~n door een hoekpunt gaan, snijden ook minstens n 

ribben elkaar in dat punt (immers alle groepjes van n-1 van deze n hyper­

vlakken snijden elkaa:p volgens.een ribbe die door het hoekpunt gaa.t). 

In de figuren 4.1 en 4,2 is dat eenvoudig na te gaan. 

Beschouwen we nogmaals fig. 4.1, dan zal iedere lezer zeker opmerken, 
.. 

dat de verbindingslijn tussen iedere twee willekeurige punten x' en x'' 
in het gebied x(s0 ) zelf ook tot dat gebied x(s0 ) 

! 
behoort. Ook in fig. 4.2 

is dat het geval. 

i 
Opmerking 1. In het b~jzonder stellen wiJ va~t dat;een verbindingslijn 

tussen een hoekpunt eh een willekeurig toegelaten ~unt geheel binnen de 

ruimte ligt die door ~e ribben, welke in het hoekpunt samenkomen, worden 
l 

opgespannen, 

De criteriumfunctie y(S0-~x) stelt voor iedere crit~riumwaarde z een 

hypervlak 

n 
y(So;x) = l 

j=1 
c.x. = z 

J J 

voor. De criteriumfunttie is derhalve, voor ~en ge~even waarde z, te om­

schrijven als de meet1undige plaats van alle 1bes1iJsingspunten met gelijke 

criteriumwaarde z, Wi~zigt men de waarde z, dan houdt dat in dat het hyper­

vlak evenwijdig aan zichzelf wordt verschoven. In een 2-dim. beslissings­

ruimte is dat eenvoudfg na te gaan, hetgeen gedemonstreerd wordt in•'-.::· .. ,'-; · 

fig. 4.3, waar we de criteriumfunctie y(S0 ;x) = 2x1 + 3x2 achtereenvolgens 

de waarden z1 = 4, z2 = 6 en z3 = 12 laten aannemen. 
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Combineren we nu fig. 4,1 en 4.3 dan kr~jgdn we ~et beeld dat in fig. 4.4 
. I I I 

• I !, geschetst is. 

4 

3 

2 

1 

0 2 3 4 5 

fig. 4.4 

e 
i 

I 
We zien hierin dat in de eerste stand van de cri~eriumlijn 2x1 + 3x2 = 4 
alle punten van het:gebied x(s0) boven die lijn iiggen. Door de lijn 

. I . . 

y(s0;x) te ve~schui~en in de richting welke correspondeert met een ver= 

hoging van de:crite7iumwaarde (z3 > z2 > z1) koman we in het gebied 

x(s0) terecht; Schuiven we nog enige tijd in die richting door 9 dan zal 

op een zeker ~oment het laatste punt (x1 ,x2 ) = (~,4) van x(s0) bereikt 

worden. Wanne~r we daarna. nog verder doorschui ven ,' dan geraakt men in 

de situatie, .;,aarin alle punten van x(s0) onder de lijn y(S0 pt) liggen. 
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We nemen nu twee willekeurige punten x' en x11 in de beslissingsruimte 

(evt., maar niet noodzakelijk, in x(S0 )) en trekken daartussen het ·ver­

bindingslijnstuk l(x' ,x11 ). Bewegen we ons verv~lgens, d.w.z. la.ten we 

. een beslissingspunt 1zich bewegen, langs da.t lijnstuk in een bepaa.lde 

richting. Wat de waarde van de criteriumfunctie betref't kunnen zich 

hierbij drie mogelijkheden voordoen, t.w. 

1. de criteriumwaarde neemt toe met een constant hed.rag per a.fgelegde 

lengte-eenheid. ( = constante toena.rnesnelheic;l); 

2, de criteriukwaarde neemt af met een constant b~drag per afgelegde 
' ' 

de lengte-eenheid ( = constante afna.mesnelheid):; 
I 

3. de criteriumwaarde blijft gelijk. 

Het za.1 niet veel mo¢ite kosten om te ontde~en dat in het laatste geva.1 

alle punten van het iijnstuk l(x' ,x") in ee~ crit~riumhypervla.k. liggen 
: I I · 

(vgl. het tweedimens;i.ona.le geva.l: l(x' ,x") en de '?riteriumlijn y(S0 ;x) 

vallen dan samen). In de andere twee geva.ll~n maakt l(x',x") een hoek 
• I , 

(' 0) met het criteriumhypervla.k.. 

I , 

Het zal evenzo,weinig inspanning vergen om tot de 1 conclusie te komen da.t 

de toenamesnelheid v~n de criteriumwaa.rde het gro6tst is, wa.nneer we ons 
I . 

bewegen langs een lijn die loodrecht op het crite~iumhypervla.k. staat 

(uiteraard in ~e richting van toenemende y(S0 ;x))i Die lijn noemen we 

de normaal. Vo9r de eenvoud van het betoog beperk~n wij ans hier tot 

maximalisatiep~oblemen, hetgeen niets a.and~ alge~eenheid afdoet. 

Beschouw de lijnst~en l(x 1 ,x11 ) en l(x',x'"'.) (zi~ fig. 4.4) en stel 

dat voor beide lijnstukken geldt dat bij ee4 verp~aatsing vanuit het 

snijpunt de criteriUip.waarde niet afneemt (niet to~neemt). Men ka.n nu be-
' ! 

wijzen dat voor iedefe lijn, getrokken vanuit het,snijpunt en binnen de 

hoek van de eerder genoemde lijnstukken, geldt da.t bij een verplaatsing 
I 

vanuit het sni~punt 4e criteriumwaarde niet afnee~t (niet toeneemt). 

Opmerking 2, I~ het bijzonder stellen wij vast dat, als voor e~n hoek-
1 

punt geldt dat,een verplaatsing langs elke ribbe ~een toename van de 
f 

criteriu.mwaarde geeft, langs geen enkele lijn, VaJluit dat hoekpunt en 

binnen x~s0) getrokken, een verbetering te verwac~ten is. 
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Beide opmerkingen suggereren de volgende werkwijze :_ ga, langs de ribben 

van het toegelaten:gebied x(s0), van hoekpunt naar hoekpunt "omhoog", 

d.w.z. in de richt~ng van een toenemende ;y;(S0 ;x) (het lief'st kiezen wij 

die ribbe, waarlan$s de toenamesnelheid h~t groqtst is, d.w.z. de ribbe 
f I. I 

met de kleinste hoek met de'normaal). Omd~t er ~lechts eindig veel hoek-
1 ' ; . 

punten zijn komen wij uiteindelijk terechti in een situatie,;:zoals be-i . 
schreven in opmerking 2, De bewer~ng is nu dat ~j _"gestrand" zijn in het 

i 
optimale punt van ~(s0 ). 

I 

I I 

Stel dat voor een ander punt x ~ X ( s0 )_ geldt "y ( S · x) maxima.al" , dan_ be­
•O' 
I 

staan er twee mogelijkheden; , I 
a) deze vero~derstelling is onjuist. Dit houdt i~ dat het·hoekpunt het 

optimale punt is. 
. I 

I 
' I 
I 

b) deze veroriderst~lling is juist. Dit laatste betekent dat het ver-

bindingslijnstult van dat andere punt x m1· et he~ hoekpunt de volgende 
I I 

! eigenschappen bezi t: j 1 

i I 

1 - de criteri~aarde neemt niet af' bij een yerplaatsing vanuit het. 
I I ' 

hoekpunt lan;gs het lijnstuk (eigenschap optima.al punt), 

2 .. het verbindi'.ngslijnstuk ligt in de ruimte;, die ~pgespannen wordt 1 

door de ribb~n behorende bij het gevonden'.hoekpunt (opmerking 1}l 
I 

3 - de criteriumwaarde neemt bij een verplaatsing vanuit het hoek­
• I 

punt langs het lijnstuk niet toe (opmerki~g 2), 
' ' 

Uit de eigens~happen 1 en 3 volgt dat bij een verplaatsing langs het 
: I 

verbindingslipnstuk de criteriumwaarde constant t1ijf't. Bijgevolg is de 

criteriumwaar!3,e voo7 hoekpunt en a.nder punt gelifk• Zowel uit mogelijkheid 

a) als uit mogelijkpeid b) volgt dat het h9ekpun~ optima.al punt is. Alleen 

mogelijkheid b) la.a~ in het midden of' het het enige optima.le punt is. 
I 
I 

We illustreren een ~n ander a.an het voorbe~ld be~orende bij f'.ig. 4·. 4: 
I 

' 
max y(S0 ;~) = 2x1 + 3x2 

onder de bijvoorwaarden 
'. 
i 

x 1 + x2 l 6 

2x + x2 ~ 8 
1 i 

I 
I 

I 
! 
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We beginnen in het hoekpunt (x1 ,x2 ) = (3~,1). De criteriumwaarde is 

hier z 1 = 10. De ribpe, die beschreven wordr door:2x1 + x2 = 8, maakt 

de kleinste hoek met' de normaal, Daarlangs ~aan w~ om.hoog naar het punt 

(x1,x2) = (2,4). De priteriumwaarde is hier:z2 = 16. Nu liggen alle 

punten van x(s0 ) ender de lijn 2x1 + 3x2 = 16 en we zijn dus in het 
I 

maximum aa.ngekomen. : 

4,3. De simulex-methode, 

l 

De simplex-~et~ode voor l.p.problemen is een algofithme, waarbij m~n 

stapsgewijs - en sel~ctief - de hoekpunten van hef toegelaten gebied 

x(S0 ) afzoekt,· In he~ uitgangs~oekpunt word~ die ribbe gekozen, waarlangs 

de criteriumwaarde het snelst stijgt. Een verplaa~sing langs deze ribbe 
l i 

brengt ons in een vo~gend hoekpunt, ; 

I 
I 

i 
We beperken ons in eerste aanleg tot het voigende;l.p.probleem: 

n 
maximaliseer y(S0 ;x) = I 

j=1 
C .:x. 

J J 

onder de bijvoorwaarden 

.(4.1) ai 1x1 + ai2x2 + . . . + a . X < b. ti = 1 ,2, ••• ,m) inn - J. I 

X • > 0 t~, = 1,2, ••• ,n) 
:J = i 

: bi > 0 = (i = 1 ,2, . .. ,m) 

Hoewel dit niet noodzakelijk is, zullen we stilzwijgend van de veronder-
. I ! 

stelling uitgaan dat'het probleem wezenlijk:veran4ert, wanneer we een 

van de bijvoorwaarden weglaten, 

n 
De ongelijkheden l 

j=1 

i I 
a .. x. ~ bi. gaan we nu m.b.v. ;zogenaamde verschil­
lJ J 

of slackvariabelen x +· omvormen n :i. 
tot gelijkheden:, 

i ' 
I 
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n 
(4.2) }: 

j=1 
a .. x. + x . = b., x . > O. iJ J n+i i n+i = (i = 1,2, ••• ,m) 

Omdat x +· > 0 volgt uit (4.2) dat x. moet voldoen a.an (4.1). De mede-n l = J 
delingen (4.1) en (4.2) zijn da.arom identiek. Yoor ieder punt x met 

coordinaten xj (j=1, •.• ,n) kunnen wij nu nieuwr coordinaten xn+i 
n I 

berekenen (~n+i = bi - l a .. x.). Op een normrring na. geeft de 
j=1 lJ J ; n 

coordinaat xn+i de afstand aan tot het hypervlf-k l a. .. x. = b., dat 
j=l lJ J l 

wij dus ook kunne~ aangeven met x +· = 0 ► n l . 

Merk op dat de coordinaten x. ook afstan~en ziJn en wel tot de 
i J I 

coordinaatvlakken. (-assen) x. = 0. De coordinaten x. en x . spelen . J . , J n+i . 
dus in het proble~m dezelfde rol en wij tullenjdaarom geen onderscheid 

' 
tussen hen maken. 1 Met behulp van n van de n+m ?oordinaten 

x. {j=1,2, ••• ,n+m;) kan een punt worden vastgelegd. (Zie fig. 4.5, 
J : 

waarbij ad~ - bekende - normeringsconstante is). 

fig. 4,5 
I I 

Coordinaten van een punt in een besiissingsruimte. 

We formuler~n nu het gegeven l.p. probleem ala; 

n+m 
I 

j=1 

onder de bijvoorw~arden 

C ,X,, C +• 
J J n i 

BIBUOTH!?EK 

= 0 

MATHEMAT!S(:H 
AMSTERDAt-4 

( i = 1 ,2, •• , ,m) 

CENTRUM 
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ai1x1 + ai2x2 + ... + a. X + xn+i = b. (i = 1 ,2, ••• ,m) 1.n n l. 
J 

x. > oi (j = 1,2, ••• ,n+m) 
J == I 

b. > 0 i (i = 1 ,2, ••• ,m) 
l. 
.... 

en we noemen dit het standaardprobleem. 

i 
Zojuist hebben we vastgesteld dat het punt i(x 1 ,x~, ... ,xn) 1.n het 

n I . ; 

hypervlak l a. ,X, := b. ligt, wanneer voor1 dat punt geldt X +· = o • 
. - 1 J.J J i n i J- ' 

Voor de hoekpunten ~an het toegelaten gebie,d x(S~) geldt dus dat 

minstens n coordinaatgetallen x. (i=1,2, •• ,,n+m) gelijk aan nul zijn 
I I l. . i 

(er gaan immer,s min~tens n hypervlakken door dat ;punt),, Van nu aan 

beschouwen we :alleen hoekpunten en we delen daart;oe de variabelen 
I 

x. (i=1,2, ..• ,,n+m) in twee klassen in. De eerste klasse (de h-klasse) 
l. I I 

bevat n variabelen x., die de waarde nul hebben. ~e zullen dat de 
i ll. 

h-variabelen noemen ;(h van hoekpunt). De ovrrige f variabelen, de 

b-variabelen, worden in de tweede klasse (de b-klasse) ondergebracht 
! I ! 

(b van basis). Zij h'ebben in de gelijkheden' de co~fficient +1, en 
I 

t : j 

komen ieder in precies een gelijkheid voor.!Onder; die b-variabelen ' 
I I I 

kunnen er nog voorkomen die de waarde nul b~zitten. Doet dit la.atste 
I j 

zich voor, dan houdt. dit meestal in dat meer dan n,hypervlakken door 

het betrokken hoekpuµt gaan, en dat meerdere schrijfwijzen voor dat 

hoekpunt mogelijk zijn (nl. de onderscheiden h-kl~ssen). 
i Naast elkaar hebben we nu twee beschrijvingsvorme~ van het standaard-

probleem: Gen in meetkundige termen met hoekpunten en ribben en een 

in klassen van variabelen. Het is steeds mogelijk1de ene beschrijving 

in de andere te "vertalen". 
i 

I I 
I 

We sprekeri af dat een oplossing van een l.p~ probteem wordt weerge-
• \ I I 

geven door de b-variabelen met de aan hen t0egekende waarden. Een op-
' 

lossing heet ontaard; als de b-klasse inderdE),ad va:tiabelen met de · · , , 

waarde. nul bevat. De:eerste-triviale-oplossing wordt gegeven door de 
I • I 

b-klasse gevuld met de variabelen x +· = b. ; ( i=1 ,2, ••• ,m). Va.nuit 
nl. · l.1 I 
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deze oplossing gaan we verder zoeken naar een {weede - verbeterde -

oplossing. We pakken daartoe een van de n-vari~belen, zeg xk, en laten 

de waarde daarvan;monotoon toenemen, te~ijl w~ de waarden van de 

overige h-variabelen nul laten. In de me~tkundige voorstelling betekent 

dit dat wij het uitgangshoekpunt verlaten lang~ de ribbe, die gevormd 

wordt door de n-1 ·· snijdende hypervla.kk.en · 
I 

x. = 0 
J 

(j = 1,2, ••• ,k-1,l,c+1, ••• ,n). 
I 

i 

Geven we "'k'de waarde p, dan moeten noodzakeli~kerwijs (er meet 

immers aan de bijvoorwaarden voldaan zijn) de 9-variabelen xn+i 

(i=1,2, .•• ,m) gewijzigd worden ~et pa.k: leen afna.me indien a.k > 0 of 
, J. l ; J. 

een toename indien aik < o. Voot de crit~ri➔ctie heett dit tot 

gevolg da.t de crii;eriumwa.a.rde afneemt met) 1 

(4.3) 

I 

I 

, I 
a. kd + . - I; ck) i in i 

We hebben a.~n het:begin van deze paragraaf opg~merkt, dat we het liefst 
I ' 

die ribbe nemen ( ~n overeenkomstig: die h-variabele pakken} welk1, de , 
' ' I 

grootste toenamesnelheid van de criteriumwa.ard~ oplevert. Anderzij~~ 

is het zo, da.t het maximum van de criteriumtun9tie bereikt is wanneer 

in geen enkele richting meer een toename van de criteriumwa.a.rde ver­

kregen kan worden~ Dit wil zeggen da.t de :arnam.J (4.3) voor iedere k 
I . I ' 

niet-nega.tief is: i 

min a.kc , - C ) > 0. 
i n+i k -

I I . 
t 

I 
' 

I 
I 

I 
• I 

Is het maximum nog niet bereikt, dan kieZien wij. de ribbe (= die 
i I 

b-varia.bele), waarvoor 

m 

J, a.kc:+· - C 
J. :n l k 

l-

I 

minima.al is.; Stel dat dit het geval is voor k • h. 



104 

Bij een verplaatsin~ langs de gekozen ribb~ dienen we goed in bet oog 

te houden, dat deze; binnen het toegelaten gebied 1

: x(s0 ) van bet stan-
1 

daardprobleem moet plaatsvinden. We zijn d~rbalv~ beperkt in de keuze 
I 

van de grootte van p, dat is de waarde die'.we toTkennen aan de 

h-variabele ~, of ~ders gezegd: de lengte van ~e stap, die we langs 

de gekozen ripbe maken. Uit de gelijkheden 

volgt 
i 

xn+i = bi - af,x, - ai2x2 - • •• 

Op de ribbe geldt V?orts 

a. x 1 (i = 1,2, ••• ,m) 
in lll 

I 
i 

~ = P, X~ 
I 
I 

We krijgen bijgevol~ 

= 0 

als resultaat 

= b.1- a.hp. 
1: l. 

(j == 1,2,i •• ,b-1,h+1, ••• ,n) 

Bij toename v~n p m~et 

negatief wordt (punten 

er nu voor gezorgd worden;dat x . niet · · n+i 

I 
met xn+i < o liggen buite~ x(s0 )). 

I 
Geldt voor elke index i dat aih ~ O, dan betekeny dat dat p onbeperkt 

mag toenemen ~n het maximum van de criteriumfuncyie, dat onbegrensd 

groot is, wordt bereikt voor 

I 
(i = 1,2,~ •• ,b-1,b+1, ••• ,n). 

I 

i 
Is er echter precie~ een index i, waarvoor a.b > O, dan is de grootste 

; 1 
' waarde· die p mag a~nemen 

I 

p = b/ai~" 

i 
Zijn er meer indices i, waarvoor aib > O, zeg een indexverzameling I, 
dan kiezen we 

' p = min (b./a.b) 
ie:I i 1 

I 
I . 
. ' ; . 
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Laat dit minimum bereikt worden voor i = r. De ;variabele ~, die we 

uit de h-klasse genomen hebben, krijgt dus de waarde b /ah en hij 
: r r 

wordt in de b~klasse ondergebracht. In de b-klasse vinden we de varia-

bele x , die do6r deze toekenning de waarde Jui heeft gekregen n+r . · 1 

(immers x = b :_ a h'b /ah= O).x + 1wordt inu overgebracht naar de n+r r, r r r n r , . 
h-klasse, die hie4door weer n variabelen bevat. Het is overigens zeer 

' : : 

goed mogelijk dat:niet alleen x·+ nul wordt, maar ook een of meer . n r , , 
andere variabelen;uit de b-klasse. Dit geschie~t wanneer het minimum 

van b./a.h voor meer dan een index i wordt bereikt. We hebben dan een 
J. 1 I ; ! 

ontaarde op~ossin~ gevonden. Voor de eenvoud van het betoog maken we 
I 

twee veronderstellingen, die het voorkomen van deze situatie onmogelijk 

maken. 

1 • het minimum van b./a.h 
l. l. 

2. het minimum van b./a.h 
. l. l. 

i = r € I bereikjt. 
I 

voor ieI 

voor iEI 

! 

is positie~, d.w.z. b. > 0 en p > O; 
I J. 

wordt; slechFs voor een index 
I . I 

I 
I 

Wij geven nu in het kort de meetkundige ihterprbtatie van de omwisse~ 
I 

ling van detwee V$'iabelen x. en x +. Wij hebb~n ons hierbij vanuit r n n r . .. 
het uitgangshoekpu,nt verplaatst langs de gekoze~ ribbe *) over ee,i 

I : 
lengte br/arh' en 'zijn teen in een punt aangekofen waar 

I 

X. = 01 

n+r 1 
I 

o:f'wel het sn~jpunt van de gekozen ribbe met 
I 

hetlhypervlak 
I 

n 
l a .x. = b. 

j=', rJ J r 

Dit snijpunt 1 is uiteraard een (nieuw) hoe+punt,iEen grotere verplaat-
' I 

sing, dan is uitgeyoerd, zou ons buiten h$t toe$elaten gebied x(s0 ) 

brengen. De verond~rstellingen sluiten uit dater meer dan n hyper­

vla.k.ken door het n~euwe hoekpunt gaan. Bij de verplaatsing van het 
l 

uitgangshoekpunt n~ar het nieuwe hoekpunt:neemt 1de waarde van de cri-

teriumfunctie toe. 

*) . . d~t is de ribbe~ wa.a.rvoor geldt xj = 0 (j=1,2, ••• ,h-1,h+1, ••• ,n). 
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We illustreren het voorgaande met een voorbeeld: 

max y{s0 ;x) = 2x1 + x2 

ender de bijvoorwaarden 

x, < 4 = 
X < 

I 2 = 4 

x, + x2 ~ 7 

x, , X > 
. 2 = 0 

In de vorm van het standaardprobleem wordt dit: 

max
1 
y{S0;x) = 2x1 + x2 + Ox3 + Ox4 + Ox5 

onder de bijvoorwaa.rden 

x, + X3 

~2 + X4 
x, + ;lC ;2 

De meetkundige voorstelling is: 

x2 

= 

= 
+ x5 = 

x. > 
1 -

4..._ __ _ 

2 = z 

0 

l 

4 
4 

7 
0 

i 
We gaan nu het hierpoven gegeven standaardproble~m schema.tisch op- .. 

I 
' schrijven in een tableau, alsvolgt: 

I 

! C .i 0 0 0 '2 1i 
I 

b B XO x3 X4 x5 ·x 1 
xi 
? 

0 x3 4 1 0 0 , o: 

0 :x4 4 0 1 0 0 1 

0 x5 7 0 0 1 1 1 : 

' 
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Zeals men ziet wordt in de eerste drie kolommen 1 van dit schema de 

b-klasse weergegeven: in de B-kolom vindt mend~ b.,,variabelen, in de 

C-kolom de c-waarden van die b-variabelen en in: de x0-kolom de waarden 

die aan de b-variabelen zijn toegekend (b.). Vervolgens vindt men, 
1 . 

v.l.n.r. gaande, ~e kolommen van de verschilvariabelen, die tevens 

b-variabelen zijn., In die kolommen staan de coefficienten a .. vermeld, 
: • I l,_J . 

evenals in de hierop volgende kolommen van de h~variabelen. Boven het 
I I i 

tableau zijn per kolom gegeven c-waarden yan de•respectieve variabelen 
I 

vermeld. 
t i 

Onder aan het schema voegen we nu een regrl toe~ waarop ender iedere 
m' 

kolom het getal f aikcn+i - ck geschreven wordt. Het is a.lgemeen ge­
i=11 

bruik om zk yoor r a.kc+· te schrijven. Op d~ onderste regel staan 
i=1 1 n 1 • 

0. 0 0 0 0 2 1 
J 

c' B XO X3 X4 x5I x, x2 
; 

0 X3 4 1 0 0 1 q 
I i 1 0 X4 4 0 1 0 

I, 

0 
' 

Qi x5 7 0 0 1 I 1 i 

Zl - ck 0 0 0 0 :-2 -; k l 

I 

Ter toelichting dienen we nog te vermelden, dat :we voor de c-wa .. ·•~de 

van x0 i~voeren c O : = 0. Derhal ve komt op de ( zk :- ck )-re gel onder .:' •; 

x0-kolom de "faarde van y(s0 ;x) te staan, want vdor z0 - c0 vinden we 

m 
z0 - c0 = I b.c +· - O. 

i=l 1 n 1 

I 

We zoeken nu het m~nimum van zk - ck (voor;zover fat kleiner dan nul 

is). Dat is hier (~nder de x1-kolom): 

voor k = ·1 
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Het gevolg hiervan is dat we x1 uit de h-klasse nemen en overbrengen 

naar de b-klasse. Vervolgens moeten we de waarde·van 
I 

p = m~n (bi/ai 1) (ai 1 > 0) bepalen en de index waarvoor dat minimum 
J.. 

bereikt wordt~ 

p = min 
l. 

(b./a. .. ) = 4 
l. J.J 

voor i = 1 

Dit heeft tot gevolg dat we x2+1 = x3 uit de b-k~a.sse nemen en over­

brengen naa.r de h-klasse. x 1 en x3 zijndus van J?la.a.ts verwisseld. In 

meetkundige termen heet dit dat we een stap ter iengte 4 langs de 

x 1-as gemaakt hebben en terecht zijn gekomJn in bet hoekpunt . 

( X 1 , x2 ) = ( 4 , 0 ) • 

De omwisseling van ~e variabelen ~ (x1 ) en xn+r l(x3) moet nu nog 

gerealiseerd worden '.in het gelijkhedenstelsel (4.:2), want voor de 

_variabelen in -de b-klasse is voorgeschreven da.t ze met coefficientc 

+1 in het stelsel voorkomen, en wel ieder in pre~ies een gelijkheid. 

We behandelen dit eerst voor het standaardprobledm in het algemeen en 

gaan da.arna door met het voorbeeld. Om te b1eginn~n delen we de re bij-

voorwaarde door arh :1 
1 

(4.4) 
I 

x. a . /a h + x. + x _.. / a h = bi / a h . J r J · r n n-.-r r ;r r , 

I 
I 

Er moet nu zorg voor. worden gedragen dat ~ uit de overige gelijk-

heden verdwijnt. Dat gebeurt door (4.4) met aih t~ vermeniS'VW:digen 
: d I . e( . + 1 . ) 1 · 'kh . en vervolgens van ~ J. J. r; ~J.~m ge J.J eid af te trekken. Het 
I 

resultaat luidt: 

X • n+i 

n 
+ l '(a .. -a.ha ./a h)x. 

j=l J.J 1 rJ r J 

·+h J I 
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Voor het gema.k voefen we nieuwe coefficienten a!. en b! in, die ge-
J.J J.. 

definieerd z~Jn als 

I 

a! . = a. .. - aihi.irj/a.rh J.J 1J 
(j+h; 1 .~ j ~ n; i + r; 1 < . ~m) 

- J. 

8, I • = a. . /a. 
rJ rJ rh {jfh; 1 I~ j < n) .... 

a.! - - aih/a.rh l. n+r 
i 

(i,r; 11<'i < m) 
I 

.1:9 -
8. I 

n+r =1/a. 
r · rh 

b! = b. ~ bra.ih/a.rh J. l 

b' = b /iJ. h r r ,r 

De gelijkheden {bijvoorwa.arden) worden nu: 

n 
I i I· a .. x. + a! X + X • = bJ. 

j=1 1J J l. n+r n+r n+1 (i + r) 

jfh 

n 
i I: a.' .x. + a' n+rxn+r + ~ = b' 

j=1i r J J r r 

j+h 

Sa.men met de voorw~a.rde x. > 0 ( 1~ <n+m) biaschriJven deze geJ_ijkheden 
J== == ' * 

weer het gebied x(~0 ) van het sta.nda.a.rdpropleem., ) 

*) Men ka.n zich - ~eetkundig - de voorstelling ma.ken, dat bier het 

n-dim. coordina~enstelsel is getranformeerd. ~n het oude coordinaten- · 

stelsel lag de dorsprong in het hoekpunf xj =: 0 (1~!_,n), en la.ngs 

de assen waren de variabelen x. (1<i<n)' a.fgezet. In het nieuwe 
J -- I 

coordinate'.nstelsel Hgt de oorsprong in het hoekpunt x. = 0 
; ; J 

(1<i<n;j~h) en x + = 0 en la.ngs de assen zijn nu x. (1<i<n;j~h) 
-- T n r , J -- T 

en x afgezet. Het hoekpunt wa.arva.n de coordina.ten in de oude n+r , 
situatie 

{xj = 0 (.1!_.j~n;jfh), ~ = b:/a.rh~ 

luidden, wordt nu weergegeven door 

{x. = 0 (1<j<n;j+h), x + = O} 
1 -- nr 

en is de oorsprong van het nieuwe a.ssenstelse:i. 
I 
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We gaan het bovenstaande weer toepassen op .het vqorbeeld. We hadden 

gevonden dat x3 en ±1 omgewisseld moeten worden. :Op de eerste regel 

van het tableau delen we nu alle getallen {b:\ ,ad} door a, 1 = 1. Dat 

geef't ons het.volgende beeld: I 

C. . 0 0 0- 0 2 --:iT 
J I 

C B XO X3 X4 x5 x1 xi 
2 

2 x, 4 1 0 0 1 o: 
! i 

0 X4 I I 
I 

0 x5 
: I 

z. - C • 
I 

J, J ' 

I 
Vervolgens gaan we 4e overige coefficienten a .. en b. bepalen. Van de 

i 1J ' 1 
b-variabelen weten we dat ze maar eenmaal met een coefficient +1 voor-, 

komen. In het schema komt die +1 op het kruispun~ van de rij en de 

kolom van de betrokken b-variabele, d. w. z. a 1 1 = '.1 , a24 = 1 , a35 = 1 , 

en a.lle overige a .. zijn in de x1-, x4- en x5-ko~om gelijk aan nul. 
. 1J 

Verder ka.n men eenvoudig afleiden dat voor b-var~abelen ook de 

coefficienten z. - c. gelijk aan nul zijn. Met deze wetenschap ge-
J 'J I I 

wapend kunnen we het : schema verder invullen :; 
I 

0 0 0 0 :2 1 
I 

C • 
J 

; 
B C XO X3 X4 X5 x, x1; 

2 I 
x, 4 1 0 0 1 01 I 

I 

0 I X4 1 0 0 ! 

' 
0 x5 0 1 0 I 

: 

z. - C • 0 0 0 ! 
J J I 

i 
Rest ons nog de bepaling van de overige coeffici~nten. Volgens de 

I 
gegeven resgels moeten we van iedere oude coef'fic:ient een zeker 

bedrag aftrekken. W~ kunnen dat schematisch weergeven: 
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X 

a I = 1 
11 , 

'. ~ 
a! .=a .. -X J a. 1 lJ lJ l 

In het vierkant·- jjn het oude tableau! - gevorma.i door de coefficienten 

aij , die men opnieuw wil berekenen, en a 11 1
, a.1 j .en ai 1 , vermenigvul- . 

digt men dus de a.an aij aanliggende coeffi~ienteh a 1j en ai 1 en deelt 

bet produkt door af1 ' We trekken dit resul~aat van aij af' en hebben 

de nieuwe coefficient. In het schema vinden we dan 

I cj 0 0 

C B XO X3 

2 x1 4 1 

0 X4 4 0 

0 x5 3 -1 

z. - c. 8 2 
Ji J 

0 0 ,2 

X4 X5 x, 
0 0 1 

2 0 0 

0 1 i 0 

0 0 !o 
I 

I 
I 

1: 
x· 2 

i 

0 
l 

1 I 
I 

1 
I 

! 

-1; 
I 

I t I 

De z. - c. hebben we ook volgens de hierboyen geschetste wijze b\·-
J * J I ' 

rekend. ) ' 

*) Dat deze berekeningen zo gerechtvaardigt zijn~ blijkt uit bet 

onderstaande: I 

zt 
J 

c. -
J 

a! . c . + a.' . ch lJ n+1 rJ 

= (a .. -a.ha ./a h)c +· + ch·a ./ah - c. = lJ 1 rJ r n 1 , rJ r J 

m 
- ' - c. -- 'j J ( I a.he +·-ch)a 3/a h = i= 1 1 n 1 , rJ r 
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Daar in het zojuist verkregen tableau nog een negatieve z. - c. voor-
. J J 

komt weten we dat het optimum nog niet is bereikt. We kunnen dus nog 

een stap verder gaan. Het minimum van z. - c. (<O) is snel gevonden: 
J J 

min (z.-c,i) = -1 
J J j 

Evenzo het minimum van b./a. 2 . , 1 1 

min :(b. /a.12 ) = 3 
i 1 i. 

voor ·i = 3 

I 

In de volgende stap van het algorithme moeten dusi x2 en x5 van plaats 

verwisselen. We geven dat aan door pijltjes bij ~e rij en de kolom·te 

plaatsen ( zie .het laatste tableau) • 
! 

In het schema krij ge:n we achtereenvolgens ( eerst ~e b-variabelen en 

dan het restant) 

Ci, 0 0 0 0 2, 1 
iJ I 

C ·B XO X3 X4 X5 x~ x2 

2 . x, 0 1 I 0 

0 ; X4 1 0 0 

1 ix 
' 2 3 -1 0 1 0 1 

z. - C • 0 o: 0 I 

J J i 

en 

C. 0 0 0 0 2 1 I 
J : 

C jB XO X3 X4 X5 x, x2 : 

2 Ix 4 1 0 0 1 ' 0 
I 1 

' 
0 : X4 1 1 1 -1 O! 0 

1 : x2 3 -1 0 1 o: 1 I 

: 

11 1 0 1 o· 0 
; 

z. - C • ' 
J J 

1 

Nu zijn wel alle z. - c. niet-negatief, zodat we het optimum bereikt 
J J 

hebben voor x1 ;= 4; x2 = 3; :x3, x5 = O; x4 = 1. 
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De hier gegeven oplossingstechniek noemt men de simplexmethode. Het 

tableau dat we steeds gebruiken heet analoog:het simplextableau. 

Resumerend geven Wf xtlerstaand schema als schets van de gang van 

zaken bij een stap van de simplexmethode. 

er in het huidige tableau 

z.-c.<0'? 
J 

ja 

bepaal de waarde h van index 

j, waarvoor min(z.-c.) bereikt 
J J 

wordt. 

bepaal de waarde r ~an inqex 

i, waarvoor min(bi/aih) (~ik>O) 

bereikt wordt. I,-------,-------
f 
I 

I 

maak een nieuw tableau met in de 
'e 

C- en B-kolom op de ir reellel resp, 

ch en xh, en op de overig~ regels 

de oude e evens. 

bereken de co~fficienten: 1 

-op de re regel: 

b'=b /a en a' .=a ./a 
r r rh rJ rJ rh : 

-op de overige regels: 

b!=b.-b a.h/a h 
J. 1. r 1. r 

a! . =a. . -a. ha . / a h 
J.J 1.J 1. rJ r 

en vul die in het tableau in. 

i I 
I 

( z ~ -c. ) = z. - C • - ( zh -ch) . a . / a h 
J J J J ; rJ r 

y(s0 ;x) = z' = ZO ( zh-ch) • br/arh a 

b ·= b'· z ·= zi'· a .. := a!:. i' i' j' j' l.J l.J _...;;;. ____ ..,j 

volgende 

sta . 
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In tegenstelling tot het standaardprobleem waarvan we zijn uitgegaan 

luidt het algemene l.p. probleem 

n 
max y(S0 ;x) = l 

j=1 

onder de bijvoorwaarden 

n 
l a.J.x. •~ b. 

j=1 1 J 1 

n 

I 
j=1 

n 
I 

j=1 

a .. x. > b. 
1J J =- 1 

a .. x. = b. 
l.J J l. 

x. > 0 
J ;-= 

I 

c.x. 
J J 

(i = 1 ,2, ••• ,m1 ) 

' j( i = m1+1, ••• ,m2 } 

:( i = m2+1, ••• ,m) 

l(j = 1,2,. •• ,n) 

Zonder dat dit enige beperking oplevert mag men blijven veronderstellen 

(ga dat na.) 

'.(i = 1,2, ••• ,m} 
I 

We voegen aan dit algemene l.p. probleem oo~ wee~ verschilvariabelen 

toe, zodat de bijvoorwaarden worden: 

n 
. I 
j=1 

n 
I 

j=1 

a .. x. + x . = b. 
1J J n+1 1 

a .. x. '- x . = b. 
J.J J n+i l 

= b. 
1 

x. > 0 
:J == 

X • > 0 
n+i .... 

• I 

,(j = 1,2, •• .,n) 



en we definieren 

C . = 0 n+i 

De criteriumfunctie wordt nu 

n 
y(So;x) = l 

j=1 
c.x. + 

J J 
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(i = 1, ••• ,m2 ) 

C ,X • n+i n+1 

Bij vergelijking met het standaardprobleem valt direct op, dat hier 

niet in elke gelijkheid een variabele x +· ~oorkomt met coefficient n i 

+1, m.a.w. we hebben nog geen complete b-kl~sse. Om dit te bereiken 

voeren we vari~belen ·ui ( artificials) ip. en f,ormuleren het l.p~ probleem 

a.lsvolgt 

n 

i: 
j=1 

c.x. + 
J J 

cn+i 1= 0 ( i=:'. ,~,, ••• ,~ M zeer _gr!=)ot. 

onder de bijvoorwaarden 

n 
I a. ,X, + xn+i = b. 

j=1 ,l.J J l. 

n 
I a .. x. - X • + u. = b. 

j=1 !l.J J n+1 l. l. 
(4.6) 

n 

r a .. x.. + u. = b. 
j=l J.J J J. l. 

x. > 0 
J -

X • n+i > 0 .... 

u. ~o l. 

I 

u. 
J 

• 
(i = 1 , ••• ,m1 i 

(i = m1+1, ••• ,m2 ) 

(i = m2+1, ••• ,m) 

{j = 1,2, ••• ,n) 

(i = 1 , ••• ,m2 ) 

(i = m1 +1, ••• ,m) 
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Het algemene l.p. probleem 1s nu van de vorm van het standaardprobleem 

en we kunnen het dus op de gegeven wij ze oplossen;, Daar we M onbegrensd 

groot kiezen zal, als het oorspronkelijke probleem (4.5) een oplossing 

bezit, in het optimum gelden: 

u. = 0 
1 

I 

Merk op dat iedere oplossing van het oorspronkelijke probleem (4.5), 
I 

aangevuld met ui = 0 (i=m1+1, ••• ,m), een oplossing geeft van het ge-

wijzigde probleem (4.6). 0mgekeerd volgt uit iedere oplossing van het 

gewijzigde probleem (4.6), met u. = 0 (i=m1+1, ••• 1,m), door weglating . 1 . . 

van die u. = 0 een 
1 

oplossing van het oorspronkeliJke probleem. De . 

criteriumwaarde is voor deze paren van oplossingen gelijk. Bijgevolg 
i '. 

geldt dat de optimal~ oplossing van het oorspronk~lijke probleem (4.5) 
gegeven wordt door die van het gewijzigde probleein (4.6) na weglating 

van ui = 0 (i=m1+1, ••• ,m), (Gana, dat een ontkenning van deze uit­

spraak leidt tot een tegenspraak!) 

I 

We zullen nu nog in een tweetal voorbeelden m. b. v,. de simplexmethode 
I 

l.p. problemen oplossen. 

I 

Als eerste voorbeeld nemen we opgave 1.3, w~ar we.geconfronteerd 

worden met de problemen van een fabriek voor elek}rische apparaten. 
' I 

We schrijven eerst het lineaire model op en brengen dat in een vorm, 
. i 

waarin het geschikt 1s om m.b.v. de simpleJOP.ethodr opgelost te worden, 

max y(S0;x) = 6x1 + 7x2 + 10x3 

ender de bijvoorwaarden 

0,8x3 ~ 160 

o,6x1 + 0,5x2 + o,4x3 ~ 400 

o,2x1 + o,sx2 + o,4x3 ~ 320 

/ 
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Na. toevoeging van de verschil:va.ria.belen·wordt"-dit 

max 6x1 + 7x2 + 10x3 + ox4 + ox5 + ox6 
I 

onder de bijvoorwa.a.rden 

0,8x3 + X4 
+ 0,5x2 + o,4x3 + x5 
+ 0,3x2 + o,4x3 

= 160 

= 400 

+ x~ = 320 

I . 

Het eerste simplex-tableau (de trivia.le oplossing): 

C • 0 0 0 0 6 : 7 10 
J 

C I B XO X4 x5 x6: x, x2 x3 

0 X4 160 1 0 0 ' 0 0 o,8 
I 

0 x5 400 0 1 0 i o,6 _0,5 o,4 

0 ; x6 320 0 ·O 1 ! 0,2 IQ,3 o,4 
' 

z_; - c.i 0 0 0 0 -6 I -7 -10 
' 

I t 
We kiezen de la.a.tste kolom (x3;z3-c3= -10) enjde eerste rlJ 

(x4 ;b/a.13r=200), en we geven da.t a.an met pijl"\ijes rechts en one: ~r 

Het tweede tableau voor de eerste verbeterde oplossing: 
I 

. 
C • 0 0 0 o· 6 7 10 

J 

C i B 
I 

XO X4 X5 x6 x, :x2 x3 

10 x3 200 5/4 o: 0 0 0 1 

0 : 
:x5 320 -1/2 1 I 01 o,6 0,5 0 

0 ; 240 -1/2 0 1 I 0,2 0,3 0 x6 I 

z. - C. 2400 12,5 0 01 -6 -7 0 
J I J I 

t 
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We kiezen nu de op een na laatste kolom en de tWieede rij. De tweede 

verbeterde oplossing wordt: 

C. 0 0 0 0 .6 7 10 
J 

C B XO X4 x5 XC x1 x2 X3 
I 

10 :x;3 200 5/4 0 ' 0 p 0 1 i ' 

7 X2 640 _, 2 ' 0 6V5 1 0 
! ' 

0 ~6 48 -0,2 o,6 1 -8/50 0 0 
I I . 

z. - ~- 6480 5,5 14 0 2;,4 0 0 
J .J 

Daar op de z. - cJ . ..:regel geen negatieve getallen: meer voorkomen hebben 
J. 

we een optimaD.e oplossing bereikt voor x1 = O; x~ = 640; x3 = 200, en 

de waarde va~ de criteriumfunctie bedraagt 6480. 1 

Het tweede voorbeeld formuleren we direct als wiskundig probleem: 
I 

max y(s0;~) = 2x1 + 3x2 - x3 
! 

ender de bijvoorwaarden 

x, - 2x · -2: 3x3 + X4 = -10 

3x · - 5x3 < - 4 
2: 

4x1 - X . - 2x3 > - 6 2· == 

x,I + x2 > 2 = 
x2 + X3 + X4 ~ 4 

x. > 0 
J == 

• I 

I 

I ( j = 1,2,3,4) 

We moeten er nu eerst voor zorgen dat de constanten b. positief zijn. 
1 

Dat doen we door in: de eerste drie bijvoorwaarden rechter- en linker-

lid van plaats te l~ten verwisselen. Daarna voegen we verschilvaria­

belen x . en artificials u. toe. De bijvo6rwaarden luiden dan als-
n+i i 

volgt ( ga dat na) .i 



- x1 + 2x2 + 3x3 - x4 

- 3x2 + 5x3 - X 

- 4x1 + x2 + 2x~ 

x1 + x2: 

X2: + X3 + X4 

x. > 0 J ... 

u. > 0 
1 -
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5 

De criteriumf'uncfie y(Sc;ix) luidt nu: 

i 

+ x8 

: {j = .1,2, ••• ,8) 

(i = ~,2,3). 

' 
;_ M(u1+u2+u3). 

' ' In zes stappen wprdt de optimale oplossing be7eikt. 

1. Het eerste tableau (de triviale oplossing)l 
' 

--'-. 
C • 

I 0 -M -M 0 -M ·o 2i 3 -1 0 
J ' 

C B XO u, u2 x6 
I 

u3 xa x1. x2 x3 X4 

-M ;u, 10 1 0 0 0 0 -1 
I 

2 3 
_, 

-M u2 4 0 1 0 0 ;O 0: -3 5 C 

i 6 ' -41 0 ' x6 0 0 r 1 0 :o 1 2 0 
·--•· 

2 0 0 0 1 ' 0 1 : 1 0 0 -M U3 

0 xa 4 0 0 0 0 1 0: 1 1 1 

z.-c. . .:..16M 0 0 0 0 0 -.2: ~3 -8M+1 M 
J J ; 

t 

0 

= 10 

= 4 

= 6 

0 

x5 x7 

0 0 

-1 0 

') 0 

. 

··-
0 _, 

0 0 

M M 

◄ 

' 
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2. De eerste verbeterde oplossing: 

" 

c. 0 -M -M 0 -M 0 2 3 -1 0 0 0 
J 

C B XO u1 u2 x6 u3 x8 x1 x2 x3 X4 x5 x7 
I ! 

" 
-M u1 7,6 1 -0,6 0 0 0 -1 3,8 · 1 0 -1 o,6 0 

-1 x3 o,8 6 0,2 0 .0 0 0 -n,6: 1 0 -0,2 0 

0 x6 4,4 0 -0,4 1 0 0 -4 2,2; 0 0 o,4 0 

-M . U3 2 0 0 0 1 0 1 . 1 0 0 0 -1 

0 x8 3;2 0 -0,2 0 0 1 0 1 ,6 I 0 1 0,2 0 

z .-c. -9,6M Q 1,6M 0 0 0 -2 -4,8~ 0 M -0,6M M 
J J ii -0,8 -0,2 ' -2,4: +0,2 

t: 
Wij stuiten hier op een ontaarding, omdat niet ondubbelzinnig de rij 

l ' l 
i kan worden aangewezen waarvoor min b./a.h ~erei~t wordt; immers 

: 1 J. I 

7,6/3,8 = 4,4/2,2 = 2/1 = 3,2/1,6 = 2. In de praktijk kiest men dan 

die rij waarvo~r aihimaximaal is. Dit heeft tot g~volg dat de invloed 

van afrondingsfouten verkleind wordt.We kiezen dua de aangegeven rij. • 

3. De tweede verbeterde oplossing: 
-----~---·-••··•~~ - ----·-- -: 

C. 0 -M -M 0 -M 0 2 7 -1 0 0 0 
J --

C B XO u1 u2 x6 u3 x8 x, xa lx3 X4 x5 x7 
' I 

3 x2 ·2 0,263 -0, 158 0 0 0 -0,263 1 0 -0,263 o, 158 0 

-1 X3 2 O, 15~ 0, 105 0 0 0 -0, 158 0 1 -0, 158 -0, 105 0 
: 

0 x6 0 0,579i -0,052 1 0 0 -3,4:21 0: 0 0,579 0,052 0 
' I 

' 
-M u3 0 -0,263 0, 158 0 1 0 1,263 0 0 0,263 -0, 158 -1 

0 x8 0 -0 ,421' 0,053 0 0 1 o,421 d 0 1,421 -0,053 0 

; 

z.-c. 4 1,262M +0,842M 0 0 0 -1,262M 0 0' -0,262M 0, 158M M 
J J +0,631 -0,579 -2,631 -0,631 +0,579 

. +. l Ook hier hebben we weer een geval van ontaarding. _ 1 
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4. De derde verbeterde oplossing: 

-·-· 

c. 0 -M -M 0 -M 0 2 3 -1 0 0 
J 

--· -
I 

C B XO u1 ! u2 x6 u3 x8 xi x2 X3 X4 X5 1 
i - _, .. ...... - .. 

3 x2 2 0 0 0 1 
! 

0 -0,208 o, 125 

-1 X3 2 0 0 0 0 1 -0, 125 -0, 125 
! 
' .,-. 

0 x6 0 1 0 0 0 0 1,291 -0 ,376. 

--- _ .. 

:o, 125 2 x1 0 -0,208 o, 125 0 0,792 0 1 0 0 0,208-

~- ' --- ·------ I 

0 x8 0 i 
0 1 q 0 0 1,333 0 

: - - ... - ---· ·- --·- -·· ... .. -· . - •·• . .,,_ .. ---
z .-c. 4 M-0,084 M-0,25 0 M+2 ,08 : 0 d 0 0 -0,083 0,25 

J J i ••- -~.-·--•-~r·· 

I 

Het l.S nu eenvoudig'.in te zien dat in de z. - C • vakjes van de u. 
' 1 J. J 

kolommen slec.hts po~i ti eve 

kolommen ~u dan ookizonder 

getallen blijvetj staa:Dr• We mogen die 

enig. bezwaar we~laten.: 
I 

5. De vierde verbeterde oplossing: 

-·· ------·-----------· ----·--·------· 
C. 0 0 0 2 3 -1 

l 
0 0 

J 
., . i----...:- .. -

C B x6 
I 

XO X8 x1 x2 X3 1x4 X5 X7 
I 

3 x2 :2 0 0 0 1 0 -9,208 o, 125 -0,208 
' I 

-1 X3 • 2 ;o 0 0 0 1 -0, 125 -0, 125 -0, 125 

0 x6 0 ;1 0 0 0 0 1,291 -0,375 -2,709 

2 x, 0 ·o 0 1 0 ;Q o·,208 -0, 125 -0,792 
l i I 

l 

0 x8 0 p 1 0 0 0 1:,333 0 0,333 

j 

z.-c. 4 0 0 0 0 0 -o:,oa3 0,25 -2,084 
J J ' 

t 

0 

x7 
-

-0,20tl 
j 

-0, 125 

-2,709 

-0,792 

0,333 

-
-2,084 

: ' I, 

◄ 
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6. De vijfde en laatste verbeterde oplossing: 

. 
I, c. 0 ·O 0 2 3 -1 0 0 0 

J 
! ! ; 

C B XO ?'6 x8 x1 x2 x3 
I 

X4 x5 X7 
I ; 

10,625 3 x2 2 0 0,625 0 1 0 o, 125 0 

-1 x3 2 0 0,375 0 0 1 ;0,375 -0, 125 0 

0 x6 0 1 8,127 0 0 0 12, 127 -0,375 0 

2 x, 0 0 2,375 1 0 0 i3,376 -0, 125 0 
I 

0 0 0 3 0 0 0 
I; 

4 0 1 x7 
I 

-
z.-c. 4 :0 6,250 0 0 0 8,25 0,25 0 

J J : 

(Gana dat dit de o~timale oplo sing is enjbepaat die oplossing). 

4.4. Het transportprobleem. 
I 

Laten in m havens - de opslaghavens - resp. a 1, ~2 , ••• , am eenheden 

van een bepaald (homogeen) goed aanwezig zijn. S~el dater bovendien 

n havens - de bestemmingshavens - zijn, waar een\behoefte bestaat aan 
I 

resp. b 1, b2 , ••• , bn eenheden van dat goed. We veronderstellen voor-

lopig dat de totale;gevraagde en aanwezige :hoeve~lheden aan elkaar 

gelijk zijn: 

m 'n 
L a. = :}: b .• 

i=1 1 j=1 J 

De kosten, verbonderi aan de verscheping van een eenheid van haven i 

naar haven j (route :i-+j) bedragen c ..• Wanneer m~n nu de totale trans-
, I • 1J 

portkosten wil mini~aliseren, dan luidt het l.p. probleem: 

m n 
r 

i=1 
r 

j=1 
c .. x .. 

1J 1J 
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onder de lbijvoorwaarden 

m 
I x .. = b. 

i=1 l.J J 

n 
I ~-. = a. 

j=1 ,l.J l. 

n m 
I l:i. = I a. 

j=1 .J i=1 l. 

x .. > 0 (i = 1 , ••• ,m; j = 1, •• ~,n) 
l.J -

'· 
I 

ai, '.b. > 0 
J 

waarin xij de, langs route i ~ j, te versch~pen eenheden van het goed 

voorstel4en. In de regel is x .. een variabel~, die alleen geheeltallige 
J.J I 

waarden kan aannemen. 
i 

Men kan dit pr~leem m.b.v. de simplextmethofe oplossen; er is echter 

een eenvoudiget methode, die we hier zullen behandelen. · 

In paragraaf 4 .:3 is gebleken dat in een te construeren optimale op .. 

lossing het aan~al b-variabelen ongeli~k aan:nul hoogstens gelijk :s 

aan het aantal ielijkheden in de bijvoorwaar~en (de voorwaarden 

x. > 0 en b, > 0 worden niet meegeteld). Bij:het transportprobleem J ... l. 
wordt,echrer in~reuk gemaakt op de veronders~elling dat geen van de 

vergelijkingen gemist kan worden, zonder dat;het probleem wezenlijk 

verandert. Het aantal strikt noodzakelijke v~orwaarden is een minde~ 
, I 

dan het a~ntal dat hierboven is opgeschreven, Daarom is het aantal 

b-variabeien - ~et waarden ongelijk aan nu1?;- hoogstens m+n-1. Zijn 

een of meer b-v~riabelen in een oplossing gelijk aan nul, dan sprek~n 
, , I 

we ook hier van: een ontaarde oplossingj We mfrken op - zonder bewijs -

dat, indien de a. en b, gehele getallen zijn, in de oplossing van het 
1J. J . . 

transportprobleem ook alleen gehele getallen .. als uitkomsten voorkomen. 
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Ook bij de specifiek
1
e oplossing van het transportprobleem gaan we 

stapsgewijs te werk.· We beginnen met de constructie van een begin-, 
oplossing, die plaat~ vindt volgens het onderstaande recept: 

1. zoek indicel:3 I en J waarvoor c .. 
l.J 

minimaal is; d.at geeft een route 

I ➔ J; 
i 

2. verzend zoveel mogelijk eenheden XIJ langs I ➔IJ (xrJ.5..- aI & 

xIJ ~ bJ); 
3. bepaal welke van de twee havens (I en J) niet ts uitgeschakeld 

I I I 
(d.w.z. waar nog voorraad of nog behoefte is):! 

I 

3.1. is dit de opsla~haven I (d.w.z. x1J=bJ~? zo ja; zoek dan een route 

I ➔ j ( j fJ) , wa~rlangs ( zoveel mogelijk van) 1 het restant opge-' 
I ' 

slagen eenheden zo goedkoop mogelijk verscheept kan worden en 
. I 

ga verder bij p~nt 4; · 

3,2. is dit de bestemmingshaven (d.w.z. x1J = a1 )~ zo ja, zoek dan 

een route i ➔ i ( if I), waarlangs ( zoveel mog~lijk van} het res­

tant gevr~agde ~enheden zo goedkoop mo~elijk1verscheept kan 

worden en. ga verder bij punt 4; 
3.3. beide hav~ns zijn uitgeschakeld; bepaal de rbute i ➔ J (i+r) 

I 

waarlangs zo goedkoop mogelijk verscheept kan worden en geef XiJ 

de waarde: nul; I 
i i 

4. ga op boven besch~eve~ wijze door tot 

zijn. 

. I 
alie hav,ns 1uitgeschakeld 

• I 

I 

I 

Op deze wijze vinden;we een beginoplossing, :die e~n hoekpunt van het 

toegelaten gebied werrgeeft. 

• • I . 
WiJ demonstreren deze procedure aan een voorbeeld; In de havens A, B 

I ; 

en C liggen resp. 7, 6 en 6 ton van een goed opge~lagen. In de havens 

D, E, Fen G i~ een iehoefte aan dat goed van resp. 5, 9, 2 en 3 ton. 

De kosten van het vervoer zijn vermeld in onderstaande matrix. 

D E F G 

A 5 3 1 I 0 

B 4 3 -1 . 2 

C 8 4 2 1 
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De negatieve kosten voor route B + F geven 

daarlangs een premie ontvangt. De nul voor 

a~n dat men voor vervoer 
I 

t~aject A+ G kan b.v. aan-
' duiden dat haven A en Geen en,dezelfde have* zijn. We geven de havens 
i 

A, Ben C resp. aan met de indices (i=) 1, 2;en 3 en de havens D, E, 

Fen G met (j=) 1, 2, 3 en 4. De formuleringivan de bijvoorwaarden 

luidt derhalve 

4 4 4, i 
I I I = 6 II 6 X; • = 7 x2j x3j =!: 

j=1 1J j=1 j=1 

3 3 3 3 
I xi1 = 5 I xi2 = 9 .r xi3 g I xi4 = 3 

i=1 
I 

i=1 i=1 i=1 

We bepalen nu etn beginoplossing. Daartoe 4en we gebruik van de zo­

genaamde verschepingstabel, waarin de te verienden hoeveelheden worden 
l ! ' 

ingevuld:: 
I l 

I 

4 
I 

(a.) 1 2 3 itotaal 
l 

5 3 LL 0 
1 7 

? 6 

3 6 

totaal (b.) 5 9 2 13 19 
I J 

• 
verscheEingstabel 

Zeals men~stellig zal opmerken zijn in de 

vakje, dat een route i + j voorstelt, de 

' 
reqhter bovenhoek van 

kosten c .. vermeld. 
lJ 

ieder 

De goedkoopste route (min c .. ) is hier 2 + 3:(of'wel B+F). We verzenden 
lJ 

daarlangs nu zo~eel mogelijk, d.w.z. x23 = 2i Opslaghaven 2 is nog 

niet uitgeschakeld en we zoeken dus in 1rij 2 1van de verschepingstabel 

naar ~e op een ~a goedkoopste route. D~t blijkt 2 + 4 (of'wel B+G) te 

ziJn Hierlangs.verzenden we x24 = 3 eenheden. Nog steeds is opslag-
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I 

haven 2 niet uitgeschakeld en we zoeken weer verder naar de goedkoop-

ste - nog niet gebruikte - route op rij 2, We vinden 2 + 2 en x22 = 1. 

Opslaghaven 2 is nu ;uitgeschakeld en we veryolgen 1 derhalve met - de 
• • i • I ( ) I • • nog niet uitgeschakelde - bestemmingshaven f E •: Hiervoor vinden we 

achtereenvolgens de ~oute's 1 + 2 en 3 + 2 met x1~ = 7 en x32 = 1. 

Tenslotte volgt rout:e 3-+ 1 (opslaghaven 3 {.,as no~ niet uitgeschakeld) 

met x31 = 5, Wij he9ben nu een hoekpunt vanlhet tpegelaten gebied 

x(s0 ) gevonden, dat ~eschreven wordt door d~ h-kl~sse (x11=x 13=x14= 
I I 

=x21 =x33r x34=.o). De; b-klasse bevat overige: m + n\ - 1 = 6 va.riabelen. 

In de verschepingstabel vinden we: 

I 

tot. 

7 i 

l 
6 I 

3 5 6 

tot. 5 9 2 3 I 19 

Met behulp van horiz~ntale en verticale lij~stukk~n kunnen wij de 

vakjes, waarin 1 de wafrden van de b-variabelen zij? vermeld, verbinden. 

Voor het voorb~eld is dit in onderstaande verschepingstabel gedaan 
I 

(gemakshalve zijn i.p.v. de getallen x .. punten -'.de zogenaamde op-
' 1J 

lossingspunten'- in de vakjes gezet). 

~ ' 1 2 3 4 
1

tot. 

' 
I 

1 7 
: 

6 2 - " i -- ---
'1 -3 ~ 6 
' 

tot. 5 9 3 2 19 
I 
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In het algemeen noemen we een verzameling ~unten, die door lijnstukken 

warden verbonden een graaf. Met betrekking 1tot de verschepingstabel en 
'. I 

de daarin gegeven oplossingspunten van een:transportprobleem zullen we 

spreken van oplossingsgrafen. We mak~n ond~rscheid tussen twee soorten 
I 

oplossingsgraten: 

1. oplossings~rafen zonder rondgang(en), oplossingsbomen geheten 

en 

2. oplossingsgrafen met rondgang(en)~ 
I ! 

In bovenstaande tekening is een voorbeeld gegeven van een oplossings­

boom. Ka.rakteristiek voor een oplossingsboom is dat ieder punt ervan 

langs een weg vanuit een ander punt bereikt kan worden. Een voorbeeld 

van de tweede. soort geven we hieronder. 

~ 
I 

4 1 2 3 I tot. 
I 

i ' 

1 
! 

7 
I 

I 

2 ' 6 
l - i 

3 I ' 6 ' 
tot. 5 9 3 ' 2 19 

Zeals men ziet zijn er in deze graaf punten, die langs verschillende 

wegen vanuit andere punten bereikt kunnen Worden (vgl. de wegen tussen 

de punten (2,,1) en (3,2): (2,1),(2,2),(3,2) en (2,1),(3,1),(3,2)). 
I i 

• • • I • 
Het 1s bewezep dat in een verschepin~stabe+ met een op~ossing, die 

correspondeert met een hoekpunt (met:dus m+n-1 b-variabel~n en ; ; ' 

m•n-m-n+1 h-~riabelen), alleen een oplossingsboom met m + n · 1 
I I 

punten voorkomt; m.a.w. rondgangen zijn hier uitgesloten. Omgekeerd 

is met iedere1 oplossingsboom met m +.n - 1!punten in een verschepings­

tabel een oplbssing verbonden, die corresp9ndeert met een hoekpunt. 
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Keren we nu terug naar ons voorbeeld. De totale'kosten, die aan het 

hierboven gegeven vervoersprogramma Zl.Jn verbonden bedragen 72. Wij 
· ! I 

vragen ons af of dit het optimale vervoersprogriµnma is, en, ala het 
. . ' 

' ' 
dat niet is, of het optimale programma dart uit ~eze oplossing gecon-

strueerd kan wordep, Bij de simplex-metho4e kon~en we dat zien aan 

het teken van z. - c .• Bij het transportproblee* doen wij precies het-
J J . . 

zelfde, Alle~n wor~en de waarden zj - cj op eenJandere wijze bepaald. 

Stel dat we een nieuwe route opnemen, en wel A~ G, en daarlangs 1 
! 

ton verzenden. Dan moeten enige andere verschepingen gewijzigd worden, 
I ! 

b.v. 1 ton mfnder langs A+ E, 1 ton meer langs
1
B + E en weer 1 ton 

minder langs B + G. Deze veranderingen hebben een wijziging van de 
' totale kosten tot gevolg, tot een bedrag van 
I 

- c,2 + 922 - 0 24 + c,4 = - 2 

en het is dus voor~elig om ze uit te voer~n. Wi~ noemen c 14 de directe 
I 

kosten van het veryoer langs A+ Gen z14 j= + c 12 - c22 + c24, d.w.z. 

de kosten van vervber langs de route's, die A +'G vervangen, de indirec­

te kosten. De indirecte kosten z .. hebben dezel}de betekenis als de, 
. ' l.J . ' 

bij de simplex-methode gebruikte, getallen z .• 
J 

Uit het bovenstaande zal duidelijk zijn dat hetiinvoeren van een nog 
i 

niet gebruikte route de totale kosten kan doen 4alen. Teneinde zo'n 

route te vin4en berekenen we nu systematisch dejgetallen c .. - z .. en 
: l.J l.J 

zoeken Vc:\ll de nog niet in gebruik zijnde routes'die met de kleinste 
' : 

c .. - z .. (d~t geeft de gunstigste kostenverand~ring). De berekening 
l.J l.J 

geschiedt als volgt. Aan iedere route kenrien wi~ twee soorten kosten 

toe: rij- en kolomkosten, resp. r. en k., en we1 zodanig dat voor de 
: l. J ' ' 

m + n - in gebrulk zijnde routes i + j (bij orttaarde oplossingen 
I 

ook die routes waarvoor de b-variabele:. xJ . = 0 ! gesteld is) geldt 
J.J 

I 

c.; = r.1+ k .• 
l.J l.: J 

We krijgen dan m + n - 1 vergelijkingen met m +;n onbekenden, en daar­

voor kunnen we altijd een oplossing vinden. In ~en van de m + n - 1 
I ! 
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vergelijkinge~ stellen we dan een ri ~f een kj (maar niet beide) gelijk 

aan nul en we lossen vervolgens de vergelijkingen op. Men bedenke dat 

de waarden van r. en 
: J. 

k. afhangen van het hoekpunt waarin men verkeert. 
J ' ' 

Voor verschil4ende oplossingen zaJ,. men dus i.h.a •. verschillende waarden 
i 

vinden. 

In ons voorbeeld zijn er 6 vergelijkingen met 7 onbekenden: 

r, + k2 = 3 r2 + k4 = 2 

r2 + k2 = 3 r 3 + k1 = 8 

r2 i k3 = -1 r3 + k2 = 4 

Stellen we r, b o, dan vinden we achtrreenv?lgens k2 = 3, r2 = o, 
k = -1, k4 = 2, r = 1 en k = 7. Voor een 11'willekeurige route i + J' 

3 ! 3 . 1 I 

vinden we nu de getallen cij - zij do~r te terekenen cij - kj - ri. 
Bijvoorbeeld: I 1 

= 5 

= 2 

0 7 = -2 

(-1) = ~ 
. . 

. ; . . I 
In de verschepingstabel omcirkelen we nu gemakshalve de hoeveelheden 

. I 
van de beginoplossing en in de lege vakjes ~i+j) {= niet gebruikte 

routes) schrijv
1 

en we de getallen c. . 7' z ..• • 
J.J I J.J 

totaal 

7 

6 

6 

totaal 5 9 2 '3 
1 

19 
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Nu blijkt min (c .. -z .. ) = -3 voor i -+ j = B-+ b = 2-+ 1. Wij moeten 
lJ 1J 

vervolgens bepa.len hoeveel eenheden er la.ngs B-+ D vervoerd kunnen 

worden en ten kosten va.n welke routes d~t ga.a.t. Da.artoe omcirkelen we 

ook het geta.l ~3 1en bepa.len in rij i = 2; een Viakje (i-+k) = (2-+k) met 
I 

een omcirkeld ge~al, dat a.ls eigenschap heeft ,
1 

dat in de kolom k nog 

een vakje met eed omcirkeld getal voorkomt. In die kolom k bepalen we 

dan weer een "omcirkeld" vakje (k-+1) met a.ls e~genschap dat in rij 1 

ook een "omcirkeld" vakje voorkomt. Zo gaan wrj voort doorbeurtelings 

in een kolom en een rij een "omcirkeld" vakje ~e zoeken, totdat we 

weer in ons uitgangspunt zijn teruggekeerd, Met andere woorden: we 
. . I 

maken van de oplossingsboom een oplossingsgraa!f met een rondgan~. In 

die rondgang w,ij~igen we de te verschepen hoeveelheden zo, dat we een 

nieuwe oplossingsboom verkrijgen. Passen; we di:t toe op.ens voorbeeld, 
I . . 

dan vinden we ee~ (gesloten) rondgang over de ~akjes (2+1), (2-+2), . ' ' 
(3-+2) en (3-+1). aierin kunnen we nu de t~ versphepen hoeveelheden 

wij zigen, en wel :i 
I 

I 

langs 21 -+ •' ton meer 

langs 2 -+ 2 ton minder 

l~gs 3 ➔ 2 1 ton meer 

l,angs 3 -+ ton minder. 

Het nieuwe ;transportprogramma ( de eerste verbe~erde oplossi-ng) is in 

onderstaande tabel vermeld. 
I 

totaal 

7 

6 

6 

totaal 5 9 .2 3 19 
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Opnieuw bepalen we nu r. en k. 
1 J 

en vervolgens de getallen c .. - z .. 
, 1J 1J 

teneinde, wanneer er een c .. - z .. < 
1J 1J 

te bepalen. Zijn alle c .. - z .. > O, 
1J 1J -

hebben daa.rvoo
1
r in ons voorbeeld nog 

Tweede verbeterde oplossing: 

7 3 

,0 

-3 

totaal 5 9 

0 voorkomt, een nieuwe oplossing 

dan is1 een 1

1

1optimum bereikt. Wij , 
I I 

twee I stappen nodig. ! 

12 

2 

I 

;o 
I 

0 

2 

I I 
! 

totaal 

7 

6 

6 

19 

I 
Derde verbeter:de oplossing: 

I i 

7 3 

0 

_, 

totaal 5 9 2 

I 

'O 
I 

:G) 

2 

1 

tote.al 

7 

6 

6 

19 

Uit de la.atste tabel kan men aflezen cl.at een optimale oplossing be-

reikt is; er ~ijn immers geen cij - z1j _< o;meer. Bovendien kan men 

eruit aflezen dat nag een andere optimale oplossing mogelijk is: in 
l I I 

het vakje (1~4) staat een nul, en dat wil Zrggen da.t men zonder kosten-
' 

verhoging of ~verlaging de route 1 ~~mag invoeren. In de ondersta.a.nde 

tabel is die route toegevoegd. Men merke op! da.t de verschillen c .. - z .. 
J.J lJ 
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gelijk zijn gebleven. 

5 3 0 ·o 
! 

totaal 

5 3 1 0 
0 CD Q)- ~-1- -Gl 7 

(1)1!±. 3 l::.l I 2 
-1 (g) 3 6 

I 

I 
I 

6 2 -0 

:totaa1 5 9 2 3 19 

Daar er verder geen rlullen in de tabel voork,omen, ;Itan men alle optimale 
I 

oplossingen van dit transportprobleem schri".jven als een lineaire combi-
! I I 

natie van de twee, ~ierboven gegeven, optimale o~lossingen. Geven wij 

de hoeveelheden in die laatste twee oplossihgen ~an met resp. 

x~'.) en x~~) ,· dan w~rdt een willekeurige optimal~ oplossing geschreven 
J.J J.J : . . 

als 

x .. 
J.J 

(2) 
( 1-a)x .. 

J.J 

Voor a= 1/3 krijgt men b.v. 

E F G tot:aal 

A , 1 4 2 7 
B 4 2 '.6 ----'---+--_.,. _______ ....__ 

C :: 5 1 16 
··--- _.).I_ . ·-r----,t---------,--t 
totaaJI, 5 i 9 2 3 1'9 

Waren er meer nullen in de tabel van de eindoplos;sing, en dus meer 
. . . 1 . ( k) . 

alternatieve optimale op ossingen x .. , zeg n, dan had men alle opt1-
1 ,l 

male oplossingen kunnen schrijven als de l i.nea:tr~ combinatie 
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x .. = 
l.J 

Bij het transportprobleem kunnen zich ontaardingen voordoen in het ge­

val dat een aantal (<m) opslaghavens ~recies kan voorzien in de be­

hoeften van een aantal (<n) bestemmin~shave~s. Bij de constructie van 

een beginoplossing brengt dit geen moeilijkheden met zich mee: hierin 
I 

I 

voorziet het recept. Doet de ontaarding zich in een latere stap van 

·· de~ transport~lgori thme voor dan voeren we a.naloog een route i -+- j in, 

waarlangs nul eenheden vervoerd worden. We illustreren dit aan het in 
I 

deze paragraaf gegeven voorbeeld. Stel dat we de onderstaande_oplos-
1 j 

sing bereikt hebben 

p 

: 
totaal 

7 

5 

3 

9 '2 

i2 tote.al 

I 0 
-2 7 

2 
:© 6 

1 
,. 

,-2 6 

3 - 19 

I 

We nemen1nu - in strijd met de hiervoor gegeven regels - route A-+- D 

(= 1~1) op. De nieuwe oplossing, met slechts 5 b-variabelen x .. + O, 
l.J 

is de onderstaande. 

totaal 

7 

6 

6 

totaal 5 9 2 3 
I 

19 
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(Merk op dat het niet mogelijk is om alleen m.b.v. horizontale en 

verticale lijnstukken de oplossingspunten met elkaar te verbinden.) 

Een van de twee vervallen route's ( C+D en A+E) l~ten we nu voort~ ... , 

bestaan, en wel die met de laagste kosten (A+E) met nul eenheden te 

vervoeren. Der. en de k. zijn daardoor wel te berekenen en we kunnen 
1 J . ' 

het probleem op de pormale wijze oplossen (ga dat na). 

Een eenvoudig op tei lossen probleem doet z;,ich voer in het geval 

m !n 
I a. + : I b .• 

i=1 J. jj=l J 

Stel dat l a. > l b,. • In dat geval voeren we een; "dummy" bestemmings-
1 J ' 

haven n + 1 in met c. +l = 0 voor alle i, en lessen het transport-
, 1 n , 

probleem op de bekende wijze op. Biji,}: a. -; l b. ;wordt analoog gehan-
1 JI 

deld. 

Hoewel de naam dit misschien niet doet vermoeden~ is de hier behandel­

de oplossingmethode: toepasbaar op ieder pr¢bleem~ ongeacht of het om 

transporten gaat of1 niet, dat zich, mathe~tisch~ laat formuleren als 
i 

het transportproble~m. 

Opgaven. 

4.1. Het rei~burea~ Quo Vadis organiseert doorlqpend weekendcruises. 

Men heeft de ~eschi~ing over een schip dat per cruise accomodatie 
' 

biedt aan ten:hoogste 1000 personen (bedienden d~arbij inbegrepen). 
' ,,,, : 

Op het schip komen alleen eenpersoonshutten voor~ Er zijn twee 

tarieven, t.w. voor 1e klas passagiers f 500,-- p.p. per cruise, en 
, I 

voor 2e klas passagiers J 400,-- P•P• per cruise, Het verschil tussen 
, I 

de klassen wordt ve,oorzaakt door verschil in beqiening en accomodatie. 
' I 

Voor de 1e klas is nri.nstens een bediende p~r 2 passagiers beschikbaar 
I I : 

en voor de 2e klas minstens een bediende per 4 passagiers. Wat de 
I 
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accomodatie betreft: er zijn op het schip 30P 1e klas hutten en 700 

2e klas hutten aanwezig. 

Iedere bediende wordt een 2e klas hut toegewezen. De overige 2e klas 
I 

hutten zijn voo,r 2e klas passagiers be13chikbaar, evenals onbezette 1e 
: I 

klas hut ten. : 1 
I 

Een bediende ko:st het reisbureau I 300 ~-- per cruise. 
r 

Gevraagd: Stel ~en model op voor dit probleem en bereken het aantal 

gasten voor de ~ruise per klasse, waarbij de:netto opbrengst per 

cruise voor het'. reisbureau maximaal is. 
I 

I 
i 
I 

(tentamen 1968) 

4.2. In een verffabriekje met 15 man person~el maakt men sneldrogende 

verven in de kwaliteit snelfa 1, snelfa 2 en 1 supersnel. Voor de 
' I 

fabricage zijn p,a. de grondstoffen A Tn B nrdig, waarvan per week 

resp. ten hoogs~e 9000 en 11.000 kilogtam gebruikt kan worden. 
! I I 

Voor de fabricage van 10.000 kg snelfa 1 1 is 2000 kg A nodig, voor 
, i I 
• I , 

10.000 kg snelfa 2 3000kg A en 2000 kg B en:voor 10.000 kg supersnel 
I 5000 kg B~ , ' . i : 

V .w.b. de bewerkingstijden geldt het v¢lgende: met de bereiding v .... ·, 
I 

10.000 kg, snelf~ 1 zijn 4 mannen 1 week bezit, terwijl 3 mannen per 
' I ' 

week nodig zijn'.voor 10.000 kg snelfa 2, en$ voor 10.000 kg supersnel. 

De opbrengst pe~ kilo verf is I 3,-- voor snJ1ra 1, I 5,-- voor snelfa 

2 en/ 4,~- voor supersnel • 
• I 

Bereken h~t produktieprogramma met de gunstigste opbrengst (op loon-

kosten kan overigens niet bespaard worden). 

' 
I 

! 
I, 

4.3, Een loond~aaierij produceert voor. een qombinatie van scheepswerven 
I 

schroefassen, ktukassen en drijfstangeri. 

De loondraaierij beschikt over 4 afdeli.ngen t,. w. een "draaierij", en 
I I 

afdeling "freze*", een "schaverij" en een afdeling "boren". Deze vier 

afdelingen hebben resp. een maximale capacit~it van 400, 120, 155 en 
i 
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300 uren per week, De bewerkingstijden in uren yoor de drie produkten 

in de vier afdelingen zijn gegeven in onderstaande tabel. 

I 

Bewerkingstijden in uren (incl. eventuele toeslagen): 

' 
Afd. I Draaierij Frezen ! Sqhaverij Boren 

! I Produkt: 
: 

' ' ! 

Schroefas I 20 - i 5 6 
I 

16 8 ' 4 Kruka.s i I 1 I 

' ! 
Drijfstang 2 - 3 2 

' 

~ 
Voor het gebruik van iedere afdeling geldt een ~urtarief, resp. I 30,--, 

I 

I 30,--, I 50,-- en/ 25,--. De verkooppr1js van een schroefas bedraagt 
· I I 

I 1100,--, van een krukas / 990,-- en van;een drijfstang / 300,--. 
' I 

i 
a) Hoeveel produkten moet de loondraaieri4 van 4e onderscheiden soorten 

produkten in een w~ek maken om een ma.xi~e win~t te verkrijgen? 

(alleen verkooppri~s en uurtarief spelen ~en~~) 

I 

' i 

: ( tentamen 1969 ) 
I 

4.4. In paragraaf,4.3. is alleen gesproken ove~ maxima.lisatieproblemen. 
' 

Hoe zou u een minilflS,lisatieprobleem oplossen? 

4.5. In verband met de verzwaring van tentamen~isen besluiten 
! 

studenten op vier ~laatsen in een univers~teits~tad tegelijkertijd 

protestacties te beginnen. i 
De politie heeft o~ het moment van het begin v~ de acties bij 3 

verschillende bure~us(Hoofdbureau, bureau ir, bureau II) resp. 6, 2 

en 7 overvalwagens beschikbaar en is van oordeel dat ter plaatste 
' I 

van de acties (Roeterseiland, Oudema.nhuispoort, iWilhelminagasthuis, 

Maagdenhuis) resp. :3, 3, 4 en 5 overvalwagens n~dig zijn. 
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De ti.jd in minuten om van de verschillende bureaus met de wagens ter 

plaatse te zijn is: 

Hoofdbure13-u · Bureau I Bureau II 

Roete~seiland 20 13 12 

Oudemanhuispoort 15 12 15 

Wilhe!minagasthuis 11 14 18 

Maagd~nhuis 13 17 18 

Gevraagd wordt nu de wagens zo te laten uitrukken dat de som van de 

tijden nodig om de actieplaatsen te bereiken iminima.al is. 
' I 

(tentamen 1968) 
I 

,! 
4.6. 

' 
Geef voor 1opgave 1.4. de optimalei order~verdeling (maxima.le-

I ' 

winst·). Los het !probleem ook op met alsi respe~tieve capaciteiten 250, . ' ' 

300 en 300 stuks in plaats van de gegevbn 306, 200 en 250 stuks. 

4. 7. Een :aannenier van grondwerken heeft bij \:le aanleg van ec-.1 grote 

autoweg vier egetlisatieprojecten onder handeni. Hierbij moet o .. :. Zb.i:/1 

vervoerd worden met vrachtwagens. Bij enige a;utoverhuurma.atschapp.:.;en 

kan hij v~er soorten vrachtwagens huren. De $,gens zijn ieder voor 

zich bijzonder geschikt voor een speciale terreingesteldheid, hetgeen 
' 

o.a. tot uitdrukking komt in het verschil in ~rijs per rit (d.i. huur-
1 • ' 

kosten, brandstdf e.d.). De prijzen per: rit (~n guldens) zijn gegeven 
I i 

in onderstaande -tabel 

2 3 4 

Truck M 25 30 25 ! 40 

Sa.nidboss 33 46 20 i 25 
,, 

F.A.D. 18 35 20 36 

International 20 45 30 36 
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Per dag moeten bij ~e onderscheiden projecten re,p, 16, 20, 25 en 14 

ladingen vervoerd worden. Bij de verhuurmaatschappijen .zijn van de vier 

soorten resp. de volgende aantallen auto's beschikbaar: 25, 10, 50 en 

12, Iedere auto kan slechts eenmaal per dag een +ading vervoeren (1 

rit p. dag) Al.le auto's hebben dezelfde genormal!seer~e/laadbakinhoud. 

' 
Bepaal het aantal auto's dat de aannemer moet h'Ul"en van ieder soort, 

zo dat hij zijn kosten minimaliseert. 

• I 
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4.5 Bijzondere onderwerpen 

In deze paragraaf laten we, zonder volledigheid te willen nastreven, 

enige aan de lineaire progra.mmering verwante onderwerpen de revue 

passeren. Een uitgebreide behandeling wordt hier achterwege gelaten. 

1. Dualiteit. 

Naast het l.p. probleem, dat we nu het oorspronkelijke noemen, 

n 
max z = I C • x. 

j=1 J J 

ender de bijvoorwaarden 

n 
I a .. x. < b. 

j=1 J.J J - J. 
( i=1 ,2, ••••• ,m) 

x. > 0 
J 

(j=1,2, ••••• ,n) , 

bestaat het duale probleem 

m 
min z = I b. u. 

i=1 J. J. 

ender de bijvoorwaarden 

m 
I a .. u. > C. 

i=1 J.J J. - J 
(j=1,2, ••• ,n) 

u. > 0 
J. 

(i=1,2, ••• ,m) 

Dit duale probleem heeft een belangrijke economische betekenis, 

wat we met het volgende voorbeeld zullen verduidelijken. 

(4.7) 

(4.8) 

Fabrikant A vervaardigt n produkten op m machines. Voor de fabricage 

van een eenheid van produkt j zijn a .. eenheden van de capaciteit b. 
J.J J. 

van machine i nodig. De winst per eenheid van produkt j bedraagt cj. 

Streeft de fabrikant naar maximale winst, dan betekent dat, dat hij 

het l.p. probleem (4.7) moet oplossen. 

Stellen we ons voor dat een concurrent (B) van fabrikant A gebrek 

heeft aan produktiecapaciteit. Hij kan nu capaciteit huren bij A 

(dat is technisch mogelijk) en vraagt zich af wat hij daarvoor per 

eenheid zal moeten bieden. · 
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Laat u. de priJs per eenheid capaciteit van machine i zijn, die de 
i 

concurrent aan A voorstelt. A heeft dan de keuze uit de volgende 

mogelijkheden: 

1) een eenheid van produk.t j produceren: winst c. 
J 

2) de voor een eenheid van produk.t j benodigde capaci tei t .verhuren 

m 
aan B: opbrengst I 

i=1 
a .. u .• 

1J 1 

Duidelijk is dat A voor verhuur zal kiezen als 

m 
l a .. u. > c. 

i=1 1J i - J 

Als de concurrent B de totale capaciteit van A wil huren, ziet hij 

zich gesteld voor het (duale) l.p. probleem 

m 
min I b. u. (4.8) 

i=1 i i 

onder de bijvoorwaarden 

m 
I a .. u. > C. (j=1,2, ••• ,n) 

i=1 1J i - J 

u. > 0 (i=1 ,2, ••• ,m) i 

De waarden u. van een eenheid van de diverse capaciteiten - de zoge­
i 

naamde schaduwprijzen - worden bepaald door de oplossing van (4.8). 

Eenvoudig kan men nu ook afleiden, dat, wanneer een of meer machines 

i van fabrikant A volbezet zijn, de prijs, die fabrikant A nog bereid 

zal zijn te betalen voor de toevoeging van een eenheid capaciteit aan 

b. gelijk is aan u .• Voor de niet volbezette machines is A uiteraard 
i i 

niet bereid eenheden tegen betaling toe te voegen en de prijs u. luidt 
i 

in dat geval nul. 

Men zal opmerken dat het algemene l.p. probleem, zoals gegeven in 

paragraaf 4.1, veel uitgebreider dan (4.7) is. Ieder l.p. probleem is 

echter zonder bezwaar te herleiden tot de vorm van (4.7), wanneer men 

de volgende regels in acht neemt: 
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1 ) min z komt overeen met max (-z) 

n n 
2) I a .. x. > b. komt overeen met - \ a .. x. < -b. l 

j=1 iJ J i j=1 iJ J i 

n 
I a .. x. < b. en 

iJ i i n j=1 
3) I a .. x. = b. komt overeen met 

i J J i j=1 n 
I a .. x. > b. 

j=1 iJ J i 

Lost men het duale probleem als maximaliseringsprobleem op m.b.v. de 

simplex-methode, d.w.z. 

m 

max -Z = - I 
i=1 

b. u. 
i i 

onder de bekende bijvoorwaarden, dan vindt men in het laatste tableau, 

met een optimale oplossing, de waarden van x. van een optimale oplossing 
J 

van het oorspronkelijke probleem, en wel op de laatste regel onder de 

kolom van u +·• De waarden van de verschilvariabelen x . kunnen m J n+i 
eveneens op die laatste regel gevonden warden en wel onder de kolom van 

u .• 
i 

Evenzo kan de optimale oplossing van het duale probleem warden afgelezen 

uit het "optimale" tableau van het oorspronkelijke probleem. Op de 

laatste regel onder de kolom van x . vindt men de waarde van u. en n+i i 
onder de kolom van x. de waarde van de verschilvariabele u .• 

J m+J 

Bijgevolg geldt: 

u. = z . i n+i C • n+i 

U • = Z. C. 
m+J J J 

Het is dan ook niet verwonderlijk dat aan de variabelen u. een econo­
i 

mische interpretatie kon warden gegeven. 

Aan de hand van een voorbeeld zullen wij een en ander toelichten. 
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Gaan we weer uit van opgave 1.3, waarvan we de optimale oplossing, die 

op blz. 118 was gegeven, hier nogmaals weergeven: 

c. 0 0 0 0 6 7 10 
J 

C B XO X4 x5 x6 x1 x2 x3 

10 x3 200 1 ,25 0 0 0 0 1 

7 x2 640 -1 2 0 1 , 2 1 0 

0 x6 48 -0,2 -0,6 1 0, 16 0 0 

z. - c. 6480 5,5 14 0 2,4 0 0 
J J 

"' -1' "' "' 'I' "' 

Het duale probleem luidt: 

min z = 16ou1 + 4oou2 + 320u3 

onder de bijvoorwaarden 

o,6u2 + o,2u3 > 6 

0,5u2 + 0,3u3 2:. 7 

o,8u1 + o,4u2 + o,4u3 > 10 

u. > 0 
1 -

(i=1,2,3) 

We lessen dit nu als maximalisatieprobleem op. 

Het eerste tableau wordt: 

c. 0 -M -M -M -160 -400 -320 
J 

C B uo Y1 Y2 Y3 u1 u2 u3 
.. -~- -- - . -·W•~•-r<•· ~ -·• -·, 

-M Y1 6 1 0 0 0 o,6 0,2 

-M Y2 7 0 1 0 0 0,5 0,3 

-M Y3 10 0 0 1 o,8 o,4 o,4 

z. - C. -23M 0 0 0 -0,81M -1,57M -0,9M 
J J +160 +400 +320 

en de optimale oplossing luidt: 

0 0 0 

U4 u, u6 
- . -

-1 0 0 

0 -1 0 

0 0 -1 
. ' 

M M M 
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C. 0 -M -M -M -160 -400 -320 0 0 0 
J 

C B uo Y7 Y2 Y3 u1 u2 u3 U4 u5 u6 

-400 u2 14 0 2 0 0 1 o,6 0 -2 0 

0 U4 2,4 -1 1 , 2 0 0 0 0, 16 1 -1,2 0 

-160 u1 5,5 0 -1 1 ,25 1 0 0,2 0 1 -1 ,25 

z. - c. -6480 M M+ M+ 0 0 48 0 640 200 
J J 

-640 -200 

1' 1' 1' ,r "I '1"" 

Zoals men ziet zijn de waarden van u. en x. inderdaad op de onderste 
J. J 

regel van de respectieve eindtableaux te vinden. Bovendien ziet men dat 

de eindopbrengst z0 van het duale probleem gelijk is aan de eindop­

brengst z0 van het oorspronkelijke probleem. Het min-teken in het 

duale geval is een gevolg van het feit dat we max(-Z) inplaats van min(Z) 

geschreven hebben. 0verigens blijkt oak uit de uitkomsten dat, wanneer 

x. b-variabele is, u . geen b-variabele is en dus de waarde nul heeft. 
J m+J 

Dit is een algemeen resultaat, dat we forrouleren als 

u .x. = 0 en 
m+J J 

u.x . = 0 
i n+i 

d.w.z. zeker een van beiden (u . of x. resp. u. of x .) is nul. 
m+J J i n+i 

We merken verder op dat, zolang geen optimale oplossing van (4.7) ver­

kregen is, de oplossingen van het duale probleem (4.8) op de laatste 

regel van het bijbehorende tableau niet toegelaten zijn: er is dan 

iromers nag een u. = z . i n+i 
kleiner dan nul. 

c . (of een u . = z. 
n+i n+J J 

c . ) met een waarde 
J 

Daar het aantal stappen, nodig om een optimale oplossing van een 

l.p. probleem te verkrijgen sterk afhankelijk is van het aantal bijvoor­

waarden, levert het voordeel op voor de berekeningen om bij problemen 

met relatief veel bijvoorwaarden en weinig beslissingsvariabelen i.p.v. 

het oorspronkelijke probleem het duale op te lossen. De oplossing van 

het oorspronkelijke l.p. probleem is dan eenvoudig terug te vinden. 
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Ook van het transportprobleem 

m n 
min y(S0 ; x) = .I I 

1.=1 j=1 
c •• x .. 

1.J 1.J 

onder de 

m 
I 

i=1 

n 
I 

j=1 

bijvoorwaarden 

x .. = b. 
1.J J 

x .. = a. 
1.J 1. 

x .. > 0 
1.J 

(j=1,2, ••• ,n) 

(i=1,2, ••• ,m) 

(i=1,2, ••• ,m; 

j=1 ,2, ••• ,n) , 
n 

I 
m 

waarbij we aangenomen hebben I 
i=1 

a. = 1. j=1 
b., kunnen we het duale 

J 

probleem formuleren: 

m 

I 
i=1 

a. u. + 1. 1. 

n 

I 
j=1 

b. v. 
J J 

onder de bijvoorwaarden 

U. + V. < C •• 
1. J 1.J 

U,, V. > 0 
1. J -

(i=1,2, ••• ,m; 

j=1 ,2, ••• ,n) 

Herschrijven we de bijvoorwaarden als 

u. + v. + w .. = c .. , (w .. > 0) 
1. J 1.J 1.J 1.J -

en bedenken we - zoals we zojuist gevonden hebbeb - dat 

w .. x .. = 0 , 
1.J 1.J 

dan hebben we een interpretatie gevonden voor de r. en k., die we 
1. J 

bij het oplossen van een transportprobleem steeds moeten berekenen. 

Dew .. zijn de getallen die we invullen in de cellen van de niet 
1.J 

gebruikte route's en hebben de betekenis van relatieve opbrengsten 

Z •• - C ••• 
1.J 1.J 
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2. Discrete en gemengde l.p. problemen. 

In de vorige paragrafen zijn we er vaak van uitgegaan dat de beslis­

singsvariabelen xj alle reele waarden in x(s0 ) mogen aannemen. Er zijn 

echter in de praktijk veel problemen waarbij dat niet is toegestaan 

en waarbij enkele of alle variabelen alleen gehele waarden mogen of 

kunnen aannemen; we denken hierbij bijv. aan de ondeelbaarheid van 

bepaalde goederen. Wordt van alle variabelen geeist dat ze geheel­

tallig zijn dan spreken we van een discreet l.p. probleem (eng. all­

integer problem); behoeven niet alle variabelen geheeltallig te zijn 

dan noemen we zo'n probleem een gemengd l.p. probleem (eng, mixed­

integer problem). 

Om bij de oplossing aan de eis van de geheeltalligheid te voldoen zijn 

er drie mogelijkheden: 

a) Afronden op het naastliggende gehele getal. Deze methode kan alleen 

dan een gunstig resultaat opleveren wanneer de afrondingen t.o.v. 

de getallen die afgerond warden zeer klein zijn. Is dat niet het 

geval dan kunnen de afrondingen tot ernstige afwijkingen van het 

optimale resultaat leiden, of oak tot een niet toegelaten oplossing. 

b) Om aan de onvolmaaktheden, die aan het afronden verbonden zijn 

tegemoet te komen heeft men gezocht naar een algemeen toepasbaar 

algorithme, en men heeft dat gevonden in snedemethoden waarbij een 

deel (echter zo weinig mogelijk) van het toegelaten gebied x(s0 ) 

wordt afgesneden, zodat men uiteindelijk in de (nieuwe) hoekpunten 

gehele waarden voor de beslissingsvariabelen verkrijgt. Bekend is de 

snedemethode van R. GOMORY. 

c) Het ontwerpen van speciale, meer probleemgerichte, algorithmen, 

zeals die, welke we nag zullen ontmoeten in hoofdstuk. 5 bij de 

branch-and-bound technieken. 

Wij geven nu een voorbeeld van een gemengd l.p. probleem, en bij de 

oplossing daarvan zullen we een beknopte toelichting op de snedemethode 

van GOMORY geven. 

max. 

ender de bijvoorwaarden 
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x1 + 6x2 .::_ 24 

2x1 + 3x2 .::. 16,5 x1 , x2 > 0 

x1 < 4 x1' x2 geheel 

We lossen dit probleem eerst op alsof het een gewoon l.p. probleem is: 

m.b.v. de simplex methode. Daartoe herformuleren we het probleem als 

volgt: 

max. 

onder de bijvoorwaarden 

x 1 + 6x2 + x3 = 24 

2x1 + 3x2 + x4 = 16,5 x. > 0 i=1,2,3,4,5 
J. 

= 4 

In twee stappen vindt men vanuit de eerste - triviale - oplossing de 

optimale oplossing van het gewone l.p. probleem. Het laatste tableau 

geven we hieronder: 

I 

CB B XO I x1 x2 x3 X4 x5 
I 

0 x3 3 I 0 0 1 -2 1/3 
I 

C x2 2,83 I 0 1 0 1/3 -2/3 
I 

C x1 4 I 1 0 0 0 1 

6,83c: 0 0 0 c/3 c/3 

In deze oplossing is x2 niet geheel, de waarde is 2,83. 

Op de regel van x2 staat nu de voorwaarde 

De coefficienten in deze voorwaarde gaan we schrijven als de som 

van een geheel getal en een positief getal tussen Oen 1: 

(1 + O)x2 + (0 + 1/3)x4 + (-1 + 1/3)x5 = 2 + o,83 

Het linker- en rechterlid worden herschreven als 

het linkerlid is zeker niet-negatief - vanwege de voorwaarde x4, x5 .:::., 0 

- en we mogen dus zeggen dat elke, niet negatieve, oplossing van het 
' 

gemengde l.p. probleem moet voldoen aan; 

(1/3)x4 + (1/3)x5 .:::., o,83. (4.9) 
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Dit is de snede die we in het gebied x(s0 ) aanbrengen. In fig. 4.6 

is dit in beeld gebracht. Men ziet hier direct in dat nu een optimale 

oplossing voor het gemengde l.p. probleem gevonderr wordt in het 

hoekpunt (4,2). 

6 

5 

4 

3 

2 

~snede 

2 3 

~ 

~ 
4 5 

fi~. 4.6 

0Elossin~ van een ~emen~d l.E~ 

m.b.v. een snede. 

6 

Erobleem 

De snede geformuleerd als afhankelijk van x1 en x2 verkrijgen we door 

in (4.9) te substitueren 

x4 = 16,5 - 2x1 - 3x2 
x5 = 4 - x 1 

hetgeen we uit de voorwaarden van het probleem kunnen halen. 

Door de snede als extra voorwaarde aan het simplex tableau toe te 

voegen kunnen we hieruit, met een andere dan de simplex-methode, 

een nieuwe oplossing vinden. Levert de eerste snede geen toegelaten 

oplossing voor het gemengde l.p. probleem dan wordt weer een nieuwe 

snede toegepast, op dezelfde wijze als hierboven is geschetst. Dit wordt 

voortgezet totdat een toegelaten en optimale oplossing bereikt is. 

Men merke overigens op dat afronding van x2 = 2,83 naar het naast 

gelegen getal x2 = 3 tot een niet toegelaten oplossing leidt. 
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3. Kwadratische programmering. 

Zeals al meermalen is opgemerkt hepben we ans tot nu toe alleen bezig 

gehouden met problemen, waarvan criteriumfunctie en bijvoorwaarden als 

lineaire functies van de beslissingsvariabelen te schrijven zijn. Er 

zijn uiteraard nog zeer veel een-stapsbeslissingsproblemen buiten dit 

gebied, die men veelal aanduidt met niet-lineaire programmeringsproblemen. 

Op dit gebied is tamelijk veel aandacht gewijd aan problemen met 

lineaire bijvoorwaarden en een niet-lineaire criteriumfunctie. Wij 

kunnen die schrijven als 

max (of min) 

onder de bijvoorwaarden 

n 

xjUJ I a .. b. (i=1,2, ••• ,m) 
j=1 J.J J. 

x. > 0 (j=1,2, ••• ,n) 
J 

We beschouwen in het volgende gemakshalve - zonder dat dit aan de alge­

meenheid afdoet - alleen maximalisatieproblemen. 

Een speciale klasse uit de bovenstaande verzameling problemen vormen 

de kwadratische programmeringsproblemen 

n n n 
max z = 'i' c. x. + I 'i' d .. x. x. l l 

j=1 J J j=1 j=1 J.J J. J 

onder de bijvoorwaarden 

n xj~] I a .. b. ( i = 1 , 2, ••• ,m) 
j=1 J.J J. 

x. > 0 (j=1,2, ••• ,n) 
J 

Wanneer men speciale eisen stelt aan de criteriumfunctie, in het 

bijzonder aan het kwadratische deel, dan kan men het probleem oplossen 

op een op de simplex methode gelijkende wijze. Een belangrijke rol 

spelen hierbij de zogenaamde KUHN-TUCKER voorwaarden, die, wanneer ze 

voor het kwadratisch programmeringsprobleem geformuleerd warden, voor 

een aantal lineaire bijvoorwaarden zorgen. 

Een bekend algorithme voor kwadratische programmeringsproblemen, dat op 

de Kuhn-Tucker voorwaarden is gebaseerd, is van P. WOLFE. 



4. Gevoeligheidsanalyse 

Bij het oplossen van l.p. problemen 1n de praktijk is men veelal niet 

geheel zeker omtrent de waarden van de coefficienten c., b. en a .. 
J 1 1J 

(ook wel de parameters van een l.p. probleem genoemd). Het is daarom 

nuttig de invloed van veranderingen van de waarden van die coefficienten 

op het (optimale) resultaat te onderzoeken. Dit onderzoek noemt men 

gevoeligheidsanalyse. We zullen hier aan de analyse m.b.t. veranderingen 

van de coefficienten c. en b. enige aandacht wijden. Vanwege de inge-
J 1 

wikkeldheid van de berekeningen, die bij het analyseren van veranderingen 

van de a .. nodig zijn, laten we een nadere beschouwing daarvan achter-
1J 

wege. 

a) veranderingen van c. (c. wordt vervangen door c! f c.). We onder-
J J J J 

scheiden hierbij twee gevallen: 

a.1) x. is geen b-variabele. De enige verandering die hierbij van be­
J 

lang is, is de vervanging van (z. - c.) door (z~ - c!). Zolang 
J J u J 

(c! - c.) < (z. - c.) blijft de oude oplossing optimaal. Is 
J J - J J 

daarentegen (c! - c.) > (z. -, c.), dan wordt (z. - c!) < 0 en 
J J J J J J 

moet x. b-variabele worden. We moeten dan de simplex-methode voort­
J 

zetten tot een nieuwe optimale oplossing is gevonden. 

a.2) x. 1s een b-variabele. Nu verandert niet (z. - c.), maar wel 
J J J 

kunnen de overige zk (k f j) een andere waarde zk krijgen. We 

moeten dus de nieuwe waarden (zk - ck) berekenen en nagaan of geldt 

(zk - ck)< 0 voor een k (f j). Doet dat geval zich voor dan moet 

de simplex-methode wederom toegepast worden tot een optimale op­

lossing gevonden wordt. We lichten dit toe aan de hand van het 

voorbeeld, dat in paragraaf 4.3 behandeld is (opgave 1,3). We 

wijzigen daar in de optimale oplossing de waarde van c2 in 4 

(was 7). Het eindtableau wordt dan (vgl. blz. 118) 

C. 0 0 0 0 6 4 10 
J 

C B XO X4 x5 x6 x1 x2 x3 

10 x3 200 1,25 0 0 0 0 1 

4 x2 640 -1 2 0 1 ,2 1 0 

0 x6 48 -0,2 -0,6. 1 -8/50 0 0 

z.- C. 4560 8.,5 8 -1 ,2 0 0 
J J 
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We moeten nu weer de simplex-methode toepassen, en vinden in een stap 

de volgende oplossing: 

c. 0 0 0 0 6 4 10 
J 

C B XO X4 x5 x6 x1 x2 x3 

10 x3 200 1 ,25 0 0 0 0 1 

6 x1 533 -0,83 1,66 0 1 o,83 0 

0 x6 133 -1/3 17 /15 1 0 2/15 0 

z.- C • 5200 7,5 10 0 0 1 0 
J J 

b) veranderingen van b. (b. wordt vervangen door b! f b. ). Dit houdt i i i i 
in dat de ie voorwaarde wordt verscherpt of verzwakt, al naar 

gelang het teken van (b! - b.). Men zal begrijpen - naar aanleiding 
i i 

van hetgeen opgemerkt is bij de behandeling van het duale probleem -

dat dit inkrimping of uitbreiding van capaciteit(en) betekent, en we 

zullen ans derhalve moeten realiseren wat de "kosten" hiervan zijn. 

M.a.w. het gaat erom of de oplossing van het duale probleem nag op­

timaal is. 

In het eindtableau van het oorspronkelijke l.p. probleem is de ver­

andering van bi alleen merkbaar in de x0 kolom, wat inhoudt dat de 

b-variabelen nieuwe waarden krijgen. Daar deze waarden oak negatief 

kunnen warden, is het mogelijk dat een niet-toegelaten oplossing ontstaat. 

We weten dat dan de oplossing van het duale probleem niet meer op-

timaal is en we moeten een nieuwe optimale oplossing bepalen. Blijven 

daarentegen de waarden van de b-variabelen in het oorspronkelijke 

probleem niet-negatief dan is de reeds gevonden oplossing nag steeds 

optimaal (er is immers niets aan de (z. - c.) veranderd,. 
J J 

Bij de eerste - triviale - oplossing komt in vergelijking i naast 

b. een verschilvariabele x +· voor. Kijken we nu naar de laatste -
i n i 

optimale - oplossing en laat daar in de ke gelijkheid a* . de 
k n+i 

waarde van de coefficient van x +· zijn. n i 
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Dan vinden we voor de laatste waarde b: van bk 

m 
b* = I a.* . b. 

k i=1 K n+i i 
(k=1 ,2, ••• ,m) 

We moeten bij de wij ziging van b. naar b ! derhal ve a.* +. (b ! - b. ) 
1 1 K n 1 1 1 

optellen bij de laatste waarde b: van bk, voor k=1,2, ••• ,m. 

Laat in het hiervoor gebruikte voorbeeld b.v. b2 de waarde 480 krijgen 

(was 400), dan worden de nieuwe waarden b: van bk: 

b* = 200 + 0(480 400) = 200 1 

b* = 640 + 2(480 400) = Boo 2 
b* = '48 + (-o,6)(480 400) = 0 

3 

Het eindtableau wordt dan: 

C. 0 0 0 0 6 7 10 
J 

C B XO X4 x5 x6 x1 x2 X3 

10 X3 200 5/4 0 0 0 0 1 

7 x2 800 -1 2 0 6/5 1 0 

0 x6 0 -0,2 -0,6 1 -8/50 0 0 

z.- C • 760c 5,5 14 0 2,4 0 0 
J J 

en deze oplossing is neg toegelaten en dus optimaal. 
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5. BRANCH-AND-BOUND TECHNIEKEN. 

5.1. Inleiding. 

Stel dat het vqlgende probleem moet worden opgelost: "bepaal het mini­

mum van f(x) = y(s0;x) ender de bijvoorwaarde XE x", waarbij de ver­

zameling x = x (·s0 ) van alle toegelaten, oplos;singen x gegeven is. 

In een branch-and-bound-(afgekort b&b)-aanpak wordt de verzameling x 
stapsgewijs in disjuncte deelverzamelingen X' opgesplitst. Een dergelijke 

splitsing kan men als volgt aangeven 

X X' X" I 

I 
I 

VI I I 
4< etc. 

De hierboven getekende figuur wordt een "boom" genoemd (vgl. ::,9 termi-

nologie, die bij het transportprobleem is ge~ntroduceerd op blz. -~?). 

Uit iedere (dee1)-verzameling ontspringen eeh of meer "takken". Hoe de 
' ' 

opsplitsing.verloopt is voor veel probiemen ~erschillend; meestal wordt 

zij door de pro'bleemstelling wel gesuggereerd. Zeals uit de figuur 

blijkt is het splitsingsvoorschrift ook van toepassing op reeds ver­

kregen deelverz~elingen. Bijgevolg krijgt men een steeds groter aantal 

deelverzamelingen met steeds minder elementeh. De grondgedachte bij ee1f 

b&b-aanpak is nµ, dat, na een eindig aantal ~plitsingen, het bepalen 
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van het minimum van f(x) voor iedere deelve~zameling afzonderlijk een 

eenvoudige zaak wordt. Dit laatste is uiteraard het geval, wanneer de 

verzameling x bestaat uit een eindig a,antal 1elementen. Immers dan hpudt 

men na een eindig aantal splitsingen ~eelvet.zamelingen over met sle~hts 

een element. Maar ook wanneer de verzBflelin~ x niet eindig is, kan men 

langs deze wegitot eenvoudiger op te lpssen ~roblemen komen. Wij zul­

len dat demons~reren aan een zogenaamd gemengd l.p. probleem (zie 

blz. 145) 

I 

min f(x) = f(x1 ,x2 , ••• ,xn) = c.x. 
J J 

onder de bijvoorwaarden 

n 
I (i I 

a .. x. < b. = ,1 ,2, ..• ,m) 
J.J J = J. j=1 I 

x. > 0 (j = 13 ,4, ••• ,n) 
J = f 

x. = O of 1 (j = \1 ,2) 
J 

De verzameling ivan alle toegelaten oplpssingen wordt eerst gesplitst 
4 

in een verzameling met oplossingen, waarvoo:r, geldt x1 = O, en een ver-

zameling ;met o:i;ilossingen, waarvoor x 1 = 1. ~aarna worden de beide deel­

~erzamelingen xeder voor zich weer ges;plitst1 in twee .deelverz~elingen, 
l ,, ! 0 ,, _ _i en we een met 1x2 = , en een met x2 = 1. 

e 
gela 
ossi 

X X' X" 
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Voor de laatste vier deelverzamelingen is het gestelde probleem,. na 
I 

substitutie van de waarden van x 1 en x2 , een gewoon 1.p.probleem. Het 

bovenstaande voorbeeld is een treffende illustratie van de·bewering, 
I I 

dat het splitsinisvoorschrift kan worden gesuggereerd door het probleem; 

bovendien kunnen 1we vaststellen dat na een eindig aantal splitsingen 
, I 

dit probleem over,gaat in een aantal eenvpudiger problemen, en wel 

standaard l.p.pr~blemen. 

Zoals men wellic~t reeds geconcludeerd zal he~ben, is een keerzijde 

van de b&b-aanpa~ dat een moeilijk probleem wordt vervangen door een, 

groot aantal eenvoudiger problemen. Straks zullen wij evenwel zien dat 

het splitsen in deelverzamelingen drastisch kan worden beperkt. ·Tot 

zover het "branch", oftewel het "vertakkings" ,gedeelte van de b&b­

technieken., 

I 

Een tweede aspec~ van de b&b-technieken is het: "bound" gedeelte van 

die technieken, ~at we hieronder besprek~n. 

Bij de b&b-aanpa~ gaat men er van uit da~, wanpeer voor een deelver­

zameling X' niet _op eenvoudige wijze het_ min~um van f{x) kan worden' 

bepaald, voor de,e verzameling wel een ondergrrms cj,{X') van het minimum 

f(x) (x~X'.) kan jWOrden vastgesteld. M.a.w. 

< min - f(x). 
x<:X' 

Hoe deze on~ergrens moet warden verkregen hangt wederom - evenals het 

splitsingsvporschrift - van het probleem af. Het kan trouwens dikwijls 

op meer dan een wijze gebeuren (wat in voorbeeid 5.1 gedemonstreerd 
I 

zal worden). Aan de hand van het gemengde l.p •. probleem {5.1) zullen 

we nu een voorbeeid geven van zo'n ondergrensb~paling. 

' 
Indien in het probleem (5.1) de voorwaarden 

X. , = 0 of 1 
11 

x2 1 = 0 of 1 
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worden weggelaten, dan blijf't een gewoon l.p. probleem over. Vanwege 

het geringere ~antal bijvoorwaarden geeft d~ oplossing van dit gewone 
I , 

l.p. probleem een ondergrens van het werkelijke minimum van 

f(x 1 ,x2 , ••• ,xn) voor de verzameling van all¢ toegelaten oplossingen. 

Ook voor de ov~rige (deel-)verzamelingen kan men door weglating van de 

resterende integervoorwaarden ondergrenzen vinden voor het werkelijke 

minimum. Voor alle verza.melingen X' en X" in dit probleem kunnen dus 

m.b.v. de gewone simplex-methode ondergrenzen cj>(X') en cj>(X") worden 
i 

bepaald. 

Het is duidelijk dat, als men de minima bepdalt van f(x) op een rij 
I . ' 

inkrimpende vel!'zamelingen (X', X", et~.), d.;w.z. elkaar opvolgende 
' ' 

verzamelingen,iwaarvan iedere verza.meling bevat is in zijn voorganger 

(de voorgangeribevat dus zeker dezelfde ele~enten, maar kan er ook 
I ' 

meer bevatten;: schrijfwijze: X"CX' als X' iian X" voorafgaat), deze 

minima niet zullen afnemen. Immers het aanta.l in aanmerking komende 

oplossingen ne~mt voortdurend af. Deze eigenschap wordt nu ook opg~­

legd aan1de telkiezen ondergrens cj>(X'). M.a.w. voor X"CX' geldt 

cj>(X") ~ cj>(X' ). 

Tenslotte wordt verondersteld dat de bepaling van de ondergrens op 

een zodanige wijze geschiedt dat na een einq. '.g aantal splitsingen deel­

ver zamelingen X word en verkregen, waarvoor ge '·it: 
I 

;cp(X) = mi!!_ f(x). 
x~X 

I 

Wanneer de ondergrensbepaling het ons ·ook m9gelij\ maakt vast te stellen 

voor welke oplqssing x~X dit minimum :wordt 1bereikt, 1an .... .>,eft de, 

verzamel;ng X rtiet verder te worden ge:spli t~t. Men kan -.envouu.>- nagaa:-i 

dat de oqdergrensbepaling bij het gemengde ~•P• probleem \ '1 .1) aan ..:-.;e 
I 

eigenschappen voldoet. Na drie splitsingen worden reeds deelverzameling1... 
I 

gevonden, waarvoor geldt dat de ondergrensb~paling identiek is aan de 

bepaling van het minimum van f(x 1 ,x2 , ••• ,xn). 
I 
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Samenvatting: 

Bij een b&b-aanpak van een minimalisatieproble~ *) heeft men als 
11gereedschap" nodig: 

1. een spliysingsvoorschrift voor het verkrijg~n van deelverzamelingen; 

2. een proce_dure voor het bepalen van ondergrertzen ,ex•) met de vol­
! 

gende eigensch~ppen: 1 

a) cp{X') ~ mi~ f(x) 

c} 

xd1 

cp{X), = mia\ r(x}, 
xe.x: 

na een voldoend, 
I 

waarbij X een deelverzameling voorstelt, die 

. d' . l 11.t ' ' maar ein ig, aan~a sp 1 singen is ontsta.an. 
t 

Deze eigenschappe! van de ondergrens maken hetions mogelijk het splitsen 
I . , 

van deelverzamelirigen drastisch te beperken. Wij zullen dit nu toelichten. 
' I 

Volledigheidshalve zij hier opgemerkt, dater ook andere sp1itsings-
1 

methoden bestaan, die we hier echter niet te berde zullen brengen. 
i 
I 

In de te be$chrijyen werkwijze splitst m,n ach{ereenvolgens die, en 

alleen die,:deelv~rzameling(en), welke op het ;oment van splitsen de, 
I 

-M-) , , I 

Om_geen verwarring te stichten spreken wij in deze paragraaf alleen 

over minimalis~tieproblemen. We vermeiden e~hter in het kort in deze 
• , I 

voetnoot waar ~en rekening mee meet houden bij maximalisatieproblemen. 
I ' I 

Het s;>li~sings~rincipe blijft onverminderd ~ehandhaafd; alleen bij, 

de berek~ning ~an de bovengrens ij,(X'} van d~ waarde van de criterium­

functie ~{x} treden nu enige verschillen op~ Voor deze bovengrens 

gelden n~l. de volgende eigenschappen: 

a) v,(X') ~ max f(x} 
xEX' 

I 

b} v,(X"} ~ v,(f} als X"Cx• 

c} 

'. 

v,(X) = max ;f(x}, xe.x· wa.arbij X een deelverza,meling voorstelt~ die 
I 

na een vol~oend, maar eindig, aantal spl.itsingen is ontstaan. 

I. 
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laagste ondergr,ens be zit (ten). Zodra een ver:za.meling X ( zie eigenschap 
I 

2c) wordt gevonden, waarvoor het minimum va~ f(x) kan worden berekend 
. I 

en waar bovendien geldt dat dit minimum niet, hoger is dan de, tot dan 
I I 

toe, gevonden ondergrenzen ~(X') van de nog riet gesplitste deelver~ 

zamelingen, dan is de optimale oplossing ber;eikt. Deze conclusie volgt 
I 

onmiddellijk uit de eigenschappen van de on~ergrens. Immers, uit 
l 

eigenschap b) volgt dat een verdere splitsing van de nog niet volledig 

gesplitste dee1,verzamelingen geen lage:re ond;ergrens oplevert, en uit 

eigenschap a) Jolgt dat de oplossingen: in dib deelverza.melingen geen 
I ( ) . 1 , lagere waarde voor f x kunnen bezitten. Het· resultaat van deze werk-

wijze wordt m. b.v. een boom vastgelegd:. In de knooppunten (cirkels) 
, I 

wordt aangegev~ om welke deelverzamel~ngen ~et gaat. Rechts onder de 

cirkel wordt de, waarde van de ondergrehs gen~teerd. 
I 

. I 

b&b boom 

Voorbeeld 5. 1 

' De firma J. Bak~er & Zn. heeft een drietal z~agmachines ( z 1 , z2 ~ z3 :. 

kunnen overnemen. Het ligt in de bedoeling i* elk van de drie werk­

plaatsen die het bedrijf telt een zaagmachin~ te plaatsen. Aan de in­

stallatie zijn plaatsingskosten c .. verbonde~, die in de onderstaande 
lJ 

tabel zijn vermeld. 
I 

werkplaats: 

w, w2 "( 
z, 5 2: 3,5 

z2 8 6: 3 

Z3 8 7 4 
' Elaatsinsskosten Eer machine 
l I 

I 
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Het is duidelijk dat dit probleem kan worden opgelost als een trans-
. ' 

portprobleem. Wij zullen hier echter een b&b-aanpak volgen. 

1. het splitsingsvoorschrift. 

Deelverzamelingen worden verkregen door achterJenvolgens een machine 
' toe te wijzen aan een werkplaats. Wij beginnen:derhalve als volgt: 
I 

2. de ondergrens. \ 

Wij krijgen:voor 4e verzameling van alle oplos1ingen een ondergrens 

voor de minimale kosten door de voorwaarde "in 1iedere werkplaats pre-
' 

cies een machine" te laten vallen. De ondergre~s wordt dan gelijk aan 

de som van de regelminima; dus <P(x) = min(5,2,3,5) + min(8,6,3) + 
I I 

+ min(8,7,4) = 9. 
1
Merk op dat hiermee aan: werk~laats w1 geen zaag-

machine wordt toe~ewezen en aan w3 twee z;aagmac:hines ( z2 en z3 ). Voor ' 

de eerste "generatie" deelverzamelingen ktrijgen; wij een ondergrens 
I · I 

door voor de tweede en derde machine onde:rling de voorwa.a.rde "in elke 
. I . 

werkplaats precies een machine" te laten yallen. De ondergrenzen worden 

dan gegeven door: 

z, in w1: <P(X') 5 + min(6,3) + min(7,4) = 12 
' ' 

I 

I 

[9 in <P:CX I ) 
I 2 + min(8,3) + min(8,4) z, w2: = 

z, in w3: <P:(X I) = 3,5 + min(8,6) + min(8,7} = h6,5 

I 
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3. de werkwijze. 

De eerst~·splitsing is onder 1. besproken e~ de bijbehorende onder-

grenzen zijn bij 2. berekend. Vanaf het nu bereikte punt zetten wij de 
I ' 

b&b-~ethode voort. De verzameling (z 1 in w2 )1 met de (laagste) onder-
1 ' • 

grens 9 wordt v,erder gesplitst in tweel deelverzamelingen met de volgende 
: ! 

ondergrenzen: : 1 

<p (X") 

<p(X") 

= 2: + 8 +, 4 = 14 

I j 

= 2i + 3 +j 8 = 13 

Merk op dat de ,ondergrenzen voor deze deelverzamelingen g0~ijk z1Jn aan 

de werkelijke ni,inima ( eigenschap 2c) ! Op diti moment zijn wju .'i:- nog 

niet zeker van of de optimale oplossing al ~s bereikt. Immers e .... : s nog 

een deel1"erza.meling met een lagere ondergre9s da.n 13. Wij splitsen ~ ..... 

ook de vEirza.meling met ondergrens 12 verder1 ,uit en vinden: 
' 

in (en dus in w3 ): <p (X") 5 + 6 i 4 15 z2 w2 Z3 = + = 

z2 in w3 {en dus z3 in w2): <p(X") = 5 + 3 + 7 = 15 
I 

e·- . 
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Na deze laatste berekeningen ku.nnen we vaststellen dat de oplossing: 

opt ;unaal is • 

Indien wij de verza.meling van oplossingen niet;per machine gesplitst 

hadden naar' werkplaats, maar per werkplaa.ts na.ar machine, dan ha.dden 

we de volgende boom gekregen (ga na!). 

4. een alternatieye 

i 

berekening van de ondergre~zen. 
' 

De berekening van;een ondergrens 

schieden. Beschouwen we nogmaals 
I 

w, w2 

z, 5 2 

z2 8 6 
I 

Z3 8 7 

' ' 
kan hie~ op m~er dan een W1JZe ge-

1 

de tabel van de plaatsingskosten 

W3 '.minima.le 
, I 

kosten 

3,5 2 

3 3 

4 4 ' 

}:=9 



Aangezien alle machines geplaatst moeten worden is het duidelijk dat 

de totale kosten minstens 9 bedragen. Het maakt dan ook niets uit voor 

de indeling of alle kosten voor machine z1 ~et 2 worden verminderd, 

voor z2 niet 3 en voor z3 met 4. Deze o~erati!e noemt men de reductie 

van de rijenko$ten. Wij krijgen dan del volgende tabel. 
' ' ' 

w, w2 
' W3 i 

z1 3 0 1 ,5 
' 

z2 5 3 0 j 

z3 4 3 ' 0 

minimale kos ten 3 0 0 r = 3+9 = 12 

' Evenzo kan men voor de werkplaatsen stellen dat iedere werkplaats voor-
• • I zien moet; worden. Voor een plaatsing in werk~laats w1 zullen b.v. de 

kosten nu altijd minstens 3 bedragen. Een analoge reductie van de 

kolommenk:osten :levert de waarde 3 op. De tot~le kosten zullen dus min-
' ' stens 9 + 3 = 1!2 bedragen. Reductie van kolommen- en rijenkosten samen 

levert de volgende tabel op. 
! 

w1 w2 W3 
; 

z, 0 0 1 ,5! 
z2 2 3 0 

z3 1 3 0 

Als ondergrens voor de verzameling van alle qplossingen vinden wij ~us 

de waarde 12, en deze grens is scherper dan die, welke we m.b.v. de 

vorige methode gevonden hebben. 

Het splitsen v~ de deelverzamelingen geschiedt per machine naar werk­

plaats. Voor de drie deelverzamelingen,worden de ondergrenzen als volgt 

bepaald: 

Na de keuze "z , in w II wordt de kostentabel:: 1' 1 1 



w2 W3 min. 
kosten 

z2 3 0 0 

z3 3 0 0 

mih. kosten 3 0 3 

Reductie van de kolommenkosten geeft als:onder~rens: 12 + 3 = 15 voor. 

de verzameling (z1 in w1). 

Na de keuze "z1 in w2" wordt de kostentabel: 

w, w2 min. 
kosten 

z2 2 0 0 

Z3 1 0 0 

min. kosten 1 0 1 

Reductie van de kolommenkosten geeft als !onder~rens 12 + 1 = 13 voor 

de verzameling (z1 in w2). 

l 

De keuze "z1 in V:'3" levert aan kosten 1,5 op; ria. deze keuze wordt de 

kostenta.bel: 

w, w2 min. 
kosteln 

• 
z2 2 3 2 

z3 1 3 1 

min. kosten , 3 4 

Reductie van achtereenvolgens rijen- en kplommenkosten levert ons de 
' : 

volgende kostentab'el: ' 

w 1 w2 

z2 0 0 

Z3 0 

4 
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De ondergrens voor de verzameling (z1 in w3 ) wordt nu 12 + 1,5 + 4. = 17,5 •. 

De b&b-boom komt er dus als volgt uit te zie~: 

15 

13 

17,5 

Uiteraard' gaan we verder met de verzameling Fet ondergrens 13. De 

kostentabel ziet er na reductie uit als vol~: 
' I 

w1 W3 

!z2 1 0 

:z3 0 0 

1 

De keuze "z2 iri w1" levert aan kosten ·1 op. Na deze keuze w~'l'."d,t de 

kostentabel: 

0 

De ondergrens wordt dus 13 + 1 = 14. 

I 

De keuze "z in w" levert geen kosten meer ·op. Na deze keuze wordt 2 3 
·de kostentabel: 

0 

en de ondergre~s blijft 13. 
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Na deze laatste splitsing vinden wij de boom 

~ 
~15 

14 

13 

De optimale oplossing is bereikt. Wij zien dat .een scherpere onder­

grensbepaling leidt tot een geringer aa.ntal splitsingen. Een b&b-aanpak 

valt en staat da.n ook met de ondergrensbepalin~. Hoe scherper deze be­

paling is, des te geringer is het aantal takken in de boom dat moet 
' ' 

worden af'ge~ocht. In het meest ideale geval is ;de ondergrens gelijk 

aan het minimum; de splitsingen leiden dan regelrecht tot de "optimale" 

verzameling ·X. I 

Wij hebben in deze paragraaf een toelichtd.ng gegeven op de werk:wijze, 

die gevoigd wordt ;bij b&b-technieken. In fie volgende paragra.f'en zullen 

wij een en antler aan de hand van enige - inmiddels klassieke - voor-
1 

beelden verder toelichten. 

5.2. net knansack-probleem. 

Onder knapsack-problemen . v-a.t men een kla.sse· Van/ problemen . satnen, · die 

zich wiskundig laten beschrijven als: 

n 
ma.x z = I 

i=1 
w.x. 

1 J. 



ender de bijvoorwaarden 

n 
I 

i=1 
g.x. ~ G 

J. J. 

: x. = O of 1 
. J. ( i = 1 , 2 , ••• ,n) • 

I 
Men kan eenvoudig een voorbeeld bedenken dat zo geformuleerd wordt: 

stel men. heeft n ondeelbare goederen van vrij geringe afmetingen. Ieder 

goed i heeft een waarde w. en een gewicht g .• Men wil nu deze goederen 
J. . ~ 

m,b,v. een vrachtschip vervoeren, en ~el zo'. dat de totale te vervoeren 
• I • I 

waarde maximaal is, terwijl het totale gewicht het bedrag G niet over-
' 

schrijdt. Of, pm een ander voorbeeld te noemen, men kan zich voorstel-
. ' 

len dat een re~ziger, die te voet een1grote 1 trektocht gaat mak.en, in 

zijn rugzak. (knapsack) hoogstens voor een bepaald gewicht G aan kleine 

artikelen, zoa~s trekkers die plegen te gebfuiken (bijv. voedsel, 

scheergerei, e~n kompas en een veldkijker),'wil meenemen. ~e reiziger 
I 

zal de tot ale ;-- subj ectieve - waarde yan de artikelen, die h ij in z 'n 

rugzak. doet, willen maximaliseren. 

Voordat we tot de behandeling van de b&b-oplossingsmethode oveJ•_: .. <m, 
' 

merken we op dat de x. geheeltallige variabelen zijn, die de waarde •'. 
I J. , 

of 1 kunnen aannemen - we noemen ze dan ook: (0,1)-variabelen - zod~t 

een behandeling als discreet 1.p. probleem ook mogelijk is (zie par. 
: / 

4. 5) • 

Bij de b&b-methode gaan we allereerst de waarden w. "op een noemer 
I . I J. 

brengen", d.w.z. de waarde per gewich1seenheid bepalen. We krijgen dan 

een rij 

w /g ). 
n n 

I 

Nu gaan we de volgorde in deze rij veranderen (= permuteren), en wel 

zo dat de w./g. naar afdalende grootte gera.ngschikt worden. Dit geeft 
J. J. 

ons de rij 

... ' w. /g. ) 
J. J. n n 
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· met 

Daar we in het vervolg alleen met de laatste volgorde zullen werken, 

hernummeren we de goederen zo, dat geldt 

(j = 1,2, ••• ,n-1). 

We illustreren dit met het volgende voorbeeld: gegeven zijn 8 artikelen, 

met de onderstaande gewichten en waarden. 

art. nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 
' 

gewicht 30 20 30 40 20 10 10 70 G = 100 

waarde 30 50 40 60 50 30 20 10 

herordening geeft hier 

nieuw art. rir. 2 3 4 5 6 7 8 

oud art. nr. 6 5 2 7 4 3 8 
1.l. 

I 

w./g. 3 2,5 2,5 2 1 ,5 1 0, 14 
J. J. 3 

De nieuwe artikelnummering wordt nu verder aangehouden. 

Het splitsingsmecnanisme werkt als volgt. Uitgaande van de verzameling 

van alle•toegelat~n oplossingen worden allereerst twee deelverzamelingen 

uitgesplitst: een rwaarin x1 de waarde 1 krijgt (d.w.z. artikel 1 wordt 

geaccepteerd) en een waarin x 1 de waarde nul krijgt. 



Wij maken hier direct een opmerking bij de deelverzameling met x1 =·1. 

Het is n.l. zeer geed mogelijk, dat oplossingen met x1 = 1 niet toe­

gelaten zijn, en wel in het geval dat g1 > G. De deelverzameling met 

x1 = 1 wordt dan verder buiten beschouwing gelaten, en men voegt bij 

numerieke berekeningen aan die verzameling ook wel de bovengrens -1 

toe. 

Een ander geval, dat leidt tot de triviale oplossing x. = 1 (i=1,2, ••• ,n) 
J. 

doet zich voor wanneer 

n 
I 

i=1 
g . < G J. ... 

en dan is, zeals ieder. zal begrijpen, verdere berekening geheel over­

bodig. 

Daar we met een wimalisatieprobleem te maken hebben mo~ten we die 

deelverzamel~ng ~rder splitsen, welke de hoogste bovengrens heeft. 

Voor het bepalen van de bovengrens ~(X') (.::.,max f(x)) beschouwen we 
XEX' ' 

het volgende probleem ( een continue versie van het c.:, 4 iginele knapsack-

probleem (5.2)): 

n 
max z = l 

i=1 
w.Sc. 

onder de bijvoorwaarden 

n 

I 
i=1 

g.x. = G 
l. l 

0 < x. < 1 
- l. -

J. l. 

(i = 1,2, ••• ,n). 

Daar de voorwaarden voor dit probleem minder stringent zijn dan voor 

het originele (immers x. = 0 of 1 is vervangen door O < x. < 1). is 
l. - 1- , 

-w-} We zien hier verder af van de mogelijkheid dat lgi < G. 



168 

het maximum van z zeker niet kleiner dan het maximum van z. We mogen 

dan ook zonder bezwaar max z als bovengrens voor max z gebruiken. De boven­

grens w(x) van max z voor de verzameling van alle oplossingen bepalen 

we nu -door de variabelen x. in volgorde van hun nummering de maximale 
1 . ' 

waarde toe te kennen. Op het voorbeeld toegepast, houdt dit in dat de 

goederen 1 t/m 5 volledig warden geaccepteerd, waarna het toegelaten 

maximum gewicht va~ 100 bereikt is. Dus 

$(~) = 30 + 50 + 50 + 20 + 60 = 210, met 

x· ... ... ... 
x5 1 = x2 = X3 ·= X4 = = en 1 

... 
x7 xa o. x6 -· = = 

De eerste splitsing wordt nu verricht. We fiezen achtereenv9lgens 

x1 = x1 = 0 en x1 ~ x1 = 1. De bovengrenzep voor_ deze beide verzame­

lingen warden berekend door het probleem (5.3) aan te vullen met de 

voorwaarden x1 = 0 resp. x1 = 1, en we kri.:jgen dan: 
I 

x, = x, = 0: 

x1 = x = 1: . 1 

$(X',) = 50 + 50 + 20 + 60 + 40/3 = 193 1 /3 
met x ... .... ... 

1 ' x6 =: 1 /3, = X3 = X4 = x· = 2 5 .... ... xa ' ' x, = x7 = = o. 

$(X 1 ) = 30 + 50 + 50 + 20 + 60 = 210, 

met dezelfde waarden voor de x. ala bij de bovengrens 
1 

De b&b-boom, waarvan we hi~rvoor al het begin gegeven hebben, kunnen 

we nu aanvullen met: deze bovengrenzen: 



Bij de volgende splitsing, die nu uitgevoerd meet warden, gaan we uit 

van de deelverzameling met de hoogste bovengfens; we kiezen dus de ver-
1 

zameling met x 1: = 1. Nu wordt gesplitst naar 
1
het tweede artikel, d.w. z. 

we kiezen achtereenvolgens x2 = x = O·en x = x = 1. Door deze keuzen 2 21 2 
weer als extra voorwaarden aan het probleem (5.3) toe te voegen vinden 

we de volgende bovengrenzen. 

lji ( X") = 30 + 59 + 20 + 60 + 80/3 = 186 2/3, 

met ... = x3 = x4 = ... = 1 ' x6 = 2/3, x, x5 ... 
= x7 = ... = 0 x2 x8 

. ' 
lji(X") = 210, met dezelfde waarden voor de x. als bij de 

J. 

bovengrens l)i(x). 

Oak nu geven we weer de voortzetting v4n de b&b-boom in onderstaande 
I 

tekening. 

19:4 
3 

We zetten de splitsing voort vanuit deiverz~eling met de bovengrens 

lji(X') = 210. Daar het werken met accenten voor de deelverzamelingen•op 
I 

den duur aanlei'ding kan geven tot verwa.rring, gaan we er toe over de 
I 

deelverzamelingen te nummeren in volgotde va.ri hun ontstaan. De verza-
' ' 

meling van alle oplossingen krijgt het nummer o, de eerste deelverza-
• I 

meling (met_x1 ~ 0) het nummer 1, de tweede deelverzameling (met 

x1 = 1) h~t nummer 2, en zo voort. Voor de boyengrenzen lezen we 

derhalve:-
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x1 = o, ljl ( 1 ) = 193 1/3 

x1 = 1 , lj,(2) = 210 

x2 = o, lj,{ 3) = 186 2/3 

x2 1 ' lj,(4) = 210. 

Zeals gezegd ga~ we verder splitsen ve.nuit deelverzameling 4, naar: 

artikel 3. i · 

I 

~(5) = 30 + 50 + 20 + 6Q + 80(3 = 186 2/3 

met x1 = x2 = x4 = x5 =·1, x6 = 2/3 
... ... ... 0 
X3 = X7 = X8 = • 

lj,(6) = 210, met dezelfde waarden voor de 

tj,( 0). 

X. als bij 
J. 

De eerstvolgende splitsing geschiedt vanuit de deelverzameling met 
l 

bovengrens 210 .. We splitsen naar artikel 4. 
I 

! 

= ... = 0: iji(7) x4 X4 
x, = 

5\ = 

+ 60 
: 

= 30 + 50 + 50 + 40/3 = 203 1/3, met · 
I ' 

x2 = x3 = x5 = 1 ' 
... =- 1/3, x6 

x7 = x8 = o. 

= 210, met dezelfde waarden voor de x. als bij 
J. 

We splitsen nu vanuit deelverza.meling 8 verder naar artikel 5. 

l/1(9) = 30 + 50 + 50 + 20 + 40 :+ 10 = 200 

met x1 = x2 = x3 = x4 = _x6 = 1, x.7 =. 1 /3, 

x5 = x8 = o. 

I 

., 

~(10) = 210, met dezelfde waarden voor de x. als bij 
J. 

1/1( 0). 
' 

We splitsen hie~na verder va.nuit deelverza.meling 10 naar artikel 6. 
. I 
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~(11) = 30 + 50 + 50 + 20 + 60 = 210, 

met x = x = x = x4 = ix = 1' , 1 2 3 , 5 

~(12) = -1, de oplossingen uit deze deelverza.meling 
I 

~ijn niet toegelaten, want he~ toegestane gewicht 100 

wordt overschreden. 

Verder splitsen is nu niet meer nodig. We we~en dat voor x1 = x2 = 

x3 = x4 = x5 = 1 ten hoogste de totale waarde 210 bereikt kan worden 

en da.t het totale gewicht van de artiekelen 1 t/m 5 100 bedraagt. We 

consta.teren dus: 

~(11) = max f(x). 
X ~( 11) 

' 
Met deze bovengrens kunnen we ook direct de qptimale oplossing va.st-

stellen: 
; 

' 1 (i 1,2~ ••• ,5) x. = = 
i J. 

I 

x. = 0 (i = 6,7,8). 
IJ. I 

Hieronder is de b&b-boom van deze oplossing geschetst. 
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5.3. Het handelsreizigersprobleem. 

Een handelsreiziger wil, nadat hij van huis is vertrokken, n-1 plaatsen 

bezoeken en ten*lotte weer naar huis terugkeren. Hij wil iedere plaats 
: I 

maar eenmaal aa.ndoen en een zo kart mogelijk1 afstand afleggen. Anders 

geformuleerd: g~geven n plaatsen met bij elkigeordend paar plaatsen 
I 

hun onderlinge t:j.fstand, bepaal dan een volgorde (permutatie) van die; 
1 

plaatsen, beginnend en eindigend in plaats 1 ,(een zogenaamde cyclische 

permutatie), met een minimale totale afstand~ Voor afstand mogen we 

zonder be~waar tijd of kosten lezen, dit doet aan de essentie van het 

probleem niets af. 

I 

Gegeven is bij dit probleem derhalve een matrix A (tabel) met als ele-
' 

menten de afstanden a(i,j) van plaats ~ naar •plaats j (het traject 

i + j), en we b~palen een cyclische permutat~e van de getallen 

1 ,2 ~ ••• ,n ( de n~ers van de plaatsen) ,: ... zo da:t 
' I 

n n 
~ = I I 

i=1 j=1 
a(i,j)x .. 

1J 

minimaal 1s, onder de bijvoorwaarden dat 

n 
I x .. = 1 

j=1 1J 

n 
'I x .. = 

f=1 1J 
I 

x .. = 0 of 1 
1J 

x .. = 0 ::u 

(i = 

{j = 

= r-1 

I 
1,4,•••,n) 

1,2, ••• ,n) 

Men zal wellicht de overeenkomst ontdekken ttlfsen dit probleem en het 

transportprobleem (met n invoer- en n uitvoerhavens), dat in hoofd-
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stuk 4 behandeld werd: 

n n 

1min z = 1 I 
i=1 j=1 

C •• x .. 
J.J J.J • 

ender de bijvoqrwaarden 

: n 
I x .. = a. 

j=1 J.J J. . ( i - 1 ,2, ••• ,n) 

n 
I x .. = b. 

i=1 J.J J 
(J. =,1 1 2 ) ' ' ••• ,n 

Een toegelaten:oplossing van het handelsreizigersprobleem vindt men 

door uit iederJ kolom en uit iedere rij precies een element (afstand) 

te nemen; door;die gevonden elementen ~ij elkaar op te tellen vindt men 

de totale afstibd. Wij illustreren dat aan h'.et volgende voorbeeld. Een 
• • I handelsre1.z1.ger, die in Amsterdam woont, wil de volgende plaatsen be-

: I 

zoeken: Rotter4am, Utrecht, Arnhem en Den Bosch. De afstanden tussen de 
i 

plaatsen zijn gegeven: 

2 13 i4 5 

1 • Amsterdam 0 76 40 ~4 89 
I 

2. Rotterdam 76 0 54 110 79 

3. Utrecht 40 54 0 63 53 

4. Arnh~m 94 110 q3 .o 65 
5. Den 1?osch 89 79 53 65 0 

Een toegelaten 1oplossing is b.v. de volgende route 

Amsterdam - Rotterdam (element uit rij en;kolom 2) afstand 76 
' 

Rotterdam - Den Bosch (element uit rij 2 en:kolom 5) afstand 79 

Den Bosch - Utrecht (element uit rij 5 en·kolom 3) afstand 53 

Utrecht - Arnhem (element uit rij 3 en :kolom 4) afstand 63 

Arnhem - Amsterdam (element uit rij 4 en jkolom 1) afstand 94 

! 
De totale af te leggen afstand bedraagt voor deze route 365 km. 
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Het is eenvoudig na te gaan dat, wanneer wij 'ieder element uit eer. rij 

of een Kolom met een bepaald bedrag vermeerderen of verminderen, de 

totale afstand ook met dat bedrag wordt vermeerderd of verminderd. 

Nemen we de rijen, dan zal het duidelijk zij~ dat een reiziger va.nuit 
I 

Amsterdam.altijd minstens 40 km. zal moeten ~fleggen. Evenzo zal een 

reiziger yanuit Rotterdam altijd minstens 54 :km. moeten afleggen. Op 
; I 

deze wijze kunnen we, net zeals in de inleiding bij voorbeeld 5.1 is 
I 

gedaan, een ger~duceerde tabel afleiden door '.reductie naar de rijen 
' I 

toe te passen. Omdat het in een plaats overblijven niet toegestaan is, 

verva.ngen we de nullen in de oorspronke;1ijke ;tabel door co. 

2 3, 4' 5 

1 • Amste~dam 00 36 Oi 54 1 49 
I 

56: 2. Rotter.dam 22 co 0 25 
3, ,Utrecri,t 0 14 00 23 ! 13 

4. :Arnhem 31 47 0 co I 2 

5, Den Bosch 36 26 0 12 ! co 

I 

I 
De som van de m~nimale afsta.nden, die we nu afgetrokken hebben bedrtagt 

; I 

250 km. , en hie~mee hebben we al een on,dergrens voor de verzameling 

van alle routes !'sevonden. Er is echter ook ndg reductie naar de kolom­

men mogelijk: een reiziger naar Arnhem zal nu b.v. altijd minstens 12 
I I 

km. moeten afleggen. De naar rijen en kolommen gereduceerde tabel ziet er 

er dan tenslotte als volgt uit: 

2 3 4 5 

1, 00 22 0 42 1 47 
2 22 00 0 44 I 23 
3 0 0 11 

I 
co I 11 

4 31 33 0 co 0 

5 36 12 0 0 co 

In totaal is 278: km. aan afstanden afgetrokken en dit is een verbeterde 

ondergrens voor de verzameling van alle routes. 
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We moeten.nu het splitsingsvoorschrift vinden. We bepalen eerst het 
. I 

kortste traject, dat, wanneer het wegg~laten: zou worden ten gunste van 

het eerstvolgenae kortste traject, de grootste_verlenging va.n de totale 

afstand teweeg zou brengen. Vervolgens splitsen we in twee deelverza-
' melingen van routes, n.l. die, welke het betrokken traject wel bevatten 

en die weJ.ke dat traject niet bevatten. 

Bij ieder element a(i,j) met waarde nul in de gereduceerde tabel, zoe-
1 

ken we de kleinste elementen a(i,1) en a(k,jO voor l ~ j en k ~ i. Die 

twee afstanden a(i,l) en a(k,j) tellen we paarsgewijs op, wat resul-
1 

teert in de som s(i,j). Deze som stelt nu de:afstand voor, die we zeker 

extra zullen moeten afleggen wa.nneer we traj~ct i + j niet in ·de route 

opnemen. Van al: de sommen s(i,j), die ~e op ~eze manier berekenen, · 

nemen we de grootste en de bijbehorende rout~ i + j is de route waa~-
• j '. 

naar we gaan sp~itsen, In het voorbeel~ wordt dit: 

i 

trajecten met afstand 0: 3 + 1; 3 -+ 2; 1 + ~; 2 -+ 3; 4 -+ 3; 5 -+ 3; 

4 -+ 5: ' 5 + 4; 

voor de sommen ~( i ,j) vinden we: 

s(3,1) = 22 s(3,?) = s(1,3) ' 12 = 22 

s(2,3) 
I 

= 22 s(4,~) = 0 s(5,3) = 0 

s(5,4) = 11 s(4,~;5) .. ~ 11 

Het maximum van;s(i,j) bedraagt 22 en wordt yoor \rie trajecten bereikt: 

3-+ 1~ 1-+ 3; 2:-+ 3. We kiezen (willek~urig)i3-+ ~, en splitsen de ver-
.. ' I 

zameling van al;i.e routes in een deelve~zameling, di~ '!-\et tr• : .... ct 3 -+ 1 
I , 

bevat en een de~lverzameling die 3-+ 1 :niet ?evat. 

Daar we nu 3 -+ 1 gekozen hebben moeten alle andere trajectc:• vanuit 

3 verboden word~n, wat we doen door de lderde lrij uit de tabel ·1..:- ver­

wijderen. Om de~elfde reden verwijderen we o~k kolom 1 uit de tabel. 

Bovendien:moete1 we traject 1-+ 3 verbieden 6mdat terugkeer naar 3, 

voordat de gehele cyclus doorlopen is, niet ~oegestaa.n is. Zodoende 

verkrijgen we de volgende nieuwe tabel 
I 
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2 3 4 5' 

22 00 42 47: 

2 00 0 44 23 

4 33 0 00 0: 

5 12 0 0 00 

Deze tabel is veraer te reduceren, en we doen dat naar rijen: van de 
I 

eerste rij kunnen we alleen 22 aftrek.ken. De o~dergrens van de deelver-
1 

zameling met de routes, die 3-+- 1 bevatten is derhalve 278 + 22 = 300 km. 
, I 

De.ondergre~s van de deelverzameling ven,de routes, die 3-+- 1 niet be-

vatten is 278 + s(3,1) = 300. Het is nu Qnversrhillig hoe we ve~der 
I ' i 

splitsen en we kiezen als uitgangsverz~ling cµ.e met de routes, die , 

3-+- 1 wel bevatten. De b&b-boom wordt 

300 

I 

Op precies dezelfde wiJze waarop we de e~rste ~plitsing hebben uitge-
: I 

voerd wordt voor de tweede maal gesplits~. Eer~t bepalen we weer de 
l i 1 

sommen ~(i,j) voor de trajecten met nul-afstanden. Dat zijn: 
I 

s ( 1 ,2) = 32 

s(5,3) = 0 

s(2,3) = 23, 

s(5,4) = 20 

s(4~3) = 0 

s(4;5) = 23 

Het maximum 32 wordt bereikt voor het traject l-+- 2, en we splitsen nu 
I 

in een deelverzameling met traject 1 -+- 2 en e·e~ zonder dat traject. Door 

op de hiervoor beschreven wijze weer trajecten;te verbieden komen wij 
.• 

bij de volgende tabel voor de deelverzameling met 1-+- 2. · 
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4 

5 

3 

0 

0 

0 

4 

44 
00 

0 

5 

23 

0 

00 

177 

Deze tabel is niet verder te reduceren; de 9ndergrens voor de deel-
1 • 

verzameling met 1 + 2 is derhalve 300~ Voorjde deelverzameling zonder 

het traject 1 ~ 2 krijgen weals onde¼grensi300 + s(1,2) = 332. De' 
I 

b&b-boom kunnen we nu aanvullen: 

! 
We splitsen de; deelverzameling met de'.laagste ondergrens, d.w.z. die 

. , I 

met het trajec;t 1 + 2. Eerst weer de ~ommeni s(i,j) bereke-;en: 

l 

; s(2,3) = 23 

. s ( 5 ,4) = 44 

s(4,3) = 0 s(5,3) = 0 
I 

s(4,5) = 23 1 
I 

We moeten traj~ct 5 + 4 kiezen voor de volg~nde splitsing. De nieu~~ 

tabel wordt 

2· 

4 

3 5 

~ I o 00 

I 
De tweede kolom van deze tabel is nog: te re~uceren: we kunnen er 23 

i 
van aftrekken. De gereduceerde tabel ~ordt 
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4 
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3 5 

~ 
en de ondergrenzen luiden: voor de deelverzameling met 5 + 4 323 

voor de deelverzameling zonder 5 + 4: 344 
' 

In de b&b-bocm komt nu een deelverzameling voor, n.l. die zonder 3 + 1., 
! , I 

met een ondergrens 300. Daar dit de laagste, i~ de boom voorkomende, 
I 

ondergrens ~s moeten we van hieruit verder gaa,n. Bij deze verza.meling 

hoort een ge,reduceerde afstandstabel, waa.rin 3 1+ 1 verboden is: . 

2 3 4 5: 

1 00 22 0 42; 47i 
I 

2 I 22 00 0 44; 2~ 
3 00 0 11i I 

00 111 

4 31 33 0 00 d 
5 36 12 0 0 00! 

We kunnen deze tab.el verder reduceren naar de kplommen, en dan komen we 
i I 

op de ondergrens 3p0, die in de b&b-boom gegeven is. In de gereduceerde 

tabel berekenen we, de sommen s(i,j): 
i 

I 

s(2,1) = 9 s(3,2) = 23 s( 1 ,3) = 22 

s(2,3) = 0 s(4,3) = 0 s( 5 ,3) = 0 

s(5,4) = 11 s(4,5) = 11 

De eerstvolgende splitsing vindt plaats na.a.r tr~ject 3 -+- 2. Voor de 

deelverzameling met 3 -+ 2 vinden de volge*de af~tandstabel: 

3 4 5 

1 00 0 42 47 

2 0 00 44 23, 

4 9 0 00 0 

5 14 0 0 00 

,, 
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Deze tabel is niet meer te reduceren; de bijbehorende ondergrens luidt 

dus 300, Voor de deelverzameling zonder 3 + 2 vinden weals ondergrens 

300 + s(3,2) = 323, 

We splitsen weer verder vanuit de deelverzameling met 3 + 2. De sommen 

s(i,j) luiden: 

s (2, 1) = 32 

s(5,3) = 0 

s ( 1 ,3) = 42 
s(5,4) = 42 

s(4,3) = 0 

s(4,5) = 23 

We kiezen het traject 1 + 3, De nieuwe afsta.ndstabel wordt: 

·4 

5 

0 

9 

14 

4 5 

44 
00 

0 

23 

0 

00 

I 

Deze afstandst~bel is ook niet verder te reduceren en de ondergren$ 
' 

luidt derhalve 300. De ondergrens voor de d~elverzameling zonder 1 + 3 

is 300 + s(1,3) = 342. 

De b&b ... boom zoals die inmiddels gegroeid is ziet er als volgt uit. 
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' Voortgezette splitsing vanuit de deelverz~eling met 1 + 3 levert ons 

het volgende op : 

s (2', 1) = 32 s(5,4) = 58 s(4,5) = 32; 

I • I . 
we kiezen dus traject 5 + 4. De nieuwe tabel wordt: 

I 

2 

4 

1 5 

~ I 9 CX) 

De ondergrens voor· deze verza.meling is,na:verde:t-e reductie {23 van de 

tweede kolom a:rtrekken), 323. De ondergren~ voor 1de verza.m.eling zonder 

5 -+ 4 is 358. 

' 

We splitsen nu vanuit de laatst verkregen deelv~rzameling met 5 + 4. De 
' I 

waarden van s{i,j) zijn: 

s(2,5) == m. 

' Het traject 2-+ 5 wordt nu gekozen en de afstandstabel wordt zoals hie'1:'-
' 

onder is aangegeven. Het is triviaal dat als la~tste traject 4 + 1 ge-

kozen moet worden, i waarmee we dan op een ondergrens ( == het werkelijke 

minimum) van 332 km. komen. 

Zoeken we nu nog d+ b&b-boom af, dan vinden we ~ij de nog niet gesplit~ 

ste deelverzameling van de routes met traject 5 !-+ 4 de ondergrens 323, 

zodat we dus nog v~rder moeten splitsen vanuit 4eze deelverzameling. De 

gereduceerde•arstandstabel, die bij deze deelve~zameling behoort,luidde: 

2 

4 

3 5 

~ 
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Men ziet nu direct, ook zonder de sommen s ( i ,j) te berekenen, welke 

trajecten achter~envolgens gekozen moeten worqen: 

2 -+ 5 en 4 -+ 3. 

De ondergrenzen van de opvolgende deelverza.me~ingen blijven 323 km. en 

hiermee is .dus een route gevonden met de mini~e totale afstand. De 

volledige b&b-boom ziet er tenslotte als volgt uit: 

oute 
der 



In onders·baande figuur is de gevonden "minima.le" route .schematisch 

weergegeven. 

/.Amsterdam·. :. 

/ ~ 
.Utrecht · Rotterdam 

! "' /f Arnhem ~--Den Bosch 

We merken tot slot op dat het totaal aa.ntal mogelijke routes van dit 

probleem 4 ! = 24 bedraagt. Van die 24 hebben Jij er slechts 9 onderzocht, 

hetgeen enigszieris een indruk. geeft van de win~t aan rekenwerk (en tijd.):, 

die met behulp van deze b&b-methode wordt verkregen. 

·-
5,4. Een Job-shop scheduling probleem. 

Wij behandelen hier een type van de job-shop scheduling problemen. · Het 

probleem kan als yolgt beschreven worden. Gegeyen m karweien (job~), die 
! 

genummerd zijn van 1 t/m men n machines, die genummerd zijn van 1 t/m n. 
~~ t ' Ieder karwei moet bewerkt worden in een en dezelfde, gegeven, volgorde 

van de machines ('.'routing") , d. w. z. karwei k k$,n pas dan op machine l' 
worden toegelaten, als de bewerking van k op machine 1-1 beeindigd is. 

De bewerkingstijden tkl' van karwei k op machi~e 1, zijn eveneens ge­

geven;· we schrijven dat als de matrix T met niet negatieve elementen 

tkl" 

t, 1 t,2 ... t 1n 

t21 t22 ... t2n ', 
T = ... . ... . . . 

t m1 tm2 t mn. 

Een oplossing van dit probleem wordt gegeven ddor een aantal rijtjes, 1 

om precies te ziJn n, waarin aangegeven wordt in welke volgorde de 

karweien op de machines 1, 2, ••• , n bewerkt mdeten worden • 

..• 
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Zo'n oplossing geven we weer m.b.v. een matrix Q, wa.a.rvan de elementen 

4kl het nummer a~geven van het karwei qat als kde karwei op machine l 

uitgevoerd wordtl 
i 

' i 
411 412 •! • • 41~ 

i 

½1 422 ... 
½q Q = 

•: .. . 
! .... . ... . 

4m1 4m2 ... y 

d de 1 

Der e kolom (het r rijtje) van de matrix Q= 

n a_ (L_ ~,r, -er' • • •, LI\-'. 

stelt dus de volgorde voor, waarin de m ~arwe~en op machine r worden 

uitgevoerd en isjderhalve een permutatie van de getallen 1, 2, ••• ,m. 

Bij iedere oplossing Q kunnen we de tij ~ V( Q) iui trekenen, die nodig 
, I 

is om alle karweien uit te voeren in de ~olgor;des, die door Q worden 
' 

gegeven. We hanteren nu de tijd V(Q) als critdrium en zullen een op-
, I 

lessing zoeken, waarbij V(Q) minima.al is1 • • 

Wanneer men zich realiseert dater m! verschi~lende mogelijkheden zijn• 

om de m katweien op machine 1 te bewerken, en !evenzo m! verschillende' 

mogelijkheden voor machine 2, enzovoort tot eri met machine n, dan 
I . n , , 

zal men concluderen dat van (ml) versc~illende oplossingen de beste . . 

bepaald meet wor4en. Voor het geval van ·5 ka.rweien en 5 machines meet 

dus uit (5.4,3.2), 5 ~ 2,61.10 10 oplossinJen di~ gezocht worden, waarvan 
I , ' 

V(Q) minima.al is: Het zal duidelijk zijn dat men, ook bij intensief 

gebruik van een i;ekenautomaat, bij niet ,zeer k;leine aantallen machines 
: ' .. 

(vooral de invloed van het aantal machi~es is !sroot, vanwege de . ' . 

exponent; ~n min~ere mate is het aantal karwe~en van belang) voor 

een te omvangrijk probleem geplaatst is. 
\ l , 

I 
Een vermindering van het hierboven genoemde zoekwerk geeft ons het 

I . 

gebruik v~ een stelling van B. ROY. · · ., 
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Volgens deze stelling behoeft men slechts die oplossingen te onder-
. ' 

zoeken, die.een pafrsgewijze identieke bewerkinrsvolgorde hebben 

op de machines 1 eh 2 en n en n-1, Er blijven dan nog (m!)n-2 op-
, 

lossingen over om te onderzoeken, hetgeen overigens alleen bij kleine 

aantallen maphines een verlichting van het zoek~erk geeft. 

Voordat we overgaan tot de behandeling van een ~&b-oplossingsmethode 

voor job-shop scheduling problemen met·drie machines, laten we een 
I I : 

eenvoudige oplossingsmethode zien voor het twee-machine probleem, die 
I 

gevonden is door S1.M. JOHNSON ( 1965). Hierbij worden de ka.rweien op 

een handige wijze geordend. 

Uit de hiervoor gepoemde stelling van ROY:volgtJdat we bij het twee-
' machine probleem atleen maar naar oplossingen bihoeven te kij~en 

waarbij de b~werki~gsvolgorden op de eerste en de tweede machine gelijk 

zijn. We schtijven 1 nu voor een oplossing in pla~ts van de matrix Q, 

waarin in dit geval qi 1 = qi2 , alleen het rijtj~ q1, q2 , ••• , ~, dat 

zijn de numm}rs van de achtereenvolgens te bewe~ken karweien. 

Wanneer we een diagram ma.ken van zo'n oplossing~ dan krijgen we het 

volgende te zien 

machine 1 
q1 42 q3 ' q4 

I: s~] ::~:1 r½ 
I 

machine 2 
q1 s2 ~3 s3 

tijd 

i 
Op de tijdas. zijn Q.ikgetrokken de karweien met hun tijdsduur afgezet. 

' De in dit diagram vermelde variabelen s. zijn speelruimte's (in tijd) 
1 

tussen de opeenvolgende bewerkingen van de karw~ien op de tweede machine. 

Om nu die opfossing te vinden waarbij V(Q) minimaal is, leiden we 

een beslissingsregel af, waaruit de algorithme 4irect volgt, 

Stel, dat we op ee~ zeker moment met karwei nummer p bezig zijn op ma­

chine 1 en dat we moeten kiezen of de daar.op volgende ka.rweien q en r 
in de·volgorde (q,~) dan wel (r,q) bewerkt moeten worden. 
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We gaan nu pepalen in welke volgorde we het sn~lst klaar zijn. 

Laat op het momen~ dat pop machine 1 kl~ar is;machine 2 nog een 'tijd 

T bezet zijn. Voor de volgorde (p 1 q,r) i! nu d~ tijd T {·om g·eheel 

·klaar te komen als volgt (vgl. met de tekening): 
I I 

p 
machine 1 

1, 
I I T ma.chine 2 I: 

! ' I 
, I 

q r 

p q I; 
I I : 

i 
+t,}+t2= r . r 

! 

Evenzo is db tijd;T2 om met·de volgorde klaa.r te komen 

I 

T2 = ma.x{max(T+tp~+tr2• tr1+tr2), tr1 + ~q1} +;tq2 
. t 

Zoals ieder duide~ijk zal zijn handhaven 1we de:volgorde (p,q,r) als , 

T 1 .!. T 2 • Dus : 

max{max(T+t ~+tq2 , t q 1 +t q2) • t q 1 + \.,} +it 
. P, i r2 
I 
' ! 

< max{ma.x(T+tp2+tr2• tr1+tr2) • tr1 + t 1} +'t - q- I q2 
i I 

• 

~ ma.x{~(T+ tp2+tq2' tq1+tq2) • tq1 + tr1} itq2 .!. 
I 

< max{ma.x(-r+tp2+tr2' tr1+tr2), tr1 + ~q1} - :tr2 

I 

~max{'t+t 2+t 2:-t 2 , t 1+t 2;..t 2 , t 1+t 1-t -2} < 
P q· q q q q q • r q -

I 

< max{T+t 2+t 2-t 2:, t 1+t 2it 2 , t 1+t 1-t ;2} 
- p r r r r r r q r: . 

~ ma.x{t~ 11 , tq1+tr1-tq2} .!. max{tr1, tr1+t41 -tr2} 
i 

< -
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Trek van be de z ij den t q 1 + t r 1 ··af: 

max{1 t 1 , -t 2 } < max{-t 1 , -t } 
, r q - q r2 

' 

=)'{t t:}<min{t 1,t 2 } min q1' ~2 == r q 

Of, ·in de algemen1 notatie: 

als 

dan gaat qj ;aan qj+1 vooraf. Hieruit is e~nvouc$.g de algorithme voor 

dit probleem af te leiden: 

1 k h ik . . t d kl . b . ' . . . ( ) * ) • zoe et, arwei J me e einste ewerkings!tiJd min t . 1 , t . 2 ; 
J J 

2. is min(t ., 1 , t .~) = tJ. 1 bewerk dan karw.ei j ails eerste op machine 1 
J1 J . 

en machine 2; · 

3. is min(tj: 1 , tjj) = tj 2 bewerk dan karwei j a.J.s laatste op machine 1 

en machine 2; ; 

4, laat karwei j ~eg en herhaal voor de resterende karweien hetgeen 

vermeld is ond~r de punten 1, 2 en 3. 

Een voorbeeld van 1een twee-machine proble~m: 

ka:rwei i 1 2 3 41 5 6 
I 

tijd ti 1 4 5 7 6' 15 8 

tij d ti2 13 2 15 8' 7 5 
: 

De kleinste bewerkingstijd is 2 en wordt bereikt voor karwei 2 op de 
I 

tweede machine. We bewerken dus karwei 2 als 1aii.tste. De eerstvolgende 

bewerkingstijd is 4 en wordt bereikt voor karwei 1 op machine 

1. Het 
I 

nummer 1 wordt dus als eerste bewerkt. Tot zover kunnen 

we de gevonden ordening als volgt weergeven 

* ) Zijn er meer k~rweien met dezelfde kleinste bewerkingstijd, da.n 
nemen we die met het laagste nummer. 
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De eerstvolgende kleinste bewerkingstij'd (het probleem dat we nu be-
' ' ' 

schouwen telt 4 ,ka.rweien: ka.rwei 2 en 1! zijn inmiddels a.chtervolgens 

weggela.ten) is 5 en wordt bereikt voor ka.rwei 6 op machine 2, zoda.t 

we voor di t probleem karwei 6 a.ls la.a.tste bewerken, 

De ordening wor4t nu: 

(1,.,., ., 6, 2) 

Vervolgen~ vinden we, a.ls kleinste bewerkingst'ijd 6 voor ka.rwei 4 op 
j 

ma.chine 1. Da.arna. is de kleinste bewerkingstijd 7 voor de karweien 3 

en 5, res~. op ma.chine 1 en 2. We nemen derh~lve karwei 3 eerst en 

daarna karwei 5~ De uiteindelijke ordening wdrdt nu: 

(1, 4, 3, 5, 6, 2). 1 

I 

Een schema.tischE! weerga.ve van deze oplossing 'geeft het volgende resul-
' 

ta.at te zien: 
4 3 5 6 2 

ma.chine I 
I I 
I 4 

1, 
;3 1 I I 

machin'e 2 I 
0 10 20 30 

5 6 

40 
2 

la I 

tijd -+ 

Het drie-ma.chine probleem kan, wegens de stelling van ROY, eveneens 
I I 

worden teruggebracht tot het z.oeken van\ een ordening van de m karweien 

voor drie machines. We schrijven a.ls oplossing dan ook weer a.lleen het 
• rijtje 

voor de nummers van de achtereenvolgens te bewerken karweien. 

We zullen bij de: oplossing van dit probleem een b&b-methode hanteren. 
I 

Het splits~n verloopt daarbij a.ls volgt: de v~rza.meling van a.lle toege-

la.ten oplo~singen bevat m! oplossingen en dez~ wordt in de eerste 

stap gesplitst in m deelverzamelingen X': de ltde., d~elverzameling bevat 

die oplossingen, welke beginnen met karwei.k. 
I 

50 
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Voor ieder van diem deelverzamelingen wordt een ondergrens $(X') voor 

de totale bewerkingstijdsduur V(Q) berekend en de deelverzameling met de 

kleinste ondergr~ns wordt verder gesplitst in m-1 deelverzamelingen 

X' '· Wanneer b.v. de oplossingen in de deelverzameling X' met de kleinste 

ondergrens $(X 1 ): alle beginnen met karwei j, ~an beginnen de oplossi~gen 

1.n de m-1 deel ve:bamelingen X' ' achtereenvolgens met de karweien j_ 
' 

en 1, j en 2, ..• , j en j-1, j en j+1, ••• ~ j len m. Wederom worden, 

nu voor de deelverzamelingen X' 1 , ondergrenzeJ ~(X'') voor V(Q) berekend, 

en het spl~tsingsproces herhaalt zich. 

Laten als voorbeeld de volgende karweien gegeven zijn: 

karwei i 1 2 3 4 i 5 It .. 
i l.J 

tijd ti 1 3 10 2 5 ! 8 28 

ti~d_ti2 6 2 4: 13 10 35 

tijd ti 3 7 3 6' 9 12 37 
I 

' 
Het eerste gedeette van de b&b-boom ziet er dff als volgt uit: 

Opl. ,beginnend , 
met karwei 3 

Voordat we onze ~andacht wijden aan de keuze v\an de ondergrenzen, 

zullen we de zog~naamde vroegste tijdstippen V;(qi, l) intr~duceren, 

dat zijn de tijdstippen, waarop de bewerking ~an karwei q. op ma.chine l 
' . l. 

reeds kan zijn beeindigd. Zoals men stellig zal inzien geldt 
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v(q., 1) = max {v(q., 1-1 )., v(q. 1 , l)} + t 1 .1 1 1- q. 
. I l. 

d.w.z, het vroe~ste tijdstip, waarop karwei iqi op machine 1 klaar kan 

zijn is gelijk aan het vroegste tijdsti~ waa.rop de bewerking van q. op 
1 

machine 1~1 kan zijn beeindigd plus zijn eigen bewerkingstijd t 1 of, q. 
zo dit eeri later tijdstip is, het vroegste ti1jdstip waarop de 1 

bewerking van het voorgaande karwei qi_ 1 op ~achine 1 kan zijn beein­

digd, eveneens vermeerderd met de bewerkings~ijd t 1 . Met behulp van. 
I I q, 

deze vroegste tijdstippen v(q., 1) gaan we a.r:ie ondSrgrenzen ¢, 1 , ¢,' '· 
J. · I 

en¢,''' c~nstrueren, waarvan we de grootste ~iezen als de uiteindelijke 

ondergrens ¢,, d:re dient als maatstaf vo'or heti al of niet verder splitsen 

van een deelverza.meling (deze werkwijze: is afkomstig van Z,A. LOMNICKI). 
' Nemen we aan da~ er op een zeker moment k karweien zijn ingedeeld, 

dan luiden die grenzen als volgt: 
m 

¢,' I= v( qk, 3) + l 
i=k+1 

t . 
q.3 

1 

d.i. de tijd, die zeker nodi~ is om de eerste k kar­

weien op alle drie de machin9s te bewerken, plus de,tijd. 

die nodig is om de resterende karweien alleen op de 

:1aatste machine te bewerken, 
l 

m i 

= v(qk, 2) + l t ~ + mip t 
i=k+1 qi~ i > k qi3 

id.i. de tijd, die zeker nodig is om de eerste k kar­

:weien te bewerken op machine 11 en 2, plus de tijd, 

\nodig om het restant op machine 2 te bewerken, plus 

:de bewerkingstijd van het laatste karwei op de laatste 

machine (daa.r het meestal niert bekend is welk karwei 

het laatste is nemen we de kl~inste bewerkingstijd). 

m 
¢,'" = I ti 1 + min ( t 2 + t. 3) 

i=1 i > k qi ~i 
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d.i. de tijd, die nodig is voor de bewerking van 

alle karweien op de eerste machine, pl~s de bewer­

kingstijd van het laatste. ka.rwei op machine 2 en 

3 (ook hier: neem de kleinste bewerkingsfijd, omd,at 

de laatste ka.rweien 1onbekend zijn). 

De ondergrens 4>, j~ar we bij de splitsing mee werken is nu 
;;~ 
;..3_, 

cp :I' max ( 4> , , 4> , , , cp , , , ) , 

Aan de hand van het hie~voor gebruikte voorbeeld zullen we dit toelichten. 

·We nummeren hier de deelverza.melingen door aan iedere deelverzameling 

als nummer het getal toe te kennen dat gevormd wordt door de opeen­

volgende nummers van de karweien, die, in vaste volgorde, het begin vormen 

van iedere oplossing uit die deelverza.meling. cp(135) is b.v. de ondersrens 

van de deelverzameling, waarin iedere oplossing begint met de karweien 

1, 3 en 5, 

In de eerste stap splitsen we de verzameling i in 5 deelverzamelingen: 

nr.deel- v( q1 , 1) v(q1,2) v(q1,3) <P ' 
</> I I </> I I I 4> verz. q1 

3 9 16 16+30=46 9,+29+3=41 28+5=33 46 
2 10 12 15 15+34=49 12+33+6=51 28+10=38 51 

3 2 6 12 12+31=43 6+31+3=40 28+5=33 43 
4 5 18 27 27+28=55 18+22+3=43 28+5=33 55 

5 8 18 30 30+25=55 18+25+3=46 28+5=33 55 

In de b&b-boom insevuld geeft dat het volgende_beeld 
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We gaan nu verder vanuit deelverza.meling 3: 

nr.deel- v(q2 ,1) v(q2,2) v(q2 ,3) :q> I ct>'' qi' I I ct> verz. 3q2 I 

31 5l 12 19 19,+24=43 12+25+ 3=30 28+ 5=33 43 

32 12; 14 17· 17+28=45 14+29+· 7=50 28+13=41 50 

34 7i 
I 

20 29 291+22=51i 20+18+ '.3=41 28+··5=33 51 

35 10: 20 32 32+19=51' 20+21+ 3=44 28+ 5=33! 51 

In de b&b-qoom geeft da.t het volgende resulta.a.t: 

' I 

De volgende spli~sing geschiedt va.nuit ~eelveriza.meling 31. 

' 
! 

nr. deel- ( 1 ) v(q3,2) v(q3,3) verz. 31q3 · v 43, 

312 15 17 22 

qi I I I 

l 
22+21=43 · 17+23+ 9=49 28+21=49 49 

ct> 

I 

314 10 25 34 34;.; 15=49 . 25+ 12+ 3=40 28+ 5=33 49 

315 13 23 35 35+12=47 : 23+15+ 3=41 28+ 5=33 . 47 

In de b&b-boom: 
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De ondergrens van deelverzameling 1 is nu de l~gste in de b&b-boom en 
I I 

we splitsen in de vierde stap dus verder vanuit 1 

nr.deel- v(q2 ,1) v(½,2) v(q2 ,3) ,P I <j, I I <j, I I I 4> . 
verz. ·1q2 

12 13 15 19 '19+27=46 15+27+ 6=48 28+10=38 48 

13 5 13 22 22+24=46 13+25+ 3=41 28+ 5=33. 46 

14 8 22 31 31+~1=52 22+16+ 3=41 28+ 5=33 

15 11 21 33 33+i8=51 21+19+ 3=43 28+ 5=33 

De volgende stap vindt plaats vanuit deelverz8JI!.eling 13 en geeft·het , 

volgende resul taat: 

nr.deel- 1 
) 

13 v(q3 ,1) v(q3 ,2) v(q3 ,3 verz. q3 
,P I <j> I I 

132 15 17 25 25+21=46 17+23+ 9=49 28+22=50 

134 10 26 35 35+15=50 26+12+ 3=41 28+ 5=33 

135 13 23 35 35+1!2=47 23+15+ 3=41 28+ 5=33 

' 
In de zesde stap wordt nu deelverzamelin~ 135 v:erder gesplitst. 

nr.deel- v( l) v(q4 ,2) v(q4 ,3) '<j, I q> I I <j> I I I 

verz. 135q 44' · 4 ' 

52 

51 

50 

50 

47 

<I> 

1352 23 25 38 38+ :9=47 25+13+ 9=47 28+22=50 ' 50 
I 

1354 . 18 36 45 45+ 3=48 36+ 2+ 3=41 28+ 5=33 

We hebben nu een oplossing gevonden met een totale bewerkingsduur V{Q) 

van 48, die wordt weergegeven door de volgende volgorde: 

(1,3,5,4,2) 

48 

In de b&b-boom komt nu nog een deelverza.meling voor met een lagere on<l:er­

grens 9, en wel deelverzameling 315. We moeten iderhalve eerst nog deze 

deelverzameling oriderzoeken alvorens te kunnen,concluderen of we de 
, I 

optimale,. oplossing al gevonden hebben. 



nr.deel- ( ) 
V 44, 1 verz. 31544 

3152 
3154 

' ' 

25 
36 
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38 
45 

q> I I I 

' 
3~+ 9=41 25+13+ 9=47 28+22=50 50 
45+ 3=48 36+ 2+ 3=41 28+ 5=33 48 

! 
Hiermee is een tweede oplossing gevonden met een totale bewerkingsduur 

' V(Q) = 48, die wordt weergegeven door 

(3, ,, 5, 4, 2) 

In de b&b-boom, die hieronder volledig is weergegeven; is geen ~·agere 
! . 

ondergrens meer te vinden, zodat we mogen conctuderen, dat de twee 

gevonden oplossingen beide optimaal zijn~ 
i 
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Opgaven 

Los de volgende opgaven op m.b.v. aen b&b-algorithme, en formuleer de 

modellen, indien dat nog niet is gebeurd. 

5. 1 • max z = 3x1 + 6x2 + ~x3 
onder de bijvoorwaarden 

3x1 + 4x2 + x3 .::. 5 

4x 1 + 8x2 + x3 < 6 

x. > 0 
J 

x. geheel 
J 

j = 1 , 2, 3. 

5,2. Bij de firma Bingel vaceren 4 functies, waarvoor in de desbetreffende 

vakbladen personeelsadvertenties zijn geplaats. Op die advertenties 

hebben in totaal 8 sollocitanten gereflecteerd. Na een gesprek met 

de personeelschef en de verschillende afdelingshoofden hoofden hebben 

deze in onderling overleg aan iedere sollicitant een "geschiktheids­

cijfer" toegekend, varierend van 1 (slecht) tot 10 (uitstekend). In 

onderstaande tabel zijn die cijfers vermeld. Men wil nu die sollici-

tanten in dienst nemen, waarbij de totale geschiktheid van de gehele 

groep nieuwe functionarissen maximaal is. 

2 3 4 

5 7 3 8 

2 8 2 5 7 

3 7 5 4 2 

4 6 7 7 9 

5 4 4 3 6 

6 6 5 4 6 

7 3 8 6 

8 2 3 5 

Welke sollicitanten zal men accepteren en voor Welke functies? 

Hoe zou de oplossing luiden wanneer de laatste vier sollicitanten 

, zich zouden hebben teruggetrokken? 
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5,3. Een onderhoudsmonteur van de N.V. STOTU moet volgende week 5 be­

drijven langs om daar de apparatuur te controleren. Iedere dag 

wordt een bedrijf bezocht. De 5 bedrijven zijn resp. gevestigd in 

Den Helder, Venlo, Tilburg, Dordrecht en Enschede, terwijl de 

N.V. STOTU zelf gevestigd is in Assen. De afstanden tussen de 

plaatsen zijn gegeven in onderstaande tabel. Bepaal nu de kortste 

weg waarlangs de monteur, vertrekkend uit Assen de bedrijven kan 

bezoeken om vervolgens weer terug te keren naar Assen. 

2 3 4 5 6 

1. Assen 0 157 217 225 218 111 

2. Den Helder 157 0 249 191 171 233 

3. Venlo 217 249 0 93 145 157 

4. Tilburg 225 191 93 0 54 164 

5, Dordrecht 218 171 145 54 0 176 

6. Enschede 111 233 157 164 176 0 

5,4. Aan het eind van de maand wil de bedrijfsleider van de firma Bingel 

de volgende overzichten van de afdeling administratie en automati­

sering verkrijgen: 

1. staat gewerkte uren 

2. " voorraadniveau en bestellingen 

3, " orderstand 

4. " crediteuren 

5. " debiteuren. 

Bovendien wil de economisch directeur nag enige rentabiliteits­

berekeningen laten uitvoeren, terwijl voor de researchafdeling 

een drietal resultaten"berekeningen moeten warden verwerkt. Al deze 

aanvragen worden verwerkt m.b.v. een kleine bedrijfscomputer, waar­

op a.a. nog geen multi-programming mogelijk is. Een en ander houdt 

in dat de afzonderlijke eenheden (zie tekening) slechts een probleem 

invoer 7 buffer 
geheuge 

centrale 
ekeneenhei 

uitvoer 
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tegelijk kan worden werwerkt, hetgeen zonder onderbrekingmoet ge­

schieden. Men heeft voor de totale werktijd dan ook te mak.en met invoer-, 

reken~ en uitvoertijd, welke voor de diverse aanvragen hieronder 

(in minuten) zijn vermeld. 

aanvraag invoertijd rekentijd ui tvoertij d 

1. gewerkte uren 10 2 12 

2. voorraadniveau en 

bestellingen 15 3 8 

3. orderstand 6 5 

4. crediteuren 3 0,5 2 

5, debiteuren 3 0,5 3 

6. rentabiliteit 2 2 

7, resultaatberekening 5 15 3 

8. " 2 20 

9. II 18 0,5 

In welke volgorde kunnen de aanvragen het beste worden uitgevoerd 

wanneer men de totale benodigde tijd zo klein mogelijk wil houden? 

5.5. Een fabrikant heeft 120,000 kg,van een bepaalde hoogwaardige soort 

plastic nodig. Hij kan daarvoor bij vijf fabrieken terecht, die 

hem ieder hun offerte gemaakt hebben. 

Fabriek 1 kan maximaal 16.500 kg leveren en berekent daarvoor 

f 30,50 per kg plus een vast bedrag, dat nodig is voor het dekken 

van de extra kosten, die het uivoeren van deze opdracht met zich 

meebrengt, ter grootte van f 15,000,--. 

Fabriek 2 kan maximaal 80.000 kg leveren, en berekent daarvoor~ 

voor de eerste 10.000 kg alleen een vast bedrag van f 403,000,--. 

Voor een order tussen de 10.000 en 35,000 kg wordt f 34,-- per kg 

en een vast bedrag van f 63.000,-- berekend. Voor een afname tus­

sen de 35.000 en 50,000 kg zijn die bedragen f 33,-- per kg en 

f 98.000,-- vast. Voor een afname tussen de 50,000 en 75,000 kg 

resp. f 32,-- per kg en f 148.000,-- vast en tenslotte voor een 

afname tussen 75,000 en 80,000 kg f 31,-- per kg en f 223.000,-­

vast. 
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Fabriek 3 kan hoogstens 83~000 kg leveren voor f 34,-- per kg en 

f 6.500,-- als vast bedrag. 

Fabriek 4 kan hoogstens 6.000 kg leveren voor f 46,-- per kg en 

een vast bedrag van f 3,300,--. 

Fabriek 5 tenslotte berekent geen vast bedrag voor de eerste · 

20.000 kg maar f 35,-- per kg, en boven de 20.000 kg (tot een 

maximum van 38.000 kg) wel een vast bedrag, van f 20.000,-- en 

f 34,-- per kg. 

Hoe zal nu de fabrikant ziJn orders uitgeven? 

5.6. Een nogal expansief bedrijf wil haar produktiecapaciteit uitbreiden. 

Daarbij kan gekozen warden tussen 3 projecten, die afhankelijk van 

de hoeveelheid erin geinvesteerd kapitaal verschillende rendementen 

opleveren. In totaal heeft het bedrijf 1 miljoen gulden beschikbaar, 

dat in eenheden van f 250,000,-- moet warden besteed. In onderstaan­

de tabel zijn rendementen per project en per geinvesteerd bedrag 

vermeld. 

Hoe zal het bedrijf def 1.000.000,-- verdelen over de projecten, 

opdat een maximaal totaal rendement wordt verkregen? 

project 

2 

3 

/250,000 /500.000 1750.000 /1.000.000 

25 

22 

20 

28 

25 

24 

20 

22 

22 

16 

18 

20 

5,7. Bakker Jansen verkoopt tien soorten brood, die hij zelf,. ih vaste 

hoeveelheden, bakt. De bewerkingen die bij dat bakken grofweg warden 

onderscheiden zijn deeg maken en bakken. Voor iedere broodsoort gel­

den verschillende tijden voor die bewerkingen, die in de volgende 

tabel zijn vermeld (in minuten). 



broodsoort 2 

deeg maken 15 22 

bakken 30 20 
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3 4 

35 10 

18, 25 

5 6 

32 40 

30 16 

7 8 9 10 

10 15 20 

33 40 15 

18 

30 

Daar bakker Jansen een druk beklante eenmanszaak drijft, wil hij 

al het brood's oc'htends voor de verkoop begint (9,00 uur) gebak­

ken hebben. Hiermee gaat een deel van zijn welverdiende nachtrust 

verloren, en zoals begrijpelijk is hij daar weinig op gesteld. 

In welke volgorde moet hij het brood nu bakken opdat hij zo laat 

mogelijk kan opstaan en wat is de totale werktijd in de bakkerij? 

Opm. Het deeg maken en brood bakken dient voor iedere broodsoort 

apart te geschieden. 



APPENDIX A. WISKUNDE 

A.1. Verzamelingen. 

In het dagelijkse leven zijn wij zonder meer gewend aan h~~ begrip ver­

zameling, ook Wfl collectie genoemd. Men behoeft alleen maar te denken 

aan de talloze b~bby 1 s, als het verzamelen van postzegels, lucifer-
'";~ ~ 

merken of sigar~nbandjes. De zaken waaruit zo'n verzameling bestaat 

noemen we elemen~en. Het begrip verzameling laat zich gemakkelijk uit­

breiden tot zake~, waar wij in de regel niet gewend zijn die term te 

gebruiken. Zo kan men zeggen dat een bibliotheek onder meer bestaat 

ui_t een verzameling boeken en een huis ui t een verzameling bouwmateri­

alen. In .de wiskunde gebruikt men het begrip veelvuld~g: er wordt b.v. 

gesproken over de verzameling gehele getallen, de verzameling punten 

in een 2-dimensionale ruimte, of, zoals wij in de besliskunde veel 

doen, over de verza.m_eling toegelaten beslissingen. Als notatie wordt 

voor een verzameling een aparte, vaak een griekse of sierletter, ge­

reserveerd, of de elementen warden tussen accoladen opgeschreven: 

de verzameling toegelaten beslissingen (in toestand S): x(S) 

de verzameling gehele getallen van 1 t/m 8: {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} 

Het zal ieder duidelijk zijn dat bij grate verzamelingen het opschrijven 

van alle elementen reusachtig inefficient is. We lossen dat op door, 

als dit geen aanleiding tot verwarring geeft, puntjes te plaatsen: 

nogmaals de verzameling gehele getallen van 1 t/m 8: {1, 2, ... , 8} 

of, als het gaat om alle gehele getallen groter dan 0: {1, 2, 3, ••• } 

Een bijzondere verzameling, die men zeker in het dagelijkse leven niet 

vaak zal hanteren, is de lege verzameling, die geen element bevat, en 

die aangeduid wordt met~-
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Uit verzamelingen kunnen we nieuwe verzamelingen maken door elementen 

weg te laten, we spreken dan van deelverzamelingen. Uit de verzameling 

gehele getallen van 1 t/m 8 kunnen b.v. de ~olgende 2 deelvtrza.melingen 

verkregen worde~i 
.A 
-'.~ 

de deelverzameli~f met de even getallen {2, 4, 6, 8} 
~;::• 

de deelverzameli, met de priem-getallen {1, 2, 3, 5, 7} 

Als notatie gebruiken we voor deelverzamelingen hoofdletters; Op ver­

zamelingen kan men ook bewerkingen, of, wat een meer gebruikelijke term 

is, operaties uitvoeren. Dat zijn o.m.: 

a) de doorsnede c) het complement 

b) de vereniging d) het verschil 

Hebben we een verzameling x met twee deelverzamelingen Ven U dan is 

a) de doorsnede V n Ude verzameling, die de elementen bevat, die zowel 

tot V als tot U behoren; 

b) de vereniging V U U de verzaroeling van de .element en, die of tot V 

en/of tot U behoren; 

c) het complement V de verza.meling van de elementen van x, die niet tot 

V behoren; 

d) het verschil V - Ude verzameling van de elementen, die wel tot V, 

echter niet tot U behoren. 

Het al~ zodanig geschreven verschil V - U is niet strikt nodig: het kan 

geschreven worden als V (\ U. Men kan bovenstaande operaties 1in een 

tekeningetje verduidelijken: 

X 

gearceerd: VC'\ U gearceerd: VU U gearceerd: V 
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De notatie van een deelverzameling V uit een verzameling Xis 

vex 

en een element v dat tot de verzameling V behoort geeft men tan met 
f: 

Ve V 

We kunnen nu bijv~ a) herformuleren als volgt: 

a 1 ) v e. V en\ v € U <i=P v E. V n U. 

1 Opgaven 

A.1. Ga nu voor de deelverzamelingen {1, 3, 5} en {3, 4, 5, 7} van de 

verzameling {1, 2, ... , 8} na,wat ·resp. doorsnee, vereniging, verschillen 

en complementen zijn. 

(antw~ {3, 5}, {1, 3, 4, 5, 7}, {1}, {4, 7}, {2, 4, 6, 7, 8}, 

{1, 2, 6, 8}) 

A.2. Bij twee achtereenvolgende tentamens besliskunde werden de volg~nde 

cijfers behaald: 

cijfers ' 1 2 3 4 5 6 7 8 9 

aantal 1e tent. 0 0 0 1 2 8 15 6 2 

aantal 2e tent. 0 0 1 2 5 13 7 5 2 

Laten de volgende deelverzamelingen van de verzameling X van alle 

kandidaten gegeven zijn: 

10 

1 

3 

A= kandidaten 1e tentamen; B = kandidaten 2e tents.men; C = kandidaten 

met cijter hoger dan 6; D = kandidaten met cijfer 6; E = kandidaten met 

cijfer 4 of 5; F = kandidaten met cijfer lager dan 4. 

Bereken hoeveel elementen de volgende verzamelingen bevatten: 

AO D 

(AUB)t'\ (CUE) 

B ('\ F 

n n F 

(Antw, 8) 
( 51 ) 

( 1 ) 

( 0) 

SIBU01HE!E' MATI-H:MATISCH 
AMSTERDAM 

CENTRUM 
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Enkele verzamelingen die we veel gebruiken noemen we hier apart: 

1. de verzameling W der natuurlijke getallen {1, 2, 3, ... } 

2. de verzameling der gehele getallen { ••. , -3, -2, -1, O, 1, 12, 3, ... } 

dat zijn de natuurlijke getallen, hun tegengestelden en O •'' 

3. de verzameling ,b,er rationale getallen !!!., 0 of - !!!., waarin m en n 
.. :~, . . n n 

natuurliJke get,~len ziJn 

4. de verzameling under reele getallen, een tamelijk abstract begrip, 

dat we verduidelijken door het gebruik van de getallenrechte. Op een 

rechte lijn kiezen we twee punten, het linkerpunt noemen we Oen het 

rechter 1. Door de afstand tussen de twee punten steeds weer, en 

naar beide zijden, af te zetten krijgen we een afbeelding van de 

gehele getallen op die lijn. Evenzo kan men aan ieder rationaal 

getal een punt op de lijn toevoegen, en tenslotte ook aan ieder 

irrationaal getal; dat is een getal dat niet geschreven kan warden 
*-als m/n (men n geheel), zoals 12. Aan alle reele getallen kan nu 

een punt toegevoegd warden, want de verzameling R is de vereniging 

van de verzameling rationale en de verzameling irrationale getallen. 

/ 

-3 -2 0 2 ff 2 -4 
reele rechte 

Deelverza.melingen die we veel gebruiken zijn de intervallen. Een open 

interval (a,b) is de verzameling van alle reele getallen x, die tussen 

de vaste getallen a en b inliggen: a< x < b. Een gesloten interval 

[a,b] is de verzameling reele getallen x waarvoor geldt: a< x < b. Bij 

een onbegrensd interval geldt: x > a, of x > a, of x < a, of x < a en 

dit wordt resp. genoteerd als (a, 00 ), [a, 00 ), (-oo,a) en (-00,a}. Mengvormen 

van de gesloten en open intervallen zijn de halfouen intervallen (links 

open, rechts gesloten, of omgekeerd) (a,b] of [a,b). 

Onder een o-omge:ing U0(x) van een punt x op de reele rechte verstaat, 

men het interval (x-o,x+o) . . 
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A.2. Functies van een variabele. 

Op verzamelingen kan men functies definieren, dat zijn voorschriften 

die aan ieder element van een verzameling een of meer elemenien van 

diezelfde of eenJ1,ndere verzameling toevoegen. 
i., 

Voorbeeld: we heb~Jn de verzameling van natuurlijke getallen 

{1, 2, 3, ... } en~~aarop de functie f(x) = 2x + x2 • Deze functie f(x) 
. \i.f 

- x heet het argj'nt van de functie - voegt aan ieder natuurlijk 

getal x het ,natu lijke, getal 2x + x2 toe. Is x = 2 dan is 

f(x) = 2.2 + 22 = 8. Definieren we op de verzameling der natuurlijke 

,, getallen de functie g(x) = -2x + x/2, dan voegt deze functie aan ieder 

natuurlijk getal een rationaal getal toe. In de regel definieert men 

functies op (een deelverzameling van) de verzameling der reele getallen 

of in het meer dimensionale geval: op de reele ruimte lRn. (zie A.7) 

De verzameling waarop een functie gedefinieerd wordt noemt men het 

domein, de verzameling waarin de functiewaarden liggen, de range. Een 

plezierige bijkomstigheid is dat men eenvoudige functies gemakkelijk kan 

tekenen en met behulp van deze grafische voorstelling inzicht in het 

verloop van de functie kan krijgen. 

Voorbeeld: 

f(x)' 

2 

0 

f(x) 

f(x) 

2 = (x-2) 

= (x-2) 

2 3 

X < 2 

X ~ 2 

• 
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De hier getekende functie is een continue functie d.w,z. hij heeft de 

eigenschap dat een kleine verandering (hoe klein ook) in de waarde van 

x eveneens een kleine verandering in de waarde van f(x) tot gevolg 

heeft. Wiskundig gezegd: in ieder punt x0 van het domein van de functie 

f(x) is er bij elke reeel getal E > 0 een reeel getal o > O,zo dat voor 

elke x in dat domein met Ix - x0 1 < o geldt jf(x) - f(x0 )1 < g. 

Ix - x0 i betekent de absolute waarde van (x1-x2 ) en is een bijzonder 

belangrijke functie, die gedefinieerd is als 

g(x) = !xi= x 

= -x 

als x > 0 

als x < 0 

Bij het voorbeeld f(x) = (x-2) 2 , x ~ 2 en f(x) = (x-2), x > 2 ziet 

men snel in dat het wel mogelijk is om aan iedere x een waarde f(x) 

toe te voegen, maar niet om omgekeerd bij iedere f(x) een waarde x aan 

te wijzen. Er zijn echter functies, waarbij dat wel mogelijk is. Zij 

g(x) zo'n functie: aan iedere waarde ·van x (in het domein) is dan een 

getal y = g(x) toegevoegd, en aan iedere waarde van y is ook een getal 

x toegevoegd. Men schrijft x = g-1(y) en noemt g-1 de inverse functie 

van g. Wij zullen nu nagaan welke, aan een functie te stellen, eisen 

voldoende zijn opdat hij een inverse functie heeft. We voeren daartoe 

het begrip monotone functie in. Een functie g(x) heet monotoon stijgend 

(dalend) op zijn domein indien voqr ieder paar x' en x" in da.t domein 

geldt 

x' < x" <€=¢- g(x') < g(x") 

(x' < x" ~ g(x') > g(x")) 

Monotoon stijgende (dalende) functies hebben een inverse functie. Men 

gaat gemakkelijk na dat voor deze functies geldt dat aan iedere x een 
( ) . . ,.,. -1( ) y = g x is toegevoegd, en omgekeerd aan iedere y een x = g y. We 

noemen dat eenwaardige functies. Volledigheidshalve merken we op dat 

er ook een zwakke vorm van monotonie bestaat, die echter geen voldoende 

voorwaarde voor het bestaan van een inverse functie levert. Een functie 

heet monotoon niet-dalend (niet~stijgend) op zijn domein als voor ieder 
,. 

paar x' en x" in dat domein geldt 

x' < x" ~ g(x') ~ g(x") 

(x' < x" ~ g(x') ;:_ g(x")) 
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Voorbeelden: 

f(x) -1 y = = X X = f (y) = y 

g(x) 2 heeft geen op x €,1R; beperkt y = = X inverse 

men het domein tot x ~ O, dan bestaat 

de inverse wel:x = g-1(y) = ./y 

Laat gegeven zijn de functie y = f(x),die gedefinieerd is op het inter­

val a~ x ~ b, met functiewaarden in het interval c ~y ~ d, en verder 

de functie g(y) = z, die gedefinieerd is op c ~y ~ d. Nemen we nu een 

x0 uit het interval [a, fil dan hoort daar volgens het voorschrifi; g· 

een y0 uit [s:, 4J bij. Het voorschrift wijst op zijn beurt aan y0 een 

z0 = g(y0 ) toe. Dit kunnen we voor alle x uit [a, b] doen en we krijgen 

dan een zogenaamde samengestelde functie z = g(f(x)). 

Voorbeeld: 

z = 

f(x) = X - 2 

g(y) = y2 

g(f(x)) = 2 (x-2) 

voor 2 < x < 8 

voor O ~ y ~ 6 

voor 2 < x < 8 

Een bijzondere klasse van functies vormen de rijen. Een rij is een 

functie, metals domein de verza.meling van (alle) natuurlijke getallen 

(soms ook uitgebreid tot alle gehele getallen). 

Voorbeelden: 

f(n) = n 

g(n) = 1, 2, 3, ..• , n= n! 

voor n = 1, 2, 

voor n = 1, 2, 

Voor n ! dient men ''n facultei t" te lezen ( we definieren O ! = 1 ) • Vaak 

schrijft men bij rijen geen f(n), maar geindiceerde variabelen: 

Men schrijft 

a = n n 
b = n! 

n 

de rij zelf 
00 

{a } • 
n n=1 

voor n = 1, 2, 

voor n = 1, 2, 

als de geordende verzameling a 1, 



Het is ook wel gebruikelijk 

(zie b.v. §5.2) van een rij 
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bij de behandeling van bepaalde problemen 
{a } 00 

een deelrij te nemen, b.v. van de 
n n=1 

rij a = 1/n alleen de termen 
n 

a 2 = 1/2n. Als aanduiding voegt men bij 
n 00 

{a } . Alle rijen die we hier getoond 
ni i=1 

de notatie nog een index toe: 

hebben waren oneindig voortlopende rijen; daarnaast heeft men ook rijen 
. . {a} k met een eindig aantal termen: 

n n=1 • 

Van een willekeurige rij {a} 00 kunnen we een reeks {s } 00 afleiden, 
n n=1 n n=1 

volgens het voorschrift 

s, = a, 

s2 = a, + a 2 
s3 = a, + a2 + a3 

s = a, + a2 + ... + a n n 
n 

De notatie hiervoor is s = I a .• I is een somteken en de betekenis n i=1 1 

n 
I a. = a + a2 + . .. + a 

i=1 1 1 n 

Een ander veel gebruikt teken in de wiskunde, dat overeenkomstig toe­

gepast wordt, is het product-teken: 

n 
II 

i=1 
n 

n! kan men dus ook schrijven als IT 1. 

i=1 

. . . . a . 
n' 

We noemen hier nog enkele, in de statistiek veel toegepaste, rijen en 

reeksen: 

de binomiaalcoefficienten (n) n! 
0 < m < n = m!(n-m)~ voor m 

(n) = 0 m voor m > n > 0 

men n geheel 

is 
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deze zijn ontleend aan het binomium van Newton: 

n 
(a+b)n = l 

m=O 
00 

(n) m n-m a b • 
m 

de exponentiele functie I xn/n! = ex 
n=1 

Opgaven 

A.3. Teken de grafiek van de volgende functies: 

f(x) = 1/x 

f(x) = 1 X 1 + X 

voor 1/5 < x < 12 

voor - 8 < x < 8 

f(x) = (2x-3)/(x-2) voor 0 < X < .12 

A.4. Bepaal de inverse functie van de volgende functies: 

f(x) 2 
+ 2 X > 0 (antw. g(y) \/y-2 voor y ~ 2) = X = 

f(x) 2 2 X 1 (antw. g(y) 1+ ../1+y y ~ _,) = X - X > = 

f(x) = (2x-3)/(x-2) X f 2 (antw. g(y) = (2y-3)/y-2 y f 2) 

r(x) {X 0 < X < 1 (antw. g(y) {y O~y~1) = - = 1-x X > 1 1-y y < 0' 

A.3. Limieten 

Nemen we de rij a = 1/n. Het mag bekend verondersteld worden dat, naar-
n 

mate n groter wordt, an steeds dichter naar O toegaat. We kunnen dat 

wiskundig zeggen door een interval [o, e:) in te voeren, waarbij -:: > 0 

een zeer'klein reeel getal is. Nu is er altijd. een n0 te vinden raar­

voor geldt 

want laat n0= 1/e:, dan is hieraan voldaan. 

We schrijven nu 

lim a = 0 
n 

00 

en we zeggen dat de rij {a} convergeert naar O. 
n n=1 
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Aigemener: een oneindige riJ a 1, a2 , •.•••• is convergent, dan en 

slechts dan, als er een reeel getal a bestaat met de eigenschap dater 

bij elk getal E > 0 een n0 is, waarvoor geldt 

la - al < € n 

a heet de limiet van de rij (afgekort: lim). Is een rij niet convergent 

dan heet hij divergent. 

Zonder bewijs vermelden we een aantal stellingen over limieten van 

rijen: 

1-een rij heeft hoogs.tens een limiet; 
0C) 

{b} convergente rijen met resp. limieten a en b, 
n n=1 

zijn { a } 0C) en 
n n=1 

dan geldt voor de rij 

2- C = a + b n n n lim C = a + b; n n-+oo 
3- d = a b n n n lim d = a - b; n n-+oo 
4- e = a . b n n n lim e = a . b; n n-+oo 
5:.. f = a I bn n n lim f,= a I b, voorzover bf O; n n-+oo 

Een bijzondere limiet is het getal e: 

e = lim (1+1/n)n ~ 2,7182818284590 
n-+oo 

' I 

uitbreiden tot functies I Het limietbegrip kunnen we in het algemeen; we 

zeggen dat, als f(x) in X = a gedefinieerd is, f(x) in dat punt x = a 

limiet f(a) heeft indien er bij elke E > 0 een 0 > 0 gevonden kan 

worden, zo dat 

jf(x) - f(a) I < E voor Ix - al < o 

Voldoet de functie f(x) aan deze voorwaarden, dan heet hij continu in 

het punt x = a. Een functie heet continu op een interval als hij continu 

is in alle punten van dat interval. Een functie heet links-continu in 

*) f(x) Kan in x = a ook een limiet b + f(a) hebben. 
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een punt a als er bij e~e e > 0 een o > 0 bestaat zo dat 

I f(x) - f(a) I < E,- voor a - o < x < a. 

Evenzo kan men rechts-conti~u definieren. 

Zender bewijs vermelden we: 

Zijn f(x) en g(x) beide continu in x = a, dan zijn ook continu in x = a: 

f(x) ± g(x) 

f(x) • g(x) 

f(x) / g(x) mits g(a) + O. 

Voor samengestelde functies geldt dat een continue functie van een 

continue functie weer een continue functie is. 

0:12gaven 

A. 5. Bepaal de limieten van 

f(x) = (3x-1)/x voor X -+ 00 (antw. 3) 

f(x) = x(x+1 )( 2x+1) /6x3 voor X -+ 00 (antw. 1/3) 

f(x) = ( 1+gxn) 1 /n voor n -+ 0 (antw. esx> 
f(x) = {(x+h) 3 - x3}/h voor h -+ 0 (antw. 3x2 ) 

A.4. Differentiaalrekening. 

Zij gegeven.een functie y = f(x), zeals in onderstaande figuur 

f(x) y=f(x) 

X 

' 

dan laat het zich goed denken, dat in vele punten van die functie, 

zeals, b.v. in x0 , een raaklijn aan de functie geconstrueerd kan worden. 
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We willen nu de richting van die raaklijn bepalen, d.w.z. tga2• Eerst 

trekken we dan de lijn door de punten (x0 ,y0 ) en (x1,y1) en we kunnen 

tga1 bepalen. 

Stellen we x 1 - x0 = h dan wordt dit 

Wanneer men nu x 1 naar x0 laat naderen, ofwel h -+ 0, dan zal het duidelij k 

zijn dat tga 1 naar tga2 nadert, zodat voor de limiet geldt 

tga = lim (f(x0+h) - f(x0 ))/h. 
2 h+O 

Deze limiet behoeft echter niet altijd te bestaan: 

We definieren nu, zonder gebruikt te maken van de meetkundige voor­

stelling~ · 

x=x 
0 

= f'(x0 ) = lim (f(x0+h) - f(x0 ))/h (h < 0 of h > O} 
h-+O 

is het differentiaalquotient van f(x) in x0 , mits de limiet bestaat. 

Men kan uit de limiet afleiden dat een functie f(x), die differentieer­

baar is in x = x0 daar ook continu moet zijn. 

Bestaat,het differentiaalg_uotient van f(x) op een geheel interval (a,b) 

dan heet f(x) differentieerbaar op (a,b), metals (eerste) afgeleide 

f' (x). 

Daar f'(x) weer een functie van xis is het mogelijk dat f'(x) ook 

differentieerbaar is, en we definieren analoog: 

[df~~/~ = f"(x0) = lim (f'(x+h) - f'(x))/h 
x=x0 h-+O 

als het tweede differentiaalquotient van f(x) in x0, mits de limiet 

bestaat. Overeenkomstig spreken we van de tweede afgeleide f 11 (x). Meri 

kan zo~doorgaan voor hogere afgeleiden f'''(x), etc. 
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In de definities is toegevoegd dat h < 0 of h > O. Is slechts een van 

deze twee mogelijk, dan spreken we, net als bij de continuiteit van 

-links- of rechts-differentieerbaar. 

Door het strikt toepassen van de definitie kan men de volgende reken­

regels be;rijzen. 

,. 
2. 

d( f(x) ± 
dx 

d(f(x) • 
dx 

d(f(x) / 
dx 

= f' (x) ± g' (x) 

= f'(x)g(x) + f(x)g'(x) 

= f' (x)g(x) - f(x)g' (x) 
2 I 

( g(x)) 

en voor samengestelde functies g(f(x)) de kettingregel 

4. dg( f(x)) 
dx 

= g' (f(x) )f' (x) 

Overigens is hier aangenomen dat zowel f(x) als g(x) differentieerbaar 

zijn. 

We bewijzen 2. en 4. 

2. d(f(x) g(x)) 
dx 

= lim 
h+O 

= lim f(x+h)g(x+h)-f(x)g(x) 
\h+O h 

= 

f(x+h)g(x+h)-f(x)g(x+h)+f(x)g(x+h)-t(x)g(x) 
h . 

= lim (f(x+h)g(x+h)-f(x)g(x+h) + f(x)g(x+h)-f(x)g(x)) 
h+O h h 

= f'(x)g(x) + f(x)g'(x) 

4. stel y = g(z) en z = f(x), dus y = g(f(x)) 

~ - dg(z) .... dg(z) dz g'(z)f'(x) = g'(f(x))f'(x). 
dx - dx - dz • dx = 

Voorbeeld 

2 2 2x = 6(x +4) x. 
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· Afgeleiden van enkele eenvoudige functies: 

1. f(x) = C f' (x) = 0 

2. f(x) = X f' (x) = lim (x+h•x)/h = 1 
h-+O 

3. f(x) n 'produktregel n-maal toepassen: f' (x) n-1 = X = nx 

'(geldt ook voor n niet geheel) 

4. f(x) = log x f' (x) = 1/x 

f(x) X f' (x) X 
5. = a = a log a 

6. f(x) = sin x ri (x) = COS X 

7. f(x) = COS X f' (x) = - sin x 

Opgaven 

A.6. Differentieer de volgende functies 

f(x) = x5 

f(x) = x-5 

f(x) = ~ 

f(x) = xVx 
f(x) = X 3✓x 

f(x) 2 
= - X 

2 
X 

X > 0 

X < 0 

f(x) = (1/3)x3 + 5 

f(x) = 2 fx 
2 f(x) = ax +bx+ c 

f(x) 

f(x) 

·4 
= 3x5 - 4x - 3x2 + 6 

= (6x2-3x)/3x 

f(x) = x - ( 1 /x) 

f(x) = ✓2ax 

f(x) = (a2-x2 )/(a2+x2 ) 

i'(x) = x/(4+x2) 

4 (antw. )f' (x) = 5x 
-6 

f' (x) = - 5x 

f'(x) = (3/4)(1/~) 

f' (x) = (3/2) .fx) 
f' (x) = (4/3)(ifx) 

f'(x) = - 2 !xi 

2 f' (x) = X 

f' (x} = 1 /{x 

f' ( x) = 2ax + b 

f'(x) = 15x4 - 16x3 - 6x 

f'(x) = 2 

f'(x) = 1 + (1/x2) 

f' (x) = ~a/2x 

f'(x) = - 4a2x/(a2+x2)2 

f'(x) = (4-x2)/(4+x2)2 
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f(x) log x 
2 f' (x) 2/x = = 

f(x) f' (x) 2 = tgx - X = tg X 

f(x) = XV x+1 f' (x) = (3x+2)/2V x+1 

f(x) = ✓x2-a2 f' (x) = X I ~x2-a2 

f(x) = '/log x ·r, (x) = 1 I 2x Vlog x 

f(x) = log (log x) f' (x) = 1 I X log X 

f(x) ( ( 1-x) / ( 1 +x) ) f' (x) 2 = log = 2 I (x -1) 

f(x) 2x + sin 2x· f' (x) 4 2 = = COS X 

A.5. Maxima en minima. 

We onderscheiden convexe en concave functies, en functies, die noch 

convex of concaaf zijn (het laatste houdt voor co~tinue functies in 

dat die functies gedeeltelijk convex en gedeeltelijk concaaf zijn). 

Een functie.f(~) noemen we strikt convex op een interval [a,b] als 

geldt 

(1-r)f(x') + rf(x") > f((1-r)x' + rx") 

(waarin r een reeel getal is, O < r < 1) voor elke x' en x" behorende 

tot (a,b]. Men kan afleiden dat voor tweemaal differentieerbare functies 

dit dan en slechts dan zo is als 

f" (x) > 0 voor x€ [a,b] 

Een functie f(x) noemen we strikt concaaf als geldt (ender overigens 

dezelfde condities) 

(1-r)f(x') + rf(x") < f((1-r)x' + rx") 

en (voor tweemaal differentieerbare functies) 

f"(x) < 0 voor xs[a,b] 

Lar.', men "strikt" in de defini tie. weg dan meet a.an de ongelijktekens • 

e/n gelfjkteken worden toegevoegd. 
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Men kan zich van deze functies de volgende aanschouwelijke voorstelling 

maken. 

(1-r)f(x') + 
rf(x") 

f(x" 

x' x•·'' x" x 

convexe functie 

f(x) 

f(x" 
(1-r)f(x')+ 

rf(x") 

x' x''' x" 

c9ncave functie 

X t t I = ( 1-r) XI + rx" 

X 

Bij een strikt convexe (concave) functie f(x) treedt slechts een mini­

male (maximale) waarde op. Voor dit punt geldt f'(x) = O, want de raak­

lijn moet in dat punt horizontaal lopen. Bij niet-strikt convexe of 

concave functies z1Jn er meer punten x mogelijk, waar het minimum of 

- maximum kan worden aangenomen(men bedenke dat een rechte - horizontale -

lijn zowel convex als concaaf is). ' 

We hebben voor het gedrag van functies de volgende tabel, die opgaat 

voor functies die tweemaal differentieerbaar zijn. 

f"(x) >' O 
convex 

f 11 (x) = 0 

frt( X) < 0 
-concaaf 

f' (x) > O 

V 
/ 
r 

f'(x)=O f' (x) < 0 

~ V 
7 

_/::, ~ 
(\ 6 
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De maxima en minima - tezamen extrema genoemd - die we hier beschouwd 

hebben waren absolute extrema, d.w.z. op het gehele interval [a,b] is 

geen waarde f(x') van f(x) te vinden, die groter resp. kleiner is dan 

het gevonden maximum of minimum. Behalve absolute kent men ook relatieve 

extrema. Geldt voor alle x in een omgeving U/x") van x" dat f(x") > f(x), 

maar·geldt dat niet op het gehele interval [a,b] dan is f(x) een relatief 

maximum. Dit komt voor bij functies die deels convex, deels concaaf zijn. 

f(x) 

b 
X a x, x2 X3 X4 

relat.ief maximum·x1, absoluut maximum in X3 
relatief minimum x4, absoluut minimum in x,. 

Wil men een meer compleet overzicht van de extrema van de f(x), dan zal 

men ook de waarden die f(x) op de rand van zijn domein aanneemt moeten 

onderzoeken. 

In de besliskunde spreekt men vaak van optimumproblemt~. Hiermee worden 

problemen aangeduid, waar extrema bepaald moeten worde1 ender bijvoor­

waarden. 

Opgaven 

A. 7. Bepaal de extrema van de volgende functies en geef voor ieder ~;~­

treem aan of het een maximum of een minimum is (randwaarden blijven 

buiten beschouwing). 

f(x) = x2 - 10x.+ 8 

f(x) = x. + 1/x 

f(x) = x/((x-1)(x-4)) 

(Antw. min. x = 5) 

(min. x = + l; max. x - - 1) 

(max. x = 2; min. x - - 2) 
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f(x) = 3 cos X + 4 sin x, 

180° < X < 180° (max. "' 0 .., 0) 
X = 53 ; min. X = -127 

f(x) 3 2 2 (min. 8/3; = X - 6x + (1~)x - 4 X = max. X = 
f(x) = x + sin 2x, 0 < X < 5,r (max. X = 2,r I 6 + k,r; 

min. X = 21T I 3 + k,r) 

A.6 •. Integraalrekening; 

Zij gegeven een functie f(x) en willen we de oppervlakte onder de 

kromme van die functie op het interval a< x < b bepalen. 

f(x) 

a b X 

4/3) 

b ' 
We schrijven voor die opperviakte J f(x)dx = F(x) I!= F(b) - F(a) en 

a 
noemen dat de bepaalde integraal van f(x). We kunnen ons hier de 

volgende voorstelling van maken: F(b) is het oppervlak tussen.de kromme 

en de x-as, dat links van b ligt en daar trekken we vanaf f(a), het 

oppervlak tussen de kromme en de x-as, dat links van a ligt. a heet de 
' 

ondergrens van de integraal en b de bovengrens. 

Maken we nu de bovengrens b van de integraal variabel, dan 

Ix 
f( t )dt 

a 
- F(x) - F(a) = F(x) - C, 

waarin C een constante is. 

F(x), de onbepaalde integraal, is nu de functie die als afgeleide f(x) 

heeft. F(x) wordt de primitieve functie van f(x) genoemd; f(x) heet de 

integrand. Men zal eenvoudig kunnen nagaan dat ook F(x) + K, Keen 

willekeurige constante, een primitieve functie van f(x) is (immers de 
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afgeleide van een cons~ante is 0). 

Jx+h 
F(x+h) - F(x) = f(t)dt 

dF(x) 
dx 

X 

= lim F(x+h)-F(x) = lim 1 f(t)dt = f(x) Jx+h 

h~O h h~O h x 

Bestaat er op het interval [a,b] een functie F(x) met afgeleide f(x) 

dan noemen we f(x) integreerbaar op [a, b]. 

We noemen enige eigenschappen.van integralen. Hierbij nemen we aan dat 

alle functies f(x) en g(x) op het - willekeurige - interval [a,bJ 

integre•erbaar zijn. 

1. Jb f(x)dx = F(b) - F(a) = -(F(a) - F(b)) = - fa f(x)dx 
a b 

2. laat cc [a,b], dan geldt r f(x)dx + I b f(x)dx = f b f(x)dx 
a c a 

3. Jb (f(x) ± g(x) )dx = f b f(x)dx ± Jb g(x)dx 
a a a 

4. laat de eerste afgeleide g'(x) van g(x) bestaan 

Jb . . b Jb d ( ) 
g(x)f(x)dx = g(x)F(x) la - F(x) ~x dx = 

a • a 

= g(b)F(b) -.g(a)F(a) - Jb F(x)g'(x)dx 
a 

· Di t is . .a.f'geleid ui t. het .. .dif'.ferentiaaJ.quotient voor product1.. ·, 

dus g(x)f(x) = dg(x)F(x) - F(x)g(x) 
dx 

en hieruit volgt de integraal. 



20 

Uit 4. volgt: 

5. Jb c~(x)dx = cF(b) - cF(a) = c fb f(x)dx 
a a 

6. voor de kettingregel in de differentiaalrekening bestaat een 

pendant - de substitutiemethode - in de integraalrekening, 

Jb b Jf(b) 
g(f(x))f'(x)dx = G(f(x)) la= · g(u)du 

a f(a) 

7. het differentieren van integralen met functies in de grenzen,. 

d Jljl(x) 
dx. f(x,t)dt = 1/J' (x)f(x,ljl(x)) - cl>' (x)f(x,cj>(x)) + 

cj>(x) . 

Jl/J(x) a 
+ ~ f(x,t)dt 

cj>(x) 11X 

hier is de integrand een functie van twee variabelen (zie A.7); 
voor een functie van een variabele luidt dit als volgt: 

Jljl(x) 
~ . · f( t )dt = ljl' (x)f( ljl(x)) - cj>' (x)f( cj>(x)) 

cj>(x) 

8. een belangrijke functie is de logarithmische functie 

Opgaven 

ft 1 
- dx = log t ·x 0 . 

t > 0 

A.8. Bereken de volgende integralen 

I: t 4dt 

I:(1/t6 )dt 

Ix ( 1 /lft)dt -
0" 

antw. l x5 
5 



Ix ~ dt 
0 

Jx ( at 2+bt+c )dt 
0 

Jx (-2/t+t4/5+2t)dt 
1 

Jx ((5'v;J~3~16ft);2../J)dt. 
1 

J: (t-1/t2 )dt 

Jn/2 2 2 
((1+2 sin t)/sin t)dt 

X 

J-5/3 4 
(3t+5) dt 

X 

Jx 2 
sin t cos t dt 

0 . 

J: (1/(tV°t))dt 

Ix 3 

0 
et t 2 dt 

Ix ' elog t dt 
. 0 
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2 5,r; 
5x \/ x~ 

14 

3 2 
E.., + bx + ex 

3 2 

- 2 log x + x5/25 + x2 ~ 26/25 

4 3= 
1 Ovx - ( 9 / 2) W: - 8 log x - 5 i 

2 (1/2)x + 1/x - 3/2 

cotg x - 2x + n 

- 1/15 (3x+5) 5 

1/12 

x3 
e /3 - 1/3 

A.9. Differentieer de volgende integralen 

~ J: (3t2+5t-2)n(6t+5)dt 

~ f 'Jx (tµ)dt 
1 

1 /( 2J1-i.) 

d Jtgx+sinx 3 
- (2t+1) dt 

' dx -1/2 
(1/sin2x + cos x)(2tgx+2sin x+1) 3 



d Io tgt dt 
dx 

~ 

d 

r:x logt dt 
dx 

e 

3Jx d I ((t2-1)/(t2+1))dt a.x 
-G 

A.7. Functies van meer variabelen. 

22 

- (tg( hog x) )/(2x ..Jlog x) 

X -X x(e -.e ) 

3n, 3n; 312 
(vx--1)/3(Vx·+tx-) + (x-1)/2(x../i.+yx) 

In A.2 hebben wiJ alleen functies van een variabele beschouwd, die ge­

definieerd waren op de reeele getallenrechte. Men zal echter wel bekend 

zijn met het feit dater ook functies zijn van meer variabelen, die op 

een twee- of meer-dimensionale ruimte Rn gedefinieerd worden. We geven 

als voorbeeld de kegel 

z = f(x,y) 2 2 
= X + y 

z 

X 

Bij de lineaire programmering komen we hypervlakken van de vorm 

n 
b = I 

i=1 
a.x. 

1 1 

in een n-dimensionale ruimte tegen. Dit zijn bepaalde "waarden" van 

de functie 

n 
z = I 

i=1 
a.x. 

1 1 

op eer; (n)-dimensionale ruimte. 
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Qok deze· functies ~8:l'l: men differentieren en integreren. Wij definieren 

voor de functie z = f(x 1,x2 , ••• xn) de p~rtiele afgeleide naar 

x. (i=1,2, ••• ,n) 
1 

ar(x1 ,x2 , ••• ,x ·) 
. n 

· ax. 
1 

= 

= lim 
h-+O 

f(x ,x2·, ••• ,x. 1 ,x.+h,x.+1 , ••• ,x )-f(x1 ,x2 , ••• ,x) 
1 .1- 1 1 n - n 

h 

Bij tweede (en hogere) afgeleiden kan men behalve 

f" (x1 ,x2 , ••• ,x) 
X, n 

1 

ook gemengde afgeleiden ontmoeten 

f" (x1 ,x2 , ••• ,x -) x.x. n 
1 J 

Men kan oak naar een variabele integreren 

. en dat herhaald toepassen 

A.8. Vectoren en matrices. 

In A,7 zijn we functies van een rijtje van n variabelen x. tegengekomen. 
1 

In de praktijk is het als lastig ondervonden om zo'n rijtje bij iedere 

gelegenheid weer te moeten opschrijven. Daarom schrijft men voor 
-+ * (x1,x2 , ••• ,xn) nu x en we noem~n dat een vector. ) Het zal duidelijk 

zijn dat met iedere vector i een punt in de n-dimensionale ruimte 

correspondee:rt, waarvan de coordinaten gegeven worden door (x1,x2 , ••• ,xn). 

* -+ ) In de literatuur schrijft men vaak x i.p.v. x 
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In het twee dimensionale geval kunnen we zo'n vector gemakkelijk tekenen. 

Als we twee vectoren x = (x1,x2 , •.. ,xn) en y = {y1,y2 , ••• ,yn) willen 

optellen, dan tellen we de componenten x. en y, bij elkaar op en we 
-----7" + + l. l. 

krijgen de vector x + y = x + y = (x1+y1,x2+y2 , ••• ,xn+yn) 

--:I>' 
,x+y 
I 

Vermenigvuldigen we een vector x met een reeel getal a dan heeft dat 

tot gevolg dat alle componenten met a worden vermenigvuldigd. We de­

finieren nu een n-dimensionale Euclidische ruimte En als de verzameling 
+ van alle vectoren x = (x1,x2, ••. ,xn). Voor deze vectoren zijn optelling 

en vermenigvuldiging met elk reeel getal gedefinieerd. Bovendien is aan 
+ + 

elk paar vectoren x = (x1 ,x2, ... ,xn) en y = (y1 ,y2 , ••• ,yn} een niet 

negatief getal toegevoegd, de afstand genoemd, gegeven door 

Denkt men niet in termen van vectoren maar in die van punten dan spreekt 

men van de reele ruimte Rn. 
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Een belangrijke vector is de eenheidsvector E. (i=1,2, ••• ,n), dat is 
1 

een vector, waarvan ie component gelijk is aan 1 en de overige gelijk 

aan nul. We zeggen nu dat den eenheidsvectoren E. (i=1,2, •.• ,n) de 
1 

n-dimensionale ruimte opspannen (zij zijn overigens de enige niet), 

hetgeen wil zeggen dat elke vector in de n-dimensionale ruimte als een 

lineaire combinatie a 1E1 + a2E2 + ••• + anEn (ai zijn reele getallen) 

geschreven kan worden. Meetkundig gezien liggen de eenheidsvectoren 

langs de assen van het coordinatenstelsel. 

Een aantal, laat ons zeggen k, vectoren x1, x2 , ••• , ~ heet lineair 

onafhankelijk als er geen getallen a. ( i= 1 , 2, .' •• ,k), die niet allemaal 
1 

gelijk aan nul mogen zijn, bes~aan zo dat geldt 

De vector in het rechterlid is de nulvector metals componenten alleen 

nullen. Geldt het bovenstaande niet, dan heten die vectoren lineair af­

hankelijk, en dit houdt in dat minstens een der k vectoren als een 

lineaire combinatie van de andere geschreven kan worden. We merken op 

dat de eenheidsvectoren E. (i=1,2, ••• ,n) lineair onafhankelijk zijn.' 
1 

Een mxn matrix is een rechthoekig schema van reele getallen met m rijen 

en n kolommen; we duiden een matrix aan met een hoofdletter. 

a, 1 a,2 a,n 
• a21 a22 . .. a2n 

A = = (a .. ) 
1J 

a 
mn 

Voorbeeld: een afstandstabel, zeals in menig agenda te vinden is, met 

de afstanden tussen de grote plaatsen in Nederland of Europa is een . 

matrix. 

De getallen aii (i=1,2, •.• ,min(m,n)) - dus van 11links-boven11 naar 

"rechts-onder"- noemt men de hoofddiagonaal van een matrix. 
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We ku.nnen met matrices (en vectoren) operaties uitvoeren: 

a, 1 ± b11 a12 ± b12 a,n ± b1n 

a21 ± b21 a22 ± b22 a2n ± b2n 
A ± B = (a .. ±b .. ) = J.J J.J 

a m1 ± b m1 am2 ± bm2 ... a ± b 
mn mn 

Zo'n ~ (of verschil) is dus alleen gedefinieerd als beide matrices 

A en B mxn matrices zijn. Is A een mxp matrix en Been pxn matrix, dan 

is het produ.kt de mxn matrix 

A.B = C = (c .. ) = ( 1 a1.kbkJ.) 
J.J k=1 

Bij het produ.kt is ieder element in de nieuwe mxn matrix C de som van 
I 

de produ.kten van de elementen uit een rij van de matrix A en uit een 

kolom van de tweede matrix B. Wordt een matrix A met een reeel getal 

a vermenigvuldigd, dan houdt dat in dat alle elementen a .. van A met 
J.J 

a worden vermenigvuldigd 

De eehheidsmatrix I m 

aA = (aa .. ) 
J.J 

is een vierkante matrix - d.w.z. 

de hoofddiagonaal i.. = 1 en overal elders ijk = O. 
JJ 

Er geldt nu voor een mxn matrix 

I .A= A 
m 

A.I = A 
n 

A 

en als A ook vierkant(mxm)is 

I .A= A.I = A m m 

m = n - met op 

Als A een vierkante matrix is, kan men soms een vierkante matrix B 

vinden, waarvoor geldt 

B.A = A.B = I 

-1 B heet de inverse van A, en men schrijft B = A • Heeft de matrix A een 
-1 inverse A , dan noemt men A niet-singulier, 
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Een gespiegelde matrix C' van C wordt verkregen door die matrix om zijn 

hoofddiagonaal een halve slag te draaien: 

C 11 c,2 

c21 c22 
C = 

C m1 cm2 

c1m 
... c2m 

. . . C 
mm 

C = (c .. ) 
J.J 

c1n 

c2n 
C' 

... C mn 

C 11 c21 ... C m1 
c12 c22 . .. cm2 

= 

c1m c2m . .. C mm 

C 1n c2n ... cmn 

C' = ( C • • ) 
JJ. 

Voor twee matrices ·c en D waarvoor het produk.t gedefinieerd is geldt nu: 

(C.D)' = D'.C' 

Ook het produk.t van een vector en een matrix bestaat. Men vat hiertoe 

de vector~= (x1,x2, ••. ,xn) opals een 1xn matrix. Deze vector kan 

dus vermenigvuldigd worden met een nxp matrix A als volgt 

n n n 
~ = I x.a. 1, I x.a. 2 , ••• , I x.a. ) 

i=1 J. 1 i=1 1 1 i=1 1 ip 

en dit is weer een vector,met p componenten. 

Beha.lv~ de vectoren i = (x 1 ,x2 ,_. •• ,xn), die men rijvectc.y~ noemt, 

bestaan er ook kolomvectoren 

Ook hiervoor ga.at het bovenstaande - in andere volgorde - op. Merk op 

dat een gespiegelde rijvector een kolomvector is. 
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Voorbeelden: 

We kunnen nu de bijvoorwaarden in l.p.-problemen in matrix not_atie geven: 

~11x1 + a,2x2 + a13x3 + 

a21x1 + a22x2 + a23x3 + 

+ a,nxn = b1 i 
+ a2nxn = b2 

wordt ~ = b 

--~ es~ 

Hierin is A de mxn matrix met de coefficienten a .. , x en b resp. de 
1J 

kolomvectoren 

X 
n b 

m 

De afstandstabel tussen de plaatsen A, Ben C is een vierkante 3x3 

, die symm.etrisch kan zijn, d.w.z. a .. = a ..• 
1J Jl. 

van 

naar 
A B C 

25 

0 

13 

18] 
13 

0 

Van de volgende voedingsmiddelen geven we in onderstaande matrix 

enkele van de voedingsstoffen die er in voorkomen (in frakties). 

'O 
0 Cll 
0 co ~ @ ;..., ro 
,0 ~ ~ •.-;i 

eiwitten [ 0,08 0,23 0, 12 

ojo] vet 0,01 0,28 o,4o 
koolhydraten o,46 0 0 

' 
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Gebruikt men van brood, kaas, ham en jam de volgende hoeveelheden 

( in gr.) 

dan staat in de vector 

veelheid eiwitten, vet 

~,08 
0,23 

0,01 0,28 

o,46 0 

Literatuur: 

R.G.D. ALLEN, 
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jam 
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10 

b resp. van boven 

en koolhydraten. 

0,12 ~ 
[m o,4o o 

O 0,80 

naar beneden de totale.hoe-

r·l -+ 
= b = 12,6 

54~0 
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APPENDIX B. STATISTIEK 

B.1. Kansen. 

In·de besliskunde gebruikt men de wiskunde als beschrijvingstaal en zet 

men problemen uit de werkelijkheid om in wiskundige problemen. Dever­

schijnselen, die men beschrijft, kunnen zodanig zijn, dat zij zich onder 

- voor ons - gelijke omstandigheden steeds hetzelfde voordoen. We spreken 

dan van verschijnselen van deterministische aa:rd en beschrijven die met 

behulp van deterministische modellen. Een kenmerkende eigenschap van 

deterministische verschijnselen is dat ze gelegenheid bieden tot het 

doen van volkomen zekere (detail-) voorspellingen omtrent bun voorkomen. 

Uitspraken als "de maan komt morgen op om 23,19 uu:r" berusten op een 

deterministische modelbeschrijving. Er zijn echter ook verschijnselen, 

die geen zekere voorspellingen omtrent hun voorkomen toelaten. Menkent 

ze b.v. als 11het weer van volgende week maandag", "het cijfer van een 

candidaat voor het tentamen besliskunde" of "de uitkomst van een warp 

met een dobbelsteen", Men beschrijft nu deze (stochastische) verschijn­

selen m.b.v. een model, waarvan onzekerheid een wezenlijk bestanddeel 
I 

vormt. In deze modellen wordt gebruik gemaakt van de waarschijnli,jkheids-

rekening. Het meest in het oog springende praktische verschil met deter­

ministische modellen is, dat men in de voorspe+lingen onzekerheid toe­

laat en die onzekerheid ook kwantificeert. In de regel vindt men dat 

terug in uitspraken van de vorm "het verschijnsel zal in de voorspelde 

vorm opt.reden behoudens een kans';v:a.n,:Q~0511 ;'•_,b\'-i:\1'in Hoek van Holland 
J 

zal hoogwater de stand van 2,8 m. boven N.A.P. niet overschrijden be-

houdens een kans 0,1". 

Beschouwen we het, experiment "werpen met een dobbelsteen", en vragen w•: 

ons af hoeveel keren men een 6 zal gooien als men een aantal worpen 

doet. Het zal voor ieder, die zich wel eens met dit soort spelletjes 

heeft beziggehouden, een bekend feit zijn dat naarmate men meer worpen 

doet de verhouding tussen het aantal zessen en het totaal aantal worpen 

steeds meer naar een constante waarde (1/6) gaat. Een dergelijk ver-
i 

schijnsel doet zich ook voor bij b.v. geboorte- en sterftecijfers, wat 

o.a. ,_een belangrijk gegeven is voor verzekerin~smaatschappijen. In de 

waarschijnlijkheidsrekening duidt men dit verschijnsel (ervaringsfeit) 

aan met de experimentele wet van de grote aantallen. 
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Laat gegeven ziJn een experiment E (b.v, het werpen met een dobbelsteen) 

dat N maal wordt uitgevoerd. Zij Seen willekeurige, mogelijke uitkomst 

van-E (b,v, een zes)°~) en N(S) het aantal malen dat die uitkomst in de 

N uitvoeringen van E voorkomt. We definieren nu het frequentiequotient 

(afgekort: fq.) van S als 

fq(S) = N(S)/N, 

Voert men het experiment E een aantal malen N:keer uit, dan ontstaan 

verschillende reeksen van N uitkomsten en voor ieder van die reeksen 

kan fq(S) een andere waarde aannemen. De experimentele wet van de grote 
l 

aantallen leert ons nu dat voor grote waarden van N de verschillen tussen 

de onderscheiden fq(S) zeer klein worden • 

. Het begrip experiment gebruiken we in een zeer ruime betekenis en we 

vatten daaronder ook het doen van waarnemingen ofwel het trekken van 

steekproeven. Bij steekproeven heeft men te maken met populaties, dat 

zijn verzamelingen van individuen of objecten waarvan men bepaalde as­

pecten wil onderzoeken. Een steekproef is een deelverzameling van zo'n 
' populatie, waarop waarnemingen worden verricht. De wijze, waarop een ; 

steekproef uit een populatie wordt getrokken is aan·restricties onder­

hevig: het is geen willekeurige deelverzameling uit de populatie. 

Belangrijk in de steekproeftheorie is het beg~ip aselecte trekking 

waarme~ men aanduidt dat geen enkele vorm van selectie bij de trekking 

wordt toegestaan. Wanneer we b.v. aselect een lot uit een loterijtrommel 

trekken, dan betekent dat in concrete een trekking, die niet afhangt van 
! 

het op het getrokken lot geschreven nummer. Bij het aselect trekken uit 

een willekeurige populatie, met een eindig aantal elementen, kan men 

zich voorstellen_dat de elementen van die populatie genummerd worden en 

dat met behulp van een zuivere (of eerlijke) loterij een nummer aselect 

getrokken wordt. Hebben we b.v. een populatie met 6 elementen dan zal . I 

,;;-) Men duidt Sook wel aan met eventualiteit, 'een suggestieve benaming, ,. 

die goed tot uitdrukking brengt dat het gaE+t om "een eventueel op­

tredende gebeurtenis". Ook wordt de term kenmerk hier gebruikt. 
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men m.b.v. een zuivere dobbelsteen een aselecte trekking uit die popu- · 

latie kunnen verrichten. Een zuivere loterij, die men gebruikt bij ase­

l~cte trekkingen heet ook wel een aselector. 

Met het begrip aselect gewapend kunnen we een definitie geven van het 

begrip kans: 

Wordt uit een N-ta.l objecten, waarvan er N(S) het kenmerk S bezitten, 

een object aselect getrokken, dan keJlll.en wij aan het optreden van 

. kenmerk S de kans 

P(S) = N(S)/N 

toe. 

Dit is de klassieke kansdefinitie van LA.PLACE, '.aangevuld met de restric­

tie, dat aselect moet worden getrokken. 

I 

Daar men werkt met (deel-)verzamelingen van elementen uit een populatie 

die aan bepaalde kenmerken voldoen, kan men oo~ verzamelingsoperaties 

uitvoeren (zie A.1) en zodoende nieuwe kenmerken samenstellen. 

Uit d~ kansdefinitie kan men eenvoudig de volgend.e stelling afleiden. 

Steliing. B.1. Voor de kenmerken (eventuaJ.iteiten) s 1,s2,s3 •••• geldt 

bij aselecte trekking 

( 1 ) 0 < P( S. ) < 1 
- 1 -

(2) P(S1 ) = 0 als Si onmogelijk is i,j = 1,~· 3, ••• 

(3) P(S.) = 1 a.ls S. zeker is i ~ j 
1 1 

(4) P(S. of S.) = P(S.) + P(S.) - P(S. ens.) 
1 J 1 J 1 J 

Sluiten de kenmerken S. en S. elkaar uit, dan ~eten ze disjunct en we 
1 J 

mogen (4) dan schrijven a.ls: 

(4') P{S. of S.) = P{S. )-:•+ P{S.) 
1 J ~ . J 

We geven nu nog enige definities m.b.t. kenmer~en. We beschouwen een 

eindige verzameling (populatie) X van N elementen x en een aantal ken­

merken {eigenschappen) s. {i = 1,2,3, ••• ). Ieder element bezit geen, 
1 . 

een"'of meer_van deze kenmerken. De kenmerken-s1, s2 , s 3, ••• vormen op 

x een exclusief systeem wanneer ieder element xe ~- hoogstens een kenmerk 
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S. bezit. Bezit ieder element x€.X precies een kenmerk S. dan heet 
J. J. 

s 1, s 2 , s 3 , ••• , Sn op X een categorisch systeem. 

Men kan eenvoudig verifieren dat voor een categorisch systeem moet gelden 

en voor een exclusief systeem,. 
n 

P(s 1 of s 2 of ••• of Sn)= l 
i=1 

P(S.), voor alle eindige n. 
J. 

Voor een oneindige rij kenmerken s 1, s 2 , s 3 , ••• , die een exclusief 

systeem op X vormen, geven weals axioma 

P(s 1 of s 2 of ..• )= 
00 

I P(S.) 
i,.;1 1 

(B. 1) 

Behalve de zojuist ingevoerde kansen kennen we ook zogenaa.mde voorwaar­

delijke kansen, Hiermee bedoelen we kansen op een bepaalde eventualiteit 

ender de voorwaarde dat een andere eventualiteit ook optreedt. We be­

schouwen i.p.v. de gehele populatie dus een deelverza.meling daarvan, en 

wel die waarvan alle elementen tenminste het in de voorwaarde genoemde 

kenmerk bezitten. Zo b.v. de kans op de eventualiteit A(= een uitkomst 

groter dan 3 bij het gooien met een dobbelsteen) ender de voorwaarde 

van eventualiteit B (= een even getal als uitkomst), met P(B) > O, ge­

noteerd als 

P(AIB) . 
In het voorbeeld P(AjB) = 2/3. 

Uit de definitie leiden we af 

P(AjB) = N(A&B)/N(B) = P(A&B)/P(B), P(B) > o.· 

·We krijgen voor voorwaardelijke kansen de volgende stelling. 

Steiling, B,2. Indien P(B) > O, dan geldt 

(1) 0 .::_ P(AjB) .::_ 1 

(2) P(AIB) = 0 

(3) P(AIB) = 

als AIB onmogelijk is 

als AjB zeker is 
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(4) P(A1 of A2 1B) = P(A1 jB) + P(A2 1B) - P(A1 & A2 jB) 
00 

(5) P(A 1 of •A2 of A3 of ••• jB) = it P(AijB), als A1 , A2 , ••• een ex-

clusief systeem is op de deelverza.meling van X, waarvan alle ele­

menten tenminste kenm.erk B bezitten. 

Uit de formule voor de voorwa.ardelijke kansen kan men de zogenaa.mde 

produktregel a.fleiden: 

P(A & B) = P(AjB).P(B). 

in bijzondere geva.llen geldt P(A!B) = P(A), zoda.t de produktreg·e1 da.n 

wordt 

P(A & B) = P(A) .P(B). (B.2) 

Wanneer A en Ba.an (B.2) voldoen zeggen we da.t A en B stochastisch 

ona.f'hankelijk (kortweg: onafha.nkelijk) zijn. Kennis betreffende de ene 

eventua.liteit verschaft ons dan geen enkele informs.tie omtrent de andere. 

eventualiteit. Zijn twee eventua.liteiten niet stochastisch onafhankelijk, 

dan heten zij stochastisch a.fhankelijk. 

B.2. Stochastische grootheden en verdelingen. 

Tot nu toe hebben wij over uitkomsten, kenmerken en eventua.liteiten ge­

sproken en die a~ngeduid met hoofdletters. Daarmee werden concrete ken­

merken a.ls rood, green, blauw of 1,2,3,4,5,6 etc. aangeduid. We kunnen 
• 

ook in verza.melingtheoretische termen spreken en zeggen dat we ender 

een eventua.li tei t versta.an het f'ei t dat een getrokken ele:·.~nt x ui t een 

populatie x behoort tot een deelverza.meling VC X met een zek•:'t' ~:,;runerk. 

In het vervolg zullen we aannemen dat de verzameling X bestaat uit reel ... 

getallen, en dat we deelverzamelingen V daarvan beschouwen die intervallen 

zijn, of die zijn verkregen uit opera.ties met intervallen. We def'inieren 

een stochastische grootheid ~ (onderstreept!) a.ls een grootheid, die bij 

een experiment verschillende reele waarden kan aannemen. Bovendien moet 

-voor ieder reeel getal xc: X, de ka.ns dat ~ een wa.a.rde aanneemt die hoog­

stens da.a.raa.n gelijk is, dat is 
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gedefinieerd zijn. De term stochastische groo~heid kort men ook wel af 

tot stochast. 

Voorbeelden van stochasten zijn: het aantal zessen (E) bij N worpen met 

een dobbelsteen, het aantal worpen met een mun:t (~) tot voor het eerst 

kruis verkregen wordt en de levertijd (,!) van een uitgegeven order. 

De kansverdeling van een stochast .?f is de verzwneling van alle waarden 

x, die~ kan aannemen, met de bijbehorende kansen P(~ ~x). De verdelings­

functie van xis de functie 

F ( X) = P (~ ~ X) • 

Ui t deze defini tie, en stelling B. 1 en het axi'oma ( B. 1 ) volgt o. a. dat 
I 

F(x) een monotoon niet-da.lende functie is. Bovendien geldt 

terwijl 

0 ~ F(,x) < 1 

F(-00 ) = lim F(x) = 0 

F(+00 ) = lim F(x) = 1 
X"71X> 

Discrete kansverdelingen zijn kansverdelingen wa.arbij de beschouwde 

stochast een eindig of af'telbaar aantal waarden x1, x2 , x3 , ••• kan aan­

nemen en waarbij 

P(x = x.) > 0 
- l. 

en 
I 

\ P(x = x.) = 1 • 
l - l. 
i 

De verdelingsfuncties, die hierbij behoren zijn trapfuncties 

F(x) = l 
x.<x 
i-

P(x=x.). 
- l. 
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We geven enige voorbeelden van d~screte-,kansverdeli:rigen: 

1. de alternatieve verdeling, met parameter p€ (0, 1) 

P(x = o) = p P(as_ = 1) = 1 - p' 
; 

2. de binomiale verdeling ~ met parameters n > 0 en geheel en pe ( 0 t 1 ) 
I 

( ) (n)· k n-k 
p as_ = k = k p q (K = 0,1,2, ••• ,n; q = 1 - p} 

3. de Poisson-verdeling, met parameter A> O 

.•· P(x = k) •. = ·. >.ke->.r~.! .... _ ·- . ·,, .: 

• t 

4. de discrete homogene verde.ling, met parameter n > O en geheel. 

P(.!, = k) = 1/(n+l) (k = 0,1,2, ••• ,n) 

Continue kansverdelingen zijn kansverdelingen, waa.rbij de stochast een 

continuum van wa.e.rden (b.v. alle reele getallen of een interval daa.ruit) 

kan aannemen, terwijl de verdelings:f'unctie F(x) voor elke x continu is 

en voor alle x ( op hoogstens een eindig ae.ntal : na) r een.' continue .. eerste 

, e.tgeleide bezi t .• 

' 
:f'(x) is die a.fgel7ide en heet de verdelingsdichtheicl;' Uit stelling B.1 

en a.xioma (B.1) is af te leiden 

:f'{x) ~ 0 

JCIO f(Jt) W(; = 1 

P(.!, = x) = 0 voor a.lle x. 
I 

F(x) =·fx :f'(t) dt 

> 

We g,even ook enkele voorbeelden van continue v~rdelingen: 
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5. de (continue) homogene verdeling, met parameters a en b > a 

F(x) = 0 

x-a 
b-a 

X < a 

a < x < b 

X > b 

6. de normale N(µ,a 2) verdeling. met parameters -,o < µ < 60 , a> 0 

7. de gamma r(a.a) verdeling, met para.meters a, a> 0 

r(a) = (a-1)? 

8. de exponentiele verdeling, met parameter A> 0 

F(x) = Jx Ae-At dt = 1 - e-Ax 

0 

(dit is een r(1,1/A) verdeling). 

Behalve de hier getoonde een-dimensionale kansverdelingen bestaan er 

oak meer-~imensionale kansverdelingen, die men 90k wel simultane kans­

verdelingen noemt. Bijvoorbeeld de twee-dimensionale normale verdeling 

2 2( 1-p ) 

We zullen hier niet verder op deze verdelingen ingaan. 

Evenals we voor eventualiteiten (stochastische) onafhankelijkheid ge-
' definieerd rebben kunnen we dat oak doen voor stochasten. Een aantal 
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stochasten :?S:,1 , :?S:,2 , ••• , ~ zijn ( stochastisch) ona:f'hankelijk wanneer 

zij een simultane kansverdeling hebben die voldoet aan 

F, is de zogenaa.mde marginale kansverdeling van x .• 
i i 

Hieruit volgt in het twee-dimensionale geval voor onafhank.elijke 2£ en 

P(,2£ !, x & :[. !, y) = P(,2£ !, x} .P(:[, !_ y} 

en dus, als P(z !. y) > o 

B.3, Verwachtingen en andere momenten. 

Zo goed als men in de mechanica m.b.v. traagheidsmomenten een constructie 

en in de beschrijvende statistiek m.b.v. gemiddelden en spreidingen, 

steekproeven karakteriseert, zo goed zijn er ook zekere grootheden, ,die 

de ligging en de vorm van kansverdelingen karakteriseren. 

We definieren de (mathematische) verwachting voor discreet verdeelde 

stochastische grootheden. Zij x een discreet verdeelde stochast die de 

waarden x 1, x2 , x3 , ••• aan kan nemen met kansen 

P(x = x.) = p. 
- i i 

Ip.=, 
i i 

dan luidt de verwachting van ,2£, aangeduid met t:E. = µ 

e X = \ X.p. - f i i 
i 

Voor een continu verdeelde stochastische grootheid x met kansdichtheid 

f(x) is de verwachting 

t 2£ = f" xf(x)dx 
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Deze formules zullen - terecht - associaties oproepen met het gemiddelde 

uit een aantal waarnemingen. Dit wordt nog sterker als we ons een dis­

creet verdeelde stochast .2£_ voorstellen, die de waarden x1, x2 , ••• , xn 

met gelijke kansen kan aannemen. Dan is de verwachting 

We kunnen het begrip verwachting generaliseren en krijgen dan de momenten. 

Het ke moment van een stochast .2£_ is de verwacpting van xk (indien die 

verwachting bestaat). De notatie hiervoor is 

voor discreet verdeelde ~ 

voor continu verdeelde x 
-00 

Ook van andere functies van x, dan alleen bovenstaande machten kan men 

de verwachting berekenen (zo die bestaat)~ Zij gegeven een functie qi(x) 

van .2£,, dan is 

\'p.qi(x.) f J. -i 
J. 

f00 

qi(x)f(x)dx 
-00 

voor discreet verdeelde ~ 

voor continu verdeelde -2£. 

Naast de hier genoemde momenten kent men ook de gereduceerde momenten. 

Het ke gereduceerde moment van een stochast .2£,'is de verwachting van 
( r., )k . . . 2( ) .2£_ - ~ x • Het tweede gereduceerde moment is de variantie a -2£.. 

De wortel uit de variantie heet de spreiding Of standaardafwijking van 

x. 

De verwachting is een lineaire operator, d.w.z. er gelden de volgende 

rekenregels 

(1) ec&<j>(!,) = ctqi(.2£_) 
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Vergelijk dit met de rekenregels voor differentieren en integreren? 

In de volgende tabel staan de verwachting en de variantie van enige van 

de hiervoor genoemde verdelingen vermeld. Van de overige verdelingen 

wordt bij de opgaven gevraagd deze te berekenen. 

Tabel B.1. Enkele verwachtingen en varianties, 

Verdeling parameters verwachting variantie 

binomiale verdeling n,p 

Poisson verdeling i\ 

Normale verdeling 2 µ,a 
r(a,a) verdeling a,a . 

0pgaven 

B. 1. Bereken de verwachting en variantie 

8 uit deze paragraaf. *) 
1 . 1 

(antw. resp. p, pq; 2 n, 12 n(n+2); 

B.2. Bereken de volgende verwachtingen: 

met f(x) 

met g(x) = x2 + 3ax + 5 
X -1,.l ; 

P(.2£ = x) = µ e /x! 

met 

n.p n.p.q 

" " 2 µ O' 

CtO' aa 2 

van de verdelingen 1, 4, 5 en 

1 1 2 2 
2 (b+a) • 12 (b-a) ; . 1/>., 1/>. ) 

< co 
2 2 (p + 2p/µ + 2/µ) 

X = 0.1,2, ••• ( 2 ( ) ) 
µ + 3a+l µ + 5 · 

tg(x) g(x) = Ix - 51 
r(x) = 1/20 

; 0 .::_ X < 20 
(6,25) 

n 2 · 1 l k = -6 n(n+1)(2n+1) 
k=1 
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B.4. Nogmaals aselect, 

In B.1 hebben we het kansbegrip ingevoerd via het begrip aselect en de 

- enigszins gewijzigde - kansdefinities van LAPLACE. Daaruit was stel­

ling B.1 af te leiden. Er is ook een andere mogelijkheid om kansen in 

te voeren en die zullen we nu belichten, We gaan uit van stelling B.1 en 

nemen de daar genoemde eigenschappen aan als a.xioma's. 

( 1) 

(2) 

(3) 

(4) 

en 

0 ,· P(S.) ~ 
- l. -

P(S.) = 0 als s. .onmogelijk is 
l. l. I 

P(S.) = 1 als s. zeker,is 
l. l. 

P(S. of S.) = P(S.) + P(S.) - P(S. & s.) 
l. J l. J l. J 

00 

P(S 1 of s2 of ••• )= l 
i=1 

(i,j = 1,2,3~ ... ; i = j) 

P(S.) 
l. 

als s1 , s2 , s3 , ••• een exclusief 

systeem vormen. 

• • *) p • • I Een verzamelingsfunctie , die aan deze a.xioma s voldoet noemen we 

kans. De kansdefinitie is nu als stelling uit de axioma's af te leiden. 

De voorgaande theorie blijft geheel gelijk. , 

Stellen we ans nu voor dat we een loterij hebben met 10 briefjes, waarbij 

op ieder briefje precies een, niet op een ander briefje voorkomend, cijfer 

uit de verzameling {0,1,2, ••• ,9} geschreven staat. Trekken we aselect 

een briefje uit die loterij, dan wil dat zeggen, dat ieder van de cijfers 

0,1,2,: •• ,9 gelijke kans heeft om getrokken t'e warden. 

j_ 
P(.e, = j) = 1/10 of: F(j) = l P(.e, = i) = {j+1)/10 j = 0,1,2, ••• ,9 

i=O 

Dit is de kansverdeling van de discrete homogene verdeling (n = 9). 
Hebben we een proces (b.v. een loterij) dat aselecte (onafhankelijke) 

Met een verzamelingsfunctie bedoelen we hier een voorschrift dat aan 
I 

elke verzameling behorende tot het "domein," van die functie een reeel 

geta],, toevoegt. 
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trekkingen uit bovenstaande verdeling als ui~komst aflevert, dan noemen 

we die uitkomsten aselecte cijfers. 

We kunnen i.p,v. 10 briefjes met de cijfers 0,1,2, ••• ,9 evengoed 10 

briefjes met de getallen 0,0; 0,1; 0,2; ••• ; 0,9 nemen of 1000 briefjes 

met de getallen 0,000; 0,001; 0,002; ••• ; 0,999.:In het laatste geval 

vermindert de kans op trekking voor ieder individueel getal; de eigen­

schap van gelijke.kansen (aselect) blijft echter bestaan. We generali­

seren dit en nemen daartoe de homogene (0,1) verdeling: 

0 X < 0 

F(x) = X 0 < X < 1 

1 X > 1 

Wanneer nu een proces uitkomsten aflevert, die aselecte (onafhankelijke) 

trekkingen uit deze verdeling voorstellen, dan spreekt men van aselecte 

getallen, Theoretisch zijn dat oneindig voortlopende breuken; in de 

praktijk zal men zich bij bet gebruik van aselecte getallen tot een vrij 

klein aantal decimalen beperken (bijv. 4) en werkt men dus eigenlijk 

met een discrete homogene verdeling, Om niet iedere keer, dat men ze 

nodig heef't aselecte getallen te moeten loten heeft men tabellen van 

reeds uitgevoerde "lotingen" samengesteld, 
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I. 

APPENDIX C. STROOMSCJ-Im,!A I S 

Een :::troomschema is een weJ.kom hulpmiddel voor het weergeven van reken­

technische procedures en processen. Vooral bij het voorbereiden van 

programma's voor rekenautomaten wordt er veel gebruik van gemaakt. Een 

dergelijk schema geef't beter en sneller een inzicht in de te onderzoeken 

materie dan een zuiver verbale beschrijving. 

Onder een stroomschema zullen wij verstaan een geordende verzameling 
-H-} • 

van een aantal symbolen, en wel rechthoeken, zeshoeken en cirkels, 

die verbonden worden door pijlen. In de rechthoeken, zeshoeken en cirkels 

is een korte samenvattende tekst geplaatst, die de plaats en de betekenis 

van dat sym.bobl in het schema verklaart, Een voorbeeld kan dit verduide­

lijken. Stel dat we van een aantal (n} positieve getallen x 1,x2 ,x3 , ..• ,xn 

het grootste getal willen bepalen. Dan zouden we te werk kunnen gaan 

als in onderstaand schema. 

I voes ··~ j'!'!'~abe~e " ·~ ~ ij I en stcl die gcJ.ijk ao.i1 0 ...--~---~~- . =r ___ _ 

nee 

hoog i op met 1 

is i kleiner dan n+1? 

ja. 
----------

is x. groter dan y? 
:: 1 

ja 

geef y de waarde x. 
1 

:nee KLAAR. 
y = max x. 

1 i 

Zeals uit dit schema blijkt stelt men m.9.v. de rechthoeken (met hoog­

stens een ingangs- en een uitgangspijl) bewerkingen voor; in het bij­

zonder rekenkundige bewerkingen. De zeshoeken (met een ingangs- en 

I.p.v. zeshoeken warden ook wel ruiten gebruikt. 
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minstens twee uitgangspijlen) worden gebru.ikt voor toetsingen, die van 

belang zijn voor de voortgang en/of de richting van het proces. De pijlen 
I 

lopen in het algemeen van boven naar beneden, tenzij een "loop"{= rond-

gang) in het proces voorkomt: de pijlen lopen dan van beneden naar boven 

terug naar het uitgangspunt van de loop. Bij de zeshoeken komen ook 

horizontale pijlen voor. De cirkels, ook connectoren geheten, {met slechts 

een ingangs- of uitgangspijl) zijn in het voo:rbeeld nog niet gebruikt; 

zij komen bij meer uitgebreide schema's voor en maken het mogelijk het 

schema ergens af te breken en ergens anders weer voort te zetten {b.v. 

bij schema's, die meerdere bladzijden in beslag nemen). Ten behoeve van 

het terugvinden van de aansluitpunten W?rden de cirk~~s genummerd. Ook 

gebruikt men connectoren wel aan het begin en/of het einde van een 

stroomschema, met daarin resp. vermeld start en stop. 

Voorbeeld: 

0 

Het aantal symbolen, dat bij stroomschema's gebruikt kan worden is, 

vooral onder invloed van het gebruik bij de beschrijving van administra­

tieve procedures, groter dan wij hier hebben aangenomen. In de meeste 

boeken over progra.mmering van rekenautomaten vindt men een uitgebreide 

verzameling met toelichting omtrent het gebruik. ,, 

... 
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Ten behoeve van een korte omschrijving binnen,de symbolen voeren we nog 

de volgende notaties in, die zoveel mogelijk ffgeleid zijn van norms.le 

wiskundige notaties. 

verbale omschrijving: 

y wordt x, o:f': y krijgt de waarde x 

hoog i met 1 op{= i krijgt de waarde 

i+1) 

notatie: 

y:=x: 

I 

i :=i+1 ·:-

en verder de gebruikelijke wiskundige notaties. 

· Met gebruik van deze notaties wordt het schema voor het eerste voorbeeld: 

y:=O, i:=O 

i:=i+1 

nee KLAAR ' i < n+1 ? y = max x. 
J. . 

ja 

Om de duidelijkheid te vergroten gebruikt men voor de variabelen ook 

wel suggestieve namen {zie o.a. hoofdstuk 2).· 
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