
stichting 

mathematisch 

centrum 

AFDEL\NG MATHEMATISCHE BESLISKUNDE 

G. DE LEVE en J.C. VAN DALEN 
\NLEIDING IN DE BESLISKUNDE, dee! I I 

BC 2/70 

~ 
MC 

NOVEMBER 

2e boerhaavestraat 49 amsterdam 



PJun.te.d a.:t .the. Ma.:the.ma.ucal Ce.ntll.e., 49, 2e. Boe.Jtha.a.vu:tll.a.a.:t, Arn6.te.Jtd.am. 

The. Ma.:the.ma.uca.t Ce.ntll.e., 6ounde.d .the. 11-.th 06 Fe.bll.U.My 1946, ,<,,6 a non
p1t.06-i..t .uui:tLtu..ti..on a..un-i..ng a.:t .the. p!Lomo.ti.on 06 pU!Le. ma.:the.ma.tic.6 and w 
appUca.tion.6. I.t ,<,,6 .tipon.601t.e.d by .the. Ne..the.Jti..a.n.d.6 Gove.Jtnme.n.t .th!Lough .the. 
Ne..th.Vl.la.n.d.6 O!Lga.n...i.za.uon 601t. .the. Advance.me.n.t 06 PU/Le Rue.a.1t.c.h (Z.W.0), 
by .the. Mun..lc-i.pa.U.ty 06 Am.6.te.Jtda.m, by .the. Un...i.ve.M-i..ty 06 Am6.te.Jtd.am, by 
.the F1t.e.e Un.lve.M-i..ty a.:t Am.6.te.Jtdam, a.nd by ,U'Ldu.6.tfuu. 



INLEIDING BESLISKUNDE 

INHOUDSOPGAVE DEEL II 

6. Meer-stapsbeslissingsproblemen: dynamische programmering 199 

6.1. Het meer-stapsbeslissingsprobleem 199 

6.2. De wiskundige formulering (het model) 202 

6.3. De oplossingsmethoden: dynamische programmering 209 

Deterrninistische N-stapsbesZissingsprobZemen 209 

Stochastische N-stapsbesZissingsprobZemen 224 

oo-stapsbesZissingsprobZemen 234 

6. 4. Bij,zondere onderwerpen: de gemiddelde opbrengst 246 

7, Netwerken 255 

7,1. Inleiding 255 

7,2. De langste weg (het kritieke pad) 257 

7,3, De kortste weg 268 

7,4. De maximale capaciteit 272 

8. 00-stapsbeslissingsproblemen: Markov-programmering 283 

8.1. Een systeem zonder geheugen 283 

8.2. Strategieen en kosten 292 

8. 3. De i teratiemethode van HOWARD 302 

8.4. Een ,ziekenhuisprobleem 318 

9, Wachttijdproblemen 328 

9.1. Inleiding 328 

9,2. Notatie van een wachttijdprobleem 

9,3. De wiskundige formulering 

9.4. Het postkantoor: enige voorbeelden 

330 

332 

340 





199 

6. MEER-STAPSBESLISSINGSPROBLEMEN: DYNAMISCHE PROGRAMMERING. 

6.1. Het meer-stapsbeslissingsprobleem. 

In dit hoofdstuk zullen wij ons bezig houden met beslissingsproblemen, 

waarin op discrete tijdstippen beslissingen moeten warden genomen. Niet 

zomaar losse beslissingen, maar beslissingen, die nauwkeurig op elkaar 

zijn afgestemd. Om een indruk te geven van bet type problemen waar aan 

wordt gedacht, schetsen we eerst een drietal varianten van een probleem. 

voorbeeld 6.1: eerste probleem. 

Sallandria N.V. brengt onder de naam "Lentegroet" in de maanden april, 

mei en juni een vruchtencompote van vroege aardbeien, bessen en fram

bozen op de markt. De hoeveelheden die op 30 april, 31 mei en 30 juni 

verzendklaar moeten zijn, zijn reeds op 1 april bekend. Op die datum 

kan ook met de april-produktie van Lentegroet warden begonnen. 

Het produktieniveau voor de maanden april, mei en juni zal op de eerste 

dag van de desbetreffende maanden warden vastgesteld en kan in de loop 

van een maand niet meer warden gewijzigd. 

prod. I___. 
niveau~< _____ ..._ ____ ...,_ ____ _ 

apr. mei Juni 

Alsop mei of op 1 juni in vergelijking met de vorige maand de pro-

duktie wordt verhoogd of verlaagd, dan zijn daaraan extra kosten ver

bonden. Een beperkte gelegenheid tot voorraadvorming is aanwezig; voor

raden brengen echter ook extra kosten met zich mee. Van de chef produk-
~ • • ~ • • o I ~ tie wordt nu verlangd dat biJ voor de maanden april, mei en Juni die 

produktieniveau's kiest, waarvoor geldt dat de totale kosten minimaal 

ziJn, 
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voorbeeld 6.2: tweede probleem. 

Het tweede probleem is bijna identiek aan het eerste. In tegenstelling 

tot het gestelde in het voorgaande probleem zijn nu echter de hoeveel

heden, die op 30 april, 31 mei en 30 juni gereed moeten zijn niet van 

te voren bekend. Op grond van omzetcijfers uit voorgaande jaren beschikt· 

de chef produktie evenwel over de kansverdelingen van de vraag in de 

maanden mei, juni en juli, Indien Salandria N.V. niet aan de vraag kan 

voldoen, wordt een verlies aan good-will geleden. 

voorbeeld 6.3: derde probleem. 

Naast Lentegroet behoort ook appelstroop tot het assortiment van Sallan

dria N.V. In tegenstelling tot Lentegroet wordt appelstroop iedere maand 

geproduceerd en verkocht. De kansverdeling van de vraag naar appelstroop 

blijkt voor iedere maand dezelfde te zijn. Ook nu geldt dat het niet 

voldoen aan de vraag leidt tot een verlies aan good-will. 

Aan de hand van deze drie voorbeelden bespreken we hierna een aantal 

kenmerkende eigenschappen van meer~stapsbeslissingsproblemen. In de 

eerste plaats maken wij een onderscheid tussen N-stapsbeslissingspro

blemen en 00-stapsbeslissingsproblemen. Aangezien zowel in het eerste 

als in het tweede probleem een drietal beslissingen moet warden ge

nomen (de produktieniveau's, resp. x 1 , x2 en x3 ), warden beide proble

men 3-stapsbeslissingsproblemen genoemd. Op grond van het onbegrensde 

aantal beslissingen in het derde probleem, spreekt men daar van een 

00-stapsbeslissingsprobleem. 

Verder kennen wij een indeling naar deterministische en stochastische 

meer-stapsbeslissingsproblemen. Het eerste probleem is een 

N-staps 

00-staps 

determi- stochas
nistisch tisch 

det stbch 
N N 

det stoch 
00 00 
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deterministisch 3-stapsbeslissingsprobleem. Immers men kan zonder enig 

bezwaar de beslissingen x. (j=2,3), te nemen op 1 mei en 1 juni, reeds 
') J 

op 1 april vaststellen * . Dit geldt evenwel niet voor het tweede pro-

bleem. Daar de vraagcijfers voor de maanden april en mei op 1 april nog 

niet bekend zijn, kan men b.v. niet met zekerheid voorspellen hoe groot 

de voorraden zullen zijn op 1 mei en 1 juni en op 1 april ontbreekt dan 

noodzakelijke informatie voor bet vaststellen van de produktieniveau's 

voor de maanden mei en juni. Deze onzekerbeid komt tot uitdrukking in 

de benaming van bet probleem: een stocbastiscb 3-stapsbeslissingsprobleem. 

Het zal nu niemand verwonderen dat bet derde probleem een stocbastiscb 

00-stapsbeslissingsprobleem voorstelt. 

Bij stocbastiscbe meer-stapsbeslissingsproblemen is de reeks te nemen 

beslissingen x. dus niet van te voren met zekerbeid aan te geven. De 
J **) beslissingen zullen n.l. mede afhangen van de "toestand van bet systeem" 

welke op bet beslissingstijdstip wordt aangetroffen. Wel is dikwijls van 

te voren vast te stellen welke toestanden op een beslissingstijdstip 

mogelijk zijn. In dat geval kan men wel op bet eerste beslissingstijdstip 

j = 1 aan iedere mogelijke toestand S. op een later tijdstip. j > 
J 

beslissing x. toevoegen. Wanneer men op deze wijze te werk gaat, 
J 

1 een 

bepaalt 

men geen beslissingen maar beslissingsregels x. = z.(s.). Zo'n beslis-
J J J 

singsregel is een voorscbrift, dat voor een bepaald beslissingstijdstip 

J aan iedere mogelijke toestand s. een toegelaten beslissing x. toevoegt. 
J J 

Oplossingen van meer-stapsbeslisingen, welke in dit hoofdstuk zullen 

worden besproken, bestaan dan ook uit rijtjes beslissingsregels, en wel 

voor ieder beslissingstijdstip een. Een volledige rij beslissingsregels 

x. = z.(s.) 
J J J 

(j=1 ,2, ... ,N indien bet een N-stapsbeslissingsprobleem be-

treft) wordt een strategie genoemd. 

In N-stapsbeslissingsproblemen zijn de beslissingsregels voor de verschil

lende beslissingstijdstippen meestal ongelijk. In 00-stapsbeslissingspro

blemen daarentegen blijkt dikwijls dater voor alle tijdstippen een en de-

vgl. voorbeeld 3,3 (blz. 77). 
**) aangeduid mets. voor de toestand op tijdstip j. 

J 
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zelfde beslissingsregel x. = z.(S.) is. 
J J J 

6.2. De wiskundige formulering (het model). 

Het behoeft geen betoog dat de hierboven vermelde beslissingsproblemen 

niet volledig genoeg zijn gedefinieerd om opgelost te kunnen worden. 

Laten wij eens het eerste probleem beschouwen en stel dat de vraag naar 

Lentegroet voor de drie maanden gegeven wordt door d. (i=l,2,3), terwijl 
i 

de verkoopprijs a per eenheid bedraagt. Stel vervolgens dat de produktie-

kosten c 1 per eenheid bedragen en de voorraadkosten c 2 per eenheid en per 

tijdseenheid en neem aan dat de kosten voor verhoging resp. verlaging van 

het produktieniveau c3 en c4 bedragen per eenheid. 

Indien aan het begin van maand j de omvang van de voorraad v. is, het 
J 

produktieni veau in de voorafgaande maand x. 1 bedraagt en in deze maand 
J-

x., dan wordt in het eerste probleem de winst, te maken in maand J, gege
J 

ven door: 

- c3(x.-x. 1) als x. > x. 
J J- J - J-1 

( 6. 1 ) 

- c4(x .. 1-x.) anders 
J- J 

(merk overigens op dat voor x. = x. 1 beide formules correct zijn). 
J J-

Wij constateren dat deze winst o.a. afhangt van de voorraad v. en het 
J 

produktieniveau x. 1 van de voorafgaande maand. 
J-

Beide grootheden zijn 

op beslissingstijdstip j bekend. Wij spraken in de vorige paragraaf van 

de toestand van het systeem S. op het beslissingstijdstip j, die mede 
J 

bepalend was voor de keuze van de beslissing x .. De bovenstaande winst
J 

functie geeft ons nu aanleiding voor de toestand s. op beslissingstijd
J 

stip j de vector 

te kiezen. 

( V. ,x. l ) 
J J-
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Wanneer wij de te maken winst in periode j aangeven met h.(S.;x.) dan 
J J J 

volgt uit (6.1) dat deze functie alsvolgt is gedefinieerd. 

Aangezien aan de vraag in periode j in ieder geval moet warden voldaan, 

dient de beslissing x. zo gekozen te warden dat geldt 
J 

(6.2) 

De beslissingen die aan (6.2) voldoen, vormen de verzameling x-(S.) van 
J J 

toegelaten beslissingen. Merk op dat uit (6.2) volgt, dat de verzameling 

toegelaten beslissingen inderdaad afhangt van de toestand S. en het be
J 

slissingstijdstip j (wegens s. 1=v.). 
J J 

Uit de probleemstelling volgt bovendien, dat de toestand s. en de beslis
J 

sing xj de toestand Sj+ 1 op het volgende tijdstip ondubbelzinnig vast-

leggen. Immers 

Deze relatie, de transformatie (overgang) van toestand S. op tijdstip 
J 

j naar de volgende toestand Sj+l' zullen wij voor deterministische meer-

stapsbeslissingsproblemen in het vervolg aanduiden met 

= T.(-S.,x.). 
J J J 

Resumerend kunnen wij vaststellen, dat uit de probleemstelling van het 

eerste probleem voor ieder beslissingstijdstip j kan worden afgeleid: 

- verzamelingen van toegelaten beslissingen x-(S.); 
J J 

2 - een opbrengstfunctie h.(S.;x.) voor de opbrengst over periode j; 
. J J J 

3 - een transformatiefunctie T.(s.~x.), die op een ondubbelzinnige wiJ"ze 
J J . J 

~e toestand Sj+l aanwijst, als,Sj en xj zijn gegeven. 
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Indien deze functies en verzamelingen zijn gegeven, dan is het probleem, 

wiskundig gezien, geheel gedefinieerd. Dit laatste zal in het algemeen 

gelden voor deterministische N-stapsbeslissingsproblemen. 

Thans zullen we het tweede probleem aan een onderzoek onderwerpen. De 

notaties, die we hierbij zullen gebruiken sluiten geheel aan bij die 

welke gebruikt zijn bij het eerste probleem. Wij beginnen ermee de ver

onderstelling te maken, dat de vraag een discrete kansverdeling volgt. 

Stel dat P(d.=i) = p.(i) de kans voorstelt op een vraag van de omvang i 
-J J 

in periode j. Voorts nemen we aan dat het verlies aan good-will c5 per 

eenheid bedraagt. 

Als de vraag achteraf gelijk blijkt te ziJn aan i, dan bedraagt de winst 

(vgl. (6.1)) voor het geva~ i < s. 1 + x. 
- J J 

en voor het geval i > sj 1 + xj 

Voor de verwachting van de winst vinden wiJ derhalve 

S. 1 +x. oo 

J1 J 1 
l ai•p.(i) + l a(S. 1+x.)•p.(i) + 

J . J J J i=O i=S. 1+x.+1 
J J 

00 

- c3(xj-sj 2 ) als xj .::_ sj 2 
+ (6.3) 

- c4(sj 2-xj) anders. 
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Ook voor de verwachting van de winst geldt dat zij volledig wordt be

paald door de toestand s. en de beslissing x .. Deze verwachting wordt 
J J 

eveneens aangeduid met h.(S.;x.). 
J J J 

Daar men in het tweede probleem de vraag naar Lentegroet van te voren 

niet kent kan er, als aan de vraag geen bovengrens gesteld wordt, niet 

voor gezorgd worden dat aan het eind van de maand altijd voldoende 

Lentegroet voorradig is. Een voorwaarde van het type (6.2) kan en mag 

dus niet worden opgelegd. Wel zou men b,v. kunnen eisen dat de kans op 

een tekort kleiner dan of gelijk aan 0,05 moet wezen. M.a.w. 

00 

I p.(i) .::. 0,05. 
i=x.+S. 1+1 J 

J J 

(6.4) 

De verzameling van de beslissingen welke voldoen aan (6.4) hangt af van 

de toestand Sj en het tijdstip j. Wij schrijven voor deze verzameling 

derhalve wederom x.(s.). 
J J 

De toestand fj+ 1 op tijdstip j+1 is stochastisch en voldoet aan 

(s. 1+x.-i,x.) als i < s. 1 + x. 
J J - J -- J J 

waarin i de vraag in periode j voorstelt. 

( 0 ,x. ) 
J 

anders 

Bijgevolg geldt voor de overgang van toestand s. op tijdstip J naar toe
J 

stand S. 1 op tijdstip j+1, gegeven de beslissing x.: 
J+ J 

P. ( 8. 1 +x. -q_1 ) ·· als 0 < q_ 1 < sj, + x. 
J J J J 

en q_2 = x. 
J 

00 

P{S. l = ( q_1 ,q_2) I s. ; x.} = I p. ( i) als q_ 1 = 0 
-J+ J J i=Sj 1+xj J 

en q_2 = x. 
J 

0 anders. ( 6. 5) 
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Voor het linke~. lid van (6.5) schrijven wiJ kortweg P(s.+ 1 ls,,x.), waar-
J J J 

bij Sj+ 1 dan staat voor (q1,q2 ). 

In het deterministische meer-stapsbeslissingsprobleem werd de toestand 

op beslissingstijdstip j+1 volledig bepaald door toestand en beslissing 

op tijdstip j. In het stochastischemeer-stapsbeslissingsprobleem wordt 

de kansverdeling van de toestand op beslissingstijdstip j+1 volledig 

bepaald door toestand en beslissing op het vorige tijdstip. 

Tot dusver hebben wij verondersteld dat de vraag een discrete kansver~ 

deling volgt; laat nu echter eens gegeven zijn dat de vraag d. continu 
-J 

verdeeld is met kansverdeling 

G . ( y ) = P ( d . <y) 
J -J-

en een bijbehorende kansdichtheid g. (y). 
J 

Met behulp van deze kansdichtheid vinden we voor de verwachting van de 

winst ( vgl. ( 6. 3) ) : 

S . 1+x. J( 
0 

ay- g. (y) dy + 
J 

00 

J 
S . 1+x. 

J J 

a(S. 1+x.)•g.(y) dy + 
J J J 

J c5(y-S. 1-x.)•g.(y) dy + 
J J J 

s. 1+x. 
J J 

als x. > s. 
J - J2 

+ (6.6) 

- c4(sj 2-xj) anders. 

De uitdrukking (6.6) kunnen wij wederom aangeven met h.(S.;~.). 
J J J 

Inplaats van (6.4) komt nu 
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00 

f g. (y) dy ~ 0 ,05. 
J 

S . 1+x. 
J J 

De toestand £j+ 1 op het tijdstip j+1 is wederom stochastisch en bezit 

voor 0 < Sj+l :::._ sj 1 + xj de volgende voorwaardelijke kansdichtheid. 

Voor S. 1 J+ 

g_.(S. 1 1,x.lS.;x.) = g.(s. 1+x.-S. 1 1). 
J J+ J J J J J J J+ 

= 0 schrijven we de kans 

00 

P.(O,x.ls.;x.) = 
J J J J I 

S. 1+x. 
J ,J 

(6.8) 

Uit (6,7) en (6.8) volgt dat oak in het geval van een continue vraag

verdeling de toestand S. 1 volledig wordt bepaald door de toestand S. 
-J+ J 

en de beslissing x. op het voorafgaande tijdstip. Resumerend kunnen we 
J 

vaststellen dat uit de probleemstelling van het tweede probleem voor 

elk beslissingstijdstip j kan warden afgeleid: 

- verzamelingen van toegelaten oplossingen x.(S.); 
J J 

2 - een verwachte opbrengstfunctie h. ( S. ;x.); 
J J J 

3 - een kansverdeling voor £j+l' die alleen afhangt van de toestand Sj 

en de beslissing x. op het voorafgaande beslissingstijdstip j. 
J 

Wanneer wij nu oak het derde beslissingsprobleem analyseren, dan zullen 

wij ontdekken dat de verzameling van toegelaten beslissingen, de op

brengstfunctie en de kansverdeling van S. 1 op dezelfde wijze ziJn ge-
-J+ 

definieerd als in het tweede probleem is geschied. Deze grootheden (ver-

zamelingen en functies) zullen bij stochastische 00-stapsbeslissingspro

blemen veelal voor ieder beslissingstijdstip gelijk zijn en wij gebrui

ken daarom oak de volgende notaties: 

1 - X ( S ·) of x(s) i.p.v. X · ( S.) 
J J J 

2 - h(S. ;x.) of h(S;x) i.p.v. h.(S.;x.) 
J J J J J 

3 - P(S. 11S-;x.) 
J+ J J 

i.p.v. P.(s.+ 1 ls.;x.). 
J J J J 
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Overigens gaat dit ook op voor deterministische ~-stapsbeslissingspro

blemen, en we schrijven dan 

3a - S. 1 = T(S.,x.) i.p.v. S. 1 = T.(S.,x.). 
J+ J J J+ J J J 

Tot zover hebben wiJ, wat betreft de opbrengsten (winsten), alleen aan

dacht geschonken aan de directe opbrengsten gedurende een periode (stap). 

Het zal niemand verwonderen, dat we bij N_-stapsbeslissingsproblemen als 

criterium y(S0 ;z) voor de optimaliteit van een strategie de totale op

brengst over de N perioden tesamen nemen: 

N-1 
I h.(s. ;x.). 

j=O J J J 

Bij 00-stapsbeslissingsproblemen (N➔00 ) kunnen we hier in moeilijkheden 

geraken, daar de som van de directe opbrengsten h(S.;x.) voor verschil-
J J 

lende strategieen onbegrensd groat kan zijn. Het is dan onmogelijk om on-

dubbelzinnig een optimale strategie aan te wijzen. Voorzover het om 

economischeproblemengaat, zoals bij het derde probleem het geval is, 

kan men ons echter aanwrijven dat we geen juist criterium hanteren. Im

mers een gulden, waarover we nu kunnen beschikken heeft niet dezelfde 

waarde als een gulden die we over tien jaar zullen ontvangen. M.a.w, we 

mogen niet zonder meer de som van de directe opbrengsten als criterium 

gebruiken; we moeten die opbrengsten wegen met een factor die kleiner 

wordt naarmate de opbrengst verder in de toekomst gerealiseerd zal war

den. Dit wordt verdisconteren (discounting of contant maken) genoemd, 

en we krijgen dan als criterium 

00 

Y (S ·z) = 
a O' I 

j=O 

Resumeren-we nu het voorgaande, dan stellen we vast dat weals criterium 

voor N-stapsbeslissingsproblemen zonder bezwaar de som. van de directe 

opbrengsten h.(S.;x.) kunnen hanteren en voor de 00-stapsbeslissingspro-
J J J 

blemen al naar gelang de structuur van het probleem: 
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1 - indien aan de beslissing x. op tijdstip j de volledige directe op
J 

brengst moet warden toegekend: de som van de directe opbrengsten; 

2 - indien aan de beslissing x. op tijdstip j een verdisconteerde direc
J 

te opbrengst moet warden toegekend: de som van de verdisconteerde 

directe opbrengsten. 

6.3. De oplossingsmethoden: dynamische programmering. 

Deterministische N-stapsbeslissingsproblemen. 

We lossen het eerste probleem op m,b,v. dynamische programmering. Zoals 

hiervoor al is geconstateerd hebben we te maken met een 3-stapsbeslis

singsprobleem, en de situatie die zich daarbij voordoet is, schematisch 

weergegeven, alsvolgt. 

toestand S. : 
J 

de huidige voorraad 

en het oude produk

tieniveau. 

beslissing x. : 
J 

het nieuwe produk-

tieniveau. 

T 1(s.,x.1 ) T2 (s2 ,x2 ) .----_........ i ·• ----=-, -:;; -----
S 1 = ( v 1 ,x0 ll----~s2=( v2 ,x1 )i-----ffl s3=( v 3 ,x2 ) 

Wij nemen in het algemeen aan dat bij het bepalen van een optimale beslis

singsregel z, alle informatie, die kenmerkend is voor het tijdstip Jen 
J 

bovendien noodzakelijk om die beslissingsregel te definieren in de toe-

stand S. besloten is; andere gegevens over het verleden van het systeem 
J 

doen derhalve niet ter zake. Verder stellen we vast dat een optimale 

strategie z = (z 1 ,z2 , ... ,zN) optimale beslissingen dicteert vanaf het 

eerste beslissingstijdstip. Beschouwen we het probleem nu vanaf het 

tweede tijdstip i.p.v. het eerste en laten we de eerste beslissingsregel 

d . ' . (2) (· ) . . z 1 weg, an kriJgen we een strategie z = z2 P .. ,zN , die, wil de 

optimaliteit gehandhaafd blijven, optimale beslissingen vanaf het tweede 

tijdstip zal voorschrijven. Dit kan men voortzetten, en we concluderen 

dat ;it een optimale strategie z = (z 1,z2 , ..• ,zN) andere strategieen 
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z(k) = (zk''"' ,zN)' 1 < k ~ N, afgeleid kunnen worden, die vanaf een 

later tijdstip k optimaal zijn, Omgekeerd kan ook een optimale strategie 

z(k) door het toevoegen van een optimale beslissingsregel zk_ 1 uitge-
. . al . (k-1) . breid worden tot een optim e strategie z . Van deze eigenschap 

maken we gebruik bij de oplossingsmethode. In de eerste stap wordt alleen 

de laatste optimale beslissingsregel xN = zN(SN) - in het eerste probleem 

z3 - bepaald, d.w.z. bij iedere toestand SN wordt een optimale beslissing 

xN = zN(SN) a~;gewezerJ., Het criterium is hierbij de directe opbrengst 

over de laatste periode, hN(SN;xN)' die gemaximaliseerd moet worden. 

De notatie voor dit maximum is f 1(sN)' waarmee aangeduid wordt de maxi

male opbrengst vanaf tijdstip N. We krijgen op deze wijze in het algemeen 

een lijstje met mogelijke waarden van SN' met daarnaast de optimale be

slissingen xN en hun opbrengst. 

SN XN f 1 (SN) 

. . . . . . ... 

Is de beslissingsregel zN(SN) eenmaal bepaald, dan gaan we in de tweede 
. . (N) ( ) . . . stap de optimale strategie z = ZN uitbreiden tot de optimale stra-

(N-1) 
tegie z = (zN-l'zN). We doen in het beslissingsprobleem dus een stap 

terug naar het vorige beslissingstijdstip, en moeten nu de opbrengst 

vanaf het op een na laatste beslissingstijdstip N-1 maximaliseren, waar

voor we schrijven 

= 

(6.9) 

*) Ten,behoeve van de duidelijkheid in de notatie ziJn hier (en ook wel 
later) de indices van de verzamelingen X· weggelaten. 

J 
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Merk op dat door de transformatie TN_ 1(sN~ 1 ;xN~ 1) het rechterlid van (6.9) 

alleen afhankelijk is van SN_ 1 en xN_ 1, zodat we terecht voor iedere 

waarde van SN_ 1 het maximum kunnen bepalen. De beslissingsregel 

Z ( S ) wordt hierdoor vastgelegd. 
N-1 N-1 

Op deze wijze voortgaande wordt in stap k de volgende opbrengst vanaf 

tijdstip N-k+1 gemaximaliseerd (ga na). 

= 

Voor k = N verkrijgt men in de laatste stap: 

= 

= max y ( S 1 ; z ) ~ 
z 

(6.10) 

(6.11) 

(merk op dat hier de beslissingstijdstippen vanaf 1 geteld warden i.p.v. 

O, wat bij de meeste meer-stapsbeslissingsproblemen gebruikelijk is). 

Voordat we deze aanpak toepassen op het eerste probleem uit paragraaf 

6.1, hetgeen, zoals zal blijken, nogal lastig is, lossen we een eenvoudig 

minimalisatieprobleem m.b.v. dynamische programmering op. Tevoren zij op

gemerkt, dat de behandeling van minimalisatieproblemen geheel gelijk is 

aan die van maximalisatieproblemen, met dien verstande, dat overal waar 

max in de formules stand geschreven nu min moet warden gelezen. In plaats 

van de directe opbrengsfuncties h.(S.;x.) leest men dan de directe kosten-
J J J 

functies h. ( S ;x.) en overeenkomstig de minimale kostenfunctie, :'. ( 2,1 '•+· 1). ,, J . J J h-J 
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voorbeeld 6.4: 

De federatieve staat Allergie bestaat uit drie landen. Bij de laatste 

volkstelling op april j.l. bleken die landen resp. i 1 = 2600, 

i 2 = 3200 en i 3 = 10200 inwoners te hebben, Alle inwoners moeten op 

korte termijn een geneeskundig onderzoek ondergaan en daartoe zal het 

federale departement van volksgezondheid een achttal medische teams 

vormen. Taalbarrieres zijn er de oorzaak van dat het werkterrein van 

een team beperkt moet blijven binnen een land. Ongeacht het aantal per

sonen, dat door een team onderzocht zal warden, wordt aan ieder team 

een bedrag van f 3000,-- uitbetaald. Bovendien ontvangt een team dat 

meer dan 2000 personen onderzoekt f 8,-- per persoon voor het aantal 

dat de 2000 overtreft. Bij het departement is men nu geinteresseerd 

in die indeling van de teams, waarbij de kosten zo laag mogelijk zijn. 

We formuleren nu het probleem als een dynamisch programmeringsprobleem: 

1 - de verzameling toegelaten beslissingen x.(s.) 
J J 

Als beslissingen x. nemen we het aantal teams dat naar land j gezon
i 

den wordt en als toestand S. nemen we het aantal reeds ingedeelde 
J 

teams: 

s, = 0 

s3 = x, + x2 

X. ( S.) = {x. < x. < ( 8-S.) - ( 3-j ) } = 
J J J - J J 

= {x. < x. < 5 + J s.} j = 1 > 2. 
J J J 

X3(S3) = {x3 X = 8 - S } 
3 3 

opm. (3-j) wordt afgetrokken wegens het aantal zeker naar de volgen

de landen te zenden teams. 

2 - de directe kostenfunctie h.(S.;x.). 
J J J 

h. ( S. ;x.) = 
J J J 

3000 x. + 
J 

+ S(i.-2000 x.) als i. > 2000 x. 
J J J J 

+ 0 anders 

j=1,2,3. 
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3 - de transformatieformule T. ( S. ,x.). 
J J J 

S. 1 = T. ( S. ,x. ) = S. + x. 
J+ J J J J J 

j = 1, 2. 

In de eerste stap wijzen we teams toe aan het derde land met inwoner

aantal i 3 = 10200. We krijgen dan, omdat moet gelden s 3 + x 3 = 8, een

voudig het tabelletje: 

derde land 

· toestand beslissing kosten 

s3 x3 h3(S3;x3) = r 1(s3 ) 

2 6 3000x6 + 0 = 18.000 

3 5 3000x5 + 2oox8 = 16.600 

4 4 3000x4 + 22oox8 = 29.600 

5 3 3ooox3 + 42oox8 = 42.600 

6 2 3000x2 + 62oox8 = 55,600 

7 1 3000x1 + 82oox8 = 68.600 

Op deze wijze is aan iedere mogelijke toestand s 3 een beslissing x3 toe

gevoegd met (minimale~ kosten r 1(s3). De beslis~ingsregel z3(s3 ) hebben 

we hier dan gegeven in de vorm van een simpele tabel, zoals in het begin 

van deze paragraaf is gesuggereerd, 

We gaan nu een stap terug naar het tweede land met inwoneraantal 

i 2 = 3200. De transformatie;formule levert ons overigens s 3 = s 2 + x2 en 

met behulp hiervan zullen we straks de beste beslissing x3 vaststellen. 

De toestand s 2 is groter of gelijk aan een team. Bij iedere mogelijke 

toestand s 2 .::_ 1 kan nu meer dan een beslissing x2 genomen worden en we 

vinden achtereenvolgens voor s 2 = 1, 2, 3, 4, 5, 6 tabelletjes, zoals 

hieronder alleen voor s2 = 1 en s2 = 2 zijn uitgewerkt. Uit deze tabel-

letjes zoeken we, zoals de formule 

ons ~oorschrijft, de beslissing met de laagste kosten. 
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tweede land 

toestand beslissing kosten minimale 

s2 h2(S2;x2) + r 1 (s2+x2 ) kosten 
x2 f2(S2) 

1 "' 6 3000r6 + 68.600 

5 3ooox5 + 55.600 

4 3ooox4 + 42.600 

3 3ooox3 + 29.600 
1 

+ 16.600 22.600 2 3ooox2· 

1 3000 + 8x1200 + 18.000 

2 5 3ooox5 + 68.600 

4 3000x4 + 55,600 

3 3ooox3 + 42.600 

2 3ooox2 + 29,600 

1 3000 + 8x1200 + 16.600 29,200 

Evenzo maakt men tabellen voor s 2 = 3, 4, 5, 6. Daaruit volgt voor het 

tweede land als resultaat: 

tweede land 

toestand beslissing minimale 

s2 
kosten 

x2 f2(S2) 

1 2 22.600 
2 1 29.200 
3 1 42.200 
4 1 55,200 
5 1 68.200 
6 1 81 . 200 

In de derde stap beschouwen we het eerste land, met inwoneraantal 

i 1 = 2600. Omdat het hier het eerste land betreft en er dan nag geen 

teams zijn ingedeeld,is s 1 = 0. In onderstaande tabel zijn de beslis-
' singen x 1 vermeld met hun kosten. 
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eerste land 

toestand beslissing kosten minimale 

s1 h1 (S1 ;x1) + f2(S1+x1) 
kosten 

x, f3(S1) 

0 6 3ooox6 + 81 .200 

5 3ooox5 + 68.200 

4 3000x4 + 55,200 

3 3ooox3 + 42.200 

2 3ooox2 + 29.200 

1 3000 + 8x6oo + 22.600 30.400 

Omdat we nu te maken hebben met een deterministische N-stapsbeslissings

probleem, kunnen we op het eerste beslissingstijdstip alle optimale be

slissingen reeds vastleggen. Daartoe werken we vanaf het eerste land via 

de toestandstransforinaties, : naar het laatste land. We stellen vast 

en dus 

X = 1 
1 

We zoeken deze toestand s 2 = 1 in de tabel voor het tweede land op en 

constateren dat de beslissingsregel z2(s2 ) de beslissing x2 = 2 dicteert. 

Daaruit volgt 

In de eerste tabel, voor het derde land, ziet men dat aan de toestand 

s 3 = 3 de beslissing x3 = 5 toegevoegd wordt, en we verkrijgen als opti

male beslissingsvector 

(x 1 ,x2 ,x3 ) = (1,2,5) 

metals opbrengst 

y(S 1;z) = y(0;(1,2,5)) = /30,400,-- . 

.. 
Aan de hand van de oplossing van dit probleem zal stellig duidelijk zijn 

geworden hoe de dynamische programmeringsaanpak voor N-stapsbeslissings

problemen zo al werkt. Wij geven nu - schematisch - deze werkwijze weer: ,, 
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Gegeven is een probleem, dat de volgende eigenschappen bezit: 

1. wanneer op tijdstip j (1<i<N) de toestand s. optreedt, dan bestaat 
,_SJ_ J 

bij die toestand een verzameling toegelaten oplossingen x.{s.). 
J J 

[in het voorbeeld: x,(S.) = {x. I 1 < x. < 5 + j - S.} voor j = 1, 2) 
J J J - J- J 

2. wordt op tijdstip j (1.::_j.::_N) in de toestand S. een beslissing 
J 

x. E x.(S.) genomen, dan is er een opbrengst h.(S.;x.) over de 
J J J J J J 

periode van tijdstip j tot j+1. 

[in het voorbeeld: de respectieve h-. (s. ;x.); zie blz. 212] 
J J J 

3, wordt op tijdstip j (1.::_j_:.N) in toestand S. een beslissing x. E x,(S.) 
J J J J 

genomen, dan wordt de toestand S. 1 op tijdstip j+1 ondubbelzinnig 
J+ 

gegeven door S. 1 = T. ( S. ,x. ) . 
J+ J ;J J 

[ in het voorbeeld: T. ( S. ,x. ) = S. + x. J 
/. J J J J J 

We lossen het N-stapsbeslissingsprobleem alsvolgt op (aangenomen dat het 
*) een maximalisatieprobleem betreft): 

begin op tijdstip N: 

·1. bepaal de verzameling toegelaten oplossingen xN( SN); 

2. bepaal de opbrengstfunctie hN(SN;xN) naar xN; 

3, maximaliseer hN(SN;xN) naar xN: 

4. bepaal de 

5, formuleer 

max {hN(SN;xN)}; 
xNqN(SN) 

transformatieformule TN_ 1(sN_ 1;xN_ 1) = 

r 1(sN) als r 1(TN_ 1(sN_ 1;xN_ 1)). 

Voor J = 1, 2, •.. , N-1 volgen analoog de resterende N-1 stappen: 

*) 

1a) 

2a) 

3a) 

4a) 

5a) 

bepaal XN .(SN .); 
-J -J 

bepaal hN . (SN . ;xN . ) ; 
-J -J -J 

maximaliseer 

hN .(SN .;xN .) + f.(TN .(SN .,xN .)) 
-J -J -J J -J -J -J 

naar xN ., dat geeft f.+ 1(sN .); 
. -J J -J 

bepaal TN. 1(SN . 1'XN. 1) = SN .; -J- -J-. -J- -J 
formuleer fj+ 1(sN-j) als 

f . + 1 ( TN . 1 ( SN . 1 ,xN . 1 ) ) ' J -J- -J- -J-

ga na dat het voorgaande probleem volgens deze regels is opgelost, 
zij het dat min i.p.v. max is uitgevoerd. 
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We passen deze regels nu nag eens toe op het eerste probleem (voorbeeld 

6.1). Gemakshalve resumeren we nag de noodzakelijke modelelementen, 

waarover wij moeten beschikken aleer het probleem te kunnen oplossen: 

j=1,2,3. 

j=1,2,3. 

3 - T.(s.,x.) = (s. 1+x.-d.,x.) = (s.+ 1 1 ,s.+ 1 2 ) 
J J J J J J J J J 

j = 1, 2. 

Teneinde het inzicht in de structuur van het probleem te verdiepen zul

len we nagaan hoe nu de toestanden op elkaar volgen en hoe de criterium

functie y(s 1 ;z) = y(S 1;(x 1,x2 ,x3 )) geformuleerd wordt. 

We veronderstellen dat aan het begin van de eerste maand geen voorraad 

aanwezig is en dat het produktieniveau van Lentegroet dan nul is. 

s, = 

s2 = 

s3 = 

+ 

(0,0) 

(x 1-d 1 ,x1) 

(s2,+x2-d2,x2) = (x 1+x2-d1-d2 ,x2 ) 

- c4(x -x) 2 3 

- c3(x3-x2) 

- c4(x -x) 
2 3 

1 ) 

2) 

3) 

4) 
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1 ) als x3 > X 
- 2 

> X 
- 1 

2) als x2 > X 
- 1 

en x2 > X 
3 

3) als x2 < X 
1 en x2 < X 

- 3 

4) als x3 < X 
2 

< X 
1 

In de derde maand starten we vanuit de, ons nog onbekende, toestand 

s3 = (s31 ,s32 ) = (v3 ,x2 ) en de maximale opbrengst, die over die maand 

bereikt kan worden luidt 

= max 
X3.:_d3-831 

Stel dat d3 - s31 .::_ s32 . *) In dat geval is het triviaal dat 

x3 = d3 - s31 ; immers x 3 moet, wegens de negatieve term ervoor, zo klein 

mogelijk gekozen worden. De opbrengst 1s dan 

Is daarentegen d3 - s31 < s32 dan moeten we duidelijk de volgende ge

vallen onderscheiden. 

1 - c 1 .::_ c4; nu moet x3 zo groot mogelijk, echter niet groter dan s32 , 

gekozen worden, dus 

*) 

en f 1(s3) = ad c S c S 3 - 2 31 - 1 32 ' 

ga na dat hier staat x 1+2x2 .::__d1+d2+d~, wat geinterpreteerd kan worden 
als "de totale behoefte kan n1et gedeR'.t worden door op hetzelfde pro
duktieniveau door te gaan". 
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2 - c 1 > c4 en d3 - s 31 .:.. O; dan is (ga na) de beste waarde voor x3 zo 

klein mogelijk, dus 

3 - c 1 > c4 en d3 - s 31 < O; dan is eveneens de beste waarde voor x3 
zo klein mogelijk, dus 

X = 0 
3 

Om het aantal mogelijke situaties enigszins te beperken, wat de duidelijk

heid van de uitwerking ten goede komt, .;pecificeren we nu de kosten

coefficienten en de gevraagde hoeveelheden. 

a = 15 d1 = 280 

c, = 7 c3 = 12 d2 = 340 

c2 = 3 c4 = 9 d3 = 260. 

In onderstaande tabel warden nu de toestanden aan het begin van de derde 

maand gegeven met daarbij de optimale beslissingen en de opbrengsten. 

maand 3 

toestand beslissing opbrengst 

s3 x3=z3(S3) r 1(s3 ) 

831+832.:.d3 = 260 d3-s31 = 260-s31 -4d3+16s31 +12s32 = -1040+16s31 +12s32 

831+832>d3 = 260 832 
15d3~ 7s31 - 3S32 = 3900- 7s31 - 3S32 

We doen nu een stap terug naar de vorige maand en voeren allereerst de 

transformatie van de toestand uit: 

De tabel met de optimale beslissingen luidt dan alsvolgt: 
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maand 3 

toestand beslissing opbrengst 

S3=T2(s2,x2) x3=z3(T2(S2,x2)) r 1(T2(s2 ,x2 )) 

2x2 + S .• . < 600 
21 - 600 - 821 - x2 - 11480 + 16s21 + 28x~ 

2x2 + s21 > 600 x2 4920 - 3S21 + 10x2 i. 

Voor de opbrengst vanaf de tweede maand schrijven we nu 

anders. 

Wanneer we dit uitwerken krijgen we, in verband met de onderscheiden toe

standen s3 , de volgende vier opbrengstfuncties. 

- 1380 + 9x2 + 13S21 + 12S22 

als (300- ;s21 ) .::_ x2 .::_ s22 

10.020 - 29x2 - 6s21 + 12S22 

als x2 .::_ s 22 en x2 > 300 - ;s21 

- 1380 + 30x2 + 13S21 - 9S22 

als x2 < s 22 en x2 2,. 300 - 1s22 

10.020 - 8x2 - 6s21 - 9S22 

als x2 < s22 en x2 > 300 - ;s21 
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en 

Is daarentegen s 22 .::._ 340 - s 21 < 300 - ~s21 , dan is aak een waarde van 

x2 tussen die grenzen magelijk, waarbij als apbrengstfunctie vaarge

schreven is 

max { -1380 + 9x2 + 13S21 + 12S22 }. 
x2~34o-s21 

s 22.::,_x2<300-~s21 

De maximale apbrengst wardt echter bereikt vaar x2 = 300 - ~s21 met 

Vaar 340 - s 21 < s 22 zijn aak de laatste twee apbrengstfuncties magelijk. 

Is daarbij 300 - ~s21 < s 22 dan kunnen we de beslissing x2 = 300 - ~s21 

nemen metals apbrengst 

deze apbrengst is echter alleen grater dan enige andere zalang 

x 1 < 880/3, Uit de veranderstelling (340-s21 ) < s 22 valgt echter 

x > 310, zadat de tweede apbrengstfunctie gebruikt maet warden, met 
1 

als resultaat 

Vaar s 22 .::._ 300 

met apbrengst 

x2 = 822 

r2 (s2 ) = 10.020 - 6s21 

~s21 valgt eveneens x2 = s 22 als aptimale beslissing 
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In verband met de volgende stap van de oplossingsmethode voeren we vast 

de transformatie 82 = T1(8 1,x1) uit: 

821 = x 1 d 1 = x 1 - 280 

822 = x1 • 

Voor de tweede stap luiden dan de zojuist onderscheiden toestanden, be

slissingen en opbrengsten alsvolgt: 

1 - toestand 82 : 340 - x 1 + 280,:::.. x 1 => x 1 ~ 310 

en 

beslissing: 

opbrengst: 

340 - x1 + 280,:::.. 300 - ;x1 + 140 ~x1 ~ 360 

X = 620 - X 
2 1 

r2 (T 1(81,x1)) = -6280 + 35x 1• 

2 - toestand 82 : x 1 ~ 310 

340 - x 1 + 280 < 300 - ;x 1 + 140 =::>x 1 > 360 

en toestanden, die hieraan voldoen zijn onmogelijk. 

3 - toestand 82 : 340 - x 1 + 280 < x 1 =:;> x 1 > 310 

en 

300 - ;x 1 + 140 < x 1 ~ x 1 > 880/3 

beslissing: x2 = x 1 

opbrengst: r2 (T 1(8 1,x1)) = 11,700 - 23x1. 

4 - toestand 82 : x 1 > 310 

x1 < 880/3 

en ook deze toestanden zijn dus m.b.t. de gegeven ge

tallen niet mogelijk. 

Resumerend vinden we in onderstaande tabel de gegevens van de tweede 

maand 
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maand 2 

toestand beslissing opbrengst 

S 2 =T 1 ( S 1 , x 1 ) x2=z2(T1(s1,x1)) f2(T1 (S1 ,x1)) 

x 1 .::_ 310 620 - x 1 - 6280 + 35x1 

x 1 > 310 x1 11.700 - 23x1 

Voor de derde en laatste stap verkrijgen we nu 

r3(s1) = max { 15d1 - 7x1 - 12x1 + r 2 (T/S 1,x1))} = 
x1.::_d1 

4200 - 19x1 - 6280 + 35x1 als x 1 .::_ 310 

= max 
x 1.::_280 4200 - 19x1 + 11. 700 - 23x1 anders. 

Als uitkomst, vinden wiJ: 

x 1 = 310 

r 3(s 1) = - 2080 + 16x1 = 2880. 

Nu werken we vanaf deze eerste maand terug naar de laatste maand om alle 

optimale beslissingen vast te stellen. 

Voor de toestand van het systeem aan het begin van de tweede maand vin

den we m.b.v. de opossing voor de eerste maand 

X 1 .::_ 310 

(s21 = 310 - 280 = 30, s 22 = 310) 

en daarbij behoort de beslissing (tabel "maand 2") 
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Vervolgens gaan we naar de derde maand. De toestand aan het begin van 

die derde maand wordt nu gekarakteriseerd door 

2x1 + s21 = 620 + 30 = 650 > 600, 

dus 

De totale maximale opbrengst gedurende de drie maanden bedraagt, zoals 

hiervoor vermeld 

y(s1;z) = y((0,0);(310,310,310)) = r 3(s1) = 2880. 

Stochastische N-stapsbesZissingsprobZemen. 

Ook bij de oplossing van een stochastisch N-stapsbeslissingsprobleem 

begint men met de laatste stap. Men bepaalt ook dan weer de verzameling 

toegelaten beslissingen xN(SN) en de opbrengst hN(SN;xN). Daar we nu 

niet altijd met zekerheid kunnen voorspellen wat de opbrengst van een 

stap zal zijn (we weten immers niet zeker in welke toestand het systeem 

zich na de stap zal bevinden), berekenen we de verwachte opbrengst van 

zo'n stap, die we evenwel ook met hN(SN;xN) aanduiden. Zoals in para

graaf 6.2 al is opgemerkt wordt de transformatieformule T.(S.,x.) nu 
J J J 

vervangen door de overgangskans, d,w.z. de kans op een gegeven overgang, 

P. ( s. 1 = i I s. ;x. ) • 
J -J+ J J 

We berekenen derhalve voor de functie f. 1(sN .) de verwachtingswaarde 
J+ -J 

max {hN .(SN .;xN .) + E(f.(SN ·+ 1 )1sN .;xN .)} 
( ) -J -J -J J - -J -J -J 

xN .e:x SN. -J -J 

(6.12) 

of, bij minimalisatieproblemen, hetzelfde met min i.p.v. max. 

Voor een discrete kansverdeling, met m mogelijke toestanden, schrijven 

we voefr ( 6. 12 ) 
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f. 1 ( SN . ) = 
J+ -J 

max { hN . ( SN . ; xN · ) + 
( ) -J -J -J 

xN ·EX SN . -J -J 

+ 

en voor een continue kansverdeling g(i) 

f. 1(SN .) = 
J+ -J 

max { hN . ( SN . ; xN · ) + 
( ) -J -J -J 

xN "EX sl\T . 
-J u-J 

roo 
+ j O f/y) g(y) dy}, 

Wij illustreren nu de dynamische prograrruneringsaanpak voor stochastische 

N-stapsbeslissingsproblemen met een tweetal voorbeelden. 

voorbeeld 6.5 

Een reisbureau heeft voor een periode van 6 jaar een hotel gepacht in 

een wintersportcentrum. Met een plaatselijke kolenhandelaar is een con

tract afgesloten, waarin is vastgelegd dat de kolenhandelaar elk jaar 

een vaste hoeveelheid brandstof zal leveren tegen betaling van een vast 

bedrag per jaar. Bovendien is overeengekomen dat het reisbureau, in ge

val van ontevredenheid over de leveranties, aan het eind van elk jaar 

het contract eenzijdig mag opzeggen. 

De kolenhandelaar verkoopt drie soorten kolen, t.w. (1) superkolen, 

(2) kwaliteitskolen en (3) huishoodkolen. Levert de kolenhandelaar ge

durende een jaar kolen van het soort (i) (i=l,2,3), dan bedraagt zijn 

winst resp. f 435,--, f 190,-- off 1050,--. De kans op opzegging van 

het contract na levering van kolensoort (i) duiden we aan met p. en de-
i 

ze kans is onafhankelijk van het jaar van levering. p 1 = 0,2; p2 = 0,4 

en p 3 = 0,6. 

De kolenhandelaar, een harde zakenman, vraagt zich nu af welke kolen

soorten hij in de opeenvolgende jaren bij het hotel zal afleveren. 

We hQuden ons bij de oplossing zoveel mogelijk aan de regels, die zo

juist zijn gegeven. 
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We beschouwen als systeem "de kolenleverantie", De toestanden, die dit 

systeem kan aannemen, zijn voor alle tijdstippen j dezelfde, en wel: 

1 • geen leverantie; het contract is opgezegd: s. = Ot 
J 

2. wel leverantie; het contract is niet opgezegd: S. = 1, 
J 

De toegelaten beslissingen in deze twee toestanden zijn de volgende: 

1 • 

2. 

Dus 

s. = O, dus geen leveranties meer: x. = 0 
J J 

s. = 
J 

1, leverantie van superkolen: x. = 1 
. J 

leverantie van kwaliteitskolen: x. = 2 
J 

leverantie van huishoudkolen: x. = 3, 
J 

x(o) = {o} 

x(1) = {1, 2, 3}. 

h6(o;O) = 0 

h6 ( 1 ; 1 ) = 435 

h6(1;2) = 790 

h6( 1 ;3) = 1050. 

Het zal iedereen duidelijk zijn dat r 1(s6) = max{h6(s6;x6)}bereikt 

wordt voor x6 = 3 in s6 = 1. In s6 = 0 kan alleen de beslissing x6 = 0 
genomen worden. 

De overgang van de toestand op tijdstip 5 naar die op tijdstip 6 wordt 

gegeven door de volgende kansen: 
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0,2 

o,4 

o,6 

0,8 

o,6 

o,4 

0,0 

s5 = 

s5 = 

s5 = 

s5 = 

s5 = 

s5 = 

s5 = 

s5 = 

1 . x5 = 
' 

1 . X5 = 2 
' 

1 . X5 = 3 , 

O· X5 = 0 
' 

1 . X5 = 
' 

1 • X5 = 2 
' 

1 • X5 = 3 ' 
O· X5 = o. 
' 

We gaan nu een stap terug. De maximaal "erwachte opbrengst vanaf tijd

stip 5. wordt 

(6.13) 

In onderstaande tabel geven WlJ de waarden, die de termen van het rechter

lid van (6.13) kunnen aannemen. 

1 

s5 x5 h5(S5;x5) + I P5(~=i[s5 ;x5)r 1(i) 
i=O 

0 0 0 + 0 = 0 

1 1 435 + o,8 * 1050 = 1275 

2 790 + o,6 * 1050 = 1420 

3 1050 + o,4 * 1050 = 1470 

Uit deze tabel blijkt, dat in s 5 = 1 de beslissing x5 = 3 genomen moet 

warden, metals maximale verwachte opbrengst r2(s5 ) = 1470. In s 5 = 0 

wordt uiteraard de beslissing x5 = 0 genomen. 

Voor de overgang van s 4 naar s 5 - en evenzo voor alle andere overgangen -

vinden we kansen P4(f5=i[s4 ;x4 ) met dezelfde waarden als bij de overgang 

van s 5 naar s 6 . Voor de vierde stap kunnen we dus de volgende tabel op

stellen: 
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1 
84 x4 h4(84;x4) + I P4(£5=il84 ;x4)r2(i) 

i=O 

0 0 0 + 0 = 0 

1 1 435 + 0,8 * 1470 = 1621 

2 790 + o,6 * 1470 = 1672 

3 1050 + o,4 * 1470 = 1638 ·-

In 84 = 1 is derhalve de beslissing x4 = 2 voorgeschreven met een 

maximale verwachte opbrengst r3(s4 ) = 1672. 

De derde stap levert ons nu de waarden in de volgende tabel. 

1 

83 x3 h3 ( 8 ;.x ) + I P3(£4=il83 ;x3)r3(i) 
i=O 

0 0 0 + 0 = 0 

1 1 435 + o,8 * 1672 = 1772,6 

2 790 + o,6 * 1672 = 1793 ,2 

3 1050 + o,4 * 1672 == 1718,8 

In s 3 = 1 wordt dus de beslissing x3 = 2 genomen (en in 83 = 0 de be

slissing x3 = 0). 

Op dezelfde manier voortgaande vinden we voor de tweede en de eerste 

stap de volgende tabellen: 

1 
82 x2 h2(82;x2) + I P2(£3=ils2 ;x2 )r4(i) 

i=O 

0 0 0 + 0 = 0 

1 1 435 + o,8 * 1793 ,2 = 1869,56 

2 790 + o,6 * 1793 ,2 = 1865,92 

3 1050 + o,4 * 1793 ,2 = 1767 ,38 

1 
81 x1 h1(81;x1) + I p 1 ( £ 2 = i I 8 1 ; x 1 ) f 5 ( i ) 

i=O 

1 1 435 + o,8 * 1869 ,56 = 1930,65 

2 790 + o,6 * 1869 ,56 = 1911,74 

3 1050 + o,4 * 1869,56 = 1797 ,82 
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Op tijdstip 1 is nog geen levering gedaan; de toestandsgrootheid s 1 

heeft dan ook altijd de waarde 1. 

We geven de strategie, die uit de voorgaande berekeningen gevonden kan 

warden, schematisch weer. p.(s.+ 1=ijs. ;x.) wordt in dit schema afgekort 
J -J J J 

als p .. 
J 

X2 r O X3 r O X4 1 Q X5 1 0 X6 1 0 

1s2 = oHs3 = o!-,,[sil = oi-~!s5 = o!--3-1 s6 = oi 

S = 1 
2 

s = 
3 

1 
X = 

3 

...:, 

p5=o,6 

De optimale winstverwachting r 1(s 1 ) = r 1(1) bedraagt f 1930,65, 

voorbeeld 6.6 

Een aannemer van grondwerken heeft, voor een project, dat drie jaar 

duurt, een :_:ulldozer in gebruik, die een levensduur van drie j aar heeft. 

Ieder jaar op 1 april beslist de aannemer of hij de bulldozer het komen

de jaar weer zal gebruiken dan wel zal vervangen. Als hij tot vervanging 

overgaat heeft de aannemer de keuze tussen een nieuwe en een tweedehands 

aankoop. De prijzen v9or bulldozers zijn in onderstaande tabel vermeld. 

Bij iedere vervanging ruilt de aannemer zijn oude exemplaar in. In de 

tabel zijn daarom tevens inruilwaarden voor bulldozers gegeven. Ieder 

jaar is er door diverse omstandigheden kans op onherstelbare schade, zo

dat in dat jaar tot tussentijdse vervanging moet warden overgegaan. De 

kansen daarop zijn in de laatste kolom van de tabel gegeven. De tussen

tijds:te vervangen bulldozer wordt geacht een schrootwaarde van f 100~-

te hebben. Doordat dan op korte termijn voor een vervanger gezorgd moet ,_ 

warden, is de aannemer bij zulk een katastrofe genoodzaakt een nieuwe 
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(0 jaar oude) bulldozer te kopen; de leeftijd Yan deze vervangende bull

dozer wordt aan het einde van het desbetreffende jaar op 1 gesteld. Na 

afloop van de drie jaren wordt de in gebruik zijnde bulldozer tegen in

ruilwaarde verkocht. De aannemer begint met eeri 1 Jaar oude bulldozer. 

De aannemer vraagt zich nu af of hij gedurende de drie Jaar zal vervangen, 

en zo ja wanneer en hoe. 

leeftijd 1 prijs inruilwaarde overlevingsk.ans 

in Jaren P(l > 1 ) 

0 10.000,-- -,-- 1 ,o 

1 8,000,-- 5,000,-- o,8 

2 6.000,-- 2.000,-- o,4 

3 1.500,-- 1.000,-- o,o 

De toestand van het systeem "bulldozer" wordt weergegeven door de leef

tijd Sj = k (k=1,2,3) van de bulldozer. De toestand op tijdstip 1 

(1 april van het eerste jaar), vlak voor de beslissing valt,is dus s1 = 1. 

De toegelaten beslissingen x. = k (k=G,1,2; voor alle tijdstippen j) 
J 

geven de leeftijd aan van de aan te schaffen bulldozer. Wordt op tijd-

stip j in toestand S. = k de beslissing x. = k = s. genomen, dan bete-
J J J 

kent dat, dat het project met de oude bulldozer wordt voortgezet. 

We beschouweh bij de oplossing van dit probleem kosten i.p.v. opbrengsten. 

Over het derde jaar luidt de kostenfunctie h3(s3 ;x3 ), inclusief de ver

koop aan het einde van het project: 
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s3 X3 h3(S3;x3) r 1(s3 ) 

1 0 10.000 - 5000 - 5000 = 0 

1 o,2*9900 - o,2*5000 - o,8*2000 = -620 - 620 

2 6000 - 5000 + o,6*9900 - o,6*5000 + 

- o,4*1000 = 3540 

2 0 10.000 ~ 2000 - 5000 = 3000 

1 8000 - 2000 + 0,2*9900 - 0,2*5000 + 

- o,8*2000 = 5380 

2 o,6*9900 - o,6*5000 - o,4*1000 = 2540 2540 

3 0 10,000 - 1000 - 5000 = 4000 4000 

1 8000 - 1000 + 0,2*9900 - 0,2*5000 + 

- o,8*2000 = 6380 

2 6000 - 1000 + o,6*9900 - o,6*5000 + 

- o,4*1000 = 7540 

Voor de tweede stap krijgen we de volgende tabel: 

s2 x2 h2(S2;x2) + I P2 (.e_3 ;ils2 ;x2 )r 1(i) 
l 

1 0 10.000 - 5000 + f 1 ( 1 ) = 4380 

1 0,2*9900 + 0,2 f ,( 1) + o,8 f 1 ( 2) = 3880 

2 1000 + o,6*9900 + o,6 r 1(1) + o,4 f 1 ( 3) = 8168 

2 0 10.000 - 2000 + f 1 ( 1 ) = 7380 

1 8000 - 2000 + 0,2*9900 + 0,2 f 1 ( 1 ) + 0,8 f 1 ( 2) = 9888 

2 o,6*9900 + o,6 r 1(1) + o,4 f 1 ( 3) = 7168 

3 0 10.000 - 1000 + f 1 ( 1 ) = 8380 

1 8000 - 1000 + 0,2*9900 + 0,2 fl ( 1 ) + o,8 r 1(2) = 10888 

2 6000 - 1000 + O ,'6*9900 + o,6 r 1(1) + o,4 r 1(3) = 12168 



232 

We vinden nu voor de minimale kosten r 2 (s2 ) vanaf het tweede.jaar: 

s2 x2 r2(s2) 

1 1 3880 

2 2 .~ 7168 

3 0 8380 

Voor de eerste periode beginnen we met de toestand s 1 = 1 en we vinden 

derhalve voor de kosten van de volgende waarden: 

81 x1 h 1 (S 1 ;x 1) ~ P1(£2=ils 1;x1)r2(i) 
l. , 

1 0 10.000 - 5000 + f2(1) = 8880 

1 0,2*9900 + 0,2 f2(i) + o,8 f2(2) =8490 ,40 

2 6000 - 5000 + o,6*9900 + o,6 r (1) + o,4 f ( 3) = 12620 

De beste beslissing is in de eerste stap dus x 1 = 1, d.w.z. doorgaan 

met de aanwezige bulldozer. In schemavorm ziet de strategie er alsvolgt 

uit. 

X = s3 = 
2 ! 

s2 = 

s = 2 

81 = 

't s3 = 
x1 = 

s = 2 2 

t 2 s3 3 X = = 2 

De totale verwachte kosten bedragen voor de gevonden strategie f 8490,40. 
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Tot besluit laten we nag eenmaal de hoofdzaken van de dynamische pro

grammeringsaanpak voor N-stapsbeslissingsproblemen de revue passeren. 

Zoals inmiddels wel duidelijk zal zijn geworden, houden we ans hier be

zag met problemen, waar de verandering in de toestand van het systeem 

een essentiele rol speelt. We nemen aan dat we de tijdstippen, waarop 

de toestandsveranderingen plaatsvinden,kunnen nummeren ( "discrete tijd

stippen"). Bij iedere stap van tijdstip j naar tijdstip j+1 verandert 

de toestand S. naar S. 1. We hebben aan zo'n stap een (verwachte) directe 
J J+ 

opbrengst (c.~. een verlies) h.(S.;x.) toegevoegd. Door in toestand s. 
J J J J 

een beslissing xj te nemen kan de (verwachte) directe opbrengst bein-

vloed warden. Bij de oplossing van een N-stapsbeslissingsprobleem willen 

we functies z.(S.J = x., de strategie, vinden, die aan iedere toestand 
J J J 

Sj beslissingen toevoegen, en wel zo dat de (verwachte) totale opbrengst 

(verlies) wordt gemaximaliseerd (gemini~aliseerd). Een strategie z, die 

hieraan voldoet heet optimaal. 

Het is onderwijl duidelijk, dat men de beslissingen niet onafhankelijk 

van elkaar kan nemen, want de beslissing x. op tijdstip j (j=1,2, ... ,N-1) 
J 

heeft merkbaar invloed op de toestand Sj+ 1, die vanuit Sj bereikt wordt, 

en dus oak op de beslissingen, die in de toestand S. 1 toegelaten zijn. 
J+ 

We beperken ans voor de eenvoud tot maximalisatieproblemen, en schrijven 

fN(s 1) = max yN(s 1;z) = maximale (verwachte) opbrengst vanuit s 1 , 
z 

in N stappen te bereiken. 

Laten we de eerste stap weg, dan definieren we evenzo 

fN_ 1(s2 ) = maximale (verwachte) opbrengst vanuit s 2 , in de laatste 

N-1 stappen te bereiken. 

Aldus voortgaande vinden we voor tijdstip N-k+1 (d.w.z. de eerste N-k 

stappen zijn weggelaten): 

fk(SN-k+ 1) = maximale (verwachte) opbrengst vanuit SN-k+ 1 in de 

laatste k stappen te bereiken. 
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Het verschil tussen fN(s 1) en fN_ 1(s2 ) wordt gevormd door de (verwachte) 

directe opbrengst h 1(s1;x1). We schrijven dus voor het· deterministische 

probleem: 

(6.14) 

en voor het stochastische probleem: 

(6.15) 

In het algemeen vinden we derhalve de recurrente betrekking (6.12) die 

op blz. 224 vermeld is. 

We lichten de formules (6.14) en (6.15) toe, door ze met wo9rden weer 

te geven: "Zoek de beste beslissing x~ in de toestand s 1, aangenomen 

dat in alle volgende stappen optimaal beslist wordt". Kapt men steeds 

de eerste stap van een gegeven beslissingsproces af, dan vindt men ge

heel analoog een verklaring voor (6.12). 

Op deze wijze is een motivering verkregen voor de werkwijze, die bij de 

dynamische programmering toegepast wordt: "Bepaal, uitgaande van een 

optimale strategie voor de laatste k (k=0,1, •.• ,N-2) stappen, een opti-
. • * - *( ) II male beslissing xN-k+ 1 - z SN-k+ 1 • 

oo-stapsbesLissingsprobZemen. 

Zoals aan het eind van paragraaf 6.1 is opgemerkt blijkt bij oo-stapsbe

slissingsproblemen dikwijls dater voor alle tijdstippen j een en de

zelfde beslissingsregel z(S.) is. Bij de behandeling van het model van 
J 

het derde probleem in paragraaf 6.2 (blz. 207) zijn bovendien enige 

vereenvoudigingen ingevoerd m.b.t. de verzameling toegelaten beslissingen, 

de (verwachte) opbrengst en de overgangskansverdeling: 

1 - x-(S.) = x-(S.) = x(S) voor alle i en j, als s. = s. = S 
1 1 J J 1 J 
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2 - h.(S.;x.) = h.(S.;x.) = h(S;x) voor alle 1 en J, als S. = S. = S 
l l l J J J l J 

en x. = x. = x. 
l J 

3 - P. ( s. 1 = 1 Is. ,x. ) = P. ( s. 1 = 1 Is. ;x.) = 
l -1+ l l J -J+ J J P(s.+ 1=1 ls.;x.) voor alle 

-J J J 
i en j, als s. = s. en x- = x. 

l J l J 

en voor deterministische 00-stapsbeslissingsproblemen: 

3a - T.(s. ,x.) = T-(S.,x.) = T(S,x) voor alle i en j, als s. = s. = S 
l l l J J J l J 

en x. = x. = x. 
l J 

Bij de behandeling van de oplossingsmethoden voor 00-stapsbeslissings

problemen zullen we alleen beslissingsproblemen beschouwen, waarvoor 

deze vereenvoudigingen opgaan. 

We beschouwen het 00-stapsbeslissingsprobleem als een limietgeval van 

het N-stapsbeslissingsprobleem, en we schrijven 

lim fN(s 1) = f(S 1) 
N➔oo 

voorzover deze limiet bestaat. Onder zeer algemene voorwaarden gaat 

dan (6.11) over in 

*) max {h(S 1;x 1) + f(T 1(s 1,x1))}. (6.16) 
x1q(S1) 

Vergelijkingen van de vorm (6.16) noemt men functionaalvergelijkingen; 

men moet hier n.l. onbekende functies bepalen i.p.v. onbekende var1a

belen. Zodra de functie f(S 1) bekend is voor iedere waarde van s1 ES 

kunnen we door middel van (6.16) een optimale beslissing, x~ vinden bij 

iedere toe~tand s1. Dit wil zeggen dat een optimale beslissingsregel 

z0 (s 1) = x~ is gevonden. Uit de structuur van het gestelde 00-stapsbeslis

singsprobleem volgt nu dat de strategie, bestaande uit deze ene besiis

singsregel, ook optimaal is voor de overige beslissingstijdstippen. 

Bijgevolg: 

* = X.' 
J 

* = X • 

V9or minimalisatieproblemen wordt weer max door min vervangen; de 
behandeling is overigens geheel gelijk. 
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Voor stochastische 00-stapsbeslissingsproblemen wordt de functionaalver

gelijking alsvolgt geschreven: 

r(s 1) = 

= 

max {h(S 1 ;x1) + E(r(.g2 ) I s 1 ;x1)} 
x{x(s 1) 

m 

I P(£2=ils 1;x1) f(i) 
i=1 

(6.17) 

voor discrete kansverdelingen 
max {h(S 1 ;x1), + 

x 1e:x(s 1 ) 

voor continue kansverdelingen. 

Men vindt voor deze problemen geheel analoog een optimale strategie 

z(S) voor alle beslissingstijdstippen j. 

Wanneer uit de formulering van een 00-stapsbeslissingsprobleem blijkt 

dat verdiscontering moet worden toegepast, dan herschrijven wij de 

functionaalvergelijkingen alsvolgt: 

voor het deterministische 00-stapsbeslissingsprobleem 

f ( S 1 ) = max { h ( S 1 ; x 1 ) + af ( T 1 ( S 1 ; x 1 ) ) } 
x 1q(s 1 ) 

en voor het stochastische 00-stapsbeslissing~probleem 

r(s 1) = max {h(S1;x1) + aE(f(£2 )1s 1;x1)},o <a< 1. 
x 1q(s 1 ) 

Men merke op dat voor a= 1 de vergelijkingen (6.16) en (6.17) weer 

ontstaan. 

We behandelen nu drie oplossingsmethoden voor zowel deterministische 

als stochastische 00-stapsbeslissingsproblemen, waarvan de eerste een 

zeer voor de hand liggende methode is. Hierbij wordt de optimale stra

tegie iteratief bepaald. *) We gaan er van uit dat we een rij N-staps

beslissingsproblemen (N=1 ,2,3, ... ) kunnen construeren, waarvan de opti-

Ii:Peratief will zeggen: stapsgewijs wordt de oplossing verbeterd, 
waarbij veelal de oude oplossing als startoplossing voor de volgende 
fungeert (vgl. de simplex-methode). 
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male opbrengsten fN(S) convergeren naar de optimale opbrengst f(S) van 

het 00-stapsbeslissingsprobleem. We nemen, ter illustratie, nogmaals het 

voorbeeld 6.5 uit deze paragraaf (blz. 225) en onderstellen dat het 

contract niet is afgesloten voor een zestal jaren, maar voor een onbe

grensde periode. Neem aan data= 1. 

Gemakkelijk is af te leiden dat 

r.(o) = o 
J 

(j=1,2, .•. ) 

en voorzover de begintoestand 1 is vindt men, na min of meer uitgebreid 

rekenwerk, de volgende uitkomsten: 

aantal stappen n f ( 1 ) 
van het probleem n 

1 1050 

2 1470 

3 1672 

4 1793,20 

5 1869,56 

6 1930,65 

10 2074,91 

15 2142,20 

25 2171 ,Sb 

35 2174 ,64 

50 2174 ,99 

00 

Een nader onderzoek van de rij {fn(1)}n= 1 leidt tot de conclusie 

Kies nu f(1) 

lim f (1) = 2175, n n-+oo 

2175 = max 
X . ic, { 1 , 2 , 3 } 

J 

{a 
x. 

J 

+ (1-p ) . 2175} 
x. 

J 
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en hieruit volgt x. = 1; d.w.z. altijd superkolen leveren. 
J 

Bij de tweede iteratiemethode, die we hier behandelen, gaan we uit van 

de functionaalvergelij_king 

(6.18) 

voor het deterministische geval,. of 

(6.19) 

voor het stochastische geval. 

Men zal opmerken dat dit de opbrengstfuncties zijn, die we willen maxi

maliseren. 

We kiezen nu een (willekeu.rige) strategie z(O) = z(O)(S) en bepalen 

daarmee de functiewaarde y( S 1 ;z ( O)). .Om nu een verbetering ,van 

dit resultaat te vinden gaan we een beslissingsproces invoeren- met een 

zogenaamde gemengde strategie. Hierbij wordt in toestand s1 op het 

eerste tijdstip de beslissing xJ genomen, terwijl alle volgende beslis

singen volgens de strategie z(O worden genomen. Dat levert ons een op

brengstfunctie 

(6.20) 

voor het deterministische geval, en 

(0.::_a..::_1) 

voor het stochastische geval. 

Voor iedere toestand s1 kunnen we door (6.20) of\(6.21) te maximaliseren 

als functie van x een beslissing x 1 vinden en dus een tweede strategie 
(1) . . .,.,. t . z . Levert d1t nu voor tenminste een oestand s1 een verbetering op 

van de'opbrengstwaarde, dan kan men bewijzen dat voor z( 1) geldt: 
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We gaan dan m.b.v. de strategie z( 1) opnieuw de opbrengst y(s 1;z( 1)) 

berekenen. Deze laatste strategie kunnen we op zijn beurt weer trachten 

te verbeteren door de gemengde strategie (x~)z( 1) toe te passen. Op deze 

wijze wordt een rij opbrengstfuncties y(S 1;z(n)) (n=0,1,2, •.. ) verkregen, 

die veelal convergeert naar de optimale opbrengstfunctie f(S) = max y(S;z). 
z 

Het zal duidelijk zijn, dat voor een optimale strategie z0 moet gelden 

f(S) = max y(S;(x)z0 ). 
xq(S) 

We passen het voorgaande weer toe op het meermalen gebruikte voorbeeld 

6.5. We beginnen in de toestand s1 = 1, daar f(O) = O, en we nemen aan 

data= 1. Er zijn drie beslissingen, waaruit we kunnen kiezen: 

z(1) = i (i=1,2,3) 

en voor de toestand s1 = 0 luidt de optimale strategie altijd 

z(O) = 0. 

Stel we kiezen z(0)(1) = 3, d.w.z. "huishoudkolen leveren". We berekenen 

nu de opbrengst y(S 1;z(O)): 

y(O;z(O)) = 0 

y(1 ;z(O)) = a3 + 
(0) (1-p3) y(1;z ) = 

= 1050 + o,4 y(1 ;z(O)) 

dus y(1 ;z(o)) = 1750. 

Vervolgens zoeken we een beslissing x 1 (= 1 ,2 of 3), die dit resultaat 

verbetert. 
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435 + 0,8.1750 = 1835 voor x 1 = 
= 790 + 0,6.1750 = 1840 voor x 1 = 

1750 voor x 1 = 

Hieruit concluderen we dat een verbeterde strategie z( 1 ) luidt: 

z( 1)(0) = 0 

z( 1 )(1) = 2. 

De functie y(S 1 ;z( 1 )) luidt nu: 

y(O;z( 1)) = 0 

2 

3. 

y(1;z( 1)) = 790 + (1-0,4) • y(1;z( 1)):::;>y(1;z( 1)) = 1975, 

We herhalen de verbeteringsprocedure m.b.v. de gemengde strategie 

(x1)z(1): 

y(0;(x 1)z( 1 )) = 0 

y(1;(x 1)z( 1 )) = a + ( 1 -p ) y ( 1 ; z ( 1 ) ) = 
x1 x1 

435 + 0,8.1975 = 2015 voor x 1 = 
= 19"75 voor x 1 = 2 

1050 + 0,4.1975 = 1840 voor x 1 = 3 

Een verbeterde strategie ·1uidt derhalve 

z( 2 \o) = o 

z(2\1) = 
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y(O;z( 2 )) = 0 

y ( 1 ; z ( 2 ) ) = 4 3 5 + ( 1-0 , 2) y ( 1 ; z ( 2 ) ) 

Wederom gaan we proberen dit resultaat te verbeteren m.b.v. een gemengde 

strategie (x 1)z( 2 ), en we krijgen dus: 

y(O;(x 1)z( 2 )) = 0 

y(1 ;(x1)z( 2 )) = z + (1-px) y(1;z( 2 )) = 
x1 1 

2175 voor X7 = 

= 790 + 0,6.2175 = 2095 voor X7 = 2 

1050 + o,4.2175 = 1920 voor x1 = 3. 

De optimale beslissing x 1 luidt nu x 1 = 1 en we hebben geen verbetering 

kunnen verkrijgen. Onze conclusie is dus, dat z0(1) = 1 de optimale 

strategie is, en er geldt 

f(S 1) = f(1) = max y(1;(x)z 0(1)). 
xq(1) 

Bij de derde en laatste oplossingsmethode, die in deze paragraaf ter 

sprake komt, probeert men regelrecht uit de functionaalvergelijkingen 

r( s 1) = max {h(S 1 ;x1) + af(S2 )} (6.16) 

of x 1Ex(s 1) 

r(s 1) = max {h(S1 ;x1) + aE(r(s2 )Js 1;x 1)} (6.17) 
x 1Ex(s 1) 

0 < a < 1 

f(S) op te lossen. De wijze waarop dit geschiedt is veelal sterk af

hankelijk van het probleem waar het in concreto om gaat. 

We demonstreren deze methode weer aan het voorbeeld 6.5 (met a=1). Daar 

f(O) = 0 kunnen we de functiewaarde in de toestand O even goed weglaten 

(daar past immers alleen de strategie z0 (o) = 0 bij). Voor f(1) moet nu 

volgens (6.17) gelden 



Hieruit volgt 

f(1) = max 
XEX( 1) 

= max 
xq( 1) 
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{a + (1-p) f(1)} = 
X X 

{a + f(1) - p f(1)}. 
X X 

max 
XEX ( 1 ) 

{a - p f(1)} = 0 
X X 

en we kunnen nu gemakkelijk aantonen dat 

f( 1 ) 

* optimale Als X de 

f( 1 ) 

Dus: 

f( 1 ) 

a 
> X 

-px 

beslissing in 

a * X =-
p * X 

a 
X = max -= 

xq(1) PX 

s = 

2175 

De optimale strategie luidt derhalve 

z0 (o) = o 

z0 (1) = 1. 

1s, dan moet gelden 

voor x = 1. 
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Opgaven 

Opm. zorg er in het bijzonder voor dat het model van de onderstaande 

problemen correct is. 

6.1. Los voorbeeld 3,3 (blz. 77) op m.b.v. dynamische programmering en 

laat daarbij gegeven zijn a 1 = 2 en a2 = 4. 

6.2, Ga voor opgave 2.3 (blz. 66) m.b.v. dynamische programmering na 

welke strategie het voordeligst is voor de E.A.A.M., wanneer ge

geven is, dat het aantal proefboringen slechts drie bedraagt (be

schouw niet alleen de strategieen, die op blz. 67 vermeld zijn). 

( tentamen 1968) 

6.3. De eigenaar van een viertal zeer exclusieve delicatessenwinkels 

heeft de hand kunnen leggen op een zestal struisvogeleieren, die 

hij zaterdag a.s. wil verkopen. Hij weet dat in de vier (verschil

lende)' wi;jken waar zijn winkels gelegen zijn de vraag naar struis

vogeleieren geheel verschillend is, en hij wil daarom de eieren zo 

gunstig mogelijk over de winkels verdelen. In onderstaande tabel 

is per winkel de door de eigenaar geschatte totale winst gegeven, 

als hij daar het aangegeven aantal eieren ten verkoop aanbiedt. 

2 3 4 

aantal 

0 0 0 0 0 

4 2 6 2 

2 6 4 8 3 

3 7 6 8 4 
4 7 8 8 4 

5 7 9 8 4 
6 7 10 8 4 

Bereken m.b.v. dynamische programmering een optimaal verzendschema. 
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6.4. Vervolg op opgave 6.3.: 

Stel dat de handelaar niet de (totale) winst per winkel schat, maar 

in plaats daarvan de kansen P(x.=i) (i=O,J, ••• ,6) op het verkopen 
-J 

van i eieren in winkel j. Die kansen zijn in onderstaande tabel ge-

geven. 

j: 2 3 4 

P(x.=O) 
. J 

0,2 0, 1 0,2 0, 1 

P(x.=1) 
J 

o,4 0,3 0,2 0, 1 

P(x.=2) 
J 

0,3 0,3 0,3 o,4 

P(xj=3) 0, 1 0,3 0,3 o,4 

P(x.>3) 0 0 0 0 
J 

Wordt een ei niet verkocht, dan brengt dat een verlies van /1 met 

zich mee. 

Bereken m.b.v. dynamische programmering die verdeling van de 
f 

eieren over de winkels, waarbij het verwachte verlies minimaal is. 

6.5, Bingels' metaalbedrijf produceert op order a.a. een speciaal type 

ploegscharen. In drie achtereenvolgende weken moeter er resp. 2, 1 

en 3 stuks warden geleverd. Er is, voordat men aan deze order be

gint, geen voorraad ploegscharen meer, terwijl de directie na be

eindiging van de orders er ook geen in voorraad meer wil houden. 

De produktiekosten zijn afhankelijk van de te produceren hoeveel

heden, en zijn vermeld in onderstaande tabel. 

aantal ploegscharen 0 3 4 
totale produktiekosten in /100 0 5 8 10 11 

De voorraadkosten bedragen /100 per week per stuk over het aan het 

eind van die week aanwezige aantal. 

Gevraagd: Hoeveel ploegscharen zal men resp. in week 1, 2 en 3 

moeten maken opdat de totale kosten minimaal zijn? ,. 

Opm.: de afleveringen vinden aan het einde van iedere week plaats. 
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6.6. De frekwente cafebezoeker Kobus Gokker speelt met zijn maat Jan de 

Kraker graag het volgende dobbelspel. Om de beurt maakt een speler 

een serie van hoogstens zes worpen met een dobbelsteen, maar hij 

mag ook eerder ophouden. De laatste worp van de serie is bepalend 

voor de uitkomst van het spel. Wordt bij die laatste worp een zes 

gegooid, dan behoeft de werper niet te betalen en hij ontvangt oak 

niets, tenzij die laatste warp juist de zesde is: hij ontvangt dan 

f 3,60. Gooit hij bij de laatste worp echter een lager aantal ogen 

x, dan moet hij betalen, en wel een zeker bedrag y per punt ver

schil met 6 (dus (6-x)y). Die bedragen y verschillen voor iedere 

worp en luiden: 

eerste worp y = ct. vierde worp y = 8 ct. 

tweede warp y = 2 ct. vijfde warp y = 16 ct. 

derde warp y = 4 ct. zesde worp y = 32 ct. 

Bepaal m.b.v. dynamische programmering wanneer Kobus moet ophouden, 

als hij zich aan kostenminimalisatie houdt. 

6.7, Los opgave 2.3 (blz. 66) opals 00-stapsbeslissingsprobleem. Be

schouw daarbij de volgende strategieen: 

- iedere boor met leeftijd 

2 -

3 -

" 
" " 

" 
" " 

2 

3 

vervangen 

" 
" 
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6.4. Bijzondere onderwerpen: de gemiddelde opbrengst. 

In deze paragraaf wordt een ander criterium voor 00-stapsbeslissingspro

blemen, dan tot dusver is aangenomen, behandeld. In de vorige paragrafen 

is als criterium voor de optimaliteit van strategieen de - al of niet 

verdisconteerde - totale opbrengst (of kosten) gehanteerd. Bovendien is 

de dynamische programmeringsaanpak, die bij de bepaling van die totale 

opbrengst wordt toegepast, alleen van toepassing op.problemen, waar 

slechts op equidistante tijdstippen beslissingen kunnen worden genomen. 

Bij de methoden, die we nu zullen bespreken is dat niet vereist; we 

zullen aannemen dat de beslisser zelf het tijdstip kan bepalen, waarop 

hij wil beslissen. 

Laten we eens een willekeurig probleem beschouwen en onse aandacht daar

bij richten op de wandeling die het systeem maakt door de toestandsruim

te S. We maken de volgende veronderstellingen: de beslisser houdt zich 

niet afzijdig en past een gegeven strategie z toe. Voorts bestaat er eeh 

toestand S(z), waarin het systeem na korter of langer tijd steeds weer 

terug keert. De tijd !(i), die verstrijkt tussen het tijdstip waarop 

S(z) (i-1)-keer is opgetreden en het tijdstip waarop S(z) voor de ide 

keer optreedt is stochastisch, evenals de opbrengst h(i) over die periode. 

De kansverdelingen van !(i) en h(i) zijn gedefinieerd, groepsgewijs onaf

hankelijk en identiek, en bezitten zeker een eerste en tweede moment, die 

beiden eindig zijn; het eerste moment is bovendien ongelijk aan nul. 

E(!(i)) = E(!(j)) = E(!) 

E(h(i)) = E(h(j)) = E(h) 

0 < E!, Eh< 00 

Et2 _, Eh2 < oo, 

De kansverdelingen gen f z1Jn overigens afhankelijk van het natuurlijke 

proces en de toegepaste strategie z, 



Laten we, zoals gezegd, het systeem volgen bij zijn gang door de toe

standsruimte. Zadra het systeem de toestand S( z) heeft aangedaan gaan 

we gedurende een tijdsperiode T precies bijhouden hoeveel keer daarna 

het systeem weer in S(z) verkeert en hoe groat de opbrengst is geduren~ 

de die tijd. We hebben daarmee een realisering van het beslissingspro

ces, die we aanduiden met w, en een opbrengst HT(w). 

De gemiddelde opbrengst, d.w.z. de opbrengst per tijdseenheid luidt nu 

Daar we geinteresseerd zijn in 00-stapsbeslissingsproblemen, vragen we 

ons af water zal geschieden indien T toeneemt. Men kan nu bewijzen, 

dat, behoudens een kans O, voor iedere toekomstige ontwikkeling w zal 

geldeh: 

lim HT(w)/T = EQ/Ei, 
~00 

Men zal stellig concluderen dat we, afgezien van eventualiteiten die 

met kans O optreden, een criterium 

gevonden hebben, dat bruikbaar is voor die 00-stapsbeslissingsprocessen, 

welke op grand van hun onbegrensd grate totale opbrengsten niet verge

lijkbaar zijn. We kunnen bovendien zonder bezwaar problemen behandelen, 

waar de beslissingen op willekeurige (niet equidistante) tijdstippen 

moeten warden genomen. 

Als voorbeeld van deze methode, die, naar de herhaling van de toestand 

S(z), herhalingsprogrammering wordt genoemd, lossen we een variant op 

van voorbeeld 6.6 (blz. 229). Neem aan dat het niet om een projectduur 

van 3 jaar gaat, maar dat de aannemer altijd een bulldozer nodig heeft. 

We beschouwen de strategie "alleen door een nieuwe bulldozer vervangen 

als de in gebruik zijnde 3 jaar oud is", die we aanduiden met 
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z = (3,0). 

De twee getallen (3,0) die tussen haakjes zijn vermeld heten de para

meters van de strategie. Voor de goede orde zij opgemerkt dat we alleen 

strategieen beschouwen, die op grond van een eindig aantal parameters 

van elkaar kunnen warden onderscheiden. 

We kiezen als S(z) de toestand S = 1, d.w.z. een 1 jaar oude bulldozer. 

In een schetsje ziet het beginstuk van alle mogelijke wandelingen, die 

beginnen in de toestand S = 1, er uit als een boom (ga na): 

x. =2~ 
J+1 

o,4 0 

0 

x.=1-~ S. = 
J 

..... ' .... 
I ' o,8 0 I 3 
I 

' 
' ' o,8 I ...... .... ......_ 0 ,2 

:0 0' ..... 

'02 .... , 

0 ', 



De mogelijke wandelingen zijn genummerd m.b.v. omcirkelde getallen. De 

andere getallen die naast de pijlen staan zijn de gegeven kansen op 

een stap, die door de pijl wordt weergegeven. We zien nu dat in iedere 

wandeling de toestand S = 1 na korter of langer tijd herhaald wordt. 

Op grond van de kansen die gegeven zijn kan men de verwachte tijdsduur 

tot de eerste herhaling uitrekenen. 

De kans om de eerste herhaling via wandeling 0te bereiken is 

o,8 x o,4 x 1 = 0,32 

via wandeling 0 is dat 0,2 en via wandeling 0 
o,8 x o,6 = o,48. 

De verwachte tijdsduur Et luidt derhalve 

Et= o,32x3 + o,2x1 + o,48x2 = 2,12. 

De verwachte opbrengst Eh vinden we analoog 

Eh= 0,32(10.000-1000) + 0,2(10.000-100) + 

+ o,48(10.000-100) = 1 9612,--. 

De criteriumwaarde is dan 

y(S;z) = y(S;(3,0)) = E~/Ei = f 9612/2,12 ~ f 4534,--

en dat zijn de gemiddelde verwachte kosten van een stap van het systeem 

"bulldozer" onder de strategie z = ( 3 ,O). 

Een tweede voorbeeld dat we m.b.v. herhalingsprogrammering oplossen is 

het volgende. 
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voorbeeld 6,7 

De pomphouder van de plaatselijke witte (super-)benzinepomp in Zeedorp 

kan, wanneer hij dat wenst, op elk moment de tank van de pomp laten 

bijvullen, zonder levertijd. De inkoopkosten van een hoeveelheid van x 

liter benzine bedragen f(x) = c 1 + c2x. De voorraadkosten bedragen k 

per liter per dag over de gemiddelde voorraad op die dag. De pomphouder 

.neemt aan dat hij een constante omzetsnelheid heeft van a liter per dag. 

Hoeveel liter moet hij nu per levering bij laten tanken? De capaciteit 

van de tank speelt geen rol. 

De toestand S van het systeem "benzinepomp" wordt gegeven door de nag 

aanwezige hoeveelheid benzine. Als S(z) kiezen we S = O. 

S(z:tsJSJ" 
~ 

Et 

De "herhalingstijd" E!_ is eenvoudig te berekenen. Als de aanvullings

order x liter bedraagt, dan is 

Et= x/a. 

Voor de verwachte totale kosten gedurende zo'n periode vinden we: 

1 - inkoopkosten 

2 - voorraadkosten 

zodat 

Hieruit volgt 

f(x) = c 1 + c2x 

~kx. (x/a), 
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y(S;z) = 

' 1 2 
c 1+c 2x+ 2kx /a 

x/a = 

Deze kosten willen we minimaliseren, dus 

dy(S;z) = 
dx 

De pomphouder verkoopt eveneens bromfietsen, waarvoor geldt dat de in

koopkosten van een partij ter grootte van x bromfietsen f'(x) = c1 + c2x 

bedragen. De voorraadkosten bedragen k' per stuk per dag, zoals bij de 

benzine ook het geval was. Een aanvulling van de voorraad kan weer 

dir_ect geschieden, zodat geen neen-verkoop behoeft voor te komen. De 

kans dat op een dag k bromfietsen worden verkocht wordt gegeven door: 

(poissonverdeling). 

De pomphouder vraagt zich af of er een even eenvoudige formule bestaat 

voor de te bestellen hoeveelheid bromfietsen (x) als hem hierboven ge

geven is voor de benzine. 

De toestand S van het systeem "bromfietsen" karakteriseren we weer door 

de voorraadstand en voor S(z) kiezen we S = 0. 

We willen nu weten wat de kansverdeling is van de tijd !k waarop klant 

k binnenkomt. Daaruit kunnen we dan Et berekenen: 

Et = Et . -x 

Men kan aantonen dat de kansdichtheid van !k alsvolgt luidt 
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De verwachting Eik wordt gegeven door 

en dus 

Et = Et = x/>-. -x 

(vgl. de herhalingstijd voor benzine). 

(gamma verdeling). 

De voorraadkosten voor de bromfiets, die als nummer j in volgorde ver

kocht wordt, zijn 

en voor alle x bromfietsen van een order belopen dus de totale verwachte 

· voorraadkosten 

X 

I k'j/>-. = ~x(x+1)k'/>-.. 
j=1 

De inkoopkosten waren f'(x) = c1 + c2x, zodat 

en 

Als eerste benadering (het gaat 1mmers om gehele aantallen bromfietsen) 

stellen we nu 

dy(S;z) = O = 
dx 
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en hieruit volgt dan weer 

Opgaven 

6.8. Bereken voor de hier behandelde variant op voorbeeld 6.6 van een 

tweetal andere strategi~en de gemiddelde verwachte kosten. 

6.9. Bereken m.b.v. de gemiddelde verwachte kosten de gunstigste stra

tegie voor opgave 2.3. 

6.10.Een handelaar in landbouwwerktuigen heeft in ziJn opslagruimte 

plaats voor 3 landbouwtraktoren. De wekelijkse vraag naar landbouw

traktoren is onafhankelijk verdeeld en overschrij dt het aantal 4 

niet. De verdeling is alsvolgt: 

wekelijkse vraag 0 1 2 3 4 
]. 

P(_~=i) 1/4 1/2 1/8 1/16 1/16 

De handelaar heeft als voorraadpolitiek: "aanvullen tot 3 als er 

minder dan 2 in vooraad zijn". De kosten die hij maakt en die van 

invloed zijn op de keuze van zijn strategie zijn de volgende: 

1-voorraadkosten J 100,-- per stuk per week over de aan het einde 

van die week aanwezige voorraad; 

2-boetekosten J 500,-- per traktor die gevraagd, maar niet uit 

voorraad geleverd kan warden. 

De aanvulling van de voorraad geschiedt aan het einde van de week, 

zonder levertijd, en brengt geen bestelkosten met zich mee. De 

aanvulling omvat eveneens de reeds bestelde, maar door ontoereikende 

voorraad nog niet afgeleverde exemplaren. 

Bereken de gemiddelde verwachte kosten voor de strategie van de 

handelaar. 

6.11,Bereken voor opgave 3,2 de gunstigste van de onderstaande drie 

alternatieven door de gemiddelde verwachte opbrengsten te verge

lijken. 
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1-alleen defecte units vervangen; 

2-perio~iek om de 200 bedrijfsuren vervangen (en alle defecte 

units); 

3-perioddek om de 400 bedrijfsuren vervangen (en alle defecte 

units). 
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7, NETWERKEN. 

7,1. Inleiding, 

In de praktijk komt het vaak voor dat een project bestaat uit een groat 

aantal activiteiten, die soms gelijktijdig, soms na elkaar uitgevoerd 

warden. Het gelijktijdig dan wel na elkaar uitvoeren vindt zijn oorzaak 

in een volgorderelatie, die tussen de verschillende activiteiten bestaat. 

Dit houdt in dat bij planning van een project voor iedere activiteit 

bekend behoort te zijn: 

- welke activiteiten er aan vooraf moeten gaan, en 

- welke activiteiten pas kunnen beginL=L nadat de gegeven activiteit 

is beeindigd. 

Voorbeelden van dergelijke projecten ziJn o.a. de bouw van een schip, 

de bouw van een kantoor en de aanleg van een autoweg. 

Men kan bij dergelijke projecten de relaties, die tussen de activiteiten 

bestaan, grafisch uitbeelden d,m.v, een zogenaamd netwerk (d.i. een model 

ervan). ZoaJ,s wij later zullen zien kan ook bij het oplossen van andere 

planningsproblemen dankbaar gebruik gemaakt warden van netwerken. Voor 

een bepaald project wordt b.v. het netwerk gegeven als in onderstaande 

figuur. 

fig. 7,1 

Zoals uit de figuur blijkt bestaat een netwerk uit een aantal v.l.n,r. 

genummerde cirkeltjes, knooppunten geheten, die verbonden worden door 

pijlen*). Iedere activiteit wordt nu voorgesteld door ~~n pijl, waarvan 

de punt gericht is naar het eindpunt van de activiteit, 

*) Dit is, zoals men zich wellicht zal herinneren, een graaf. 
b 



Om de pijlen te kunnen onderscheiden aan de hand van hun begin- en 

eindpunten, eisen we dat een activiteit eenduidig bepaald is door z'n. 

begin- en eindpunt. We geven dan ook iedere activiteit aan met a(i,j), 

waarin i het nummer is van het beginknooppunt, en j dat van het eind

knooppunt van de pijl (activiteit). Het is gebruikelijk een netwerk 

zo te tekenen dat het een beginpunt, de oorsprong, en een eindpunt, 

de voltooing, heeft. Aan iedere activiteit a(i,j) is een getal t(i,j) 

toegevoegd (zie figuur 7,1), dat de bewerkingstijdsduur van die acti

viteit aangeeft, We kunnen nu voor zo'n project, aan de hand van het 

netwerk, de tijd berekenen, die minimaal nodig is om het geheel uit 

te voeren, 

Een ander probleem, dat in aanmerking komt om m,b.v, netwerken opgelost 

te worden is het volgende. Wanneer wij van een aantal plaatsen weten wat 

hun onderlinge afstanden zijn, dan willen wij van twee willekeurige 

plaatsen uit dan gegeven aantal weten wat de kortste weg is die hen 

verbindt, We kunnen dan van de gegeven plaatsen en de wegen die hen 

verbinden een netwerk tekenen: 

Zoals men ziet kan men van A naar E komen over B of over C of over B 

en D of C en D, etc. Van deze routes moet dan de kortste weg bepaald 

warden. Aan iedere pijl (die nu niet altijd naar een punt gericht be

hoeft te zijn; eenrichtings- ys, tweerichtingsverkeer!) is ondubbel

zinnig een getal toegevoegd, dat b,v. de afstand tussen de plaatsen 

aangeeft, of de tijd nodig om langs die weg van de ene plaats in de 

andere te komen·. De weg tussen twee naburige plaatsen, d,w.z. plaatsen, 
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die in het netwerk door een pijl warden verbonden (een zogenaa.md tra

ject), noteren weals volgt: laten A en B naast elkaar liggen (vgl. 

figuur 7,2) en laat hun onderlinge afstand 10 km. zijn, dan schrijven 

we AB-10" 

Het derde probleem, dat bier behandeld wordt, betreft capaciteits

vraagstukken, Stel men heeft tussen twee plaatsen een leidingenstelsel, 

waardoor vloeistof gepompt moet warden. Van iedere leiding is de capa

citeit bekend, Men kan nu m,b,v. netwerken de maximale (doorlaat-) 

capaci tei t van het · st els el als geheel berekenen. Een zelfde probleem 

doet zich o,a. voor bij grate transporten en stroomvoorzieningen, 

7,2. De langste weg ("het kritieke pad"). 

Beschouw het volgende project, waarvan in onderstaande tabel de volgorde

relaties van de activiteiten a(i,j) onderling zijn gegeven. Daarbij 

is voor iedere activiteit a(i,j) zijn bewerkingstijdsduur t(i,j) ge

geven, Omdat we voorshands nog niet de nuromering van de knooppunten 

in het te tekenen netwerk kennen, warden de activiteiten achter elkaar 

doorgenummerd, evenals hun bewerkingstijden. Wat de notatie betreft: 

met A3 + A2, A1 wordt aangegeven dat A1 en A2 aan A3 vooraf moeten gaan. 

activiteit 

A1 

A2 

A3 

A4 

A5 

A6 

A7 

AS 

A9 

A 10 

A 11 

(.-

tijdsduur in 

6 

4 

3 

4 

2 

5 

3 

10 

12 

3 

14 

weken volgordebeperkingen 

A3 - A2,A 1 

A4 ,G-- A1 

A5 .- A1 

A6 - A4,A3 

A7 +- A5,A4,A3 

AS <- A5 ,A4 ,A3 

A9 ~A6 

A10 ..,_ A9,AS 

A 11 - A7 
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We gaan nu van dit project een netwerk tekenen, Voor de eerste twee 

activiteiten zijn geen volgordebeperkingen opgegeven, waaruit we con

cluderen dat ze beide gelijktijdig vanuit de oorsprong kunnen starten. 

De volgende activiteit A3 kan pas beginnen, nadat A1 en A2 zijn beein

digd. Verder is gegeven dat A1 ook aan A4 en A5 vooraf meet gaan, Daar 

A1 en A2 ieder in een ander knooppunt eindigen (vanwege de ~~nduidig

heid bij de onderscheiding van de pijlen) voeren we een zogenaa.mde 

dummy-acti vi tei t (Bl) in, om toch de volgorderelatie A3 +- A2 ,A 1 te 

kunnen uitbeelden: 

De dummy-activiteiten, die in dit soort situaties worden gebruikt, 

worden met stippellijnen aangegeven. Aan iedere dummy-activiteit 

wordt een bewerkingstijdsduur van nul tijdseenheden toegekend, zodat 

ze niet van invloed is op de totale tijdsduur van het project, 

A4 en A5 worden alleen door A1 vooraf gegaan, en kunnen dus zonder 

meer achter A1 getekend worden: 

Men ondervindt in deze situatie geen hinder van de combinatie 

A3 +- A2,A1 en A4 +- A1, daar de pijlpunt van B1 naar het eindpunt van 

A2 gericht is. Wij hebben hiermee de twee meest voorkomende gevallen 

gegeven, waarin dummy-activiteiten worden toegepast. 



259 

Schematisch weergegeven ZlJn dat: 

omschrijving: 

A1 +- AO 

A2 +- AO 

A3 +- A2,A1 

A2 

fout, omdat A 1 en A2 niet 

eenduidig door hun begin-

en eindknooppunten zijn 

bepaald, 

fout, omdat A3 ~ A2 niet 

wordt geeist, 

goed 

~ 
I 
I 
I 

0~ 
goed 

Door achtereenvolgens de volgorderelaties uit te beelden, rekening 

houdend met de hierboven staande regels voor de toepassing van dummy

activiteiten, krijgen we het volgende netwerk, 

De knooppunten in het netwerk worden nu opvolgend genummerd en wel zo 

dat de eindpunten j van de p1jlen, a(i,j) een hoger nummer krijgen dan 

de beginpunten i ( deze eigenschap is transi tief: i < j en J < k =!>i < k). 

In het gegeven netwerk zijn er 9 knooppunten, die als volgt worden 

genummerd: 
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Om nu de totale minimale tijdsduu.r van het gehele project te berekenen, 

gaan we het vroegste tijdstip bepalen, waarop de activiteiten A10 en 

A11 beeindigd kunnen zijn, Dat geschiedt m.b.v. dyna.mische progra.mmering. 

We gaan n.l, aan de hand van de in dit netwerk getekende volgordere

laties en de geg~ven bewerkingstijdsdu.ren, de vroegste tijdstippen 
'",.,-,· . 

v(i) berekenen, waarop de knooppunten i worden bereikt en waarop dan met 

de activiteiten a(i,j), die vanuit die knooppunten starten, kan worden 

begonnen, Voor het laatste knooppunt N (hier N=9) is het vroegste tijd

stip v(N) dat, waarop het project "op z 'n vroegst" kan zijn beeindigd. 

Aan de oorsprong wordt een vroegste tijdstip v(1) = 0 toegevoegd. Voor 

de bepaling van de overige vroegste tijdstippen ma.ken we gebruik van 

de dynamische programmeringsaanpak voor de oplossing van deterministische 

N-stapsbeslissingsproblemen, We herinneren daartoe aan de formule (6.11) 

Bij de dyna.mische programmeringsaanpa.k begonnen we in hoofdstuk 6 met de 

toestand op het laatste tijdstip (N) en werkten dan terug tot het 

eerste tijdstip; dit wordt de achterwaartse oplossingsmethode genoemd, 

Bij de bepaling van de vroegste tijdstippen keren we deze werkwijze om: 

we beginnen bij de toestand op het eerste tijdstip en gaan dan naar 

het laatste; we spreken dan ook van de voorwaartse oplossingsmethode, 

We schrijven in plaats van (6.11) 

en voor een willkeurig beslissingstijdstip j: 

g.(S.) = max lh.(S. ;x.) + g. 1(s. 1)} 
J J x.Ex(s.) J J J J- J-

J J 

(7.2) 

Zoals men zeker zal inzien moet in de laatste stap van beide benaderings-

wijzen (voorwaarts en achterwaarts) dezelfde opbrengst gevonden worden; 

in (7. 1) is dan ook geschreven fN(s 1) = gN(SN). 
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We moeten nu toestanden, beslissingen en opbrengst:functies specificeren, 

Zowel de toestanden van het systeem als de tijdstippen waarop ze worden 

waargenomen worden vastgelegd door de nummers van de knooppunten, 

evenals de beslissingen, met dien verstande, dat de toestand S. het 
J 

nummer van het "laatste" knooppunt, en de beslissing x. het nummer van 
J 

het "voorlaatste" knooppunt geeft. m.a.w. 

en 

< x. < s. 
- J J 

s. = J 
J 

x. bepaal t dus het knooppunt van waarui t men "vertrekt" naar het knoop
J 

punt Sj' zonder dat daarbij een ander knooppunt Sk (k < j) gepasseerd 

wordt. De directe opbrengstfunctie h,(S.;x.) is gelijk aan de tijdsduur 
J J J 

t(x.,S.) van de activiteit a(x.,S.) en voor g.(S.) krijgen we dan 
J J J J J J 

v(S.) = 
J 

max 
1<x. <S. 
- J J 

{v(x.) + t(x.,S.)} 
J J J 

of, gewoon in nummers van de knooppunten weergegeven 

v(i) = max {v(j) + t(j,i)} 
1.:_j<i 

en voor het eerste knooppunt 

v( 1) = O, 

Overigens zij, wellicht ten overvloede, opgemerkt, dat (7,3) alleen 

juist is voorzover a(j,i) bestaat! 

We voeren dit uit voor het gegeven project: 
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v( 1) = 0 

v(2) = max { v( j) + t(j,2)} = 0 + 6 = 6 voor j = 1 en a.(1,2) = A1 
1.:_j <2 

v(3) = max { v(j) + t(j,3)} = 6 + 0 = 6 voor J = 2 en a(2,3) = B1 
1 .::_j < 3 

v(4) = max { v( j) + t(j,4)} = 6 + 4 = 10 voor j = 2 en a(2,4) = A4 
1.::_j <4 

v( 5) = max { v( j) + t(j,5)} = 10 + 0 = 10 voor j = 4 en a(4,5) = B2 
1.::_j < 5 

v( 6) = max {v(j) +t(j,6)} = 10 + 5 = 15 voor j = 4 en a(4,6) = A6 
1.::_j <6 

v(7) = max { v( j) + t(j,7)} = 15 + 12 = 27 voor j = 6 en a(6,7) = A9 
1.::_j < 7 

v(B) = max { v(j) + t(j,8)} = 10 + 3 = 13 voor J = 5 en a(5,8) = A7 
1.::_j < 8 

v(9) = max {v(j) + t(j,9)} = 27 + 3 = 30 voor j = 7 en a( 7 ,9) = A 10 
1.::_j <9 

We hebben hiermee de minima.le tote.le tijdsduur, die nodig is om het pro-

ject uit te voeren, gevonden, zijnde 30 weken. Wat ons nu nog verder 

interesseert is de rij opeenvolgende activiteiten 

die bepalend zijn voor deze tijdsduur; het zogenaa.mde kritieke pad. 

Dit kritieke pad heeft o,a. a.ls eigenschap, dat het langer is dan ieder 

ander pad van aaneengesloten activiteiten. Bovendien willen we ook 

graag weten wat het effect is van bepaalde (organisatorische) maat

regelen, waardoor de tijdsduur van een of meer activiteiten verandert. 

Een antwoord op de eerste wens, het kritieke pad, is eenvoudig te 

geven: we gaan na welke beslissingen achtereenvolgens tot het gevonden 

resultaat hebben geleid. Bij de in hoofdstuk 6 gegeven achterwaartse 

oplossingsmethode werd bij het vaststellen van de optima.le beslissingen 

begonnen met de beslissing op het eerste tijdstip en daarna werd de 

toestand op het tweede tijdstip vastgesteld, die mede een gevolg is van 

de eerste beslissing, Vervolgens werd de tweede optimale beslissing vast

gestel&, en zo voort tot en met de laatste beslissing. 

Bij de hier gebruikte v:::iorwaart;;:;c oplossingsmethode 
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gaan we juist andersom te werk: begin bij de laatste beslissing en 

zoek de voorlaatste toestand (= knooppunt) en zet dit voort tot de 

eerste beslissing. We vinden dan als kritiek pad (ga na): 

a(1,2), a(2,4), a(4,6), a(6,7), a(7,9) 

of 

A1, A4, A6, A9, A10, 

Ten behoeve van het antwoord op de tweede wens, het effect van (orga

nisatorische}maatregelen op de tijdsduur, voeren we de zogenaamde 

laatste tijdstippen l(j) in, waarop activiteit a(i,j) meet zijn 

beeindigd, aangenomen dat de totale ~ijdsduur van het project niet 

langer mag zijn dan v(N). Voor de laatste twee activiteiten A9 en A10 

stellen we derhalve het laatste tijdstip l(N) = 1(9) op 30 weken (=v(N)), 

Wederom m.b.v, dynamische progra.mmering bepalen we, uitgaande van 1(9), 

de laatste tijdstippen l(i) voor de voorafgaande knooppunten 1,::. i < N. 

In dit geval wordt de (normale) achterwaartse oplossingsmethode gehan

teerd. De toestanden, tijdstippen en beslissingen worden weer gedefinieerd 

door de knooppunten, met dien verstande dat x. het eerste na S. volgende 
J J 

knooppunt voorstelt: 

S. < x. < N. 
J J 

De formule 

wordt nu (ga na) 

l(j) = nun {-t(j,i) + l(i)} (7.4) 
j+1<i<N 

Ook hier merken we weer op, dat de bovenstaande formule (7,4) alleen 

dan zin heeft wanneer a(j,i) bestaat, 
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Uit het voorafgaande kan men afleiden, dat voor de activiteiten a(i,j) 

en a(j,k) in het knooppunt j geldt 

v(j) .:_ v(i) + t(i,j) < i < j 

en 

l(j) ,:_ v(j) 

Derhalve kunnen we stellen 

l(j) .:_ v(i) + t(i,j) 

of 

l(j) - v(i) .:_ t(i,j), 

d.w.z. de tijdsduur tussen het laatste tijdstip, waarop a(i,j) mag 

eindigen en het vroegste tijdstip, waarop het kan beginnen, is groter 

dan of gelijk aan de bewerkingstijdsduur van a(i,j). We voeren nu een 

verschilvariabele s(i,j) ~ 0 in, die we de totale speelruimte van de 

activiteit a(i,j) noemen 

l(j) - v(i) = t(i,j) + s(i,j) 

of 

s(i,j) = l(j) - v(i) - t(i,j) 

Voor het gegeven project zullen we de laatste tijdstippen berekenen. 

activiteit beginknooppunt l v( i) l(i) 

A1 of a( 1 ,2) 0 0 

A2 of a( 1 , 3) 0 0 

B1 of a(2,3) 2 6 6 

A3 of a(3,4) 3 6 7 

A4 of a(2,4) 2 6 6 

A5 of a(2,5) 2 6 6 

B2 of a(4,5) 4 10 10 
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activiteit beginknooppunt i v( i) l(i) 

A6 of a(4,6) 4 10 10 

A7 of a(5,8) 5 10 13 

A8 of a(5,7) 5 10 13 

A9 of a(6,7) 6 15 15 

A 10 of a(7,9) 7 27 27 

A 11 of a(8,9) 8 13 16 

voltooiing 9 30 30 

Voorbeeld van de berekening van de laatste tijdstippen: 

1(9) = 30 

1(8) = min {-t(8,i) + l(i)} = -14 + 30 = 16 voor i = 9 
. 8<i .:_9 

1(7) = min {-t(7,i) + l(i)} = -3 + 30 = 27 voor i = 9 
7<i<9 

1(6) = min {-t(6,i) + l(i)} = -12 + 27 = 15 voor i = 7 
6<i<9 

1(5) = min {-t(5,i) + l(i)} = -3 + 16 = 13 voor i = 8 
5<i<9 

en zo voort, 

Zoals men in de bovenstaande tabel ziet geldt voor de knooppunten die in 

het kritieke pad liggen 

l(i) = v(i) 

en 

l(j) - v(i) = t(i,j) 

Dit is geen toeval, want, zoals men eenvoudig zal inzien, vormt een rij 

activiteiten alleen dan een kritiek pad, d,w.z, is alleen dan bepalend 

voor de minimale totale tijdsduur van het project, wanneer het niet in 

te korten is en dus geen speelruimtes bevat. We zullen deze eigenschap 

gebruiken bij de volgende twee definities: 
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1, een kritieke activiteit a(i,j) is een activiteit, waarvoor geldt 

s(i,j) = 0 

2, een kritiek pad is een aaneengesloten rij kritieke activiteiten 

beginnend in de oorsprong en eindigend in de voltooiing. 

We kunnen een kritiek pad op twee manieren aangeven: m.b.v. de 

kritieke activiteiten of m,b.v. de begin- en eindknooppunten van die 

kritieke activiteiten. In het gegeven project: 

kritiek pad= (A1, A4, A6, A9, A10) 

of (1, 2, 4, 6, 7, 9) 

Het belang van het kritieke pad schuilt in het feit dat uitstel of 

vertraging van activiteiten in dit pad even grote verschuivingen van 

het voltooiingstijdstip veroorzaken. Bovendien leidt bekorting van 

activiteiten in het kritieke pad (b,v, door overwerk of uitbesteding) 

binnen zekere grenzen tot een even grate bekorting van de totale 

projectduur. 

Bij het inkorten van activiteiten krijgt men te maken met het kosten

aspect van de planning en met het feit dat een nieuw kritiek pad kan 

ontstaan. Wat betreft het kostenaspect zal men tegen elkaar de kosten 

van inkorting en de opbrengst ervan moeten afwegen. Men denke hier 

b.v. aan een project dat tot doel heeft een nieuw produkt op de markt 

te brengen. Naarmate dat produkt eerder op de markt komt kan de opbrengst 

grater zijn, Bij het inkorten van activiteiten kan men als regel niet 

ongelimiteerd doorgaan, Voor vele activiteiten kan men dan ook stellen 

dat ze door technische of natuurlijke grenzen qua tijdsduur beperkt 

zijn. 

De speelruimtes ziJn bij het gegeven project eenvoudig te berekenen en 

zijn hieronder voor iedere activiteit vermeld. 
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acti vi tei t speelruimte s(i,j) 

a.(1,2) 0 

a.(1,3) 

a.(3,4) 0 

a.(2,4) 0 

a.(2,5) 3 

a.(4,6) 0 

a(5,8) 3 

a.(5,7) 7 

a.(6,7) 0 

a.(7,9) 0 

a.(8,9) 3 

Stel dat nu nog gegeven is dat de activiteiten AS en A9 ingekort 

kunnen warden, waarvoor de kosten resp. f, 3000,- en f. 2500,- per week 

bedragen, terwijl voor inkortingen een budgetbedrag van f. 10,000,

beschikbaar is, da.n kan men het tijdstip bepalen, waarop het project 

op z 'n vroegst klaar kan zijn (en wat de kosten daarvan zijn). Daar A8 

buiten het kritieke pad ligt is het zinloos deze activiteit in te 

korten, dat zou immers geen bekorting van de totale projectduur opleveren. 

Blijft over een inkorting van A9 met maxima.al 4 weken, Korten we A9 

3 weken in dan ontstaat echter al een nieuw kritiek pad (1, 2, 4, 5, 8, 9) 

(ga na), zodat voortzetting van het inkorten daarna geen zin meer heeft, 

Immers het nieuwe kritieke pad bevat A9 niet, en zal daardoor dan be

palend zijn voor de totale projectduur, die nu 27 weken bedraagt. De 

extra ui tgaven voor deze inkorting bedragen f. 7. 500 ,- . 

Tot besluit van deze paragraaf la.ten we zien dat het ook mogelijk is 

dit probleem a.ls een l.p.-probleem te formuleren (een e~n-stapsbeslis

singsprobleem dus). 

max l t(i,j) x(i,j) 
l,J 
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onder de bijvoorwaarden 

I x(i,j) < 
J. < j 

I x(j,k) < 
k > j 

I x( i ,j) 
J. < j 

x(i,j) = 0 of 1 

x(i,i) = 0 

1 

j=2,3,, •• ,N 

j = 1 , 2, ••• , N-1 

l x(j,k) = 0 
k > j 

J = 2, 3, .. , , N-1 

Voor niet toegelaten combinaties (i,j), d,w,z. combinaties van i en j, 

waarvoor a(i,j) niet bestaat, verbieden we x(i,j) = 1 door t(i,j) zeer 

klein te maken: 

t(i,j) = -M als a(i,j) niet bestaat. 

7,3. De kortste weg. 

We beschouwen een netwerk met N knooppunten. Het gaat er nu om de 

kortste weg door dat netwerk te vinden van oorsprong naar voltooiing. 

De verbindende pijlen zijn voorzien van niet-negatieve getallen d(i,j), 

die b.v. de afstand tussen de knooppunten aan het begin en het einde 

van die pijlen voorstellen, of de tijdsduur, nodig om langs die pijlen 

van het ene knooppunt in het andere te komen, We kunnen dit probleem 

als een l,p.-probleem formuleren: 

min z = ~ ~ d(i,j) x(i,j) 
J. J 

ender de bijvoorwaarden 



N 
\ x(1,j) = l 

j=2 

I x(i,j) < 1 J = 2, 3, ,.,, N-1 
i < J 

I x(j,k) < 1 j = 2, 3, ... , N-1 
k > j 

N-1 
\ x(j,N) = l 

j=1 

I x(i,j) - I x(j,k) = 0 J = 2, 3, . , , , N-1 
l < J k > J 

x( i ,j) = 0 of 1 l f J 

x(i,i) = 0 

De combinaties (i,j), waarbij geen wegen behoren, verbieden we door 

hoge waarden (M) aan d(i,j) toe te kennen. 

Alhoewel het probleem aldus als l,p,-probleem is op te lossen, zullen 

we hier een andere, directere, methode toepassen. Eenvoudigheidshalve 

geven we de knooppunten daartoe letters i,p,v. nununers, v.l.n,r. volgens 

het alfabet, 

Stel dat voor een zeker getal n (1 .::._ n < N) bekend is welke n-1 knoop

punten uit het netwerk (de oorsprong niet meegeteld) het dichtst bij 

de oorsprong liggen, gemeten langs de kortste verbindingsketen (= weg). 

Deze n-1 knooppunten noemen we de verbonden, de overige de vrije knoop

punten. Van de vrije knooppunten gaan we nu die bepalen, welke de 

kleinste afstand tot de oorsprong heeft; noemt dit gezochte knooppunt 

Laat uitgaande van i*, het eerste verbonden knooppunt op de weg naar 
* . ·* de oorsprong aangeduid zijn met j , Het is dan duideliJk dat i van alle 

vrije knooppunten het dichtst bij j* moet liggen (anders zou er een ander 

vrij knooppunt bestaan dichter bij de oorsprong), Wij zullen van deze 

eigenschap gebruik maken, Berekenen we nl. voor ieder verbonden knooppunt 

j de s om s . van : 
J 
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1, de bekende (kortste) afstand van de oorsprong tot dat knooppunt, 

en 

2. de afstand (via een pijl) van dat knooppunt tot het dichtstbijzijnde 
I 

vrije knooppunt 1, 

·* dan wordt de kortste afstand van 1 tot de oorsprong gegeven door de 

kleinste waarde vans .• Hieruit volgt j* en dus het gezochte punt i*. 
J 

Om nu de kortste weg door het netwerk te vinden moeten we bovenstaande 

procedure uitvoeren voor n = 1,2,3,, .. totdat het eindknooppunt bereikt 

is. 

Voorbeeld: bepaal in het onderstaande netwerk de kortste weg van O naar 

T. 8 

10 

Voor de afstanden in het netwerk maken we een tabel als volgt (voor 

ieder knooppunt een kolom): 

0 A B C D E F G H 

OA-6 AB-4 BA-4 CA-9 DB-4 EA-5 FB-7 GC"7'7 HC-5 

OB-3 AC-9 BD-4 CD-6 DC-6 EF-10 FE-10 GF-2 HD-2 

OD-8 AE-5 BF-7 CG-7 DH-2 FG-2 GH-3 HF-7 

CH-5 FH-7 GT-2 HG-3 

FT-5 HT-10 

We beginnen nu met de oplossingsmethode. 

T 



n = 1: de oorsprong is het enige verbonden knooppunt, We nem.en nu 

alleen de eerste kolom Oen zien dat B het vrije knooppunt is met de 

kleinste afstand tot de oorsprong. Om d.it aan te geven omcirkelen we 

in de kolom O OB-3, T.b.v, volgende stappen zetten we nu deze kortste 

afsta.nd boven de B kolom en kruisen we alle wegen die naar B leiden, 

i.ritgezonderd OB-3 door, Dat geeft in de tabel het volgende beeld, 

3 

0 A B C D E F G H T 

OA-6 ~ BA-4 CA-9 ~ EA-5 ~ GC-7 HC-5 

@ AC-9 BD-4 CD-6 DC-6 EF-10 FE-10 GF-2 HD-2 

OD-8 AE-5 BF-7 CG-7 DH-2 FG-2 GH-3 HF-7 

CH-5 FH-7 GT-2 HG-3 

FT-5 HT-10 

n = 2: in aanmerkin~ komen nu de knooppunten het d.ichtst bij Oen bij 

B, Hiervan kiezen we A met de kleinste afstand OA-6. Alle wegen naar 

A, uitgezonderd OA-6 warden doorgekruist. Gaan we nu weer verder als 

bij n = 1, dan krijgen we de volgende ta.bel. • 

6 j 

0 A B C D E F G H T 

(§) k~~~ ~N GC-7 HC-5 

§ AC-9 BD-4 CD-6 DC-6 EF-10 FE-10 GF-7 HD-2 

OD-8 ~5 BF-7 CG-7 DH-2 FG-2 GH-3 HF-7 

CH-5 FH-7 GT-2 HG-3 

Ff-5 HT-10 

n = 3: vergelijk de afstand van de oorsprong tot E en D (da.t zijn de 

kleinste uit de A resp. de B kolom met afsta.nden resp. 11 en 7). Kies 

D en bewerk de ta.bel als bij n = 1 , 

0 

6 

A 

3 

B C 

? 
D E F 

@-~~~k~~~ 
(oA-D AC-9 a,'n-lQ ~ nc-6 EF-10 FE-10 

~ AE-5 BF-7 CG-7 DH-2 FG-2 

CH-5 FH-7 
FT-5 

G H T 

GC-7 HC-5 

GF-7 ~ 
GH-3 HF-7 

GT-2 HG-3 
HT-10 
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Als we op deze wijze verder gaan vinden we de kortste weg met een weg

lengte van 14 na 9 stappen (Gana door de overige tabellen uit te 

werken). De kortste weg vindt men door teruggaa.nde vanuit Teen rij 

aaneensluitende omcirkelde trajecten te zoeken. De laatste tabel, 

waaruit de oplossing kan worden afgelezen, is hieronder vermeld. Men 

ziet hierin duidelijk hoe b o v. de eerste oplossing 

van T terug naar G via GT-2, vervolgens van 

naar B via BF-7 en van B naar O via OB-3, 

6 3 13 7 11 

0 A B C D E 

kortste weg: (O,B,F,G,T) of (O,B,D,H,G,T). 

7.4. De maximale capaciteit. 

G naar 

10 

F 

gevonden wordt : 

F via FG-2, van 

12 9 

G H 

Beschouwen we weer een netwerk met N genummerde knooppunten, Aan 

F 

14 

T 

iedere verbinding in het netwerk zijn twee, niet-negatieve, getallen 

toegevoegd, die de capaciteit in beide richtingen van die verbinding 

voorstellen; we noteren dat voor de verbinding tussen de knooppunten 

i en j als c(i,j) en c(j,i). Dater twee en niet een getal aan een 

verbinding wordt toegevoegd vloeit voort uit het feit, dat we trans

port in beide richtingen toestaan. De interpretatie van c(i,j) en c(j,i) 

is derhalve: 

c(i,j): de capaciteit van de verbinding van 1 naar J, 

c(j,i): de capaciteit van de verbinding van J naar 1, 

In de volgende figuur is zo'n netwerk gegeven. 
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fig, 7,3 

De capaciteit ka.n voor de richting die men langs de verbinding gaat 

verschillen. We zien dat in figuur 7,3 b.v. c(1,2) = 10 en c(2,1) = O; 

het laatste betekent dat• er geen transport mogelijk is van 2 naar 1, 

c(2,3) = 00 betekent dat de capaciteit van 2 naar 3 onbegrensd is, 

Voor een weg, d.i. een aaneengesloten keten van verbindingen van oor

sprong naar voltoiing, geldt dat de kleinste capaciteit, die in die 

weg voorkomt, bepalend is voor de capaciteit van de gehele weg (vgl, 

het gezegde "een ketting is zo sterk als de zwakste schakel"), Bij 

een eerste overzicht van figuur 7,3 ziet men b.v. dat de capaciteit 

langs de weg (1,3,6,&) 3 is. 

Ook het maximale capaciteitsprobleem kan als een l.p.-probleem gefor

muleerd warden. Laat x(i,j) de hoeveelheid zijn, die van i naar j wordt 

gezonden, Triviaal is dan dat geldt (voorzover de pijl van i naar j 

bestaat): 

0 .::._ x(i,j) .::._ c(i,j). 

Het l.p.-probleem luidt nu: 

N 
max z = l x( 1,k) 

k=2 

onder de bijvoorwaarden 
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O ~ x(i,j) ~ c(i,j) 

f x(i ,k) 
l. 

4 x(k,j) = 0 voor k = 2, 3, ••• , N-1. 
J 

De tweede bijvoorwaarde brengt tot uitdrukking, dat geen opslag in 

de knooppunten plaa.tsvindt. 

We zullen ook bij deze categorie netwerkeneen andere oplossingsmethode 

geven dan de simplex-methode, We hebben al opgemerkt, dat langs de 

weg (1,3,6,8) de capaciteit 3 is. Van de capaciteiten van de verbin

dingen (1,3), (3,6) en (6,8) trekken we nu 3 af. Het is echter zeer 

geed mogelijk, dat een oplossing met dit transport, langs deze weg, 

geen optimale oplossing is. Daarom kan het voorkomen, dat we 1.n een 

latere stap van de oplossingsmethoden dit transport geheel of gedeel

telijk ongedaan willen ma.ken wat mogelijk wordt door in tegengestelde 

richting van de verbind.ingen ( 1.3), (3,6) en (6.8) de wegcapaciteit 3 

op te tellen. Een transport van voltooiing naar oorsprong langs deze weg 

terug ter grootte van 3 levert, met deze werkwijze, dan weer de oude 

situatie op. We kunnen aldus in een latere stap reeds doorgezonden 

hoeveelheden langs een alternatieve weg transporteren, Vervolgens 

zoeken we een nieuwe weg door het netwerk met een positieve capaciteit. 

Is die nieuwe weg gevonden, dan trekken we van de capaciteiten van de 

verbindingen in die weg de capaciteit van de weg zelf af.en tellen 

hem op in de tegenovergestelde richting, Daarna zoeken .we weer een 

weg met positieve capaciteit en herhalen de hierboven beschreven pro

cedure: tot geen weg met positieve capaciteit meer kan warden gevonden, 

De som van de capaciteiten, die we in de opeenvolgende stappen hebben 

gevonden is de totale capaciteit van het netwerk, 

Resumeren we de oplossingstechniek, zeals we die nu gevonden hebben, 

dan krijgen we het beeld, dat schematisch op de volgende pagina is 

aangegeven, 
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stel de waarde C van de totale capaciteit 
van het netwerk op nul. 

\II 
KLAAR 

lS er een weg van oorsprong naar nee - de gevonden totale voltooiing met positieve capaci tei t? , 
capaciteit C is 
maximale 

ja 
\ I 

zoek in die weg naar de verbinding met 
1 . . ·t * t 1 * de k einste capacitei c en e C 

op bij de vorige waarde C van de to-
tale capaciteit van het netwerk. 

J 
trek c * af van de capaciteit van 
iedere verbinding, in de gevonden 
weg en tel c* op bij de capaciteit van 
iedere verbinding in die weg in tegen-
gestelde richting, 

We passen nu deze oplossingstechniek toe op het voorbeeld, dat in 

figuur 7,3 gegeven is, 

de 

1. In het originele netwerk nemen we de weg (1, 2, 4, 8) met capaciteit 

7 ( = c*) . 

Het netwerk wordt nu: 

7 7 
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2. Vervolgens nemen we de weg (1, 3, 5, 7, 8) met capaciteit 5, 
De waarde van de capaciteit van het netwerk wordt nu 12. 

Het netwerk wordt: 

3. Tot slot de weg (1, 3, 6, 8) met capaciteit 3, De waarde van de 

capaciteit van het netwerk is 15 geworden, Er zijn nu geen wegen 

van oorsprong naar voltooiing met een positieve capaciteit meer 

mogelijk. 

Het netwerk wordt: 

15 15 

Er kunnen nu geen wegen meer gevonden worden met een positieve capa

citeit. De totale capaciteit van het netwerk is derhalve 7 + 5 + 3 = 15. 

Het vinden van een weg van oorsprong naar voltooiing met positieve ca

paciteit kan soms problemen opleveren. Een simpele methode, die zeker een 

weg oplevert, werkt als volgt: begin bij de oorsprong en zoek die ver

bindingen, die uitgaan van de oorsprong en een positieve capaciteit hebben, 
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Zoek dan vanuit de eindpunten van de gevonden verbindingen nieuwe ver

bindingen met een positieve capaciteit en zet dit voort totdat de 

voltooiing bereikt is, Dan is tenminste een weg met positieve capaciteit 

gevonden (voorzover zo'n weg tenminste mogelijk is), Hoewel hiermee 

een methode gevonden is, die altijd uitsluitsel geeft omtrent het wel 

of niet bestaan van een weg met positieve capaciteit, kan het nag 

altijd een bezwaar zijn dat na iedere stap van alle mogelijke wegen 

moet warden nagegaan of ze toegelaten zijn, d.w.z. een positieve capa

citeit hebben, Er is nu een snedemethode, waarmee men, indien aan enige 

voorwaarden is voldaan, sneller kan bepalen of de optimale oplossing 

is bereikt. Een snede wordt gegeven door een lijn die het netwerk in 

twee stukken splitst en wel zo dat de oorsprong in het ene deel ligt 

en de voltooiing in het andere, terwijl bovendien zonder kruising 

van de snede geen verbinding mogelijk is tussen oorsprong en voltooiing. 

Aan zo'n snede wordt een getal toegevoegd, de waarde van de snede, d,i. 

de som van de capaciteiten van de verbindingen welke de snede kruisen 

gemeten in een richting van de oorsprong af. In de theorie van de net

werken is over deze sneden bekend, dat (max-flow min-cut theorem) voor 

ieder netwerk met een oorsprong en een voltooiing de maximale capaci

teit van dat netwerk gelijk is aan de minimale waarde van de sneden 

in dat netwerk, 

Nemen we een snede in het netwerk van figuur 7,3, zoals in onderstaande 

figuur 7,4 (het netwerk is getekend tot de snede) dan zien we dat de 

waarde van de snede 7 + 5 + 3 = 15 is. Wanneer derhalve de capaciteit 

van 15 bereikt is weten we dat we ook het optimum bereikt hebben. 

I 
snede 

fig. 7,4 
\ 
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Opgaven. 

7.1. De N.V. Experimentele Autobouw heeft opdracht gekregen een hoog

waardige minicar te ontwerpen. Van te voren dient de directie 

van de N.V. aan de opdrachtgever een prognose te geven van de 

verwachte tijd die dit project in beslag zal nemen. De ontwerp

werkzaamheden zijn in onderstaande tabel vermeld, 

nr. 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

12 

13 

14 

oms chri j ving tijdsduur 
in weken 

basisplan opstellen 3 

voorontwerpen carrosserie 5 

voorontwerpen technisch gedeelte 7 

beproeving carrosserie (evt, correcties) 8 

ontwerp motor en overbrenging 

ontwerp overige technische onderdelen 

ontwerp inwendige uitvoering 

definitief ontwerp carrosserie 

beproeving overige technische onder

delen (evt, correcties) 

beproeving motor en overbrenging 

(evt. correcties) 

afwerking inwendige uitvoering 

afwerking carrosserie 

samenbouwen en testen 

handleiding en instructieboek 

schrijven 

8 

10 

·,7 

5 

7 

12 

3 

3 

36 
8 

Gevraagd wordt nu: a) teken een netwerk, 

b) bepaal het kritieke pad. 

7,2. Vervolg op opgave 7,1, 

volgorde 
beperkingen 

2 +-

3 +-

4 +- 2 

5 +- 3 

6 + 3 

7 + 4 

8 + 4 

9 + 5 ,6 

10· + 5 
11 +- 5~6,7 
12 +- 8 

13 +- 9,10,11,12 

14 +- 9,10,11 

Daar bekorting van de voor het project benodigde tijd aanmerkelijk 

voordeel voor de N.V, oplevert, wordt overwogen door overwerk enige 

werkzaamheden sneller te laten verlopen. Bij de werkzaamheden 6, 10 

en 12 is bekorting door overwerk mogelijk. Om diverse redenen is 
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bekorting slechts in gehele weken mogelijk. De kosten voor een 

week bekorting zijn voor 6 f. 5,000,-, voor 10 f. 10.000,- en 

voor 12 f, 15,000,- toegestaan, Maximaal is f. 50.000,- beschik

baar, 

Gevraagd: bepaal hoeveel weken de werkzaamheden 6, 10 en 12 moeten 

worden ingekort, opdat een maximale bekorting van de 

tijdsduur van dit project wordt bereikt. 

7.3. De Algemene Vergadering voor Netwerkplanning (A.V.N.) organiseert 

volgend jaar in de eerste week van september een internationaal 

congres over netwerkplanning dat ook bezocht zal worden door 

leden van buitenlandse zusteror~anisaties. Ten behoeve van de 

organisatie van dat congres gebruikt de congrescommissie een net

werkplanning van de voorbereidende activiteiten. Deze activiteiten 

en hun volgorderelaties zijn in onderstaande tabel gegeven. 

activiteit omschrijving 

a( i ,j) 

tijdsduur 
(in weken) 

x(i,j) 

volgorde
relaties 

1 voorlopige schets v.h. congres 

2 gegevens t,b.v, voorlopig programma 

verzamelen en samenstellen 

3 

4 

regelingen treffen met VVV & hotels 

voorlopig programma druk.ken en ver

zenden 

5 suggesties m.b,t. thema en titel v.h. 

6 

7 

8 

congres 

goedkeuring titel en thema 

suggesties sprekers & onderwerpen 

opgaven sprekers & onderwerpen 

9 opzet v.d. organisatie v.h. voor

lopig programma 

opstellen: sprekerslijst 

8 

7 

26 

7 

2 

4 

3 

8 

13 

8 10 

11 

12 

13 

uitnodigen sprekers 12 

~ 14 

15 

16 

17 

uitwerken definitief programma 16 

aanmelding deelnemers 20 

vaststelling definitief programma 5 

organisatorische uitwerking def.progr,25 

redactie def. programmaboek 

drukken & verzende programmaboek 

4 

15 

4 + 1,2 

5 + 

6 + 5 

7 + 

8 + 7 

9 + 

10 + 8,9 

11 + 10 

12 + 4,6,8 

13 + 4 

14+3,11 

15+13,14 

16 + 14 

17 + 13,16 
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Gevraagd wordt nu: teken een netwerk van deze activiteiten, 

bepaal het kritieke pad en bepaal de tijdsduur van dit project. 

7,4. Vervolg op opgave 7,3, 

De activiteiten 4, 9 en 11 kunnen resp. met max. 2, 3 en 10 weken 

ingekort worden, Dat kost per activiteit per week voor 4: f. 5000,

voor 9 f. 7000,- en voor 11 f. 3000,-, De bekortingen worden 

alleen in gehele weken gerealiseerd. Maximaal is voor bekor~ingen 

een bedrag van f, 44,ooo,- beschikbaar, 

Gevraagd: welke activiteiten moet de congrescommissie inkorten en 

met hoeveel weken om een zo groot mogelijke inkorting 

van het gehele project te verkrijgen? Wijzigt het kri

tieke pad zich, en zoja hoe loopt het dan na de inkorting? 

7,5. Een middelbare scholier te Zeedorp wil na zijn eindexamen behaald 

te hebben bedrijfseconomie gaan studeren aan de universiteit van 

Vestburg, waar de colleges gegeven worden in blokken van eventueel 

verschillende tijdsduur. Na afloop van zo'n blok wordt direct een 

tentamen gehouden, zodat geen extra studieduur nodig is. Het is heel 

goed mogelijk meer dan een blok tegelijk te lopen, er zijn echter 

wel blokken die per se aan andere blokken vooraf moeten gaan! De 

aspirant-student wil nu weten hoe lang zijn studie zal gaan duren, 

en voorts welke keuzevakken hij zal moeten kiezen om zo snel mogelijk 

klaar te zijn (aangenomen dat hij in een keer voor al zijn tentamens 

slaagt), De vakken zijn in onderstaande tabel gegeven. 

nr. vak tijdsduur volgorde 
in weken 

propedeuse 21 

2 wiskunde 8 2 +-

3 bedrijfseconomie en organisatie 13 3 +-

4 boekhouden en verslaggeving 14 4 +- 2 

5 statistiek 15 5 +- 2 

6 statistische analyse 18 6 +- 5,4 

7 financiele rekenkunde 9 7 +- 2 
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nr. vak tijdsduur volgorde 
in weken 

8 admiriistratieve techniek 7 8 + 7,4 

9 financiering 7 9 + 7 
10 administratieve organisatie 12 10 + 7,4 

11 voortgezet boekhouden 6 11 + 4 

12 kosten en waarde 11 12 + 9 

13 industriele planning 13 + 12, 10,8,3 

keuzevakken: 

14 logica en systeemleer 10 14 + 5,3,2 

samen met 15 computer science 17 15 + 14 

of: 

16 voortgezette wiskunde 11 16 + 5,3,2 

samen met 17 besliskunde 18 17 + 16 

Gevraagd wordt het netwerk van deze studie te tekenen en de totale 

studieduur te bepalen. Welke keuzevakken leveren de kortste 

studieduur op? 

Bepaal de kortste weg door onderstaande netwerken, 

7.6. 



Bepaal de maximale (doorlaat-) capaciteit van onderstaande net

werken en controleer m.b.v, snedes of de eindoplossing bereikt is, 



8. 00-STAPSBESLISSINGSPROBLEMEN: MARKOV PROGRAMMERING. 

8.1. Een systeem zonder geheugen. 

Een handelaar in tweedehands goederen heeft een voorraadje regenjas

sen opgekocht en biedt die in zijn zaak te koop aan. Iedere avond, 

na het sluiten van de zaak, telt hij de nog aanwezige jassen na en 

schrijft het aantal op in zijn voorraadboek. Hiermee beschrijft de 

handelaar de toestand van het systeem "regenjassenverkoop". Uit erva

ring weet hij dat de kansverdeling van de vraag naar t 0,reedehands regen

j assen voor iedere werkdag gelijk is. Op een zekere avond heeft hij 

nog 10 (= St) jassen hangen, en hij vraagt zich af hoeveel hij er de 

volgende avond zal tellen, Met behulp van de vraagverdeling kan hij 

berekenen wat de kansen zijn op een nieuwe voorraad, de volgende 

avond, van 10, 9, ... , of O jassen. Laat b.v. de vraagverdeling als 

volgt gegeven zijn: 

p(,:;:: = i) = (8-i)/36 i = o, ,, ... , 7, 

dan krijgt hij voor de voorwaardelijke kansen P(~+ 1 = j,I St = 10) 

d.w.z. de kansen dat §_t+ 1 de waarde j aanneemt onder de voor

waarde dat St= 10, de volgende waarden: 

P(§_t+ 1 = 10j St= 10) = P(,:;:: = 0) = 2/9 

P(St+l = 91 S = 10) = P(,:;:: = 1) = 7/36 

P(~+1 = 

P(St+1 = 

P( St+1 = 

P(§_t+1 = 

P(~+1 = 

-P(§_t+1 = 

81 St= 10) = P(,:;:: = 2) = 1/6 

71 St= 10) = P(,:;:: = 3) = 5/36 

61 St= 10) = P(,:;:: = 4) = 1/9 

51 St= 10) = P(,:;:: = 5) = 1/12 

41 st= 10) = P(v = 6) = 1/18 

3j St= 10) = P(,:;:: = 7) = 1/36, 

Bij deze berekening zien we dat het er niet toe doet hoeveel regenjassen 

de man in het verleden verkocht heeft: hij gaat uit van de laatste toe

stand fan de gegeven verdeling, en dat is voldoende. In het algemeen kun

nen we voor dit soort processen schrijven: 
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P(~+ 1 = j I s 0 = k0 , s 1 = k 1 , ••• , st_ 1 = kt_ 1 , st= i) = 

= P(st+1 = j I st= i). 

We noemen dit de Markov eigenschap van het proces. Deze eigenschap houdt 

in, dat de geschiedenis van het systeem (s0 , s 1, ••• , st_ 1 ) vergeten 

mag warden en dat voor de bepaling van een toestand in de toekomst alleen 

de huidige toestand van belang is. M.a.w. het systeem heeft geen ge

heugen. 

Een ander voorbeeld is het volgende. Stellen we ans voor dat we in 

een bergachtig landschap een steenbok ontdekken, die van rotspunt naar 

rotspunt springt. Hij doet dat naar ans idee geheel willekeurig, d.w.z. 

de kans dat hij op een bepaalde naburige rotspunt springt is voor iedere 

naburige rotspunt gelijk. We krijgen dan een soort Brownse beweging te 

zien die een duidelijke illustratie is van het begrip Markov keten. 

Het maakt de steenbok immers niet uit van welke rotspunt hij 10 sprongen 

of eerder terug gestart is. Het enige essentiele is de punt waar hij 

zich nu bevindt en die waar hij naar toe zal gaan, oftewel de toestand 

van het systeem en de verandering daarin (hierna overgang genoemd), 

Keren we nag even terug naar onze t:weede::1anc.i.s,r:;oed.erenhn.nd.elaar. "Je 

kunnen m. b. v. een netwerkachtig scl1etsj e de gang van zaken verduide

lijken. Laten we veronderstellen, om de zaak eenvoudig te houden, dat 

hij met 3 regenjassen begint. In het netwerk staan de mogelijke toe

standen als knooppunten afgebeeld, met daarin de waarden van St' en de 

pijlen stellen de overgangen van de ene toestand naar de andere voor. 

Zoals men in dit schetsje ziet kan de handelaar, wanneer hij op een 

zekere avond de toestand "2 regenjassen" constateert, de volgende 

avond 2, 1 of O regenjassen aantreffen, en wel met kansen: 
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P(St+1 = 21 st = 2) = P(~ • 0) = 2 /9 

P(St+1 = 1 I st = 2) = P(~ = 1 ) = 7 /36 

P(St+1 = 01 st = 2) = P(~ ~ 2) = 1/6 + 5136 + 1/9 + 1/12 + 

+ 1/18 + 1/36 = 7112. 

We schrijven nu voor de overgangskansen 

kortweg 

p 
ij 

dat is dus de kans om vanuit toestand i op een gegeven tijdstip naar 

toestand j te gaan op het volgende tijdstip. 

Tussen de twee genoemde voorbeelden is een groat verschil, dat veroor-

zaakt wordt door het aantal mogelijke toestanden. De regenjassenhande-

laar kan slechts een eindig aantal jassen inkopen en kan derhalve oak 

maar een eindig aantal toestanden onderscheiden. 

Bij de steenbok J.S daarentegen het aantal toestanden (rotspunten) in 

een modelvorming niet eindig. Het beest zal er weliswaar immense af

standen voor moeten afleggen, maar de mogelijke toestanden zijn naar 

onze begrippen onbeperkt. Wij zullen ans in dit hoofdstuk beperken 

tot problemen, waarin het aantal toestanden eindig is. 

Processen, zoals hierboven aangeduid, beschrijven we m.b.v. zogenaamde 

Markov ketens. Wij zullen dit begrip hier nader toelichten. Laat 

gegeven zijn een systeem, dat een eindig aantal toestanden kan aannemen. 

We nummeren die toestanden 1, 2, .•• ,N. Voorts is er een rij equidi

stante tijdstippen t = 1, 2, •.• gegeven, waarop het systeem wordt be

schouwd. Wanneer nu voldaan is aan de Markov eigenschap, dan spreken we 

van een (enkelvoudige) Markov keten. We beschikken bij een Markov 

keten derhalve over een collectie overgangskansen p .. van iedere toestand 
J.J 

i naar iedere toestand j gedurende een tijdsinterval. Die kansen p .. 
J.J 

schrijven we in matrixvorm: ,, 
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p = 

We lezen zo'n matrix als volgt: de kans dat men van toestand i 

(i = 1, 2, ••• , N), op het, willekeurige, tijdstip t, in toestand 

j (j = 1, 2, ••• , N) terecht komt een tijdstip later, (t+1), is 

p ..• Dus: 
1J 

tijdstip t + 

~ 
J = 2 N 

l 
l 

p 1 1 P72 ... p1N 

2 P27 P22 P2N 

tijdstip t 

N 

Van de kansen p .. weten we (het zijn immers kansen): 
1J 

0 < P·. < 
- 1J 

(i, J = 1, 2, ••• , N) 

Voorts is het zo a.at men vanuit een toestarid i (i = 1, 2, ••• , N) 

altijd in een toestand j (j = 1, 2, •.• , N) terecht moet komen (het sy

steem moet immers binnen de toestandsruimte blijven?). Bovendien kan 

er op een bepaald tijdstip hoogstens een toestand worden aangenomen. 

Derhalve geldt: 



N 

I 
j=1 

p .. = 1 
iJ 
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Wanneer hij zijn voorraad niet aanvult krijgen we voor onze handelaar, 

met een beginvoorraad van 3 jassen, de volgende matrix: 

naar 

van 

2 

3 

0 2 

0 

0 

7;12 7/36 2 /9 

3 

0 

0 

0 

5;12 1/6 7;36 2 /9 

Tot dusverre hebben we alleen toestandveranderingen, overgangen, 

beschouwd, die zich in een tijdseenheid voltrokken. We kunnen echter 

oak kijken naar toestandveranderingen over langere perioden. We 

schrijven 

voor de kans dat de toestand j wordt bereikt vanuit i na m stappen. 

Voor deze kansen p~~)geldt nu, zoals intuitief zeker duidelijk zal 
iJ 

zijn: 

(m) 
p.. = 
iJ 

N 
l1 (m-1) 

pik 
k=1 

m > 

d. w. z .. de kans om vanuit toe stand i ·na m stapperl ih j te korrte11 is• ge-

lijk aan de kans om in m-1 stappen vanuit i in een toestand k te komen 

en vanuit kin een stap in j. Dit geldt voor alle k. Bovendien zijn de 

laatstgenoemde twee overgangen onafhankelijk van elkaar, zodat we de 

kansen mogen vermenigvuldigen. 

Voor m = 0 krijgen we de kans 

(0) 
p .. 

iJ 
= 

als if j 

als i = J 
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Laten we, ter illustratie, eens veronderstellen dat we een toestands

ruimte met 3 toestanden (i = 1, 2, 3) hebben, en dat we daar twee 

stappen in doen, beginnend in St= 1 en eindigend in St+2 = 2. We 

krijgen dan het volgende beeld: 

P11~.P12 

~-i2 .P22 
2 1------------\ 

We kunnen ons nu afvragen water gebeurt als (m) zeer groot wordt. Ze

als straks zal blijken zijn we in het bijzonder geinteresseerd in de 

eigenschappen van de limiet 

Iim 
m 

m 
y 

k=1 

(k) 
p .. 
lJ 

Het kan nu bewezen worden, dat, ender zekere voorwaarden *) deze limiet 

bestaat, en onafhankelijk is van de begintoestand i 

J.im 
m-+w m 

(k) 
p .. 

1J 

Dit getal q. kan men interpreteren als de kans dat het systeem op een 
J 

willekeurig, maar "oneindig" ver weg gelegen tijdstip de toestand J 

aanneemt. 

We kunnen verder voor q. de volgende regel afleiden 
J 

N 

q,j =kz1 qk pkj , 

want: 

~) In° praktijkgevallen 1s in de regel aan deze voorwaarden voldaan. 
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m ( n) m N 
(n-1 ) lin1 I, = li:m ' ' = CJ.. = p .. /, /, pile pkj J r;:-:.>-co m h==1 lJ m->-co m 

h=1 ;_,:c':: 1 

= 
N 

/. pkJ . 
k=1 

. lim 
m+oo 

m 

m ( h-1 ) 
l pik 

h=1 
= 

= 

Op grond hiervan noemt men de kansen q_. invariante kansen. 
J 

Voor de jassenhandelaar kunnen we nu de kansen q_0 , q_ 1, q_2 en q_3 bere

kenen: 

CJ.a 

CJ. 1 

CJ.2 

CJ.3 

Bovendien geldt 
N 

I 
j=1 

= 

= 

= 

= 

CJ.. = 
J 

CJ.a + 

2/9 

2/9 

2/9 

1;9 CJ.1 + 1;12 CJ.2 t 5/12 CJ.3 

+ 1/36 1 
CJ. 1 CJ.2 + /6 CJ.3 

CJ.2 + 1/36 CJ.3 

CJ.3 

want er moet toch zeker een toestand bereikt worden. (Dit kan overigens 

ook eenvoudig afgeleid worden m.b.v. de limietovergang waarmee q_. ge-
J 

definieerd is). 

Berekening van q_j voor de jassenhandelaar levert op q_0 = 1 en 

q_ 1 = q_2 = q_3 = 0. Men zal stellig geen moeite hebben dit resultaat 

te interpreteren, het is immers zeker dat de man ooit uitverkocht zal 

raken. We hebben in dit geval te maken met een toestand waarin het sy

steem altijd zal blijven verkeren,zodra het die toestand eenmaal heeft 

aangenomen. Bovendien is het zo dat het systeem, eenmaal aangekomen in 

een willekeurige toestand, nooit meer kan terug keren naar een andere 

toestand, die het daarvoor heeft aangenomen. We noemen een verzameling 

toestanden, die deze eigenschap heeft een fuik; d.w.z. heeft het sy

steem een toestand binnen een fuik aangenomen, dan kan het nooit meer 



een toestand aannemen, die buiten die fuik ligt. We herhalen ter il

lustratie nogmaals het schetsje met de toestanden en de overgangen 

Zoals men ziet vormen de toestanden 3, 2, 1 en O een fuik, maar ook de 

toestanden 2, 1 en O, terwijl O alleen de kleinst mogelijke fuik is. 

Zo'n kleinste fuik heet een kernfuik. 

Wanneer de toestand 3 eenmaal verlaten is keert het systeem daarin 

nooit weer terug. Dit geldt ook voor de toestanden 2 en 1. We noemen 

zulke toestanden doorgangstoestanden, waaronder in het algemeen alle 

toestanden j begrepen worden, die vanuit minstens een andere toestand 

i niet kunnen worden bereikt, terwijl i wel vanuit j kan worden be

reikt. 

Naar aanleiding van het voorgaande heeft men kunnen opmerken dat de 

gehele toestandsruimte een fuik is, hetgeen voor alle Markovketens 

opgaat. In het voorbeeld bevatte bovendien geen enkele fuik twee of 

meer disjuncte (deel)fuiken. Dat wil zeggen, dat iedere fuik een of 

meer toestanden met de andere fuiken gemeenschappelijk heeft. Fuiken 

die geen disjuncte (deel)fuiken bevatten heten priemfuiken. In het 

vorige voorbeeld waren alle fuiken dus priemfuiken. 

We zullen nu een toestandsruimte beschouwen, waarbij er wel disjuncte 

fuiken optreden. In een schetsje ziet zo'n toestandsruimte er bijvoor

beeld als volgt uit: 
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Bepalen we hier de fuiken dan vinden we behalve de fuik van de gehele 

toestandsruirnte 

(1, 2, 3, 4, 5, 6) 

oak nag 

(3, 4, 5, 6), (3, 4, 6), (3, 4), (5, 6) en (6) 

De fuik (1, 2, 3, 4, 5, 6) bevat de disjuncte fuiken (3, 4) en (5, 6) 
en is derhalve geen priemfuik.Zo zijn oak de fuiken (3, 4, 5, 6)en 

(3, 4, 6) geen priemfuiken. De laatste drie zijn dat wel: men kan er 

geen disjuncte deelfuiken in vinden. 

Bij de limiet 

lim 
m 

m 

I 
k=1 

(k) 
p.. = q. 
lJ J 

hebben we gesteld dat aan zekere voorwaarden moet zijn voldaan wil deze 

limiet bestaan. Het gaat hier VJornamelijk om het feit dat q onafhanke

lijk is van de begintoestand i. Zou q. niet onafhankelijk zijn van die 
J 

begintoestand, dan moet geschreven warden 

lim 
m 

Als de toestandsruimte een priemfuik is, dan is deze onafhankelijkheid, 

zoals men wellicht zal inzien, volledig gewaarborgd. 

In het eerste voorbeeld was sprake van een toestandruimte, die priemfuik 

is, en daar waren de kansen q. onafhankelijk van de begintoestand 1; 
J 

immers van alle doorgangstoestanden was q. = 0 en voor de laatste toe-
J 

stand Q ~as~= 1. Dit resultaat was, zoals we al geconstateerd heb-

ben, geheel te verwachten, daar de handelaar eens zijn partijtje regen

jassen uitverkocht zal hebben, ongeacht met welke hoeveelheid hij be

gint (begintoestand i). Zou de handelaar, wanneer hij uitverkocht is 

zijn voorraad aanvullen met een even grate partij als hij de eerste 

keer gekocht had, dan treden er geen doorgangstoestanden meer op. De 
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De toestandsruimte blijft dan echter een priemfuik,die er b.v. als 

volgt uitziet 

Ook nu zijn de kansen q. onafhankelijk van de beginstoestand i, want 
J 

na korter of langer tijd kan j vanuit iedere i bereikt worden. 

Hebben we echter te maken met een fuik die geen priemfuik is, dan ziJn 

niet alle toestanden meer onderling bereikbaar, terwijl ook geen sprake 

is van op elkaar volgende doorgangstoestanden. (vgl. fuik (3.4)). 
Nu is de onafhankelijkheid van q. van de begintoestand niet langer meer 

J 
aanwezig en daarmee hebben we de voorwaarde waarover we eerder spraken 

vastgesteld: 

m (k) 1 m (k) 
lim 
m-+«> 

\ p = lim - \ p. 
m l iJ0 m l SJ 

k+1 m-+«> k=1 

voor toestanden i, sen J uit dezelfde priefuik. 

3.2. Strategien en kosten. 

= q. 
J 

In de werkplaats van de firma J.Bakker & Zn. staat een oude stans

machine, die men nog gebruikt voor het fabriceren van zeshoekige 

plaatjes van het volgende model. 
a 

a 

In de machine bevinden zich daartoe drie paren instelbare messen, 

in de tekening aangegeven met a, b enc, die inmiddels, wegens -
~ 

verregaande zorgeloosheid van vorige machinebedienden, de eigen,. 
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schap hebben om tijdens het doorvoeren van de metalen strip waaruit ge

stansd wordt met een redelijke kans uit hun instelstand te geraken. 

De huidige machinebediende heeft conscentieus geturfd hoe het "uit de 

instelling lopen" geschiedt en op grond van zijn waarnemingen zijn nu 

de kansen geschat op een wijziging in de instelling tijdens een keer 

stansen. De volgende toestanden kunnen zich voordoen: 

- alle messen staan in de instelstand, 

- alleen de paren b enc staan in de stelstand, 

- alleen het paar b staat in de instelstand, 

- alleen het paar c staat in de instelstand, 

- geen enkel paar staat in de instelstand. 

Met betrekking tot deze toestanden spreken we af dat we het systeem 

"stansmachine" steeds vlak nadat een plaatje gestansd is zullen be

schouwen. In verband met later in te voeren strategieen noemen we dit 

de beslissingstijdstippen. 

Om nu verder efficient met deze toestanden te kunnen werken nummeren 

we ze in bovenstaande volgorde van 1 tot en met 5, In onderstaande 

matrix P staan de geschatte kansen op overgangen van de ene toestand 

naar de andere tijdens een keer stansen. 

~naar 2 3 4 5 

van 

3 /4 1 /4 0 0 0 

2 0 1 /2 1 /4 1 /4 0 

3 p = 0 0 3;4 0 1/4 

4 0 0 0 1 /2 1 /2 

5 0 0 0 0 

Een netwerktekeningetje van de toestanden geeft het volgende beeld: 
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Zoals men ziet kunnen wij hier weer een aantal fuiken onderscheiden: 

(1, 2, 3, 4, 5), (2, 3, 4, 5), (3, 5), (4, 5) en (5) 

waarvan de laatste een kenfuik is. De toestanden 1, 2, 3 en 4 zijn al

len doorgangstoestanden; toestand 5 is dat niet. Zo'n toestand, die 

geen doorgangstoestand is, heet overigens een terugkeertoestand. 

Laten we de natuur haar gang gaan, dan bevindt het systeem zich na enige 

tijd zeker in toestand 5 (dus q5 = 1). We behoeven ons echter niet zon

der meer aan de willekeur van de natuur over te leveren. Er kunnen be

slissingen genomen warden waardoor de loop van het proces beinvloed 

wordt. Daar de laatste toestand alleen bepalend is, kunnen we,onafhan

kelijk van het beslissingstijdstip,aan een benaa1de toestand een en 

dezelfde beslissing toevoegen. Een strategie z bests.at derhalve uit een 

beslissingsregel x = z(S) voor alle beslissingstijdstippen. Zo'n be-

slissingsregel is b.v. "verkeert het systeem in toestand 3 of 4, dan 

moet de machine opnieuw bijgesteld warden", of anders gezegd "staat 

nog precies een messenpaar goed ingesteld, dan bijstellen". In het 

schema zien we de realisatie daarvan als volgt 

p (zJ=a 
41 

~ 

\ 
I 

I 

C) 
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Zoals men m.b.v. dit schema zal opmerken wordt toestand 5 niet meer 

bereikt en voor de verdere behandeling van het probeem kan toestand 5 

zonder bezwaar worden weggelaten. Wordt de toestand 3 of de toestand 

4 waargenomen, vlak nadat er gestansd is, dan worden de werkzaamheden 

onderbroken voor een bijstelling d.w.z. toestand 1 komt in plaats van 

de waargenomen toestand, en pas daarna wordt weer verder gestansd.In 

de matrix P(z) van de overgangskansen pij [z] komt dat duidelijk uit: 

naar 2 3 4 van 

3;4 1 /4 0 0 

0 
1 / 

2 1 /4 1 /4 2 
P(z) = 

3 /4 1;4 0 0 3 

3;4 1 /4 0 Cl 4 

Het argument z bij de kansen p .. [J:J geeft aan dat de gekozen strategie 
lJ 

van invloed is op de overgangskansen (zie b,v. p31 (z) f p31 ). 

Hieruit kunnen wij de invariante kansen q 1, q2 , q3 en q4 berekenen. 

Alhoewel uiteraard ook de kansen q. afhankelijk zijn van de strategie 
J 

z, en dus eigenlijk q.(z) 
J 

behoort te worden geschreven, is het ge-

bruikelijk het argument z hier weg te laten. 

q1 = 3 4Xq 1 + 3 4Xq3 + 3 
4Xq4 

q2 = 1 4Xq 1 + 1 2xq2 + 1 4X3 + 1 
4Xq4 

q3 = 1 4Xq2 

q4 = 1 4Xq2 

= q1 + q2 + q3 + q4 

1 en hieruit volgt q 1 = l, 12 = /3, q3 

Aan het bijstellen van de stansmachine zijn kosten verbonden, en wel 

f 10t- per keer. Bovendien brengen de plaatjes die niet op maat zijn 



296 

afgesneden extr~ kosten met zich mee bij de montage. Die extra 

kosten zijn afhankelijk van het aantal afwijkende zijden van zo'n 

plaatje. Zijn alle mesparen goed ingesteld, dan geeft dat uiteraard 

geen extra kosten. Zijn er twee paren goed ingesteld dan bedragen 

die kosten f 4 ,·-, bij een goed ingesteld paar f 8 ,- en zijn alle mes

sen in een onjuiste instelling, dan belopen de extra montagekosten 

f 12,-. Wij kunnen ons nu afvragen wat de· verwachte kosten zijn, wan

neer er m keer gestansd zal warden en daarbij de gegeven strategie 

wordt gehanteerd. De verwachte kosten per stansing (per "stap") geven 

we aan met 

h(S; z(s)) = h(S;z) 

waarin S de toestand is waarvan men uitgaat bij die stap en z(S) de 

beslissingsregel die gevolgd wordt. Geheel analoog aan de notatie p .. 
iJ 

voor de overgangskans van toestand S = i naar toestand S = j schrijft 

men voor S veelal i of j. 

Laten de kosten voor een stap, waarin het systeem van i naar j gaat 

r .. (z) zijn, dan vinden we voor de verwachte kosten voor een stap 
iJ 

vanuit toestand i: 

N 
h(i; z) = \ 

L. 
j=1 

p .. [z] r .. (z). 
iJ iJ 

Stel dat de stansmachine op een willekeurig beslissingstijdstip in 

toestand 2 verkeert, dan vinden we voor de kosten 

h(2;z) 

Nam keer stansen vinden weals totale verwachte kosten, uitgaande van 

toestand i; 

N 

+ I 
j=1 

p . . [ z] h ( j ; z ) 
iJ 

N (2) . . 
+ l p .. [~] h(J; z) 

j=1 iJ 

+ 

+ 



m-1 
= I 

k=O 

N 

+ I 
j=1 
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( 3) p .. [z] h(j; z) 
J.J 

+ 

+ ••• 
N 

+ 'i' (m- 7 ) [z] h(J··, z) 
l P1· J. 

N 

I 
j=1 

j+1 

p~~) [z] h(j; z) 
J.J 

= 

( 8. 1 ) 

We willen uiteraard een strategie z vinden waarvoor deze kosten 

minimaal zijn. Het minimaliseren van de totale kosten (8.1) is ge

lijkwaardig met het minimaliseren van de gemiddelde kosten 

1 n-1 N (k) - I I p .. [z] h( j; z = m k=1 j=1 J.J 

n-1 N (k) = I I p .. [ z] h( j ; z) 
k=1 m j=1 J.J 

en voor m + 00 (het gaat immers om een 00-stapsbeslissingsprobleem) 

gaat dit over in 

N 

I 
j=1 

q. h(j; z) 
J 

Het zal nu niemand verwonderen dat weals criteriumfunctie kiezen 

N 
y(S; z) = L 

j=1 
q. h(j; z) 

J 

welke onafhankelijk is van de beginstoestand i! Deze kosten y(S; z) kun

nen geinterpreteerd worden als de gemiddelde verwachte kosten voor 

een in de zeer verre toekomst gelegen stap (in het voorbeeld: een 

plaatje aan het eind van een "hele lange serie"). Voor het stanspro

bleem vinden we bij de gekozen strategie de volgende kosten: 
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h( 1; z) = fxo + lx4 = 1 

h(2; z) = ~x4 + ;xa + ~x8 = 6 

h(3; z) = 10 + fxo + lx4 = 11 

h(4; z) = 10 + fxo + lx4 = 11 

en 

+ q4xh(4; z) = 

1 1 1 1 
= !x1 + ~6 +12~11 +12~11 = 4t 

Andere strategieen ,, die we kunnen toepassen zijn: 

.. z2 = bijstellen zodra toestand 2 zich voordoet 

- z3 = bijstellen zodra toestand 5 zich voordoet 

Z4 = bijstellen zodra toestand 3 of 5 zich voordoet 

z5 = bijstellen zodra toestand 4 of 5 zich voordoet. 

Wij zullen naast de strategie,,~ die we zojuist berekend hebben, de 

twee eerstgenoemde van het bovenstaande rijtje beschouwen. De reeds 

berekende strategie duiden we in het vervolg aan met z 1• Voor de stra

tegieen luiden de overgangskansen en de kosten als volgt (ga dat na): 

strategie z2 : 

naar 2 van: 

= 

2 

= fxo + lx4 = 1 

= 10 + fxo + lx4 = 11 

+ 
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g_1 = 3 ;:;xg_1 + 3 ;:;xg_2 

g_ 1 = a g_2 = 1 

' 
;:; 

1 1 
g_2 = ;:;xg_1 + ;:;xg_2 

y(S; z2) = ax1 + ax 11 = 3~ 

strategie z3: 

naar : 1 2 3 4 5 van: 

3 /4 1 /4 0 0 0 

0 1 /2 1 /4 1 /4 0 2 

p( z3) = 0 0 3 /4 0 1 /4 3 

0 0 0 1 /2 1 /2 4 

3;4 1 /4 0 0 0 5 

h ( 1 ; Z3) = axo + ax4 = 

h(2; z3) = ~x4 + h8 + axs = 6 

h( 3; z3) = axs + h12 = 9 

h(4; z3) = ~x8 + ~x12 = 10 

h( 5; z3) = 10 + axo + ax4 = 11 

g_ 1 = 3 ;:;xg_1 + 3 
;:;xg_5 

g_2 = 1 ;:;xg_1 1 + 2xg_2 + 1 
;:;xg_5 

g_3 = 1 ;:;xg_2 + 3 
;:;xg_3 

g_4 = 1 ;:;xg_2 1 
+ 2Xg_4 

g_5 = 1 
;:;xg_3 

1 
+ 2Xg_4 

f-· 
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1 = q1 + q2 + q3+ q4 + q5 

q1 = 3;9, q2 = q3 = 2/9, q4 = 

= 

1 
q = /9 

5 

Uit deze berekeningen blijkt dat de kosten voor strategie z2 het kleinst 

zijn en dat we daarmee dus m.b.t. de eerste drie als goedkoopste 

strategie "bijstellen zodra er nog maar twee messenparen juist zijn in

gesteld" gevonden hebben. 

Het zal iedereen opgevallen zijn dat we bij deze aanpak eerst alle toe

gelaten strategieen moeten berekenen alvorens tot optimaliteit van een 

ervan te kunnen concluderen. Dit brengt, vooral voor omvangrijke pro

blemen met veel toegelaten strategieen veel rekenwerk met zich mee en 

het zal derhalve wel niemand verwonderen dater gezocht is naar een 

meer efficiente methode om de optimale strategie te bepalen. Zo'n metho

de is de iteratieprocedure van R.H0WARD, die in de volgende paragraaf 

zal worden besproken. 

Beschouwen we nogmaals de stansmachine van de firma J.Bakker & Zn., 

dan moeten wij tot de conclusie komen, dat in het geheel geen rekening 

is gehouden met de tijdsduur van de stansbewerking en het bijstellen. 

0ns de uitspraak "tijd is geld" herinnerend willen we daar nu wel re

kening mee houden. Stel dat het stansen van een plaatje uit een metalen 

strip gemiddeld twee minuten duurt (inclusief bijkomende handelingen) 

en het bijstellen van de messenparen, ongeacht het aantal, ook twee 

minuten. We breiden nu de toestandsruimte uit met een toestand O = 

"het bijstellen" en we doen alsof het een bewerking is van de machine, 

n~t als het stansen zelf. D.w.z. we beschouwen het systeem vlak nadat 

er een plaatje gestansd is of aan het eind van het bijstellen. De slag

zin "tijd is geld" wordt vertaald door de eis dat minstens 24 plaatjes 

per uur moeten worden afgeleverd. Voor strategie z 1 kunnen we weer een 

schetsje maken: 
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Q 

De matrix P(z 1) ziet er als volgt uit 

naar: 0 1 2 3 4 van: 

0 3 /4 1 /4 0 0 

0 3 /4 1 /4 0 0 

P( z 1) = 0 0 1 /2 1 /4 1 /4 2 

0 0 0 0 3 

0 0 0 0 4 

De kansen q. worden nu: 
J 

qo = q3 + q4 

q1 = 3 
4XqO + 

3 4Xq 1 qo = 1 /6 

1 1 + 1 q0 = 4XqO + 4Xq 1 2xq2 
"-

q1 = 1 /2 

q3 = 1 4Xq2 q2 = 1 /3 

q4 = 1 4Xq2 q3 = q4 = 1 /12 

1 = qo + q1 + q2 + q3 + q4 

1/6 . Daar q0 = kunnen we bepalen dat de verwachting van het aantal mi-

nuten dat per uur besteed wordt aan bijstellen 

1 b- x 60 = 10 

bedraagt. Toegelaten is 60 - 24x2 = 12 minuten, zodat we deze strategie 

mogen accepteren m.b.t. de tijdseis. 



302 

8.3, De iteratiemethode van HOWARD. 

In de vorige paragraaf is als criterium voor de optimaliteit van een 

strategie de functie y(S;z) afgeleid, en deze functie is in de praktijk 

onafhankelijk van de begintoestand van het Markov-beslissingsproces. 

We kunnen ans nu echter afvragen of het verschil uitmaakt wanneer we 

het systeem vanuit een bepaalde toestand laten starten in plaats va.nuit 

een andere. Stel b.v. dat de firma J. Bakker & Zn., die in de vorige 

paragraaf ten tonele is gevoerd, zojuist op de stansmachine een serie 

plaatjes heeft gefabriceerd en dat men bij het begin van de volgende 

serie constateert dat de machine in toestand 2 ( "alleen messenparen b 

enc in de instelstand") verkeert. Onze vraag kan nu luiden: "wat zal 

het bedrijf er voor over hebben om eerst bij te stellen i.p.v. direct 

te beginnen?" 

Voordat we een antwoord op deze vraag geven beschouwen we het stelsel 

lineaire vergelijkingen 

y + v. -
J. 

N 

I 
j=1 

p .. [z]v. = h(i ;z) 
J.J J 

J. = 1 ,2, ••• ,N. ( 8.2) 

waarin p .. [z] en h(i;z) bekende getallen zijn, en wel resp. de over-
1J 

gangskansen behorende bij de strategie z en de directe kosten van een 

stap vanuit toestand i onder de strategie z. Het kan bewezen warden dat 

dit stelsel altijd een oplossing heeft. Bovendien ka.n men bewijzen dat 

voor iedere oplossing geldt 

N 
y = I 

j=1 
~.h(j;z) = y(S;z). 

J 

We herschrijven dan (8.2) als volgt: 

v. = h(i;z) - y(S;z) + 
J. 

N 

I 
j=1 

p .. [z]v., 
J.J J 

J. = 1 ,2, ... ,N. (8.3) 

Daar v. oak afhankelijk is van de toegepaste strategie z schrijven we 
J. 

in het vervolg v(i;z) voor v .. 
J. 
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Wanneer wij nu reeds trachten (8.3) te interpreteren, dan zien wij 

dat m.b.v. de eerste twee termen van het rechterlid een verschil wordt 

weergegeven van de opbrengst van een stap, die start vanuit toestand 

i, t.o.v. de gemiddelde opbrengst in de long run. Hiermee is een grove 

indicatie gegeven van de betekenis van v(i;z), die we nu verder zullen 

onderzoeken. Zoals geconstateerd is heeft (8,3) betrekking op een 

stap in het beslissingsproces, en wel de eerstvolgende vanuit i. Door 

nu herhaalde substitutie toe te passen kunnen we (8.3) generaliseren 

voor meer stappen. k-maal herhaald substitueren levert op 

k-1 N 
p~~)[z] 

N 
p~~)[z]v(j ;z) v(i;z) = I I {h(j ;z) - y(S;z)} + I 

r=O j=1 lJ j=1 lJ 

k-1 N 
(r) N 

p~~)[z]v(j ;z) = I I p .. [z] h(j;z) - k,y(S;z) + I 
r=O j=1 lJ j=1 lJ 

(8.4) 

Nemen we nu een andere toestand, bijv. N, en schrijven we daarvoor 

ook (8.4) op, dan krijgen we voor het verschil v(i;z) - v(N;z) het 

volgende 

k-1 N 
v(i;z) - v(N;z) = l l 

r=O j=1 

Onder bepaalde - ruime - voorwaarden geldt 

k-1 N ( ) 
l l PNrJ. [z]h(j;z) + 

r=O j=1 

( 8. 5) 

lim 
k-l-<Xl 

(k) 
P·. lJ 

= lim 
k-l-<Xl 

J = 1 ,2, •.. ,N. 

en voor (8.5) volgt dan 

v(i;z) - v(N;z) 
k-1 N 

= lim { l l p~~)[z]h(j;z) 
k-l-<Xl r j lJ 

(8.6) 
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De uitdrukking tussen de accolades geeft voor de begintoestanden i 

en N het verschil in totale verwachte opbrengst weer over de eerste 

k beslissingstijdstippen. Voor toestand i en N wordt met (8.6) der

halve het voor- of nadeel in totale verwachte opbrengst bepaald 

tussen een beslissingsproces dat start in i in plaats van N. 

We zijn nu in staat een antwoord te geven op de vraag, die we ans 

m.b.t. de stansmachine van de firma J. Bakker & Zn. gesteld hebben. 

Nemen we aan dat de werkplaatschef gekozen heeft voor de strategie 

"bijstellen als geen van de messenparen meer in de instelstand staat", 

dan vinden wij voor die z de volgende vergelijkingen (vgl. (8.3)). 

v( 1 ; z) 6 + ¾ v(1;z) 
1 = + 4 v(2;z) 

1 1 1 v(2;z) = 6 6 + t v(2;z) + 4 v(3;z) +-,- v(4;z) 
4 

- v(3;z) 6 + ¾ v(3;z) 
1 

= 9 + 4 v(5;z) 

v(4;z) = 10 - 6 
1 

+ 2 v(4;z) 1 
+ 2 v(5;z) 

v(5;z) = 11 - 6 + ¾ v(1;z) 1 +.,.... v(2;z) 
4 

Bij de oplossing van dit stelsel zal men tot de ontdekking komen dat 

de waarden van v(i;z) niet eenduidig bepaald zijn. Want als v(i;z) 

voldoet, dan voldoet ook v(i;z) + k, waarin keen willekeurige con

stante is. Men gaat dit eenvoudig na door in (8.3) v(i;z) + k voor 

iedere v(i;z) te substitueren. 

N 
v(i;z) + k = h(i;z) - y(S;z) + I (po .czJ + k) = 

j=•J lJ 
N N 

= h(i;z) - y(S;z) + \ p .. [z] + I p .. [z]k = l, 

j=1 lJ j=1 lJ 

N 
= h(i;z) - y(S;z) + \ p .. [z]v(j;z) + k. l, 

j=1 lJ 

Daar voor ons slechts de verschillen tussen de v(i;z) onderling van 

belang zijn, mogen we zonder bezwaar v(N;z) van iedere v(i;z) 

(i = 1,2, ... ,N) aftrekken, hetgeen in de praktijk neerkomt op het 

nulst;llen van v(N;z). 
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In het onderhavige geval krijgen we dan als resultaat: 

Hieruit volgt: 

1 
4 v(1;z) 1 

= - 5 + 4 v(2;z) 

1 
2 v(2;z) 1 1 

= 4 v(3;z) + 4 v(4;z) 

1 
4 v(3;z) = 3 + 0 

1 
2 v(4;z) = 5 + 0 

v(5;z) = 0 = 5 + ¾ v(1;z) + ¾ v(2;z) 

v( 1 ;z) = - 10 

v(2;z) = 10 

v(3;z) = 12 

v(4;z) = 8 
v(5;z) = 0 

Het verschil {v(1;z) - v(2;z)} geeft nu het verschil in totale ver

wachte kosten weer voor het start en met of zonder bij stellen. Daar 

v(1;z) - v(2;z) = - f 20,-

mogen we concluderen dat het voordelig is voor de firma om eerst bij 

te stellen, voorzover de bijstelkosten het bedrag van f 20,- niet over

schrijden. Daar de bijstelkosten slechts f 10,- bedragen is het der

halve beter in toestand 2 de beslissing "bijstellen" te nemen in plaats 

van de , door stra.tegie z voorgeschreven, beslissing "doorga.a.n". Het 

is nu gerechtvaardigd te stellen dat de gekozen stra.tegie z in toesta.nd 

2 niet de beste beslissing dicteert. We kunnen ook voor andere toe

standen een dergelijke vergelijking maken om te onderzoeken of er 

gunstiger beslissingen mogelijk zijn. Het ligt nu voor de hand da.t we 

de volgende twee situaties vergelijken: 

1 - in toestand i (i = 1,2, ••• ,N) eerst de beslissing x + z(i) nemen 

en daarna stra.tegie z toepa.ssen (notatie (x)z); 

2 - in toesta.nd N altijd de beslissing z(N) nemen (in het voorbeeld z(5)), 
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We vergelijken dan in wezen, zeals hierboven voor de toestand 2 is 

geschied, de "relatieve kosten" voor het starten uit-·-een andere toe

stand dan die, welke door strategie z wordt voorgeschreven. Wat betreft 

de term "relatieve kosten" merken we op dat deze term terecht gebruikt 

mag worden voor v(i;z) daar we, door het nulstellen van v(N;z), altijd 

vergelijken met een start vanuit toestand N. 

Analoog aan (8.3) kan men afleiden dat voor het hierboven genoemde 

"geval 111 de relatieve kosten als volgt luiden 

N 
v(i;(x)z) = h(i;x) - y(S;z) + l 

j=1 
p .. (x) v(i;z) 

J.J 
(8.7) 

waarbij we nogmaals opmerken dat v(N;z) = O. Een verklaring van de 

formule (8.7) vindt men eenvoudig wanneer men zich realiseert dat 

tengevolge van die ene af'wijkende beslissing x + z(i) wel de directe 

opbrengst van de eerstvolgende stap, maar niet de gemiddelde opbrengst 

in de long run zal veranderen. 

Levert v(i;(x)z) een lagere waarde op dan v(i;z) voor een beslissing 

x, dan hebben we daarmee aangetoond dat het beter is de eerste keer in 

toestand i die beslissing x + z(i) te nemen. Er is dan echter geen 

enkele reden om aan te nemen dat bij een latere terugkeer in toestand 

i deze beslissing niet weer beter zal zijn dan z(i). We kunnen voor 

iedere toestand i op deze wijze een beslissing x bepalen waarvoor 

v(i;(x)z) minimaal is. We besluiten nu die nieuwe strategie z'(i) toe 

te passen, welke in toestand i juist de beslissing z'(i) = x voorschrijft. 

Het kan bewezen worden dat wij op deze wijze inderdaad een betere strate

gie verkrijgen, d.w.z. 

y(S;z') ,:_ y(S;z) 

We passen het voorgaande toe op het gegeven voorbeeld. Om een overzich

telijke werkwijze te bevorderen, maken we allereerst een schema van de 

mogelijke toestanden St, de toegelaten beslissingen xt en de toestandsver

anderingen St ➔ St+,' met de bijbehorende kansen en kosten. 
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beslissing overgangskansen bij kosten bij toestand St =i 

op tij dstip t xt 
toestandsverandering toestandsverandering h(i;xt) 
i-+1 i-+2 i-+3 i-+4 i-+5 i-+1 i-+2 i-+3 i-+4 i-+5 

1 doorgaan 3/4 1/4 0 0 0 0 4 - - -
bijstellen 3/4 1/4 0 0 0 10 14 - - -

2 doorgaan 0 1/2 1/4 1/4 0 - 4 8 8 -
bijstellen 3/4 1/4 0 0 0 10 14 - - -

3 doorgaan 0 0 3/4 0 1/4 - - 8 - 12 

bijstellen 3/4 1/4 0 0 0 10 14 - - -
4 doorgaan 0 0 0 1/2 1/2 

~ 8 12 - - -
bijstellen 3/4 1/4 0 0 0 10 14 - - -

5 doorgaan 0 0 0 0 1 - - - - 12 

bijstellen 3/4 1/4 0 0 0 10 14 - - -

Vervolgens berekenen we voor alle mogelijke combinaties van de toestand 

Sen de beslissingen x, die in bovenstaand schema zijn vermeld, de 

waarden van v(i;(x)z). De beslissingen noteren wij als volgt: 

"doorgaan" 

"bij st ell en" 

Voor v(i;(x)z) vinden wij m.b.v. (8.7): 

v( 1 ; ( 0) z) = 

·v(1;(1)z) = 11 

v(2;(0)z) = 6 

v(2;(1)z) = 11 

v( 3; ( 0) z) = 9 

v( 3; ( 1 ) z) = 11 

v(4;(0)z) = 10 

v( 4; ( 1 ) z) = 11 

v(5;(0)z) = 12 

v( 5; ( 1 ) z) = 11 

3 6 + 4 (-10) 

3 6 + 4 (-10) 

6 + J.. (10) 
2 
3 6 + 4 (-10) 

6+¾(12) 

3 6 + 4 (-10) 

6 + .l (8) 
2 
3 6 + 4 (-10) 

6 + 1 (0) 

+ ¾ (10) - - 10 

+ ¾ ( 10) = 0 

+ ¾ (12) + ¾ (8) = 10 

+ ¾ ( 10) = 0 

+ ¾ (0) = 12 

+ ¾ ( 10) = 0 

+ J.. (0) = 8 
2 

+ ¾ ( 10) = 0 

= 6 

6 + ¾ (-10) + ¾ (10) = 0 

1 

11 

6 

n 
9 

11 

10 

11 

12 

11 
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Uit deze berekeningen blijkt dat voor de toestand S = 1 de beslissing 

x = 0 de beste beslissing is en voor alle andere toestanden de beslis

sing x = 1, d.w.z. bijstellen. Een betere strategie z' luidt dus 

--{01 Z I ( i) 
l = 

l = 2, 3, 4, 5 

In paragraaf 8.2 is voor deze strategie z' (daar z2 ) reeds de ver

wachte gemiddelde opbrengst y(S;z2 ) berekend: 

Op grand van de hierboven gegeven berekeningen weten we van de nieuwe 

strategie z2 echter nog niet of het de optimale strategie is. Daarom 

gaan we de hierboven beschreven procedure nogmaals uitvoeren voor z2 . 

Wordt dan dezelfde strategie z' = z2 gevonden, waarvoor geldt 

dan is z2 de optimale strategie. Het kan bewezen warden dat op deze 

wijze in een eindig aantal stappen een optimale strategie gevonden 

wordt. 

De waarden v(i;z2 ) voor de nieuwe strategie moeten nu berekend warden. 

In de voorgaande paragraaf is al getoond dat we het probleem kunnen 

reduceren tot een probleem met twee toestanden (de toestanden 3, 4 
en 5 warden immers onder de strategie z2 al niet meer bereikt). De 

vergelijkingen luiden 

v( 1 ; z2 ) = 1 3 
3- + - v( 1 · z ) 

2 4 ' 2 
1 + - v(2·z ) 
4 ' 2 

v( 2; z2 ) = 11 1 3 3- + - v(1·z ) 
2 4 ' 2 

1 
+ - v(2·z ) 

4 ' 2 

Stellen we v(2;z2 ) = O, dan volgt v(1;z2 ) = -10, Terzijde zij opge

merkt dat het bedrag dat de firma voor een bijstelling vanuit toestand 

2 bereid zal zijn uit te geven 
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bedraagt. Dit bedrag is, zeals men wellicht al zou vermoeden, gelijk 

aan de bijstelkosten. Immers strategie z2 schrijft een bijstelling in 

toestand 2 voor. 

We gaan nu veer het kleinere probleem weer een betere strategie 

zoeken, die lagere relatieve kosten oplevert. 

v( 1 ; ( 0) z2 ) = 32. +]. 
2 4 (-10) = -10 

v( 1 ; ( 1 ) z2 ) = 11 3..l. + l 
2 4 (-10) = 0 

v( 2; ( 0) z2 ) = 6 3..l. + l ( 0) = ~ 2 2 2 

v(2;(1)z2) = 11 1 3 3- + - (-10) 2 4 = 0 

De enig mogelijke conclusie is dat we inderdaad dezelfde strategie als 

de vorige keer gevonden hebben en dater kennelijk geen verbetering 

meer mogelijk is. Dit is, naar bewezen kan warden, een volledig juiste 

conclusie. De methode die gebruikt is om de optimale strategie te vinden 

heet de iteratiemethode van HOWARD. In een kort schema geven wij de 

gang van zaken oij deze methode hieronder weer. De iteratiemethode 

is in twee delen te splitsen, die over het algemeen als volgt worden 

aangeduid: 

1 - "value-determination procedure": de waarden v(i;z) warden veer de 

gevonden strategie z berekend; 

2 - "policy-improvement operation 11 : de waarden v( i; ( x) z) worden bere

kend en de minimale v(i;(x)z) veer iedere toestand i bepaald. 

Daaruit volgt voor iedere toestand i een beslissing x. 

Het schema luidt nu: 
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(value-determination procedure) 

bereken de oplossing van het stelsel 

N 
v(i;z) = h(i;z) - y(S;z) + I p .. [z]v(j ;z) 

j=1 iJ 

v(N;z) = 0 

(policy-improvement operation) 

bepaal bij iedere toestand i de beslissing x, waarvoor 

N 
v(i;(x)z) = h(i;x) - y(S;z) + l 

--t' j=1 
p .. (x)v(j ;z) 
iJ 

minimaal is, met dien verstande dat, wanneer een beslis

sing x in de vorige iteratiestap aan i is toegewezen en 

ook nu een minimale waarde van v(i;(x)z) oplevert, dan 
. . . k d *) die beslissing x weer ge ozen meet wor en 

Wordt tweemaal achtereen dezelfde strategie z gevonden, dan· is die 

strategie z de optimale, 

Wij illustreren deze iteratiemethode nog aan een tweetal voorbeelden. 

Het eerste voorbeeld is afgeleid van opgave 3 .2·; dat is de opgave 

waarin een optimale vervangingspolitiek voor de boor van de E.A.A.M. 

gevraagd wordt. De toestanden die wij onderscheiden zijn de leeftijden 

van de boor. (1, 2 of 3). De beslissingstijdstippen vallen iedere 

keer vlak na een boring en de mogelijke beslissingen zijn x = 1 

(vervangen) en x = 0 (doorgaan). We noteren een strategie z als 

z = (z(1), z(2), z(3)), 

d.w.z. achtereenvolgens de beslissing in toestand 1, in toestand 2 en 

in toestand 3, 

*) Di" t i· s b 1 h t 1 b 1 · . . . d. van e ang voor e geva er meer es issingen x ziJn ie 

een minimale waarde opleveren. 
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Eerst wordt een tabel met overgangskansen en kosten opgesteld: 

toestand beslissing overganskan~kosten inf 1000,- h(i;x) 

s = l X i+1 i+2 i+3 i+1 i+2 i+3 in f 1000,-

1 0 1/8 7/8 0 80 0 - 10 
1 1 1 0 0 20+-w30 - - 25 

2 0 1/2 0 1/2 80 - 0 40 

1 1 0 0 20~0 - - 25 

3 0 1 0 0 80 - - 80 
1 1 1 0 0 20+-ii30 - - 25 

We beginnen met de strategie z1 = (0,0,1), d.w.z. alleen vervangen bij 

een boor met leeftijd 3, 

We berekenen de waarden van v(i;z~) eny(S;z 1): 

v(1;z 1) y(S;z 1) 1 
+ f v(2;z 1) = 10 +sv(1;z1) 

v(2;z 1) 40 y(S;z 1) 1 1 = + - v( 1 · z ) + 2 v(3;z 1) 
2 ' 1 

v(3;z 1) = 25 y(S;z 1) + v(1;z 1) 

v(3;z 1) = 0 

hierui t volgt 

v(1;z 1) = - 0,75 
'\, 

v(2;z 1) 
'\, 

15,38 
y(S;z 1) = 24.25 

v(3;z 1) = 0 

en hiermee is de value-determination procedure ten einde, 

Wordt de waarde van y(S;z 1) op de wijze, die in paragraaf 8.2 is 

geintroduceerd, berekend dan vindt men dezelfde waarde. De matrix van 

overgangskansen luidt: 



en dus 

waarui t volgt 

en 

= 

1 
41 = 8 4 1 

42 = ~ 41 

1 
43 = 2 ½ 
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1/8 7/8 
1/2 0 

0 

1 = 41 + 42 + 43 

'\, 

41 = O ,43 
'\, 

42 = 0,38 
'\, 

43 = 0, 19 

0 

1/2 

0 

(ga na) 

'\, 

y(S;z) = o,43x10 + 0,38x4o + 0,19x25 = 24,25 . 

We vervolgen met de policy-improvement operation. 

v( 1 ;(O)z 1) 1 7 '\, 

= 10 24,25 + 8 (-0,75) + 8 (15,54) = - 0,75 

v(1;(1)z 1) = 25 24,25 + (-0,,75) = 0 

v(2;(0)z 1) 40 1 1 (0) 
'\, 

15,38 = 24,25 + 2 (-0,75) +- -2 
v(2;(1)z 1) = 25 24,25 + (..:0,75) = 0 

v(3;(0)z 1) = Bo 24,25 + (~0,75) = 55 

v(3;(1)z 1) = 25 24,25 + (~0,75) = 0 

Aan de hand van de hierboven berekende waarden voor v(i;(x)z 1) stellen 

we vast dat een betere strategie, bestaande uit de beslissingen x, die 

minimale waarden voor v(i;(x)z 1) opleveren, als volgt luidt: 

z2 = ( 0, 1 , 1 ) • 
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De lezer ga nu na dat het probleem tot een probleem van kleinere om

vang herleid kan warden (slechts twee relevante toestanden) en dat 

z2 de optimale strategie is. 

Het tweede voorbeeld, dat we behandelen is een onderhoudsprobleem. 

voorbeeld 8. 1 . 

Een handelaar in machines heeft van een type machine drie exemplaren 

verkocht. Het onderhoud van deze machines geschiedt ender toezicht 

van de handelaar. Hij heeft derhalve een voorraadje reserveonderdelen 

aangelegd, dat eenmaal per week op maandagmorgen, zonder levertijd, 

kan warden aangevuld tot drie exemplaren. De kansverdeling van de 

vraag ..9:. per week naar een bepaald reserveonderdeel wordt gegeven door 

P[d=O] 
1 

= 6 P[d=1] = 
1 1 4° P[d=2] = 3 

Verder wordt verondersteld dat de voorraadkosten per week evenredig 

zijn met de omvang van de voorraad aan het eind van die week. Zadra 

de voorraad niet toereikend is, warden noodinkopen verricht, waarvan 

de extra kosten per eenheid 10 maal de voorraadkosten per eenheid 

bedragen. Tenslotte wordt voor iedere aanvulling van de voorraad 

een vast bedrag van 5 maal de voorraadkosten per eenheid in rekening 

gebracht. 

De vraag die de handelaar zich nu stelt is: 

"Moet ik de voorraad aanvullen als ik nog een of misschien zelfs 

twee onderdelen in voorraad heb? Of moet ik pas bijbestellen als 

alle onderdelen gebruikt zijn?" 

Als toestand van het systeem "voorraad" nemen we uiteraard de voorraad

grootte, waarbij we noodinkopen als negatieve voorraad rekenen. De 

toestandsgrootheid S kan dus waarden aannemen uit de verzameling 

{ 3 , 2 , 1 , 0 , -1 , -2} 
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Ter verduidelijking merken we op dat een voorraad van b.v. -1 aangeeft 

dater eenmaal een noodinkoop is verricht. 

De strategie z duiden we aan met 

z = (z(O), z(1), z(2), z(3)), 

waarvan de interpretatie is: 

x = z(i) is de beslissing die de strategie z in 

toestand i voorschrijft, dus 

X =C "aanvullen" 

"niets doen 11 

We maken weer een overzichtstabel van de kansen en de kosten die de 

diverse beslissingen in de onderscheiden toestanden met zich mee

brengen. Op grand van het feit dat een weldenkende handelaar zijn 

· (maximale) voorraad van 3 stuks zeker niet zal aanvullen en evenzo 

een aanvulling van een geheel uitgeputte voorraad niet zal nalaten 

warden de desbetreffende beslissingen buiten beschouwing gelaten, Op 

deze wijze kan men, door de reele mogelijkheden na te gaan, de omvang 

van het probleem kleiner maken. 

toestand beslissing overgangskansen kosten I 
s = l X i➔3 i+2 i➔ 1 i➔O i➔-1 i➔-2 i➔3 i+2 i➔ 1 i➔O i➔-1 i~-2 

3 1 buiten beschouwing laten! 

0 1/6 1/4 1/3 1/4 0 0 3 2 1 0 - -
2 1 1/6 1/4 1/3 1/4 0 0 8 7 6 5 - -

0 0 1/6 1/4 1/3 1/4 0 - 2 1 0 10 -
1 1 1/6 1/4 1/3 1/4 0 0 8 7 6 5 - -

0 0 0 1/6 1/4 1/3 1/4 - - 1 0 10 20 

0 1 1/6 1/4 1/3 1/4 0 0 8 7 6 5 - -
0 buiten beschouwing laten! 

-1 1 1/6 1/4 1/3 1/4 0 0 I 8 7 6 5 - -
~ 

0 buiten beschouwing laten! 

-2 1 1/6 1/4 113 114 o o I a 7 6 5 - -
buiten beschouwing laten! 

I 

h(i;x) 

4/3 

19/3 

37/12 

19/3 

51/6 

19/3 

19/3 

19/3 
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Gana dat men evengoed alleen de toestanden S = 3, S = 2, S = 1 en 

S = 0 kan onderscheiden, en dan de volgende tabel verkrijgt. We onder

scheiden in dat geval alleen de fysisch waarneembare toestanden. De 

kansen en de kosten voor een stap van i + o- moeten opnieuw berekend 

worden. 

toestand beslissing overgangskansen kosten h(i;x) 

s = l X i+3 i+2 i+1 i+0 i+3 i+2 i+1 i+0 

3 1 buiten beschouwing laten! 

0 1/6 1/4 1/3 1/4 3 2 1 0 4/3 

2 1 1/6 1/4 1/3 1/4 8 7 6 5 19/3 

0 0 1/6 1/4 7/12 - 2 1 30/7 37/12 

1 1 1/6 1/4 1/3 1/4 8 7 6 5 19/3 

0 0 0 1/6 5/6 - - 1 10 51/6 

0 1 1/6 1/4 1/3 1/4 8 7 6 5 19/3 

0 buiten be(chouwing laten! 

Daar bij het onderscheiden van minder toestanden minder rekenwerk wordt 

gevergd, zullen we bij de oplossing van dit probleem van de laatste 

tabel gebruik maken. We beginnen met de strategie 

z 1 = (1, 1, 1, o), 

d.w.z. aanvullen als de voorraad kleiner dan of gelijk 1s aan 2. 

We berekenen eerst de waarden van v(i;2 1) en y(S;z 1): 

v(3;z 1) 4 y(S;z 1) 1 1 1 1 
= - - + 6 v(3;z 1) + 4 v(2;z 1) + - v( 1 · z ) + - v(0·z ) 

3 3 ' 1 4 ' 1 

v( 2; z 1 ) - 1 ~ - y (s ; z 1 ) 
1 1 1 1 + 6 v(3;z 1) + - v(2·z ) + - v(1·z) + 4 v(0;z 1) 

4 ' 1 3 ' 1 
. =-12. 1 1 1 1 v( 1 ; z 1 ) 3 - y (S ; z 1 ) + 6 v(3;z 1) + 4 v(2;z 1) + - v(1 ·z ) + - v(0·z ) 

3 ' 1 4 ' 1 

v(0;z 1) _19_y(S;z) 1 ' 1 1 1 + 6 v(3;z 1) + 4 v(2;z 1) + 3 v(1;z 1) + - v(0·z ) 
3 1 4 ' 1 

v( O; z 1 ) = 0. 
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Dus: v(O;z 1) = v(1;z 1) = v(2;z 1) = 0 

v(3;z 1) = -5 

y(S;z 1) = 5,5, 

Vervolgens wordt een -verbeterde strategie z2 gezocht door de waarden 

van v(i;(x)z 1) te berekenen (bedenk dat x = z 1(3) = 0 gelijk blijft!). 

v(3;(0)z 1) = 

v(2;( 1 )z 1) = 

v(2;(0)z 1) = # - 5~ + -g v(2;z 1) + ¾ v(1;z 1) 

v(1;(1)z 1 ) = 

v(1;(0)z 1) = 2g - 5~ + -g v(1;z 1) + f v(O;z 1) 

v(0;(1)z 1 ) = 

Hieruit concluderen we dat de strategie 

z2 = ( 1 , 1 , 0 , 0) 

een betere strategie 1s. 

= -5 

= 0 

+ ~2 v(O;z 1 ) = - ~ 12 

= 0 

= 3 

= 0 

De tweede keer toepassen van de value-determination procedure levert 

ons de waarden van v(i;z2 ) en y(S;z2): 

4 v(3;z2 ) = 3 - y(s;z2 ) 

v(2;z2 ) = f½ - y(S;z2 ) 

v(1;z2 ) = 1~ - y(E;z2 ) 

v(O;z2 ) = 1 -y(S;z2 ) 

v(O;z2 ) = O. 

1 + 4 v(2;z2 ) 

1 
+ - v( 1 • z ) 

4 ' 2 
1 

+ - v(2·z ) 
4 ' 2 
1 

+ - v(2·z ) 
4 ' 2 

1 
+ - v(1·z ) 

3 ' 2 
7 ~ v(O;z2 ) 

1 
+ - v(1·z ) 

3 ' 2 
1 

+ - v(O·z ) 
4 ' 2 

1 
+ - v( 1 • z ) 

3 ' 2 
1 

+ - v(O·z ) 4 ' 2 
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Hierui t volgt: v(O;z2 ) = v(1;z 2 ) = 0 
'\., 

v(2;z2 ) = -2,23 

v(3;z2 ) = -5 
'\., 

y(s;z2 ) = 4,9 

We vervolgen met de policy-improvement operation om een betere stra

tegie te vinden. 

v( 3; ( ri) z2 ) = = -5 

.l2. - 1 1 1 1 v(2;(1)z 2 ) = 4,9 + 6 v(3;z2 ) + 4 v(2;z2 ) + - v( 1 · z ) + - v(O·z ) 
3 3 ' 2 4 ' 2 

v(2;(0)z2 ) 
'\., 

= = -2,23 

v( 1 ; ( 1 ) z2 ) = = 0 

v( 1 ;(O)z2 ) 51 1 
+ 2 v(O·z ) 

'\., 

3,56 = 6 4,9 + 6 v(1;z2 ) = 6 ' 2 

v(0;(1)z2 ) = = 0 

en hieruit concluderen we dat z2 de optimale strategie 1s, d.w.z. 

"aanvullen als de voorraad 1 is of minder". 

'\., 

= 0 
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8.4. Een ziekenhuisprobleem. 

Tot slot van dit hoofdstuk laten we zien hoe men Markov-ketens en 

Markov-programmering kan gebruiken voor een praktijkprobleem. We be

schouwen daartoe de derde klasse afdeling interne ziekten van een pro

vinciaal ziekenhuis. Voor de eenvoud van het probleem delen wij de 

patienten, die in deze afdeling warden opgenomen, in twee groepen in. 

De eerste groep bevat de patienten die min of meer als spoedgeval 

moeten warden opgenomen en waarmee geen opname afspraken gemaakt kunnen 

warden. In het vervolg zullen wij die patienten aanduiden als spoed

gevallen. Tot de tweede groep behoren de patienten waarmee wel een 

opname afspraak gemaakt kan warden; in het vervolg aangeduid als af

spraak-patienten. Men merke op dat WlJ nu voor terwille van de model

vorming deze afdeling in twee disjuncte verzamelingen hebben gesplitst. 

Het doel van ons onderzoek is het volgende. Stel dat wij, op grand van 

oude waarnemingen, de kansverdeling kennen van het aantal per dag 

aankomende spoedgevallen. Uiteraard is ons ook het aantal bedden in de 

afdeling bekend, en wij willen nu m.b.v. deze gegevens een beslissings

regel vaststellen, die de opname afdeling in staat stelt zodanig opname 

afspraken te maken met de afspraak-patienten dat de bedden maximaal 

benut warden. Hiertoe moet o.a. de veronderstelling gemaakt warden 

dater altijd voldoende aanbod is van opname-patienten. 

Bij de analyse van het systeem "ziekenhuis" bepalen we allereerst de 

toestandsgrootheid. Het ligt voor de hand, dat wij de toestand van bet 

systeem zullen beschrijven m.b.v. bet aantal bezette bedden: 

St= aantal bezette bedden op dag t (b.v. bij het ontbijt). 

Het is van belang af te spreken op welk tijdstip men het aantal bezette 

bedden telt in verband met bet opname- en ontslagtijdstip. Hier is het 

ontbijt als beslissingstijdstip gekozen, omdat opname en ontslag vlak 

na het ontbijt plaatsvinden. De beslissing xt is eenvoudig vast te 

stellen: 

xt = aantal afspraak-patienten, dat op de dag t wordt 

opgenomen. 
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Om nu de toestandsveranderingen te kunnen beschrijven zullen we de 

factoren moeten bepalen, die een toestandsvera.ndering teweeg brengen. 

Dat zijn het aantal opname's van spoedgevallen, het aantal ontslagen 

en het aantal opname's van afspraak-patienten per dag. 

Laten we het aantal aankomsten van spoedgevallen per dag aanduiden 

met .!!t· We nemen aan dat .!!teen kansverdeling heeft, die voor elke 

dag t gelijk is. Daar het aantal patienten een discrete grootheid 

is stellen we 

P(a = h) = p -t h 
h, t = O, 1, 2, ... 

De kansen ph zullen uit waarnemingen geschat moeten warden. Men meet 

er goed rekening mee houden dat .!!t het aantal aankomsten van spoedge

vallen is en dat dit aantal niet noodzakelijk gelijk behoeft te zijn 

aan.het aantal opname's, 

Het aantal ontslagen per dag duiden we aan met~· We veronderstellen 

dat met~ alle patienten worden aangeduid die de afdeling verlaten 

en daarmee een bed vrijmaken (dus ook patienten die b.v. naar een 

ander ziekenhuis overgaan). Laat voor ~ een voorwaardelijke kansver

deling gegeven zijn. 

i ,h = 0, 1, 2, ... , M. 

t=O, 1,2, 

Met M wordt het totale aantal bed.den van de afdeling aangeduid. De 

kansen rih zullen eveneens uit waarnemingen geschat moeten worden. 

Tenslotte zijn er de beslissingen xt' waarmee we het systeem beinvloeden. 

Wij zullen nu trachten dit probleem te beschrijven m.b.v. een Markov

keten .§.i; en daarto~ zullen wij de relatie tussen de Markov-keten .§.i; 
en de beslissingen xt moeten onderzoeken. 

"' 
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Wij stellen vast dat 

t = o, 1, 2, ... 

en we willen de overgangskans 

Pij (k) = P(~+1 = j I st = i, xt = k) i ,J = 0, 1 ,2, ••• ,M 

k = 0, 1 ,2, ..• ,M-i 

bepalen. Dat kan m.b.v. de kansen ph en rih' 

Laat het aantal op de dag t+1 te bezetten bedden J < M, dan is 
~ . 

p .. (k) = P(St ~--2.t +~ + xt = J I st = ]. , xt = k) = 
J.J 

= P(~ - 0 =.j - ]. - k I st = i) = 
~ 

00 

= L P{E~ = n) & (-2.t = n-j+i+k) s = i} = 
n=O t 

00 

= L P(~ = n) P(-2.t = n-j+i+k I st = i). 
n=O 

Daar ontslag en opname van afspraak-patienten na het ontbijt plaats

vinden kunnen wij nu een betere bovengrens voor n vinden, Teneinde 

de gang van zaken te verduidelijken volgt hieronder een schetsje van 

de situatie 

ontslag en 
opname 

.t 
ontbijt 

f da~,_-t __ _ 

st = i 

' ( 

ontslag en 
opname 

.t 
ontbijt 

f d.;: t+l 
) 

s . = 
t+1 J 
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Op het ontslagtijdstip op dag t kunnen derhalve nooit meer dan i pa

tienten ontslagen worden. De overgangskans luidt dan: 

p .. (k) = 
lJ 

j-k 

l pn ri n-J·+i+k 
n=O 

Als het aantal op dag t+1 te bezetten~bedden j=M dan definieren wij 

analoog 

= P(~ - .'2.t = M - i - k I st = i) = 

M-k 
= I P{(~ = n) & ( .'2.t = n-M+i+k) I st = i} = 

n=O 
M-k 

= I pn r. n-M+i+k 
n=O l 

en 

piM+1 (k) = P(S - 0 + ~ + xt > M+1 I st = l' xt = k) = r ~ -
= P(~ - 0 > M+1-i-k I st = i) = ~-

M-k+1 
= I P{ ( a =n) F'., ( .'2.t < n-M-1+i+k) I st = i} = =t -n=O 

00 M-k+1 
= I I pn r. 

h=M+1-i-k n=h l n-h 

Voorts stellen we 

Voor de matrix van overgangskansen p .. [z] vinden we derhalve voor eenstra-
lJ 

tegie · z=(z(O), z(1), z(2), ... ,z(M)) = (k0 ,k 1,k2 , ... ,~), de 

volgende matrix. De kansen voor overgangen van en naar de toestanden M 

en M+1 zijn hierbij samen genomen (met accenten aangegeven). 
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Poo[zJ p01 (z] PoizJ ... PoizJ 

p10(z] P11[z] 

P(z) = P,o[z] = 

pMM[zJ 

1-k 2-k M-k1 1 . 1 00 

Poroo l pnr0n-1+k I pnr0n-2+k ... I I pnrOn-h 
n=O n=O n=M-k n=h 
1-k 2 

Por 11 I pnr1n+k 
n=O 

" 
= p0r22 

• 

1-~ • M-~ 00 

PorMM I pnrM n-1+M+k I , I 
pnrM n-h 

n=O n=O n=h 

Tenslotte rest ans nag de formulering van het optimaliseringsprobleem. 

Daartoe staan meer mogelijkheden open. Als voorbeeld noemen wij de 

volgende: "maximaliseer het verwachte gemiddelde aantal bezette bedden, 

ender de voorwaarde dat de kans op een tekort aan bedden hoogstens 

gelijk is aan a". 

M 
max -I 

j=O 
j q. 

J 

ender de bijvoorwaarde 

a.. < a '"M+1 -

waarin de q. de gebruikelijke invariante kansen voorstellen. De bij
J 

voorwaarde qM!-f,:_ a zal men als toets voor iedere oplossing moeten ge-

bruiken (vgl. de tijdseis aan het eind van paragraaf 8.2). 
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Opgaven. 

8.1. Bepaal de beste strategie voor opgave 6.8 m.b.v. de iteratieme

thode van HOWARD. 

8.2. Een handelaar in landbouwwerktuigen heeft in zijn opslagruimte 

plaats voor 3 landbouwtrak.toren. De wekelijkse vraag naar land

bouwtrak.toren is onafhankelijk verdeeld en overschrijdt het aantal 

4 niet. De verdeling is als volgt: 

wekelijkse vraag i P(~=i) 

0 
, 
4 
, 
2 

2 1/8 

3 1/16 

4 1/16 

De handelaar heeft als voorraadpoli tiek: "aanvullen tot 3 als er 

minder dan 2 in voorraad zijn". De kosten die hij maak.t en die van 

invloed zijn op de keuze van zijn strategie ziJn de volgende: 

1) voorraadkosten f 100,- per stuk per week over de aan het einde 

van een week aanwezige voorraad; 

2) boetekosten f 500,- per trak.tor die gevraagd,maar niet geleverd 

kan warden uit voorraad. 

De aanvulling geschiedt aan het einde van de week, zonder levertijd, 

en brengt geen bestelkosten met zich mee. Uiteraard omvat de aan

vulling ook de reeds bestelde maar door ontoereikende voorraad nag 

niet afgeleverde exemplaren. 

Gevraagd: Bereken de kosten die de handelaar maakt in een - in de 

tijd - zeer ver verwijderde week. 

Op zekere dag ontmoet de handelaar een vriend die hem vertelt dat 

hij een veel betere voorraadpolitiek weet en wel: "aanvullen tot 

3 als de voorraad 0 is". 

Wie heeft gelijk? 
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8.3. Het Zeemanshospitaal te Zeedorp telt 4 bedden, die oorspronkelijk 

bestemd waren voor een-dagsobservaties van lijders aan zeeziekte. 

Om een verbouwing te kunnen financieren is het zeemanshospitaal 

met het provinciaal ziekenhuis te Stad aan het Water overeen ge

komen, dat zij, voorzover er bedden vrij zijn, verkeersslacht

offers zal opnemen, welke op de derde dag van hun verblijf in het 

zeemanshospitaal .Y2.Q.!_ het ontbijt kunnen en derhalve ook zullen 

warden ontslagen. 

aankomst rrtrek a-07 rrtrek \1• dag e 3e dag e 3e dag 2 dag g 2 dag 

t .. '\ .. '\ .. i i .. i .. 
ontbiJt ontbiJt ontbiJt ontbijt ontbiJt ontbiJt 

Het een en ander houdt in dat voor deze categorie verkeersslacht

offers geldt dat de verpleegtijd langer is dan 24 uur en korter 

dan 48 uur (in die periode wordt hen dus slechts een ontbijt 

geserveerd). 

Het zeemanshospitaal ontvangt voor ieder verkeersslachtoffer een 

bedrag van f 100,-, terwijl iedere observatiepatient f 40,- opbrengt. 

Het opnemen van dit type verkeersslachtoffers kan derhalve een voor

delige zaak ziJn. 

De voor observatie op te roepen zeezieken zijn op tijd verzocht 

zich gereed te houden en kunnen derhalve na oproep onmiddelli,jk 

verschijnen. Het aantal zeezieken dat voor observatie in aanmer

king wil komen is onbeperkt groot. Na het ontbijt wordt elke 

morgen door de administratie vastgesteld hoeveel zeezieken die 

dag geobserveerd zullen warden. Gegeven is voor een dag de kans

verdeling van het aantal verkeersslachtoffers van de hierboven 

beschreven categorie. 
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aantal verkeersslachtoffers kans 

0 1/8 

1/4 

2 1/2 

3 1/8 

4 0 

Gevraagd: 

a) Kies een tweetal strategieen en vergelijk deze strategieen 

m.b.t. gemiddelde opbrengst per dag in de longrun. 

b) Bepaal met behulp van de iteratiemethode van HOWARD de opti

male strategie. 

c) Wat is het Zeemanshospitaal waard om geen twee maar drie ver

keersslachtoffers aan het ontbijt aan te treffen? 

8.4. In het familiebedrijf Bingel & Zn. warden ploegscharen van een 

bijzonder type gefabriceerd. De capaciteit van het bedrijf 1s zo

danig dat hoogstens 4 ploegscharen per week kunnen warden ver

vaardigd. Wegens technische eisen, die in dit bedrijf gelden, 

moeten er, indien in een week geproduceerd wordt, altijd meer 

dan twee ploegscharen gemaakt warden. De produktiekosten van de 

ploegscharen bedragen: 

aantal te fabriceren ploegscharen 

fabricagekosten per ploegschaar 

3 4 

f 350,- f 300,-

De weekproduktie wordt op maandagmorgen vastgesteld. 

De verdeling van de vraag per week is bekend, en 1s afhankelijk 

van de verkoopprijs van de ploegscharen. De oude heer Bingel wil 

die prijs op p 1 = f 800,- per stuk stellen, waarbij de volgende 

vraagverdeling hoort: 

vraag v 

P(y = V) 

0 2 3 

1/2 1/4 1/8 1/8 

4 

0 
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Voorts wil hij 3 exemplaren maken als de voorraad aan het begin 

van de week kleiner of gelijk is aan 2. Is de voorraad grater 

dan 2, dan wenst hij niet te produceren. 

Piet Bingel jr. stelt daarentegen, dat een prijs p2 = f 600,- per 

stuk, met de bijbehorende vraagverdeling: 

vraag v 

P(y_ = v) 

0 

1 /8 1 /8 
2 3 

1/4 1/4 

4 

1/4 

een beter bedrijfsresultaat geeft, Bovendien wil Piet pas gaan 

produceren als de voorraad aan het begin van de week kleiner of 

gelijk is aan 1, en hij wil dan 4 exemplaren maken. 

De klanten van de fa. Bingel & Zn. eisen dat de afleveringen binnen 

dezelfde kalenderweek, waarin zij de orders geplaatst hebben, 

plaatsvinden. 

Het bedrijf beschikt over een voorraadruimte voor maximaal 3 ploeg

scharen, waarvoor aan voorraadkosten f 100,- per stuk per week over 

de voorraad van het begin van de week berekend wordt. De ploeg

scharen die niet kunnen warden opgeslagen moeten helaas bij het 

schroot gevoegd warden, hetgeen overigens geen extra kosten met 

zich meebrengt. Voor het niet (kunnen) leveren van een ploegschaar 

wordt een goodwill-verlies ad. f 100,- in rekening gebracht. 

Buiten de hier genoemde kosten z1Jn er geen andere, die in dit 

probleem een rol spelen. 

Gevraagd: 

'\Tie heeft de beste strategie? · vader of zoon? 

Klaas Bingel, de jongste zoon van de familie Bingel, steunt zijn 

broer voorzover het de prijspolitiek betreft, maar hij twijfelt 

aan de juistheid van de bepaling van de produktie omvang. 



327 

Gevraagd: 

a) hoe bepaalt Klaas m.b.v, de iteratiemethode van HOWARD de gun

stigste strategie? 

b) welke prijs zal Klaas een concurrent minstens willen laten be

talen voor twee ploegscharen, als deze aan het begin van de 

week te koop warden gevraagd? 

8. 5. De plaatselijke dealer van de statusauto "goldstar" kan per week 

hoogstens twee auto's van dat type verkopen. Teneinde zijn omzet 

te beinvloeden kan hij drie dingen doen: 

- veel reclame maken (strategie 1) 

- weinig reclame maken (strategie 2) 

- geen reclame maken '(strategie 3) 

De dealer weet wat de overgangskansen zijn voor de afzet van week 

tot week, voor iedere strategie. Deze kansen zijn hieronder gege

ven. De winst zonder reclamekosten op een "goldstar" bedraagt 

f 500,-. De reclamekosten voor veel reclame bedragen f 500,- en 

voor weinig reclame f 200,-. Welke strategie zal de dealer nu het 

beste kunnen voeren indien hij een maximale netto winst nastreeft? 

Overgangskansen: 

afzet in week i + 1 

veel reclame weinig reclame geen reclame 

2 0 2 1 0 2 1 0 

afzet 2 0,7 0,3 0 0,5 o,4 0, 1 0,3 o,4 0,3 
in week 1 0,3 o,6 0, 1 0,2 o,6 0,2 0, 1 o,6 0,3 

1 

0 0, 1 0,7 0,2 0, 1 0,5 o,4 0 0,3 0,7 
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9, Wachttijdproblemen. 

9.1. Inleiding. 

Algemeen bekend zijn situaties, zoals men ze b.v. vindt in postkanto

ren, waarbij klanten bij een loket aankomen en door een bediende daar 

geholpen warden. Eveneens kent men situaties waarbij een aantal ge

lijksoortige machines in bedrijf zijn en waar een man aanwezig is om 

bij optredende storingen herstelwerkzaamheden te verrichten. Een weve

riJ waar men met draadbreuk te maken heeft is een voorbeeld hiervan. 

Het gemeenschappelijke bij dit soort van problemen is dater gewacht 

en bediend wordt. Zoals intuitief al duidelijk zal zijn kan men de 

wachttijd beinvloeden door a.a. het inzetten van meer of minder be

dienden. Hier hebben we dan te maken met een optimaliseringsprobleem, 

waarbij tegen elkaar warden afgewogen de kosten verbonden aan het 

wachten en de kosten om dat wachten te bekorten. 

Bij de mathematische benadering van wachttijdproblemen moeten we, zoals 

gebruikelijk, allereerst een model opstellen. Daarbij maken we enige 

modelveronderstellingen, die nu nader zullen warden besproken. We 

hebben bij wachttijdproblemen te maken met een rij klanten (of machines), 

die volgens een bepaalde regel geholpen warden door een of meer bedien

den. 

r---- - -

l'bedienden I 
I 

_ _J 

vertrekkende 
klanten 

De eerste veronderstelling, die we bij zo'n probleem maken, heeft 

betrekking op het aankomstpatroon van de klanten. Een ieder, die wel 

eens met aandacht gekeken heeft naar het binnen komen van klanten, 

zal zeker geconstateerd hebben dat het aankomstpatroon van klanten in 

b.v. een postkantoor doorgaans geheel anders is dan het aankomstpatroon 

in een restaurant. In een postkantoor komen als regel individuele 

klanten binnen en in een restaurant pleegt men vaak in groepjes te ver

schijnen. Voorts laat het zich denken dat de klanten op van te voren 
' 
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vaststaande, dan wel op aselecte tijdstippen hun entree maken. Vaak 

doet zich het geval voor dat de tijdsintervallen tussen twee aankomsten 

onderling onafhankelijk zijn en gedurende een lange tijd gelijk ver

deeld, 

Het is gebruikelijk de totale populatie van klanten die bediend 

willen warden als oneindig groat te beschouwen. Wanneer men zich naar 

het Centraal Station in een grate stad begeeft en daar de aankomende 

passagiers beschouwt, zal men stellig tot de conclusie komen dat dit een 

reele veronderstelling is. Er kunnen echter ook situaties optreden, 

waar het beter is als modelveronderstelling is in te voeren dat het 

aantal klanten eindig is. Onder de aankomende klanten kunnen er zijn, 

die, bij het zien van een lange rij, besluiten niet achter aan te 

sluiten, maar later eens terug te komen (of een andere zaak te zoeken). 

Anderzijds kan het een aankomende klant soms onmogelijk gemaakt warden 

zich bij de rij aan te sluiten (numerus fixus). 

De tweede veronderstelling heeft betrekking op de rijdiscipline, ofwel 

de volgorde waarin de klanten bediend warden. De eenvoudigste en meest 

gehanteerde rijdiscipline is, zoals het gezegde luidt: "die eerst komt, 

eerst maalt". In de theorie van de voorraden spreekt men dan van FIFO 

(first in, first out). Een andere discipline die men kent is b.v. 

LIFO (last in, first out), wat a.a. bij sommige veerponten voorkomt. 

Ook met regels als "dames eerst" kan men een rijdiscipline (gedeeltelijk) 

voorschrijven. Sams is de volgorde waarin men de klanten bedient ge-

heel aselect, hoewel dat op het eerste gezicht misschien vreemd zal 

voorkomen. Leraren, die hun leerlingen mondeling willen overhoren trachten 

vaak een dergelijke rijdiscipline te hanteren. 

Evenals, bij het aankomstpatroon het geval kan zijn, kunnen er ook nu 

klanten zijn die, b.v. omdat bet wachten hen te lang duurt, nog voor 

zij geholpen ZlJn vertrekken. 

De derde en laatste veronderstelling brengt ons bij het laatste 

stadium van het wachttijd proces: de bediening. Van belang is uiteraard 

het aahtal bedienden, maar ook zal men moeten weten hoeveel tijd 
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een bediende nodig heeft. Men kan aannemen dat hij een vaste tijd voor 

iedere klant heeft (automaten), of dat ~ de bedieningstijd stochas

tisch is en een verdelingsfunctie bezit. Oak is het nodig te weten of 

de bediende slechts een klant (postkantoor) of meer_klanten tegelijk 

(restaurant) kan helpen. 

Indien er meer bedienden zijn kan het voorkomen dat de klanten in een 

lange rij staan te wachten, zeals bij wachtlijnen van grate telefoon

centrales, om pas op het laatste moment aan een vrije bediende te 

warden toegewezen. Een andere mogelijkheid is dat voor verschillende 

loketten aparte rijen staan waar men naar keuze achter kan aansluiten 

(kaartjesverkoop bij de spoorwegen). Een derde mogelijkheid is dat de 

klant niet al zijn zaken kan afhandelen bij een bediende, maar achter

eenvolgens langs een aantal bedienden meet. Studenten aan de Universi

teit van Amsterdam·zullen hierin de gang van zaken bij de jaarlijkse 

inschrijving herkennen. 

Uit de hierboven gegeven ruwe schets van de mogelijkheden die bij 

wachttijdproblemen kunnen optreden zal men terecht concluderen dat het 

aantal verschillende problemen,die zich kunnen voordoen,zeer groat is. 

Men kan nu bij de oplossing van eenwachttijdprobleem twee wegen bewan

delen. De eerste methode, die hierna besproken zal warden, is die waaroij 

men analytisch te werk gaat. Hierbij meet, wil het probleem op een rede

lijke wijze te behandelen zijn, een aantal mathematische vereenvoudi

gingen ingevoerd warden. De tweede methode is al besproken: simulatie. 

Bij deze methode kan men zich stricter aan de realiteit houden; men zal 

zich echter geed voor ogen dienen te houden dat een nauwkeurig resultaat 

veel rekenwerk vergt. Hierover is reeds een en ander in hoofdstuk 2 ge

zegd. 

9,2 Notatie van een wachttijdprobleem. 

Voordat we in de volgende paragraaf overgaan tot de mathematische be

schrijving van wachttijdproblemen zullen wij eerst de gebruikelijke 
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nomenclatuur voor wachttijdproblemen bespreken. Met behulp van een 

eenvoudige schrijfwijze van drie symbolen geeft men een karakterisering 

van de eerste en de laatste van de drie veronderstellingen, die aan het 

onderhavige wachttijdprobleem ten grondslag liggen. De drie symbolen 

geven achtereenvolgens, gescheiden door schuine strepen, de verdeling 

van de tijd tussen twee aankomsten, de verdeling van de bedienings

tijd en het aantal bedienden als volgt weer: 

aankomstproces/bedieningstijd/aantal bedienden. 

Voor de eerste twee aanduidingen zijn vaste afk.ortingen in gebruik a.a.: 

M - exponentiele verdeling van de tijd tussen twee aan

komsten of van de bedieningstijd; 

D - vaste tijd tussen twee aankomsten of vaste bedienings

tijd; 

GI - onafhankelijk verdeelde tijd tussen twee aankomsten met 

een of andere (niet nader gespecificeerde) verdelings

functie; 

G - geen aannames omtrent de verdeling van de bedieningstijd. 

Met het wachttijdproces M/M/1 wordt dus een proces aangeduid, waarbij: 

1 - de tijdsintervallen .! tussen twee opeenvolgende binnenkomsten 

van een klant onderling onafhankelijk en exponentieel verdeeld 

zijn: 

P (,! .:_ t) = 1 -
-At 

e 

2 - de bedieningstijd .§_ eveneens exponentieel verdeeld is; 

3 - er een bediende is. 

Overigens moet men altijd nag enige veronderstellingen, die niet door 

deze notatie warden vastgelegd, nader specificeren, zoals de omvang 

van de totale populatie van klanten en de volgorde waarin de klanten 

bediend warden. 

In de volgende paragraaf zullen wij ans voornamelijk bezig houden met 

de processen M/D/1 en M/G/1, terwijl oak enige resultaten voor het . 
proces M/M/1 zullen warden afgeleid. 
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9,3, De wiskundige formulering, 

Als systeem beschouwen we de rij wachtende klanten voor het loket, incl. 

degene die geholpen wordt, De toestand van het systeem wordt beschreven 

door de lengte .!l van de rij. Als die lengte k+1 is houdt dat in dat k 

klanten staan te wachten en een bediend wordt. De veranderingen in de 

toestand van het systeem zijn als regel niet deterministisch maar 

stochastisch. Men kan het stochastische proces op discrete tijdstippen 

waarnemen en het trachten te beschrijven d.m.v, een enkelvoudige Markov

keten. Het is echter niet zeker dat de overgangswaarschijnlijkheden 

alleen afhangen van de laatst aangenomen toestand (bij piekuren is dat 

b.v. zeker niet het geval). 

Zoals reeds bleek kent men in de wachttijdtheorie loket- en machine

problemen. Het wiskundig onderscheid is gebaseerd op de omstandigheid 

dat bij de eerste soort problemen het aantal klanten onbegrensd is en 

bij de tweede soort begrensd. In dit hoofdstuk zullen wij ons alleen 

met loketproblemen bezighouden. 

Wij hebben als eerste modelveronderstelling ingevoerd dat het aankomst

patroon door bepaalde regels beschreven wordt, Hierover geven we de 

volgende stelling, die we niet zullen bewijzen, 

Laat ~(t) het aantal klanten ziJn dat in het interval [O,t) aankomt, 

dan heeft ~(t) een Poisson-verdeling 

als de volgende veronderstellingen gelden: 

- in ieder tijdsinterval komt een eindig aantal klanten aan; 

2 - op ieder tijdstip komt hoogstens een klant aan; 

3 - als O ,::_ t 1 < ••• < tn dan zijn de aantallen klanten die resp. in 

de perioden t 1 < t < t 2 , ... ,t 1 < t < t aankomen, en welke 
- n- - n 

aangegeven warden door (~(t2 ) - ~(t 1)), .. , , (~(tn) - ~(tn_ 1)) 

onderling onafhankelijk verdeeld; 

4 - tle verdelingsfunctie van het aantal klanten (~(t) - ~(s)), dat 

in [s,t) aankomt, hangt alleen af van (t-s). 
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Men noemt nu de verzameling stochastische grootheden ~(t) (0 < t < 00 ) 

een Poissonproces. De verwachting van het aantal aankomsten gedurende 

de tijd tis At, 

Verder kan de volgende stelling worden afgeleid: 

Als het aantal aankomsten in elk tijdsinterval van lengte teen Poisson~ 

verdeling heeft met verwachting At, dan zijn de lengten van de tijds

intervallen tussen twee aankomsten onderling onafhankelijk en exponen

tieel verdeeld met verwachting 1/A, 

Bijgevolg wordt de kans dat het·tijdsinterval t tussen twee opeenvolgende 

aankomsten kleiner of gelijk is dan t gegeven door 

t 

P{_i .::_ t} = J 
0 

He t proaes M/D I 1 . 

-AU -At 
e du = 1 - e 

Laten we nu een loket beschouwen, waar klanten uit een onbegrensd grate 

populatie aankomen zodat aan de voorwaarden 1 t/m 4 van bovengenoemde 

eerste stelling voldaan kan warden. Verder wordt aangenomen dat bedie

ning geschiedt in volgorde van aankomst. Stel dat we het systeem van 

wachtende klanten (inclusief degene die bediend wordt) beschouwen op 

de tijdstippen waarop een klant na bediening vertrekt. De toestand van 

het systeem wordt nu beschreven door het aantal achterblijvende klanten. 

Nemen we voor de eenvoud een constante bedieningstijd s > 0 aan, dan 

kunnen de volgende ontwikkelingen warden onderscheiden: 

1 - op een discreet tijdstip bezit de toestandsvariabele (het aantal 

wachtenden) op waarde i .::_ 1 . 

Op het volgende tijdstip neemt de toestandsvariabele de waarde i-1 

aan als in de nu aanbrekende bedieningstijd s geen nieuwe klanten 

aankomen, en derhalve geldt 

( ) ( ( ) ) -AS P .. 1 = P geen klanten gedurende s = P ~ s = 0 = e 
l,l-

( 9. 1 ) 
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2 - op een discreet tijdstip bezit de toestandsvariabele de waarde 

i > 1. Op het volgende tijdstip neemt de toestandsvariabele de 

waarde i+k, aan als in de nu aanbrekende bedieningstijd s k+1 

nieuwe klanten aankomen. 

Dus 

= P(k+1 klanten gedurende s) 

k > 0 (9.2) 

3 - op een discreet tijdstip bezit de toestandsvariabele de waarde 0. 

Op het volgende tijdstip neemt hij k aan als er k+f klanten zijn 

gearriveerd in de tussenliggende periode. In de bedieningstijd s 

van de eerste komen er dusk binnen, derhalve geldt: 

(9. 3) 

k > 0 

Men kan eenvoudig nagaan dat de kansverdeling van de eerstvolgende 

toestand alleen afhangt van de uitgangstoestand en dat elke informatie 

over vroegere toestanden van geen invloed is. We hebben dus te maken 

met een Markov-keten. In hoofdstuk 8 is bewezen dat de invariante kansen 

q. van een eindige Markov-keten moeten voldoen aan 
l . 

q. = 
l 

N 

I 
j=O 

q.p .. 
J Jl 

(i=0,1, ... ,N) 

Voor het geval dat het aantal toestanden onbegrensd groot wordt (N-ko) 

gaat di t over in 

q. = 
l 

co 

I 
j=O 

q.p .. 
J Jl 

(i = 0,1, ... ) 

In onze wachttijdsituatie worden deze relaties gegeven door 

(9.4) 
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k+1 
qk = qOpOk + l q.p.k = 

i=1 i i 

(k = 1,2,,,,) 

Het proces M/G/ 1. 

Tot nu toe zijn we uitgegaan van een constante bedieningstijd s. Indien 

wiJ echter aannemen dat opeenvolgende bedieningstijden s. onafhankelijk 
-i 

en identiek verdeeld zijn met een kansdichtheid g(s) dan moeten de 

kansen p .. en q. vervangen warden door: 
]. J J 

00 

I -As ( ) i > p. . 1 = e g s ds 
]. ,i-

0 
00 

pi ,i+k = I -As k+1 ( (e (As) / k+1)!)g(s) ds k > 0 ]. > 0 

0 
00 

I · -As k 
Pok = (e (As) /k!)g(s) ds k > 0 , 

0 
00 

qo = (qo + q1) I -AS ( ) e g s ds (9,6) 

0 

00 

I -As (As)k-i+l 
q. e ( ) g(s)ds i k-i+1 ! 

0 

Met behulp van (9.6) en (9,7) kunnen de kansen qk warden bepaald. Voor 

~ wordt gevonden: 

(9.8) 
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In de wachttijdtheorie definieert men de bezettingsgraad p: 

= verwachte bedieningstijd = A t,_s 
P verwacht aank.omstinterval (9,9) 

Daar q0 een kans voorstelt, volgt uit (9,8) en (9,9): 

Het is duidelijk dat p niet negatief mag zijn. Ook de eis p 2. 1 is 

intuitief duidelijk, Immers als de bedieningstijd gemiddeld langer 

duurt dan het aank.omstinterval hopen zich steeds meer klanten op en 

er ontstaat geen stabiele stationaire verdeling, In het geval p = 1 

geldt q0 = O, en, zoals uit (9.4) en (9,5) blijkt, ook qk = 0 voor 

k = 1,2,3, ..•• Bijgevolg is er ook bij een bezettingsgraad p = 1 

geen invariante kansverdeling. Voor het geval O < p < 1 kan men aanto

nen dat de invariante kansen wel bestaan. 

In het resterende deel van dit hoofdstuk wordt de verwachting van de 

rijlengte, de wachttijd van een klant, de vrije- en werktijd van de 

bediende berekend voor een tijdstip waarop reeds een groot aantal 

klanten zijn geholpen (de zogenaamde "stationaire toestand"). De kans 

dat het systeem zich dan in de toestand j bevindt, wordt uiteraard 

gegeven door q .. Deze kansen kan men berekenen m.b.v. (9,4) en (9,5). 
J 

Voor de verwachting van de rijlengte _£ in de stationaire toestand 

vinden wij na_enig rekenen voor het proces M/G/1: 

'· (X) 

; l.£ = I iq. = 
i=1 1 

(9. 10) 

De aldus berekende verwachting geldt voor het moment dat een klant 

zojuist bedie~d is. Voor een exponentieel verdeelde bedieningstijd 

(d.w.z. het proces M/M/1) met verwachting m geldt: 
(X) 

t E-2 = I 2 -ms 2 smc ds=2m 

0 



337 

Bijgevolg: 

~ 2 2 
en= P + _P_ = p/(1-p) 

- 2-2p 

Voor een constante bedieningstijd (M/D/1) geldt daarentegen: 

2 f.£ = p + _P_ = (2p-p 2 )/(2-2p) 
2-2p 

Is de bedieningstijd vast, en treden er dus geen variaties op in de 

afzonderlijke bedieningstijden, dan blijkt uit het voorgaande dat de 

verwachte rijlengte korter is dan voor stochastische bedieningstijden. 

De wachttijd definieren weals het tijdsinterval dat begint op het moment 

van binnenkomst van een klant en eindigt op het moment waarop zijn be

diening begint. 

Omdat de bediening geschiedt in volgorde van aankomst, ziJn de personen 

die de zojuist bediende klant achter zich laat, aangekomen tijdens de 

wacht- en bedieningstijd van deze klant. Bij een gegeven, vaste, wacht

en bedieningstijd is bet aantal aankomsten verdeeld volgens een Poisson

verdeling met verwacbting A(w+s) als w de wacbttijd voorstelt. Indien 

de beide tijden niet constant zijn maar kansverdelingen bebben, dan 

wordt de verwacbting van bet aantal aankomsten ([g) gegeven door 

'[ >,. (~+~). Ui t de formule voor CQ kunnen we C ~ berekenen: 

en dus: 

(9.11) 

Indien de bediende vriJ is en er komt een klant binnen, dan begint een 

werktijd, die eindigt op het eerstvolgende tijdstip waarop een klant 

vertrekt en geen rij achter laat. Het aantal klanten dat in een werk

tijd bediend wordt noemen wij de treinlengte. De eerste klant van een 
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"trein" heeft dus een wachttijd nul. Nu kan geconstateerd warden, dat 

de lengte van de werktijd en de treinlengte niet veranderen indien de 

volgorde waarin de klanten warden bediend, gewijzigd wordt. 

De werktijd begint met het binnenkomen van een klant op een tijdstip, 

zeg t = O, waarop de bediende vrij is. Kamen er tijdens de bedienings

tijd ~ van deze klant geen klanten aan, dan is de lengte van de werk

tijd ~ en de treinlengte 1. Kamen er m klanten aan in de bedieningstijd 

~(m .:_ 1), dan doen wij alsof deze klanten op de volgende wijze warden 

bediend. Dem klanten warden allen afgezonderd. Aan het eind van de 

tijd ~ is, afgezien van de m klanten, het loket leeg. Een van de m 

klanten wordt dan toegelaten om bediend te warden. Als er in zijn be

dieningstijd klanten binnenkomen, dan warden die meteen na hem bediend; 

komen in die bedieningstijden weer klanten binnen, dan warden ook die 

meteen daarna bediend, etc. Eens komt echter het moment dat het loket 

vrijkomt en nog steeds m-1 klanten in afzondering wachten. De tijd die 

verlopen is sinds het einde van de bedieningstijd ~ van de allereerste 

klant is een tijd .9:1• Deze tijd .9:1 verschilt alleen daarin van een werk~ 

tijd, dat de bediende niet vrij was veer het begin ervan. De verdelings

functie van de tijdsduur .9:1 is evenwel identiek met die van een werk

tijd. Aan het einde van die tijd ..9:.1 begint een tijdsduur ~ door weer 

een van de m-1 afgezonderde klanten toe te laten voor bediening, terwijl 

alle klanten die in zijn bedieningstijd binnenkomen weer direkt na hem 

geholpen warden, etc. Weer heeft ~ de verdelingsfunctie van een werktijd. 

Deze werkwijze wordt voortgezet tot de laatste van de afgezonderde 

klanten bediend is en ook alle klanten die in zijn bedieningstijd 

binnenkwamen, etc. Zo komt tenslotte het loket vrij, en dit betekent 

het einde van de werktijd ..9:., die op het tijdstip O began. Hieruit 

volgt dus: 

d = s als m = 0 

d = s + d1 + ••• + ~ als m = m > O, 

waarbij .!!! het aantal klanten is dat in de bedieningstijd van de eerste 

klan.,t binnenkomt. Bepaalt men de verwachting van .9: onder de voorwaarde 

m = m, dan vindt men 
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t, ( d I m = m) = f ~ + m 'c .9:, 

daar .9:, .9:1, ~' ••• alle dezelfde verdelingsfunctie bezitten, Wij 

vinden nu voor de onvoorwaardelijke verwachting: 

c..2:=i~+C.!£:.t.£ 

C-1 = f ~ I ( 1-t !£:.) = f ~ / ( 1-p) . (9. 12) 

Voor de treinlengte h vindt men analoog 

h = als m = 0 

h = + h 1 + ••• + h als m > 0 - -m 

waaruit men op dezelfde wijze als hiervoor voor dis geschied, kan 

afleiden 

°f !!_ = 1 / ( 1-p ) . (9. 13) 

Na elke werktijd komt een tijdsinterval v waarin de bediende vriJ is. 

De kans dat de lengte van dit tijdsinterval kleiner is dan vis gelijk 

aan de kans dater in v een of meer klanten binnenkomen. Deze kans 
-AV . -AV bedraagt 1-e . Immers de kans op geen klanten is e • Derhalve geldt 

P(y.:, v) = 1 -
-AV 

e ( als v > 0) 

Hieruit volgt dat y exponentieel verdeeld is. Bijgevolg: 

(9. 14) 

De fractie van de tijd gedurende welke de bediende gemiddeld bezig is 

met het bedienen van klanten wordt gegeven door: 

cs 
c.2: 1-p 

A f = = s = p. 
E.2: +£y ~ ~ 1 --+ 

1-p A 
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9.4. Het postkantoor: enige voorbeelden. 

In deze paragraaf maken wij een kleine excursie naar het plaatsje Zee

dorp en wij zullen ons verdiepen in de problemen van de directeur van 

het plaatselijke postkantoor. 

Sins lange tijden is er,,alleen in de havenwijk van Zeedorp een post

kantoor met een loket. De lokettist aldaar behandelt uiteraard alle 

postzaken, die hem door de klanten worden voorgelegd. Alle klanten 

worden in volgorde van binnenkomst geholpen. Het wachttijdproces dat 

zich hier voordoet, wordt beschreven door M/G/1. De totale populatie 

van klanten wordt geacht onbegrensd groot te zijn en men heeft geen 

bijzondere voorrangsregels. 

Het aantal per tijdseenheid binnenkomende klanten ~(t) is Poisson 

verdeeld met verwachting A= 1/3 . 

- ..!. t 
P(~(t) = m) = (..l t)m e 3 / m! 

3 

De tijdsintervallen .1 tussen twee opeenvolgende aankomsten zijn der

halve exponentieel (A) verdeeld: 

en 

£1, = I = 3 (min.). 

We stellen als nadere specificatie vast, dat de bedieningstijd !. 

homogeen verdeeld is, als volgt 

1 

f( s) ={ 3 

.o anders 

Hierui t berekenen we r_ !_ en C !_ 2 ( vgl. appendix B) 



3~ 
= f 

1 
2 

De bezettingsgraad p luidt nu 

s. 

s 
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1 
- ds 
3 

2 1 . 
3 

= 2 

ds = 41 
4 

Daar O < p < 1 bestaat er een stationaire verdeling en we kunnen nu 

de verwachting van de rijlengte, de wachttijd en de werktijd berekenen: 

= 1 19 / 2 19 
3'4 3 = s 

Voor de verwachting van de treinlengte vinden we 

35 
24 

De verwachting van het aantal klanten dat achter elkaar geholpen wordt, 

is dus 3. 

De directeur vraagt zich nu af of hij door het treffen van een voorrangs

regeling of door het instellen van meer loketten de wachttijd kan be

perken. Een van de eerste ideeen die hij hierover oppert is het instellen 

van een tweede postkantoor, oak met een loket in Kerkbuurt; dat is de 

andere wijk van Zeedorp. Men mag aannemen dat bet bij beide postkantoren 

even druk zal zijn. 

Het aanbod van klanten wordt nu gehalveerd; we vinden dus per postkantoor: 

- .l t 
P(2S(t) = m) = (-g t)m e 6 /m! 

en 



342 

P(l .:. t) 

Wat betreft de bedieningstijd ~ nemen we aan dat deze voor beide kan

toren gelijk verdeeld is volgens de eerder gegeven homogene verdeling. 

Voor een kantoor krijgen we derhalve het volgende 

( < 1 ) 

~ 2-e 2 83 
G-~ = p + A C~ /(2-2p) = 192 

12. 
32 

De verwachte wachttijd is nu dus teruggelopen van bijna 2~ minuut tot 

ruim ~ minuut. 

Alhoewel dit een fraaie winst aan wachttijd oplevert is het misschien 

uit oogpunt van kosten geen voorkeursoplossing. De tweede suggestie van 

de directeur betreft een voorrangsregeling. In het bestaande postkantoor 

kan men telegrammen opgeven aan de lokettist. Tot nu toe moest ieder 

op zijn beurt wachten, oak de telegramaanbieders. De directeur stelt 

voor telegramaanbieders nu voorrang te geven boven andere klanten, Voor 

de eenvoud van de berekeningen veronderstellen we dater vaste bedienings

tijden zijn: voor telegrammen st= 3 en voor overige klanten s 0 = 2. 

Het aantal aankomende klanten ,2S.(t) is, zoals tevoren, Poisson verdeeld 

- .l t 
= m) = (2 t)m e 3 /m! 

3 



We nemen aan dat een op de 20 klanten met een telegram komt en splitsen 

nu het Poissonproces als volgt. Laat het aantal telegramklanten z.(t) 

dat in het interval [O,t) binnenkomt eveneens Poisson verdeeld zijn, 

dan geldt 

.J_ t 
= n) = (~O t)n e 60 /n! 

1 
= 60 t. 

Voor de verdeling van het aantal overige klanten ~(t) vinden we analoog 

- 22. t 
= k) = (22. t)k e 60 /k! 

60 
P(~( t) 

f _z(t) = 22. t 
60 

De kans dater gedurende de bedieningstijdsduur s van een "overige 
0 

klant" k telegramklanten binnenkomen is 

1 

P(z.(t) = k I t =so)= (~o so)k e-wo/k! 

De totale bedieningstijd s van zo'n "overige" klant wordt dan verlengd: 

en de verwachte totale bedieningstijd lE!..: 

1 
00 __,_. s 
, k (1 )k e 60 o/k'. 
l • 60 s 

k=O o 
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Evenzo vinden we voor t:.§.2 : 

= f (s + sty_(s ) )2 
0 0 

= s 2 + st2 £y_2 (s ) + 2s st t,y_(s ) = 
0 0 0 0 

1413/300 

Voor de verwachting van de rijlengte en de wachttijd van de overige 

klanten en de werktijd vinden we tenslotte 
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0pgaven 

9,1 Bereken voor de telegramklanten uit paragraaf 9,4 de verwachting 

van de rijlengte en de wachttijd, 

9,2 Stel dat men in het oude postkantoor van Zeedorp 2 loketten maa.kt, 

een voor geldzaken en een voor overige postzak.en. Stel voorts dat 

gemiddeld 4 van de 10 klanten voor geldza.ken komen, Laten de be

dieningstijden s ens voor geldza.ken en overige za.ken vast zijn 
g 0 

met resp. de waarden s = 1 ens = 2, De aankomsten zijn Poisson g 0 

verdeeld met verwachting C, ,2£( t) = j' t, Wat is voor beide loketten 

de verwachting van de rijlengte, de wachttijd en de werktijd? 

9.3 In het havenstadje Zeebroek had men een elevator, die voor overslag 

van graan uit zeeschepen gebruikt werd. De verwachting van de tijd, 

nodig om een schip te lessen ('C.§!) was 1 uur. e,§..2 = 7 en A= 0,3, 

Wat was de verwachting van: 

- de rijlengte (schepen) 

- de wachttijd (schepen) en 

- de werktijd (elevator). 

Men wilde nu in Zeebroek meer schepen aantrekken door de wachttijd 

te bekorten, Daartoe werd een elevator met grotere capaciteit 

aangeschaft die in plaats van de bovenstaande (a) kwam. De nieuwe 

elevator werkt driemaal zo snel als de oude. 

Er komen nu in dezelfde tijdseenheid zevenmaal zoveel schepen aan. 

Bereken voor de nieuwe situatie de verwachting van: 

- de rijlengte (schepen) 

- de wachttijd (schepen) en 

- de werktijd (nieuwe elevator). 
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9,4 De plaatselijke V.V.V. te Zeedorp krijgt in het toeristenseizoen 

gemiddeld 15 klanten per uur te bedienen. Daartoe warden elk jaar 

weer een aantal informatiekiosken in het dorp geopend. De tijd s, 

die een V.V.V.-hostess nodig heeft om een toerist in te lichten 

over de mogelijkheden in en om Zeedorp varieert al naar gelang 

de vragen van de toerist en heeft een verwachting C:.§. = 6 min. 

en een variantie 0 2 (.§.) = 2. 

Uitgaande van deze gegevens vraagt de directeur van het Zeedorpse 

V.V.V. zich af hoeveel kiosken (ieder met 1 hostess) hij minimaal 

in het dorp zal openen, opdat er een stationaire toestand optreedt 

(0 < p < 1). Wat zijn daarbij de verwachtingen van 

- de wachttijd 

- de rijlengte, en 

- de werktijd? 

(neem aan dat het bij alle kiosken even druk is). 

In verband met een verwachte toename van het aantal informatievra

gende toeristen (er wordt een verdubbeling van dat aantal verwacht!) 

overweegt men het volgende jaar slechts een kiosk te openen en 

verder een aantal automaten te plaatsen, die na inworp van een 

gulden een uitgebreide hoeveelheid toeristische tips produceren. 

De, vaste, "bedieningstijd" van zo 'n automaat is 1,5 min. en men 

verwacht dat 90% van de toeristen zich met deze vorm van dienst

betoon tevreden zal stellen. 

Hoeveel automaten zijn er dan minstens nodig voor een stationaire 

toestand, en wat is de verwachting van 

- de wachttij d, 

- de rijlengte, en 

- de werktijd 

voor het restant (10%) van de toeristen, die toch naar de V.V.V.

kiosk gaan voor hun inlichtingen? Er bevindt zich in deze, toekom

stige, situatie eveneens slechts een hostess in de kiosk. 



9,5 De Vestburgse Courant heeft op de Brink in Meerwoude iedere middag 

van 4 tot 7 uur een krantejongen staan, die aldaar het regionale 

dagblad aan de man brengt. De tijd ~, die de jongen nodig heeft 

om een krant te verkopen ligt tussen de 15 en 90 seconden (incl. 

geld wisselen, etc.) en[~= 5/6 min., t,.s2 = 26/36, De verwachting 

van het aantal aankomende klanten (A) is een per minuut. 

Wat lS de verwachting van: 

- de rijlengte, 

- de werktijd, 

- de wachttijd, 

Nadat op de Brink een geldwisselautomaat is geplaatst, zijn de ver

wachting en de variantie van de bedieningstijd veranderd. Dever

wachting C.~' wordt nu 2/3 min. en de variantie o2 (~') is een kwart 

van de oude variantie geworden. Bereken nu de verwachting van: 

- de rijlengte, 

- de werktijd, 

- de wachttijd. 






