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1. Inleiding

In dit hoofdstuk komen modellen voor &&n produkt ter sprake welke op te
vatten zijn als meerstaps beslissingsproblemen. In 2. worden enige
modellen behandeld,,waa?bij de behoefte in iedere periode precies bekend
is. In 3. komen modellen ter sprake waarbij de behoefte per periode
gtochastisch 1is met een gegeven kansverdeling. Deze stochastische model-
len leiden tot een optimale stretegie van het veelvuldig toegepaste

(s,5)-type.

2. Qeterministigche modellen

In het nu te bespreken tweetal modellen wordt een produktie op voorrsad
beschouwd gedurende een eindig aantal van N perioden. In ieder van deze
perioden i = 1, ..., N is de behoefte r. een gegeven getal. De twee
moaellen verschillen op grond van de gedaante van de kostenfunkties.

Bij model 2.1 zijn de instelkosten van de produktie gelijk aan nul, ter-
wijl de vproduktiekosten per eenneid evenzls de voorraadkosten p=2r een-
heid niet-dalende funkties zijn van het aantal eenheden. In model 2.2
zijn de instelkosten per gerie positief en de produktiskostien per éen—
-heid zowel als de voorraadkosten per eenheid niet-stijgende funkties

van het aantal eenheden. Bovendien is het toegestaan dat de kostenfunk-

ties afhangen van de pericde i.

Model 2.1

De behoefte in de perioden i = 1, ..., N bedragen rs. Aan de behceften
moet zonder uitstel worden voldaan. De produktietijd is kleiner dan de
duur van een periode, Aan de behoefte wordt aan het eind van de periode
voldaan. Maximasl kan er in periode i slechts een hoeveelheid m, ,
i=1, ..., ¥ worden geproduceerd. De instelkosten wvan de produktie be-
dregen nul. De preoduktiekosten van de ye eenheid in periode i bedragen
ci(y). De voorrsadkosten van de z° eenheid aanvezig =zan het einde van

pericde i bedragen hi(x). De funkties ci(y) en hi(x} zijn niet-dalende

funkties van y respectievelijk x. Welk produktieschems geeft de minimale

kosten?

&



[

Cursus Besliskundig Analist . XIII C - 3

Laat (j,y) de produktie voorstellen van de y° eenheid in de ;€ periode.

In het volgende wordt dit produktiepositie (J,y) genoemd. De gevraagde

eenheden in periode i worden nu ieder aan een produktiepositie (j,y)

met J < 1 toegewezen. De goedkoopste toewijzing wordt verkregen door in

de i€ periode als volgt te werk te gaan:

1. Rangschik de beschikbare produktieposities, bestaande uit de nog niet

~ bezette produktieposities uit de eerste (i-1) perioden en alle van de

i® periode naar opklimmende marginale kosten. Voor produktieposi%ie
(j,y) met j < i bestaan deze kosten uit de som van de produktiekosten
en de totale kosten van het in voorraad houden van een in deze posi-
tie geproduceerde eenheid over de perioden j t/m i-1. Voor een pro-
duktiepositie (j,y) met j = i bestaan deze kosten uitsluitend uit de
produktiekosten ci(y). |

2. Wijs de in periode i gevraagde eenheden r, toe aan de eerste r. al~
dus gerangschikte posities.

Tel bij de overblijvende posities de kosten ven het in voorraad

w

P - . . . .
houden gedurende de 1  periode op en begin met pericde 1 + 1.

Numeriek voorbeeld

Veronderstel dat de in tabel 1 gegeven getallen beschikbaar zijn:

i r, m, - e, h,
1 2 Lo, 0,1
2 3 5 1,6 0,1
3 5 3 1,5 0,1
L 5 i 1,7 0,1

Tabel 1: Een numeriek vcorbeeld bij model 2.1

Het verloop van de berekeningen in iedere periode wordt gegeven in
tabel 2. Per periode zijn in de linkerkolom de nog beschikbare produk-
tieposities gerangschikt naar opklimmende marginale kosten. In de
rechterkolom zijn deze kosten gegeven. Een onderbroken streep geeft de
scheiding tussen de in die periode toegewezen posities en die welke in

die periode onbezet bleven.
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periode 1 periode 2 periode 3 periode L
positie| kosten | positie{ kosten | positie| kosten | positie| kosten
(1,1) 1,4 (1,3) 1,5 (3,1) 1,5 (4,1) 1,7
- (1 ) 1915’ (15}") 1:5 (392) 1:5 ()472) 157
(1,3) | 1,k (2,1) 1,6 (3.3) 1.5 (4,3) 1.7
(1,4) 1,k 2,2) 1,6 | (2,2) 1,7 (4,4) 1,7
2,3) 1,6 (2,3) 1.7 (4,5) 1,7
(2,h) 1,6 (2,4) 1,7 (2,4) 1,8
(2,5) 1,6 (2,5) LT | (2,5 | 1,8
Tabel 2: De oplossing
Model 2,2

De behoeften in de perioden 1 = 1, ..., N worden gegeven door de getal-

len r;, waaraan zonder-uitstel moet worden voldasan. De instelkosten van

, . N e
de Kj > ¢ in periode 1. De produktiekosten van de y
RN C . e ..
eecnheld 1n pericde 1 bedragen c.(y\, De voorrsadkosten van de x eenheid
qunvoziq aan het einde van periode i bedragen hi(x). De funkties c.(y)

fuskties van y reﬁDGCtlch-iJ& - Gevraagd

A

vordt het gozdkoopste produktieschema op te stellen.

Een specisal geval ven dit model is voorbeeld 2 uit hoofdstuk IX A. De
optimale strategie van dit probleem is weergegeven in tabel 3 op blz.
21. De optimale seriegroottes x? i=1, ..., I bij beginvoorrazd v, = 0
wverden gegeven door (5,0,9,0,0). Aangetoond kan worden dat de optimale
seriegroottes biJ beginvoorraad v, = 0 voor het algemene model 2.2
eveneens de volgende eigenschap hebben: "Produceer slechts als de san-
wezige vocrraad v, op tijdstip i nul is en produceer zoveel dat geduren-
de een geheel zantal perioden in de totale behoefte precies kan worden
voorzien." Dit betekent dat in feite slechts de optimale produktie
stippen behoeven te worden bepaald.‘Op grond van deze eigenschap“bestaat
er een snelle methode om de optimale tijdstippen te vinden. Deze methode
is gebaseerd op dynamische programme ing maar nu in voorwaartse t1Jd.
Beschouw het deelprobleem dat slechts betrekking heeft op de eerste k

.

biJ 1 < k < N en waarbij de voorraad aan het eind van de

v
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k° periode nul is. De minimale kosten voor dit deelprobleem geven we

aan met f;. Veronderstel dat fz, i=1, .., k=1 reeds bekend zijn. Om
*

fk te vinden behoeft nu slechts het tijdstip van de laatste produktie

vastgesteld te worden. Dit tijdstip kan vaellen op i =1, ..., k. Het
optimale tijdstip i = i; is nu het tijdstip waarvoor de som van de mi—
nimale kozten fz_i over de eerste (i—i) perioden en de kosten over de
perioden i t/m k minimaal is. Deze laatste kosten bestasn uit de kosten

van de produktie op tijdstip i en de totale voorraadkosten over de

.

perioden i t/m k.

k
Stellen wij Rj k= Z r , de totale behoefte in de perioden j t/m k,
s m=j
dan volgt voor f; de volgende recurrente betrekking:
R. .
. 1 J=k-1 x=R.
* 4 .
(1) £ = min [f. . +K + ) oc.(x)+ ) § IRy (6]
k . 1-1 1 - 1 L. J
1=1,... .k . x=1 J=1 x=1
*
voor k = 1, ..., N met fo = 0,
Humeriek voorbeeld
- In vocrbezld 2 van hoofdstuk IX A geldt dat c; = 0, Ki =T en n, =1
voor i = 1, ..., 5. Betrekking (1) wordt dan:
) k-1
* %
£ = min [f, .+ T+ )} R. .. .1
s, e jei JTTRE
* X .
Voor fk en lk’ k=1, ..., 5 vinden we achtereenvolgens:
£% = min [£5 + 71 = T
. 0
1=1
L
i, =
5 = min (£, + 7T+ 2y, £. + 7] =min [11, 147 = 11
2 . 0 2 1 s
1=1,2 :
* o
i, =
£ro= i [fr + T + :+ 2 £ 4 + £+
- 3=
= min [21, 19, 18] = 18
L%
i, =3
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% . _ﬁ?’{ - B . * .7 .
) = ‘k‘mln : Llo + T+ Tyt 213 + Bru, f1 + T 4 r3 + Zru,
1=7,2,3,4
*‘*'-%«" R ]
*2 r 1‘4'; ~3 7
= min [30, 25, 21, 25] = 21
LE
l)-{- = 3
P ; [T5 + T + 1, + 20, + 30, + b4
fo = min o ry +2rg ), o,
e B
TR O + 3r, L+ T4 42
1 T + I' c;_u X Ly [ rh r5>
B3 *
f3+7+1‘5, fh+7]
= min [34, 28, 23, 26, 32]
.}\‘-
its = 3,
De  optiwele prsﬁukilCtijﬁsfifUOﬁ sidn k= 1 en k = 3 .en de de produ-

., De minimsle kositeu bedragen 23.

I P -
Opmerkingen

1. Indien ¢, = ¢ voor i=1, ..., N dan is de optimale oplossing onaf-
hankelijk ven de produktiekosten per esenheid ¢ en kan deze uit de
berekeningen weggelaten worden. Indien tevens de voorresadkosten per
eerheid niet van 2 sofhangen dan kan de rekenmethode nog'verder ver-
eenvoudigd worden. In dat geval kan worden bewezen dat bij de bere-

. * ;
kening vaen f volstaan k% can worden met een keuze uit de tijdstippen

: k
i= i;_1, «.., k. De recurrente betrekking voor fk luidt dan:
(2) £ = ' (£ + K. + 5 h. R ]
x © R M TR T L0 Tk
i K d

i Pen
k“‘ls 5
- )

voor k = 1, ..., N en fo = 0. Behalve een rekentechnisch vcordeel
heeft dit een belangrijke praktische kongekwentie. Om de optimale
seriegrootie op een tijdstip te bepalen is het slechts vereist de

Fal

A

te in een beperkt aantal toekomstige perioden te kennen.
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De methode geeft op ieder tijdstip k het optimale tijdstip i; van de
laatste produktie. De bijbehorende optimale seriegrootte is echter
pas bekend, indien het =erstvolgende produktietijdstip bekend is.
Indien de behoeften bekend zijn venaf het laatste produktietijdsti
tot en met de périodebna het eerstvolgende produktietijdstip dan ken
men optimasl produceren zonder de behoeften in verder afgelegen

perioden te kennen. Zo beinvloeden in het voorbeeld r), enr niet de

) >
optimale seriegrootte op tijdstip k = 1. .
2. Een levertijd T > 0 geeft geen aanleiding tot veranderingen indien
- de produktiekosten verrekendworden naar de kostenfunkties welke gel-
den bij de aflevering ven de bestelling. Voor T > O behoeven dan
slechts de afleveringstijdstippen samen te vallen met de optimale

produktietijdstippen verkregen bij T = 0.

3. Voor de uitbreiding van dit model met de mogelijkheid tot nalevering
is eveneens een oplosmethode bekend. Hiervoor wordt naar de litera-

tuur verwezen.

L. Indien de behoeften r; . voor iedere periode 1 hetzelfde zijn dan ver~ .
bijzondert het model zich tot de discrete versie van het optimale

_ seriegrootte model waarvoor de formule van Camp geldt.

-

3, Stochastische modellen

r s o 8 e T . e 0t e St S St B WS Bt e e e 20 v

Nu komen modellen en methoden ter sprake met een eindig aantal perioden

"N, waarbij de behoeften in de diverse perioden onderling onafhenkelijke

stochastisché grootheden zijn. Tevens zal worden ingegaan op het onein-
digstaps beslissingsprobleem dat ontsteat als N - «, Dit laatste pro-
bleem wordt alleen beschouwd onder de veronderstelling dat de kosten-
funkties en de kansverdéling van de vraag voor iedere periode dezelfde
zijn. In het N-staps beslissingsprobleem is afhankelijkheid van de
periode wel toegestaan hoewel deze niet in de formulering van de modei—
len is opgenomen. _ »

In het eerste model dst ter sprake komt bedragen de instelkosten van de
produktie nul. Asngetoond wordt dat het minimm van de verwachte kosten

verkregen wordt door toepdssing van een strategie die volledig vastge-

legd is door een parameter y. Deze optimsle strategie schrijft voor de
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sanwezige voorrsad aan te vullen tot y indien deze onder y ig gedaald.

strategie schrijft voor de voorrasad aan te vullen tot S indien deze

vullen in de overige situaties. Tenslotte

lager ie dan s en niet aan t

]

wordt asn deze modellen een positieve levertijd T van een geheel santal
perioden tosgevoegd. Dit leidt tot hetzelfde type van optimele strate-
gieén als bij T = O msar nu gebaseerd op de economische voorraad in

plaats van de asnwezige voorraad.

Model 3.1

Het beheer over een produktie- en voorraadsysteem wordt gevoerd geduren-
de de perioden i = 1, ..., N. Aan het begin van iedere periode kan pro-
‘quktie plaats vinden. De produktietijd is te verwsarlozen. De kansver-
deling van de behoefte per periode wordt gegeven door de getallen

ey g = 0, 1, c.., waarbll . de kKens voorstelt op een behoalte van J

o
v

<
L%
eenheden. Indien gedurende een periode niet aan de behoefte kan worden

“

voldesn, dan wordt over het ftekori esn beete geheven van » per ssnheid.
Deze hoeveelheld wordt nageleverd op het volgende tijdstip, waarop de

sanwezige voorraad wordt aangevuld. De produktiekosten per eeﬁheid be-
dragen ¢ en de voorraadkosten per eenheid aan het eind van de periode
in voorraad bedragen h. Toekomstige kosten worden verdisconteerd met

verdisconteringsfactor a < 1. Gevraasgd wordt een optimale strategie te

ontwerpen.

Dit probleem wordt met dynamische programmering opgelost. De index n
geeft het beslissingstijdstib san in achterwasrtse tijd. De beslissing
X, op tijdstip n stelt de voorraad voor na eventuele aanvulling. De
toestandsvariabele u is de aanwezige voorraad voordat een eventuele
aanvulling plastsvindt..

Bij een tekort is u negatief. f;(u) stelt de minimaal te verwachten ver-
disconteerde kosten voor over de resterende n tijdstippen in toestand u.
Allerecrst bepalen we de direkte kostenfunktie n{u,x). De kosten per
 periode bestaan uit de kosten van een asnvulling gelijk aan c(x-u) en de

verwachting van voorraad— en boetekosten bij een veorraad x na aanvulling op
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te lopen gedurende die periode. Deze laatste funktie geven we aan met
L(x). Men kan gemakkelijk nagaan dat L(x) gegeven wordt door:

{

X o
h ] PJ-(X-'j) +p ) pj(j=x) voor
3=0 J=x+1

»
[v
O

(3) L(x) = 4

P oL P:oe (j-x) : - voor x < 0.
':::O J

. \ . ) .
De direkte kosten funktie h(u,x) worden op ieder tijdstip n =1, .v., N

gegeven door
() h(u,x) = c(x-u) + L(x).

De minimale kosten over de leatste periode worden verkregen uit de

betrekking:

(5) f?(u) = min [ec(x,-u) + L{x,)J.
X, 21

1 1

Dasr de term cu niet van x, afnangt draagt deze niet bij tot het vinden

van de gunstigste x,. Voor (5) kan nu geschreven.worden

1°

(6) -fj(u) ="min [cx1 + L(x1)] - .cu,
x,>u

Tussen vierkante haken staat een funktie van €&n varisbele X We

denken nu eerst de voorwaarde X, 2u even weg en bepalen het absolute

minimum van de funktie ex, o+ L(XT)' Stel dit wordt bereikt voor X, =y
Indien de funktie cx, + L(x1) convex *)

bij dit model voldasn, dan heeft het invoeren van de voorwsarde X, 2u

tot gevolg dat het minimum in (6) bereikt wordt voor X, =¥, indien

is en aan deze voorwaarde 1s

. . . . *
u < yq en in x1 = u indien u > y1. De optimale strategiecomponent z1(u)

wordt dus gegeven door:

y1 als u < Y,
(1) 23(w) =

g u ~els u >y,

Voor-de begrippen convex en concaaf zie hoofdstuk IX C.
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re

In woorden betekent (7): "Aanvullen tot y, indien de voorrasd u <y,

. L %
en niet asnvullen indien u i_y1c” Yoor f1(u) volgt:

L(u) . elsuzy,
(8) £h(u) =
C(XTMH) + L(y1) als u < ¥q-

Indien op tijdstip n = 2 de voorraad na een eventuele aanvulling X, be-
draagt en de behoefte in die periode bedraagt j dan volgh dat de voor-
raad op tijdstip n =1 u = xzug_bedraagte De minimasal te verwachte ver--
disconteerde kosten in de laatste periode bij een vocrraad X, Op tijd-
stip n = o bedragen:

P

* .
;o)
P f1(h2 J)

J=0
" .
en dus velgh met behulp van (4) dat £.{u) gegeven wordt deor
& @ i .
v ' _ . ‘
(9) . fp(w) = min [e(xyu) + L0xy) + o ) py £,(x,m0)0
- X >_".1 - - j:;‘{) v =

. . . k3 * %
Fen analoge betrekking geldt voor f (u), n > 2. £.(u) en z, {(u) kunnen

n 2 2

.. * ~
nu op dezelfde wijze bepaald worden als f1(u) en z?(u). In plaats varn

) moet nu het a@bsolute minimum gevonden worden van
. . @ .

. . ¥ . . N N

de funktie cx, * L(xg) + ) ps fi(xng). Stel dit wordt bereikt voor

> , 320

hengetoond kan worden dat als de funktle cx

- % . .
+ . X =] ) e 2rhe
) ' 20 Ps f1(k2 j). Derhalve

de funktie cxy * L(x1

1

T Yo + L(x.,) convex is
Xp T Vo () _

dit ook geldt voor de funktie cx, + L(x

J

2 2

volgt dat

Yo als u < Yo
S(u) = - '

N

en
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/

m
]
2]

L(u) + o ,Z

v >y,
] ;

% .
0 -

(y,~u) + Ly,) + o £ (y,~i) el
c yg"*l y2 O Pj 13’2—3 cals u < y2'

I 01 8

J=0

\
Dezelfde beschouving gaat op voor de overige tijdstippen n = 3, ..., N.
Een optimale strategle voor het N-stapsbeslissingsprobleem is dus, vol-
ledig vastgelegd door de getallen yN, cers Yy die op bovenbeschreven

wijze worden berekend. De berekening zal worden toegelicht san het vol-

gende voorbeeld.

Numeriek voorbeeld

De volgende gegevens staan ter beschikking:

c=1,5; h=0,5; p=2; a=0,9; N=10.

Py = 0,15 Py = 0,23 p, = 0,k4; Py = 0,2 en p) = 0,1.
Devoverige P, zijn nul.

v

We beginnen met de berekening ven de verwachte som van voorrgazd— en
boetekosten L(x) &ls funktie van de voorraad x na aanvulling.

Voor L(x) volgt:

(
b
0,5 ) p:(x=j) voor x > k4
. J -
J=0
X Y
(12) L(x) = £0,5 § p.(x=j)+2 ) p.(j-x) voor 0 < x < I
| j0 C jExe |
i
2 Z p.(j-x) ' voor x < 0
j=0 ¢ |
\

of na uitvoering van de sqmmaties volgt L(x) = 0,5x%-1 voor x > I,
L(x) = k-2x voor x < 0, L(1) = 2,25, L(2) = 1,0 en L(3) = 0,75. De
3

funktievaerden voor x = -2(1)7 zijn in de 2% kolom van tabel
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xf nlx) extD(x) fﬁ(x) LoxtL(x) cx + %é%i
+o J p £ (x=3) \
J=0 ¢

-2 8 5 6,75 13,775 T
- é h,5 5,25 11,925 58,5
0 L L 3,75 10,075 Y]

1 2,25 3,75 2,25 8,h75 2l

2 1 h 1 7,3975" 13

3 0,75 5,25 0,75 7,4550 12"

L 1 T 1 ) 8,3275 16

5 155 9 1,5 9,9675 22,5
6 2 11 2,0 12,0350 29

T 2,5 13 2,5 14,3725 35,5

Tabel 3: Enige belangrijke funkties bij het voorbeeld van model 3.1.

e

Uit de 3 kolom wvan tebel 2, wearin des funktie cx + L{x) ig uitgerekend,
* * . . ..
volgt dat y. = 1. Voor z.(u) en f.(u) volgen nu respectievelijk:
£ yl i 1 g E J
p
i ) voor u < 1
% .
(13) z,(u) = 4
u voor u > 1
~
P
1,5 (1-u) + L(1) -  voor u < 1
*
(14) f(u) = 4
L L(u) voor u > 1.

. * . . .
De funktie f1(x) is uitgerekend voor x = -2(1)7 en gegeven in de 4°
¥olom ven tabel 3.

* * .

Voor de bere;eningvan.z2(u) en f2(u) moet eerst de funktie cx + L(x) +

L . .
+a ) P f?(x—j) worden berekend. Het resultaat voor x = -2(1)7 is

=0 ' .

J
gegeven in de 5€ kolom ven tebel 3. Uit dit resultaat volgt dat y, = 2.
Voor z;(u) en f;(u) vinden we:

&
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2 ' voor u < 2
* )
(15)  z,(u) = 4 | _
u - voor u > 2
L ;
/ , L . .
1,5(2-u) + L(2) + 0,9 J ps £1(2-§) woor v < 2
J=0
(16) £ (u) = <
2" ) ) o
o L{u) + 0,9 ] p. £ (u-3) voor u > 2.
k =0 Y

Op dezelfde wijze worden zn(u) en fi(u) bepaald voor n = 3, 4, ..., 10.

De resultaten voor Ypo 2= 1y eees 10 zijn gegeven in tabel L.

n 1 2 3 h,...,10

Yy 1 2 3 3

Het geval N = o, o < 1

°  Onder de veronderstellingen van model 3.1 kan worden be%ezen dat er een
optimsle strategie bestaat die volledig bepaald is door de waarde y*
van een~parémetef v. De optimale beslissing bi] een voorrazd U .bedraagt
den op elk beslissingstijdstip: "Vul asn tot x = y* indien de aanwezige

voorraad u < y* en vul niet asan indien u.i_y*." Nu voor dit model er
een optimale strategie is, die volledig is vastgelegd door de wesarde y*
van de pafameter vy kan y* nu ook gevonden worden door een uitdrukking
voor de te verwachten verdisconteerde kosten op te stellen bij begin-’
voorraad u < y. De optimale waarde y* is dan de waarde van y waaryoor
deze funktie voor iedere u <y minimaal-is. Deze funktie, dic we

; . . *
fa(u;y) zullen noemen, wordt gegeven docr )

. ::.:/’_. .I:‘__(.X..).. ...g'.... 3
(1) £ (wy) = ely-u) + =05+ = c Ej,

&

voor een afleiding hiervan zie het leerboek blz. 386 en 387.
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vearin Bj de verwachte vraag per periode voorstelt. y* ksun nu gevonden
vorden door de funktie cy + %g%l te minimaliseren naar y.

In het voorbeeld is deze funktie vitgerekend en gegeven in de laatste
kolom van tabel 3. Er volgt dat y* = 3. We merken op‘dat deze waarde in

het N-staps probleem reeds voor n = 3 werd bereikt.

Het geval N = = o = 1

Het kriterium van de verwachte kosten kan in dit geval niet gebrﬁikt

worden daar deze onbegrensd groot zijn. Indien men de -gemiddelde ver-
wachte ‘kosten per tijdseenheid als kriterium hanteert dan kan bewezen
worden dat y* de wearde van y is welke de funktie L(y) minimsliseert.

3 zoals uit de 2% kolom van

i

In het numerieke voorbeeld geeft dit y*

tabel 3 volgt.

Do instelkosben van de produkiie bedragen ¥ > 0. Overigens is dit model

de behendeling van 4it model wordt weer begonnen mel het N-staps
probleen. Stellen we de minimazal te verwachten verdisconteerde kosten

over n periocden voor door fn(u) bij een aanvezige voorraad u dan is ge-

¥

. . e . *
zien het vorige model gemskkelijk in te zien dat fn(u) veldoet - aan de

recurrente betrekkingen:

) 4 -
K als x1 > u
* .
(18) w1(u) = min c(x1~u) + L(x1) + 4
x4z 0 als x, = u_J
. o
en
4 -
K sls x > u
" . . n e} .
i = i clx_-u) + Lix ) + : + . -]
(19) r_(v) ir{m:u (x -u) (x)) £ o 'Zo Pan«1(Xn 3)
o 0 als x, T u J _

vOoor n = 2, 3, «ce, N ' "
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Eerst wordt het eenstaps beslissingsprobleem gegeven door (18) beschouwd.
In toestand u kan aangevuld worden tot X, > 'u of niet aangevuldeorden
zodat dan Xy F U In het eerste geval bedragen de verwachte kosten
c(x1~u) + K + L(x1) en in het tweede geval L(u). In iedere toestand u

moet dus nagegaen worden of er een waarde ¥, > U 1§ waarvoor

1
c(x]wu) + Ko+ L(x1) minimaeal is en voldoet aan:

(20) - c(x1~u) + K + L(x1) < L(u).

v Tndien dit het geval is dan is het in die toestand optimasl om asn te
“vullen tdt X Indien dit niet zo is dan wordt er niet aangewvuld. Stel
dat het absclute minimum van de funkties cx, + L(x1) zonder de voor-
waarde x, > u bereikt wordt in x, = S1, en dat deze funktie convex is,
een voorwaarde waaraan ook in dit model is voldaan, dan zijn er twee

mogelijkheden: '

T.u2 8,. Uit het convex zijn van de funktie cx. + L(x,) volgt dat

1

voor x, Z u 5_81

(21) °x. + L(x{) > cu + L(u)

S
en dientengevolge, dear K > .0:
(22) c(xl—u) + L(x1) + §‘> L(u).

Hieruit volgt dat voor u > S1 het optimaal is onm aniet asn te vullen.

2. u <8, Vanuit 5, zoeken we nu de waarden van de, Funktie cu + L(u)
af voor u = Sim1’ 81-2, .«. ‘totdat we een waarde van u vinden, vaar-

voor
(23) cu + L{u) < eS8, + L(8,) + K,
terwijl voor u - 1 geldt:

+ L(S1) + K.

(24} c(u-1) + L(u=1) > s,
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Noem deze waarde van Uy Sy Dan volgt dat voor S, > u 3_51 geldt:

(25) c(s ~u) + K + L(8,) > L(u)

1

en het dus optimaal is om niet aan te vullen, terwijl voor u < s

geldt:

(26) ."::(S.'-u) + K+ L(S1) < L(u)

en het in dat geval optimaal is aan te vullen tot Si‘

Ir kan nu geconcludeerd worden dat de optimale strategiecompeonent o
g \ g

et tijdstip n = 1 gegeven wordt door

- ‘ - S1 voor u < S,
W%
(27) z,(u) = 1
{ 0 voor v 2 8.
Dit betekernt dat op tijdstip n = 1 de volgende beslissingsregel opti-

mwaal is: "Vul asa Lot x = S5, indien de voorrazad w < s. en vul niel aan

1 1

indien u > s.." 8, valt samen met het minimum van cx} + L(X1) en s

-—f']l
. wordt uit de ongelijkheden (23) en (24) verkregen.

1

Met betrekking tot (19) voor n > 1 kan men op dezelfde wijze te werk
(>} . .

gaan. Indien de funktie cx + L(x) convex is, is in model 3.2 de funktie

©~1 8

x ., . ) ) . )
cx + L(x) + « . f__1(x—3) dit echter niet. Toch leidt dit model

. N I 4

J= %

tot optimale strategiecomponenten zn(s), n==2, ..., N die van hetzelfde
. * . ) )

type z1Jn als z1(s) en volledig vastgelegd dcor tvee getallen s, en S

0
Fen optimale strategie voor het H-staps beslissingsprobleem is dus vol-

ledig vastgelegd door de 2N getallen s, en Sn’ n=1, «.., N,

Numeriek voorbeeld

Het reeds bi] model 3.1 gebruikte numerieke voorbeeld wordt ook hier

gebruikt mzar nu met K = 3., Het minimum van cx, + L(x1) wordt bereikt

1
zoals bekend in X, =y, = 1 en dus S1 = 1. Vervolgens bepalen we de
&

waarde van s, die vcldoet aan
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1,5(1-s,) + 3 + L(1) > L(s )

1
en

155(2*51) + 3+ L(1) < L(s1-=1)
of equivalent hiermee:
L(s.]-ﬂ) + 1§5(sjm1) > 6,75 31,(_&-.}) + 1.5 s

1

~ Om de waarde van 84 te bepalen die hicraan voldoet moet de 3e koiom van
-5,

De resultaten voor de parameters sn en Sn voor n = 1, ..., 10 worden ge~

tabel 3 worden uitgebreid voor x < -2, Dan volgt dat sy

geven in tabel 5.

n 1 2 3 h,...,10

(5,58 ) | (=5,1) | (1,3)  (1,4) p (1,4)

Tabel 5: s, en Sn voor n = i, ..., 10 en o = 0.9,

Het geval N = «, g < 1

In dit geval is er cen optimale streategie te vinden die volledig be-

peald is door de waarde van twee parameters s en S. Indien de optimale
SR S . L.

vaarden van deze parameters s en S zijn, dan iuvidt de optimale be-

slissingsregel op ieder tijdstip: "Vul aan tot x = S indien de voor-

" Er bestasst nu voor o < 1

rasd u < s en vul niet aan indien n z_s*.
‘de mogelijkheid een uitdrukking op te stellen voor de verwachie verdis-
conteerde kosten als funktie van s en S bij een beginvoorraad u < S en

de waerden ven s en S te bepalen waarvoor deze funktie voor iedere u
minimsal is. Deze funktie is aanzienlijk gecompliceerder dsn die in
model 3.1 en hangt bovendien of van twee varizbelern. Het bepslen van

¢ en 8 uit deze funktie is daarom niet aan te bevelen. De benadering
met een N-staps beslissingsprobleem zoals hierboven behandeld convefgeert
op den duur naar een optimale strategie voor N = «, Het herhalen van een
strategie in twee opeenvolgende stappen is echter niet voldoende voor

optimeliteit.
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In het voorbeeld wordt bij de derde stap een strategle bereikt die zich
in de 4% en 5% stap herhaelt (zie tabel 5). Voor praktische doeleinden
kan dan wel geconcludeerd worden dat s* = 1 en S* = L. Men is echter

pas zeker van de optimaiiteit ven strategie (1,4) indien men vervolgens
nog een stap doet met de iterstieve methode beschreven in hoofdstuk IX A.
Herhaalt deze strategie zich bi] toepassing van deze methode dan is ze
zeker optimaal. '

Indien men niet zo te werk wil gean en dit zal het geval zijn indien men
niet de beschikking heeft over een rekenmachine en een rekenprovramma,
dan rest het gebruik ven benadcrlngsformujes voor s en S°. In het geval
a < 1 zijn echter de uit de literatuur bekende benaderingsformules nogal
gecompliceerde uitdrukkingen. In het geval dat o = 1 zijn ze echter een~

voudiger.

Het geval N = o, o = |

|

ur

L ap:

7

@

¢

Ellereerst mercen we cp dat het heslissingsprobleem zonder be-
zwaar veor a = 1 melt dynamische programmering kan worden opgelost. In
het rnumeriekxe voorbesld vorden de parameters s, en 5. ven de cutinzle

strategle gegeven in tabel 6.

=
—
N
w
=
A1
.
-
o

(s .8 )} (=5,1) | {(1,3) | (2,4) | (1,5)] (1,6)

Tabel 6: spen S voor n =1, ..., 10,70 = 1.

Het kriterium van de verwachte totale kosten kan hier niet worden ge-
bruikt desr deze oneindig groot zijn ongeacht de toegepaste s%rategie.
Het meest geschikte optimaliteitskriterium is den de gemiddelde ver-
wachte kosten per tijdseenheid. De structuur van de optimale strategie
ig ook onder dit kriterium van het type (s,S). Dit opent de mogelijkheid
een expliciete uitdrukking af te leiden voor de gemiddelde verwachte
kosten per tijdseenheid als funktie van s en S, waaruit s” en 8" kunnen

worden bepeald. Deze uitdrukking heeft hetzelfde bezwaar als gencemd bij
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o < 1. De methode van de successieve approximsties hierboven toegepast
leidt op den duur tot dezelfde's* en 8" als verkregen wordt indien het
kriterium ven de gemiddelde verwachte kosten per tijdseenheid wordt ge-
bruikt. We merken op dat in het numerieke voorbeeld vanaf n = 5 de
parameters s, en Sn niet meer veranderen (zie tabel 6). Men is pas .
zeker van de optimaliteit van de strategie (1,6) indien deze sirategie
zich herhaall bij de iteratieve methode waarvan cen speciale versie
bestaat met de gemiddelde verwachte kosten per tijdseenheid als
kriterium *). De uit de literatuur bekende benaderingsformiles voor

o = 1 zijn goed hanteerbaar en ven redelijke kwaliteit. De benaderings-

* * X
formule voor S -~ s luidt:

. 2KE]
(28) s -8 = \IT ,

*
terwijl s Dbij benadering volgt uit de ongelijkheden

[y . x o ) . .
(29)  p 2, (3=s7) py < BEREIZ D [ , (3=s"+1) ps.
js e j=e J

In het numerieke voorbeeld vinden we

o+ \J23.2
S - S ~ 0‘5 2)4.

4 ,

Indien p X (j-s+1) jof wordt berekend voor s = 0, 1, ..., 4 dan ver-
L i

krijgen we respectievelijk 6; L; 2,23 0,8 en 0,2. Gemakkelijk volgt nu

* ,
dat s = 1 dsar 2,2 < /gni_h. De op deze wijze verkregen strategie is
dus (1,6) en is tevens optimaal. De resultaten met (28) en (29) zijn

echter niet altijd zo goed. We komen hierop nog terug.

Model 3.1 met positieve levertijd

Bij een levertijd T van een geheel aantal pefioden heeft de optimale -
strategie dezelfde structuvr als bij T = O maar is nu gebaseerd op de

economische vocrraad in plaats van de aanwezige voorraad. Verder stelt

&

%)

R.A. Howsrd, "Dynamic progremming and Msrkov processes,
Technology Press, Wiley 1960,
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de funktie f:(v) nu voor de minimasal te vervechten verdisconteerde
kosten over de laatste n - T perioden bij een economische voorrasd v

op tijdstip n. In de recurrente betrekking voor fZ(v) treedt de funktie
LT(X) op in plaats van de fgnktie L(x). Indien er bij economische voor-
read v op tijdstip n een bestelling ter grootte x -~ v wordt geplaatst
dan bedrasgt de economische voorraed vlak na het afgeven ven de bestel-~
king X. Indifn de behoefte gedurende de levertijd iT bedraagﬁ met kans-
verdeling pgf) Gan volgt dat de aanvezige voorraad op tijdstip n -~ T na

T(X),

welke de som van de verwachte verdisconteerde boete-~ en voorraadkosten

de aankomst van de levering x - JT bedraagt. Voor de funktie L

voorstelt in periocde n - T bij een economische voorraad x na het plaat-

sen van de bestelling op tijdstip n, volgt nu:

‘(30) LT(x) = aT X p(T) L(x-3).

j=o *

. *
De recurrente Detrekk:ng‘voorf}(¥) p1] K. = O wordl gegeven door

(31) f:(v) = min [c(xnuv) + LT(xn) + a 'E

x n\/:\f J

* .
o pj fnuT(Xn”J)]
voor n = T+1, T+2, ..., N terwijl f;(v) =0voorn=1, ..., T.
Op dezelfde wijze als in model 3.1 kan worden aangetoond dat het opti-
masl is als volgh te handelen op de tijdstippen n = T+1, ..., N: "Bestel
een hoeveelheid Yy, =V indien dg economische voorraad.v < ¥y, en bestel
niet indien V'imyn." De getallen y volgen op overigens dezelfde wijze

als bij T = 0 met L(x) vervangen door LT(X).

Numeriek voorbeeld

Derelfde numerieke gegevens worden gebruikt als in de vorige gevallen
met T = 2., Eerst berckenen we de kansverdeling pgz), J=0,1, ..., 8.
Gemakkelijk volgt dat ' ’
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,
J .
'Z P; Py g voor j =0, 1, 2, 3, L
1=0
(2) y,
p. =
d L
. Py pj-—i voor j =5, 6, T, 8.
i=j-lU
\
De -resulbtaten zijn gegeven in tabel T.
J 0 1 2 3 b 5 6 7 8
pgg) 0,01 | o,0b { 0,12 0,2 | 0,26 0,2 | 0,12] 0,04 0,01

Tabel T: De kansverdeling pgg).

Vervolgens berekenen we de funktie LT(x) met behulp van (30). De

resultaten voor x = 0(1)10 zijn gegeven in de tweede kolom van tabel 8.

LT(X) i

X LT(X) LT(X) + cx T + cx
0 9,720 | . 9,720 97,20
1 8,102 9,602 82,52
2 | 6,496 9,496 67,96
3 | 4,939 | 9,439° | 53,80
L 3,507 9,507 k1,07
5 2,325 9,825 30,75
6 1,507 10,507 24,07
7 1,110 11,610 21,60"
8 1,077° | 13,077 22,70

1,294 14,794 26,40
10 1,664 16,664 31,36

Tebel 8: Enige belangrijke funkties bij het voorbeeld met T = 2.

Het getal y, is de wasarde van x, wasrvoor LT(x ) + cx, minimaal is. Uit

1 -1
1= 3. De resultaten voor

1
de derde kolom van tzbel 8 volgt

>

Y

n=3,4 ..., 12 vorden gegeven ig tabel .

&
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n 3 L 5 P -
Yy, 3 6 T 7

Tzbel 9: De getallen yﬁs n=3, ..., 12bij T=2ena=0.9.

Het geval N = «, o < 1

De optimale yx valt nu samen met de waarde van x waarvoor de funktie
Ly {x) ‘

e toex minimaal is

In het voorbeeld volgt uit de 4€ kolom ven tabel 8 dat y* =T,

Het geval N = o, o = 1.

. * - : .
De optimale y valt nu samen met de waarde van x waarvoor de funktie
Lp(x) minineal is.
. * ‘s
In het voorbeeld volgt uit de 2% kolom van tabel 8 dat y = 8. Bij het

-

H-steps baslisslngsprobleem vordt Dij o = 1 het volgende resultaat vers-

~

kregen:

n 3 L 5 6 Toueey12
Yy b 7 T 8 8

Tebel 10: Ds getalleny , n=3, ..., 12Dbij T =2 en o = 1.

Model 3.2 met positieve levertijd

*

Bij K > 0 luidt de recurrente betrekking voor fn(v):
. K als x_ > v
x . ' \ ' n
(32) fn\v) =  min [c(xn—v, + LT(Xn) +
*n2V 0 als x_ =V
n
ba T b £ (x-i)]
J n-1 n
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vﬁor n="mT1, ..., N met f:(v) =0, n=1, 2, ..., T. Het is nu pptimaal
als volgt te handelen op de tijdstippen n = T+1, ..., N: "Bestel een
hoeveelheid Sn ~ v indien de economische voorraad v < s, en bestel niet
indien v z_snc” De getallen s en Sn volgen overigens op dezelfde wijze
als bij T = 0 met L{x) vervangen door L, (x).

In het numerieke voorbeeld volstasn we ‘met de gelellen s en 8 tle

el 1L
geven voor n = 3, ...y 12 bii o = 0,9 en o = 1 in tabel 17.
n 3 R 5 6 T 8,...,12

(5,58 )0=0,9 | (-2,3) | (3,6) | (5,8) [ (5,9 | (5,9 | (5.9

(s,.5, )o=1 (=2.k) | (5,7) | (6,9) (6,10) | (5.10)| (6,10)

" Tabel 11: De getallen s, en 8 voor o = 0,9 en a = 1 bij T = 2.

In het oneindigstaps veslissingsprobleen kan eangetoond worden det er

een optimale strategie bestaat die is vastgelegd door slechts twee ge~
* T * *

tallen s en 8 . De getallen s en 5" zijn ook hier veel moeilijiker

rechtstreeks te berekenen dan y in het geval K = 0. We besluiten dany-
*
om dit hoofdstuk met het geven van benaderingsmethoden voor s en

. * L.
S+ - 8 bij a = 1 die vit de llthatuur bekend zijn.

Het geval N = o, g = 1 )

De formule (28) voor 5" - s" b1 LJ Tt zlgn geldigheid ook voor T > 0 bij

. * . ..
benadering behouden. s volgt nu vit de cngelijkheden:

(33) P (j—S*+1) P§T+1)-

1

(3-5") oy™ N < vEEE] < v ]

Jbv18

*
s +1

In het numeriske voorbeeld moet den eerst p J =0, 1, «ccy, 12 worden

: 12 .
berekend en vervolgens Z (j-s+1) p(3) voor s = 0, 1y «ve., 12, De
J=s -
resultaten worden gegeven in tabel 12.

Cu.
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s pé3) P _%2(j~§+1)p§3)
J=8

0 0,001 1k

i 0,006 12

2 0,02k : 10,002
3 0,062 8,016
b 0,123 6,078
5 0,180 L, 264
6 0,208 2,696
T 0,180 ~1,L88
8 0,123 : 0,696
9 0,062 : 0,264
10 | 0,024 0,078
11 0,006 0,016
12 10,001 0,002

c.. . . - *
Tabel 12: Bi1] de berekening van de benaderde waarde van s .

Uit de tabel voigh 1,488 < v??:;9,696 dus s = 6. De op. deze vijze ver-
kregen strategie is (6,11)&§n stemt dus niet geheel overeen met de opti-
male strategie {6,10) wearnaar het N-staps beslissingsprobleem conver-

- geert., 7

De betrouwbaarheid van de benaderingen‘(ZB) en (33) is in de literatuur
" onderzocht *) voor de Poissonverdeling, de negatief binomiale verdeling
en de geometrische verdeling. Het resultaat van dit onderzoek waarbi]
van deze verdelingen respectievelijk 240, 240 en 216 voorbeelden zijn
genomen is gegeven in tabel 13. Hierin is het percentage van de voor-
beelden gegeven, dat een relatieve afwijking ven de minimale gemiddelde:
vervechte kosten per periode gaf die minder dan respectievelijk 1, 5,

10 en 25% bedroeg.

%)

H.M. Wagner, M. O'Hagen en B. Lundh, An empirical study of exactly‘
and approximately optimal enventory policicies, Management Science,
© 11, (1965), p. 690-723.
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“‘\\\\;z?rdeling Poisson Negatief Geometrisch
afwijkiﬁg\m - A binomiasal

< % 465 (75%) 33% (6L%) 7%

< 5% 68% (95%) 69% (95%) 56%

< 10% 715 (98,3%) B4% (99,6%) 5%

< 25% 88% (100%) 95% (100%) 9%

Tebel 13: Het percentage afwijkingen.

Op grond van deze resultaten is langs empirische weg een benaderings

. _— o , . [2KE]
methode gevonden die betere resultaten geeft indien «3;—“3i 1,51,

Stellen we de benaderingen met behulp van (28) en (33) verkregen s en

S en is S, het getsl dat voldoet aan:

0
8,1 8
0 - 0 \
; ; (v . 2. v (1)
(39) ) ey <Ems Lopy
J-:O © = -J:‘O

dan volgen de empirische benaderingen & en S uit:

(35) § = min [5,303

= min [S,8.]1.

oplt}

(36)

De tussen haskjes vermelde percentages in tabel 13 zijn hierop gebaseerd.

Deze geven een aanzienlijke verbetering.






