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1. INLEIDING

Aan een ieder van ons zijn talrijke situaties bekend waarin klanten bij
een installatie aankomen om daar bediend te worden. Onder een "klant'" kun-
nen wij bijvoorbeeld een persoon, een machine, een schip of een vliegtuig
verstaan. Evenzo dient het begrip "bedienen" ruim opgevat te worden. In de
wachttijdproblemen zijn het aankomst- en bedieningsmechanisme niet beide
deterministisch van aard, doch is tenminste &&n van de mechanismen stochas-
tisch. Tengevolge van deze stochastiek treden afwisselend op, perioden
waarin klanten op bediening wachten en perioden waarin de "bediende" op
klanten wacht. Deze twee verschillende vormen van wachten vinden onvermij-
delijk plaats en kunnen nimmer beide tegelijk onderdrukt worden. De wacht-
tijdtheorie kan gebruikt worden om inzicht te krijgen in de samenhang van
deze twee vormen van wachten en om de gevolgen van bepaalde veranderingen
in het aankomst— en bedieningsmechanisme aan te geven. De wachttijdtheorie
zal ons straks leren dat in wachttijdproblemen de gevolgen van bepaalde
veranderingen heel anders kunnen zijn dan men intuitief zou verwachten.
Bijvoorbeeld in een druk bezet systeem kan een geringe toename in het aan-
tal binnenkomende klanten een enorme stijging van het gemiddeld aantal
wachtende klanten tengevolge hebben. Vandaar dat men in wachttijdproblemen
voorzichtig moet zijn met vertrouwen op intuitie.

Zoals gebruikelijk stellen wij eerst een wiskundig model op alvorens
een wachttijdprobleem analytisch te bestuderen. Wij zullen daarin het aan-
komstpatroon van de klanten, de volgorde waarin de klanten bediend worden
en de wijze van bedienen moeten specificeren. Op elk van deze facetten gaan

wij nu iets nader in.

(a) Het aankomstproces. Er zijn zowel situaties waarin de klanten indivi-
dueel als situaties waarin de klanten in groepjes binnenkomen. Wij zullen
ons beperken tot de eerstgenoemde situaties. Uiteraard moeten wij een ver-—
onderstelling maken over de tijdstippen waarop de klanten binnenkomen. Een
veel gemaakte aanname is dat de lengtes van de tijdsintervallen tussen twee
opeenvolgende aankomsten onafhankelijk verdeelde stochastische variabelen
zijn die allen eenzelfde exponentiéle verdeling hebben (het Poisson proces;

zie paragraaf 2). Deze aanname blijkt in vele praktische situaties vervuld
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te zijn; met name in die situaties waarin de potentiele klanten een zeer
grote populatie vormen en de individuele klanten zich onafhankelijk van el-
kaar gedragen. Lijnrecht tegenover dit aankomstproces waarin de klanten op
aselekte tijdstippen aankomen, staat het aankomstproces waarin de klanten
op van te voren vaststaande tijdstippen binnenkomen. Dit laatste geval zul-
len wij echter niet behandelen.

Wij moeten ook aangeven of een klant die bij aankomst de bedieningsin-
stallatie bezet aantreft, blijft wachten of niet; er kan bijv. slechts

voor een beperkt aantal klanten plaats zijn in een wachtkamer.

(b) De rijdiscipline. In veel wachttijdproblemen moeten wij weten in welke
volgorde de klanten bediend worden. De meest gebruikelijke rijdiscipline is
die waarbij de klanten in volgorde van binnenkomst worden.bediend. Deze
rijdiscipline wordt aangeduid als de "FIFO-regel” ("first—in, first-out").
Een andere rijdiscipline is de "LIFO-regel" ("last-in, firvet-out')

laatst binnengekomen klant als eerstvolgende klant bediend wordt. Denk
bijv. aan een stapel blikjes in een winkel; het als laatst op de stapel ge-
plaatste blikje wordt het eerst gepakt. Een andere rijdiscipline, die bij-
voorbeeld in veel telefoonsystemen wordt gevolgd, is de "SIRO-regel"” ("ser—
vice in random order"), waarbij de als volgende te bedienen klant willekeu-
rig wordt gekozen uit de op bediening wachtende klanten.

In situaties waarin verschillende klantentypes zijn te onderscheiden
worden vaak prioriteitsregels gevolgd; sommige klantentypen krijgen voor-
rang boven andere. In dergelijke situaties moeten wij tevens onderscheid
maken tussen het.geval waarin de bediening van een klant nimmer onderbroken
wordt als een klant van hogere prioriteit binnenkomt en het geval waarin

dit wel geschiedt. Wij zullen alleen het eerstgenoemde geval beschouwen.

(c) Het bedieningsmechanisme. In de eerste plaats moeten wij specificeren
of er één of meer bedienden zijn. Als er meerdere bedienden zijn, kunnen
wij ruwweg onderscheid maken tussen het geval waarin de bedienden parallel
werken en elke klant slechts &&n bediening ondergaat en het geval waarin
de bedienden in serie werken en elke klant achtereenvolgens langs deze be-
dienden moet. Wij moeten ook weten of een bediende slechts &&n klant of

meerdere klanten tegelijk bedienen kan. Het geval waarin de bedienden in



serie werken en het geval waarin een bediende meer klanten tegelijk kan
helpen zullen wij niet behandelen. Tenslotte moeten wij ook de kansverde-
ling van de hoeveelheid tijd die een bediende nodig heeft voor de bediening

van een klant specificeren.

Is het (wiskundige) wachttijdmodel eemmaal gedefinieerd, dan kunnen
wij overgaan tot de wiskundige behandeling daarvan. Vanaf nu zullen wij
steeds veronderstellen dat aankomst- en bedieningsmechanisme homogeen in de
tijd zijn, d.w.z. de kansverdelingen van de aankomstintervallen en de be-
dieningstijden hangen niet van het moment van beschouwen af.

Wij voeren de volgende terminologie in. Onder het aantal Klanten in de
riJ verstaan wij het aantal klanten dat op bediening wacht en onder het
aantal klanten in het systeem verstaan wij het aantal klanten in de rij
plus het aantal klanten dat bediend wordt. Evenzo, de hoeveelheid tijd die
een klant doorbrengt in de rij is gedefinieerd als de hoeveelheid tijd die
verstrijkt tussen het moment waarop hij aankomt en het moment waarop zijn
bediening begint, terwijl de hoeveelheid tijd die een klant doorbrengt in
het systeem wordt gedefinieerd als de hoeveelheid tijd die hij doorbrengt
in de rij plus zijn bedieningstijd.

Voor een wachttijd model kunnen de kansverdelingen van de voléende

stochastische grootheden van belang zijn:

1. het aantal klanten dat in het systeem resp. in de rij is,
2, de hoeveelheid tijd die een klant doorbrengt in het systeem resp. in de

rij.

Bij een aantal wachttijdmodellen zullen wij de kansverdelingen van
deze stochastische grootheden bepalen onder de aanname dat het systeem in
een stationaire toestand is. De uitdrukking "het systeem is in een statio-
natre toestand" wordt vaak gebruikt, en daarmee wordt het volgende bedoeld.
Laat de toestand van het systeem gedefinieerd zijn als het aantal klanten
aanwezig in het systeem. Stel dat het systeem nu, op tijdstip 0, in een ge-
geven begintoestand is. De kansverdeling van de toestand waarin het systeem
over t tijdseenheden zal zijn hangt van tijdstip t en de begintoestand af.
In vrijwel alle wachttijdmodellen van praktische betekenis, zal deze afhan-

kelijkheid minder worden naarmate t toeneemt om uiteindelijk te verdwijnen.



Is de afhankelijkheid niet meer aanwezig, dan zeggen wij dat het systeem in
een stationaire toestand verkeert. Deze uitdrukking is enigszins mislei-
dend, omdat het begrip stationair betrekking heeft op de kansverdeling van
~de toestand van het systeem en niet op de toestand zelf. Hoewel strikt ge-
nomen het systeem pas na een oneindig lange tijd in een stationaire toestand
kan geraken, geldt in vele gevallen dat na een geschikte aanlooptijd het
systeem bij benadering in een stationaire toestand verkeert.

Voor een groot aantal modellen waarin bovengenoemde kansverdelingen
niet expliciet bepaald kunnen worden, is het wel mogelijk om &&n of meer

van de volgende operationele grootheden te bepalen:

1. het gemiddeld aantal klanten dat aanwezig is in het systeem resp. in de
rij

2, de gemiddelde hoeveelheid tijd die per klant wordt doorgebracht in het
systeem resp. in de rij

3. de fraktie van de tijd dat de installatie leeg staat.

Vaak 1is het kennen van deze grootheden, die gedefinieerd worden met betrek-
king tot een oneindig lange tijdsduur, voldoende om het beschouwde beslis—
singsprobleem op te lossen. .

In de wachttijdtheorie - die zijn oorsprong heeft in het pionierswerk
dat A.K. ERLANG verricht heeft in het begin van deze eeuw op het gebied van
telefoonproblemen - zijn een enorm aantal wachttijdmodellen wiskundig ge-
analyseerd. Bruikbare oplossingen zijn evenwel voornamelijk voor betrekke-
1ijk eenvoudige modellen gevonden. Voor een wachttijdprobleem is men meest-
al gedwongen een specifieke veronderstelling te maken omtrent de verdeling
van het aankomstinterval of de verdeling van de bedieningstijd (vaak neemt
men een exponentiéle verdeling aan) wil men tot een analytische oplossing
geraken. Niettemin moet het belang van een analytische oplossing voor zo'n
vereenvoudigd model niet onderschat worden. Deze oplossing kan soms dienen
als basis voor een benaderingsoplossing voor een meer complex model dat
nauwer bij de realiteit aansluit. Eventueel kan zo'n benaderingsoplossing
gecontroleerd en mogelijk zelfs verbeterd worden met behulp van simulatie.
Simulatie is dan ook een veel gebruikte techniek om numerieke resultaten
voor een wachttijdprobleem te verkrijgen. Hoewel men zich met deze techniek

strikter aan de realiteit kan houden, moet de waarde van deze aanpak niet



overschat worden. Om met simulatie tot een redelijk nauwkeurig antwoord op
een wachttijdprobleem te geraken kan veel rekenwerk nodig zijn. Er zijn
uiteraard wachttijdsituaties waarin simulatie het enige hulpmiddel is, doch
waar mogelijk 1lijkt een samenspel van wiskundige analyse en simulatie zin-
voller dan het uitsluitend toepassen van simulatie.

Tenslotte een opmerking over een veel gebruikte notatie om bepaalde
wachttijdproblemen te classificeren. Deze notatie bestaat uit drie symbolen
die van elkaar gescheiden worden door een schuine streep: .../.../... . Het
eerste resp. tweede symbool heeft betrekking op het type verdelingsfunktie
van de tussenaankomsttijden resp. bedieningstijden; G betekent een wille-
keurige verdeling, M betekent een exponentiele verdeling en D betekent dat
de tussenaankomsttijd resp. bedieningstijd constant is. Het derde symbool
tenslotte geeft het aantal bedienden aan. Bijv., M/G/1 betekent Poisson-

aankomst, willekeurig verdeelde bedieningstijd en &&n bediende.

2. HET POISSON PROCES

In elk wachttijdmodel moeten wij het aankomstproces specificeren. Een
veel gemaakte aanname is dat de aankomst van de klanten bij het loket be-
schreven wordt door een Poisson proces. Voor dit proces, dat op verschil-
lende wijzen kan worden gedefinieerd, zullen wij een min of meer verbale
definitie geven. Wij zeggen dat klanten volgens een Poisson proces aankomen

als aan de volgende veronderstellingen voldaan is.

a) In elk eindig tijdsinterval komt met kans 1 slechts een eindig aantal
klanten aan.

b) Voor elke T > 0 en t 2 0 geldt dat de kansverdeling van het aantal
klanten dat aankomt in het tijdsinterval (t,t+T] alleen afhangt van de
lengte T van het tijdsinterval en dus onafhankelijk van t is, m.a.w. het
aankomstproces is tijdsonafhankelijk.

c) De kansverdeling van het aantal klanten dat aankomt in het tijdsinterval
(t,t+T] hangt niet af van het aantal klanten dat aankomt in het tijds—

interval (0O,t], m.a.w. het aankomstproces is geheugenloos.



d) De kans dat in een interval van de lengte At twee of meer klanten aan-

)

. . . *
komen is verwaarloosbaar klein t.o.v. At als At klein 1is.

Wij zullen nu een aantal eigenschappen van het Poisson proces geven,

Voor bewijzen, zie bijv. ROSS (1969,1972).

Wij definieéren A als het verwachte aantal klanten dat per tijdseenheid

*%)

aankomt.

noemd.

Eigenschap 1: Voor elke T > 0 geldt,

P{in een tijdsinterval van de lengte T komen precies k klanten aan}

= e MTom% /e, (k=0,1,...).

De grootheid A wordt de parameter van het Poisson proces ge-—

(2.1)

Wij zien dus dat het aantal klanten dat aankomt in een tijdsinterval van de

lengte T een Poisson verdeelde stochastische variabele is met verwachting

AT,
Aanname d) stelt dat de kans op twee of meer aankomsten in een
verwaarloosbaar klein is t.o.v. At als At klein is. Uit (2.1) en de

ring e * ~ 1-x voor x klein, volgt

Eigenschap 2: Voor At klein is de kans dat in een tijdsinterval van
lengte At precies &&n klant aankomt gelijk aan MAt + o(At) en is de
dat in een tijdsinterval van de lengte At geen klant aankomt gelijk

1 - At + o(At), ongeacht wat voor dit tijdsinterval gebeurd is.

Beschouw vervolgens de tijdstippen waarop de klanten aankomen.
aanname d) volgt dat de klanten &&n voor €&n aankomen. Definieer ty

en definieer L% als het tijdstip waarop de kde klant aankomt.

tijd At

benade-

de
kans

aan

Uit

= 0 en

*

) Precies gesteld, deze kans is gelijk aan o(At), waarbij het wiskundige
symbool o(x) een verzamelnaam is voor elke funktie f(x) die de eigen-
schap heeft dat f(x)/x naar nul gaat als x tot nul nadert.

*%)

De grootheid A kan ook als volgt geinterpreteerd worden: op de lange

duur is het gemiddeld aantal klanten dat per tijds eenheid aankomt met

kans 1 gelijk aan A.



Eigenschap 3: De stochastische variabelen k =1,2,... zijn on-

5% 7 K-
derling onafhankelijk en hebben eenzelfde exponentiele verdeling met ver-
wachting 1/\. Dus voor elke k > 1 geldt

Plt, ~g_, <th=1- e T, (t20).

Eigenschap 4: Laat de stochastische variabele w(t) de wachttijd zijn vanaf
tijdstip t tot het eerstvolgend tijdstip waarop een klant aankomt. Dan
geldt dat de kansverdeling van w(t) onafhankelijk van t is en gegeven wordt
door

Plw(t) < u} = 1 - e M, (u20). (2.2)

Dus voor elk tijdstip t geldt dat de wachttijd tot de aankomst van de
eerstvolgende klant dezelfde exponentiele verdeling heeft als de lengte van
het tijdsinterval tussen twee opeenvolgende klanten, ongeacht wat tot en
met tijdstip t gebeurd is. Het is deze "geheugenloosheidseigenschap" die
maakt dat het zo prettig werken is met het Poisson proces; men behoeft niet
te weten wanneer voor het laatst een klant aankwam. Deze kenmerkende eigen-
schap van het Poisson proces is nauw verbonden met de volgende eigenschap
van de exponentiele verdeling. Als x exponentieel verdeeld is, dan geldt
P{x > x, +x | x> x

} = P{x > x} voor alle x, > 0 en x > O. (2.3)

0 0 0

Dus als x bijv. de bedieningstijd van een klant voorstelt, dan volgt uit
(2.3) dat, ongeacht hoe lang de bediening reeds gaande is, de resterende
bedieningstijd van de klant dezelfde exponentiele verdeling heeft als de
oorspronkelijke bedieningstijd. Het bewijs van (2.3) is eenvoudig. Stel dat
x is exponentieel verdeeld met verwachting 1/u, dan volgt uit de definitie

van voorwaardelijke kans:

+x | x>x,} =Px>x

o + x en x > XO}/P{§-> XO} =

0
“ulxrxg) uxg

= P{x > x, + x}/P{x > x} = e /e =e "F = P{x > x}.

&



De exponentiele verdeling is de enige continue verdeling die eigenschap
(2.3) bezit. Uit (2.3) en de benadering e * ~ 1 - x voor x klein, volgt
voor x klein

HAX

P{x > x, + Ax | X > xo} =e =1 - uAx + o(Ax). (2.4)

0
Dit betekent dat als op een gegeven moment de bediening nog gaande is, deze
bediening met kans pAx + o(Ax) binnen een tijd Ax beéindigd wordt, ongeacht

hoe lang de bediening reeds gaande is.

Een toepassing van (2.4) wordt gegeven in het onderstaande voorbeeld

dat gebruikt zal worden in paragraaf 6.

Voorbeeld 2.1. In een postkantoor zijn op een gegeven moment M bedieningen
gaande. Deze bedieningen vinden onafhankelijk van elkaar plaats en elk van
deze bedieningen heeft een exponentieel verdeelde bedieningstijd met ver-

wachting 1/u. Wij zijn geinteresseerd in de kans dat binnen een tijd At &én

van deze bedieningen beeindigd wordt.

Oplossing. Voor elk van de M bedieningen geldt dat de bediening met kans

p = uAt + o(At) binnen een tijd At beeindigd wordt. Derhalve is het aantal
bedieningen dat binnen een tijd At beeindigd wordt binomiaal verdeeld met
parameters M en p, omdat de bedieningen onafhankelijk van elkaar verlopen.
Hieruit volgt dat met kans MpAt + o(At) binnen een tijd At precies &&n be-
diening beeindigd wordt, terwijl de kans dat binnen een tijd At twee of

meer bedieningen beeindigd worden gelijk is aan o(At) en derhalve verwaar-

loosbaar klein is t.o.v. At als At klein is.

Eigenschap 5: Stel dat gedurende het tijdsinterval (0,T) precies N klanten
zijn aangekomen, waarbij N een vast positief geheel getal is. Gegeven deze
informatie, geldt voor elk van deze N klanten dat zijn aankomsttijdstip een
stochastische variabele is met verwachting T/2. Dit geldt ongeacht de waar-

de van N.

Eigenschap 6: Stel bij een loket komen klanten van type 1 aan volgens een

Poisson proces met parameter Al en onafhankelijk hiervan komen klanten van



type 2 aan volgens een Poisson proces met parameter A,. Dan geldt dat de

aankomst van de klanten tesamen beschreven wordt doorzeen Poisson proces
met parameter Al + Az. Verder geldt dat een willekeurige klant met kans
Ai/(x1+A2) een klant van type i is (i=1,2).

Omgekeerd geldt ook het volgende. Als bij een loket de klanten aanko-
men volgens een Poisson proces met parameter A en elke klant is Of een
klant van type 1 O0f een klant van type 2 waarbij P de kans is dat een
klant van type i is, dan komen de klanten van type i aan volgens een

Poisson proces met parameter Api (i=1,2).

3.. HET GEBOORTE-STERFTEPROCES

Dit proces speelt een belangrijke rol in de wachttijdtheorie, aange-
zien een groot aantal wachttijdmodellen waarin de klanten volgens een
Poisson proces aankomen en de bedieningstijden exponentieel verdeeld zijn,
als een speciaal geval van het geboorte-sterftemodel kunnen worden opgevat.

Wij beschouwen een gegeven wachttijdsysteem. Definieer de toestand
van het systeem als het aantal klanten in het systeem. Het proces dat het
verloop van het aantal klanten in het systeem beschrijft, wordt een geboor-

te-sterfteproces genoemd als aan de volgende aanname voldaan is.

Aanname: Het systeem kan vanuit toestand n alleen overgaan in toestand n+l
of toestand n-1; vanuit O is alleen een overgang naar | mogelijk. Er be-
staan niet-negatieve getallen An en u  met de volgende eigenschap.*) Als
het systeem op tijdstip t in toestand n is, dan is, ongeacht het verloop
van de toestand in [0,t], de kans dat in het tijdsinterval (t,t+At] een
overgang plaatsvindt naar toestand n+l1 gelijk aan AnAt + o(At), terwijl de
kans dat in (t,t+At] een overgang plaatsvindt naar toestand n-1 gelijk is
aan unAt + o(At). De kans dat in (t,t+At] meer dan &&n toestandsverandering
plaatsvindt is gelijk aan o(At) en is derhalve verwaarloosbaar klein t.o.v.

At als At klein is.

*)

Wij nemen aan dat een constante c bestaat met Xn/n < ¢ voor alle n 2 1.

&
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In fig. 3.1 geven wij de mogelijke overgangen schematisch weer.

Ao M Aa-1 A

0 1 n-1 n n+l

5! Ho Yn Mh+1

Figuur 3.1. Mogelijke toestandsovergangen.

Merk op dat met kans 1 - (An+un)At + o(At) geen toestandsverandering
in (t,t+At] optreedt als op tijdstip t de toestand n is.

Definieer pn(t) als de kans dat op het systeem op tijdstip t in toe-
stand n zal zijn. Voor elke n = 0,1,... geldt (vgl. FELLER (1957)),

p_ = lim p_(t)

n .0
bestaat en is onafhankelijk van de begintoestand. De kansen P, worden de
stationaire kansen genoemd. De kansen P, kunnen expliciet bepaald worden.
De techniek die hiervoor gebruikt wordt is op zichzelf al. van groot belang,
is afkomstig van A.K. ERLANG en wordt veelvuldig toegepast in de wachttijd-

theorie.

Stelling 3.1. De stationaire kansen worden gegeven door

p - )\0 Al ® 060 An-l po (n=]’2,...)’ (3.])
n Hp Ho oo M
waarbij
©® AL A, ... A
0 "1 n-1--1 ‘
pn = [1 + ) 1, (3.2)
0 n=1 Y1 M2 occ My

aangenomen dat de uitdrukking tussen vierkante haakjes eindig is.

Bewijs. Wij zullen het bewijs in het kort schetsen. Door te beschouwen wat

in (t,t+At] gebeuren kan, leidt men eenvoudig af dat voor elke t > 0,

&
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p (t+at) =p (D)X _ At + p ()11 - (An+un)At} +
- P, (DU , 8t + o(At), (n20)

waarbij A—l =¥y = 0. Trek van beide leden van deze gelijkheid pn(t) af,
deel door At en laat vervolgens At naar 0 gaan. Dit leidt tot
1 - _
p(6) =2 o (6) = O _+up (t) + un+]pn+](t), (n20).
Gebruikmakend van pn(t) > p, en p&(t) + 0 als t > », vinden wij de "even-

wichtsvergelijkingen"
(An+un)Pn>= Ap=1Pn=1 ¥ Yne1Pn+1? (n20). (3.3)

Wij vinden A voor k = 0 door voor n = 0,1,... twee opeenvol-

kPk T Mk+1Pi+1
gende vergelijkingen in (3.3) op te tellen., Uit de laatste gevonden relatie

en an = 1 volgt de stelling.

4, DE FUNDAMENTELE WACHTTIJDFORMULES L = AW en Lq = XWq.

In deze paragraaf behandelen wij de fundamentele relaties L = AW en
L = AW _die vrijwel voor elk wachttijdmodel van toepassing zijn. De rela-
tie L = AW (resp. Lq = Awq) stelt dat op de lange duur het gemiddeld aantal
klanten in het systeem (resp. in de rij) gelijk is aan het gemiddeld aantal
kKlanten dat per tijdseenheid aankomt maal de gemiddelde hoeveelheid tijd
die per klant wordt doorgebracht in het systeem (resp. in de rij).

Wij geven niet de meest algemene voorwaarden waaronder deze relaties
gelden. Beschouw een wachttijdsysteem waar de klanten op een welgedefini-
eerde wijze aankomen, bediend worden en vertrekken. Voor het gemak nemen
wij aan dat de klanten &&n voor €én aankomen en elke klant blijft wachten
tot hij bediend wordt. Verder nemen wij voor het gemak aan dat op tijdstip
0 een klant aankomt die geen andere klanten in het systeem aantreft. Laten
wij de gebeurtenis dat een Klant bij aankomst geen andere klanten in het
systeem aantreft aangeven met H. Wij maken de volgende aannames:

&
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Aannames :

1. De gebeurtenis H is een steeds weer terugkerende gebeurtenis met de ei-
genschap dat na het optreden van H het systeem als het ware opnieuw be-
gint, d.w.z. met kans 1 treedt H na een eindige tijd wederom op en op
een moment waarop H optreedt kunnen wij, wat het aankomst- en bedie-
ningsmechanisme betreft, net doen alsof wij op tijdstip O zijn. De pe-
riode tussen twee opeenvolgende tijdstippen waarop H optreedt noemen wij

een herhalingsperiode.
2. De verwachting van de lengte van een herhalingsperiode is eindig.

3. De verwachting van het aantal klanten dat gedurende &€&n herhalingsperi-

ode bediend wordt, is eindig.

4, De totale hoeveelheid tijd die gedurende €&n herhalingsperiode door de

klanten wordt doorgebracht in het systeem, heeft een eindige verwachting.

Deze aannames zijn in vrijwel alle wachttijdsystemen van praktische
betekenis vervuld. Merk op dat wij geen specifieke veronderstellingen heb-
ben gemaakt over het aankomstproces, het bedieningsmechanisme en de rijdis-
cipline.

Wij voeren nu de volgende stochastische variabelen in.

L(t) = het aantal klanten dat op tijdstip t in het systeem is,

n(t) = het aantal klanten dat in [0,t] aankomt,

v = de hoeveelheid tijd die de kde klant doorbrengt in het systeem.
Onder bovenstaande aannames zijn de volgende gemiddelden welgedefi-

nieerd en eindig,

t
L = lim 1 J EL(u)du, A = lim < En(t)
> . >
0
en
1 n
W= 1lim ° X Egk.
o © k=1

De volgende relatie bestaat tussen deze grootheden,

. L = AW. . (4.1)
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Wij zullen een heuristisch bewijs van (4.1) geven. Beschouw een tijdsinter-
val [0,T], waarbij T een zeer groot getal is., Bij benadering kunnen wij dan
stellen dat gedurende [0,T] gemiddeld L klanten in het systeem zijn. Dus de
totale hoeveelheid tijd die door de klanten binnenkomend in [0,T] doorge-
bracht wordt in het systeem is bij benadering gelijk aan LT. Anderzijds, in
[0,T] komen bij benadering AT klanten binnen en voor elk van deze klanten
is de gemiddelde verblijftijd in het systeem bij benadering gelijk aan W.
Derhalve LT ® ATW, hetgeen tot formule (4.1) leidt. Voor een exact bewijs,
zie JEWELL (1967).

Op analoge wijze als L en W, kunnen wij definieren

Lq het gemiddeld verwachte aantal klanten in de rij,

de gemiddelde verwachte hoeveelheid tijd die per klant

wordt doorgebracht in de rij.

Analoog aan (4.1) geldt

L =AW . 4,2
q q (4.2)
Uiteraard bestaat tussen W en Wq een eenvoudig verband, aangezien de
hoeveelheid tijd die een klant doorbrengt in het systeem gelijk is aan de
hoeveelheid tijd die hij doorbrengt in de rij plus zijn bedieningstijd.
Voor veel wachttijdsystemen betekent dit dat als &&n van de grootheden L,

Lq, W en Wq bepaald is, de overigen direkt gevonden kunnen worden.

Opmerking 4.1. In veel wachttijdproblemen kan een uitdrukking voor het ge-

middeld aantal klanten in het systeem verkregen worden uit de relatie

L = {de totale verwachte hoeveelheid tijd die gedurende &&n herhalings-
periode door de klanten wordt doorgebracht in het systeem}/

{de verwachte lengte van &&n herhalingsperiode}. (4.3)

Deze relatie kan eenvoudig als volgt worden ingezien. Stel dat voor elke
klant kosten worden gemaakt die gelijk zijn aan de hoeveelheid tijd die
door de klant wordt doorgebracht in het systeem. Op grond van een standaard

resultaat (vgl. DE LEVE en TIJMS (1971)) geldt dat op de lange duur de ge-

&
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middelde kosten per tijdseenheid gelijk zijn aan het quotient van de ver-
wachte kosten in &&n herhalingsperiode en de verwachte lengte van &&n her-
halingsperiode. Dit leidt tot (4.3), aangezien in dit geval de gemiddelde
kosten per tijdseenheid gelijk is aan het gemiddeld aantal klanten in het

systeem.

Opmerking 4.2. De grootheden L, Lq’ W en Wq zijn gedefinieerd als verwachte
gemiddelden. Echter onder de gemaakte aannames kunnen aan deze grootheden
ook de volgende "aansprekende" interpretaties gegeven worden. Op de lange
duur is het (werkelijk) gemiddeld aantal klanten in het systeem (resp. in
de rij) een ontaarde stochastische variabele die met kans 1 gelijk is aan
L (resp. Lq). Evenzo, op de lange duur is de (werkelijke) gemiddelde hoe-
veelheid tijd die per klant wordt doorgebracht in het systeem (resp. in de
rij) met kans 1 gelijk aan W (resp. Wq). Dit zijn interpretaties waar men

"houvast'" aan heeft.

Opmerking 4.3. Stel dat naast de gemaakte aannames bovendien geldt dat de
lengte van een herhalingsperiode een continu verdeelde stochastische varia-

bele is.*) Dan geldt dat P, = 1lim P{L(t) = n} bestaat voor n = 0,1,... en
, o

(o]
L = 2 np . (4.4)
n

n=1
De stationaire kansverdeling {pn} kan tevens als volgt worden geinterpre-
teerd: op de lange duur is de fraktie van de tijd waarop n klanten in het
systeem zijn met kans 1 gelijk aan - In geval het aankomstproces een
Poisson proces is, dan kan P, ook geinterpreteerd worden als de kans dat
een willekeurige klant die aankomt als het systeem in een stationaire toe-

stand verkeert bij aankomst n andere klanten in het systeem aantreft.

De geinteresseerde lezer wordt voor bewijzen van de beweringen in de
opmerkingen 4.2 en 4.3 verwezen naar de meer geadvanceerde literatuur,

bijv. ROSS (1969) en STIDHAM (1972).

*)

Deze voorwaarden zijn vervuld in alle wachttijdmodellen uit dit rapport.
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5. EEN BEDIENDE, POISSON-AANKOMST EN EXPONENTIELE BEDIENINGSTIJD

Bij een loket met &&n bediende komen klanten aan volgens een Poisson
proces met parameter A. De bediende kan slechts &&n klant tegelijk helpen.
De bedieningstijden van de klanten zijn onafhankelijke stochastische varia-
belen die eenzelfde exponentiéle verdeling met verwachting 1/u hebben. Een
klant die bij aankomst de bediende vrij treft wordt direkt bediend. Treft
een aankomende klant de bediende bezet dan blijft hij wachten tot hij be-
diend wordt. Bij beéindiging van een bediening vertrekt de bediende klant
en vangt direkt een volgende bediening aan ingeval er klanten in de rij
staan. De volgorde waarin de klanten bediend worden is in onze eerste be-
schouwingen niet van belang; wij nemen echter wel aan dat deze volgorde
niet afhangt van de bedieningstijden.

De bezettingsgraad p van het systeem wordt gedefinieerd als
p = Mu,

m.a.w. p is het quotiént van de gemiddelde bedieningstijd per klant en de
gemiddelde lengte van het tijdsinterval tussen twee opeenvolgende aankom-
sten. Wij nemen aan dat p < | is. Deze aanname zal intuitief duidelijk zijn
(als p =2 1, dan neemt uiteindelijk het aantal klanten in het systeem onbe-
perkt toe).

Aangezien de klanten aankomen volgens een Poisson proces en de bedie-
ningstijden exponentieel verdeeld zijn, wordt het verloop van het aantal
klanten in het systeem beschreven door een geboorte-sterfteproces met als
parameters An = X voor n 2 0 en W) = W voor m 2 1 (ga dit na m.b.v. eigen-
schap 2 van het Poisson proces en relatie (2.4)). Uit stelling 3.1 leidt
men vervolgens na enig eenvoudig rekenwerk af dat de stationaire kans P, OP

n klanten in het systeem gegeven wordt door

n

p, = (I=p)p (n=0,1,...). (5.1)
Wij zullen nu enige interpretaties voor deze kansen geven. Op grond van op-—
merking 4.3 kunnen wij stellen dat op de lange duur de fraktie van de tijd

waarop n-klanten in het systeem zijn met kans 1 gelijk is aan P - Hieruit



16

en uit Py = 1-p volgt dat op de lange duur de fraktie van de tijd waarop de
bediende bezet is met kans 1 gelijk is aan p. Aangezien het aankomstproces
een Poisson proces is, volgt bovendien uit opmerking 4.3 dat met kans
l—p0 = p een willekeurige klant die aankomt als het systeem in een statio-
naire toestand verkeert moet wachten.

Vervolgens bepalen wij de gemiddelden L, Lq’ W en Wq (vgl. par. 4).

Uit de relaties (4.4) en (5.1) volgt na eenvoudig rekenwerk dat
L = p/(1-p). (5.2)
M.b.v. relaties L = AW, Lq = Awq en W = wq + 1/u (zie par. 4) vinden wij
W= 1/u(l-p), Wq = p/u(l-p) ‘en Lq = pz/(l-o)- (5.3)

De formules (5.2) en (5.3) geven een duidelijke illustratie van een
bekend verschijnsel uit de wachttijdtheorie: "kleine oorzaken kumnen grote
gevolgen hebben”. Uit deze formules blijkt dat voor p dicht bij 1 een
kleine verandering in p een relatief veel grotere verandering in L, Lq’ W
en Wé tengevolge heeft. Bijv., L = 9 voor p = 0,9, L = 19 voor p = 0,95 en
L = 99 voor p = 0,99. In dit vb. heeft een toename in p van 107 tot gevolg
dat het gemiddeld aantal klanten in het systeem met 1000% toeneemt.

De grootheden die wij tot nu bepaald hebben hangen niet van de gevolg-
de rijdiscipline af. Wel van de rijdiscipline hangt bijv. de kansverdeling
van de stochastische variabele Eq af, waarbij Eq gedefinieerd wordt als de
hoeveelheid tijd die in de rij wordt doorgebracht door een willekeurige
klant die aankomt als het systeem in de stationaire toestand verkeert. Wij
bepalen de verdelingsfunktie van Eq onder de aanname dat de klanten in
volgorde van aankomst bediend worden. Gebruikmakend van de relatie

P{v_vq > w} = nZ] P{yq > w | n klanten in het systeem}pn,
en het feit dat onder de voorwaarde dat n klanten in het systeem zijn Eﬁ
verdeeld is als de som van n onafhankelijke stochastische variabelen die

allen een exponentiele verdeling met verwachting 1/u hebben (deze som is

&
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1

gamma verdeeld en heeft als kansdichtheid untn_ e-ut/(n-])!), volgt eenvou-

dig dat
Plug > W) = e M (1-P)w (w0) . (5.4)

Voorbeeld 5.1. In de haven van Zeeburg komen graanschepen aan volgens een
Poisson proces met een gemiddelde van 12 schepen per etmaal. De lostijd per
schip volgt een exponentiele verdeling. De havendirektie staat voor een be-
slissing omtrent de aanschaf van een nieuwe losinstallatie ter vervanging
van de in gebruik zijnde installatie. Een losinstallatie waarvan de los-
snelheid zodanig is dat de gemiddelde lostijd per schip 1/u uur is, brengt
kosten c,u per uur met zich mee, waarbij c

1 1
ligkosten evenredig met de hoeveelheid tijd dat het schip in de haven is

= 450. Voor elk schip zijn de

(inclusief lostijd); deze kosten bedragen c, = 100 per uur. De losinstal-

latie, die continu in bedrijf is, kan slechts &&n schip tegelijk lossen.

(i) Bepaal de lossnelheid p waarvoor op de lange duur de gemiddelde kosten
minimaal zijn.

(ii) Bepaal voor de gevonden waarde van u de bezettingsgraad; het gemiddeld

| aantal schepen dat op lossen wacht; en de kans dat een schip langer
dan 2 uur wachten moet alvorens het gelost wordt, aangenomen dat de

schepen in volgorde van aankomst gelost worden.

Oplossing. Kies het uur als tijdseenheid. Gemiddeld komt dan A = 1/2 schip
per tijdseenheid aan. Stel dat een losinstallatie met snelheid u wordt aan-
geschaft. Op de lange duur bedragen dan de gemiddelde kosten per uur,

C(u) = cyu + ¢yl = cou + czx/(u—k).

1
De funktie C(p) moet naar u geminimaliseerd worden onder de voorwaarde
u > A. Deze voorwaarde is een gevolg van de eis p < 1. Stellen wij de afge-

leide van C(u) naar p gelijk aan nul, dan vinden wij:

Nl

e, = e = 0= (1) = e /e = u = At (ep/et

1

Nop—

De gezochte oplossing is uiteraard u* =)\ + (czk/c]) vanwege de eis p < 1,
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De funktie C(u) neemt in u* een absoluut minimum aan omdat C(up) convex is
voor u > A. Dit betekent voor de gegeven getalwaarden dat een losinstalla-
tie met snelheid u* = 5/6 wordt aangeschaft; de gemiddelde lostijd per
schip bedraagt dan 6/5 uur. Op de lange duur is de fraktie van de tijd
waarop deze installatie in gebruik is met kans 1 gelijk aan de bezettings—
graad p = AMu® = 3/5. Uit (5.3) volgt dat het gemiddeld aantal op lossen
wachtende schepen gelijk is aan Lq = 9/10. Tenslotte, uit (5.4) volgt dat
met kans P{yq > 2} = 0,31 een schip langer dan 2 uur moet wachten alvorens

het gelost wordt als de schepen in volgorde van aankomst worden gelost.

6. s BEDIENDEN, POISSON-AANKOMST EN EXPONENTIELE BEDIENINGSTIJD

Bij een wachttijdsysteem met s bedienden komen klanten aan volgens een
Poisson proces met parameter A. De bedienden werken parallel en onafhanke-
1lijk van elkaar. Elke bediende kan slechts &&n klant tegelijk helpen. Een
klant die bij aankomst &&n of meer bedienden vrij treft, wordt direkt be-
diend door een willekeurige vrije bediende, terwijl een klant die bij aan-
komst alle bedienden bezet treft blijft wachten totdat hij bediend wordt.
Als een bediening beeindigd wordt dan vertrekt de bediende klant en vangt
direkt een volgende bediening aan ingeval er klanten in de rij staan. De
volgorde waarin de klanten bediend worden is in onze eerste beschouwingen
niet van belang; wij nemen echter aan dat deze volgorde niet afhangt van de
bedieningstijden.

De bezettingsgraad van dit systeem wordt gedefinieerd als
p = X su.

Wij nemen aan dat p < | is., Het verloop van het aantal klanten in het sy-
steem wordt beschreven door een geboorte-stertepfoces met als parameters

A, = A voor n 2 o, M, = nu voor l <n < s en M, = su voor n > s (ga dit na
m.b.v. eigenschap 2 van het Poisson proces en voorbeeld 2.1). Uit stelling
3.1 volgt nu na enig eenvoudig rekenwerk dat de stationaire kans op n klan-

ten in het systeem gegeven wordt door

‘P, = (sp)npO/n! voor 1 <m <s, p_ = Ssonpo/sf voor m 2 s, (6.1)
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waarbij

s—1 k s
py = [1+ 7 (S£%> . _(sp)

-1
L STy (6.2)

In dit model heeft p de volgende interpretatie: voor elke bediende
geldt dat op de lange duur de fraktie van de tijd waarop de bediende bezig
is met kans 1 gelijk is aan p.*)

Uit de relaties (4.4), (6.1), (6.2) en L = AW (zie (4.1)) volgt

(sp)® 1 (sp)®
L—Sp+—9—‘—p-—'-fz—po en W=Il-+“————p———-2-po. (6.3)
s!(1-p) slsu(l=p)
Uit de relaties W = Wq + 1/u en Lq = Awq (zie (4.2)) volgt
s s
T stsu(i-p) 1 51 (1-p)

De hierboven bepaalde grootheden hangen niet van de gevolgde rijdiscipline
af. Uiteraard hangt de kansverdeling van de stochastische variabele Hq wel
van de rijdiscipline af, waarbij Eq de hoeveelheid tijd is die in de rij
wordt doorgebracht door een willekeurige klant die aankomt als het systeem
in een stationaire toestand is. Als de klanten in volgorde van aankomst be-

diend worden, dan geldt
- s ' =su(l-p)w
P{Eq > w} = [(sp) po/s.(l—p)]e (w=0).

Opmerking 6.1. Het in deze paragraaf beschouwde wachttijdmodel (waarvan het
model uit paragraaf 5 een speciaal geval is) heeft de volgende belangwek-
kende eigenschap: Als het systeem in een stationaire toestand verkeert, dan
is het proces dat het vertrek van de bediende klanten beschrijft een
Poisson proces met parameter A (zie BURKE (1956)). Deze eigenschap is van
grote betekenis voor het geval waarin elke klant achtereenvolgens door een

aantal bedienden geholpen moet worden.

*)

Wij leiden dit niet af doch volstaan met op te merken dat deze fraktie

) -1
gegeven wordt door ans P, * Zi=l (n/S)Pn-
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Voorbeeld 6.1. In het postkantoor te Weverdijk zijn twee loketten, &&n
voor geldzaken en &&n voor postzaken. Elke aankomende klant komt voor
slechts 8&n van deze twee diensten. De klanten voor geldzaken (resp. post-
zaken) komen aan volgens een Poisson proces met een gemiddelde van 15
(resp. 18) klanten per uur. De bedieningstijd voor elke klant is exponen-
tieel verdeeld met een gemiddelde van 3 minuten. Bij de huidige regeling
kan een klant voor geldzaken (resp. postzaken) alleen terecht bij het loket
voor geldzaken (resp. postzaken). Men overweegt echter beide loketten open
te stellen voor zowel geld- als postzaken. Ga na wat deze nieuwe regeling
voor invloed heeft op de bezettingsgraad van de loketten en het gemiddeld

aantal klanten in het postkantoor.

Oplossing. Kies het uur als tijdseenheid. Bij de huidige regeling hebben wij
te maken met twee 1 loketproblemen van het type behandeld in paragraaf 5:
bij geldzaken (resp. postzaken) komen de klanten aan volgens een Poisson
proces met parameter Al = 15 (resp. 18), terwijl de bedieningstijd van elke
klant exponentieel verdeeld is met verwachting 1/u waarbij p = 20. De frak-
tie van de tijd waarop het loket geldzaken (resp. postzaken) bezet is, is
dan met kans 1 gelijk aan oy = K]/u = 3/4 (resp. Py = Az/u = 9/10). Voor
geldzaken (resp. postzaken) staan dan gemiddeld L] = pl/(l-pl) = 3 (resp.
L2 = pz/(l—pz) = 9) klanten (zie formule (5.2)). Bij de huidige regeling
zijn dus gemiddeld Ll +L, = 12 klanten in het systeem. Beschouw nu de
nieuwe regeling. Bij deze regeling hebben wij te maken met een wachttijd-
systeem waarin s = 2 loketten aanwezig zijn, de klanten aankomen volgens
een Poisson proces met parameter A = A] + Az = 33 (zie eigenschap 6 van het
Poisson proces) en de bedieningstijd van elke klant exponentieel verdeeld
is met verwachting 1/u. Nu geldt voor elk loket dat op de lange duur de
fraktie van de tijd waarop het loket bezet is gelijk is aan p = A/su =

= 33/40. Uit de formules (6.2) en (6.3) volgt na enig rekenwerk dat bij de
voorgestelde nieuwe regeling het gemiddeld aantal klanten in het postkan-

toor gelijk is aan L = 5,16.

7. EEN BEDIENDE, POISSON-AANKOMST EN ALGEMENE BEDIENINGSTIJD

:Wij beschouwen hetzelfde wachttijdmodel als in paragraaf 5 met dien



21

verstande dat wij nu veronderstellen dat de bedieningstijden van ae klanten
onafhankelijk en identiek verdeelde stochastische variabelen zijn met een
gegeven doch willekeurige kansverdeling. Wij nemen aan dat Es en EE? eindig
zijn, waarbij s een stochastische variabele is met dezelfde kansverdeling
als de bedieningstijd van een klant. De bezettingsgraad van het systeem

wordt gedefinieerd als

Wij veronderstellen dat p < 1 is. Ter bepaling van de grootheid L m.b.v.
formule (4.3), voeren wij de volgende grootheden in. Een periode die begint
op een moment waarop een klant aankomt terwijl de bediende vrij is en die
eindigt op het eerstvolgende tijdstip waarop een bediende klant bij vertrek
geen andere klanten in het systeem achterlaat, wordt een werkperiode ge-
noemd. De lengte van &&n werkperiode geven wij aan door de stochastische
variabele b. Een periode die begint op een moment dat een bediende klant
bij vertrek geen andere klanten in het systeem achterlaat en die eindigt op
het eerstvolgende tijdstip waarop een klant aankomt (deze klant treft de
bediende vrij!), wordt een vrije periode genoemd. Definieer de stochasti-
sche variabele v als delengte van een vrije periode. Merk op dat een herha—
lingsperiode gedefinieerd als het tijdsinterval tussen twee opeenvolgende
tijdstippen waarop een klant bij aankomst geen andere klanten in het sy-
steem aantreft, uit een werkperiode en een vrije periode bestaat. Tenslotte
definiéren wij de stochastische variabele T als de totale hoeveelheid tijd
die gedurende &&n herhalingsperiode door de klanten wordt doorgebracht in

het systeem.

Stelling 7.1. De vrije periode v is exponentieel verdeeld met Ev = 1/) en
Eb = EE/(I—p). (7.1)

Bewijs. De eerste bewering is een direkt gevolg van eigenschap 4 van het

Poisson proces. Om Eb te bepalen, definieren wij eerst de stochastische

variabele s als de bedieningstijd van de klant met wiens bediening de werk-

&
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periode begint en de stochastische variabele m als het aantal klanten dat
gedurende deze bedieningstijd aankomt. Op grond van eigenschap 1 van het
Poisson proces geldt dat onder de voorwaarde s = s de stochastische varia-

bele m Poisson verdeeld is met verwachting As. Hieruit volgt,
E(E,l s=s)=2s en E{m(m1) | s = s} = 2%s", (7.2)

Wij zullen nu eerst de verwachting van b bepalen onder de voorwaarden dat
s = s enm = m. Daartoe zullen wij ons van een klassiek geworden kunstgreep
bedienen. Deze kunstgreep berust op het feit dat de kansverdeling van een
werkperiode niet afhangt van de volgorde waarin de klanten bediend worden.
Stel dat m = 1 is. Wij doen alsof deze m klanten op de volgende wijze be-
diend worden. De m klanten worden allen afgezonderd. Aan het eind van de
bedieningstijd s is, afgezien van de m afgezonderde klanten, het loket
leeg. Eén van de m klanten wordt dan toegelaten om bediend te worden. Als
er in zijn bedieningstijd klanten aankomen, dan worden die meteen na hem
bediend; komen in de bedieningstijd van die klanten weer klanten aan dan
worden die meteen daarna bediend, etc.. Deze werkwijze wordt gevolgd tot op
het moment dat het loket leeg is (terwijl er dus nog steeds m—-1 klanten in
afzondering wachten). De tijd die tot dat moment verstreken is sinds het
einde van de bedieningstijd s, geven wij aan met EJ. De stochastische va-
riabele Eq heeft dezelfde kansverdeling als de werkperiode (ga dit na en
gebruik daarbij de "geheugenloosheidseigenschap' 4 van het Poisson proces).
Aan het einde van de tijd EJ begint een tijdsduur 22 door weer &&n van de
m—1 afgezonderde klanten toe te laten voor een bediening, terwijl alle
klanten die in zijn bedieningstijd aankomen weer direkt na hem bediend wor-
den, etc.. De tijdsduur 22 eindigt op het eerstvolgende moment waarop het
loket leeg is en alleen nog de overige m—2 afgezonderde klanten wachten.
Uiteraard heeft ookl:_2 dezelfde kansverdeling als de werkperiode. Dit pro-
cédé wordt voortgezet tot dat de laatste van de afgezonderde klanten bediend
is en alle klanten die in zijn bedieningstijd aankwamen, etc.. Zo komt ten-—
slotte de bediende vrij, en dit betekent het einde van de werktijd b.

Uit bovenstaande volgt E(b | s = s, m = m) = E(s+31+...+hm). Dus

‘ E(b | s =s, m=m) =s + mEb. (7.3)
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Formule (7.3) is van toepassing voor alle m > 0. Uit (7.2) en (7.3) volgt,
E(b | s =s) =s + AsEb = Eb = Es + AEsEb.
Uit de laatste relatie volgt (7.1).

Stelling 7.2. De totale hoeveelheid tijd die gedurende &&n herhalingsperio-
de door de klanten wordt doorgebracht in het systeem heeft als verwachting

Es AEE?
ET = + 5" (7.4)
=0 2(1-p)

Bewijs. Laten de stochastische variabelen s en m gedefinieerd zijn als in

het bewijs van stelling 7.1. De stochastische variabele T schrijven wij als
LoD, @ (1
die gedurende de bedieningstijd s door de klanten wordt doorgebracht in het

(2)

systeem, en T gedefinieerd is de totale hoeveelheid tijd die gedurende

, waarbij T gedefinieerd als de totale hoeveelheid tijd

de resterende duur van de werkperiode b door de klanten wordt doorgebracht

in het systeem. Uit eigenschap 5 van het Poisson proces volgt

E(Iﬁl) | s =s,m=m) =s + ms/2. (7.5)

M.b.v. (7.2) en (7.5) vinden wij vervolgens

E(IFI) | s =8) =5 + Asz/Z ='El(]) = Es + AEE?/Z. (7.6)

(2) (2)

Om ET te berekenen, merken wij eerst op dat de kansverdeling van T

niet afhangt van de volgorde waarin de klanten bediend worden (niet de in-
dividuele maar de gezamenlijke wachttijd is van belang!). Laten wij dan ook
aannemen dat bij de bediening van de klanten het procédé wordt gevolgd zo-
als beschreven in het bewijs van stelling 7.1. Wij bepalen nu eerst de ver-

(2)

wachting van Tt onder de voorwaarden s = s en m = m. In het bewijs van

stelling 7.1 hebben wij reeds gezien dat het gedeelte van de werkperiode

dat komt na de bedieningstijd s geschreven kan worden als_h] + ...+ Em,

waarbij b, verdeeld is als b. In de tijdsperiode b, , welke begint met de
—k - Kk g
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bediening van de kde afgezonderde klant, wordt door de resterende m—k af-
gezonderde klanten in totaal een hoeveelheid tijd (m—k)hk doorgebracht in

het systeem. De totale hoeveelheid tijd die gedurende de tijdsperiode Ek

door de andere klanten in het systeem wordt doorgebracht geven wij aan met

T Het zal na enig nadenken duidelijk zijn dat op grond van eigenschap 4

van het Poisson proces I dezelfde kansverdeling heeft als 1. Uit boven-

staande volgt nu,

E(T(z) | s = s, m=m) = E{ ? (m-k)b, + ? T, } =
— - — %k %
k=1 k=1
= jm(m-1)Eb + mEt.
M.b.v. deze relatie en (7.2) vinden wij vervolgens
E(I_(z) | s =s) = >\232E_t_>_/2 + AsEt = El(z) = AZEEZEE/Z + A\EsEt.

Uit de laatste relatie en de laatste relatie in (7.6) volgt
2 2. 2
Et = Es + \Es"/2 + \"Es Eb/2 + AEsEt.

Uit deze relatie en (7.1) volgt (7.4).

Uit relatie (4.3) volgt L = ET/{Ev + Eb}. Deze formule en de stellin-

gen 7.1 en 7.2 leiden na enig rekenwerk tot

AZE§2

L= + ——
Ty

(7.7)

Uit de relaties L = AW, Lq = Awq en W= Wq + Es (vgl. par. 4) leiden wij

vervolgens af

AEgz XEEZ A2E§?
W= Es + T = S . .
S YTy * g T3y 0 M T IO (7.8)

Uit de formules (7.7) en (7.8) volgt dat L, Lq, W en Wq afnemen als bij
gelijkblijvende gemiddelde bedieningstijd de variatie in de bedieningstijd
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verminderd wordt. Bijv., L = p/(1-p) als de bedieningstijd exponentieel
verdeeld is, terwijl L = (1-p/2)p/(1-p) als de bedieningstijd constant is
(ga dit na). Dit betekent dat voor p dicht bij 1 het gemiddeld aantal klan-
ten in het systeem bij exponentiéle bedieningstijden bijna tweemaal groter
is dan bij constante bedieningstijden, aangenomen dat de gemiddelde bedie-—
ningstijd per klant in beide gevallen hetzelfde is.

Op Py 1, kunnen de stationaire kansen P, (vgl. opmerking 4.3) voor
een willekeurig verdeelde bedieningstijd niet expliciet bepaald worden. De
kans Py kan als volgt gevonden worden. In het systeem treden afwisselend op
perioden waarin de bediende bezet is en perioden waarin de bediende vrij is.
Deze perioden zijn onderling onafhankelijk, terwijl de vrije perioden een
continue kansverdeling bezitten. Uit een klassiek resultaat in de waar-
schijnlijkheidsrekening (zie bijv. ROSS (1972)) volgt nu dat Py gelijk

is aan Ev/(Ev+Eb). M.b.v. stelling 7.1 vinden wij dan

Py =1~ 0.

Op grond van opmerking 4.3 kunnen wij p nu de volgende twee interpretaties
geven: (i) op de lange duur is de fraktie van de tijd waarop de bediende
bezet is met kans 1 gelijk aan p, en (ii) de kans dat een klant die aankomt
als het systeem in een stationaire toestand verkeert, moet wachten is ge-

1lijk aan p.

Tenslotte geven wij voor de 'liefhebbers" een voorbeeld dat gezien
kan worden als een illustratie van de bruikbaarheid van formule (4.3) om L
te bepalen voor wachttijdmodellen die een variant zijn op een standaard

wachttijdmodel.

Voorbeeld 7.1. In het familiebedrijf '"Multilever" te'Rijnoord wordt het
produkt "Entabogeen" op order geproduceerd. Dit hoogwaardige produkt kan
slechts op €&n machine gemaakt worden. Deze machine wordt ook voor andere
doeleinden gebruikt doch kan op elk gewenst moment vrijgemaakt worden voor
de produktie van Entabogeen. De orders voor Entabogeen komen aan volgens
een Poisson proces met parameter A. De produktietijd nodig voor &&n order

. . . 2 .. ..
is een stochastische variabele s waarvan Es en Es eindig zijn. Als er geen
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orders voor Entabogeen meer uitstaan, wordt de machine voor andere doelein-
den gebruikt. Het weer in bedrijf stellen van de machine voor de produktie
van Entabogeen brengt kosten K > 0 met zich mee. Vandaar dat de volgende -
regel wordt aangehouden: de produktie van Entabogeen wordt pas hervat zodra
R orders voor dit produkt aanwezig zijn. Gevraagd wordt naar de optimale |
waarde van R als tevens gegeven is dat per order kosten gemaakt worden die
gelijk zijn aan c maal de hoeveelheid tijd tussen het aankomsttijdstip van
de order en het tijdstip waarop de produktie van de order beeindigd wordt,

waarbij ¢ > 0 is.

Oplossing. Dit probleem is van een variant van het standaard model uit deze
paragraaf en verschilt hiermee als volgt: als na afloop van een bediening
geen klanten meer in het systeem zijn, dan wordt het loket pas weer openge-
steld voor bediening zodra R klanten in het systeem aanwezig zijn. Defini-
eer voor het in deze paragraaf reeds behandelde standaard wachttijdmodel b
als de lengte van een werkperiode en T als de totale hoeveelheid tijd die
gedurende €&n herhalingsperiode door de klanten wordt doorgebracht in het
systeem. Dan worden Eb en Et gegeven door (7.1) en (7.4).

Door zich voor te stellen dat bij de bediening van de R klanten
(orders) die aanwezig zijn bij de hervatting van het werk door de bediende
(machine) hetzelfde procé&dé wordt gevolgd als bij de bediening van de m
klanten uit het bewijs van stelling 7.1, ziet men eenvoudig in dat de ver-

wachte lengte van &&n herhalingsperiode gelijk is aan
R/A + REb = R/A(1-p). (7.9)

De totale verwachte hoeveelheid tijd die gedurende het deel van de herha-
lingsperiode waarin de bediende niet werkzaam is door de klanten wordt

doorgebracht in het systeem, is gelijk aan
(R=1)/x + (R=2)/x + ... + 1/Xx = R(R-1)/A. (7.10)

Analoog aan (7.9) gaat men eenvoudig na dat de totale verwachte hoeveelheid

tijd&die gedurende het deel van de herhalingsperiode waarin de bediende
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werkzaam is door de klanten wordt doorgebracht in het systeem, gelijk is

aan (vgl. afleiding van Ez(z) in het bewijs van stelling 7.2)
R
) (R-k)Eb + RET = jR(R-1)Eb + RET. (7.11)
k=1 .

Uit relatie (4.3) volgt nu dat L gelijk is aan de som van de rechterleden
in (7.10) en (7.11) gedeeld door het rechterlid in (7.9). Na enig rekenwerk
vinden wij m.b.v. (7.1) en (7.4) dat

2.2
MEs R-1

TS R

Derhalve geldt voor het beschouwde produktieprobleem dat op de lange duur
de gemiddelde kosten per tijdseenheid met kans 1 gelijk zijn aan

22
A Es R-1

K —
C(R) ) + c{p + IGED) + = } .

De vergelijking C'(R) = 0 heeft als positieve oplossing
*
R = /2x(1-p)K/c.

Uit C"(R) > 0 voor R > 0 volgt dat de funktie C(R) convex in R is. Derhalve
geldt dat de optimale waarde van R > 0 gelijk is aan &&n van de twee gehele

getallen die het dichtst bij R liggen.

8. EEN PRIORITEITSMODEL

In deze paragraaf beperken wij ons tot het volgende standaard wacht-
tijdmodel met prioriteiten. Bij een loket met &&n bediende komen klanten
aan, waarbij elke klant geclassificeerd kan worden als een klant van type
1 6f als een klant van type 2. De klanten van type | komen aan volgens een

Poisson proces met parameter XA, en onafhankelijk daarvan komen de klanten

1
van type 2 aan volgens een Poisson proces met parameter Az. De bedienings-
tijden van de klanten zijn onafhankelijk van elkaar waarbij de bedienings-
tijd van een klant van type i een stochastische variabele s is met een ge-

geven doch willekeurige kansverdeling waarvan EEi en Eii eindig zijn
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(i=1,2). De bediende kan slechts &&n klant tegelijk helpen. Een klant die
bij aankomst de bediende vrij treft wordt direkt bediend, terwijl een klant
die bij aankomst de bediende bezet treft blijft wachten tot hij bediend
wordt. Wij nemen aan dat de volgende prioriteitsregel wordt gevolgd. Als
een bediening beeindigd wordt en er staan klanten in de rij, dan wordt di-
rekt een volgende klant geholpen waarbij een klant van type | voorrang
heeft boven een klant van type 2. Verder veronderstellen wij dat de bedie-
ning van een klant van type 2 niet onderbroken wordt als tijdens deze be-
diening een klant van type | aankomt. In onze beschouwingen is het van geen
belang in welke volgorde klanten van eenzelfde prioriteit bediend worden,
aangenomen dat deze volgorde niet afhangt van de bedieningstijden.

Wij voeren nu enige notatie in. Definieer

py = AiEgi voor i = 1,2, =0 + Py en \ = Al + AZ.
Wij nemen aan dat p < 1 is. Op grond van eigenschap 6 van het Poisson pro-
ces komen de klanten aan volgens een Poisson proces met parameter A en is

een willekeurige klant met kans Ai/k een klant van type i (i=1,2). Derhalve

geldt
Es = (A,/A)Es, + (A,/A)Es, en Es’ = (A /A)Es’ + (A,/A)Es> (8.1)
= 1 -1 2 —2 —_ 1 -1 2 —2° °

waarbij s de bedieningstijd van een willekeurige klant is. Merk op dat

p = AEs (p heeft dus dezelfde interpretaties als in par. 7). Definieer

L(i) resp. L(i) = het gemiddeld aantal klanten van type i in het
! systeem resp. in de rij.

W(i) resp. Wéi) = de gemiddelde hoeveelheid tijd die per klant van
type 1 wordt doorgebracht in het systeem resp. in
de rij.

L resp. Lq = het gemiddeld aantal klanten in het systeem resp.
in de rij.

W resp. Wq = de gemiddelde hoeveelheid tijd die per klant wordt

doorgebracht in het systeem resp. in de rij.
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Stelling 8.1.

2 2 2 2
O , A (N Es] + M Es3) L@, A, I Es] + A Es)}
P1 2(T-p,) ’ 27 TZ0- (e C

Bewijs. Wij volstaan met een bewijsschets. Definieer een werkperiode als
het tijdsinterval tussen een moment waarop een klant bij aankomst de be-
diende vrij treft en het eerstvolgende tijdstip waarop een klant bij ver-
trek geen andere klanten in het systeem achterlaat. Voor een werkperiode
waarvan gegeven is dat deze begint met de bediening van een klant van type
k definiéren wij a, als de verwachte lengte van deze werkperiode en Wy als
de totale verwachte hoeveelheid tijd die gedurende deze werkperiode door de
klanten van type i wordt doorgebracht in het systeem (i,k=1,2). Door ana-

loog te werk te gaan als in par. 7 kan men aantonen (het bewijs laten wij

achterwege)

[
"

i Egl/(l—p]), a, = Egz/(l-o),

k3
]

1= =) TH 1m0 ,)ES3/2(1-0 ) + 20 Esp/2(1-p)) + (1-p,)Es },

-1,.2 2 2
= (1-p) {A1E§2E§J/2(] pl) + A E§2/2 + plEiz},

g
|

12 1
922 (l-o)_l{klszSf/Z(l-pl)(l—p) + A2E§§/2(1-p) + (1-p)Es,},

w

Wy = (1=9) 7 00, (1=p,)Es}/2(1=p ) (1-p) + 388 Es5/2(1=p ) (1=p) + 0,Es  }.
De kans dat een willekeurige werkperiode begint met de bediening van een
klant van type k is gelijk aan kk/k (k=1,2). Hieruit volgt dat de verwachte
lengte van &&n herhalingsperiode gelijk aan (1/X) + ()\I/A)a1 + (Xz/)\)a2 is,
en dat de totale verwachte hoeveelheid tijd die gedurende &&n herhalings—
periode door de klanten van type i wordt doorgebracht in het systeem gelijk
aan (A]/A)wil + ()\2/>\)wi2 is (i=1,2). Nu geldt (vgl. opmerking 4.1 in

par. 4),

L = (@ vy 0,/ LA/ + O Ma) + (y/)ay) (=1,2).

Uit deze relatie volgt na enig eenvoudig rekenwerk de stelling.
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Voor de grootheden Lél), W(l), Wél)

formules worden afgeleid uit de relaties (vgl. par. 4)

, L, Lq, W en Wq kunnen vervolgens

p B oD @ oy e L) gD oor i o= 1,2, (8.2)
i q 5i Mg i'q .
p=1M +1@ oo, w- Wy+Es en L =)W, (8.3)

Bijv. uit stelling 8.1 en de formules (8.1) - (8.4) volgt eenvoudig dat
W = (2019 )(1-p)}7 {4 (1=p) + 3y}Es?. (8.4)

Door de invoering van prioriteiten kan men bijv. de gemiddelde wacht-
tijdkosten per tijdseenheid of de gemiddelde wachttijd per klant reduceren.

Wij zullen dit illustreren aan de hand van de volgende twee toepassingen.

Toepassing 1. Twee klantentypen met lineaire wachttijdkosten.

Beschouw de hiervoor beschreven situatie waarin twee soorten klanten
aankomen, waarbij de klanten van type i aankomen volgens een Poisson proces
met parameter Ai en zowel Eii als Eﬁf eindig zijn voor de bedieningstijd s;
van een klant van type i (i=1,2). Aan het wachten in de rij zijn kosten
verbonden. Voor elke klant van type i geldt dat de kosten verbonden aan het
wachten in de rij gelijk zijn aan c; maal de hoeveelheid tijd die door de
klant wordt doorgebracht in de rij, waarbij c; > 0 (i=1,2). In de volgende
stelling laten wij zien dat de gemiddelde wachttijdkosten per tijdseenheid
minimaal zijn door prioriteit te verlenen aan het klantentype waarvoor het
quotient van de gemiddelde bedieningstijd en de wachttijdkosten per tijds-—

eenheid per klant het kleinst is.

Stelling 8.2. De gemiddelde wachttijdkosten per tijdseenheid zijn minimaal
als aan de klanten van type 1 prioriteit gegeven wordt in het geval
E__s_l/c1 < E_§_2/c2 is en aan de klanten van type 2 prioriteit gegeven wordt in

het geval Eil/c1 > Eiz/cz is.

Bewijs. Stel Py = AiEii (i=1,2) en p = pl-bpz. Laat g de gemiddelde kosten
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per tijdseenheid zijn als de klanten van type 1 prioriteit hebben. Dan

_ @ . G _ G _
geldt g, = c]Lq + c2Lq . Uit (8.2) volgt Lq =L os (i=1,2). Ver
volgens vinden wij m.b.v. stelling 8.1,

2 2 2 2
) c]A](A]E§1+A2E§2) QZAZ(A]E§]+A2E§2) .5)
g 2(T=p)) 2(1-p N (1-p)  ° )

Laat gy de gemiddelde kosten per tijdseenheid zijn als de klanten van

type 2 prioriteit hebben. Dan is g, gelijk aan het rechterlid van (8.5) in-
dien wij hierin de rollen van de indices | en 2 verwisselen. Na recht toe
recht aan rekenwerk vindt men dat 8178y < 0 is dan en slechts dan als

Eil/c] < E§2/c2 is, waaruit de stelling volgt.

Toepassing 2. De bedieningstijd van elke klant is bekend bij zijn aankomst.

Beschouw het wachttijdmodel uit par. 7 waarin bij een loket met 1 be-
diende de klanten aankomen volgens een Poisson proces met parameter ). Wij
nemen nu echter aan dat voor elke klant de waarde van zijn bedieningstijd
prectes geschat kan worden op het moment van zijn aankomst. De bedienings-
fijden van de klanten vormen onafhankelijke trekkingen uit een kansverde-
ling met een gegeven verdelingsfunktie F(s) waarvan het eerste moment o en
het tweede moment B eindig zijn. Voor het gemak veronderstellen wij dat
F(s) een kansdichtheid f(s) bezit. Uiteraard nemen wij aan dat p = Aa
kleiner dan 1 is.

Als de klanten bediend worden volgens een rijdiscipline die niet af-
hangt van de bedieningstijden, dan is op grond van relatie (7.8) de gemid-
delde hoeveelheid tijd die per klant wordt doorgebracht in de rij gelijk

aan

AB/2(1-p). ‘ (8.6)

De gemiddelde wachttijd per klant kan echter gereduceerd worden door
gebruik te maken van het feit dat voor elke klant zijn exacte bedienings—
tijd bekend wordt op het moment van zijn aankomst. Beschouw nu de volgende
prioriteitsregel die van dit feit gebruik maakt. De klanten worden in twee

klassen verdeeld. Een klant behoort tot klasse 1 resp. klasse 2 als zijn
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bedieningstijd kleiner dan of gelijk aan ¢a is resp. groter dan ¢a is,
waarbij de parameter ¢ van de prioriteitsregel een vast positief getal is.
De klanten uit klasse 1 hebben prioriteit boven de klanten uit klasse 2.
Voor deze prioriteitsregel met parameter ¢ geven wij de gemiddelde hoeveel-

heid tijd die per klant wordt doorgebracht in de rij aan met Wq(¢).

Stelling 8.3. Voor elke ¢ geldt

o

- B -
wq(¢) = ) {1 -2

e sf(s)ds} {1 - pF(¢a)}. (8.7)

OoOY———5-

Het getal ¢* waarvoor Wq(¢) minimaal is voldoet aan de relatie

*

o
6 =1+ 2 T F(s)ds. (8.8)
0

Bewijs. Laat q; de kans zijn dat een willekeurige klant tot klasse i be-
hoort, dan geldt q, = F(¢a) en q, = l—ql. Definieer s als de bedieningstijd
van een willekeurige klant en definieer S; als de bedieningstijd van een
klant behorende tot klasse i (i=1,2). Uiteraard geldt

2 2 2

B =Es = qlEil + q,Bs,. (8.9)

IA

Uit P{il < s} =P{s <s | s < ¢a} volgt P{il s} = F(s)/q1 voor s < ¢a.

Evenzo, P{_s__2 < s} = {F(s) - F(¢a)}/q2 voor s > ¢a. Derhalve geldt

Q (o]
Egl = (l/ql) T sf(s)ds en EEQ = (I/qz) J sf(s)ds. (8.10)
0 da
Op grond van eigenschap 6 van het Poisson proces geldt dat de klanten be-
horende tot klasse i aankomen volgens een Poisson proces met parameter
Ai = Aqi (i=1,2). Uit de relaties (8.4), (8.9) en (8.10) volgt nu na enig

rekenwerk de relatie (8.7). Door de afgeleide van Wq(¢) naar ¢ nul te stel-

len, vinden wij na enig rekenwerk de relatie (8.8).
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Opmerking 8.1. Uit (8.7) en (8.8) leidt men m.b.v. partiele integratie een—

voudig af
wq<¢*) = (1/¢™)A8/(1-p).

Uit deze relatie en (8.6) volgt dat voor de prioriteitsregel met ¢* als
parameter de gemiddelde wachttijd per klant ¢* (>1) maal zo klein als de
gemiddelde wachttijd per klant voor het geval waar de rijdiscipline niet

afhangt van de bedieningstijden.

Opmerking 8.2.

(a) Als de bedieningstijd een trekking is uit een exponentiele verdeling

-us

met verwachting 1/u (dus £(s) = e voor s = 0), dan vereenvoudigt (8.8)

tot

. .
oF =1+ (1-p) 1o . (8.11)

(b) Als de bedieningstijd een trekking is uit de homogene verdeling op

[a,b] (dus f(s) = (b—a)_] voor a £ s £ b), dan volgt na enig rekenwerk uit
(8.8) dat
8% = 1 + (200) ! (b-a) (2-p-2/Tp). (8.12)

De in deze toepassing beschreven indeling van de klanten in twee prio-
riteitsklassen kan men uiteraard verfijnen door elke prioriteitsklasse weer
in twee deelklassen te verdelen, etc. Dit leidt tot een verdere daling van
de gemiddelde wachttijd per klant. Echter het grootste deel van de daling
in de gemiddelde wachttijd per klant treedt in het algemeen reeds op bij

een splitsing in twee prioriteitsklassen.

Voorbeeld 8.1, Het vertrouwde rijwielverhuurbedrijf "Van Kilsdonk &
Bestebreur" te Heemswoud bezit ten behoeve van haar zeer uitgebreide rij-
wielpark een reparatieplaats. Bij deze herstelinrichting die werkdagen van

12 uur telt, komen bij redelijke benadering de beschadigde fietsen aan vol-
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gens een Poisson proces met een gemiddelde van 6 fietsen per werkdag. Voor
elk rijwiel kan bij aankomst in de herstelplaats de reparatietijd nauwkeu-
rig geschat worden. De reparatietijd is een trekking uit een homogene ver-
deling met als ondergrens een half uur en als bovengrens twee en half uur.
Slechts &é&n fiets tegelijk kan gerepareerd worden. Op voorstel van de pas
afgestudeerde direkteurszoon Van Kilsdonk jr. wil de direktie overgaan tot
een op de reparatietijden gebaseerde indeling van de beschadigde fietsen in
twee prioriteitsklassen. Gevraagd wordt zowel naar de indeling waarvoor de
gemiddelde wachttijd per fiets minimaal is, als naar de besparing die deze
indeling oplevert t.o.v. de situatie waar de fietsen in volgorde van aan-

komst worden gerepareerd.

Oplossing. Kies het uur als tijdseenheid. Gemiddeld komt A = 1/2 beschadig-
de fiets aan. De reparatietijd van een fiets is homogeen verdeeld op [a,b]
Waérbij a=1/2, b = 5/2 en heeft derhalve als verwachting o = (a+b)/2 =

= 3/2 en als tweede moment B = (bfa)2/12 + (a+b)2/4 = 31/12. Voor deze
numerieke waarden vinden wij p = 3/4, waarna uit (8.12) volgt

*

¢ = 11/9.

In de optimale prioriteitsindeling wordt derhalve aan rijwielen met een re-
paratietijd kleiner dan of gelijk aan ¢*a = 11/6 uur voorrang gegeven boven
fietsen met een reparatietijd groter dan 11/6 uur. Uit opmerking 8.1 volgt
dat voor deze indeling de gemiddelde wachttijd per fiets gelijk is aan

Wq(¢*) = 93/22 uur, hetgeen een besparing van 100(1—1/¢*) ~ 187% betekent op
de gemiddelde wachttijd per fiets in het geval waar de fietsen in volgorde

van aankomst worden gerepareerd.
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