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1. INLEIDING

We beschouwen het volgende probleem:

n
P(b) mex ) c.X.
. i2q 4 d
d
n
(1) onder } a,x, <b
i=1 4 JdF
d
O_<__xj_<_____u.j J= Tls0s0sm
xj geheel J= Ts0004n

Dit probleem zullen we aanduiden als het rugzakprobleem met bovengrenzen.

We onderscheiden twee speciale versies van dit probleem. Als alle boven-—

grenzen u. = 1 zijn, spreken we over het knapzakprobleem KP(b) met

knapzaekfunctie K(a), 0 < a < b:

n
KP(b) K(b)= max ) ec.x,
'=—] J vJ
J
(2) onder a.x. < b
d Jd =
Xx. = 0,1 J= Tgoeosll
J » dJ s 5

Het tweede geval, het rugzakprobleem, treedt op als de bovengrenzen geen

beperking vormen, d.w.z. U > b/aj.

De rugzakfunctie is gedefinieerd als:

’ n

RP(Db) R(b)= max ) c.x.

e J J

J=1

v n

(3) onder Z a.X. < b

e Jd 4=

J=1

X. > 0, geheel J= 1500040

J



We nemen aan dat a. (j=1,...,n) en b natuurlijke getallen zijn en dat
¢. (j=1,.00,n) niet-negatief en reéel is.

J
We gebruiken in het vervolg de notaties:

H(p q)(b) is de meximale waarde van probleem HP(b),
?

met X1= oo = Xp__]: O en Xq+1= o0 = Xn = O;

H_g (p) is de maximale waarde van prebleem HP(b),

met Xd = 03

[yl is het grootste gehele getal niet groter dan y;

dj;‘cj/aj is de relatieve waardedichtheid van variabele xjo
Als toepassingen vermelden we het investeringsselectieprobleem [18] en
het snijprobleem [7],. waarin de rugzakalgoritme een subroutine is van

het L.P.-probleem. Aan de meer theoretische kant is te noemen:

- Het groepenprobleem,dat ontstaat bij de groepentheoretische aanpak
van het geheeltallige programmeringsprobleem [ 18], kan worden gefor-
muleerd als een rugzakprobleem met bovengrenzen.

- Bij de reductie van stelsels vergelijkingen in geheeltallige varia-
belen ontstaat een knapzakprobleem, waarin de bijveorwaarde een ge-
lijkheid is [2] »

- De sneden in snede-algoritmen voor het geheeltallige programmerings—
probleem kunnen worden versterkt door het oplossen van een rugzake-

probleem [1].

Twee oplossingsmethoden worden behandeld:
dynamische programmering in hoofdstuk 2 en branch-and-bound in
hoofdstuk 3. .

Geen aandacht wordt gegeven aan knapzakalgoritmen, die de toegelaten

hoekpunten van de eenheidskubus genereren [3] [13].



2. DYNAMISCHE PROGRAMMERING

2.1 De rugzskalgoritmen van Hu en Nemhauser

'

Uitgangspunt voor toepassing van dynamische programmering is het

model:
(1) 1 Fyla) =0
C F.(a) = mex {e.x. + F. . (a-a.x.)} J=1,e0e,n
J 0«<x.< [a/a.] J-1 974777 ’
== J=3 J
(5) zj(a) = xj, als Fj(a) = cjxj + Fj_1(a—ajxj), J51,000,n

58=0,1,000,b

Door herhaalde substitutie van deze definitie volgt Fj(a)= R(1 J.)(a)
H
en in het bijzonder Fn(b) = R@,n)(b> = R(b).

Een oplossing die Fn(b) realiseert wordt recursief teruggevonden als:

.
(6) x. =z, (b= )

. ), j=n,n—1,oee,1e
J J =3+1

%
Het model (4) - (5) heeft twee, voor practisch gebruik onoverkomen-
lijke, bezwaren: Het aantal te vergelijken beslissingen is zeer

groot - bij benadering nb + %be E 1/a

en de functies 2.,,.0,2
21 12°°2%
J:

5 -
moeten voor 0 < a = b worden bewaard om de optimale strategie terug
te vinden,

Een iets andere aanpak (Hu [12]) komt aan deze bezwaren tegemoet .

We definiéren:

- =™ a <0
Hy () = &> 0
(7 - .
i, Hj.(a) = max {Hj_1(a), ¢ + Hj(a—aj)} s JF1s000,n
io (a) = 0
(8) : i
i; (a) 2 d » als H(a) » H; ,(a) , 521, 000,00

ij_1(a), anders



Las<b en 1§ <mn.

Lemma 13 Hj(a) = R(T’j)(a)‘ voor 0

Bewijs: Als a < 28, zijn de definities (4) en (7) identiek.
Als re, <acx< (p+1)aj, p = 2 volgt doer substitutie:

H.(a max {H. c. + max {H, a~a. c.+H.(a-2a.

54 ) : 3-1(a)’ 3 { 3—1( J)’ j J(a aJ)}}
i

= max {Hj_1(a), ¢ + Hj_1(a-aj),oee,pcj+Hj_1(a—paj)}

Fyle) = By ()

Om een oplossing die Hn(b) realiseert terug te vinden, is alleen

in(a), @=0,000,b nodig. Stel aOEO en bepaal recursief de indexverzameling

I(b)

in

{J,]:ln(b), 32=ln(b"‘aj1),o°°$3m=vln(-b"aj1-— o0 0 "'ajm 1),‘@oc§’é

De waarde van xj in een opt;male oploss%ng van RE{b) is de car@%nal%teit
van j in I(b).

Het aantal te vergelijken beslissingen bij deze methode is bij benadering
nb. De registratie van de optimafe oplossing vergt slechts &én array met

lengte b,

De algoritme van Hu (procedure 1van appendix C) is gebaseerd op de
functionaalvergelijkingen (7) en (8). Vooraf wordt nagegaan of bepaalde
eenvoudige vormen van dominantie (zie appendix A) optreden. De daarna
resterende variabelen worden gesorteerd nasr niet-stijgende relatieve
dichtheden. De berekening (7) van de rugzakfunctie voor variabele j

dt slechts uitgevoerd, indi c. >R . .o
wor echts gevo , indien 3 (1’3_1)(ab)

De functies Hj(a) zijn monotoon niet-dalende trapfuncties, die in prin-
cipe alleen op de sprongpunten berekend behoeven te worden (Nemhauser
[18] ). De algoritme van Nemhauser (procedure 2 van appendix C) is in
opbouw gelijk aan de algoritme van Hu, met dien verstande dat alleen

sprongpunten geadministreerd worden.



2.2 Rugzakalgeritmen van Gilmore & Gomory

In de woorgaande algoritmen is de rekentijd evenredig met het produkt
van het aantal variabelen n en het rechterlid b van de bijvoorwaarde.
In principe staan dus twee wegen open om tot effectievere algoritmen te

komen, waarvoor wij gebruikmaken van specifieke eigenschappen van de

rugzakfunctie,

Lemma 2: Voor de r.z.f R(a), 0 < a < b geldt:

(9) R(a) » O

(10) R(aj)g__ e s J5Ty000,0
(11) R(a) = R(a') , 8> al
(12) R(a+a') > R(a) + R(a')

Bewijs (12): De som van de optimale oplossingen van RP(a) en RP(a') is
een toegelaten, maar niet noodzakelijk optimele oplossing

van RP{a+a').

Lemmsa 3: Als xp > 0 in een oplossing die R(a) realiseert, dan:

(13) R(a) R(a—ap) + R(a.p)

14 R(a_) = ¢

(14) ( P) o
n

Bewijs: Zij R(a) = z cjxj, :x:p > 0. Een toegelaten oplossing veoxr
J=1

RP(a-ap) wordt gevormd door
* Xj s J D

T x - j=op
P i °

Uit lemma 2 volgt nu (13):

fl o~

*
R(a) ;_;R(a-ap) +~R(ap) cjxj + c, = R(a}.

S
-

Door (13) als definitie van R(ap) te beschouwen, volgt (14):

n n
¢ < R(a < C.X. = C.X. = €_ »



Gevolg 1:(Optimaliteit van substrategién)

Als (x1,...,xn) R(b) realiseert, .

rea}iseert (y1,...,yn), met O SY; %5,
o n

R(a) voor 7} a.y.<a

n
g.v. + (b - X))
2 57 ( 1 a xJ)
J=1 J

J 520 4

A
1~

1

Gevolg 2: De r.z.f R(a) voldoet san de functionsalvergelijking:

- R(0) =0
(15) . R(a) = max‘{R(a—aj) + cj)lO <J<n, a; < a} , voor a> 0,
waarbi]j de verschilvariabele X, gedefinieerd is door a0=1 en
ey = 0.

De algoritme 1 A van Gilmore & Gomory [9] (procedure 3 van appendix C)
is gebaseerd op functionaalvergelijking (15), geschreven als: ’

(16)  R(a) = max {R(y) + cjly =a-as 828, 0<Jjs<n},a=>0,
Er zijn twee arrays met lengte b in gebruik: array r bevat na afloop de
rugzakfunctie R, in array 1 staat op plaats a een beslissing j, waarvoor
R(a) = R(a—aj) + c;e

De algoritme exploiteert het feit dat alleen sprongpunten van de

r.z.f R(a) in aanmerking behoeven te worden genéﬁééﬁﬁls y in (16). Als
voor y = a - &, k > 0 geldt: R(y) = R(y-1), den volgt:

R(y) + e = R(y-1) + e * e < R(y + & - 1) + ey = R(a-1) + Cy>

zodat de term voor j = k in het rechterlid van (16) gemajoreerd wordt
door de term voor j = 0.

We nemen aan dat voor alle varisbelen geldt O < aj b en aj # a, voor
J # k, en dat de varisbelen geindiceerd zijn naar stijgende aj.
Algoritme 1 A luidt:

0. Initialiseer r(a) = 0 voor 0 < a < b.
=

it

Initialiseer r(aj) VOOr J = l,e0.,N

Stel 1(0) =0 en y

c. en if{a.
J ( J)
1'

1. Als r(y) < r(y-1), kies dan als optimale beslissing
i(y) = 0 en stel r(y) = r(y-1)..

2. (Controleer op dominantie).



3. Als i(y) = 0, ga dan naar 5.

b, Bereken voor a=y + a. , J = lgooo,n met 8 < min (y,b-y), r(y)+cjo
Als r(y) + e > r(a), stel dan r(a) = rly) + e en i(a) = Jo

5. Als y < b, verhoog dan y met 1 en ga naar stap 1.

6. Bereken de oplossing, die r(b) realiseert door backtracking in

array i vanuit a=mex {y | 0 <y <b, ily) >0 }. Stop.

Opmerkingen:

1. Deminantie van variabele J kan worden geconstateerd in stap 2 als
¥y = ajo Als i(y) # J, bestaat een combinatie van varisgbelen, waarin

j niet voorkomt, met r(aj) Loy elimineer variabele j.

2. In stap 3 mag gelden: aj <y, om vergelijkingen tussen oplossingen,
die bij backtracking de volgorde jyeoosi(y), respo. i(y),ec0.j zouden

opleveren, te vermijden.

3. Afgezien van de beperking tot sprongpunten van R(a) is algoritme 1 A
wat betreft asantal vergelijkingen (n x b) en benodigde geheugenruimte

gelijkwaardig aan de algeritme van Hu.

Een functiewaarde R(a) wordt mogelijk door verschillende oplossingen
gerealiseerd. We willen aan a een unieke oplossing x(a) toekennen bij
een gegeven permutatie (0,1,...,n) van de variabelen XgsX s000sX o We
kiezen als deze unieke x(a) de lexicografisch grootste oplossing die
R(a) realiseert: als x # x(a) eveneens R(a) realiseert, bestaat een
getal p met x. = xj(a) voor j < p en X, < xp(a)0 "We definiéren voorts

de functie i(a) als

"~ i(0)

11

n+1

(17)

]

i(a) min {j | 0 < j < n, R(a)= R(apaj) + cj} , a > 0o

i{a) wijst de varisbele met de laagste index aan, die pesitief is in een
of andere oplossing die R(a) realiseert (lemma 3), m.a.w.

i(a) = min {J | xj(a) >0} &

Als we backtracken in array i, met ila) = j, vinden we derhalve alleen
indices, die niet kleiner zijn dan j.

Wantﬂstel i(a=a.) = p <~ j. In de unieke oplossing x(a—aj) is dan

xp(a—aj) > 0, Maar x(a—aj), aangevuld met eenmaal variabele J, realiseert
R(a) en is lexicografisch groter dan §(a), in strijd met de definitie van

x(a).



We hebben aangetoond:

Lemma 4 [9] : Als i(a) = j, dan i(a—aj) > J voor a > 0.

-

Gevolg 3:. De r.z.f. R(a) voldoet aan:

R(O)
{ R(a)

waarbij i gedefinieerd is door (17).

]

0

mex {R(a»aj) + e | 0 <3 ;zi(apaj), 2 <a}l , a>0,

Het aantal vergelijkingen volgens (18) is minder dan volgens (15). Een
verdere reductie kunnen we bereiken door op te merken dat een beslissing
alleen optimaal kan zijn, als hij ook optimaal was in een "eerdere ver-

gelijkbare situatie":

Lemma 5 [20]: Als i(a) = J en i(a—aj) =p2>J, dan i(a—ap) = Jo

J
& -3 ﬁ .
ama,_—a. a-g a-a. a
P J P d

Bewijs: Triviaal voor p = j. Neem aan p > j. In x(a) zijn xj(a) en

xp(a) positief. Uit lemma 3 volgt:
R(a) = c¢, + ¢ + Rla~a.,-a ) = ¢ + Rla-a

fwel R(a- = ¢. + Rla=a.~-a_).
orwe (a-a ) = c; + Rla-a;-a)

Uit de definitie (17) ven de i-functie volgt i(a—ap) < Je

Stel i(a—ap)= g < Jo.

R(a) = c_ + R(a=a_) = c_ + c_+ R(a-a_~-a ) < c
jY p P q b a = q

m.a.w. R(a) wordt gerealiseerd door een oplossing, waarin

+ R(a—aq),

X, >0, q<j=1i(a), in strijd met de definitie van i(a).

Gevolg b: De r.z2.f. R{a) voldoet aan:
{R(O) =0

(19) _ .. ..
R(a) = max {R(a—aj)+cj[0;g;}(a-aj), J—lka—ai(a—a.))’
a; < a }s a0,

waarbij i gedefinieerd is door (17).



Opmerking: Bij toepassing van gevolg 4 moet l(a_ai(a-aj)) bekend zijn

in a=as, deWeZo &, < &,

J _l(a—a,) voor j £ i(at?,j);

de variabelen moeten naar stijgende a.’j worden geindiceerd.

Behalve door vermindering van het aantal te vergelijken beslissingen, .
ken ook winst geboekt worden door verkleining van het intervel, waar-
over R(a) berekend moet worden. Als i(a) = 1 voor a' < a < a", met
a" - a' ;=m?x a5 komen voor a > a alleen nog beslissingen X (en xo)
in aanmerking (lemma 4). De vraag is of en hoe we naar zo'n situatie
kunnen toewerken. Intuitief verwacht men dat variabelen met een grote
relatieve dichtheid "op den duur" de voorkeur genieten. Deze verwachting
wordt gepreciseerd in
Lemma 6:

Als voor xp geldt: dp > dj voor alle j, p < j = n, dan bestaat

==

een getal a(p), z6, dat voor alle a > a(p):

(20} R(a) = R(p+1,n)(a') + R(O,p)(a")’

voor een &' < al(p) en a' + a" < a.

Bewijs: Zij Vj en wj geheel, met v.a. = w.a_ voor j= p+l, ocoo,llo

J P
n
We kiezen a(p) = } v.a.. R(a) kan met herhaald toepassen
J=p+1

van lemma 3 gesplitst worden in twee stukken, met alle variabe-

len xi, J » p in het eerste stuk:

R(a) = R( (a') + R

p+1,n) (Oap)(a")o

We moeten nog aantonen dat af ;a(p)o Als a' > a(p), is er een
variabele x b met x_ > v . Vervang x_ door x' = x - v
> q’ 9 - Do q a - g q q
en xp door xé = xp + qu Dit reductieproces voor x > v_ kan
worden herhaald, totdat alle x < V_. Bijgevolg is tenslotte

q q
a' < a(p).

Gevolg 5: Als voor X, geldt d1 2 dj’ 1<Jj<n (x1 is een "turnpike"
variabele), dan voldoet R(a) voor a > a(1) aan:

R(a) = R(2,n)(a') + [(a~a')/ a,Je, voor een a' < a(1),

R(a)

R(a~a1) + C.]o
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R(a) is voor a > a(1) periodiek met periodelengte a, en een niveauver-

schil ¢, tussen twee opeenvolgende perioden. Als we een turnpike varia-

bele index 1 geven, zijn op den duur alleen nog beslissingen x. toege-

1
n
laten. Zodra dat het geval is - gewoonlijk voor een a(1)<< ) Vi =

kan R(a) verder door extrapolatie worden gevonden. =2

Algoritme 1 B van Gilmore & Gomory [9] / Shapiro & Wagner [20] (procedure
4 van appendix C) is gebaseerd op functionaalvergelijking (19) en de
periocdiciteit van de rugzakfunctie. De structuur van de algoritme is
identiek aan algoritme 1 A. In stap 4 echter worden alleen beslissingen
met J £ i(y) en j = i(a—ai(y)) beschouwd. In stap 5 wordt gestopt, zodra
een a bereikt is, waarboven de rugzakfunctie periodiek wordt, d.w.z. als
voor alle y > a in stap 4 alleen beslissing O of 1 is toegelaten.

We nemen aan dat variabele 1 een turnpike variabele is en dat derverige

variabelen geIndiceerd zijn naar stijgende aj. De algoritme luidt:

0. Initialiseer r(a) = i(a) =0 wvoor 0 < a < b.
Initialiseer r(aj) =c;en i(aj) = J VOOr J= T,ee.,0.
Stel i(0) = n+l eny = 1.

1. Als r(y) = r(y-1), kies dan als optimale beslissing
i(y) = 0 en stel r(y) = r(y-1).

2. (Controleer op dominantie).

3. Als i(y) = 0, ga dan naar 5.

4. Bereken voor a= y + a5 met j= 1,...,i(y), a < b en j=i(a—ai(y)),
r(y) + ¢se Als r(y) + c; > r(a), stel dan r(a) = r(y) + c; en
i(a) = j.

5. Bepaal bmax = max {a | i(a) > 1} .
Als y < bmax, verhoog dan y met 1 en ga naar stap 1.

6. Bepaal de oplossing, die r(b) realiseert, door extrapolatie voor

b » bmax + a, en backtracking veor het resterende gedeelte. Stop.
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2.3 Knapzakalgoritmen

De knapzakfunctie voldoet aan de eigenschappen (9) - (11) van de rug-
zakfunctie: K(a) > 0, K(a.) ;. c. en K(a) > K(a') als a 3 a', maar niet
aan eigenschap (12). Als x(a), resp. x(a') de functiewaarden K(a),
resp. K(a') realiseren, dan hoeft x(a) + x(a') geen toegelaten oplos—
sing van KP(a + a') te zijn. Het is dus niet mogelijk knapzakalgoritmen
af te leiden, snaloog aan de rugzsakalgoritmen van Gilmore & Gomory.

We kunnen K(b) als volgt recursief uitdrukken:

Koly) = > Osysh

igly) =0 . Osysbd
(21) Kj(y) = Kj—j(y) | , 0 <y <a,
max {Kj_1(Y), Kj_1(Y-aJ-) + CJ} 2 aj =Y b

i. = 1 K. » K.
J(y) , J(y) J_1(y)

0 , anders s 0 2yxb
» 1 £J &n.

K(b) is gelijk aen Kn(b) en de bijbehorende oplossing wordt recursief

bepaald als: x. =i.(b - ? ax ), jEn,n=T,e00,1s
J d p=j+1 PP

In tegenstelling tot het rugzakprobleem zijn nu alle n functies ij
nodig om de oplossing terug te vinden.
De knapzakalgoritme van Hu (procedure 5 van appendix C) is gebaseerd
op de functionaalvergelijking (21). De variabelen worden gesorteerd op
niet-stijgende relatieve dichtheid, omdat wijziging van de functie-
waarde in k(y) meer handelingen vereist dan een gelijkblijvende functie-
waarde. De kgapzakfunctie K(1’j)(a) wordt berekend over het interval
[O,min {b, i al}].

1=1
De algoritme luidt:

0. Sorteer de variabelen op niet-stijgende cj/aj.

1. Stel k(0) =0, bmax =0 en j = 1.

2. Als bmax < b, bepaal dan b' = min {bmax + aj, b} ,
initialiseer k(y) = k(bmax) voor y = bmax + 1,...,b' en stel

bmex = b'.
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3. Bepaal achtereenvolgens veer y = bmax, bmax - 1,...,aj
de waarde k(y—aj) + c;e Als k(y—aj) + ¢ > k(y)
stel dan k(y) = k(y—aj) + cj.

h. Leg in arrsy i de omslagpunten van de functie i.(y), gedefinieerd
volgens (21) vast, d.w.z. alle y waarvoor ij(y) z ij(y+1).

5. Als J <n verhcog dan jJ met 1 en g naar 2,

6. Als bmex < b, stel dan b = bmax.

7. Bepaal de oplossing die k(b) realiseert door backtracking in
array 1 middels telling van het aantal cmslagpunten van de

functie i.(y) op het interval [b, b - 2 a.x. 1.
J _= 171
1=3+1
8. Stop.

Gerhardt [ 6 ] ondervangt het bezwaar dat alle n functies i. bewaard

moeten worden door een sndere definitie van ij:

j als K, > K.
i) = J > ;) > K1)
jE .
(22) 1j_1(y) , anders s d 2
io(y) = 0.

De oplossing van KP(b) wordt bepaald door backtracking in in(y), zolang
de daarbij asngetroffen indices van de variabelen monotoon dalen.

Immers, zij j, =i (b), b, =Db -a. en j, =i (b,).
1 2 n' 2

n 2 1
Als j, < j,, den 1jg (b2) = 1n(b2). Als echter j,"2 j,, dan
Kn(bQ) > Kj1_1(b2) en 1n(b2) =, 131_1(b2). In dat geval moeten

Kj _1(b2) en ij _1(b2) opnieuw berekend worden door het knapzakprobleem
1 1

KP(bZ) voor j1-1 variabelen op te lessen. Het voordeel dat minder ge-
heugenruimte nodig is kan het nadeel meebrengen, dat een -~ moeilijk
voorspelbaar -~ aantal keren een knapzakprobleem moet worden opgelost.
De knapzakalgoritme van Gerhardt (procedure 6 van appendix C) is in
opzet gelijk aan de algoritme van Hu. De verschillen betreffen de
initialisering in stap 2, de registratie van de functie ij(y) in stap 4
en het backtrackproces in stap 7. Deze stappen luiden voor de algoritme

van Gerhardt:



Ta.
Tb.
Te.
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Als bmax < b, bepaal dan b' = min {bmax + a., b} ,

initialiseer k(y) = k(bmex) en i(y) = i(bmax) voor y = bmax,...,b'
en stel bmax = b'. .

Stel i(y) = j, als in stap 3 de waarde van k(y) veranderd is,
voor y = bmax, bmax-l,...,a..

Stel n = i(b), x, = len verminder b met a .

Als k(b) = 0, ga dan naar 8.

Als i(b) 2 n, verminder dan n me&»1 en ga naar 1.

Ga naar Ta.



(23) UB(X) = c(X)+ max { |
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3. BRANCH-AND=BOUND

3.1 Algemeen

We houden ons bezig met het algemene probleéﬁ P(b). We nemen in het ver-
volg aan dat de variabelen geindiceerd zijn naar niet-stijgende rela-
tieve dichtheden, d.w.z. cj/aj ;ck/ak als j < k, en dat 0 < a; < b voor
alle variabelen.

Zij . de verzameling van alle toegelaten oplossingen van P(b). We bekij-

ken deelverzamelingen X - : die worden gekaraskteriseerd doer een vector

met n componenten X = (51,...,£n), met ij > -1 en geheel. Een variabele
j is in X gefixeerd op de waarde X. als ijégo, en vrij in X als ij = =13
we noteren X wel als X ='{(§1,...,§n)}. De vector X bepaalt bij X een
indexverzemeling van vrije variabelen N(X) = {j | ij = -1} , en twee

getallen: de som c(X) van de waarden van de gefixeerde variabelen:
e(x) = )} C.X.
jemn(x) 99
en het herziene rechterlid b(X):
p(X)=b - } a.X,.
jemn(x) 97

Een bovengrens UB(X) van X, in de zin van de branch-and-boundtheorie
[17], kan worden berekend door de eis van geheeltalligheid van de vari-

abelen te verwaarlozen:

n
UB(X) = max Z C.X..

21 Jd

J

n

onder Z a.x. <D
s=1 94 =
J
Oéxjéuj sjEN(X)
X, = Ej > J e N\ N(X),

ofwel:

c.x. | ) a.x, <b(X),0<x,<u,, jeN(X)}.
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De optimale oplossing van dit L.P.-probleem is eenvoudig te bepalen.

De varisbelen xj,jeN(X), krijgen de waarde uj in volgorde van ingdex,

zolang z a; < b(X). De variabele mét de laagste index, zeg x_,
1 = £

1eN(X) :
1<)

waarvoor het linkerlid b(X) overtreft, krijgt waarde

(b(Xx) - 1§f alul)/ ap; de overige variabelen Xss jeN(X) worden O
1eN(X)

gesteld,

We definiéren op het branch-and-bound proces de ondergrensfunctie LB

als de waarde van de beste tot dusver bekende oplossing van P(b), die

we in het vervolg de pretendent zullen noemen.

Een verzameling X heet gepeild, als UB(X) < LB. Een niet-lege deelver-

zameling kan gepeild worden.

1. door de optimale oplossing van X te bepalen; als de waarde hiervan
groter is dan LB, registreer dan deze oplossing als pretendent en
stel LB gelijk aan deze waarde;

2. door rechtstreekse berekening van een bovengrens UB(X)x LB;

3. door splitsing van X in disjuncte deelverzamelingen X1,X2,ooo en
peiling van deze deelverzamelingen:

UB(X) < max UB(X_) < LB,
= P p’ =

Als de eerste manier van peilen te moeilijk is - voor '~ is dit het

eigenlijke probleem - en rechtstreekse berekening van UB(X) niet tot

resultaat leidt, wordt het splitsingsprincipe te hulp geroepen:

X wordt indirect gepeild door peiling van een asantal disjuncte deel-
verzamelingen, in de hoop dat deze verzamelingen gemaskkelijker recht-
streeks gepeild kunnen worden. De peiling van deze deelverzamelingen
kan onmiddellijk na de splitsing dan wel op een later tijdstip worden
uitgevoerd (zie kanttekening 2 in par.3.4).

Probleem P(b) is equivalent met het peilen van , waarbij na afloop
LB de waarde heeft van de optimale oplossing van P(b), die gegeven

wordt door de pretendent.
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3.2 Rugzakalgoritme

In het rugzakprobleem kunnen de bovengrenzen op de variabelen als on~-
eindig greot worden beschouwd. De bovengreﬂé van een deelverzameling X
is dan
UB(X) =. c(X) , N(X)=2¢
Ce(X)+ 4p(X) , NMX) = P,k = min {j | N .

X wordt zonodig gesplitst in deelverzamelingen Xo,ume,XM door de in X
vrije varisbele met de laagste index, de splitsingsvarisbele, zeg Xy s

in Xp te fixeren op waarde p, d.W.Z.

X:p = {(5':1,.,oo,i-(k_1, D ;{-k_‘_.l,@e', ;:n)} , Voor p=0,1,u.,,M=[b(X)/ak]°

De nieuw gegenerecerde deelverzamelingen XO,.QW,XM kunnen als volgt ge-

peild worden:

"1, Als er in XM nog vrije variabelen een gehele positieve waarde kunnen

sannemen, stel dan p = M en ga naar 3.

2. De in X,, optimale oplossing x* is x; = xj' J ¢ Nx)

" 0 jemx ,
met waarde c(XM)° Als c(XM) » LB, stel dan LB

LN

c(XM) en registreer
x* als pretendent.
Als UB(XM) = c(XM), deWoz. als XM geen vrije variabelen meer heeft
of b(XM) =0, is Xy (en impliciet XM_1,°.D,XO) gepeild; ga dan
naar 8.
Vervolg anders met peiling van de eerstvolgende niet-lege deelver-
zameling X_, d.i. stel p = [(b(X) - min a.)/ak] en ga naar T.
b : dJ
jeN(X)
3. Bereken UB(XP). Als UB(XP) < LB bevat %5 (en a fortieri Xp_1,ogo,Xo)
geen optimale oplossing: ga naar 8.

4, Bereken de vrije variabele X met de kleinste index die in X_ waarde

1 kan asnnemen: s = min {j | J N(Xp), 8 ;=b(XP)} .

Als s » k+1, kunnen L PPERTPE S in Xp alleen waarde nul hebben:

s~1
verander in dat - geval de karakteristieke vector van Xp in
(§1,n..,§k,0,oan,0, is,ooo,in), verscherp de bovengrens tot
UB(X ) = c(Xp) + dsb(XP) en ga naar stap 6 als deze bovengrens

P
UB(X_) < LB,
p....

&
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5e Splits X? in 1 + [b(XP)/as] deelverzamelingen door X, als
splitsingsvariabele voor XP te nemen en peill deze nieuw gegenen‘
reerde groep deelverzamelingen.

b, XP is gepeild, verminder p met 1.

To Als p » O, ga dan naar 3.

8. Stop: Xyyoe0,Xy zijn gepeild.

De rugzekalgoritme (procedure 7 van appendix C) [T] initialiseert LB=0,

kiest X, als splitsingsvariabele van (deel)verzameling en peilt

0°°""* [b/a,T’

Opmerking: In procedure 7 worden LB en c¢(X) niet afzonderlijk berekend,

mear alleen het verschil LB = c(X).

3.3 Knapzakalgoritme

We kunnen bij knapzakproblemen een deelverzameling

X = {(§1,600,§k, ~1,000s=1)} splitsen in X,k = {xlxsX,xS= 1,8 = k} en

XO = {x|xeX, xs=0, s » k} , analoog aan de1rug2akalgoritme0

Een andere manier om X te splitsen is in deelverzamelingen, die onder-
scheiden worden door de in X vrije variabele met de laagste index die
in de desbetreffende deelverzameling op waarde 1 gefixeerd is. Als we
definiéren:

Xp E{(§1’°°°’§k’ O,eoe,O, .;Ep= 1,“"1,000,‘-1)}, :p=k.+1,ooo,n

n+1 - -
X ={(X1’000’ﬁ’ O’OROBOOQROBBGBBOQOSOOOO)}’

den is X = nf1 ¥ en ¥ nxl=¢, p#aq.
p=k+1
. . 1 n+1 .
Als we 20 splitsen in suc0y en nieuw gegenereerde deelverza-

melingen telkens verder splitsen in volgorde van stijgende index, is

het resulterende proces een lexicografische aftelling van oplossingen
van KP(b). Omdat aftelling van een deelverzameling slechts voortgezet
behoeft te worden, zolang deze niet gepeild is, kan de aftelling voor

een groot deel impliciet geschieden.

De bevengrens UB(X) op X = {(ii,og.,§k=1,-1,oom,-1)} is volgens (23):

| £=1 £ 1
UB(X) = c(X) + c, *+ d, {b(X) - }
(24) ) 1=§+1 ot 1=g+1 E

1t

e' (X) +dp . b (X)
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Omdat berekening van deze bovengrens meer werk is dan bij het rugzak-
probleem, is het zaak deze berekening zo weinig mogelijk uit te voeren

en een eenmsal berekende bovengrens zoveel mogelijk te benutten:

a.  Msa > b(X), den X® = @.

b. Ms Xt - . =5 = ¢, den is (§1,...,§5, 0,¢00,0) € X2+
optimaal in X en is X rechtstreeks gepeild.

ce. UB(X®) is een monotoon niet-stijgende functie van p.

n+1

. . - + . .
Als xP gepelld i1s, zijn ook xP 1,...,X gepelld, overeenkomstig

de definitie van gepeilde deelverzameling.

k+1)

a.1  Als X571 # ¢, dan UB(X = UB(X).

d.2 Als na splitsing X% de eerste niet-lege deelverzameling is,

¥ e =33V 2 g en x% # ¢, dan geldt:
UB(x%) < e'(X) + a, ' (x),
’ _ . S=1
en UB(XY) =c'(X) + | e +ap'(x%),
S
1=q
s=1 .
als UB(XY) = c(x%) + § o + abp'(x¥).
1 s
1=g+1

De bovengrens van de "eerste" niet-lege deelverzameling van een
nieuw gegenereerde groep deelverzamelingen kan dus overschat of
berekend worden met behulp van de bovengrens van de moederver-

zameling.

€, Binnen een groep deelverzamelingen kunnen schattingen en boven-
grenzen op soortgelijke wijze doorgegeven worden tussen twee na
elkaar onderzochte deelverzamelingen.

e.1 Als (XP)PH # ¢, dow.z. in X* kan variabele x
p+1

Pt waarde 1 aanne-~

men, dan ook X # §. De bovengrensfunctie daalt van X* naar

Xp+1 met tenminste cp - dfap. Een eenvoudige overschatting van
+ . .
uB(x¥ 1), die vooral kracht heeft als f >> p, is
pHi p = P P
UB(X < UB(X¥) - ¢+ da={c"(X°)-c_ I+ a {p'(X) +b_1}.
(F*T) L UBGP) - ¢+ age = Lot (P)uc b+ afor(F) + b )
UB(XP+1), die volgens (2L4) gevonden wordt als
+ +
uB(E!) = o' (xP*) + @ b1 (xPh),
kan ook via enkele eorrecties op UB(XP) bepaald worden:
ptly 1 (P 851 ' p+1
UB(X¥ ') = {e"(X*) = c }+ J e, +db' (X ).
jo) 125 1 s
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e.2 Als (Xp)P+1 =0,  CALISI =,er1 =@ en XY # ¢, dan is een
overschatting voor UB(X%):
UB(XxY) < UB(xP) - c_ + 4 .a
= Y 4 P
= {e"(xP)- e} + 4 B (XP) + a
{e'(x¥) p} q{() p}a

en kan UB(X%) worden berekend als

g1
Ay 1 (P v +3
UB(X") = {e (X)-Cp}+l£qal+dsb (x%).

Onder de veronderstelling dat minstens &é&n vrije variabele in

X = {(5:1,... X 5 =15e0e,-1)} waarde 1 kan aannemen, d.w.z.

k’
n
sy xP # @, kunnen we X als volgt "aftellen tot peiling'":
p=k+1
k+1
1. Als X # @, stel dan p = k+1 en ga naar 5.
Initialiseer p = k+1.
2. Bepaal de eerstvolgende niet-lege, nog niet gepeilde deelverzame-
ling XP, d.w.z. stel p = min {1 | a, <Db(x), 1> p}.
'3. Bereken UB(XY) met behulp van d.of e, en stel f gelijk aan de index

van de fractionele variabele in (2L).

Als UB(XP) < 1B, is XP(en a fortiori XP+1,090,Xn)gepeild: ga naar 8.
k. Als de oplossing, die UB(XP) realiseert, geheeltallig is, i.c.

UB(xP) = ¢'(XP), registreer dan deze oplossing

(§1,...,£k,o,...,o,ip = 1, 1, eee,X = 1,0,...,0) als pretendent,

stel LB = ¢'(¥?) en ga naar 8. =
5. Als er in XP nog vrije varisbelen waarde 1 kunnen aannemen - hetzi]j
f > p+1, hetzij min {aj | 3 > £} < b(XP) -, pas dan het aftelproces
toe op x® en ga naar 2.
6. Als c'(xP) s 1B, registreer dan de opiossing, die ¢'(xP) realiseert,
als pretendent en stel LB = c'(X¥).

T. Als ‘5?: xt # @, i.c. min {aj | § > p}> b(xP) + a,, g dan neaar 2.

8. Stop: XP+1,...,Xn zijn gepeild.

De knapzakalgoritme (procedure 8 van appendix C) [7] [12] initialiseert
IB = 0 en peilt .. door impliciete aftelling.

2~ Ms de overschatting voor UB(XY), gebaseerd op d. of e. hier-

boven, LB niet overtreft, ga dan naar 8.
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3.4 Kanttekeningen

1.

In bovenstaande algoritme kan als splitsingsvariabele worden beschouwd
de vrije variasbele met de lasgste index. Greenberg en Hegerich [11]
splitsen op de fractionele variabele in een deelverzameling, d.i. de
varisbele die bij oplossing van het L.P.probleem (23) ter bepaling
van de bovengrens een niet-gehele-waarde sanneemt. Hun algoritme
(procedure 9 van appendix C) is equivalent aan de algoritme van

Land and Doig [15] voor het algemene geheeltallige lineaire program-
meringsprobleem, als deze algoritme wordt gebruikt om XP(b) op te

lossen.

Alle boven beschreven algoritmen onderzoeken gegenereerde deelver—
zamelingen volgens de LIFO-regel : de laatst gegenereerde deelver-
zameling wordt het eerst gepeild. Voordelen van deze sanpaek zijn
een eenvoudige, automatische administratie van nog te peilen deel-
verzamelingen en een gering aantal handelingen tussen twee opeenvol-
gend onderzochte deelverzamelingen. Nadeel is de starheid, waardoor
eventueel meer deelverzamelingen gegenereerd»worden dan strikt nood-
zakelijk, door splitsing van deelverzamelingen met een bovengrens,
die kleiner is dan de waarde van de optimale oplossing.

Dit bezwaar vervalt, als we een prioriteitsregel gebruiken, waarbi]

we steeds proberen de nog niet-gesplitste deelverzameling met de
hoogste bovengrens te peilen.

Terwijl i.h.a. een compromis tussen de LIFO-regel en een prioriteits-
regel wordt aanbevolen [5], is onze ervaring, in overeenstemming met
Greenberg en Hegerich [11], dat voor knapzakproblemen de LIFO-regel

de voorkeur verdient.

Procedure 10-van appendix C (rucksackubbb) is een algoritme voor het
rugzakprobleem met bovengrenzen.
De algoritme is met inachtneming van de bovengrenzen op de varisbelen

opgebouwd als procedure T voor het rugzakprobleem zonder bovengrenzen.

Cabot [4] gebruikt de eliminatiemethode van Fourier-Motzkin om
branch-and-bound slgoritmen voor het rugzakprobleem af te leiden. In
deze algoritmen kunnen de splitsingsvariabelen in elke willekeurige,

zij het vaste volgorde, worden gekozen. Wordt gesplitst nasr dalende
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relatieve dichtheid, dan resulteert de boven beschreven rugzakalgo-
ritme. Cabot rapporteert de beste resultaten bij splitsing naar stij-
gende range van de varisbelen, waarbi] hij de range bepaalt als het
verschil tussen de maximale en minimale waarde van een varisbele in
een toegelaten oplossing, die een hogere kriteriumwaarde heeft dan

een heuristisch bepaalde beginoplossing.

REKENRESULTATEN

De ALGOL-procedures 1 - 10 (appendix C) zijn getest op de EL-X8 computer

van het Mathematisch Centrum aan de hand van 4 series testproblemen

(appendix B), waarvan de moeilijkheidsgraad toeneemt van serie A naar

serie D.

L.

Rugzakalgoritmen

Tabel 1 geeft aanleiding tot de volgende opmerkingen:

1'

2.

De algoritme van Nemhauser is langzasmer dan de algoritme van Hu, uit-
gezonderd voor serie A. De problemen ven serie A bezitten een dusda-
nige dominentie, dat slechts weinig (1~10) variabelen niet gedomi-
neerd worden. Andere hier niet opgenomen testproblemen met 10sn<25
wijzen eveneens uit dat de beperking van de administratie tot sprong-

punten alleen bij kleine n voordeel kan opleveren.

De rekentijden van de algoritmen van Hu en Gilmore & Gomory la zijn
ongeveer gelijk, zoals te verwachten is, omdat beide een zelfde aan-

tal vergelijkingen uitvoeren.

Onder de algoritmen, die dynamische programmering gebruiken, is al-
goritme 4 van Gilmore & Gomory 1b / Shapiro & Wagner superieur. De
invloed van de, wijzigingen t.0.v. algoritme 3 kan worden afgeleid
uit tabel 2, In de C-serie speelt periodiciteit geen rol; alle winst
is het gevolg van een kleiner aantal vergelijkingen. Bij een groot

rechterlid b telt dit voordeel zwaarder, omdat de turnpike varisbele
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TABEL 1: REKENTIJDEN VOOR RUGZAKPROBLEMEN (in seconden)

ALGORITME
PROBLEEM 1 5 3 L Z
Hu Nemhauser GG 1 a |GG1b/S.W. B.% B.
A~ 250 - 19 .3 .3 .3 .3 .3
25 2.k 2.7 2.8 b .3
50 k.5 5.1 5.6 .5 .3
500 - 19 .5 .5 i o A
25 3.4 2.0 2.8 T .5
50 6.3 3.k 5.1 .9 .5
1000 - 19 .9 1.0 .8 .8 .9
25 9.3 7.2, 9.8 1.k 1.0
50 171 - % 18.9 1.8 1.0
B - 250 - 01 L 5 3 2 1
05 19 32 17 L 2
500 - 01 9 14 7 3 2
05 4L 98 Lo L 3
1000 - 01 16 28 12 3 L
05 80 158 66 3 i
C - 250 - 11 (55)" 70 30 1h 10
21 (160) 189 96 24 34
500 - 11 (220) (275) 118 52 34
21 (630) (750) (350) 95 190
1000 - 11 (900) (1100) (450) 199 130
21 (2500) (3000) (1200) 377 1394
D- 10 - 08 ' 1.3 .6 14.6
10 1.9 .7 3.9
20 k.9 .9 171.
Lo 11.0 1.1 10.6
60 19.0 Toh h
25 - 08 3.7 .8 173.1
10 5.2 .8 1.0
20 12.1 1.0 20.3
Lo 27.3 1.2 2113.6
60 43.9 1.4 >1800

* schatting

¥ overschrijding geheugencapaciteit
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TABEL 2. VERGELIJKING ALGORITMEN 3 EN L

R(a) perio REKENTIJD(sec)
PROBLEEM b diek vanaf | ALG.3 |ALG.4
B-1000~01 1016 12 3
-05 || 5076 350 66 3
C-1000~-11 || 3308 (450) 199
21 || 6315 | >11000 (1200) | 377
p- 25-10 | 1010 5 .8
60 |l 6060 658 L 1.4

relatief vaker optimaal is naarmate de rugzakfunctie R(a) het perio-

dieke deel van zijn domein nadert: de verhouding tussen de rekentij-

den voor de twee C-~problemen is 3 bij) algoritme 3 en 2 bij algoritme

4. In de B- en D-serie wordt de stijging van de rekentijden in algo-
ritme 3 sterk afgevlakt in algoritme 4 door de vroeg optredende

periodiciteit.

In de C-serie neemt de relatieve dichtheid langzaam toe bij stijgen-
de aj. Op den duur, bij grote b, zullen de variabelen met grote aj

de voorkeur hebben. Bij de in procedure 4 gehanteerde volgorde naar
stijgende a,j moet het grootste deel van de variabelen doorlopen wor-
den volgens functionaslvergelijking (19), als de beslissing i(a)

een hoge index heeft. Op voorhand verwacht men dat een algoritme,

dat de variabelen omgekeerd nummert, minder vergelijkingen heeft uit
te voeren. Het tegendeel bleek echter; de oorzaask hiervan is de
kleine waarde ven b t.o.v. de grootste aj in de C-serie, waardoor de
situatie, dat yariabelen met grote aj optimaal zijn, zelden kan
voorkomen. Daarnaast heeft omkering van de volgorde het bezwaar, dat
de contrdle op dominantie niet meer in de elgoritme past en dat
lemms 5 niet toegepast kan worden.

Hoewel functionaalvergelijking (19) een willekeurige permutatie van
de variabelen, bv. naar dalende relatieve dichtheden, toestaat, heb-
ben de twee bovengenoemde permutaties het voordeel, dat, zodra bij
één vergelijking geconstateerd is dat b overschreden wordt, de overi-

ge vergelijkingen nagelaten kunnen worden.
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5. De rekentijden van algoritme L4 en branch-and-bound algoritme 7 ont-
lopen elkaar niet veel voor de series A,B en C. Wanneer algoritme b
sneller is betreft het problemen, waarin het bovengrensmechanisme
slecht functioneert:

-~ In serie C zijn de verschillen tussen de relatieve dichtheden van
de variabelen uiterst gering: iedere deelverzameling heeft nage-
noeg dezelfde bovengrens; de diepte van de boom van gesplitste
deelverzamelingen blijft gelijk, bij stijgende b, maar de breedte
neemt toe en daarom ook de rekentijd. _

- In serie-D komen geen varisbelen met~kleine~aj voor (aj>> 100).
Bij sommige waarden van b zijn de combinaties van relatief hoog-
waardige variabelen slecht passend, terwijl de resterende slack
niet kan worden opgevuld met kleine aj. Bijgevolg ligt de waarde
van de pretendent LB ver af van UB(1) en moet de aftelling leng
worden voortgezet. Voor een dergelijk seort problemen fluctueren
de rekentijden van de branch-and-bound algoritme sterk, als b een
interval doorloopt.

Voor de gemakkelijker problemen van serie A en B heeft de branch-

and-bound algoritme T de prettige eigenschap dat de rekentijden niet

van b afhangen. De rekentijden van algoritme LI nemen regelmatig toe
bij stijgende b, zolang R(b) nog niet periodiek is, om daarna prac-
tisch constant te blijven (afgezien van een lichte stijging voeor

initialisering ven r(a), 0 < a < b).

Een ander vergelijkingspunt is de benodigde geheugenruimte.

Nadeel van de dynamische programmeringsmethode is dat veel geheugen-

ruimte nodig is: ook bij een andere programmering van de algoritme

zijn minimeal vereist 2 arrays, met een lengte gelijk aan de grootste
aj, in het kerngeheugen, plus 1 arrsy met een lengte, gelijk aan het
niet-periodieke interval van R(a), in een extern geheugen. De

branch-and-bound algoritme heeft dit bezwasr niet.
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4.2 Knapzakalgoritmen
Tabel 3 (zie blz.26 ) geeft aanleiding tob de volgende opmerkingen:

1. De tijden voor de algoritmen van Hu en Gerhardt zijn ongeveer gelijk.
In alle hier opgenomen testproblemen behoeft Gerhardt slechts &én
knapzakprobleem op te lossen, voor enkele andere problemen moesten
twee knapzakproblemen worden opgelost, maar i.h.a. schijnt de prijs
voor het geringer gebruik van geheugenruimte (vgl.probleem C-250-05)
zelden betaald te hoeven worden. Men moet evenwel bedenken dat in de
optimale oplossingen van de éeries B en C slechts enkele variabelen

positief zijn.

2, De algoritme van Greenberg en Hegerich is voor de geteste problemen
geen verbetering t.0.v. algoritme 8; de oorzask hiervan ligt in de

sterke toename van de administratieve bezigheden.

3. Voor knapzakproblemen is de branch-and-bound algoritme 8 te prefe-~
reren, uitgezonderd voor problemen, waarbi]j Kleine aj ontbreken
(serie D). Voor dergelijke problemen falen in feite alle algoritmen
bij een groter aantal variabelen.

Wat betreft het gedrag van de rekentijden van algoritme 8, afhanke-
lijk van de grootte van b, kunnen dezelfde opmerkingen gemaskt worden

als voor de branch-and-bound rugzakalgoritme.

5. CONCLUSIES

Zowel voor het rugzakprobleem als voor het knapzakprobleem kan niet &én
algoritme als uniform het beste voor alle soorten problemen beschouwd
worden. o

Wanneer naast de bijvoorwaarde ) 8.X < b andere voorwaarden vervuld
moeten worden, komen branch-and-bound algoritmen het eerst in aanmerking,
enerzijds omdat deze het eenvoudigst aan het probleem zijn aan te passen,
anderzijds, omdat de eigenschappen, waarop goed werkende rugzakalgoritmen
m.b.v. dynamische programmering zijn gebaseerd, dan i.h.a. niet meer
gelden,

Voor knapzakproblemen, waarin geen variabelen met kleine aj voorkomen,

werkt geen van de behandelde algeritmen bevredigend.
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TABEL 3: REKENTIJDEN VOOR KNAPZAKPROBLEMEN (in seconden)
ALGORITME
PROBLEEM
5 6 8 9
Hu Gerhardt B. & B. B.& B.(GH)
- 250 - 19 2 2 1.3 15
25 70 60 2.0 45
50 11k 99 2.3 10
500 - 19 3 3 2.5 43
25 275 235 4.9 33
50 Lsh 390 k.6 12
1000 - 19 8 T 6.7 953
25 > 800 927 9.0 513
50 9.4
- 250 - 01 12 12 2 223
05 110 97 2 263
500 - 01 LY 5
05 5
1000 ~ 01 7
05 8
- 250 - 01 Lo L1 "9
05 *x 11k 29
500 - 01 187 34
05 162
1000 - 01 125
05 1165
- 25 - 08 5.2 5.3 34.6 > 500
10 6.4 6.5 150.4
20 10.8 111 49.3
Lo * 12.4 13.0 .2
60 * 12.9 13.0 .2

* probleem triviaal

** overschrijding geheugencapaciteit
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APPENDIX A: Dominantie

Bij rugzskproblemen zijn soms variasbelen asn te wijzen, die in geen

enkele oplossing van RP(b) voorkomen, bv. Xj als aj =a en cj < Cpe

We nemen aan dat onder de varigbelen geen duplicaten voorkomen, d.w.z.
j < o < °= 6 0 0 o

8 # a of ¢y # e, als ] # k, en dat 0 85 < b voor j=1, s

Algemeen definiéren we:

Def.: Een variabele xj wordt in een gegeven rugzakprobleem gedomineerd

als c. <R .(a.).
Jd = ~J J

Stelling: R(b) kan worden gerealiseerd door een oplossing zonder

gedomineerde variabelen.

Bewijs: Stel X ox is de grootste gedomineerde variabele in oplossing X,

die R(a) realiseert, d.w.z.

=max { a. | x, > 0, ¢c. <R .(a.)}.
JIJ ’J“-J(J>

c <R (a_ ) is strijdig met de optimaliteit van x.
max -max ' max

Omdat geen duplicaten voorkomen, is dan de grootste variabele

a
max

di ositief is i i di i
ie positief i1s in een oplossing y die R-max(amax) realiseert,

kleiner dan X ox’ Na substitutie van X ox maal deze oplossing
v, geldt voor de nieuwe oplossing x' van RP(b), &f X} ., pestaat
niet, 6f a' <a_

max max
Na ten hoogste n~1 substituties bevat de dan ontstane oplossing

geen dominerende variabelen meer. s

. k+lg” 7/
. /
K EERL / S8 e
P ! /%4 / $ /’
®j i 7 / !
b { / I / l/
’
! i ! / {
i ! p/ ! 'S o
| | k | /k Tkl
/ ! , s

§ ! / ; P ¥
4 ) £ £ Z L (]
1 2 3 L 5

Een variabele Xj wordt bv. gedomineerd door X (en x,) als:

1
1) a. =a en cj < Cy :

2) c; < max { C | x # 3, 8 < aj } o
3) &, TP en ¢ <pCy (p > 2 en geheel)
W) ¢ < max {pck | x # 3, pa, ;zaj, P 2 2 en geheel}l
5) cj < max {cl + pey | k #3, L #3, a, + pak;aj, P21 en geheel}.
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In sommige algoritmen (b.v. rugzakalgoritmen van Gilmore & Gomory) is
dominentie tijdens de uitvoering van de élgoritme gemakkelijk vast te
stellen; in andere is dat niet mogelijk en.moet men zich ertoe beperken
om voeraf eenvoudige vormen van dominantie na te gaan. (branch-snd~bound
rugzakelgoritme, rugzakalgoritme van Hu) en eventueel ingewikkelderv
vormen tijdens de uitvoering (rugzakalgoritmen van Hu).

De voor deze controles benodigde tijd is meestal gering in verhouding

tot de totale rekentijd of de verkregen tijdwinst.
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APPENDIX B: Testproblemen

Bij het testen van de procedures van appendik C zijn 4 series testpro-

blemen gebruikt. Een probleem wordt aangeduid door probleemnummer E-n-p:

- de letter E identificeert de serie;

- n is het aantal variabelen van het probleem;

- p is een getal dat problemen met verschillend rechterlid in de-
zelfde serie E en met hetzelfde aantal variabelen n van elkaar

onderscheidt.

Tabel 4 beschrijft de manier waarop de problemen gegenereerd zijn en

geeft enige karakteristieken van de series. (zie app.B 2)

Tabel 5 geeft de grootte van het rechterlid b van de bijvoorwaarde,
waarboven de rugzakfunctie R(b) periodiek is, zoals bepaald door algo-

ritme 4 van appendix C.

TABEL 5: PERIODICITEIT VAN RUGZAKFUNCTIES

ERIE
A B C D
. n
10 92T
25 658
250 19 815 2289
500 29 970 5963
1000 26 350 | >11000




TABEL b:

KARAKTERISTIEKEN VAN TESTPROBLEMEN

Serie A Serie B Serie C Serie D
n 250-500~1000 250~500~1000 250~500-1000 10=-25
P 19-25-50 01-05 11-21 8- 10~-20-40-60
a, <5 + 2Ot*>A J+ 15 3j+8, j oneven 100 +
J 3347, J even
v 1.001 :
c. < 50042000t >/100 < aj(100+fn(b—-5)) > < 10035 >/100 100 + 2]
d
100
19 =1
® {stsnp/woo]w. p#19 pay * < pa,/10 > pey
min a, 5 16 11 101
J
a. dicht opeen, verschillend verschillend, met | verschillend
J deels gelijk ‘ grotere intervallen
dan serie B
c./a. veer sterk variérend variérend a.'001 stijgend van 1
3773 , J tot 14n/(100+n)
b/max a. 1 , =19
. +.
j 9 { .006np, p#19 1Y p/10 p/(1+.01n)
dominantie || zeer sterk: 1 82 % sterk: + 30 geen geen
niet-gedomineerde niet-gedomineerde
varisbelen variabelen

"% t is de waarde van een aselecte trekking uit een homogene 0-1 verdeling

A<y>c=

p—

[y+.5]

v fn is zo bepaald dat in elk probleem van serie B + 30 niét-gedomineerde variabelen voorkomen

0t
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APPENDIX C: ALGOL-procedures

10

Rugzakalgoritme

. Rugzakalgoritme

Rugzakalgoritme

Rugzakalgoritme

van Hu
van Nemhauser
van Gilmore & Gomory 1A

van Gilmore & Gomory 1B / Shapiro & Wagner

Knapzaekalgoritme van Hu

Knapzakalgoritme van Gerhardt

Branch~and-bound rugzakalgoritme

Branch~-and~beund knapzskalgoritme

Branch-and-bound knapzakalgoritme van Greenberg & Hegerich

Branch~-and-bound algoritme voer rugzaekproblemen met bovengrenzen
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57
58
99
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
B6
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
200
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
i15
116

A 71049.30 BJLAGEWES ) 2 1. Rugzakalgoritme ven Hu

BEAL BRQEEOMRE RUCKSACKDR{N,CyA,B,X)} _
VALUE N,B) LNIEGER N,E;} REAL ABBAY ¢ INIEGER ABRAY A,x’
BEGIN  LINIEGER J. Ky AJy Y, AMAX} REAL CJ, RY} .

. INTEGER ARBAY PI4IN}, 1{0i8); aARRAY R[Q:8), of1in)}

PBRSEDUBE SORTP(LO,UP)J MALUE LO,UPF; INIEGER LO,UP}
1 TER? LE up>Loel IUEN
BEGIN LNIEGER M3 Jie PILOJ; Cyim Qly)l Mim Up;
- EQB Ki= Lo « { SIER 1 UNTLIL W pQ LE alep(K)) § cv THEN.
BEGLN EQR M1z M SIEE =1 UNI{L K DO LF Q[RIM)) ¥ cJ THEM

BEGLW Yir PIK]p P{KJ:m PIMI} PCMIis Y3 Mis M.=» 1} GOXQ NEXTK :Nax

Mi= K = 13 GQIQ IN}
NEXTKS  ENDS

INS P{LOYI= P(M]; PIM)I®E U} LE'M » LO > UP = M THEN
BEGLN SORTP(M ¢ 1,UP); UPI® M - 1 END ELSE

' BEGLN SORTP(LO,M = 1)} LOIm M + 1 ENDJ 60In ITER

END - ELSE

LE upsLo IHEN

"BEGIN  KEm PILOJ; Jiam PLUPIS
LE QUK < Ofu] ZIWEN BEGLIN PIlLOYt= J3 PLUR)i= K ENQ
END
SORTP}

EQB Yi=s B SIEE =1 LUNILL 0 DQ RIY)is® 0} AMAX:=z (3

EQR Ji= N SIEE =4 WUNTIIL 1 RO LE AlJ) > 8 IHEN x(uli=s 0 ELSE

BEGIN Cuim ClJl} AJi= ALV XIJli= 03 LE AJSAMAX IHEN AMAX!= AV}
¥ lE R{AV)<CJ IHEN BEGLN RIAJIt= CJ) |tAJJn- J ENR

(41

cJtz 03 Niz 03

EQR AJtm 14 STER 1 UNIlL AMAX DO LE RIAJ) > €y IHEN

BEGLIN  Cutez RIAJID LE I[AVI=>0 IBHEN .

BEGIN Ni2 Ne¢ij Jts pPINII® [[AJ)) QIJIi8CU/AJ; RIAJ) 12 03
vis AJ} RY!s CJe+CJ} EQB Yi® veAJ WHILE YsaMAX BB
1E R{YI>RY THEN RYi1= R[Y]+CJ BLSE
BEGLIN RIY)te RY; RYIs RY+CJ} 1{Y1i= 0 ENQ . i

ENR

(411

SORTP(1,N)}

EQR vi= AMAX SIEE =1 UNILL 0O DO R{Yl:= 03

EQB K:p 1 SIER 1 UNILL N QRO

BEGiN Jig p{K)y €yis Clu}s Avim AlJIIS
LE RTAJ] ¥ CJ IHEN EQB Yvi= Ay SIEE 4 UNTIL B RO
LE RIY = AJY + CJ-> RIY) THEN BEGLIN REYJi® RIY = AJ) .+ CJ} 1EYYtm J ENS

END)

RUCKSACKDPic R[B)} L

EQB vi= 0, v + 1 HHILE R[Y) & O RQ 1{Y)t= O} .

EQR Ji= 1[B) WHILE v >.0 DR HEGLN X{u)i= X(J) + 1} Bi®m B.e AlJ) END
END RUCKSACKDP}

41

gt
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117
118
119
120
121
122
123
124
.25
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161
562
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176

A 7101J.30 BJLAGEWES 3 2. Rugzakalgoritme van Nemhauser o 4

REAL PROCEBURE RUCKSACKDPNEM(N,C,A,B,X)])

YBLUE N,BJ INIEGER N,B’ ABRAY €} lNIhGﬁB ABBAY A, X} -

BEGLN  AINTEGER Ad,AMAX,NEXTA,Y, INDEX,J,K,N1,B17 BEBL CJ,RY, INF, NP2}
LNTEGER ARBAY P{1iN,i, Nathu 8+1]) ARRAY R(01B*1),QlL:sN1s

PBOGEDURE SORTP(LO,UP)J YALUE LO,UR; INIEGER LO,UP} '
I TERS LE UP>LO+] IHEN ' -
BEGLN  UNIEGER M3 Ji= PILO); cJim Q[J)} Mi= Up; )
EQR Kis LO-+ 1 SIEE 1 UNILL M DR LE QlPiK)) < eu THEN
BEGLN  EOR m: BIEE ~1 UNILL X DRQ LE QIPiMI] 2 cJ THEN'
BEGLN y,. PIK)s PIKIta PIM): PIMIts Y3 Mi= M = 413 60Z0 NEXTK ENBES
Mis K = 13 8QID INJ
NEXTK: ENQ;

IN? PILO) = P(M); PIM)I= U5 LE M = LO > UP = M THEN
BEGLN SORTP({M + 1,UP)J UPiz M =~ 1 ENR ELSE
BEGLN SORTP(LO," = 1)} LOIR M + 1 ENDi &QIn ITER
END ELSE
LE uUP>LO JHEN

BEGLN ki= P{LO)} Jie Fruvl;
. LE QIK! < a{J} IHEN BEGIN PlLOlte J; PLUP):i= K END

ENR *

SQRTP}

AMAXtz 33 EQR vte N SIEE =1 yNTIL 1 RO LE A(J)>B IHEN XtJits § ELSE

BEGLN Cutzm ClJI AUIE AlV) xtJite 03 LE AJ»aMAX THEN

BEGLN EQR AMAX:= AMAXe1 SIER 1 UNILL Au QQ RUAMAX):sz 03 AMAX:m Ad .END}
LE RIAJI<EJ IHEN BEGLN RIAJ):= CJJ [[AUIt= J ENDR

€e

4']-}
cdis 03 Ni= 03
EQR AJim 1 SIER 1 UNILL AMAX DQ 15 RIAJI>CY THEN
BEGLN cuims R[AJ]) LE [[AJ)>0 THEN

BEGLN NI® N+1; Jiz PINJt® ([AJ]} Q@LJIE=CU/AJ; RIAJ)Es O} ‘

Yi® AJ; RY!a CU+CJ} EQR YiI® YeaJd WHILE YSAMAX DO X

LE RIYI>RY THEN RYI= R[Y]+CJ ELSE o .
BEGIN RIYJta RY; RYi= RY+CU} 1LYJi= O END

ENQ
413}
SORTA(1,N)} 1{0)Jte 03 Bliz Beiy NEth01!= Bl Rl511!= INP1e w6005 RCOJI® 0) INP2im w5003
EQR xi= 1 SIEE 1 UNILL N QO .
BEGLN ,d1= PIK)3 AJi= AlJd)3 cut= QL1
LE R{AJ)2CJ IHEN GQTL NEM7) INDEXI=.0j NEXTA® NEXT(O0}; v.s Ad}
NEM1: RYIE CJsR{Y=AJU]} LE RY<A[NEXTA] IWEN GOIQ LE Y<NEXTA THEN NEMJ ELSE NEM6S
NEM2: 1E NEXTA<Y IHEN INDEX:= NEXTA3 NEXTA:m NEXTINEXTAl; .
LE RINEXTAISRY THEN GQIQ NEM23 LE Y2NEXTA IHEN GQI0 NEM6S
NEM3: N1tz NEXT{INDEX]; LE Ni»Y IWEN GOIQ NEM5;
NEM4: _ Nita NEXTINI}; LE Nigy THEN QIR NEM4) ..
NEMS ¢ NEXT{Y)iz N1; NEXTLINDEXIi® INDEX!s vy R{Y}iz RY; 1[Y)ts ¥}
NEM6 2 Yi® AJ*NEXT{Y=AU]3 LE Y4B IHEN GQIC NEM1}® C
i€ R(NEXTA)slNFa THEN
EQB. NEXTAI® NEXTA,NEXTINEXTA] YHILE RINEXTAISINF2 BQ INDEX:= NEXTA} NEXT{INDEX)i= Bgj

NEMT7:
END J3
RUCKSACKDPNEMI= REINDEX]}
EQR Ji= I[INDEX) HWHILE J’ﬂ RO BEGIN x{vJliw X{Ul+1s [INDEXtm INDEX=A{J] ENB
ENR RUCKsACKDPNEM)
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277
78
179
.80
~81
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
298
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232
233
234
235
236

A 7101J.30 BJLAGEVWEG . 4

BEaL BROCEDURE RUCKSACKDPEGLIA(N,C,A,B,X)}

3. Rugzakalgoritme van Gilmore & Gomory 1A

YALUE N,Bs INTEGER WN,8) ARBAY C; INIEGER ABRAY A,X)

BEGLN INTEGER Y,AJ,AMAXBMAX,ARC,J,N1 BEA&L
INTEGER ABRAY PIL:N]},AP[1iN«1},11018]

EQB v:= B SIEE -1 UNIIL 0 RQ RIY):im 03

EQR Ji= N SIER =1 UNILL 4 RQ

BEGLN Cuts ClUIb Aut= AlUY; xTJit=
LE LE AJ<B IBEN CJU>R(AJ! ELSE
BEGIN RUAV}iz CJU; tlaglts JaN

END}

EQ8 v:= 1 SIEE 1 UNILL 8 QO

LE RIYISRMAX JHEN 1{vli=s 0 ELSE

BEGLN RMAXt2 RIY); LE FUYI>N IHEN
BEGLIN PINLli= T[YYeNn; 1lYIi=
AMAX = Ye¥} LE AMAX>H IHEN AM
EQOR ARCiz Y+AP[J] WHILE ARCSA
LE RMAX+CP{JISRLARC) THEN Ji=
BEGLN R[ARC):i= RMAXeCPIJ}} I

ENDS

EQR Jis 11B) WHILE J=0 RQ Bis Bal} RU
EQR Bz 8,B=A(J] HHILE B8>0 QU BEGLN J¢
END RUCKSACKDPGGLA;

CJ,RMAX}
} ABBAY cplLIN],R{01B)}

RMAXt= 03 Nii= 13

0; .
EALSE IMEN
ENQ

N1} APINL)tm v CPINi]!= RMAX}) Nits Nisys APtnilzn 8. .END}

Axtz B Js= 11 .

MAX RO .
J*1 ELSE

ARC)i® Jj Jis Jel ENR

CKSACKDPG61A3= RiBY;
= pLTIBIYs x{ulis x[{J)l+1 END

44

#e



150872-174 A 74019.30 BJLAGEWEG 5 L, Rugzakalgoritme van 41

ggg Gilmore & Gomory 1B / Shapiro & Wagner
239

240

241

242

243

244 BEAL BRQCEDWRE RUCKSACKDPGG1BSW(N,C,a,B8,X))

245 VALUE N,B) INIEGER N,B) ABBAY C; LNIEGER ABBAY A, X3

246 BEGLIN ANIEGER Y,AJ,AOPT, BMAX,ARC, U, 1Y, 11,NL,AP14} BREAL CJ,COPT,RMAX}

247 luIEGEB Aeaex PliiN+1]), AP!O'N*i!.IIO B)} ABRAY CPILiIN),R(0:B]}

248 EQR viz B SIER =1 UNTLL 0 0O BEGLN R(Y]i= 0 [{¥)is O ENDS

249 copT:= RMAXte 03 ACPTIz HMAX:= N}

250 EQR Jiz N SIER -1 WNTLL 1 DO ) . v
251 ' BEGLN  Guis ClJI¥ Avi=z ALJIs XTJli= 03 LE LE AJSB IHEN CU»R[AJ) ELSE EALSE IHEN
252 BEGIN  RIAVII= QUi 1 [aJIt® UeN} CQJis CJ/AJS LE CJ>COPYT THEN }
253 BEGLIN LE AOPTHBMAX IHEN BMAX:m AOPT; COPTia CJ3 AQOPTy= AJ ENR ELSE
254 LE AJ>BMAX THEN BMAX:= AJ

255 ENDR

256 141

257 COPT:m R{AOPT]; Pf1}t= 1[AOPT)=N} Nitw [[ADPTYim 15 1[{0)ir N+l

258 . .

259 FOR vi= 1 SIEE 1 UNILL BMAX 0Q

260 1E R{YIgRmMAX IHEN 1lY]3= 0 ELSE

261 BEGLY  RMAX:i® RIYI; .1¥ia I[Y}: ARGiz Y+AOPT; ‘

262 1E LE ARCE® THEN RMAX+COPTRR{ARC) ELSP EALSE IBEN

263 BEGIN RIARC]t= RMAX+COPTJ) 1[ARC)!E 4; LE ARGzBMAX IHEN

264 EQR 11:= 1, 1[BMAX] MWHILE 114 RQ BMAX:s BMAX=y

265 ENDJ

266 LE 1Ygl THEN GOIQ NEXTYS LE 1Y>N THEN

267 BEGLN Ni3= Ni+l; PIN1lts 1¥=N; fvim I[y)s= NL} AP{NLJtx Y} CPIN1)t2 RMAX END?
268 Agis APLIYY: 11%ts Ivels APIL:i= Ap[I11); AP[11lis B} Jis 23

269 EQR ARCIz Y+AP[J} WHILE ARGSB DQ

270 LE RMAX+CPIJISRIARC] THEN Jiz J+¢1 ELSE LE 1lARC=AJ}=J THEN

271 BEGLN RUARCIts RMAX#CPIJ); ITARCII® {432 J3 Jiz Jei ENO ELSE Ji= J*i;
272 LE 148ty IMEN BEGLN aRCi= ¥Y+AP{11)} LE ARC>BMAX IHEN BMAX:= ARC} e Yyl ;un; .
273 Apll1)i= API1;

274 NEXTY?

275 1Y}

276

277 BAGK: 1E BMAXeAOPT28 IWEN COPT3z 17 ELSE

278 BEGIN X[P[1))t= (Yiz (B=BMAX)JAOPT) Biu B»lYsaoPT} COPT:z |Y4CoPT ENDJ

279 EQR 1yte [[8) WHILE 1Y=0 DO B:= Bwi} RUCKSACKDPGGLBSW:z CORT + RI{B)}

280 LE B>0 IHEN EQR Bi= B,B-AlJ) wHLLE B>0 RO BEGIN Ji= PLLIB8])5 XIJ)t= X{Jlai END
281 END RUCKSACKDPGGLBSW;

282

283

284

285 o ;
286

287 .

288

289

29¢

2v1

292

293

294

295

296

Ge
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357
358
359
360
361
362
363
364 BEAL PROCEBYUBE KNAPSACKDPEER(N,C,A,B,%)}
365 YALUE N,B) INTEGER N,B; BEAL ABBAY €3 LNIEGER. ABRAY A,XJ
366 BEGIN  REAL Cuy LNIEGEB AJ,J,V0; .
367 INTEGER ARBRAY P{1iN];1{0:8)7 ARBAY K[=11LE B2N IMEN B ELSE NI
368 :
369 PROCEDURE SORTP(LO,UP)} YALUK LO,UP; INIEGER LO,UP}
370 {TER: - LE UP>LO+1 THEN
371 . BEGLN  INIEGER M3 Ji=z RILO)3 CUim K[J)) M= Upj
372 EQR J0:= LO+1 SIEE 1 UNIIL M Do LE KIP{JO})sCy THEN
373 BESLYN EQR M3z M SIEE =1 WNIIL JO 0Q LE K{PIM)}12CJ THEN .
374 BEGIN AJts P[UB); PLJU01:= PIM); PIMItz AJ; Min Mel) GQTQ NEXTJO ENQ)
375 Mi=z J0=11 6QIQ N}
376 NEXTJU0¢ BND3
377 iNg PiLOli= PIM}; PIM]I= J) LE M-LO>UP«M JTHEN
378 SEGLN SORTP(M+1,UP); UP!I= M«l1 END ELSE
379 BEGLN SORTP(LO.M=1); LOI= M+i ENQ} §0IN ITER
380 END ELSE
361 LE up»LO IHEN
382 BEGLN ° J0t= PILQYs Ji= PLUP)S LE K{JpY<k{J) IHEN
383 BEGLN PLLO):s J1 P{UP)I= JO END
384 END
385 SORTR;
386
387 INTEGER BRQGEDUBE KNAP(N); yalLUE N} INIEGER Nj
388 BEGIN  INIEGER v,v,J0,BMAX} REAL KY3
389 BMAXt® 03 K{0]:= O3
390 EQR J0:= % SIER 1 UNTIL N DO
391 . BEGLIN  Ji® PlJO)3 Cui= C[J); AJim A[Y]} LE BMAX<B IHEN
392 BEGLN  KYi= K({BMAX); Ji= I[BMAX]} YiZ BMAX) : s
393 BMAX = BMAX+AJ} LE BMAX>S ITHEN BMAX:= 33 ) .
394 EOR vi= vei SIER 1 WNT1L BMAX DQ BEGLN KIY):mw Kyy ily)is v ENQ
395 ENR; . . :
396 yis BMAX} LE Y2AJ IHEN
397 EGB KYix Ki{v=Au)+CJ WHILE Y2AJU RQ
398 LE KYEKIY] TWEN Yi® v-1 ELSE
399 BEGIN K{Y1ta kys t{¥]te J03 Y3z Y=l END
400 EnDs
401 LE BMAX«<B IHEN Biz BMAX3 KNAPiIs ([B) - -
402 ENR KNAP}
403 ) N
404 Jiz N} Niz 0; EQB Vvi= J QIEP -1 UNIIL 1 DR
405 BEGIN  Aute AlJ]) Cul=z GIJYs X(Jli= 0 LE AJSB » Cu>0 THEN . . . _
406 BEGLIN Nt= Nelj PINJ:m J3 K{Jlts CJ/Z7AJ END
407 ENDJ )
408 SORTP(4,N)}
409 .
410 ®NAP{N)} KNAPSACKDPGER:= K[A)ls NIz N+lj
411 EQR B:= B,BaA[J] WHILE K[BIsy DQ ) ;
412 BEGLN JOi= 1{8)) Ni= LE JO<N THEN JO ELSE KNAP{N=1); Js1w -pINJ3 x(J)t= 1 ENO
413 ENR KNAPSACKDPGER}
414
415

416
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57
EY
Y
60
61
62
63
64
oz
bHe
67
66
uY '
70
71
3
2] RE&L BBOCEDURE RUCKSACKBBIN,C,A,8,X);
74 YALUE N,B3 INIEGER N,8; BEAL ARRAY C; INJEGER ARRAY A,Xx!}
;? BEGIN gEAL €k, RY; LNIEGEB VsK,Y,AK,TP,TK; LNIEGER ARBAY P{1:N}]}
4]
;é pEGIN  ‘REAL ARRAY Qli:N]), R.1:R}; INIEGER ARRAY I(1:B)3
79 PRUCEDURE SCRTP(LO,Ur); YALUE LO,UP; INTEGER LO,UPs -
80 ITERS 1E VP > LO + 31 THEN
31 3E§_L&' ‘LN]',E;,EB M; Ki= PLLO); cK:= Q[K); Mis Ups
82 ) EQR Jt= LO + 1L SIER 1 uNIIL M QQ LE QIm{J}} ¢ CK IHEN
83 BEGLN  EQB mMi= M SIER -1 UNILL J DQ Lf QlPIM]) 2 CK THEN
64 ’ BEGLN Yi= PlJ); PlUli= P(M): PLMItz Y3 MI13 M « 13 GOTQ NEXTJ END3
B Miz U = 13 GOIO N}
gb NEXTJY! END
a7 ING PILOyt= PIM)3 PIM]}3= K3 LE M = LO > UP « M THEN
g% BEGIN SORTP(M + 1,UP); UPi= M - 1 END ELSE
8y BEGLW SARTP(LO,M = 1) LOI= M + 1 END: GQIQ 1TER ,
90 ENR SLSE : *
91 . LE UP > LO THEN
92 BEGLN Ktz p{LO]; Jis PLUP);
92 LE A{K) < Q[J] THEN BEGLIN P{LO}:ax U3 PLUP)rs K END
94 ENR ’
95 SORTP
3
w7 TPiz 05 EQR Ki= N SIER -1 UNILL 1 DQ LE A(K) > B IHEN x(K):= O ELSE
1] BEGLN CKiz= C[K}; AK!= A[{K]; xlkl:= 03
9% L1E AK>TP  TuEN SEGLIN EQB TPi= TP+) SIEE 1 UNILL AK RQ R{TP)t= g3 TP:= AK ENOJ
1006 LE RIAK] < CK THEN BEGIN R[AK]:= CK; |[AK)t= K END
inl ENR: . .
{42 CKis 03 Ni= 03
G EQR AK:= 1 STER 1 uUNIlL TP DO LE R{AK) > CK IHEN
e BEGLY CK:=z R[AK}; LE 1[AK] > 0 IHEN
T BEGLN Niz N o+ 15 Ki=z PINJiIz y[aK])s G(Kl.: CR/ZAKS
ioé Yiz ki RYIS CK + CK; FQR Yiz v + AK WHILE Y ¢ TP [*1Y]
o7 lE R{Y] > RY IHEN RY:= R{Y] + cK ELSE
108 BEGLIN RIY}i= RY; RYiz= RY .+ CK} I{Y)t= 0 END
1Y ENQ
1.0 ENQ:
1l - SQRTP(1,N)
112 END DOMSORT;
jid
P14 sEGlN REAL ARRAY CP, QP[1:n]; LNIEGER ABBRAY AP, MINAP, RP, RK, XPRP; XKRKI[1:N)3
R A-]

ite - EBQCERURE RUCK;

g¢<
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117 BEGLN BOQLEAN POK; REAL €PK, GPL} INTEGER APK, XK, L3}

118 CPK:= CP[K): APKi= API[K]};

L1y vizs B i APK; XKiz LE K =2 N v 8 =Y # APK THEN «1 ELSE (B = MINAP{K])ZAPK .= ,499999

iac LE ¥ > XK IHEN

121 BEGLN Ryi=z v » CPK; LE RY > ¢K IHEN

ide BEG.LN CKi= RY; TP:= TK + 1; RP{TPliz K; XPRPI{TP]iz vy}

123 EQR Jyi= TK SIEP -1 UNIIL 1 RQ BEGIN RPILJUIt= RKlJ11 XPRPIJ]I= XKRK{J) END
3124 END;

145 LE XK <.0 IHEN 60IQ oOyT

126 ENQ3

127 Liz K + 15 QPLi= QP[L); POK:= XK > 03

128 LE POK IHEN

129 BEGIN CKiz CK = XK & CPKj Bi=z B = XK # APK3 TK!= TK % 1} RK(TK1?1a2 K3 XKRK{TKI!= XK .END;
130 ' ING " LE B % QPL > €K IBEN

131 BEGLN Ki= L3 SQR Ji= K WHILE B < AP[J) DO Kia J + 13

132 LE K = t. IHEN RUCK ELSE LE B # QP(K) > CK 'THEN RUuCK;

Lys LE POUK THEN

134 BEGLN XK= XK =~ 13 POKi=z XK > 03 :

5 CKi= CK + CPK; Bi= B * APK; LE POK TIHEN XKRK[TK)}:® XK ELSE TK!= TK =« 1}
15¢ €0IQ IN

137 ENR

138 ENQ ELSE

159 1E POK IWEN

140 BEGILN CKiz CK + XK & CPK} B:= B + XK # APK; TKi:z TK = 1 ENDS

141 QuUT? :

142 ENR RUCK:

14¢ Yiz 7% EQR vis N STEP ~1.UNIlL 1 RO

145 BEGIN Kiz PLJ); CP(JYi= CKi= CIK]; AplJ)t= AK:=2 A[K]):

146 QP[JYli=s CK/AKY MINAPIJ)i= Y3 LF AK<Y IHEN vi!= AK

147 ENQ3

14k TKiz 03 CK:= 03 K= 313 RUCK; RUCKSACKBR!=z CK3

149 EQB vi= TP SIEE -1 UNTIL 1 0O X{P[RP{J1]lte XPRP{J]

134 ENQ BB ) .

141 EMD RUCKSACKBE: S 4

6¢
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224
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245
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REAL ERQCEQURE KNAPSACKBB(N,C,A,B,X);

YALUE N,Bj

BEgLy

INIEGER N, 85 BEAL ABRAY €3 IMIEGER ABRAY A, X}

REAL CK,CF,LB3 LNIEGER V,K,AK,TP,TK; INIEGER ARRAY P[L:NI}

aEkaly ‘BEAL ABBAY Q{liN};
BROCEQWRE SORTP(LO,UP); YALUE LO,UP; INIEGEB .Lo,uP;
ITERY 1E UP > LO + 1 THEN
BEGLIN- ANIEGER M; Kis P{LO); cK:i= Q[K); Mi= Up;
EQR vi= LO + 1 STER 1 UNILIL M DO LE QlPlJ)) s €K IHEN
BEGL EQR M:= ™M SIER =1 UNILL J RQ LB Q(PiM)) 2 CK T
BEGLN TP:= P{U}; PlJ)i= PIM]s PIM]It= TP; Miz
Mis g =~ 13 GQIQ IN3
NEXTJ:  ENDRS
Nt PtLOji= P[M]; P{M)i=z K; LE M = LO > UP « M THEN
BEGLY SORTP(M + 1,UP); UP:= M - 1 ENR ELSE
BEGLN SORTP(LO,M = 1); LOi= M & 1 ENDR; G0I0 ITER
ENR LSk
LE uP > LO THEN
pESLY Kis P{LI); Jis PLUP];
w0 iE a‘xl < Q{J) IWEN BEGLN PILO}sx J; P{UP]i= K ENR
E
SORTP;
Ki= Nj N:= 0F EOB Kis K SIER -1 uUNILIL 1 DO
BEG.LN X{KJi= 0; CK:iz CIK); AKi= A{K}; L1E CK 5> 0 ~ AK g 8 IMEN
BEGLN Ni= N+ 13 P[N)Ia Ki Q[K1!= CK/AK END
ENR;
SORTP(1,N)} Jiz N « 3 - -
. END SORT;
pEelN ABRAY CPI1IN],QP{1tJ]}s LNIEGER ARBAY AP[1:Jl],XP,XK,MINAPLLi:N)}

BROSEQURE KNAP(BK,CK,F)t VALUE BK,CK,F; INIEGER BK,F: REAL CK;
BEGIN INIEGER APK,L3 REAL CPK3} ) o

TKis TKels Lz Ke+l; LE Fal IHEN GOIOQ BRANCH3I Liz Le+i;
NEXTK: FOR APKi= AP(L) WHILE APK>BK Qo L= L#ig

LE CK+BK#QP[L)<LB IHEN GOIQ OuTs Ki= Fi=z L;
NEXTF: £QR APK:= AP(F) WHILE APKSBK DD

BEGLN BKi= BK~APK; CKt= CK+CP([F]; Fi= F+1 ENR}

CFi= QP[F)I#7K; LE CK+CFSLB IHEN GOTIQ OUuT;

Li= L+l LE <FgN IBHEN

BEGLN LBim CK: TPz TKaFel;

EQB u:= TK=1 SIEER -1 UNILL 1 RO xP(J)ia XK{J}}

8. Branch-and-bound knapzakalgoritme

85

M- 13 GOIQ NEXTJ END}

on
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241
242
243
244
245
246
247
246
24y
200
25.
252
253
244
2nh
296
257
258
259
249
261
262
263
o264
765
26%
267
256
269
370
271
272
273
274
275
270
247
278
279
240
2b1
282
28
2y4
285
286
287
2v8
269y
290
291
292
293
29y4
29>
296
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gND
EDNR KNAPSACKBB;

5

END EQR uyi= F-L SIER =1 UNTIL 0 DQ XPITP~J)i3 K+J} GQIQ OUT
’

BRANCH:! XKI{TK]i= K; APKiz AP{K)} CPKi= CPIK); IE F>L TWEN

BEGIN Ki= L3 KNAP(BK,CK,F); Ki= L}
BK i3 BK+APK; CKiz CK~CPK; .
GQIQ LE CK+BK#QP{F)>LB IHEN NEXTP ELSE OUT
ENO;
AKi= BK~MINAR{KY} LE AK20 IHEN KNAP(BK,CK,x) ELSE
LE CKgLB THEN ©QIQ LE AK+APK20 IHEN BACK ELSE oUT .ELSE
BESLIN EQR ut= TK SIEE -1 UNTIL 4 DO xPlJ)i= xK(J]3
WBiz CK! TPisz TK; LE AK+APK<O THEN GOIgQ OUT

ENQ;
BACK BK:= BK+APK; CK!= CK=CPK; GQID NEXTK;
ouTs TKi= TK=1
END KNAP;
QrlJylt= us TP:=z AP{Jj12 L7}
EQR Ji= N SIEE -1 Uyrlt 1 R
BEG.N Ki= PlU}; CPyg)r= CKiz C{K]} ApPlJlt= Ak:=s AlK);
QP [JY)i= CK/AK; MINAPIU)l=z TP; JE AK<TP THEN TPz AK
END; . . -
Leiz Kiz =1; TKi= 0}
LE N=0 IHEN TP:= 0 LCLSE KNAP(B,0,=1); KNAPSACKBB:i= LB}
EQR Ji= TP SIEE -1 U

WIlL 1 Q0 X{PIXP{Jy)l)t= 1

88

L



200772~220

297
2938
29y
3y
3l
32
3ud
34
3uz
Jue
Su7/
Juy
Suy
b
$12
312
3138
314
-]
316
3.7
31d
3.9
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A 7101J.33 BJLAGEWEG 6 9. Branch—and-bound knapzsakalgoritme

van Greenberg & Hegerich

BEAL BBQCEQURE KNAPSACKBBGH(N,C,A,B,X); .
YALUE N,m; INIEGER N,B; REAL ARBAY C; LNIEGER ARBAY A,x}

BEG.N

BEAL LB8,CJUs0PJ; INTEGER H,JU,K,AJ,APY,BJ,TP; LNTEGER ARRAY PI{1tN};
BEGLN  REAL ARRAY QU1IN]:
BROCERURE SORTP(LO,Ur): VAWWE LO,UP; INTEGER LO,UP;

1 TER: 1E UP > LO + 1 THEN _
BEGIN LNTEWER K3 Ji= PILO); @PJi= QlU)s Kiz yP}

EQR Hi= LO « 1 GTER 1 UNILL K DO IE Q[A(H)) ‘g QPJ THEN
BEGLN  EOB Ki= K SIEP ~1 UNTIL H DO lp O(PIK)] .2 QPJ THEN

8s

BEGLN TP:e P[WI; P[H)i= PIK); PIK]:i=z TP} Kiz K = 13 GOTQ NEXTH END}

Kiz H = 1; €QTQ IN}
NEXTH: ENDR? .
1'H PILOjt= PIK); PlK)i= J; LE K = LO > UP = K IHEN

BEGLN SORTP(K # 1,UP)} UPi= K ~ 1 ENR ELSE
LEGLN SORTP(LO,K = 1)3 LO!= K + 1 END; GOIQ I1TER
ENR ° ELSE
1E vP > Lo THEN

BEGLN Hi= p{LAT; Jiz PLUP];
2 LE QiH) <. Q[Jy] IHEN BEGLN PILOYI= U3 P{UP]:= H END
Ed

SORTP}

Jt= N3 Ni= 03 EOR Jis o STER -1 uNELL 1 DO o
BEGLIN  CJi= ClJIs Avi= A[JI; LE CJ>0 o AJSB IHEN

END3
SORTP(L,N)
END *SORT;

BEGLN  INTEGER BFREE; ARRAY CPO:IN],QP[L1:N); INIEGER ABBAY AP,XP,XK,MINAP[O:INY}

BRQCEQURE UPDATE(K,CK); YALUE K,CK3 LINTEGER K; BEA&L <K
BEG.LN EQB TP:= N SIEP =1 UNILL 1 QO XP{TPl:x= XK(TP}; - _
: TPtz Kj LBI2 CKépn?

ENRS

BROCEDUSE KNAP(K,BK,CK)t YALUE K,BK,CK; LNIEGER K,BK: BEAL CK}
BEGIN INJEGER APK: Xk{K]#= 0; LE MINAP[KISBFREE IHEN
BEGLYN BJi= BK3 CJdi= CKJ}
EQR ui= K+1 SIEE 1 UNTIL N RQ LE XK{JJawi 'THEN

BEGIN NIz N+aj; PIN)tz J) QlJ]iz CUZAJ ENQ ELSE X{JJi= 0

e
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35y
364
RS
3ue
351
254
365
Iot
Is7
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N0

BEGIN  APJi= AP(JI1: LE APJ2BJ THEN
BEGLN  LE CusoP(u)eBJ<lB THEN GQIN RIGHTS

LE APU>BY THEN KNAP(J,BJ,CJ) ELSE UPDATE(J,CJ+CP[J1)3

6RIQ RIGHT
ENDS
BJiz BJ=APJ} Cyts CJ+CplU}
END
LE Cu>LB IHEN UPDATE(N,CU)
ENR ELSE LE CK>LB THEN VUPPATE(K=~1,CK)}

RIGHT: APK:iz AP[K1; LE APK>BFREE IHEN &0IQ OUT; BK:i= BK~APK} CKt= CKeCP[K]}}

EQR J3= K-l §TE2 =1 UNTIL 1 DO LE XK{JI=~1 THEN
BEGLN BKi= BK+AP([J]} CKi= CK~CP(J}; LE BK20 THEN
BEGLN LE Ck+QP{J)#Br<iB THEN GOIQ OUTS |

LE BK=0 THEN BEGIN UPDATE(JU,CK); GOIQ OUT END;

BFREE!= BFREE=~APK; XK(KJiz 13 WKNAPU(J,BKsCK)3
BFREE!= BFREE+APK; GQIQ OUT )

END
ENR;
oyT!: XK[K}iz =1
ENR KNAP;

CPLU)i= LBi= w=7; AP(0)t= XK[0)t= MINAP{Q)t= =4} BJtz 7} BFREE!=x B}

EPR Hi= N SIEE ~1 UNYILL 1 RD .

BEGLU Jis PIH]; CP(H]I:= CUi= CiJd)s APIH]II= Ayls A{Jls XK(HIiEe w1}
QP{H]lt= CJU/AJ3 MINAP[H]i=z BJ; |F AJ<BJ JHEN BJiz AJ

END;

LE Nz0 IHEN TP3:= 0 ELSE KNAP(0,B,0)

£QR Ji= TP SIER =1 YUNTIL 1 RE X({P{J]]

H
] ABS(XPLJ]):
EQR Ji= TP+1 SIER 1 uNTIL N DQ X{PlJ]

KNAPSACKBBGH T LBww=73
1= LE XPpJl=y IHeN 1 ELSE O

ENR KNAPSACKBBGH;

ef
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459
451
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453
454
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8 10. Branch-and-bound algoritme

voor rugzakproblemen met bovengrenzen

BEAL BRQCEOQURE RUCKSACKUBBB(N,C,A,U,8,X)}

YALUE N,B; INIEGER N,B:

BEalny

BEAL ABBAY C; LNIEGER ABRAY A,U,X’

REAL CK, RY; INIEGER J, K, AK, TP, TK; INIEGER. ABBAY P{1:N];

BEGLN  REAL ARBAY QU1:iN):

BROCEQURE SORTP(LO,up); MALUE LO,UP} INTEGEBR LO,UP}

1 TERS

SORTP;

K:e N3} Ni:= 03 EQB Ki= K SIEE =1 UNTIL 1 0@

BEGLN

END3

JE UP > LO + 31 THEN ‘

BEGLN INTEGWER M7 Ki= PILO); cKi=z Q[KY3 Miz Up}
EQR vi= LO + 1 SIEE 1 UNILL M DQ IE QfPIJ]) g CK THEN
BEGLN  EQR M:iz M SIEP ~1 UNILL J DQ LB QfPIM)) 2 CK THEN

8%

BEGIN TP:= PLJY}} PlUli= PIM]} PIM)i3 TP} Mi= M = 43 GQIQ NEXTJ END}

Mis U = 1} GOID N}
NEXTJ? END3

INE P{LOjz= PIMI; P(M)ic K} IE M = LO > UP = M IHEN
BEGIN SORTP(M + 1,UP); UPt=s M = 1 E£ND ELSE
BEGLN SORTP(LO,M = 133 LOI= M + 1 ENOS G0IQ ITER

ENQ ELSE -

LE uP > Lo IHEN

BEGLIN i= PILO); Ji= PLUP);

] 1E @ik] < G[J] IHEN BEGLN PLOY:s J3 PLUP)i= K END
EN

X[K}i= 05 CK:iz CIK}; AKi= A[{K])}
1E €K > 0 ~ 4K ¢ B ~ U[K) 2 1 THEN e e
BEGIN Nz N « 13 P{NJi= KJ Q[K)ts CK/AK END

SORTP(1,N)} Jiz= N + 3

END SORT}

BEGLN  BEAL ARBAY CP, UPCPIL:NY, OP[1:J); INIEGER ABBAY UPAPI11J), AP, UP, MINAP, RP, RK, XPRP, XKRK{1iN}}

BROCEDUBE RUCK:

BEGLN

BOOLEAN POK; REAL CPK, CM} INIEGER APK, BM, XK, L, M;-

CPK:z CP{K); APKi=z AP{K);

AK:= LE B < UPAP[K] IBEN B % aPX ELSE UPIK]3 )
X€i= LE K = N v B'x AK # APK THEN =1 ELSE (8 = MINAPIK))/ARK « ,499999}
LE AK > XKIYEN ’

T
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BEGLN RYt= AK @ CPKj LE RY » CK IHEN
BEGLY  CKI= Ry} TPi=z TK ¢ 43 RP{TP)i= Kj XPRPI[TPll= AK}
END EQRB. Jis TK §IEP -1 UNILL 4 DQ BEGLN RPLJ)s RK{u)$ XPRP{J]}!= XKRK{J] ENR
. LE XX < 0 IDEN 6QIR out
ENR;
LE XK > AK IHEN XKi= AK} POKim XK > 03
LE POK IHEN
BEGLN CKiz CK = XK # CPK3 Bis B = XK # APK) TKizm TK + 4} RK[TKItz K3 XKRK[TK]i= XK
Miz Li=s K % 13 CMig 03 8Mi= B;
ING EQB AKi= UPAP[M] WHILE BM 2 AK Q@
BEGIN CMiz CM = UPCP{M]; BMi=z BM = AK3 Mi= M # 1 END3
1E BM = QP{M; > CK + CM THEN .
BEGLN HER
LE B 2 AP[K] IHEN RUCK ELSE
BEGLH K:i® K « 13 EOR Jis K WHILE B < AP[J) DO Kix J & 1)
1E B # QP{K] > CK IHEN RuCk
END:
LE PUK THEN .
BEGIN XKiz XK = 13 POK:iz XK > 3}
CKi= CK + CPKj Bi= B + APK; LE POK JHEN XKRKITK}:= XK ELSE TKi= TK = %}
BMi= BM + APK; GQIQ IN
END
END ELSE
LE POK IpEN
BEGLN CKiz CK & XK # CPK} Biz B # XK # APK TKiz TK = 1  END} .
ouT: .-
END RUCK:

9 . . . . 83

Qrluli= 05 UPAP[J}i= TPt= w?; EQR Ji= N SIEE -1 UNTIL 1 DO
BEGLN Kiz PIUY; CPJ)i= QK= C{K]; APlJ):= AKI= A[K); UPIJIt= TKi= UlK]}

ENR;

Ckiz 05 TKi= 03 Ki= 1; RUCK; RUCKSACKUBBBI= CK}
EOR Ji= TP SIEER =1 UNILL 1 RQ XIPIRP[U]))i= XPRP{J]

ENR RUCKSACKUBBS®;

ENRY -

QPlJ]is CK/AK; UPCP{J}ts TK # CK; UPAP[J]tz TK # AK} MINAP{J):e TP3 LE AK < TP THEN TPia .AK

&
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