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1 • INLEIDING 

Probleem: 
n 

maximaliseer I 
j=1 

n 

c.x. 
J J 

( 1 ) onder I a .. x. + y. = b. 
J.J J J. J. ,i=1, ••• ,m. 

j=1 

x. ~ 0 
J 

y. ~ 0 
J. ,i=1, ••• ,m. 

(2) x. geheel 
J 

,j EN. 

Uit de optimale oplossing van l.p.-probleem (1) leiden wij het 

volgende stelsel af: 

(3) -x. = x. -J. J. a .. t 
J.J J 

In dit stelsel stellen de t., jER, de niet-basisvariabelen voor. 
J 

Uit het optimale l.p.-tableau ZJ.Jn de rijen bij basisvariabelen y. 
J. 

weggelaten; voor een niet-basisvariabele x., iERnN, is de rij J. 
x. = 0 - (-1)x. toegevoegd. De kolomvectoren a.= (a1 ., ••• ,a.), 

J. J. J J nJ 
jER, van (3) zijn lineair onafhahkel~jk. 

Als x geheeltallig is, lost x eveneens probleem (1)-(2) op; in het 

andere geval kan x verder buiten beschouwing worden gelaten. In de 

snede-algoritmen wordt daarom aan de voorwaarden van het probleem 

een extra voorwaRxde, snede genaa.md, toegevoegd. i voldoet niet_aan 

deze voorwaarde, maar elke geheeltallige oplossing van (1)-(2) 

voldoet wel. Van het aldus ook uitgebreide l.p.-probleem wordt 

de optimale oplossing x bepaald. Dit proces wordt herhaald, zolang 

de gevonden x·niet geheeltallig is. 

Een snede-algoritme kan als volgt in het blokschema van 

Geoffrion en Marsten worden ondergebracht: 
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De oudste snede-algoritme is voorgesteld door G. Dantzig. De eerste 

snede-algoritme, waarvan bewezen kon warden dat hij met een eindig 

aantal sneden convergeerde naar het geheeltallig optimum, is de 

bekende geheeltallige snede van Gomory. Gomory leidde deze snede 

af met algebraische argumenten. Wij zullen een meetkundige aflei-
' ding van sneden volgen, zoals met name Egon Balas heeft gedaan. 
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2. MEETKUNDIGE AFLEIDING VAN SNEDEN 

X .=. { x !Ax~ b, x ~ 0} is het toegelate~ continue gebied. Het 

continue optimum x op X verschaft informatie over het geheeltallige 

optimum op X : 

1. Elke oplossing van (1)-(2) ligt in de kegel C, gedefinieerd 

door t. ~ O, j € R. 
J 

2. ex is een bovengrens voor elke toegelaten oplossing inc, 

omdat (1) een relaxatie is van (1)-(2). 
3. De relatie tussen de oorspronkelijke variabelen x en de niet­

basisvariabelen t wordt gegeven door stelsel (3). Uit (2) volgt: 

x - l a.t. = 0(mod 1). 
jER J J -

We brengen een snede aan door een hypervlak te trekken door den 

snijpunten van de extreme stralen van C met een willekeurige 

verzameling D, die x in zijn inwendige heeft. 

Definitie: Een convex buitendomein Dis een gesloten convexe 

verzameling met x € int D. 

Notatie: int Dis het inwendige van D; bd Dis de rand van D. 

-
X 

Le1ro;na. 1: Door de snijpunten a.-= x -X.a., j € R van de stralen 
J_- - J JJ 

u - x - A.a., A• ~ 0, j€R, met buitendomein D gaat een 
- J J J 

hypervlak H met vergelijking 

(4) I x:1 
t. = 1, 

j€R J J 
met x t. H. 

Bewijs: Omdat XE int D volgt A• > 0 voor het snijpunt a,. van uj 
J J 

met bd D. Deze n snijpunten definieren een vlak o.g.v. de lineaire 

onafhankelijkheid van de 

wordt a.k gegeven door 

kolommen a .. In niet-basisvariabelen 
J 

t. =[ Xk , j=k 
J O , j:;fk, 



m.a.w. ak voldoet aan (4). X met coordinaten tj = o, voor alle 

j ER, voldoet niet aan (4). 

Opmerking: In de oorspronkelijke.variabelen luidt de vergelijking 

van H l p.x. = p0 , met 
jEN J J 

{ 
I - -1 · L a .. 

iER i iJ 
p. = 

J I - -1 L b. - 1 
iER i i 

, J > 0 

, J = 0. 

Stelling 1: Als x EX wordt afgesneden door de voorwaarde 

dan X € int Dn H-. 

- -1 --A. t .:2:1, 

Bewijs: x E H-. Als XEX wor,dt afgesneden, dan x E C n H-. 

C n H- is bevat in de convexe omhulling van x, a
1

, ••• , 

conv( x,a 1, ••• ,an ), zodat xis voor te stellen als 

J J 

a , 
n 

x =µox+ .l µ.a., met µo + l µ. = 1, µ. :2: o. Als µo=O, 
JER J J jER J J 

dan XEH. Daaruit volgt O < µ0 < 1 voor x#x. 
als x =µox+ (1-µo)w, met w = (1-µ0)-

1 .l 
JER 

xis te schrijven 

µ.a.EHnD, 
J J 

o.g.v. de convexiteit van D. Dan x E int D, omdat x E int D 

en w E D. 

Definitie: De snede - -1 A. t. :2: 1 heet geldig als xEH- en elke 
J J 

+ oplossing x van (1) bevat is in H; de snede heet 

S-voorwaardelijk geldig (of een aftelsnede) als een 

niet-lege verzam.eling S van oplossingen van (1) niet 

voldoet aan de snede. 

Gevolg: Een snede, bepaald op een domein D, is geldig, als 

S = {xi x E int DnH-, x = O(mod 1)} = ~-

Een aftelsnede mag worden toegevoegd aan het l.p.-probleem als de 

verzameling S expliciet of impliciet is afgeteld en de optimale 

oplossing van Sis geregistreerd. De gecombineerde snede-aftel­

algoritme luidt: 
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O. Stel LB=-00 • Bepaal een_ optimale oplossing x van (1) en ga naar 4. 
1. Genereer een S-voorwaardelijk geldige snede en voeg deze toe 

aan de voorwaarden van (1). 

2. Tel S af • .Als S~¢ registreer dan de optimale oplossing van S 

als pretendent en stel LB gelijk aan de waarde van deze oplossing. 

3. Bepaal de optimale continue oplossing x van het in stap, 1 

vergrote probleem • .Als ex~ LB, stop:de laatste in stap 2 

gevonden oplossing is optimaal of het probleem heeft geen toe­

gelaten oplossing. 

4 . .Als x # O(lllOd 1), ga dan naar 1. 

5. Stop: xis optimaal. 

Het cruciale punt van de snede-algoritme is de keuze van het 

buitendomein. Het domein bepaalt de diepte van de snede, de 

geldigheid of de al dan niet gemakkelijke aftelbaarheid.Ener-

zijds zoeken wij een snede die een zo groot lllOgelijk deel van X 

afsnijdt; een snede, uitgedrukt in niet-basisvariabelen, is dieper 

naarmate A. groter is. Anderzijds is het wenselijk dat het snijpunt 
J • 

van een straal uJ met bd D eenvoudig te bepalen is • 

.Als alle sneden geldig zijn, wordt de optimale geheeltallige 

oplossing uiteindelijk gevonden als optimaal hoekpunt van een l.p.­

probleem. De sneden H. lllOeten het integer optimum omvormen tot 
i 

hoekpunt van X n(f H,. De voorkeur gaat daarom uit naar sneden, 

waarin facetten liggen van de convexe omhulling van oplossingen 

van (1)-(2). Het continue optimum van deze omhulling levert 

immers rechtstreeks het geheeltallig optimum. 
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3. EEN AFTELSNEDE 

Een triviaal voorbeeld van een domein dat·een geldige snede geeft, 

is een eenheidshyperkubus Kmet x E int K. 

Zij f. = x. - [i.J. De straal uj snijdt bd K voor 
1.- l. l. 

x. = 
J -\_

( (f.-1)/a .. 
l. l.J 

f. /a .. 
l. l.J 

'a .. <O 
. J.J 

,:-a_ .• >O • 
J.J 

In deze vorm wordt een uitermate zwakke snede verkregen. Het is 

echter mogelijk de snede te versterken door het domein D gelei­

delijk te vergroten. Aanvankelijk kan D=K beschreven worden door 

I + - + D = {x -8: ~ x. - [x.J ~ 8., i=1, ••• ,n}, met 8.=0,8.=1. 
l. l. l. l. l. l. 

Wij laten nu 87 en 8: systematisch toenemen, b.v. volgens 
l. J. 

onderstaande algoritme: 

O. Stel 8: 
l. 

+ = O, 8. = O, voor alle iEN. 
l. 

1. Bereken 
X. = 

J l (f.-8:)/a .. 
l. J. J.J 

(f.+8:)/a .. 
J. J. l.J 

,a .. <O 
l.J 

voor j ER en bepaal i ( j ) als de index :i.EN, waarvoor het minimum 

X. wordt aangenomen. 
J 

2 • .Als men geen diepere snede wenst, stop: de huidige I. bepalen 
J 

een S-voorwaardelijk geldige snede. 

3. Bepaal j 0 ER, zodat c. L ~ c.X., voor al.le jER. De huidige 
Jo Jo J J 

snede geeft voor variabele j 0 de kleinste daling van de criterium-

functie in de eerste iteratiestap van de duale simplexmethode. 

4. Stel i
0
=i(j 0 ). Breid D als volgt uit: 

+ 

{ 

als a. . < O, stel dan 8. := 
1 0Jo 1 0 

als a . . > O, stel dan 6: := 
1 0Jo 1 0 

Ga naar 1. 

Na afloop van de algoritme zijn s = rr 
iEN 

+ 1, 

+ 1. 

(8: + 8: - 1) geheel-
J. l. 
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taJ.lige punten in int D be.vat, die voor aftelling in aanmerking 

komen. De duur van de aJ.goritme en de verhouding diepte snede/ 

aftelling kan worden beheerst middels s. 

Voor 0-1 programmering kan A~ bij ophoging in stap 4 direct 
J. 

oneindig gesteld worden voor ~e berekening van X., terwijl voor de 
* . . J bepaling vans de waarde A. + 1 bliJft gelden. 
io 

Deze aftelsnede kan worden gecombineerd met branch-and-bound 

aJ.goritmen voor 0-1 programmering. Daarbij verkeert men in de 

si tuatie dat de rest bekende oplossing waarde LB heeft en dat een 

deelverzameling X van oplossingen met niet-gefixeerde variabelen 

x., jEN(X), en optime.le continue oplossing UB(X) onderzocht moet 
J 

worden. Men kan dan bovenstaande snede genereren, totdat in 

stap 3 UB(X) - c. X. ~ LB. Als het aantaJ. af te tellen pun.ten 
Jo Jo . 

s=O, kan X verder buiten beschouwing worden gelaten; aJ.s 
IN(x)I A- + • · · 0 < s < 2 leveren o. en A. informatie om variabelen te 

J. J. 

fixeren, zodat de resterende af te tellen verzameling S minder 

oplossingen dan X bevat. 
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4. DE MIXED-INTEGER SNEDE VNJ GOMORY 

D 

.Als in rij' ix. -:f O(mod1), 
J. -

kan uit deze rij een snede worden 

afgeleid door als domein te 

definieren: 

D = {xi [x.] $ x. ::; [x.] + 11-. 
J. J. J. 

bd D wordt gevormd door de hyper-

· lsnede 
J 

vlak.ken x. = [X.J en x. = [i.J + 1. 
J. J. J. • J. 

) 
Het snijpunt van bd Den UJ = X-A.a. 

J ,1 

ex. J 
J. 

(5) 

.... 

ex. J+1 

I 
jER 

a .. >o 
J.J 

J. 

a .. t. + 
J.J .l I 

jER 
a .. <O 

1J 

wordt gevonden voor 

X. = 
J 

en de snede is 

l r. /a .. 
J. J.J 

(r. -1) /a .. 
J. J.J 

( ) -1-f. f.-1 a .. t. ~ f .• 
J. J. J.J J 1 

,a .. >O 
J.J ,a .. <O, 
J.J 

Bovenstaande snede is niet de gebruikelijke mixed-integer Gomory 

snede, die zoals bekend de die~ste uit rij i af teleiden snede is. 

Om (5) te verscherpen merken we op dat stelsel (3) x = x - I a:.t. 
jER 

gelijktijdig een geheeltallige oplossing heeft als elk stelsel 

(6) y = f - I q.t. 
jER J J 

waarvoor geldt: s f = (f1,·••,fn) 

t a. (mod 1) , j E RnN q_. = _J 
J a. anders, 

J ' 
a.w.z voor een·oplossing t met t.=O, jERnN, geldt x = O(mod 1) 

J-
d.e.s.d als y.::, O(mod 1). Door de snijpunten van de stralen 

J .1 

uJ(q_) = f - A,q_. met bd D', zodat f E int D', gaat een S-voorwaar­
J J 

delijk geldige snede, mits de matrix (q_ .. ) rang n heeft. Daarbij 
J.J 

is S gedefinieerd t.o.v. stelsel (6). Na aftelling van Sis de 

snede zowel voor (6) als voor stelsel (3) geldig, wegens de 

eeneenduidigheid tussen geheeltallige oplossingen van (3) en (6). 
De verandering van stelsel kan een diepere snede opleveren en/of ,, 
het aantal af te tellen punten verminderen. 



Voor D' 
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= {yl 0 ~ y. ~ 1} vinden we de snede 
1 

I 
jER 

q .. >0 
1J 

q .. t. + I f.(f.-1)- 1a .. t. 
1J J . R 1 1 "":t.J J JE 

q .. <O 
1.1 

2:: f .• 
1 

Deze snede is zo diep mogelijk als de coefficient van t., jERnN, 
J 

minimaal is; voor de keuze 

f
f .. 

q .. = 1J 
,r .. =a .. -[a .. J~r. 

1.1- 1J 1J 1 
lJ f .. -1 

- 1J 
,f.. >f 

1J . 
1 

ontstaat de mixed-integer snede van Gomory. Omdat D' geen geheel­

tallige punten bevat, is de snede geldig mits de bijbehorende 

matrix (q .. ) rang n heeft. Dit wordt bereikt voor 
1J 

f .. , jEN, j#i, f. -~f. 
1J 1J 1 

f .. -1 , jEN, j#i, f .. >f. 
1J 1,1 1 q .. = 

1J -1 ' 
i=j 

- j¢N. a .. . 
1J 

In het aldus gereduceerde stelsel zijn de kolommen lineair 

onafhankelijk. Het stelsel levert de diepste geldige snede, die 

afgeleid kanworden uit een rij i of uit convexe combinaties van 

rijen i met x. # 0(mod 1). 
1-
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5. BAL.AB-SNEDEN 

5.1 Bol- en octahedronsnede 

T-snede 

.1.. _ 1.1udste snede van BaJ.as gebruikt aJ.s dome in de 

hyperbol B = {xi I Ix - ([x] + e/2) 11 ~Vn/-J.} 
door de hoekpunten van een eenheidskubus K 

met xEK. De coefficientenX. worden gevonden uit 
J 

de vierkantsvergelijking I If - A.a. - e/21 I ~ V~;2: 
J J 

.Als x niet ontaard 1s kan de snede worden geinterpreteewd aJ.s 

het hypervla.k. door de snijpunten van bd B met de (verlengde) 

ribben van X door x. 
Een tweede snede berust op domein T = {xi Ix - ([x] + e/2) I~ n/2}, 

het octahedron om B, dat eveneens een geldige snede oplevert. Voor 

de berekening van X. = max{A.I A.>0, if - A.a. - e/21 ~ n/2} 
J J J J J 

bestaan verschillende eenvoudige aJ.goritmen. 

TABEL: AantaJ. sneden in enk.ele testproblemen 

Probleem Gomory BaJ.as-bol BaJ.as-octahedron 

1 3 9 8 

2 2 8 6 

3 4 10 8 

4 6 8 11 

5 11 24 6 

6 7 102 23 

7 7 63 43 

Belde aJ.goritmen convergeren zeer traag naar de optimaJ.e geheel­

taJ.lige oplossing Ofschoon theoretische convergentie verzekerd 

kan worden, is de feitelijke convergentie slecht en zijn de 

sneden i.h.a. zwa.k.ker dan Gomory-sneden. 
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s.2 Diepere sneden 

Alle BaJ.as-sneden tot dusverre hebben gemeen dat geen enk.el 

geheeltaJ.lig punt bevat is in int D: aJ.le hoekpunten van K 

zijn bevat in bd D. Een snede blijft echter geldig zolang geen 

toegelaten geheeltaJ.lige punten in int D liggen, m.a.w. aJ.le 

niet toegelaten hoekpunten van K mogen in int D liggen. 

Een dergelijk domein D kunnen we aJ.s volgt construeren. 

s1, ••• ,s zijn de 2n hypervlakken waarin een facet van het octahe-
2n + 

dron T ligt, en S is de haJ.fruimte bij S waarin T ligt. 
p p 

Bekijken we nu het domein D dat de doorsnede is van die haJ.fruimten 
+ S, waarvoor S een toegelaten hoekpunt van K bevat. In int D 
p p 

liggen geen toegelaten geheeltaJ.lige punten van K, zodat D voor 

0-1 programmering een geldige snede oplevert. Als we uitgaande 

van B of Teen groter domein willen opbouwen, is D het grootst 

mogelijke domein, d.w.z. bewezen kan worden: Dis de grootste 

convexe verzameling V, zodat B c Ven geen toegelaten hoekpunt 

van K is bevat in int V. 

Qua grootte is de aJ.ous gedefinieerde verzameling Deen wenselijk 

domein. Het onmiddellijk rijzende probleem is dan de benaJ.ing 

van het snijpunt van een straaJ. uj met bd D.Een theoretisch 

eenvoudige oplossing hiervoor is de volgende. uJ snijdt bd T 

in een hypervlak s1• Is hoekp1.mt x
1 

e: Kf6 1 _niet t0egelaten 

bepaaJ. dan het eerstvolgend snijpunt van uJ met een hypervlak S 

totdat het bijbehorende hoekpunt toegelaten is.Echter. K heeft 

2n hoekpunten (en T 2n hypervlakken) en we weten niet expliciet 

welke hoekpunten toegelaten zijn. De bovenstaande simpele 

procedure is - exponentieel - omslachtig. 

p 

De latere aJ.goritmen van Balas zijn te beschouwen aJ.s pogingen 

om uJ n bd D sneller te berekenen, c .q. te benaaeren. In tegen­

stelling tot snede-aJ.goritmen met B of T aJ.s domein houden deze 

aJ.goritmen ook rekening met voorwaarden, die niet-bindend zijn 

in het continue optimum x, voor zover deze voorwaarden K snijden. 

Voor 0-1 nroblemen betreft dit aJ.le niet-redundante voorwaarden. 

In hoeverre deze aanpak de extra. moeite waard is is sterk probleem-
'" 

gebonden, met de gunstigste vooruitzichten bij 0-1 problemen. 
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5.3 Het domein C 

We nemen in het vervolg het middelpunt [xl + e/2 van B als 

oorsprong. Verder zullen we ons beperken tot 0-1 problemen; 

deze beperking is niet essentieel. 

Notatie: Luidde het oorspronkelijke urobleem 

max{cx' I .Ax'~ b, 0 ~ x' ~ e }, 

dan ontstaat na substitutie van x = x' - ([x] + e/2) 

max{cx I x EX}. met 

X = {xi a1 x $ b., iEQ} 
1 

= {xi .Ax$ b-A([x]+e/2), -x $ [x]+e/2, x $ -[x]+e/2}. 

Q = Q+ u Q-, met Q+ = {iEQI b. > O}. 
- 1 

Mc Qom.vat de oorspronkelijke voorwaarden .Ax 1 $b, 

de kubusvoorwaarden ma.ken deel uit van Q\M. 

B is de eenheidsbol f x I I Ix I I $ Vn/2}. 
K LS de P.enheidskubus {xi -e/2 $ x ~ e/2}. 

T is het octahedron {x I Ix I $ n/2}. 

We zoeken een uitbreiding van domein B.Deze wordt mogelijk als 
+ een voorwaarde H = {xi ax$ b} een deel van B afsnijdt; 

geheeltallige punten in H- zijn niet boegelaten. 

Definitie: Een verzameling Sis een convexe uitbreiding van B 
+ m.b.t. H als: 1. S convex. 

t1 

2. B cs. 
+ + 3. Sn H = B n H. 

De maximale convexe uitbreiding E(B/H+) is de grootste 

convexe verzameling die aan punt 3 voldoet. 

V 

+ Voor de constructie van E(B/H) 

trekken we de raakhypervlakken 

in alley E bd B n H. G is ne 

doorsnede VA.Il de halfruimten 

bij deze raakvlakken, waarin 

B ligt, d.w.z. 

G.::, {xi yx $ n/4, y E bdB n H}. 

De verzameling G is de convexe kegel die voortgebracht wordt door 

BnH met top v = na/4b, en vergelijking 

G = {xi X = V + (y-v)e, y E BnH,e~O}. 



. . - + De top v ligt in H als b>O, en v E int H als b<O. Als de voorwaarde 

H een facet van de kubus K is de top van Geen hoekpunt van T. 

Als b=O is G de cylinder door BnH parallel aan de normaal a van H: 

G = {xi x = y + ae, y E BnH}. 

De maximale uitbreiding van B, die in H- moet liggen, wordt gegeven 

door het deel van Gin H-, d.w.z.: 

Stelling 2: E(B/H+) =(~nH+) u (GnH-). 
+ Int E(B/H) bevat geen toegelaten geheeltallige punten. 

,.. (j ,,,,. 
V ... 

t .... 
' 

b<O b=O b>O 

Zij w. een richting van E(B/H+), iEQ-, w ={ai 'bi=O 
J. i ly-v. , yEbdBnH. , b. <O, 

J. J. J. 
en W. de verzameling van alle richtingen in E(B/H+). 

J.+ 
E(B/H) is nu ook te karakteriseren als 

+ { conv(B u {v.}) 
E(B/H) = 1 

conv(B u {xi x=w.e, e~o, w.EW.}) J. J. J. 

. + , J.EQ 

. + 
' J.EQ 

Iedere E(B/H+) op zich is een domein dat een geldige snede oplevert. 

Hun vereniging bevat dus ook geen toegelaten geheeltallige punten, 

maar is niet convex. ConveYiteit wordt bP.reikt door de r.onvP.x 

omhullende C van deze vereniging te beschouwen, a .• i. 
C =. conv( l/E(E/H+)). 

iE(l 

Anderzijds bekijken we de verzameling 

D = conv({v.j iEQ+} u {w.l w.EW., iEQ-}), 
- J. J. J. J. 

de convex omhullende van de kegeltoppen v. en richtingen w., J. J. 
d.i. de kleinste convexe verzameling die alle punten v. en richtingen J. 
w. bevat. Balas bewijst dat C = D, zoda~ 

J. 

(10) 
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Het octahedron C is bevat.in C, omdat de maximale uitbreiding van 

B m.b.t. een kubusvoorwaarde als top een hoekpunt v. van T heeft. 
1 

De convex omhullende C levert een geldige·snede, zoals blijkt uit 

Stelling 3: Een hoekpunt x van K ligt op bd C d.e.s.d.a. xis toegelaten. 

Bewijs: 1. Als x niet is toegelaten, 

bd B E H:- c int G. n H:- c 
1 J. 1 

2. Als xis toegelaten, x E 

is x E bd B n H:- voor een iEM. 
1 

int E(B/H~) c int C. 
J. + 

bd B n ( (\ H.), zodat 
iEQ 1 

+ x E bd E(B/H.) voor alle iE Q. Het enige draaghypervlak. 
J. 

van de convexe verzamelingen Ben E(B/H~) in xis het 
J. 

raak.vlak. R(x) door x aan B. Omdat Bin de halfruimte 
+ + + + . R (x) en B c E(B/H.) geldt E(B/H.) c R (x) voor alle 1, 

J. 1 + 
zodat ook de convexe omhulling C c R (x). Omdat x E B c C, 

is R(x) draaghypervlak. van C door x en x E bd C. 

----------c ---

---- --------v 
------- 3 ----------------~--

Max x1 + x2 
onder 4x1 +2x

2 
$ 5 (H+) 

Bx
1 

$ 5 (H~) 
6 

0 $ x. $ 1 , x. geheel 
J J 
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Opmerkingen: 

1. De snede op C 1.s dieper dan de bol- of octahedronsnede, omdat 

BC TC c. 
a Bij algemene geheeltallige programmeringsproblemen kunnen geheel­

tallige punten, die geen hoekpunten van K zijn, in int C liggen. 

Voor een geldige snede nemen weals domein C n D', zo, dat de 

hoekpunten van K de enige geheeltallige punten in int D' zijn. 

3.Ret domein C is de buitenpool van het toegelaten gebied XnK, 

waarbij de buitenpool s* van een begrensde verzameling S 

gedefinieerd is als s* = {yl xy ~ RS voor alle XES}, met 

Rs = max { I Ix I l I x E b d s} • 

4.C is i.h.a. niet polyhedraal, d.w.z. de doorsnede van een eindig 

aantal halfruimten, als Q- # ¢, zoals blijkt uit (10). Ret 

snijpunt van een straal uJ met de "gekromde 11 bd C is lastig te 

berekenen. We zullen C moeten benaderen met polyhedrale verza­

melingen. 

5.3 Eigenschappen en benaderingen van C. 

We zoeken benaderingen van C, waar1.n bepaalde prettige e1.gen­

schappen van C behouden blijven. We gebruiken de volgende 

Definities: Een zijde("face") van een convexe verzameling V 1.s 

een convexe deelverzameling V' c V, zodat ieder gesloten 

lijnsegment in V met een inwendig punt in V' beide 

eindpunten in V' heeft. 

Notatie: z(K)m, resp. z(T)m 1.s een m-dimensionale 

zijde van K, resp. T. z(K), resp. z(T) is een 

(n-1)-dimensionale zijde, d.i. een facet, van K, resp. T. 

Een kanoniek hypervlak is een hypervlak dx = d0 , met d0 
geheel end. E {-1,0,1 }• 

J 
Een kanonieke uitbreiding van z(K)m of z(T)m 1.s een 

kanoniek hypervlak dat z(K)m of z(T)m bevat. 

Ken T zijn duale polytopen, d.w.z. er is een eeneenduidige af­

beelding ~ van zijden van K naar zijden van T: ~ beeldt z(K)n-k 

ai op die zijde van z(T)k- 1 van T, die de doorsnede is van alle 

facetten van T waarin hoekpunten liggen van K, die bevat zijn in 
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z(K)n-k. I.h.b. beeldt ~ een hoekpunt 

x van K, bevat in de facetten z 
1 

(K), ••• 

,z (K), af op het facet z(T) waarin x 
n 

ligt, en correspondeert met een hoekpunt 

van Teen facet van K. 

De afbeelding ~ is inclusie-omk.erend: 

als z{K)n-k- 1 c z{K)n-k geldt 

( )k { )n-k-1 ( )n-k ( )k-1 z T = ~ [z K J:::i ~ [z K ] = z T • 

( )n-k Stelling 4: Als z K. een toegelaten hoekpunt x bevat, 
. ( )k-1 { )n-k dan 1.s z T = ~[z K ] bevat in bd C. 

Bewijs: Volgens stelling 3 is x E bd C. De convexe verzameling C 

heeft dus een draaghypervlak 1.n x. Omdat x E bd B c C is 

het raakvlak R(x) aan bd B in x di t unieke draaghypervlak. 

R (x) is de uL tbreiding van het met x geassocieerde facet 

z(T) = ~(x). Omdat x = z(K)O c z(K)n-k geldt 

R(x) c z(T) c z(T)k- 1• De zijde z(T)k- 1 c Tc C ligt 1.n 

d h lak C d t Z(T)k-1 c bd c. een raag yperv van , zo a 

Gevolg 2: 

Gevolg 3: 

Als een hoekpunt v. van Tin int C ligt, dan bevat 
l. 

z(K) = ~-1(v.) geen toegelaten punten. Bij gevolg kan de 
l. 

met v. corresponderende variabele worden gefixeerd. Als 
J. 

twee complementaire hoekpunten van Tin int C liggen, 

heeft K geen toegelaten hoekpunten. 

Een zijde van C bevat n hoekpunten v1, ••• ,vn van T 
n -1 ( ) d.e.s.d.a. x = n ~ v. een toegelaten hoekpunt 

i=1 1 

Als xis toegelaten, is x E ~(x) = z(T) c bd C. De 

van K 1.s. 

enige zijden van C, waarin toegelaten hoekpunten van K 

liggen, hebben dimensie n-1. 

Het omgekeerde van stelling 4 is niet waar. Wel kan bewezen worden: 

Stelling 5: Als een zijde van Cm hoekpunten v1 , ••• ,vm van T bevat, 

wordt de (n-m)-dimensionale zijde z(K)n-m van K, gegeven 
-1( ) -1( ) .. als de doorsnede van~ v1 , ••• ,~ vm van K, n1.et 

afgesneden door een deelverzameling van voorwaarden 

H. ( i), i M, met t een klein posi tief getal en 
l. 

,b. > O. 
l. 

,b. ::; O. 
l. 
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H.(t) is het hypervlak. dat. ontstaat door H. zover op te schuiven 
l + l 

dat O E int H. ( & ) • 
l 

De uitspraak. in deze stelling is tamelia,k zwak.: 

- z(K)n-m kan afgesneden worden door H., i E Q-; 
l 

- de hoekpunten van z(K)n-m kunnen worden afgesneden zonder dat 

z(K)n-m zelf wordt afgesneden. 

Het is dus allesbehalve zeker dat z(K)n-m een toegelaten hoekpunt 

van K bevat. 

In berekeningen willen we C vervangen door een polyhedrale verza­

meling, d.i. de convex omhullende van een eindig aantal punten en 

richtingen. 

Een eerste benadering P0 (c) wordt ~erkregen door voor iedere iEQ­

slechts een richting, de normaal a1 van Hi, toe testaan; P0 (c) 

is de convex omhullende van IQ+! punten en IQ-I richtingen en 

als zodanig polyhedraal: 

( 11) 

Bijgevolg is Tc P0(c) c C. ~0 (c) = C als bi~ O voor alle iEQ. 

Het snijpunt a. van straal uJ = x - A.a. met bd P0 (c) vinden we 
J J J 

uit de oplossing van 

(12) 

onder 

max A. 
J a.A.+ 

J J 
I+ v.e. + I 

l l -iEQ iEQ 

e. 
l 

l -a 0. = X 
l 

= 1 

e. ~ o 
l 

+ P
0

(r,) is ook te beschouwen als de convex omhullende van E(B/Hi), 

iEQ+ en E(B/H~(O)), iEQ-. Zij X(O) de verzameling van toegelaten 
l 

punten t.o.v. de vlak.ken H., iEQ+ en H. (0), iEQ-, zodat X c X(O). 
l l Q 

Volgens stelling 3 ligt een hoekpunt x van K op bd P (C) 

d.e.s.d.a. x E X(O):. de voor X toegelaten hoekpunten van K liggen 

op bd P
0

(c). Omdat xEX(O) niet XEX impliceert, geldt stelling 3 

t.o.v. P0 (C) slechts in een richting.Stelling 4 en 5 en gevolg 2 
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blijven geldig voor PO(c). _Gevolg 3 geldt slechts voor de helft: 

een zijde van P
0

(c) kan n hoekpunten van T bevatten, terwijl het 

bijbehorende hoekpunt van K niet toegelaten is. 

Een tweede benadering van C wordt verkregen door P(C) te beschou­

wen, gedefinieerd aJ..s de doorsnede van aJ..le draaghaJ..fruimten van 

C, die een (n-1)-dimensionaJ..e zijde van C bevatten. Dan is P(C) 

polyhedraaJ.. en P
0

(c) c Cc P(C). De doorsnede van bd P(C) met de 

bol Bis dezelfde aJ..s van bd C met B. Hieruit volgt dat in stelling 

3 C vervangen mag warden door P(C). Ook de stellingen 4 en 5 

en gevolg 2 en 3 gelden onverkort voor P(C). P(C) heeft aJ..le 

prettige eigenschappen van C en is daarnaast polyhedraaJ... 

We kunnen hier even ingaan op de vraag in hoeverre P(C) het poly­

hedraJ..e domein D uit par. 5.2 benadert. Dis de doorsnede van 

halfruimten bij uitgebreide facetten van T, waarin een toegelaten 

hoekpunt van K ligt, zodat ieder facet van D n hoekpunten van T 

bevat. In P(C) daarentegen komen facetten voor met minder dan n 

hoekpnnten van T, en wel die facetten, waarvan tenminste een 

voortbrengend punt of een voortbrengende richting afkomstig is van 

een voorwaarde iEM. D kan uit P(C) verkregen warden door syste­

matisch van de haJ..fruimten die P(C) definieren die halfruimten 

weg te laten die minder dan n hoekpunten van T bevatten. Balas 

heeft een procedure aangekondigd die volgens dit principe werkt. 

Tot dusverre is deze procedure niet gepubliceerd. 

Tussen de facetten van P
0

(c) en P(C) bestaat een eeneenduidige 

relatie die ons in staat stelt de facetten van P(C) te identi­

ficeren door middel van de facetten van P
0

(c): 

Stelling 6: Zij ·z[P
0

(c)J een facet van P0(c), waarin n affien 

onafhankelijke hoekpunten vi' iEQ~ c Q+ en richtingen 

a1
, iEQ~ c Q- liggen._Zij B

0 
de.matrix bestaa.nde uit 

i .. i .de B -1 deze vectoren vi en a en ziJ a de i riJ van O • 

a. Het uitgebreide facet R
0 

van z[PO(c)J heeft vergelijking 

R = {x I $X = 1 } met S = l + ai. 
0 • Q 

1E O 

b. Bij R
O 

behoort eeneenduidig het uitgebreide facet R 

van P(C), met vergelijking 
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en Ya zo, dat 

{
YO ' 

= 2b./l/n, 
J_ 

I hi I = 1. 

Duidelijk is R0 = R als bi~ 0 voor i E Q; u Q~. Verder voldoet 

een punt vi van R0 ook aan R. Het is dus alleen zaak. een aantal 

nieuwe richtingen w. ER te bepalen om Rte identificeren. Deze 
J_ 

berekening verloopt als volgt. Uit de optimale oplossing van 

l.p.-probleem (12) voor de bepaling van uJ n bd P
0

(c) komt de 

inverse B0- 1 van de basismatrix beschikbaar en zijn de index-
. + - . . . verzamel1ngen Q0 e~ Q0 bekend IDJ.ddels de bas1svar1abelen. Voor 

de richting w. = a1 - 2b.y/Vn, met y berekend volgens stelling 6, 
J_ J_ 

geldt yw. = O, zodat w. een richting van R is. Toevoeging van de 
J_ J_ 

kolommen (w.,O), iEQ-0 , aan l.p.-probleem (12) en postoptimalisatie 
J_ • 

hiervan geeft de doorsnede van uJ met een facet van P(C), als geen 
J_ • -a, J.EQ, in de basis zitten. Is dat wel het geval, dan wordt de 

procedure herhaald, totdat alle ai, iEQ-, uit de basis verdwenen 

zijn. 



20 

5.5 Een algoritme voor 0-1_problemen • 

.Als de doorsnijding van uj met een facet zEP(C)] bepaald is, is 

de resulterende x.-1 coefficient in de geldige P(C)-snede. We 
J 

beschik.ken echter over meer bruikbare informatie • .Als z[P(C)] 

n hoekpunten van T bevat, is het bijbehorende hoekpunt x0 van K toe­

gelaten. Aan het l.p.-probleem (9) kan nu de "tegengestelde" 

snede ex~ cx0 + 1 warden toegevoegd (mits c geheeltallig is). 

Deze snede heet tegengesteld, omdat het toegelaten gebied van 

de snede gekeerd is naar het continue optimum x, in tegenstelling 

tot de nor:ma.le domein-snede • 

.Als z[P(C)] k hoekpunten, 1~k<n, van T bevat, wijst z[P(C)] een 

zijde z(K)n-k van Kaan, die o.g.v. stelling 5 een redelijke kans 

heeft een toegelaten hoekpunt te bevatten. Deze (n-k)-dimensionale 

zijde kan expliciet of impliciet warden afgeteld. Wordt bij deaf­

telling geen toegelaten oplossing gevonden, dan kan de doorzochte 

zijde worden afgesneden door een tegengestelde kanonieke snede; 

anders kan de tegengestelde kriteriumsnede warden aangebracht, 

c.q. doorgeschoven. In ieder geval houdt de nieuw toegevoegde 

voorwaarde in, dat aan probleem (12) een nieuwe kolom kan warden 

toegevoegd, zodat na heroptimalisatie een grotere X. wordt gevonden. 
J 

De volgende algoritme voor 0-1 problemen is mogelijk: 

O. Los l.p.-probleem (9) op. Zij R de verzameling van niet-basis­

variabelen van de optimale oplossing van (9). 
1. Gana of hoekpunten van Tin int P(C) liggen, b.v. door het 

oplossen van een serie l.p.problemen. Reduceer voor dergelijke 

hoekpunten de dimensie van K • .Als complementaire hoekpunten v. 
J_ 

en -v. beid~n in int P(C) liggen, ga dan naar 6. Kies jER. 
J_ 

2. Bepaal de doorsnede van uj met allereerst bd P0 (c) en vervolgens 

bd P(C) via ( 12). 

Als uJ geen snijpunt heeft met een van beiden, stel dan X. = 00 • 

J 
.Als in de optimale basis van (12) geen hoekpunten van T voor-

komen, ga dan naar 4. 
3. Tel ( een gedeel te van) de zij de van K, die correspondeert met 

de optimale basis van (12), expliciet of impliciet af. Breng 

ct.e resulterende tegengestelde snede aan. Heroptimaliseer 

eventueel ( 12). 

4. Verwijder j uit R • .Als R # ~, kies dan jER en ga naar 2. 
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5. Voeg aan (9) de snede \ - -1 
1,, ;\. t. ~· 1 

jER J J 
toe en bereken het 

continue optimum van het met deze sneqe en eventuele tegen­

gestelde sneden vergrote l.p.-probleem • .Als (9) een toegelaten 

oplossing heeft, ga dan naar 1. 

6. Stop: de beste tot dusver gevonden oplossing is optimaal; als 

deze ontbreekt heeft het probleem geen geheeltallige oplossing. 

De convergentie van deze algoritme berust op het reductieproces 

in stap 1 • .Als gevolg daarvan wordt in stap 2 in ieder geval een 

zijde van T gevonden, die bevat is in bd P(C). De corresponderende 

zijde van K wordt in ~tap 3 geheel of gedeeltelijk afgesneden, 

zodat na toevoeging van de tegengestelde snede zeker een deel van 

de zijde van T, dat zelf een zijde van deze zijde van Tis, in 

int P(C) bevat is. Daar T slechts eindig veel zijden heeft, zijn 

deze na verloop van tijd alle in int P(C) bevat, waarna in 

stap 1 gestopt wordt. 

De bovenstaande algoritme moet meer gezien worden als een los 

schema dan als een strikt voorschrift: 

- I.p.v. P(C) kan P0 (c) gebruikt worden, zonder dat de conver­

gentie verloren gaat. P0 (c) is sneller te berekenen, maar 

levert een minder diepe snede. Een ander verschilpunt is dat 

het hoekpunt van K dat correspondeert met een oplossing van 

(12J, waarin n hoekpunten van T basisvariabelen zijn, nu niet 

toegelaten behoeft te zijn. 

- .Als stap 1 periodiek wordt uitgevoerd blijft de convergentie 

behouden. 

- De nadruk kan naar keuze meer of minder op aftelling worden 

gelegd in stap 3 door slechts een deel van een zijde van K 

af te tellen. 

De procedure kan gezien worden als een feedbackproces. De aftelling 

genereert een tegenstelde snede. Toevoeging van deze voorwaarde 

vergroot P(C). De doorsnede van uJ met bd P(C) vindt plaats in een 

nieuw, meer naar buiten gelegen facet van P(C). Dit facet corres­

pondeert met een zij de van K die voor aftelling in aanmerking lomt. 

Dit feedbackproces duwt de P(C)-snede steeds dieper in de verzame-,. 
ling X, totdat elke geheeltallige oplossing door de snede, de 

tegengestelde sneden en de oorspronkelijke voorwaarden wordt 

afgesneden. 
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5.6 Rekenresultaten. 

De rekenervaring met de latere Balassneden'is nog zeer beperkt 

en de resultaten moeten dan ook als zeer voorlopig warden 

beschouwd. Enige opmerkingen bij de tabellen: 

TABEL 1 : [ algemene geheel tallige problemen 

zuivere Balassneden zonder aftelling 

pivots sneden reken tij d (sec) 

Gomory P0(c) P(C) Gomory P0(c) P(C) Gomory P
O 

(c') P( C) 

7 25 12 3 11 5 .5 2.3 · 1.5 
3 14 14 2 6 5 .3 1.5 1.5 
9 26 25 4 8 8 1.4 2.6 3.3 

14 15 18 6 7 9 .8 1.4 2.8 
4 7 7 2 3 3 .3 .6 .8 
7 7 6 4 3 3 .5 .7 .8 

22 27 16 11 11 4 1 • 8 4.:3 2.6 
15 65 52 9 30 22 1.4 13. 1 13.5 

~'abel 1: De zuivere Balassneden zonder aftelling, gebaseerd op 

domein P0 (c) of P(C), zijn geen verbetering t.o.v. de 

mixed-integer Gomory-snede. 

TABEL 2: [ algemene geheel tallige programmeringsproblemen 

• gemengd Gomory-Balas algori tme met aftelling 

pivots sneden rekentijd(sec) 
(+ tegenge s tel de sneden) 

Gomory G-B Gomory G-B Gomory G-B 

75 29 32 11+ 6 8.9 4.7 
61 15 24 6+ 6 8.6 5.1 
29 12 15 6+ 6 5.3 4.4 
36 14 14 6+11 6.1 6.o 
97 16 40 8+13 25.4 9.0 
67 28 25 8+23 17.4 13.8 

Tabel 2: In de gemengde algoritme warden achtereenvolgens sneden, 

gebaseerd op de volgende domeinen, toegevoegd: Gom, Gom, 

~Om§ P~ Gom, P(C~, waarna de van een accolade voorziene cyclus 

zich telkens herhaalt. Eventuele aftelling vindt expliciet plaats, 
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voor P
0

(c)-sneden beperkt tot ~~ndimensi~llal.e zijden van Ken 

voor P(C)-sneden tot maximaaJ. 3-dimensionae zijden van K. We con­

stateren een aanzienlijke reductie van h~t aantaJ. pivots en 

het aantaJ. domein-sneden, maar een betrekkelijk geringe verbete­

ring in rekentijd. 

Een voorzichtige conclusie kan zijn dat de latere BaJ.assneden op 

zichzelf geen verbetering betekenen t.o.v. de Gomory-snede, 

maar dat zij, toegepast in bepaalde combinaties en aangevuld 

met aftelling, uitzicht bieden op een algoritme dat impliciete 

aftelling en sneder~~thoden integreert. 
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