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1. Het handelsreizigersprobleem

Een handelsreiziger wenst venuit een bepaslde stad n - 1 gegeven steden
elk precies &Emmaal te bezoeken en tenslotte naar de eerste stad terug

te keren. Hij kent de afstand tussen elk geordend paar steden,'en vraagh

~ zich af hoe hij moet reizen om de totaal af te leggen afstand zo klein

. mogelijk te houden.

. Het probleem ken ook als volgt worden geformuleerd: bepaal bij een
gegeven nxn-maetrix C = (cij)~een cyclische permutatie (1,i2,...,in)
van de getallen (1,2,...,n) z8 dat

+’ . > +lll+c;
¢ i 1

C..
112 ‘12 3 a

mlnimaal is. .
Dit probleem heeft (n - 1)' toegelaten oplossingen, waaronder &&n
of meer optimale. Een algorlthme die een optimum bepaalt, in een tzgd

-t met t, = 0(n®) voor n +.« is tot nu toe niet gevonden. Voor een

- overzicht van het onderzoek op dit terrein zij verwezen naar [2].

De beste resultaten zijn verkregen met de branch-and-bound aigorith—
men ven EASTMAN [6,7] & SHAPIRO [17], LITTLE, MURTY, SWEENEY & KAREL
[15] en HELD & KARP [9,10].

"Een orancn— and-bound procedure splltst de verzamellng van toegelaten
qplosslngen van een probleem in deelverzamelingen, en berekent een
ondergrens voor de waarde van de oplossingen in elke gegenerecerde deel-

verzameling. Door dit proces weer op deelverzamelingen toe te passen

ontstaat een boom wadrvan elke tak met een deelverzameling =n elke ver-

takking met een splitsing correspondeert. Bij het handelsreizigerspro-
pleem vindt vertakking gewoonlijk plaaté door kanten verplicht te stellen

of te verbieden.
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Bastman & Shapirc beginnen met,oplossing van het met het handels-
reizigersprobleem corresponderende toewijzingsprobleem. In het vertak-
kingsproces wordtkvoor elke tak een'ondergrens bepaald door een toe-
wijzingsprobleem op te lossen. Als deze oplossing cyelisch is wordt er
niet verder vertakt; in het andere geval wordt voor elke kant van de
kortste cykel in de oplossing een nieuwe tak toegevoegd, waarin deze
kant wordt verboden. Zodra een cyclische oplossing wordt gevonden met
een lengte die niet groter is dan de ondergrenzeﬁ van de andere takken
is het probleem opgelost.

De algorithme ven Little e.a, wordt in §2 beschreven, die van Held

en Kerp in §3,
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2. De algorithme van Little, Murty, Sweeney en Karel

In deze branch~snd-bound methode speelt het begrip reductie een belang-
_rijke rol bij het bepalen van de ondergrenzen. )

Iedere route bevat &&n en slechts één element uitlelke.rij.vDit
betekent dat als we ven elk element van een rij in de afstandsmatrix
een constante h aftrekken de lengte van iedere route met h afneemtﬂ'
HierbiJ blijft een optimale route dus optimaal.,

Wanneer we het kleinste element van een rij van elk element van die
rij aftrekken zeggen we dat de rij wordt gereduceerd. Een matrix met
uitsluitend niet-negatieve elementen en in elke rij en kolom.minstens
-één nul heet een gereduceerde matrix; deze kan worden verkregen door
bijvoorbeeld eerst alle rijen en dan alle kolommen te reduceren. Aan-
gezien een gereduceerde matrix geen negetieve elementen bevat iz de
som van de reductieconstanten een ondergrens voor de lengte van elke

route onder de oorspronkelijke matrix.

Het vertakkingsproces kan-als_vqlgt vorden beschreven. ]

We beginnen met de oorspronkelijke matrix wasrbij een ondergrens 0
hoort; de bovengrens, i.e. de_lengte'van de kortste tot nu toe gevonden
route, stellen we op «. . 3 _

Een tak komt alleen voor verdere behandeling in aanmerking als de °
corresponderende ondergrens onder de bovengrens ligt. De bij deze tak
behorende matrix wordt eerst gereduceerd. Als de ondergrens b hierné'
niet meer kleiner is dan de bovengrens wordt de tak verlaten. Anders
kiezen we een kant (s;t) die, naér het schijnt, het slechtst gemistv

kan worden. Hiertoe maximaliseren we de prijs dii die we moeten betalen

als we niet van i naar J gean:

d.. =min ¢c., + min. c,_. ,

1] k# 1k X#i kj
. dst = max dij'-
is5d

Merk op dat we alleen kenten (i,j) met c.. = 0 hoeven te onderzoeken,

ij
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daar anders dij = 0. Vervolgens bepalen we de kant {u,v), wasrbij v

‘het beginpunt en u het eindpunt is van de langste rij op elkaar aan-

sluitende kanten die (s,t) bevat en verder alleen uit verplichte kanten

bestaat. ' ,
Als dit proces plsabts vindt in een tzk waarin reeds n ~ 2 kanten ver-

piicht zijn gesteld leidt deze tak niet tot verdere veritakking; den -~ 2

verplichte kanten vormen samen met de kanten (s,%) en {u,v) sen nieuwe,

kortere, route van lengte b, De bovengrens @ordb gelijk gesteld san b.
In het andere geval krlggt de boom Ltwee nLeuwe takken:

1. een "rechterteik, waarin we de kant (s,t) verplicht stellen, (u,v)
verbieden, en rij s en kolom t uit de matrix verwijderen; de onders
grens van deze tzk i3 Dby

2. een "linkertak™, waarin (s,t) wordt verboden; de sndergrens bedrsast
b+ &st

Het problesm is opgeleost zodra veor geen enkela nog niet ondevzochte

tak de bijbehorende ondergrens kleiner iz dan de bovengréns.

Little noemt verscheidene methoden om een tak voor nader onderzoek te
selecteren., Het ligh voor de hand steeds de tak met de kleinste onder-
grens te kiezen; dit leidt tot een boom met een minimsal santal tekken,
Een sndere, door ons gevolgde ,methode is: kies stesds eerst de rechiter—-
tak, vervolgens alle daarult voortkomende takken, en dan pas de linker-
tak. Deze methode maskt het mogelijk de algorithme door middel van een
recursieve procedurse té beschrijven, vermindert de venodigde hoeveel-

heid geheugenruimbte en heeft voordelen t.a.v. de in elke tak nocdnakes

lijke matrixreductiee We riskeren echter een ‘toenawe van de rekentijd,

vooral als de eerste route, die we door vertakking naar rechts vinden,

tamelijk slecht is,

In het branch-and~bound proces komen vier soorten takken voor:
1. takken die nooit worden gekozen;

takken die door‘feductie worden gedlimineerd;
3. takken die tot verdere vertakking leiden;

%, tekken weerin een route wordt voltooid.
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Als het handelsreizigersprobleem symmetrisch is kan bij elke route T
een andere even lange route worden gevonden door T in tegengestelde
richting te doorlopen. Van elk dergelijk tweetal routes kan er één
worden uitgesloten door de takken san de uiterste linkerksnt van_d;"
boom te veranderen. . , .
Stel dat een tak X waarin geen verplichte kanten voorkomen wordt
gespiitst in Y, met (i,j) verplicht, en Y, met (i,j) verboden. De
omgekeerden van de routes in Y bevatten de kant (j,i) en behoren,
voor zover ze in X zitten, tot Y; ze kunnen worden uitgesloten door
in f naast (i,j) ook (j,i) te verbieden. oo
Zodra van een route 4én kant verplicht is gesteld wordt .op deze

wijze de tegengestelde route verboden.

Wenneer we bij het onderzoek van een tsk een kant {s,t) tegenkomen

met een boete d‘3 die minstens gelijk is aan het verschil tussen

boven~ en onderg:ens kunnen we totvvertakking overgaan; er ontstaat
den een linkertak die zeker nooit voor nadere behandeling in aen-
mérking komt. Pas als er niet zo'n kant blijkt te bestsan behoeven
we een kant te bepalen vearvoor de boete maximael is. '

Deze wijziging vaa de algorithme'blijkt de oorspionkelijke re-
kentijd voor problemen van 20, 25 en 30 steden met 60%, 76% resp. -
© 75% te verminderen. .

Toepessing van het hier gevolgde principe: zoek niet het best
bereikbare, maér neem het eerste dat voldoende is, geeft ook in
andere gevallen een zeer aanzienlijke tijdsbesparing; vergelijk

bijvoorbeeld opmerking 2 op pag.1s en Lin [1&], 8.3.

In §6 stast de tekst van een ALGOL 60-procedure die-handelsreizigerSn
problemen volgens de hier beschreven algorithmeAéplost. Deze procedu~
re bleek sanzienlijk efficiénter dan de in [11} en [18] gegeven
ALGOP 60programma's voor de methode van Littlg;‘Een overzicht‘fan

de rekenresultaten vindt men in‘§7.

A% 3]
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3. De algorithme van Held en Karp

Bij ﬁet symmetrische handelsreilzigersprobleem kuanen we de n steden be-
schouven als de hoskpunten ven een volledige ongerichte graph; de lengte
van kant (i,j) wordt gegeven door cij" b |
Een boom is een ssmenhangende graph zonder cykels, Een l-boom is een
boom over de hoekpunten 2,3,...,n Samen met Ywee kanten asn hoekpunt 1.
Fen l-boom bestaat dus ult n kanten en heeft precies &&n cykel, die
hoekpunt 1 bevat.
Held en Kerp maken gebruik van de volgende relaties tussen routes
en 1-bomen.
2. Het symnetrische hendelsreiziger sprobleen wordt als zeer moeilijk
beszchouwd; een min male 1-boom is esnvouvdig te bepalen mebt behulp
van de in $h beschreven comstructie van zea minimele boom.
b, Ten route is een I-boom wearin elk Thoekpunt graad twee heeft.
. Als sen minimale 1-boom eea route iz, ig heb cen thim&le rouba,

do 213 7w = (7, ,T,000.,7 ) een redle n-vector., De transformatie
t 19?3 9n

S R T i DU |
ij ij i J
kan de minimale i-boom veranderen; iedere optimale route bLijft

echier optimasl, omdat elke route 2Eﬂi langer wordt.

i
roube niet korter is dan een minimale 1-boom, d.¥W.Z.

Het is duidelijk dat onder de matrix (cij 4w, ﬂi) een opbimale
<

3 . -
¢+ 2im, Z‘min(ck + bwidik) ' (1)

Hierbij geldt:

C%_= de lengte van een kortste route onder de ocorspronkelijke
mabrixs '

k indicecert de l1-bomen;

Cr = de lenghbe ven de k-de l1-boom onder de ocrspronkelijke matrix;

d’h de graad van hoekpunt i in de k-de 1-boom;

slle scrmaties 10ﬂe1 van 1 tot en met n.

-
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We definiéren

V. = qd,, = 23
ik ik ?

Je

win) = pin(c

+ I s
K k i1k

Nu is (1) equivalent met
¢® > win). :

Indien we een 1 vinden met
¥ = w(w%) = max w(w)r
]
hebben we een situatie waarin een minimale 1-boom een route is; het pro-
bleem is dan opgelost. Zo'n wk hoeft echter niet te bestaan. Held en Karp
bewijzen in [9] dat ' |
¢” = mex w(n)

w
dan en slechts dan als er een geheeltallige optimale oplossing bestaat
van een bekend linealr programmeringsprobleem, namelijk het probleem dat
wcrdt.verkregen door in een fo:mnlering van het handelsreizigersprobleem -

als geheeltallig l.p.~probleem de integer-regricties weg te lsten.

Om max %(m) te berekenen of te benaderen gebruiken Held en Karp de

volgende "sscent"-methode:

To moi= 0, 1 <i<n.
2. Construeer een onder (cij + . + ﬂj) minimale 1-boom.
De index van deze 1-boom is k(«w).
« Wet® W, %+ V, 1 <€31i<n,
3 i i ik{x)* =~

"k, Go naer 2,

Het is met deze methode dat bovenstaand i2-stedenprobleem in 155 itera-

tiegs wordt opgelost.

&
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In [10] wordt het verband onderzocht tusszen de relaxatiemethode voor

llnealre ongelijkheden en het 1+e*at1eschema

+ L v

o ik(w)? tsizcn,

i e
wearbij m het aszntal reeds verrichte iterati ppen is. Hieruit volgen

regels voor de keuze van tm die de voorkeur verdienen boven de regel:

tm = 1 voor alle m.

Verder kunnen we een zodanige beginvector n. kiezmen dat v(n ) niet

0
kleiver is dan de wasrde van de opnlmale oplossing van het taev1gzdngbu
probleen,

Van deze mogelijkheden is geen gebruik gemeakt bij de in [10] en in
§7 weergegeven bevekeningen; volgens Held en Karp kan er een asnzien-

-

shezporing ven worden verwachb

]
pde
L *
e
o
o
o
Cada
o

De szcent-mathode h@ef’ A w{7) niet te bereiken, en bovendien kan dit
maximun kleiner zijn dan C - Ve combineren daarom de ascentemethode met
een branch-and-bound procedure, die we hieronder bveschrijven, -

Elke tzk kunnen we aangeven met (X,Y,n); hierbij is X een verzareling
verplicht gestelds kanten, Y een verzemeling verboden kanten, en % een
reéle n-vector, We definiéren Ve Y('ﬁ) als de lengte van een onder
I'4

\Cij oy ﬂj) minimale i~boom die alle kanten uit X en geen kanten .
uit ¥ bevat,

De hovengrens wordt in het begin op « gesteld, en we nemen ais eerste
tak (9,8,0).

In een willekeurige tak (X,Y,7) voeren we een ascent-proces uit, meb
T als beginvector. Dit proces heeft drie mogelijke uitkomsten: ’
1., Er wordt een minimale l1-boom gecoustrueerd met een lengte die niet
kleiner is dan de bovengrens. De tak wordt dan verlaten.,
’2. Ee wordt een minimale 1-boom geconstrueerd die een route is. We
stellen dan de bovengrens gelijk aan de lengte van deze route, en de

tak swordt verlaten,
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3. Er ontstaat in p. opeenvolgende iteraties geen verhoging van de

on&ergrens iy Y

(7). We breken dan het ascent-proces af en bepalbn een

vector " 'Waarvcor W, o{7) 2ijn maximum bereikte. De nletuverpllchte

X, Y

kanten van een onder (c .+t w ') minimale 1-boom worden nu geor-

1

dend volgens het bedrag waarmee w

1

Y. Y('ﬁ’) zou toenemen als de betref-

- fende kant zou worden verboden, 7o krijgen we een riJ kanten (91’82’

oev,é’)-m‘eﬁ

Yx sYule, }(“ ) Z V¥ vu {e, }(“ )2 ez - VX, Yole, y(m') 2 X, e

We definiéren

X, =X

1
Xé ='Xu{eg}
= I
X3 Ku;e1,e2}

X = XU{eT’eé’;“"eq—i_

3

Y = fu{e1}

!2 = Yv{ee}
b4 = £ .
Y1 Y“‘eq,1}
Y = YuA vA

q r 8

‘ Hiérbij is q'de kleinste index waarvoor een stad r bestaat zd dat

- X»niet twee kanten aan r beval maar Xq weél, Het is mogelijk dat een

tweede stad, s, dezelfde eigehschap heeft; als dit niet het geval is

stellen we 8 = 0. Voor r > 0 bestaat A uit alle kanten aan r die

niet tot Yq behoren; AO
Bij elke tak (x 5 Xs o ') met

X Yu

{e }(ﬁ s de ondergrens van (X ¢ ,n ) bedraag* (r ).

= @f. We vormen nu q nieuve tekken (X ,Y.,ﬂ ).

1 < i <g behoort een ondergrens

Voor elke tak (X Y,1) geldt dat als X twee kanten aan een stad r

bevat alle andere kanten aan r tot Y behoren. Immers, d;t*gel&t voor

de eerste tak (¢5¢,3), en door de toegepaste vertakkingséﬁrategié ook

voor alle dsaruit voortkomende takken.

Zodrsa, voorigeen'enkele nog niet onderzochte tak de bijbehorende

" ondergrens kleiner is dan de bovengrens is het probleem opgelost.

&



Held en Karp selecteren steeds de tak met de kleinste onderzrens., Wij

ebben de algorithme beschreven door middel van een recursieve proce-

h
duvre, waarin de takken van rechts naar links worden behandeld, d.w.z.
eerst (Xq,quw*), dan alle daaruit voortkomende takken, vervolgens

(qu??an1,ﬁ’), enz. 5,

In het branch-and-bound proces komen vier soorten takken voor:

1. takken die nooit worden gekozen;

2, takken die in het ascent«proces‘worﬂen gedlimineerd;
3. tekken die tot verdere vertakking leiden;

L, takken waarin een route wordt gevonden.

De tekst van een ALGOL 60-procedure die symmetrische handelsreizigers-
problemen volgens bovenstaande algorithme oploet windt men in 86,
Indien &= gebruiker ven de procedure dat wenst wordt de beginwaarde
van de bovengrens in het vertakkingsproces gelijk aan de lengte van
een 2-opt roube, geconstrueerd volgens de in §5 besechbreven methode van

Lin. Het ascent-proces in de eerste tak wordt pas afgebroken als er in

2p opeenvolgende iteraties geen betere ondergrens is verkregen. De

keuze p = 10 bleek voor de meeste probvlemen meer vertakking massr toch
een aanzienlijk kortere rekentijd te geven dan de keuze p = 25. Voor

een overzicht van de overige rekenresultaten zi] verwezen naar §T.
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%, Constructie van een minimale boom

We beschouwen een volledige Ongerichte’graph met n hoekpunten; de lengte
van elke kent is gegeven. We zoeken een boom op de n punten van minimale
totale lengte. De volgende constructie is ontleend aan DIJKSTRA [5],

‘Tijdens de»consiructie Worden’ae kenten onderverdeeld in drie verzame- -
. lingen: = o _ , '

S1. de kanten die al zijn toegewezen san de boom; zij vormen een deelbocm;

S2. de kanten waaruit we de volgende kant die aan S1 wordt toegevoegd
kiezen; a ' _

SB.-de overige kaﬂteﬁ; zij zijn verworpen of nog niet bekékenc

De punten worden verdeeld in twee verzamelingen: o

SA. de punten verbonden door de kanten in S7;

'8B. de overige punten; elk van deze punten is met &&n en slechts ééq
keant uit S2 verbonden ssn een punt uit SA, C

Bij het begin van de conétrﬁctie moet gelden:

SA bevat €én willekeurig punt als enig element;
82 bevat alle kanten die in dit punt uitkomen;
81 is leeg. ' _

De volgende twee st&ppenvw;rden nu herhaaldelijk uitgevoerd. ‘

Stap 1. De kortste kant uit S2 wordt wit S2 verwiédefd en aan S1.toe~ °
gevoegd; hierdoor gaat een punt, zeg i, van SB over naar SA,

Stap 2. Voor elk punt b in SB vergelijken we de kent {i,b) met de
overéenkomstige-kant (a,b) uit S2. Als (i,b) korter is wordt (a,b)
verworpen en (i,b) san 52 tcegevoegd; anders vwordt (i,b) verworpen.-

' We herhalen dit proces totdat de verzamgiingen 52 en SB leeg zijn; De

kenten in S1 vormen dan de gezochté boonm.

Deze algorithme, reeds in 1957 door PRIM [16] gepubliceerd, verdient de
voorkeur boven de constructies van KRUSKAL [12}, omdat rengschikking van
alle kanten volgens lehgte en controles op cykels en samenhang worden

" vermeden.



5. De 3-opt methode wvan Shen Lin

Met.een methode van LIN [14] kunnen zeer goede locaanl optimale oplossin-

gen van het symmetrische handelsreizigersprobleem worden verkregen.

a
3o

Lin voert de volgende begrippen in:
a. Een route T heet Auogtimaglh(ef kortweg A-opt) als er geen kortere
route ksn ontstaan door een verzameling van A kanben van T door een

andere verzameling ven A kanten te vervangen.

b. Een route T heet bestand tegen omkering als er geen kortere route kan
ontstaan door een rij opeenvolgende steden in T om te keren.

¢, Een route T heelt begtand tegen omkering en invoeging als er geen Kop-

tere route ken ontstaan door een rij opeenvolgende steden in T uit T
te verwijderen en, al of niet omgekeerd, tussen twes opeenvolgende
évergebleven steden in T in te voegen.

Voor elke route T geldb:

1. T is 1~opt.

2. T ig 2-0pt &P T is bestand tegen omkering.

3. T is 3-opt <= T is bestand tegen omkering en invoeging.

o

t. T is p-opt 4= 7T is optimaal

5. T is A-opt €& T is k~opt voor 1 < k < A,

Een route die wel (n-1)-opt maar niet optimaal is heeft met geen enkele
GPtimale route een kant gemeen. Het bestaan van zo'n route 1ijkt zeer
onwaarschijnlijk. Lin bewijst dat het vermceden

6. T is (n-1)-opt < T is optimeal

equijalent is met

6"

. Gegeven 18 een graph met n hoékpunten en2n kenten en met de eigen- '
schap dat de verzameling van kanten verdeeld kan worden in twee verw
Zémﬁlingen.van n kanten, die elk een Hamilton-cireult vormen. Den
bestaat er nog zo'n verdeling met dezelfde eigenschap.

VYoor n < T is 6' eenvoudig te bewljzen.
= g J
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Onderstaande constructie van een 3-opt route uit ecen willekeurige

beginroute is gebaseerd op eigenschap 3. We gaan op systematische

wijze na of de route bestand is tegén 6mkering en invoeging. Telkens
als een verbetering wordt gevonden herstarten we dit proces met de

‘ nieuve route als heginroute; om te voorkomen dat de nieuwe kanten

direct voor vervanging in sanmerking komen wordt de verbeﬁerde_route‘

eerst geroteerd (zie F). Het proces eindigt met een 3-opt route

wanneer geen verdere verbeteringen worden bereikt.

A. Kies een beginroute (tgﬁtg,o..,tn),
B. Voer € uit voor J = 1,2,.50500
€. 1. Voer D uit voor k = 1,2,...,0=3.
2. Roteer de route: '
(tiwtz,;.e,ﬁh):m (tn,tTQo,,,tnﬁj)*
D. Voer E uit voor £ = k+1,k4+2,.c0,n~1.

ity et Sebiaq

+ +
R N TR
¢, i C + e +e; s

2% %y b T % L T St

voer F ult indien c1 < CO 9f c2 <'co.

E, c0:= ' + e, | + C I

Cy

s

F. Verander de route: _
als ¢y < ¢yt (tT,tz,,..,ﬁn):= (tg+29..,tn,tk+1,..,tz,t1,..,tk,tg+1);
anders: ('i';.i ,’té, e gtn) = (t2’+29- o aﬁnstk+1 ges 9131’ ’tk’. oe st»; Stg,g-f) °
Begin opnisuw met B. '

Deze'algorithme is efficiént in die zin, dat de vervachte rekentijd
rechtevenredig is met n?, '

We gasn hier voorbij san de wijze wsarop Lin bij de comstructie van
de (m+1)ste 3~opt route gebruik maakt ven de m reeds werkregen locale

optima.



1h

Opmerking 1
Stel det een A~-opt route in een tijd ¢

A kan worden verkregen; en dat

deze route met kans p, optimaal is. Als we beschikken over een totale

rekentijd ¢ kunnen we [t/tA] = k, ven deze locale optima construeren,

De kans dat zich hieronder een optimum bevindt is
k

- 8. A
Py =1 - (1= "

Op empiriscbe gronden meent Lin te mogen aannemen dab bij problemen'_
met tussen de 10 en 100 steden p? voor A= 3 zljn meximum ssansemt.
Opnerking 2

De algorithme bereikt een sanzienlijke tijdsbesparing door aist
steeds nasr de grootst mogelijke verbeleving te zocken masy belkens
de verbetering te nemen. die het eerst optreedt. DPit principe is ven

algzmene toepsssing; wie bijvoorbeeld pag.5.



6. De ALGCL 60-procedures

In deze paragrsaf vindt men de tekst %an de ALGOL 60-procedures

.. 1little et al (symsn,c;ﬁc,nr,nb,nt),

held and karp (a,n,c,b,nc,na,nb,nt). -

Een gebruiksaanwijzing voor deze procedures volgt hieronder.

Bij een aanroép moet elke actuele parsmeter natuurlijk van het

" type zijn dat voor de overeenkomstige formele parsmeter in de
roceduredeclaratie is gespecificeerd. Steeds is n het aantal
steden en ¢ een nxn-matrix waarbij c[},j] de afstand van i nasr .

J asangeeft.

De asnroep ,
| 1ittle et al (sym,n,c,ne,nr,nb,nt)
wearbij ' S
sym = true <> c[i,j] = elj,i] voor 1 < 1,3 °_<__,n
) heeft het volgende effect: ’ )
a. Het handélsfeizigersprobleem wordt opgelost volgens de in §2
beschreven algorithme., ‘ .
b. De voltooiing van eeﬁ route (i1’i2?"°’in) veroorzaakt een
aanroep _
printtour (rop,udb,v)
met - o
vk = de lehgte van de route,
v = ij,

rop{ij] = ij+1 voor 1 < < n-1, rop[in] = 0.

Declaratic van deze outputprocedure:

procedure printtour (rop,ub,v); value rop,ub,v; -

&

integer ub,v; integer array rop;
<procedure body> '

dient buiten die van "little et al™ te geschieden.
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c. Na uitvoering van de procedure geldbt:

de lastst gevonden route is optimsal;

ne = het aantal linkertakken dat niet is gekozen;

nr = het asntal tekken dat tijdens de reductie is gedlimineerd;
.nb = het aantal takken dat tot verdere vertakking heeft geleid;
nt = het santal takken waarin een route is voltooid.

De sanroep ‘
neld and karp (a,n,c,b,nc,ns,nb,nt)

heeft het volgende effect: . '

a., Het symmetrische handelsreizigersprobleem wordt opgelost volgens de
in §3 5eschreven algorithme., De pavameter p, die de beeindiging van
het ascent-proces regelt, wordt bepaald door

p = la]. ,
Indien a > O krijgt de bovengrens in het branch-snd-bound proces 108
als beginwaarde; indien a < ¢ wordt deze beginwasrde gelijk aan de
lengte van ecn 3-opt route, geconstrueerd volgens de in §5 beschreven
algorithme met (1,2,...,n) als beginroute. .
b. De constructie van een 3-o0pt route veroorzaaki een asnroep
printtour (t,ub,~1);
het wvinden van een route (i1,iz,...,in) met xx verplichte kanien
heelt 2en aanrosp )
printtour (t,ub,xx)
tot gevolg. In beide gevallen geldt:
ub = de lengte van de route,

?[ij] = ij+1 voor 1 < §.§—1, ﬁ[in] = i

Declaratie Van deze outputprocedure:
procedure prinptour (t,ub,xx); value t,ub,xx;

integer ub,xx; integer array xx;

<procedure body>

dient buiten die van "held and karp" te geschieden.



¢, e uitvoering ven de procedure geldt:

~de laatst gevonden route is optimazl;

b = de hoogste ondergrens die in het eerste ascent-proces is gevondens

ne = het asntal tekken dat niet is gekozen;

na = het aantal takken dat tijdens het ascent-proces is geélimineerd;
nb = het aantal takken dat toﬁ verdere vertaklting heeft geleid: -
nt = het asntal takken waarin een route is gevonden. '
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In deze paragraal geven we snige resultaten ie zijn vehasld met de

T. Resultaten

procedures "little et al" en "held and karp" _
Yerschéidﬁne van onze testproblemen zijn asn de literatuur onfleendg
‘be_afstandsmatrix ven het prqbleem."ﬁéderland" vindt men in tabel 1.
Voor de meﬁi"R"'éangegeven"problemen zijn de cij aselect getrokken uit
een digerete uniforme verdeliég over {0,1,...,100}. Voor de met "RE"
aaﬁgegeven problemen zijn de n punten aéelect in een vierkant met zijde

100 geplastst; c-ij is de Buclidische afstand tussen de punten i en j.
In figour 1, 3 en 4 staasn afbeeldingen van de graphen G9, G12, Gi5,
(16, G22 en de "Tutte-graph". Bij elk van deze graphen kunnen we als

4

volgt een ofstandsmatrix definiéren:

o = { 0 als de graph de kant (i,3) bevat;
1 1 snders.

De graph bevat cen b&milt”thITCHZL den en slechts dan als het s
verkregen h&ndalsrelzxgersprobleem een koritste route van lengte 0
heeft. De graph (22 is ontstean uit Buler's bekende probleem "de

- zeven bruggen ven Koningsbergen" (figuur 2); het bestaan van een
tocht wasrbij elke brug precies &énmaal wordt overgestoken is equi-~
valent met het bestaan van een H&mlltonncircuit in G22. In het pro-

bleem "Pusrd"

zijn de steden de velden .van het schaakhord, met af- >
stand 0 iussen velden die &én paardesprong ven elkasr liggen, en 1

-anders.

7y

De tabeilen 2 er 3 geven gedetallleerds resultaten. De betekenis van
enige van de veargegsven grovtheden kan men in §6 vinden. De r eken-
tijéen nijn gemeten in seconden. De tijéen van de methode ven Held

en Kerp voor de problemen "Pasrd" en "Tutte" zijn geschat met behulp
van de in [70] genoemde tijden. Alle berekeningen zijn uitgevoerd op

de Electirologica~X8 rekenautomaat van het Msathematisch Centrum.
. .
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Op grond van de resultaten komen we tot de volgende conclusiesg:

Voor Buclidische problemen is de methode van Held en Karp sanzienlijk
veel beter dan de methode van Little e.s.

Voor Hamilton-cirvcuits is de situatie precies omgekeerd.

Voor grote symmetrische random problemen is de methode van Held en
Karp te verkiezen boven die van Little; het verséhil is echter minder
‘sprekend dan onder a. _

Voor asymmetrische problemen werkt de methode van Little beter dan

voor symmetrische,

Ansterdam 1 0 -

Arnhen 2 95 0

Assen 3 180 150 G

Den Haag L 60 120 220 O

Groningen 5 198 170 286 250 0

Haarlem 6 22 115 205 45 204 O

's.Hertogenbosech 7 90 65 206 105 230 100 0

Leeuwarden 8 137 160 70 190 58 143 220 O

Masstricht 9 202 153 290 190 320 217 115 310 O
Middelburg 10 180 205 320 125 350 170 130 310 185 O
Utrecht 11 ko 65 160 65 190 55 55 175 166 160 O
Zwolle 12 115 65 Th 155 100 130 130 90 220 24D 90

1 2 3 Kk s 6 7 8 9 10 1t 12

Tabel 1. De afstandsmatrix van een 12-stedenprobleem

O b
Eﬁ b s
G9 | g12 ¢is - G16

&
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Tiguur 2. De zeven bruggen van
" Koningsbergen

Figuur 0. : 25

Oplossing van het 12-stedenprobleen

uit Tabel 1 met behulp van de
ascent-methode

.

(Het meest linkse hoskpunt is
verbonden met alle punten van

het type ¢ )
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HELD AND KARP

3 g = +10 la = 10
PROBLEEM n C ne nr ub nt tijd b {nc na nb nt tijd 1lin ne ne nb nt tijd
EUCLIDISCH .
Barachet[1] 10 378 1 b 22 7 2% 378 7 %+ & 1 11 {38 01 0 0O 5
Nederlasnd 12 9Tk 205 T9 287 L 32 gT@ O 0 0 1. 1T 985 6 0 0 1 19
RE 20 382 >3600 | 2Bz 0 6 1 70 [ 382 0 1 0 O 53
RE - 20 365 >3600 § WL 16 0 9 1t 63 | 36511 1 k O 57
RE 20 360 - 35611 6 6 1 ¥ | 37013 0 6 t 58
HeK{8] = 25 1711 »3600 |l 1713 & 0 O 1 22 {1723 O G O 1 1k6
RE .25 kb >3600 k11120 515 1 158 | 41k 15 6 10 0 197
RE 25 381 - 375127 021 2 19k 395 27 0 21 2 227
RE . 25 ko8 - % LoTij2z 522 6 248 08 16 1 7 0 127
Dentzig[lh] 42 699 - i 690i%5 36 96 4 3170 | 699 23 23 27 O 1410
 HAMILTON-CTRCUTTS | ;
G9 9 7T 3 10 1 i 0{11 k12 1 15 i 8 510 0 14
Gi2 2 of 1w o 61 2 0,17.10 26 3 32 ¢ 9 1 6 0 2
G15 15 1 17 5 22 3 b 0Lz 29 66 2 207 1362353 0 175
G16 16 0 th 0 141 3 012 313 .1 53 0 01 0 0 6
G22 22 1 Lo3 T8 b8t 1 62 o/ I - 1 >3400
Tutte 46 1 | 1652 193 1846 2 612 {+Tu). ‘ -
Paard 6k 0 62 0 62 1 118 {xhu) -

‘Tabel 2, Rekenresultaten veor Euclidische problemen

en Hamilton-circuits

n
[@2N
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LITTLE ET AL | HELD AND KARP
. > | a = +10 a = =10
PROBLEEM n C ne nr ab ot tijd b | nc na nb nt tijd lin ne na nb nt tija
| SYMM.RANDOM

R 0 232 3 11 ks 2 1 2321 0 0 0 i 3 232 0 1 0 © 5
R 10 145 8§ 3 11 1 2 Wi 0 0 0 1 2 5T 6 06 O 1 3
R 10 227 i9 h 2 2 2 22T 0 0 G % i 234 0 0 0 1 5
R 15 185 F 7L 18 95 & 134 183 ¢ 0 3 i 17T |185 0 1 o O 13
R 15 19k 0 178 k1 227 9 274 1o o0 O © 1 12 98 0 1 0 0O 16
R 15 139 31 5 38 3 6 i3sl 0 0 o 1% T 139 0 1 & O 11
Croesfi] 20 2R 9 18 117 1 23 o6l 0 0 O 1 11 252 ¢ 0 0 1 27
R 20 201 191 k1 236 5 k2 200017 0 9 1 60 2tk 17 0 ¢ 1 73
B 20 251 262 32 321 7 59 25116 0 ¢ 1 &4 27316 0 9 1 76
R 20 196 227 6% 293 3 17 9kl 1tk 319 1 76 225 1tk 3 11 1 89
R 25 220 || 1035 210 1253 9 288 219120 0 1% 2 124 22115 1 6 1 132
R 25 266 | 1947 398 2387 3 576 258| kT 59 93 8 1240 266 38 33 52 0 647
R 25 202 258 sk 315 L 92 202/22 0 1k 1 126 262 0 1 ¢ 0 Lo
ASYMM,RANDOM

R 10 151 18 hk 2% 3 2

R 10 177 8 0 8 1 1

R 10 145 7T 2 9 1 2

R 20 1ks 295 b9 349 6 52

R 20 159 18 ¢ 18 1 7

R 20 177 301 51 357 6 52

R 30 171 281 k3 326 3 86

R 30 1ks 487 69 3558 3 151

R 30 1211 973 1386 3 352

Tabel 3. Rekenresultaten voor symnetrische en asymmetrische random problemen
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