
stichting 

mathematisch 

centrum· 

AFDELING MATHEMATISCHE BESLlSKUNDE 

J • K. LEN ST RA 
BRANCH-AND-BOUND ALGORITHMEN 

-VOOr?._ :Jr::T l4_A,'~DE L.3R~ i Z I GEPSPDr\P LCET 

Voorlopige uitgave 

BA 

~ 
MC 

BN 16/72 OKTOBER 

2e boerhaavestraat 49 amsterdam 

MATHEMATIS'\'i.H 
AMSTERDAffl 



Ptinte.d a..t .the. Ma.thematic.al. Ce.n.:tlte., 49, 2e. BoeJt_haave1.>.ttc.aa.t, Am-0.teJt_da.m. 

The. Ma.the.ma.tic.al. Ce.n.:tlte., 6ou.nde.d .the. 11-.th 06 Fe.bhuaJLY 1946, i.-6 a non
pho oil ..i.n.o.tUu,tlo n a,im,lng a.t .the. ptwmo.t.i..o n O 6 pwz.e. ma..the.ma.tic.-6 and U-6 
appUc.a.tion.o. I.t i.-6 .opon.oohe.d by .the. Ne..thw..a.nd-6 GoveJt_nme.nt .thhough .the. 
Ne..thw..a.n.d-6 011..gan..i.za.tion. ooh .the. Advanc.e.me.nt 06 Pwz.e. Re1.>e.Mc.h (Z.W.0), 
by .the. Mun..i.c...i.pal.Uy 06 Am-0.teJt_da.m, by .the. Un..i.veJt_-6Uy 06 Am-0.teJt_dam, by 
.the. Fhe.e. Un..i.veJt_-6Uy a.t Am-0.teJt_dam, and by ..i.ndU-6.t!Ue!.>. 



Inhoud 

1 • Het handel.sreizigersprobleem 

2. De algoritbme van Little, Murty: Sweeney en Karel 

3. De algorithl:1e van Held en Karp. 

~. Constructle van een minimale boom 

5. De 3-opt methode van Shen Lin 

6. De ALGOL 60-procedures 

'"(. Resultaten 

Literatuu.r 

1 

3 

6 

11 

12 

15 

23 

28 





1. Het handelsreizigersprobleem 

Een hs.ndelsreiziger wenst vanuit een bepaa.lde stad n - 1 gegeven steden 

elk precies e€mn.aa.l te bezoeken en tenslotte naar de eerste stad terug 
. 

te keren. Hij kent de afstand tussen elk geordend paar steden, en vraagt 

· zich~f hoe hij moet reizen om de totaal af te leggen afstand zo klein 

mogelijk te houden. 

• Het probleem kan ook als volgt worden geformuleerd: bepaa.l bij een 

gegeven nxn-matrix C = (cij)-een cyclische permutatie (1,i2 , ••• ,in) 

van de getallen (1,2, ••• ,ri) zo dat 

minima.al is. 

Dit probleem heeft (n - 1)! toegelaten oplossingen, waaronder een 
of meer optima.le~ Een algorithme die een optimum bepaa.lt .. in een t.ijd 

-t met t = O(nc} voor n +.~ is tot nu toe niet gevonden .• Voor een n n 
overzicht van het onderzoek op dit terrein zij verwezen. naar [2]. 

De beste _resultaten zijn verkregen met de branch-and-bound algorith

men van .EASTMAN [ 6, 7] & SHAPIRO [ 17] , LIT'rLE, MtJRf"Y, SWEENEY & KAREL 

. [ 15] en HELD & KARP [9, 10} . . 
' - Een branch.:.:.a.nd._hound procedure spii~st de verzameling ·van toegelaten 

oplossingen van een probleem in deelverzamelingen, en berekent een 

ondergrens voor _de waarde van de oplossinge:n in elke gegenereerde deel

verzameling. Door dlt proces weer op deelverzamelingen toe te passen 

ontstaat een boom waarvan elke tak met een deelverzameling en elke ver

takking met een spli_tsing correspondeere. Bij het handelsreiziger.spro

pleem vindt vertakking gewoonlijk ~laats door kanten verplicht te stellen 

of' te verbieden. 
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Eastman & Shapiro beginnen met oplossing van het rr,et het tande).s

reizigersprobleem corresponderende toewij zingsprobleem. In het verta."k:

king~proces wordt voor elke ta..."k een ondergrens bepaald door een toe

wij zingsprobleem op te loss en.· Als deze oplossing cycJ..isch is wordt er 

niet verder vertakt; in het andere geval wordt voor elke kant van de 

kortste cykel in de oplossing een nieuwe tak toegevoegd, waarin deze 

kant wordt verboden: Zoclra een cyclische oplossing wordt gevonden met 

een lengte die niet groter is dan de ondergrenzen van de ande:iie takken 

rn het p:::-ob.J.,eem opgelost. 

De algorithme van Little e,a. wordt in §2 beschreven, die yan Held 

en Ka.rp in §3, 
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2. De algorithme van Little, Murty, Sweeney en Karel 

In deze b:ra.nch-s.nd-bound methode speelt -het ·begrip reductie een belang-• 

. rijke rol bij het bepal.en van de onde:rgrenzen; 

Iedere route bevat een en slechts een element uit elke rij. Dit 

betekent dat als we van elk element van een rij in de afstandsmatrix 

een constante h aftrekken de lengte van iedere route met h afneemt. 

Hierbij blij~t een optimale route dus optimaal. 

Wanneer we het kleinste element van een rij van elk element van die 

rij aftrekken zeggen we dat de rij wordt gereduceerd. Een matrix met 

uitsluitend niet-negatieve elementen en in elke rij en kolom minstens 

een nul heet een gereduceerde matrix; deze kan worden verkregen door 

bijvoorbeeld eerst a.lle rijen en dan alle kolommen te reducer.en. Aan•

gezien een geredueeerde matrix geen negatieve elementen bevat is de 

.som van de reductiec.onstanten een or:dergrens voor de lengte van elke 

route onder de oorspronkelijke matrix. 

Het vertakkingsproces kan als _v~lgt worden be~chrev,:en. 

We beginnen met de oorspronkelijke·matrix waarbij een ondergrens ·O · 

hoort; de bovengrens, i.e. de lengte van de kortste tot nu toe gevonden 

route, stellen we op 00 • 

Een tak komt alleen voor verdere behandeling in aa.mnerking als de ' 

corresponderende ondergrens onder_de bovengrens ligt. De b:i.j deze tak 

behorende matrix·wordt eerst gereduceerd. Als de ondergrens b hierna. 

niet meer kleiner is .dan de bovengrens wordt de tak verlaten. Anders 

kiezen ,re een kant ( s, t) die, naa.r het schijnt, het slechtst gemist 

kan worden. Hiertoe maximaliseren we de prijs d .. die we moeten betalen 
l.J 

als we niet van i naar j gaan: 

d •• = min c.k + min ckj , 
l.J ki#j 

1 kii 
,, dst =m~ d .• • 

i,j 1J 

Merk op da·t; we alleen kanten ( i , j ) met C • • 
l.J 

= 0 hoeven te onderzoeken, 

3 



4 

daar anders d. . :rt O. Vervolgen.s bepalen we de kaut ( u ~ v) , waarbij v 
l.J 

·het begin:punt en u het eind.punt is van de langste rij op elkaar aa.n-

sluitende kanten die (s,t) bevat en verder a~leen uit verplichte kanten 

bes-taat. 

Als dit proces plaats vindt in een tak waa.rin reeds n - 2 kanten ver-

plicht zijn gesteld leidt deze tak. niet tot verdere verta.lr.Jdng; de n - 2 

vcrplichte kanten vonnen samen met de kan'ten {s,t) en (u,v) een nieu:we, 

ko1·tere, route van 1,~ngte b. De bovengrens wo:rdt; gelijk gesteld a.an b. 

In het andere geval krijgt de boom 'cwee nieuwe tc1,kken: 

1. ee.n 11rechterte.k11
, waarin we de kant (s,t) verplicht stellen, (u.,v) 

verbieden, en ri,j s en kolom t uit de ma.trix verwijderen; de onder'"" 

grens van deze tak is b; 

2. een 

b + dst• 

Het :probJ.a·em is o:pgelcst zod.ra v-oci1· geen enl--ela :n<)g ni et onderzochte 

Little noemt verscheidene methoden om een ta...J.t voor nader ono.erzoek te 

seJ.ec.teren. Het ligt voor de hand steeds de tak met de kleinste onder

grens te kiezen; dit leidt tot een boom met een minima.al aantal takken. 

Een andere, door ons gevolgde,methode is: kies steeds eerst de rechter

takj vervolgens alle daaruit voortkomende takken, en da.n pa.s a.e linke:r

tak. Deze methode maakt het mogelijk de algorithme door middel van een 
. 

recu1:'sieve procedure te beschrijven, vermindert de benod.igde hoeveel-

heid geheugenruimte en heeft voordelen t.a.v. de in elke tak. noodzake"" 

lijke matrixreductie. We :dsker.en echter een toena:me van de r-ekentijd, 

vooral als de eerste route, die we door ve:rt;akking naar rechts vinden, 

ta:melijk slecht is. 

In het bra.nch-•and-bound proces !mm.en vi.er soorten takken voor: 

1 • ta.kken die nooit worden gekozen; 

2. takken die door reductie worden geeiimineerd; 
3. takken -· tot verdere vertakldng leiden; a1e 

},1.. takken waarin een route wordt. voltooid. 



Als het handelsreizigersprobleern symmetrisch is kan bij elke route T 

een a.ndere even la.nge route worden.gevonden door Tin tegengestelde 

richting te doorlopen. Van elk dergelijk tveetal routes kan er een 
worden uitgesloten door de takken aan de uitersie linkerkant van.de· 

boom te veranderen. 

Stel dat een tak X waarin geen v~rplichte kanten voorkomen wordt 

gesplitst in Y, met (i,j) verplicht, en Y, met (i,j) verboden. De 

omgekeerden van de routes in Y bevatten de kant (j,i) en behoren, 

voor zover ze in X zitten, tot Y; ze kunnen worden uitgesloten door 

in Y naast (itj) ook (j,i} te verbieden. 

Zodra van een route een kant verplicht is gesteld wordt .op deze 

wijze de tegengestelde route verboden. 

Ws..nneer we bij het onderzoek va.TJ. een tak een ka.nt { s, t) tegenkomen 

rr.et een boete d t die minstens gelijk is aau. het verschil tussen s . 
boven- en ondergrens kunnen we tot verta.kldng overgaan; er ontstaat 

dan een linkertak die zeker nooit voor nadere behandeling in aan- · 

merking korox. Pas als er niet z.o'n kant blijkt te bestaan behoeven 

we een kant te bepalen waarvoor de boete ma.ximaal is. 

Deze rijziging van de algorithme blijkt de oorspronkelijke re

kentijd voor problemen van 20, 25 en 30 steden met 60%, 70% resp. 

75% te verminderen. 

Toepassing van het hier gevolgde principe: zoek niet het best 

bereikbare, ma&~ neem het eerste dat voldoende is, geeft ook in 

andere gevallen een .,zeer aanzienlijke tijdsbes:paring; vergelijk 

bijvoorbeeld opmerking 2 op pa~.14 en Lin [14], 8.3. 

In §6 staat de tekst van een ALGOL 60-procedure die handelsreizigers

problemen volgens de hier beschreven algorithme oplost. Deze procedu

re bleek aanzienlijk ef~icienter dan d~ in [11] en [18) gegev7n 

ALGOL 60progra.mma's voor de methode van Little. Een oirerzicht van ,, 
de rekenresultaten vindt men in· §7. 

5 
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3. De algori thu.e van. Held en Karp 

Bij het symmetrische handelsreitigersprobleem kuru1en we de n steden be

schouwen a.ls de hoekpunten va.11 een vo·lJ.edige ongerichte graph; de lengte 

van kant (i,j) wordt gegeven door c . .• 
1J 

Een boom is een samenhangende graph zonder cykels. Een 1::.boom 1s een 

booni over de hoekpunten 2,3., ••• ,n samen met twee kanten aan hoek:punt 1. 

Een 'l•-boom bestaat d.us uit n kanten en heeft precies een cykel, die 

hoekpunt 1 bevato 

Held en Karp ma.ken gebruik van de voJ.gende relaties tussen routeG 

en 1-bomen. 

a. Het symmetrische he.ndelsreizigersprobleem. wordt als zeer m.oeilijk 

bc:-1chouvd; een mini1-:i.ale 1-•boom is eenv:::n::dig te bepa1en IC.et bt1hu.l:p 

van de in §).~ beschre-..ren constructhi van e-en. :m.:l.niinsle boom. 

b. Een route is een 1~boom wa.arin c1k hoekpunt graad twee heeft.. 

c. A.ls een win.ima:!.e 1 ,.boo.m ee~1 route ::s ,., is i::.et. cea optirrr:-;.le :i:·cute. 

c .. ::-.: c .. +11. +1r. 
J.J lJ J. J 

kan de minimale 1-boom veranderen; iedere optima.le route blijft 

echl;f;r optima.al, omdat elke route 21:'lT. langer wordt. 
l. 

Het is duidelijk dat onder de matrix ( e .. + 1T. + -rr.) ee11 optima.le 
l.J 1 ti 

route niet korter is dan een minima.le 1-boom, d.w.z. 

c• + 2Iw. > min(ck + tv.d.k) 
1-- k 1.1~ 

( 1) 

Hierbij geldt: 

c* = de lengte va.n een kortste route onder de oorspron..ltelijke 

matrix; 

k ino.iceert de 1-bo:men; 

ck = de lengte van de k-de 1-boom onder de oorspronkelijke :mat:dx; 

d. = de graad van hoekpunt i in de k-de ,-boom; 
a.k 

s.lle sonnna;bies lopen van ·1 tot en :met n. 



We definieren. 

v.1r =d.k-2; 
1.,,_ 1. 

w(1T) :.: min(c + l:tr ·V• k). 
k k 1 1 

Nu is ( i) equivalent met 

• C > w( ,r) • 

Indien we een n* vinden met 

c• = w('IT*) = max w('IT) 
'If 

hebben we een situatie·waarin een minimale 1-boom een route is; het pro- , 
• bleem is dan opgelost. Zo'n tr hoeft echter niet te bestaa.n. Held en Karp 

bewij zen in (9 J dat 
~ c· = max w(1r} 

'ii' 

dan en slechts d.an als er een geheeltallige optimale oplossing bestaa.t 

van een bekend lineair programmeringsprobleem, namelijk het problee:m dat. 

wordt verkregen door in een formulering van het ha.ndeJ.sreizigersprobleem 

a.ls geheeltall:ig l.p.-probleem de integer-reg;ricties weg te la.t,en. 

Om max v(w) te berekenen of te benaderen gebruiken Held en Karp_de 
1T 

volgende "ascent"-methode: 

1. 'If.:= o, 1 < i < n. 
J. ...., -

2. Construeer een onder ( c . • + 1r. + 'If • ) minimale 1-boom. 
1J 1 J 

De index van deze 1-boom is k(n). 

3. ni:= ni + Vik(~)~ 1 ~ i ~ n. 
4. Ga. naar 2. 

Het is met deze methode dat bovenstaand 12-stedenprobleem in 155 itera

ties wordt opgelost. 

7 



In [ 10] wordt het, Yerband onclerzocht tussen de relaxatiemethode voor 

lineaire ongelijk,11eden en het i teratieschema 

w.:= ~- + t y.k( )' 1 < i < n~ 
1 J.. Illl. 1T - ·-

WUarbij m het aan-tal reeds verrichte iteratie:,rctippen is; Hieruit volgen 

regels voor de keuze van t die de voorkeur verdienen boven de regel: 
m 

t ~ 1 voor alle m. 
m. 

Vex-<'ier kunnen we een zodanige begin-vector 1r
0 

kiezen. dat w( 'IT
0

) niet 

Y,.1einer is dun de wa.e.i·de van de optimale oplossing van het toewijz:i.ngs•• 

problee:m. 

Van deze mogelijkhed-en is geen gebruik gemaakt bij de in [10] en in 
., 

§7 weergegeven bereki:mingen; volgens Held en _Karp kan ei4 een aanzien-

De uscent-methode hoeft m.;7:x. w{·r) :o.iet t.e bereiken 1 en br..rirendi.en ka.n dit 

maximum kleine:t.· zi.jn dan. C,:;. We combiner-en daa:com de ascent-mt~thode :met 

een branch .. ,and~-bound procedure, die we hieronder 1eschrijven. · 

Elke talr kunnen we aangeven :met ( X ~ Y, rr) ; hierbij · is X een verzameling 

verplicht gcstelde knnten, Y een verzemeling verboden kanten, en~ een 

z-ee.le n,,.vector. We definieren "'x, i 1r) als de lengte van een onder 

{c .. + rr. + 1r.) minimale 1--boom .die alle ka.-;.ten uit X en ee,:::n kante.n. 
l.J J.. J 

uit Y beva.t. 

De bovengrens wordt in het begin op co gesteld, en we ne.men als eerste 

tak ( ¢,yJ,,O). 

In een willekeu:dge tak ( X, Y, ,r) voeren we een ascent-,r;roces ui t, met 

'IT als beginvector. Dit proces heeft drie :mogelijke uitkom.'3ten: 

1. Er wordt een minimale 1-boom geconstrueerd met een lengte die niet 

kleiner is d::u.1 de bovengrens. De tak wordt dan ve:rlaten. 

2. Er wordt een minim.ale 1-boom geconst:rueerd. die een route is. We 

r1tellen dan de boven€!,-rens gelijk a.an de lengte van deze rou·ce ~ en de 

ta.k ,:wordt verlaten. 
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3. ·Er ontsta.at in p-opeenvolgende •iteraties geen verhoging van de 

ond~rgrens wX 
1 

y{ 1f). We breken dan het ascerit-proces af en bepalen een 

vector 'lT' waai·-voor wx. yC 1r) zijn maximum bereikte. De niet-verplichte 

kanten va.."l een onder ( c . . + ,r ! -~ lT ! ) mini.ma.le 1-boom wo1·den nu geor-
. . 1J 1 J 

dend volgens het bedrag waarmee wX ~ i ,r' ) zou toenemen als de betref-

f ende_ k.ant zou word.en verboden. 7,o krijgen we een rij kanten (e1 ,e2 , 

••• ,ek) met 

wX,Yu{e
1
}(w'~ 

We definieren 

Y
1 

= Yu{e
1

} 

Y2 = Yv{e2} 

Y == Yv{ e ·} 
g_-1 q-1 

Y = YvA uA 
q r s 

Hierbij is q de kleinste index waarvoor een stad r bestaat zo dat 

X n:i.et twee .kanten aan r beva.t maar X wel. Het is :mogelijk da.t een q 
tweede stad, s, dezelfde ~igenschap heeft; als dit ·niet het geval is 

stellen we s = O. Voorr > 0 bests.at A uit alle kanten aan r die r . 
niet tot X behoren; A0 =¢.We vormen nu q nieuwe te.kken {X.,Y.,7r'). 

· · q 1 1 
Bi,j elke tak. (X. ,Y. ,'Ir·,) met 1 < i 5-_q-1 behoort een ondergrens 

. 1 l. . 

w.X y { '.}(~'); de ondergrens van (X ,Y ,~') bedraagt wX y(n'). 
t V ei _ . q q . s 

Voor elke tak (X,Y,7r) geldt dat als X twee kanten aa.n een stad r 

bevat alli;: andere kanten aan. r tot Y behoren. Immers, art geldt voor 
-+ 

de·eerste tak (~,W,O), en door de_toegepaste vertakkingsstrategie ook 

voor· alle d.s.aruit voortkomende takken. 

Zodra voor geen·enkele nog niet onderzochte tak de bijbehorende 

ondergrens kleiner is dan de bovengrens is het probleem opgelost. 

9 
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Held en Karp se1ecteren steeds de tak met de klcdnste onder,5t't:ms. Wij 

hebben de algorithme beschreven door middel van een recu.rsie,re :proce

dure, waarin de tak.ken van rechts naar links worden behandeld, d.w.z. 

eerst (X ,Y ,'If'), dan alle daa.ruit voortkomende tak.ken~ verv-olge:ns 
q q 

(X .,Y 1,w'), enz. ~ 
q-1. q-

In het branch-and-bound proces komen vier soorten takken voor: 

i • te.kken die nooit wo1·den gekozen; 

2. takken die in het ascent-proces worden geeli:r.cineerd; 

3. takken die tot verdere vertakking leiden; 

4. takken vaa:r.:i.n een route wordt gevonden. 

De tekst van een ALGOL 60--procedure die symmetrische handelsreizigers

_p:r.oblemen volgen:~ boven.~taande algo.r .i.thm.e o:pJ:ost 'J'ind:t men in §6. 

Indien de gebruiker van de procedu.,:e dat wenst wordt de begim:raarde 

van de bmrengrens in het ve:i:-takkingrrproces gelijk a.an de .Jengte van 

Lin. Het ascent-proces in de eerste tak wordt pas afgebroken als er in 

.s12_ opeenvolgende iteraties geen betere ondergrens is verkregen. De 

keuze p = 10 bleek voor de meeste problemen meer,vertakking maar toch 

een a.anzienli,jk kortere rekentijd te geven dan de keuze p - 25. Voo:c 

een overzicht van de overige rekenresultaten zij verwezen naar s7~ 



4. Constructie van een minimale boom 

We beschouwen een volledige ongerichte.graph met.n hoekpunten; de lengte 

van elke kant is gegeven. We zoeken een boom op den punten van minima.le 

totale lerigte. De volgende constructie is ontleend aan DIJ'ICSTRA, [5] G 

·Tijdens de constructie worden de ka.nten onderverdeeld in drie verzame

lingen: 

S1. de kanten die al zijn toegewezen aan de boom; zij vormen een deelboom; 

S2. de kanten waaruit we de volgende kant d.ie a.an S1 wordt toegevoegd. 

ki.ezen; 

S3. de overige kanten; zij _zijn verworpen of nog niet bekeken. 

De punten_worden verdeeld in twee verzamelingen:_ 

SA. de pu.nten verbonden door de kan.ten in S_1 ; 

· BB. de ove~ige punten; e).k van deze pun.t€~n is met een e11 slechts 6en 
kant uit S2 verbon.den as.11 een punt uit SA. 

Bij het begin van de constructie m.oet gelden: 

SA bevat een -willekeurig p;i.mt als enig element;. 

82 bevat alle kanten die in dit punt uitkomen; 

S1 is leeg. 

De volgende twee stappen worden nu herhaaldelijk uitgevoerd. 
. . 

Stap 1. De kortste kant uit S2 wordt ui.t S2 verwijderd en aan S1. toe- ' 

gevoegd; hierdoor gaat een punt, zeg i, van SB over naar ·SA. 

Stap 2. Voor elk punt b in SB vergeli,j ken we d~ ka~t { i, b) met de 

overeenkomst:ige -kant (a~ b ) ui t S2 • Als ( i , b) korter is wordt {a., b ) 

ver~orpen en (i,b) a.an S2 toegevoegd; anders wordt (i,b) verwo:rpen.· 

We herhalen dit procf.;!s totclat.de verzamelingen 82 en SB lee~ zijn., De 

kanten in S1 vormen dan de gezochte boom. 

Deze algorithme, reeds in 1957 door PRIM [16] gepubliceerd, verdient de 

voorkeur boven de constructies van KRUSKAL [ 12], omdat ra.ngschikld.ng v-an 

alle kanten volgens lengte en controles op cykels en samenhang worden 

:v-ermeden. 

·11 
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5. De 3-opt methode van Shen Lin 

Met. een methode va.n LIN [1!t] kunnen zeer g?ede locaal optimale oplossin

gen van het symmetrische handelsreizigersprobleem worden verkregen~ 

Lin voert de volgende begrippen in: 

a. Een route T heeJG :>.-optimaat (o_f kort·weg A-opt) a.ls er geen kortere 

·route kan ontstaan door een verzaJlieling van A lrn.nten van T door een 

andere verzameling van A kanten te vervangen. 

b. Een route T hee-r, ~~omkering a.ls er geen korte.re route kan 

ontstaan· door een rij opeenvolgende stcden in Tom te keren. 

c. Een route T he:et pestand tegen om.kering en invoeg:i_~ als er geen kor

tere route kan ontstaan door een rij opeenvolgende steden in T uit T 

te vervijderen en, al of niet omgekeerd, t,ussen. twee opeenvolgende 

overgebleven steden in Tin te voegen. 

Voor eJ.ke route T geldt: 

1 < T is 1 '"•opt.. 

2. T is 2-opt 

3. T is 3-opt 

li • T is n-opt 

5. T is >.-opt 

# 

#

~ 

T 

T 

T 

is 

is 

is 

bestand 

bestand. 

opti~l 

tegen l • o:m.Ker1.ng. 

tegen omkering en 

~ 'I.' is K-opt voor 1 ~ K ~ ;\. 

invceging. 

Een route die wel (n-1)-opt maar niet optima.al is heeft met geen enkele 

optimale route een ka..'Tt gemeen. Het bestaan van zo 'n route lijkt zeer 

onwaarschijnlijk. Lin bewijst dat het vermoeden 

6. T is (n-1 !-opt ~ · T is optimaal 

equivalent is met 

6'. Gegeven is een graph met n hoekpunten en2n kanten en met de eigen

schap dat de verzameling van kanten verdeeld kan warden in :twee ver

za.melingen van n kanten, die elk een Harnilton-circuit vormen. Dan 

bestaat er nog zo'n verdeling met dezelfde eigenschap. 

Voor n ~ 7 is 6 1 eenvoudig te bewijzen. 



\} ( 
·~'{Y ~ 962~ 962 

Onderstaande constructie van een 3-opt route uit een willekeurige 

beginroute is gebaseerd op eigenschap 3. We gaan op systematische 

wijze na. of de :route bestan.d is tegen omke:dng en in:voeging. Telkens 

als een verbetering wo:1:·dt gevonden herstarten we di t proces met de 

nieuwe route a.ls beginroutei om te voorkomen da.t de nieuwe kanten 

direct voor vervanging in aamnerking komen wordt de verbeterde route 

eerst geroteerd (zie F). Het proces eindigt met een 3-opt route 

wanneer geen verdere verbeteringen worden bereikt~ 

A. Kies een begin.route (t1,t2 , ••• ,tn). 

B. Voer C uit voor j == 1,2, ••• ,n. 

C. 1. Voer D uit voor k = 1,2,.~.,n-3. 

2. Roteer de route: 

(to ~ t2 ,- 0 • <> $ t• ) : ::, ( i; , t 1 , b • • j t 1 ) • 
1 n n n""'.' 

D. Voer E uit v-oor R. == k+1,k+2, ••• ,n-1. 

F. Verandcr de route: 

a.ls c: 1 .::_ c2 : (t1,t2 , ••• ~tn):= (t1+2 , •• ,tn,tk.+1 , .. ,t.e,,t1 , •• ,tk;t;R.+1); 

anders : ( t 1 , t 2 , ••• , t n) : = ( t .H2 , •• ) t n, tk+ 1 , •• ~ t.\1, , tk , •• , t 1 , t N.+ 1 ) • 

Begin opnieuw met B. 

Deze algorithme is efficient in die zin, dat de verv.~chte rekentijd 

rechtevenredig is met n3 • 

We gaan hier voorbij aan de wijze waarop Lin bij de constructie van 

de (m+1)ste 3-opt route gebruik-maa.kt van de m reeds verkregen locale 

optima. 

13 



Oi;:;merking _1 

Stel -dat ee:u >.-opt route in ee:n tijd• t;\ kan worden verkregen, en da:c 

dezc· route me:t kans I\ optima.al is. Als we beschikken over een totale 

:rekentijd t lrnnnen we [t/tA] = kA ve.n deze locale optima construeren. 

De kans dat ~ich hieronder een optiminn bevindt is 

. * . k>. 
PA~ 1 - (1 - pA) a 

Op empirisehe e-.ronden raeent Lin ·te mogen aannemen dat bij pr,.)blemen 
l'3i 

met tussen d.e 10 en 100 steden p>. voor :t= 3 zijn maximum. a.a.nneemt. 

ppm er ld ng_g_ 

De algor.ithme bereikt een aa.nzienlijke t±jdsbespa:dng door nie·t 

stecda :n~e.1~ de grc;o·tst :>:nogelijke verr,ei;e:r-ing ·te zo,"'ken mivJ.r telkeaa 

de 1r,erbetering te nemen. die het eerst optreedt,, Dit principe is van 

a..lg~e:ae toopt;,ssing; :tie h:tjvoorhe~ld :peg.,5. 



6. De ALGOL 60-procedures 

In deze pa.ragraaf vindt men de tekst van de ALGOL 60-procedures 

. little et al ( sym ~n ,c ·,~c ,nr ,nb ,nt) ~ 

held and karp (a,n,c,b,ncsna,nb,nt). 

Een gebruiksaanwijzing voor deze procedures Yolgt hieronder. 

Bij een aanroep moet elke actuele parameter natuurlijk van het 

type zijn dat voor de overeenkomstige formele :parameter in de 
.. 

prqceduredeclaratie_is gespecificeerd. Steeds is n het aantal 

steden en c een nxn-matrix waarbij c [i rj] de afsta.nd van i naar. 

j aangeeft. 

De aanroep 

littleet al (syru,n~c,nc,nr,nb,11t} 

_ waa.rbij 

sym =true# c[i .. ,j] = c[j,i) voor 1 ~ i,j < n 

heeft het volgen.de effect; 

a. Het ~andelsreizigersprobleem wordt o:pgelost volgens de in §2 

beschreven algorithme. 

b~ De voltooiing van een route ( i 1 ,i2 ,_. •• 5in) veroorzaak.t een 

aanroep 

met 

ub = de lehgte van de route, 
. 

V - .. - ... , $ 

rop[i) = ij+1 voor 1 ::_·j::. n-1, rop(\J ~ o. 

Declaratie.van deze output:procedure: 

procedUTe printtour (rop,ub,v); value rop~ub,v;. 

~nteger ub,v; integer arral rop; 

<procedure body> 

dient bu.iten die v·an "little et al 11 te geschj_eden. 

15 
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c. :Na. uitvoering van de procedure geldt: 

de laatst gevonden route is optima.al; 

nc ,:,: het aantal linkertakken dat niet is gekozen; 

nr := het aan-tal taltken dat tijdens de reductie is geelimineerd; 

.nb = het aantal takken dat tot irerdere vert.akking heeft geleid; 

nt - het aantal takken waarin een route is voltooid. 

De aanroep 

held and karp (a,n,c,b,nc,na,nb:1nt) 

heeft het volgend.e effect: 

a. Het symmetrische handelsreizigersprobleem wordt opgelost volge:ns de 

in §3 besct~·even algorithme. De parameter p, die de beeindiging van 

het ascent-proces regelt, vordt bepaald door 

P::: la.I. 
Indien a> 0 krijgt; de bovengrens in het branch-and-bound proces 106 

als begirrwaarde; i:nd.ien a. < 0 word.t deze beginwe,arde gel:i.jk !tan de 

lengte ~an ecn 3-opt route, geconstrueerd volgens de in §5 beschreven. 

algorithme met (1,2, ••• ,n) als begin.route. 

b. De constructie van een 3-opt ro1,..1te veroorza.akt een aanroep 

printtour (t,ub,-1}; 

het vinden van i:;en route ( i 1 ,ir,, ••• ,i ) met xx verplichte k1,mten 
.::: n 

heeft een aa.nroep 

printtour (t,ub,xx) 

tot gevolg •. In beide· geva.llen geldt: 

ub == de lengte va.n de route~ 

t [ i.] = iJ. + 1 voor 1 5_ j ~ n-1 , t [ i ] - i 1 • . J n 

Declaratie van deze outputprocedure: 

:procedure print,tour (t.,ub,xx); value t,ub,xx; 

integ~ ub,xx; int~ger a.rra;y:_ :>at; 

<procedure body> 

9-ient buiten die van "held and karp" .te geschied.en. 



c • Na ui tvoering ve..n de procedure geldt : 

de la.at st gevo.nden route is 9ptimaal; 

b = de hoogste ondergrens die in hc~t eerste ascent-pro2es is gevonden; 

nc - he-t; ae.ntal takken dat niet is gekozen; 

na = he·t aantal ta.kken dat tijdens het ascent-proces is geelimineerd; 

nb = het aantal takken dat tot verdere vertakking heeft geleid; 

nt = het aantal takken waarin een route is gevonden. 
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es2,cQygg LITTLE ET AL(SY~,N,C,NC,NR,NB,NT); ¥8bY~ SYM,Ni 
~gg~~a~ svM; .i~I,itB N,NC,NR,NB,NT; 1~Ig§,s 8~sex c; 
fa!;;~l~ .l.bJif:§1;;8 G, H, 111 Jp TPS, UPS; LB, ua; . 

l~It§tB 8BBtX ROP, COP1 RoWMIN, COlMINt;:NJI 

fBQ,tQWB~ NCDE(A,Z)I ~&bUt A,z; §QQbt8~ ZI !~I~i~B A; 
fl~§lU ~~I~§~8 LLB, S, T, U, Vi 

J..E 7. .l!.:li;;;~J. ................ . 
.6f~ltl 

f.:&;B I ::a: 1 SltE 1 Vt:l!:1.b. N QQ lf ROP(_l l .. 0 Itlf:t-J 
flt:~lt::l Ul:: N?; 

tgB J:= 1 5I~e 1 U~Ilb N CQ lf CoP[JJ = O X~E~
§~~l~ H:= c[t,JJ; lE ~ < u I~~~ ut= H ~~Q; 

·•······· ······················· ..... ····· _lE lj 
1f O It;f.t-J .......... . 

aE~l~ LB:= ~B + U;. 
... ......... E~S J 1 =. 1 ~Ife 1 1,Jt:J!J..b.N QQ c U , .J l::;:: C [ I , J l 

g; t! R 
.. t~Ql . . . . . ... 
.. !E LB~ UB !~f~ §~il~ NR:= NR + 1; ~9IQ E~D ~~Q 

t:;~Q .[b§~ . 
EQB I:= 1 §!~E 1 Y~I!b N QQ 
.1. f I .. :: . Li PS v R OP ( i J ·_::: 0 . :' C [ ! , T P s J ::: U ~ tl !;, td . 
fJF:;f.'.iiHl u::: 1~7;" 

EQB Jl:: 1 6Ige 1 U~Ilb N QQ !E CoP[JJ = 
~ & fd 1::! h : :: <: l 1 " .; 1 ; .L f. H < u I !::H~ j u : ~ H 
lE u ,: o 2,tjt:;tl 
~f§l~ H:= ~B • u; 

. H: Ii ?. l.J 6 Ii:~~ t{ e q; I N MR : :: Ni< + ~- ; 
LS:;::; HJ 

... u 

[QB J l_:: t §:C!.;E 1 lr!tHJ.b N QQ c ~ 1 , J J : :-: . c ( 1 , J l . "" .. u 

EQB J:= 1 §!gel ~N!!k N QQ !( COP[JJ - O !~~~ 
§til~ u:= v:= ";; 

E9B 11=.i §!tE 1 .M~!lb N QQ !E RoPCll = O !~~~ 
O~Gl~ H:= C[ I .JJ; 

!E.H < u !~~~ ~~~!~ v:= u; U:= H ~~Q ~b~, 
![ H < V !~~~ §[~!~ v:= HJ ~E v=o !~~~ §QIQ CM ~LlQ 

~trn; . 
1t: u :r o rl:jtLJ 
§t§!~ H:= ~e + u; 

If H > UD ThfN BEG!N NR:= NR + lJ iQIQ ENC ~~g; 
............. LE:::: 0; G:;·~·i:;- .. -0;"·~v:= v.,. u; -

EQB I : = :J. §I~t: 1 \WIJ.~ N QQ C ~ I , Ji:= C ( ! • J l .. u 
f;t!Q; 

er: !EV~ G !~~~ 
§t§l~ LLB:= V; T:: J; 

f:trn 
l;b/Q ;_ 

EQB 1 =~ 1 §I~e 1 ~U!!b N RQ 1~ R0Pc11 = o I~~~ 
§~§l~ lE C[l,JJ = 0 Ib~N 

§~i!N S:: I; iQ!Q L!TTL~ ~~Q 
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····· ·· · ·· EttB 1 : :1:" 1 ~r1;e 1 ~bi:c11., N t2Q lf.. r:ioP [, 1 = o It:[~ 
§til~ u:: V:= "7; ..... · 

[gg .J: = 1 §!sd: 1 ldtHH .. N QQ_ lf. ~o~ [ J J = 0 It:H~~ 
................ rJ~t':?.lt:l.ti:= CLl,JJ; ......... . 

lf H < u r~t~ DE§l~ v:= ui u:= H ,LJc tb5t 
•·· ·····---···· ............................ .Lt. H .... < .. .\/. It:i~!:J .§b§lt! v: = .. H..i. ~E v~ 0 !!jf;;bj §QI Q RM .. ttrn 

[;t;Q i. 

&~: l[ V? G I~g~ .. 
JH,fi.L~ L.t...f:'l:r.. v; s::: I; 

EQB J:= 1 §I,e 1 ~~IlL· N RQ l~ CoFtJJ = 0 
fi,01~ lE cl1,JJ = 0 !bt~ 

.D~~l~ T:= J; iQlQ L!TTLE ;~Q 

. _.. . . .. :. .. ........ k I ~n u: : ... R C P ( S ) : ~: V : = . T J C or, ( T i : :: t) : ::: S ; 
• EQB H:= ROP[U] !d!b~ H * D QQ U:= H; 

........ .... .. . . . . . . ... . . .. .. . . .. E g 8 H ; ::; CO p [ V l >!! ti H. f; J-i ... * 0 . Q Q V : :: . i"l ; .. 
!EA= 2 !~~~ . 

.. § g ~ 1 t:! N n = N r ❖ 1 ; u s 1 ::: L rJ ; P R1 N ·n o u R < Ro P , u s , v u . 
HCP(SJ::-.: COP(TJ:::e 0 

. f;f::!Q A::2 f!,.~f;. 
. .. -. .... -.. ... --.... ·- -. . !? f; ~ l ~ N 8 ; ::: N El . ➔• l i LL. 8 : ::: \.,, ,!-3 + L.L. 8 ; T P 1-:i ::: T ; d P S : :: U ; 

................................ c[U11VJ:= (;[U:V) -+ v,7; 
NCDE(A - 1,EBL5~>) . 
C[U,VJ:= C[U,VJ - w7; 
·RcP{S)::: CCF .. [T):= O; , .................................... . 

lE: L!.E < lJB It:Jft-J 
.. ·······-- ...... ············· .... §~~H~ !}QQ6:t;~t:l SYMN; SVMN: = SYM A A::N; 

·crs,TJ:~ io7; ,,. . . . .. .. . .... . . . . . . . . .. . . .. . .... . . ft s Y M N I \:J I; tl C [ T , f3 } ; 6 er T ; S r ,i. ·~ 7 i 

.................................................. NODE (A, JBWt:); 
C[S,T]I= C(S,T] ~· ~7j 

.................................... .LfSYMN It:H;fJ c(T,SJ:= qr,s~ .':' ;~7 
~~Q ~k§g NC:= NC_+ 1 

.l.:t:HJ A>2i .............. . 
END:&,f:JQ NCDE.i 

... 

• Ne:~ NR:= NB:= NT:: LB::: o; ue:= ~71 
fQE 1:= 1 ~I~E i ~~lib N QQ 
e~~!~ C[i, I J:= u7J ROP!I J:= COP[I ]:~ 0 ;~~J 
NC,DE (N, IS~~> ,~Q LITTLE ET AL; 
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EBQf[Q~B~ HELD AND KARP(A,N,C,B,NC,NA,NB,NT); ~SkU~ A,NJ 
J.t::JI[[,1;;8 A,N,D,.NC,NA,Nfl,NTi lNI~0f:R •. l:\88~;.'. C; 
f~~H:l f;;QQL,f.t.Hl TOUR; lti!~~:i[8 G, H, I, J, MXX, !..B, UB; 

HIIE:G!;;S 8888X X, D, T, V, EE, _FF, WW[1:N)i 

l~I~§~B eBQ&~QYB~ w3oprrouRi ..... ·- ... 
i::H~~l.t~ ..Lt:sif~EB G, t1, I, J, K, l,,, N3, N1; 

1'1, TN, TK, TKK, TL, TLL, CJ, CK, ct., .C1, c21 <:KKN} 
fCB I:= 1 5I~f 1 Y~!!b N CQ T[I]:= I; N3:= N-3J N1l= N-1; 
ECB J: = 1 s:u:e 1 W.H.lt,, N QQ · 
aE~l~ Tl:= T[1J; TN:= T[N]; CJ:= C[Ti,TN]; 

E~B K:=. 1 5I~f 1 U~Ilb N3 QQ 
aE~!~ TK:= T[K]; TKK:= T[K + 1JS CKl: tj + C[Ti~fKK]i 

CKKN::.C[TKK,TNJ; 
E~B Li= K + 1 §Ite 1 Y~Ilb Nl Q~ 
§~~!~ TL:= T[LlJ.TLL:= T[L + 1)J tL;= CK+ C{1~,TLL]J 

c1:: C[T1,TL) + C[TK,TLL] + CKKN; 
C2:= C[Tl,TLLJ + C[TK,TLJ +.C~K~J. 
!E c1 < cL v c2 < c~ !~~~ 

. . .............. ........... ..... ................ .flf:9.1.~ t:9s · , = := ... 1. 2H:;e 1 ~~116 N ~Q vc 11 :.=. r r u; . 
T[NJ:::: TL.1,.; 

...................... G:: L"" 1; H::: f'I •~ Gi. 
EQS I ; ::: 
GI= K" ~I H:= L • GI 
cnB 1 ;,: .-.1 - L :;Er;e 1: !dti:t.1.1,, i·i ~Q Tt: 1 :~: vr; ❖ c;J; 
c,a ... 1 ::: 1 §I~e 1 ~~!lb K QQ 
T[lf c1 ~ c2 I~!u H + I EL5; N - ! ]:= V[! ]; 

.. ~D'.Q ......... ············· 
~~Q; 
!QB _!:~.N .. §!~e ~i. UU!!b 2. gg rtlJ~= T{ I,• 11} .. Tll]:= TN. 

~t]Q; 
G:r.: OJ "IN::= T(N]; EQB I::: 1 §If;E '1 Y!'llll·: N QQ 
Q~&1lt! T1::: T(IJi V[TNJ:::: Tl; c;::::: G+C[TN,Tl]; TN::: Ti ~~Q; 
\!/30PTTOIJR l::: __ G 
W30PTTOllR I 

... . . ., 
!~l~§~S EBQ~,Q~S, WMINlTREE; 
.tl s ~ l Ll B s 6 b G ; J; bl I & @ S: ~ H , 1 , D :t , . T 1 , D O ~ T U ; .. D :l : ;:: . l~ 7 ; . 

t:QB .i : ::: ?. §I~f: l ~tlilb N QQ 
.§~~!.~ Dl I J ::: .on T( I):::. OJ Hl~ c(j" I J; 

lE H < D1 Itl;;t:1 
. . .. . 12ssHt1 oo: = 01; ro: = ru oj.:::: H; ru::; , ~!iQ 

~k5~ !EH< oo I~~~§~§!~ Do:~ H; ru:~ 1 ~~Q 
f ti!2; 
D[1):::: Di; T[U:~ T~L; D[TQ]:r.: DQ; TlTU]:::: --:U G:::: Dii 

.PRlrt.: T(TO]:::: ... T(TO]; <:i:= G + DO; r1::: TO; ro:::: O; DO:= 107; 
E~a 1 : = 2 ar~e 1 h!l'Hlb N 12g .LE r c I J ~ o :r.~~r:1 
9ii!~ H:= !E 1 <Tl!~~~ C[l,T1) ,b~, C(Tl, 1 J; 

lE H < D[ll I~~~§~~.!.~ D(IJ:~: H; TCIJ::: -·r1 'bQ 
l;,';L,~~. H;:::: D ( I ) J 

lf h < DO !~~~ eg~l~ TO := I; DO := H 
~~CH ... . .. 
!f TO> 0 I~t~ §QIQ 
W~l~lTREE:.= ~ + .MXX 
Wr,t.lN1TREEJ 

PRIM; 
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··· ···················· .. ···············er:Ei~i·12~·a, ··A·oJG"s·r"c"R, rv1·, ;·· Y8b~f R, M; .Ltjitfir:s R .. , ivi·; ········ ··· .......................... ·········· 
................................... f2&.§J.t:!. E:QS .. 1.: = .. R .... 1 §I~E ... 1 k!~IJ:b .. :L QQ . . ........................................................ . 

. . LE C[R, I) > R~~5 !~~~ C[R, l J:: C[R, I J + M; 
·•·•··••<>••··········•u••·~·--··•~HO,••··--····••···••·· f~.B. L.t.~-·---~----~-- 1 fJ!t:e ... _1 i-l~Ilb ,N .... QQ ..... :.: .. ,. ....... ,. --···•······•········"·••">••·"·•··--

J.E. C[l,R) > ""5105 I!::J,~ C(l,RJ::: CCl,R) + M 

.......................................... !;;!:-IQ ... AO J VS T.i....... ...... .......................... ...... ........... ..... ................. ....... .. . .................................. ····••··•····• ....... . 

.. ...... eB?CtDUBf NCOE(XX,Pl,FIRST ~ODE); ~aLUt XX,Pl,F!RST NCDEI 
§QQbt8~ F1RST NODE; l~!~§gB xx; l~I(§~B 8BB8X P1; 

................................ §~§l!:.1 lt!I[Q[S Qt, Rr S, K, EK·, fl<, l.tl!t;jzf:;~ eiB88X.PIE[:UNJJ 
. EQB 1 :~ 2 §I~f 1 Y~Ilb.N QQ 

··•--······················ .. ···· ... ·········§t~.!.t:I ~1.:=.Pl[!J;. ... .. 
EQB J:= 1 - t §I~f -1 Y~I!b 2 Qi 

......................................................... c[J,.U :.::: ct J.,.J.J:+' ... tt :"..F'.J(-JlL .................................................................... . 
C[i,l J:: C(l,1] + H 

...................................................... fbQ;. . ............................................... ., ............................................... . 
MXX:= w6 * xx; LB:= -~7; 

............................................. s:.:.:: J.E .f.1.RS.T .. JIOD.E .Itjf:;~. 2 * A fli.§fu AL ............................ . 
ASCENT: G:= W~IN1TREE; 

IF G > LB THEN ··· · ······•····-- · .... , ...... ·· ·········§f SH~ H. FIRST NODE .. ItJ~~ s·: ; .. G·;· 
~§ ?.YB !b~~ ~~§!~ NA:= NA+ ;; __ iQ!Q. END ,~QI. 

K::: Oi LB!::i G; 

.............................................. t~s u:: 2 ~:rc.e :i • .smr.u. N.QQ:r1r.:!1t:.~.PJtU 
Etm ~L~, 

................................................. §~~J.tl .. K::: .~(.+ .. 1i ..• LE ... K. :: ... s !t~!:1 .. §Q!Q r,E.LD t;;tiQ.; .......................................... . 
TCUR:::: ISl.,!f;;; 

. .. ... ........ .. . . ... . . ... ······ . .. t: Q 8 1 : :, : 1 §If;!.: l !-1 ~!lb N ~ Q V [ I l : :.-: , ... 1 ;. 
EQB 1 :: 1 ~IEE 1 Y~Ilb N QQ · 

............................................. §~~ltJ.J:= r(1J; vr~J.:= vt.,,J ...... :1. r.;c1r2; ..... 
E'.~8 I : :: 2 ~IGE 1 ~~!lb N QQ J.E V r I l * O ItJ~t:i 

................................................ §~§.Lti re vR: = .E.ab~f; ..... .... ....... . ......... _ .. .. ...... ............... .................. ....... . ................. . 
ri!:: V[1): P1[1]:::: P!(i) + H; 
EQB J:= I • 1 STEP -1 UNTIL 1 Q2 C[J, l ):= C[J, I J • HJ 
E~B .J: = i. + l §I~e' 1 Q~!lb N 12~ ~ [ I !·'JJ : :: c [ 1 , J J "' H 

..... , ........ ~ ...... ., ······•······ ........ ~~Q; '" ............. u 

lE TOUR lt:i!;t::J 
.. . . ..... ......... . .. ~,~,Lt;! U B : ::: G : . P R I N TT OUR ( 'T' , lJ 8. , X X ) ; ............. . .......... NT::.: NT~· :1.i· ~Q!Q END .............................. ········•·········· 

................................. t~R J . . .. 
{.iQ!C ASCENT; 
fJe::: NB + j_; 

·cQs 1 : ::: · 2·; s:u.:e 1 · YNI.L~, N trn 
.......................... fj~~.l.!.:l !-i;:;;; PlE[IJ: 

.. E Q B ,J : ::: ! •·· l . ~ I'E e - 1 1-1 ~ Ii I.. 2 Q ~ 
C[J, I J:= C[lsJl + H + PIE{J]; 

. ·····•···· C(1~1J:::: C[l,:J.]·+ !-·I·········, 

••" <-<., .,.. '-'• • ••••••••><••O,•HOO •• ,.,_, 

WtvlN:LTREEJ 



22 

tcB 1 : :.:: i sn:e 1 Y!:1111.. N fJQ v r i J:::: , t , J; K: = o; 
[ Q 8 i .: = :L ~I&: E 1 1d NIH. N Q Q lf: C t i , V t l l l > "'5 .~ 5 ! t: ~ tJ 
.6 f; ~ l ti I< : ::: K .+ j, ; P I t K J : :: I f 

~t:iQ; 

fl<:= V(iJl 
!E I > FK Ib'~ EK:= I [b§' C~§!~ EK::: fK; FK:= l ~NQ; 
H:= C[FK,EKJJ C[FK,EKJ := H + w6; 
EE[l]l:: EK; FF[I ]:: FK; WW(I] ;g G:= WMINiTREE; 
EQB JI: K - 1 §I~e -1 Ll~Ilb 1 QQ . 
lE WV/ r p I r J J] ?: G IdsU ~QIQ NEXT i lH.~~ 
O~~lt:l Pl[J + 1)::: fl[,J); Pl[JJ::.-: 'f ;b!Q; 
NEXT!l C[fK,EKJ:: H 

(gB G1!= 1 §!fE 1 ~~Ilb K QQ 
f:H~~Hl il::: Pi[CJ:!,]; EK:::: EE-:(l]i FK;,: f"F~ll; 

C[EK,FK]:= C[EK,FK] - w6; 
X(EK]t= G:= X[EK) + 1; X(FKJ:~ H:~ X[fKJ + 1; 
lE G ~ 2 ll::lf.,I:!! 

..... §[~l!.:1 R:~ f.Ki .s::: lE H :: 2 .!tl~t:l Fl< ;1:,~g, O; 
~QIQ l<AF<P 

. l::t:112L.. . .. 
. LE r1 :: 2 Il::Jt~ 

................. t1~~ltl R:= ... FKJ 
§QIQ ·KARP 

F,:t;;Q; 
.~ARP: ·-~~§l~ l~Ii§gB 8BB8X E, F, W[1:Qt]; 

[GB K:~ 1 sr~e 1 Y~Il~ 01 OQ 
.fl[g-1lt:l 1::: p:Ct<J; 

f.(l<];~ EE(iJ; f(KJ::~ FF(I}; \J~l<}:.:: \'/\!-i(!} 
t;.,t:,:Q; 
ADJUST(R, w6)J lf S > 0 I~E~ AOJUST(S, M6)J 
NCDE{XX ~ Q1,PlE,E8b5~); 
ADJUST(R,-M6)J !ES> 0 Ib~~ ADJUST(S,"w6); 
E,a K:= 01 §!~e -1 Y~!!b 1 QQ .. 
§~§!~ EK:= E[K]; FK!= F[KJ; 

C[EK,FKJ:: C(EK,FK] + 2a6J 
xtEKJ:= X[EKJ - lJ x[FK]:= X[fKj - 1J 
!~ W[K] ~ UB !d~~ Ne:= NC+ 1 '~§~ 
NCDE(XX + K - 1,PIE,E8b§~): 
C[EK,FKJ:: C[EK,FK] " p6 

!EA> 0 !d~tl ua:= a6 ELSE 
§~il~ ue:= W3CPTTOURI ~~T~TTOUR(V,Ue,~1>; A:: wA ~~Q; 
Ne:= NA:= Ne:::: Nr:;: ui ·e:ge 1 := :1. §IEE 1 l.-:!f:l!lb N QQ xc 1 J :::: o; 
NGDE ( 0, X, !!:H,,!r;,) 

~~Q HELD AND KARP; 



7. Resulta.ten 

In deze pa:ra.gr~-u1f' gev·en. we enige J.'esultaten die zijn ·beha.ald met a.e 
procedures '1li ttle et a.111 en 11held and karp11

• 

Verscheidene van onze testproble.men zijn aa,n de literatuur ontleend. 

De a:fstanclsmatrix van het problef>.m 11Nederland II vindt men in tabel 1 • 

Voor d.e met "R" aangegeven problemen zijn de c .. a.select getrokk.en uit 
J..J 

een discrete uniforme v-erdeling over {0,1, ••• ,100}. Voor de met 11RE" 

aangegeven problemen zijn den punten aselect in een. vierkant met zijde 

100 geplae.tst; cij is de Euclidische afsta.nd tussen de punten i en j. 

In f:i.guur 1, 3 en 4 staan afbeeldingen van de graphen G9~ G12, G15, 

lJ 16, G22 en de 11Tutte-gxaph 11
• Bij elk. van deze graph en kunn.en we als 

vol&"t een a.fi:rtandrm1atri.x d.efi.i.:i t:~ren: 

a.ls de graph de kant { :i. ,j) beYa'v; 
anders .. 

De graph bevat een Hamilton-ci:rcui t dan en slechts da.n ala het z;o 

verkr.egen ha,ndelsreizigersprobleem een kortste route vru.1 1engte 0 

heeft. De graph G-22 is ontsta,an ui t Euler 1 s bekende_ probleem "de 

zev-en bruggen van Koningsbergen" (figuur 2); het bestaan va11 een 

tocht waaxbij elke brug precies een.maal word.t overgestoken is equi

iralent met het bestaan van een Hamilton-circuit in G22. In het pro

bleem ''Paa.rd 11 zijn d.e steden de v-elden -van het schaakbord, met af

stand O tussen velden. die een pa.ardespron.g van elkaa.r liggen, en 1 

· anders. 

De tabel.len 2 en 3 geven gedet.a,illee,:i:de resultaten. De :')etekenis van 

enige van d.c 1mm~g0g,sven grootheden :kan m0n in §6 vimlen •. De :rt'.:keu

tijden ~,;:tjn gemeten in secondcn. De tijden van d.e methode van Eeld 

en Karp voor de proble:men 11 Paa:cd11 en 11 '11utte1
' zijn geschat met behulp 

van de in [10] genoemde tijden. AlJ.e berekeningen zijn uitgevoerd. op 

de Electrolog:i.ca.-X8 rekenautmc.aat van het Hat.hematisch Ce::rtrum. 

2'3 
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Op groml van de resultaten komen we tot de volgende concJ.usies: 

a. Voo1.· Euclidische problemen is de method.e v-an lfelcl en Karp aanzienlijk 

veel beter dan de methode van Little e.a .• 

b. Voor Ha.mil'ton~•cit'cuits is de sit1latie precies omgeke•:rd. 

c. Voor grote sy.m:m.et:dsche ;r-andoro:.:problemen is de methode van Held en 

Karp te verkiezen boven diP- van Little; het verschil is echter minder 

· sprekend dan ender a. 

d. Voor asymmetrische problemen werkt de methode van Little beter d.an 

voor symmetrische. 

Amsterdan1 1 0 
Arnhem 2 95 0 
Assen 3 180 140 r, 

\.J 

Den Haag l.;. 60 120 ~?.~~o 0 ,., . 
... ,roningen 5 198 no 28 250 0 
Haarlem / 22 115 205 45 204 0 0 

's-Hertogenbosch 7 90 65 206 105 230 100 0 
Leeuward.en 8 137 ·160 70 190 58 11~3 220 0 
Maastricht 9 202 153 290 190 320 217 115 310 0 
Middelburg 10 180 205 320 125 350 170 130 310 185 0 
Utrecht 11 40 65 160 65 190 55 55 ·175 166 160 0 
Zwolle 12 115 65 74 155 100 130 130 90 220 240 90 0 

1 ·2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

1.'abel. 1. De afstandsma:t.rix van een 12-stedP.nprobleem 

BJ EEB EBB 
G9 G12 G15 G16 

Eiguur 1. 



~B!:.....?..!.. De zeven :t>ruggen Yan 
Kon:ingsbergen 

'Ii'·· 0 :: :i..guu:r • 

Oplossing varJ. het, 12-stedenproble~.m 

u.i t Tabel 1 met behu.lp van de 

ascent-methode 

a 

Fi_guu.r 3. G22 
\Het meest linkse hoekpunt is 
verbonden met e.lle pun-ten van 
het type ~) 

25 
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1 
LITTLE ET AL !!HELD f-l~_u_KJ_e,_'..R_P _____________ _ 

· 
1i 1 a ::.: +10 a = -10 

PROBLEEM n Ct~ nc nr r1b nt tijd !• · b I nc na nb nt tijd · lin nc na nb nt tijd 

E'\,I~L:fD ISCIJ. 

Barachet[1] 10 378 18 4 22 ·1 2 1 378 ? 'i 4 1 11 378 0 1 0 0 5 
Nederland 12 97!~ 205 79 :2a~, 4 32 I 974 O O O 1. 17 985 O O O 1 19 

RE 20 382, >3600 j 382 14 0 6 1 70 382 O 1 0 O 53 
RE 20 365 >3600 i1 364, 16 0 9 1 63 365 11 1 4 O 5'T 
RE 20 360 - 11 359l 13 o 6 1 47 370 13 0 6 1 58 

H&K[8] 25 1711 I >3600 ii 17111 e O O 1 122 1723 O O O 1 146 
RE . 25 414 >3600 !! 411 20 5 15 1 198 · 414 15 6 10 0 197 
RE 25 381 - I: 379 27 0 21 2 ·194 395 27 0 21 2 227 
RE 25 408 . - !! to7 22 5 22 6 248 408 16 1 '"( 0 127 

'! ' 
Dantzig[4] 42 699 · - \· 6901 85 36 96 4 3170 699 23 23 27 0 1410 

HAf1ILTo~cu:i:·rs I 
G9 . 9 1 7 3 i O 1 1 !l O 11 4 12 1 1 5 · 1 8 5 1 0 0 14 
G12 12 0 10 0 10 1 2 j O 11.10 26 3 52 0 0 1 0 0 2 
G15 15 1 17 5 22 1 4 ! 0 42 29 66 2 207 1 36 23 53 .0 175 
Gl6 16 0 14 o· · 14 · i 3 . 0 12 3 13 , 1 53 0 0 1 0 0 . 6 
G22 22 1 403 78 481 1 62 1 ·0 - 1 >3400 
Tutte 46 i 1652 193 1846 2 612 1 (±7u) -
Paard 64 0 62 0 62 1 118 ii I (±4u) -

1! f 

Tabel 2@ Rekenresultaten vcor Euclidische problemen en Hamilton-circuits 

J\) 
o, 
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!!LITTLE ET AL l HELD AND KARP 

c* 11 
i' a= +10 a.= -10 

PROBLEEJ.\1 n nc nr nb nt ti,jd 11 b nc na nb nt tijd lin nc na nb nt tijd 
'· 

SYMM.RANDOM II 
R 'lO 232 33 11 45 2 4 I 232 0 0 0 1 3 232 0 1 0 0 5 
R 10 145 8 3 11 1 2 145 0 0 0 "l 2 151 0 0 0 1 3 ' 
R 10 227 19 4 24 2 2 227 0 0 0 1 4 234 0 D 0 1 5 
R 15 185 1' 74 18 95 4 13 I 185 9 0 3 i 17 185 0 1 0 0 13 • I 
R 15 194 i 1"(8 41 227 9 27. 194 0 0 0 1 12 194 0 1 0 0 16 
R 15 139 l 31 5 38 3 6 139 0 0 0. 1 7 139 0 1 0 0 11 

Croes [3] 20 246 99 18 117 1 23 246 0 0 0 1 11 252 0 0 0 1 27 
R ·20 201 191 41 236 5 42 200117 0 9 i 60 214 17 0 9 1 73 
R 20 251 262 52 321 7 59 : 2511 16 0 9 1 64 273 16 0 9 1 76 
R 20 196 227 64 293 3 77 191+ 14 3 11 1 76 225 14 3 11 1 89 
R 25 220 1035 210 1253 9 288 219 20 0 11 2 124 221 ·15 1 6 1 132 
R 25 266 I 19~.7 398 2347 3 576 258 47 59 93 8 1240 266 38 33 52 0 647 
R 25 202 I 258 54 315 4 92 I 202 22 0 14 1 126 202 0 1 0 0 40 

! 
ASJ~QJi I 

R 10 151 18 i~ 24 3 2 i 
R 10 177 8 0 8 , 1 ! 
R 'iO 145 7 2 9 1 2 1 

145 ii9 349 6 
! 

R 20 295 52 j' 
R 20 159 I 18 0 18 1 7 : 

6 
I 

R 20 177 301 51 357 52 i 
R 30 171 281 ). "" 326 3 86 ! "7.) 

151 I R 30 145 487 69 558 3 
R 30 138 1211 173 1386 3 352 1] 

Tabel 3.,_ P.-:")kenresultaten voor symmetrische en asym:metrische random problemen 

f\) -.. 
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