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1. Matroiden.

1.1, Inleiding, ..

We vergelijken de volgende twee problemen:

1. het lineaire toewijzingsprobleem (LAP)

n n
max izl jZl ci5 X5
onder:
n [3
jzl xij =1 s 1= 1,...,0n 3
n .
iZ] xij=l s j=1,.0.,n

j=1ec0n

2, het minimale opspannende boomprobleem (STP):
vind in een samenhangende niet—-gerichte graaf een opspannende boom,

z6 dat de som van de gewichten van de kanten van de boom minimaal is.

Bij beide problemen moet uit een verzameling (vz.) elementen V, resp. van
cellen (i,j) en van kanten ej, een deelverzameling (deelvz.) gekozen worden
die aan bepaalde eisen voldoet en een optimaal gewicht heeft.

We construeren als volgt een opldssing B voor probleem P.

We beginnen met B de lege vz. We kiezen een element v ¢ V met optimaal ge-
wicht en verwijderen v uit V.

Als B u {v} een toegelaten oplossing van P is, dan wel uitgebreid kan worden
tot een toegelaten oplossing van P, voegen we v aan B toe. We gaan hiermee
door totdat B een oplossing van P is. Deze algoritme staat bekend als de
greedy algorithm (GA) [11].



Voorbeeld’l : LAP
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oplossing ' optimale
 greedy oplossing
algorithm

Voorbeeld 2 : STP

oplossing greedy algorithm =

optimale oplossing

Voorbeeld 1 illustreert dat de GA niet noodzakelijk een optimale oplossing
van het LAP geeft. In geval van het STP is de GA identiek aan de algoritme
van KRUSKAL [22], die een optimale oplossing oplevert. Dit verschillend
gedrag t.o.v. de GA kan worden verklaard d.m.v. matroiden.

Van de vele mogelijke definities van matroide (zie 1.4) gebruiken we hier

Definitie 1. Zij E een eindige vz. elementen en F een niet-~lege collectie
deelvzn. van E (de zgn. onafhankelijke vzn.).
Het paar M = (E,F) is een matroide indien geldt:

(1 F is een onafhankelijk stelsel vzn.,, dwz een deelvz. van een onaf-
hankelijke vz. is onafhankelijk;

(2) voor elke A c E bevatten alle maximaal onafhankelijke deelvzn. van A

evenveel elementen.



Een maximaal onafhankelijke deelvz. van een vz. A is een onafhankelijke vz.,
die niet is bevat in een onafhankelijke vz. met meer elementen. Een maxi-
maal onafhankelijke deelvz. van E heet een basis van de matroide M. De

rang r(A) van een vz. A is het aantal elementen van een maximaal onafhanke-
lijke deelvz. A. De rang van de matroide M is gedefinieerd als r(E), het
aantal elementen van een basis van M. Een circuit is een minimaal onafhanke-

lijke vz., dwz. elke eigenlijke deelvz. van een circuit is onafhankelijk.

(.1 (1.2) ;i;; ;;:%;
:,1) ‘ ///

Z

A

twee maximaal onafhankelijke

deelvz., van A

Figuur 1.

De partiele oplossingen van het LAP vormen een onafhankelijk stelsel, maar
voldoen niet aan (2), zoals blijkt uit Figuur 1, maw, definiéren geen
matroide.

De collectie F van partiele oplossingen van het STP op een graaf G = (V,E),
dwz. alle vzn. kanten zonder cycles (zie voor het begrip cycle § 3.1),
vormen een matroide M = (E,F), een graafmatroide.

Immers, zij A een deelvz. van E, bestaande uit p disjuncte samenhangende
componenten AI"""’Ap'

Gi = (Vi’Ai) is de deelgraaf van G met als vz. punten Vi de punten van G
incident met Ai' Een vz. kanten in Gi zonder cycles is maximaal d.e.s.d. als
zij een opspannende boom is van Gi' Elke opspannende boom van Gi telt lVil— i
kanten. Bijgevolg heeft elke maximaal onafhankelijke deelvz. van A

§ |v.|- p elementen.

i=1  *

In de volgende paragraaf wordt aangetoond dat de GA een optimale oplossing

van een probleem P geeft als de partiéle oplossingen van P de onafhankelijke

-~ 8
vzn. van een matroide Zijn.



1.2, De greedy algorithm,

Gegeven is een matroide M = (E,F) met elementen E ='{el,.....,en}. c is een
reele functie op E ; we schrijven cj vOoor c(ej). We veronderstellen dat de
elementen van E zo genummerd zijn, dat c, 2 c, Z ... 2 c -

De greedy algorithm luidt:

0. Initialiseer AO =0, B, = Penj=1.

o A=A ufed

B, = B. . u {e.} als B, , u {e.} ¢ F
j j-1 h| ? j-1 | ’
B. , anders. .
i-1
2, Als j <n, stel dan j := j + | en ga naar 1.

De GA construeert een vz. Bn’ die een basis van M is met maximaal gewicht.

Om dit te bewijzen geven we eerst twee lemma's.,

Lemma 1 : Eigenschap (2) is equivalent met de zgn. aanvullingseigenschap (3):

Voor elk tweetal onafhankelijke deelvzn. Ik en Ik+l met k, resp.
k+1 elementen geldt:

(3)

er is een element e € 1 \ Ik’ z6 dat I, U {e} een onafhanke-

k+1 k

lijke vz. is.
Bewijs: (3) => 2 : Als Ik c Aen Ik+l c A, is Ik niet maximaal.
(2) = 3 : r(Ik+l U Ik) = k+1, omdat Ik+l'£ Ik+1 y Ik‘ Ik is dus

niet maximaal in I u Ik en kan uitgebreid worden met

Tkt
een element e € Ik+l \ Ik.
Lemma 2 : r(Aj) = Ile s VOO j = 0,...,0,

Bewijs : Het bewijs verloopt met volledige inductie naar j.
Voor j = kfl geldt r(a ) = lBk_I].
Als B een maximaal onafhankelijke deelvz. van Ak is, is

IBk—ll < |B] = IBk-ll + 1 , omdat B een onafhankelijke deelvz.

k-1
van A is, A = A , v {e} en B, een maximaal onafhankelijke
deelvz. van A is.

Als |B| = 'Bk—ll’ is B, _, U {ek} ¢ F (anders r(Ak) > |B|), zodat

de GA B, =B, _, stelt en r(4) = [B| = ]Bk_ll = ]Bkl.



Als |B| = ]Bk_ll + 1, bestaat 0.g.v. lemma 1 een e € B \ B -1

_ X
met B_, U e}l e F. Als e # e is ?k-l u {e} SA._en

r(Ak;l):Z |Bk_1[ + 1,

e, enB _, UfeleF, zodat

r(Ak) = |Bk—ll + 1= r(Bk_l U'{ek}) = r(Bk) = IBkl'

Dus e

Stelling | : De GA, toegepast op een matroide M = (E,F) en een reéle functie

c op E, construeert een basis van M met maximaal gewicht.

TP B =3B i .

Bewijs , 18 een basis van M wegens lemma 2. Laten B en een
willekeurige basis B' van M geordend zijn naar niet-stijgende
waarde van hun elementen.

We veronderstellen: er is een element van B, zeg e, , met een

s
kleiner gewicht dan het element op de overeenkomst?ge plaats

van B', zeg e. (dus j < k).

O.g.v. lemma 2 is r(A,) = IBj[ = r(Bj), Omdat Bk # Bj volgt
r(Aj) < IBkl. Maar Bj' ='{e1 I e, € B', 1 < j} is een onafhanke-
lijke deelvz. van Ay met !Bk| elementen, zodat r(4,) 2 lﬁﬁl.

De veronderstelling leidt tot een tegenspraak. Ieder element van
B' heeft een gewicht dat niet groter is dan het gewicht van het

overeenkomstige element van B, zodat c¢ (B') < c(B). . q.e.d.
1.3. Toepassingen,

1.3.1, Als we niet een basis van de matroide M = (E,F) zoeken, maar een on-
afhankelijke vz. met maximaal gewicht, kunnen we als volgt te werk gaan,

B is de deelvz. van E van elementen met positief gewicht. We definieren op
E+ de matroide M% = (E+, Fon E+), de restrictie van F tot E+, met als onaf-
hankelijke vzn. de onafhankelijke vzn. van M die bevat zijn in E+. Het is
duidelijk dat M' aan definitie 1 voldoet.

De GA toegepast op M’ construeert een basis B van M met maximaal gewicht.
8" is de gezochte vz., omdat elementen uit E \ E' niet in een maximaal wegen—
de deelvz., bevat kunnen zijn, en onafhankelijke deelvz. van M+, die geen
basis zijn van M&, uitgebreid kunnen worden tot een basis van M. We kfijgen

hetzelfde resultaat door de GA toe te paséen op M, waarbij in stap | B. slechts
]



dan gelijk wordt gesteld aan B,_

i1

u {e,} als B,
k| j-1

ud{e.} ¢e Fenc. > 0.
J J

1.3.2, Een bedrijf heeft n orders in portefeuille. Van iedere order is be-
kend op welke van de beschikbare m machines hij kan worden uitgevoerd.

Iedere order vergt één week produktie op de machine waarop hij is ingedeeld.
Het is het bedrijf cj waard, als order j in de komende week wordt uitgevoerd.
Gevraagd wordt een optimaal produktieschema voor de komende week te ontwerpen.
Het bedrijf verstaat daaronder een indeling, waarbij allereerst zoveel moge-
1lijk orders worden uitgevoerd, welke orders bovendien een zo groot mogelijke

gezamenlijke waarde moeten hebben.

zZij E = {1,...,n} de vz. van orders. Een deelvz., orders is onafhankelijk als
de orders uit deze deelvz. de komende week allen uitgevoerd kunnen worden,
Mits het aldus gedefinieerde paar M = (E,F) een matroide is, geeft de GA
een basis B van maximaal gewicht, die juist aan de optimaliteitseisen vol-
doet,

In stap 1 van de GA moeten we bepalen of Bj— u {j} een onafhankelijke vz.

1
is. Definieren we probleem P(B) als

)
max a,. X..
i=1 jeg M
) x,, <1 , i=1,...,m
jeB HJ
}
x.. <1 s Je€B
i=1 ]
xij € {0,1} , voor alle i en j ,
met aij = 1 s order j is uitvoerbaar op machine i
0 , anders,

dan moeten we in feite nagaan, of P(Bj-l U {j}) een optimale oplossing met
waarde lBj_ll + 1 heeft. Een efficiente methode hiervoor geeft b.v. [15],
p. 55 e.v. .

De optimale indeling wordt gevonden door oplossing van probleem P(Bn).

Alle orders kunnen slechts dan in de komende week uitgevoerd worden, als



r(E) = |E|.

De matroide M = (E,F) is een zogenaamde transversaalmatroide.

Zij E een eindige vz. en J = (Sl,...,S ) een familie van niet-lege deelvzn.
van E. Een vz. A ¢ E heet een transversaal (system of distinct represent-
atives) van J als A uit m elementen bestaat, &&n uit iedere vz. Si'

A is een partiele transversaal als A transversaal is van een deelfamilie
van J. Een matroide M= (E,F), waarvan de onafhankelijke vzn. de partiele
transversalen zijn vaﬁ een familie J = (Sl,...,SHQ, met Si < E, heet een
transversaalmatroide [25].

We moeten nog aantonen dat op deze manier inderdaad een matroide is ver-
kregen. Een deelvz. van een partiéle transversaal is opnieuw een partiele
transversaal, dus de partiéle transversalen vormen een onafhankelijk stel-
sel. Als bewezen is dat dit stelsel aan eigenschap (3) voldoet, is M = (E,F)
een matroide.

I en J zijn twee partiele transversalen van J met k, resp. k + 1 elementen.
Element e € I vertegenwoordigt vz. y(e) en I vertegenwoordigt ¥(I). Evenzo
vertegenwoordigt e € J x(e) en J vertegenwoordigf x(J). X(J) heeft een ele-
ment meer dan Y(I), zodat er een element in J is, zeg e 26 dat x(e]) ¢ ¥(I).

We onderscheiden twee situaties:

a) e 11 U‘{el} is een transversaal van y(I) U'{x(el)} en we zijn
klaar ;
b) e, €I nJ. Ve herdefinieren nu w(el) = x(e]).

Omdat blijft gelden |x(J)|=|v(I)| + 1, kunnen we deze stap herhalen voor

elementen €)s€g50c0es o Steeds is R ¢ {el,...,e }, omdat na herdefinitie

k-1
geldt x({e],..a,ek_l}) = w({el’°°"ek—l})' Bij voortzetting van de iteratie

treedt situatie a) op, of na ten hoogste |I n J| stappen is X(I n J) =

Y(I n J). Een element e met x(e) ¢ ¥(I) kan dan niet tot I n J behoren:

eeJ\IenIu {e} is een transversaal van $(I) u {x(e)}.

1.3.3. Het bedrijf uit toepassing 1.3.2. kent geen waarde cj aan de orders

toe, maar rangschikt deze naar dalende prioriteit; order k heeft prioriteit
boven order j als k < j, voor alle k en j. Bestaat er zoiets als een opti-

maal produktieschema [18]?

Produktieschema's die een verschillend aantal orders indelen, zijn moeilijk



vergelijkbaar. Echter, onafhankelijk van het gehanteerde kriterium, is de

vz. orders in een realiseerbaar produktieschema een onafhankelijke vz. van

de matroide M = (E,F), op dezelfde manier gedefinieerd als boven. Het maxi-
mum aantal in &&n week uit te voeren orders is r(E), en elk produktieschema
dat uit minder orders bestaat, kan worden uitgebreid tot een schema van

r(E) orders. We behoeven dus alleen schema's, afkomstig van bases van M, te
vergelijken.

De oplossing die door de GA wordt geconstrueerd bij een gegeven matroide

M = (E,F), is alleen afhankelijk van de rangschikking van de elementen van

E. Voor de orders gerangschikt naar dalende prioriteit, construeert de GA een
lexicografisch maximale oplossing B = {el”"’er(E)}' Dezelfde basis vinden
we als we de GA toepassen met een rangschikking naar dalende gewichten
T j i.p.v. naar prioriteiten, Als B' = {e;,...,e;(E)} een andere basis

is van M, en B en B' zijn beiden gerangschikt naar dalende gewichten, dan

volgt uit het bewijs van stelling 1 :

e, ej s Voor j = l,,..,2(E) ,

m.a.w. iedere order in B, die niet gelijk is aan de overeenkomstige order in
B', heeft een hoger gewicht, en derhalve een hogere prioriteit dan deze laat-
ste order. Het lexicografisch maximum is dus met reden eptimaal te noemen
[26].

Opmerking.

We zien dat de basis Bn’ voortgebracht door de GA, ook de waarde (c.q. prio-
riteit) van het minimale element in de oplossing maximaliseert: Bn is ook een

oplossing van het bottleneckprobleem [131]:

max - min c. »
BeB € B

L

als B de vz. is van alle bases van de matroide M = (E,F).



1.4, Definities van matroide.

In definitie 1 wordt een matroide gedefinieerd op grond van een collectie
onafhankelijke vzn. Daarnaast zijn definities mogelijk uitgaande van bases,
c.q. circuits, c.q. de rangfunctie r [27, 29].

In de volgende definities is E een eindige, niet-lege vz.

Definitie 2. Het paar M = (E,B), met B een niet-lege collectie deelvzn.

van E, genaamd bases, is een matroide, als geldt:

(4) geen basis is echt bevat in een andere basis;

(5) als B1 en B2 bases zijn, bestaat er bij een element e, € Bl een ele-
ment e, € B,, z6 dat (Bl \ {e]}) u {ez} ook een basis is (uitwissel-

eigenschap).

Definitie 3. Het paar M = (E,C), met C een niet-lege collectie deelvzn.

van E, genaamd circuits, is een matroide, als geldt:
(6) geen circuit is echt bevat in een ander circuit;

(7 als C1 en C2 1

C1 U C2 waarvan e geen deel uitmaakt.

circuits zijn, en e € C, n C,, bestaat een circuit in

Definitie 4. Het paar M = (E,r), met r een geheelwaardige functie, gedefi-

nieerd op de vz. van deelvzn. van E, is een matroide, als r voldoet

aan:
(8) 0 <r(a) =< ]A| » voor elke Ac E
(9) - r(A) £ r(B) , als AcBCcE ';
(10) r{A u B) + r{A n B) £ r(A) + r(B),

s voor elke AcEen BCE ;

De definities 1, 2, 3 en 4 zijn equivalent. We bewijzen de equivalentie

van 1 en 4; de overige bewijzen worden aan de lezer overgelaten.

Stel M = (E,F) is een matroide gedefinieerd door onafhankelijke vzn.

Voor de functie r(A), A ¢ E, nemen we het aantal elementen van een maximaal
onafhankelijke deelvz. bevat in A. De aldus gedefinieerde r voldoet aan (8)
en (9).

Zij X een maximaal onafhankelijke vz. van A n B, voor A< E en B ¢ E.
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X kan worden uitgebreid tot een maximaal onafhankelijke vz. van A U B, zeg
Z. Zn (A B) =X, anders zou X niet maximaal zijn voor A n B, Z n A is
een onafhankelijke deelvz. van A, evenals Z n B.van B.

We zien:

|z a Al + |z n3B| - |x|
r(A) + r(B) =~ (A n B). q-e.d.

r(A u B) = |z]

IA

Omgekeerd, stel M = (E,r) is een matroide, gedefinieerd door de rangfunctie r.
We noemen een vz. A < E onafhankelijk als r(A) = |A|. Als A een deelvz. is

van een onafhankelijke vz. B, volgt uit (10) en (8):
[B] = r(B) < r(a) + r(B \ A) < r(A) + |B| - |a].

Wegens (8) geldt r(A) < |A|, zodat r(A) = |A|, m.a.w.: A is onafhankelijk.

We moeten nog aantonen dat twee maximaal onafhankelijke deelvzn., B1 en B2

van een vz. A ¢ E evenveel elementen hebben. Zonder verlies van algemeenheid
stellen we lBll < Ile. Voor elke e € B, \ B, geldt'r(Bl u{e}) = |B1|,

anders is Blniet maximaal.

0.g.v. (10) vinden we voor e # £, {e,f} < By \ B,

A

r(B1 u {e}l u{f}) r(Bl u {e}) + r(B1 u {f} - r(Bl)

|8, 1.

Derhalve is r(B1 u {e} v {£f}) = IBII. Voegen we de elementen Vvan B, \ B één

voor &&n aan B, toe, dan vinden we uiteindelijk r(Bl U Bz) = |B]|.

Uit de onafhankelijkheid van B, en uit (9) volgt:

2

|B2] = () <r(B uB,) = IBII.

Derhalve geldt IBZI = [Bl[. q.e.d.
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2, Polyhedra.

2.1, Polyhedra van matroiden.

Een onafhankelijke vz. I van de matroide M = (E,F), waarbij E de vz.
{1,...,n} is, kan worden gekarakteriseerd door een 0,l-incidentievector van

n componenten X = (xl,...,xn)

1 » Jel
X, =
3 0 -, anders,

Als V, resp. V_,, de vz. is van alle incidentievectoren van onafhankelijke

’
VzZh., Yesp. bages, van M, en ¢ = (cl,...,cn) is een reele vector, dan be-
paalt de GA een oplossing van het probleem maxv{cxlx € VB}. Dit probleem
is een lineair programmeringsprobleem, nl. maximalizeer cx over de hoek-
punten van het polyhedron PB’ gedefinieerd als de convex omhullende van VB.
Evenzo is het probleem max {cxlx € V} equivalent aan het maximaliseren van
cx over de hoekpunten van P, de convex omhullende van V.

De polyhedra P en PB’ die gegenereerd worden door de matroide M met rang-
functie r, zijn eenvoudig te beschrijven door lineaire stelsels L resp. LB.
| L is het lineaire stelsel [(11) - (12)1], LB het stelsel [(11) - (12) - (13)1:

(i Z x, < r(A) , voor alle A cE.
jea J
(12) Xj R , Vvoor alle j € E.
(13) ) x. =r(E) .
jEE ]
Met H, resp. HB’ geven we de vz. hoekpunten van polyhedron P, resp. PB’
gedefinieerd door L, resp. LB, aan. In stelling 2 wordt bewezen H = V.

Het bewijs van Edmonds [11] maakt gebruik van de eigenschappen van de GA en
laat en passant opnieuw zien dat de GA een optimale onafhankelijke vz. van
de matroide M construeert. Een soortgelijke bewijsvoering wordt door Edmonds
gehanteerd om de juistheid van twee andere algoritmen te bewijzen, nl., de

algoritme die een optimale branching construeert [8](zie § 3), en de algo-
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ritme ter bepaling van een maximale (gewogen) koppeling [5, 6]. Schematisch
weergegeven verloopt het bewijs als volgt:

“ -

0. V is de vz. oplossingen van het beschouwde probleem;

P is een polyhedron, beschreven door een lineair stelsel L;
H is de vz. hoekpunten van P.

1. Er is een - al dan niet efficiénte - algoritme, die een element v° van V
construeert. '

2. V ¢ H, omdat iedere v € V aan L voldoet en voorgesteld kan worden als
een basisoplossing van L, i.e. de unieke oplossing van een aantal gelijk-
heden, die verkregen zijn uit ongelijkheden van L door het <-teken te
vervangen door een gelijkteken.

3. Voor een willekeurige lineaire functie cx wordt het max {cx|x € P} aange-
nomen door een oplossing in V, en wel de vO die geconstrueerd wordt door
de algoritme uit punt 1. Het bewijs van deze stap is gebaseerd op de
dualiteitsstelling uit de lineaire programmering.

4, Een hoekpunt h van P is een punt van P, dat een lineaire functie, zeg

¢, X, uniek maximaliseert over P, Volgens 3. is deze unieke h een element

VZn V, m.a.w., H € V.

5, H=V o0.g.v. 2, en 4,

6. v° is een optimale oplossing van het beschouwde probleem voor een kri-
teriumfunctie ¢x o0.g.v. 3. en 5..

7. Uit 1. en 6. volgt dat er een (efficiente) algoritme bestaat ter bepaling

van een optimale oplossing van het beschouwde probleem.

Stelling 2. De vz. hoekpunten H van polyhedron P, gedefinieerd door stelsel
L =7[(11) - (12)], is precies de vz. V van incidentievectoren

van onafhankelijke vzn. van de matroide M.

Bewijs : De bewijsgang van Edmonds volgend, moeten we de punten 1, 2 en 3
waarmaken.

ad 1. We passen de GA toe op de matroide M = (E+,F nEY).

E = {1,...,m} < E is de vz. elementen van E met positief gewicht,
zo genummerd dat ¢y 2 ¢, 2 eee 2 c, > 0.

De GA construeert een onafhankelijke vz. B E.E+((§ 1.3.1.).
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Als v° nemen we de incidentievector van B, dwz. v? is 1 als j € Ben
0 als j € E \ B.
Voor de deelvzn. A.j = {1,...,j} en Bj, die optreden bij toepassing van

de GA, geldt volgens lemma 2 :

r(Aj) = |le s voor 0 £ j < m,
Als j € B, dan r(A ) = IB | = IB U'{j}w =|Bj_1] + 1= r(Aj-l) + 1,
Als j € E\ B, dan r(A ) = (B l = r(Aj—l)' We kunnen de incidentie-

vector v derhalve deflnleren als

ve = r@a.) - r(a, ) » J € E' ,
3 3 3-1 +
0 s JeENE

Een incidentievector x van een onafhankelijke vz. I voldoet aan (11)
omdat voor elke A ¢ E de vz. A n I een onafhankelijke deelvz. van A is
en de waarde van het linkerlid van (11) is |A n I| < r(4a).

De 0,1-vector x is dus bevat in P. x is eenvhoekpunt van P, zijnde snij-
punt van de n hypervlakken x5 = 0 voor j e E\TI en X, = r({i}) voor

j e I,

We moeten bewijzen dat voor x = v° het maximum van het l.p.-probleem

max'{cxlx € P} wordt aangenomen. Het duale probleem luidt:

min ) r(A)uA

AcE
onder: z u, > c. » Vvoor alle j € E .
433 !
uy >0 » voor alle A cE .

. . o
We definieren de vector u als:

cJ - cj + 1 ;s A= Aj voor 1 £ jJ<£m-~-1,
o
AT Cm » A Am ?

0 , anders,
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o s s
u voldoet aan de bijvoorwaarden van het duale probleem en voorts

is
m-1 "
o 3 ) —
AEE r(A)uA = jzl r(A){cj cj+l} + r(Am) e
m ' m
= jZ] cj{r(Aj) - r(Aj—l)} = jZ] cjvJ .

Volgens de dualiteitstelling uit de lineaire programmering vormen
o o . . .
v en u een optimaal paar oplossingen van het primale en het duale

probleemn,

Gevolg: De vz. hoekpunten H_, van het polyhedron PB’ gedefinieerd door stel-

B

sel LB’ is precies de vz. VB van incidentievectoren van bases van de
matroide M. Dit vloeit voort uit het feit dat een basis van M een

hoekpunt is van P, dat bovendien voldoet aan (13).

H © V kan ook rechtstreeks worden bewezen door aan te tonen dat alle hoek-
punten van P geheelwaardig zijn, dwz. de matrix van stelsel L is unimodulair.
Als n.1l. hoekpunt h van P geheelwaardig is, dan is h een 0,l-vector en is

h incidentievector van de vz, I = {j|j € E,hj = 1}, Omdat h € P, geldt

z h, < r(I). Het aantal elementen van I is gelijk aan ? h. = 2 h.,
jeI . =t 3 jer 3
zodat |I| < r(I) : I is een onafhankelijke vz. van de matroide M.

Omgekeerd kan de bewijsvoering van Edmonds worden gebruikt om aan te tonen

dat de hoekpunten van een polyhedron geheelwaardig zijn.
2.2, Maximale koppelingen,

In een graaf G = (V’E) heet een vz. kanten M c E een Koppeling als ieder
punt van V incident -is met ten hoogste &&n kant van de koppeling. Een
b-koppeling is een vz. kanten M c E, zodat ieder punt i e V incident is
met ten hoogste bi kanten van M. Een maximale koppeling is een koppeling
met een maximaal aantal kanten; een maximaal gewogen koppeling is een kop-
peling met een maximaal gewicht van de kanten. Een maximaal gewogen b-kop-

peling is de oplossing van het geheeltallig l.p.-probleem:
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max cx
ondexr:
(14) { Ix <b .
0<sx<1
(15) x geheel,

met IG de punt-kant-incidentiematrix van G.

Als G bipartite is, is I, unimodulair; de hoekpunten van het polyhedron

G
{x IIGx £ b,0 £ x £ 1} zijn dan precies de incidentievectoren van koppelingen
van G. Het maximaal gewogen koppelingsprobleem is voor een bipartite graaf
equivalent aan het LAP.

Voor een willekeurige graaf G behoeft I, niet unimodulair te zijn. Een niet-

bipartite graaf G verschilt van een bipgrtite graaf, doordat in G &&n of
meer cycles met een oneven aantal punten voorkomen. Als G bestaat uit &én
oneven cycle C met 2k + 1 punten en kanten 1,2,...,2k+l, voldoet de oplos-
sing X =Xy T eee =Xy T 1/2 aan de voorwaarden (14).
In een koppeling kunnen echter maximaal k kanten van C optreden, m.a.w. elke
koppeling voldoet aan de voorwaarde |

2k+1

z x. <k .,

j=1

We definieren bij de graaf G = (V,E) het polyhedron P door het volgende

stelsel:

IGX <1
Z x, < %(]SI - 1), voor S S_V,|S|'> 1 en oneven,
jes _J
x 290 s

waarbij j € S betekent dat kant j beide uiteinden in vz. S heeft.
Balinski [2] bewijst dat de hoekpunten van P precies de incidentievectoren
van koppelingen van G zijn. Het koppelingsprobleem is hiermee &&n der weini-

ge geheeltallige l.p.-problemen waarvan de convex omhullende van de oplos-

&
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singen expliciet bepaald is. Edmonds [6] identificeert de convex omhullende
volgens de in de vorige paragraaf geschetste methode. De in stap 1 van het
bewijs benodigde algoritme is een efficiénte algoritme om een maximale kop-
peling, c¢.q. maximaal gewogen koppeling te bepalen.

ALGOL-procedures van deze algoritmen zijn opgenomen in de Appendix.

Een soortgelijke, eveneens efficiente algoritme [14] bepaalt een oplossing
van het koppelingsprobleem in zijn meest algemene vorm, het geheeltallige

l.p.-probleem op grafen:

. X,
jeg 3 ]
onder: z a,.x. <b » 1€V,
jeE 13 1
0 < xJSaj , j €&,

%, geheel , j € E ,

‘s bi en aj niet-negatieve gehele getallen zijn, en

<2 ,1ieV.,

(aij) is de punt-kant-incidentiematrix van een graaf G = (V,E).

Een kant j € E heeft &&n of twee uiteinden. Ieder uiteinde is of een kop
(head) of een staart (tail) en is incident met &&n punt i ¢ V. Een kant met
twee uiteinden is een schakel (link) resp. lus (loop) als deze uiteinden
incident zijn met verschillende punten, resp. hetzelfde punt. Een kant is
gericht als hij &&n kop en &&n staart heeft, anders heet hij niet-gericht.
De jde kolom van (aij) geeft de aard van kant j aan: kant j heeft twee
staarten, &&n staart, geen uiteinde, &&n kop of twee koppen incident met
punt i, als resp. aij = +2, +1, 0, -1 of -2,

De bijvoorwaarden eisen dat in een oplossing van het probleem kant j ten
hoogste multipliciteit aj heeft, en voorts dat het aantal koppen minus het
aantal staarten van de oplossing dat incident is met punt i, ten hoogste

bi is, waarbij dan ieder uiteinde meetelt voor de multipliciteit van de

kant waartoe het behoort.



17

We stippen enkele toepassingen aan.

Een overdekking van punten door kanten in een graaf G = (V,E) is een vz.
kanten, zodat ieder punt van V incident is met tenminste &&n kant van deze
vz. Een minimale overdekking, i.e. een overdekking met een minimaal aantal
kanten is te construeren uit een maximale koppeling M, door in ieder punt

v € V, dat niet incident is met een kant van M, een kant incident met v aan
M toe te voegen. Omgekeerd wordt uit een minimale overdekking een maximale
koppeling gevormd door in punten die incident zijn met meer dan &én kant van
de overdekking alle kanten op €&n na uit de overdekking weg te laten [19].
In het symmetrische handelsretaigersprobleem (TSP), i.e. het TSP met een
symmetrische kostenmatrix (cij)’ wordt gezocht naar een Hamiltoncircuit van
minimaal gewicht. Een Hamiltoncircuit kan worden gedefinieerd als een
samenhangende 2-koppeling van maximale cardinaliteit,

Het LAP bepaalt, als subroutine voor het TSP met n steden, een 2-koppeling
van maximale cardinaliteit in een graaf met n punten en kanten (i,j) en
(j,1i) tussen elk tweetal punten. De resulterende 2-koppeling kan cycles be-
staande uit 2 kanten bevatten. In een 2-koppeling van maximale cardinaliteit,
berekend.op de volledige graaf Kn’ dwz. tussen ieder tweetal punten looét
precies &&n kant, bestaat een cycle minimaal uit 3 kanten. Deze laatste
methode geeft dus scherpere ondergrenzen voor het symmetrische TSP dan de
oplossing van het LAP en heeft als tweede, wellicht nog belangrijker voor-
deel, dat in een branch-and-bound aanpak van het TSP geen cycles van 2 kan-
ten geelimineerd behoeven te worden [3].

Het volgende probleem: "Gegeven n taken die ieder &&n tijdseenheid duren,
een partiéle ordening van de taken, geinduceerd door een acyclische gerichte
graaf A, en 2 identieke machines, bepaal een volgorde van de taken, zo dat
alle taken z8 vroeg mogelijk uitgevoerd zijn", kan worden opgelost met ge-
bruik van de algoritme voor een maximale koppeling [16l. Uit A wordt de com-
patibiliteits—graéf G = (V,E) afgeleid: V is de vz. taken, een kant (i,j) eV,
als taak i tegelijk met taak j kan worden uitgevoerd, dwz. in graaf A be-
staat geen gericht pad van i naar j, noch van j naar i. In G wordt een maxi-
male koppeling bepaald. Als deze koppeling m kanten heeft, 0 < m < [n/2],
zal iedere indeling van de taken tenminste n-m tijdseenheden vergen. Uit de
berekende maximale koppeling en de gegeven partiéle ordening kan op eenvou-
dige wijze een indeling worden afgeleid, die n-m tijdseenheden vergt en dus

optimaal is.



18

3.1, Inleiding,

We voeren allereerst een aantal begrippen in.

G = (V,E) is een gerichte graaf. Een cycle Q is een samenhangende graaf Q,
z8, dat ieder punt van Q incident is met precies twee kanten van Q. Een
citreuit is een cycle, z6, dat naar ieder punt van het circuit precies &én
kant gericht is. Een bos (forest) is een graaf zonder cycles. Een boom
(tree) is een samenhangend bos. Een vertakking (branching) is een bos,
waarvan geen twee kanten naar hetzelfde punt gericht zijn. Een arborescence
is een samenhangende branching. Een opspannende arborescence van G is een
arborescence die incident is met alle punten van G. Een pad P is een
arborescence zodat iedere kant in P vertrekt van een ander punt in P. Een
Hamiltompad in G is een pad dat incident is met alle punten van G. Een
wortel van een vz. S van gerichte kanten, is een punt, incident met S, zd,

dat geen kant van S gericht is naar de wortel.

Kant e, € E heeft een gewicht c, . Het gewicht van een vz. kanten is de som

van dekgewichten van de kanten ?n de vz.. Een branching heet optimaal als
zijn gewicht maximaal is onder alle branchings op G.

Een Hamiltonpad in G van punt x naarbpunt y is een opspannende arborescence
met wortel x, die bovendien de eigenschap heeft dat van ieder punt ten
hoogste &é&n kant weggaat. Berekeningen van een minimale arborescence geeft
een ondergrens voor het minimale Hamiltonpad in G en is bruikbaar als sub-
routine in een branch-and-bound aanpak van het asymmetrische TSP [21],

Een praktisch voorbeeld van een arborescence is het volgende.

¢, 2zijn de kosten om informatie over te brengen van het begin van kant e

k
naar het eind. Als de informatiekosten additief zijn, geeft een minimale
opspannende arborescence met wortel w de goedkoopste manier om alle punten

vanuit w te informeren.
3.2. Matroide formulering,

We karakteriseren een branching als een vz. kanten die onafhankelijk is zo-

wel in een matroide M, = (E,Fl) als in een matroide M, = (E’FZ)' Het bepalen

2
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van een optimale branching is het bepalen van een vz. met maximaal gewicht

in Fl n Fz.

Zij F1 de familie van alle vzn. kanten van G met de eigenschap dat geen
twee kanten van de vz. naar hetzelfde punt G gericht zijn. Het stelsel

M, = (E’Fl) is een matroide: M, is de transversaalmatroide die voortge-

1 1 ,
bracht wordt door de familie S = (Sl,...SlVl), met Si de vz. kanten gericht

naar punt i. We kunnen ook rechtstreeks bewijzen dat Ml voldoet aan de defi-

nitie van matroiden. Eigenschap(l) is triviaal. Eigenschap (2) eist dat
iedere maximaal onafhankelijke deelvz. van een vz. S © E evenveel elementen
heeft. Als VS de vz. punten van G is, waarnaar een kant van S gericht is,
dan is een vz. B € S maximaal onafhankelijk in S d.e.s.d. als naar ieder

punt van V_, precies &én kant van B gericht is. Elk maximaal onafhankelijke

S
vZ. B van S heeft IVS{ elementen.

Zij M.2 = (E’FZ) de graafmatroide bij G, dwz. F2 is de familie van alle bossen
in G.
Het is duidelijk dat een vz. in de doorsnede van de aldus gedefinieerde

Fl en F2 een branching is, en omgekeerd.

We hebben in § 2 gezien dat we bij een matroide Mi een polyhedron Pi kunnen
aangeven, en wel zo, dat de vz. hoekpunten H(Pi) van Pi gelijk is aan de
verzameling I van incidentievectoren van onafhankelijke vzn. van de matroide

Mi' Een andere stelling van Edmonds is:

Stelling 3: H(Pl n PZ) = H(Pl).n H(Pz).
Bewijs : Zie [101].

In woorden: de punten die hoekpunten zijn van Pl en PZ’ zijn hoekpunt van de

doorsnede van P, en P2, en omgekeerd. De incidentievectoren x van onafhanke-

1
lijke vzn. in M, en M, zijn derhalve hoekpunten van de doorsnede van P,
PZ’ Als L1 en L2 lineaire stelsels zijn die Pl resp. P2 bepalen, is het pro-
bleem: zoek een maximale vz. in Fl n F2 equivalent met: maximaliseer cx over

en

de hoekpunten van Ll U L2.

Voor het algemene probleem, waarbij Ml en M2 willekeurige matroiden zijn, is

een efficiente algoritme ontwikkeld door Edmonds en Lawler [11, 241,
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Voor een optimale branching zoeken we de doorsnede van twee speciale matroiden,
nl. een graafmatroide en een transversaalmatroiﬁe. De stelsels L1 en L2

kunnen in dit geval aanzienlijk gereduceerd worden. De gereduceerde stelsels
kunnen ook rechtstreeks worden afgeleid. De benadering via matroiden verschaft
de wetenschap dat de hoekpunten van de stelsels geheeltallig zijn.

We kunnen de problemen, waarvan de oplossingen gemeenschappelijke onafhanke-
lijke vzn. van &&n of meer matroiden zijn, classificeren naar het aantal
matroiden dat minimaal nodig is om een oplossing van het probleem te ver-
krijgen. Een probleem heet een p-matroide probleem als dit aantal p is.

Het STP is een l-matroide probleem (§ 1.1). We hebben bovén gezien dat het
bepalen van een optimale branching een 2-matroide probleem is.

Het lineaire transportprobleem is eveneens een 2-matroide probleem. In de
bipartite graaf met puntvzn. X en Y is bij ieder punt x € X, resp. y € Y

een geheel getal a_, resp. b_ gegeven, zodat geldt: z a = 7 b_ .
X y . X -y
. xeX yeY
Tussen punten X en y lopen min {ax’by} kanten, ieder met gewicht Cay

De matroide M, = (E’Fl)’ met E de vz. kanten van de bipartite graaf, heeft

als onafhankeiijke vzn. de vzn. I ¢ E, waarvan ten Hoogste a kanten incident
zijn met ieder punt x € X. In M2 = (E,FZ) is een vz, onafhankelijk als ten
hoogste b_ kanten van de vz. incident zijn met ieder punt y € Y. Het LAP

is een lineair transportprobleem waarin alle a_ en by één zijn, Het is geen
I-matroideprobleem (§ 1.1), zodat het LAP en het lineaire transportprobleem
2-matroideproblemen zijn.

Voor 1- en 2-matroideproblemen bestaan efficiénte algoritmen, voor P-
matroideproblemen, p 2 3, niet. Bij het zoeken naar een efficiente algoritme
voor p = 3 stuiten we al direct op de moeilijkheid dat het equivalent van

stelling 3 voor p = 3:

H(P1 n P'2 n P3) = H(P]) n H(PZ) n H(P3)

i,h.a. niet geldt (zie voorbeeld 3).
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Voorbeeld 3. E = {1,2,3}.
(0,0,1) M, heeft als bases'{l,Zl_en {2,3} ,

M, heeft als bases {1,3} en {2,3} ,
M, heeft als bases {1,2} en {1,3} .

(4:%.3)

2(1,0,0)

nP. nP

(1,4,1) is hoekpunt van P, n P, n Py, maar niet van Pi’i = 1,2,3,
Het handelsreizigersprobleem (TSP) is een 3-matroide probleem, en als zo-
danig voor 2/3 opgelost, aldus Edmonds [11]. De matroiden Mi = (E’Fi)’

i = 1,2,3 voor het TSP hebben de volgende onafhankelijke vzn. I E_E; met E

de vz. kanten van de volledige gerichte graaf G = (V,E) :

1. Ie Fi» als geen twee kanten van I naar hetzelfde punt van G geticht
zijn;

2, I e F2, als geen twee kanten van I van hetzelfde punt van G vertrekken;

3. I € Fy, als 1 een 1-boom is, dwz. de kanten van I die niet incident

zijn met punt 1, bevatten geen cycle, en met punt 1 zijn hoogstens
twee kanten incident.

Als r(Mi) = |V|, i=1,2,3, zijn de gemeenschappelijke bases van Ml’ M2 en

M, juist de Hamiltoncircuits van G. De gemeenschappelijke bases van M, en

1

M2 zijn oplossingen van het LAP in de volledige bipartite graaf met vzn.

punten X =V en Y = V, De gemeenschappelijke bases van Ml en M3 zijn oplos—
singen van het l-arborescence probleem (S1AP); een l-arborescence is een vz.
kanten A ¢ E, z0, dat naar ieder punt van G precies 1 kant van A gericht is,
en A &8n cycle door punt 1 heeft, Voor het LAP en het S1AP, 2-matroide pro-
blemen, bestaan goede algoritmen, die gebruikt kunnen worden als subroutines

in een branch-and-bound aanpak van het asymmetrische TSP [21].
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3.3. L.p.—-formulering.

Stelsel Li’ dat polyhedron Pi bij matroide Mi Bépaalt, is (zie § 2.1) :

&1
™
N

ri(A) . voor alle A € E
(16) jeA

X, 20 s voor alle j € E.

Voor stelsel L1 is rang rl(A) het aantal punten van G, waarnaar kanten van
vz. A gericht zijn. Als we voor A alle kanten gericht naar een punt v nemen,
is rl(A) =1,

Stelsel L] bevat het volgende stelsel:

o~1
w
A
—
-

| voor alle v € V,
' jih.=v
(1n I

™
1\
(=]

’ voor alle j € E,

met hj het einde van kant ej = (tj’hj)'
Omgekeerd impliceert stelsel (17) ook L1

) x, < ) ) x, < |v,| = r, ).
jeA veV jlh.=v J A !

L, herschrijven we als volgt. zij J = {s]s cv, |s| =2},
Voor een S ¢ J geldt:

(18) j{{t'gh.}cs xj < rz({ejlej = (tj’hj)’ {tj:hj}SS}) < lsl = 1 °
3" 3

Omgekeerd, stel (18) geldt voor alle S € J. A is een vz. kanten van G, be-
staande uit p disjuncte vzn. A
A. Dan

1""’Ap’ en VA is’de vz. punten incident met
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) ) x.

i=1 jl{t.,h.}ev J
Jl J, J __Ai N

A

A
I i°)

(v, |-
i=1 i
) izl T2 (4
= rz(A)

Een optimale branching wordt derhalve gevonden als een hoekpuntoplossing

van het l.p.-probleem:

n
(19) maximaliseer ) c.x,
P
J
onder:
(20) Z x., <1 , voor alle v e V
jlh.=v ] ~
J
2D x, £ 1S] -1, wvoor alle S € J
il{n.,t.}es 3
RN B .
(22) _ xj z 0 » Vvoor alle j € E
Het duale probleem luidt:
(23) minimaliseer ) u_+ ) (|s|]-1) ¥
v v S
veV SeJ
onder:
(24) w o+ Y Yg 2 ¢, , voor alle j €E
i s|solt.,h.} J
- 3 1
(25) u 2 0 , voor alle v eV

vg 2 0 , voor alle S ¢ J.
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Een branching B is optimaal d.e.s.d. als we een duale oplossing (u,y)
kunnen construeren, 25, dat (u,y) en incidentievector x van B voldoen aan

de voorwaarden (20) - (22), (24) - (25) en hun kriteriumwaarden gelijk zijn,

dwz.:
(26) e, € B= + v Z Yo = C.
J "y s|s>{t,,n,} > J
- 1 1]
27) u, > 0=>een kant van B is naar v gericht
(28) Vg > 0= ) x, = [8] -1

S . o
{t.,h.}es
Jl 32050=

("de branching beperkt tot punten van S
heeft |S| - 1 kanten")

De algoritme werkt niet expliciet met deze optimaliteitsvoorwaarden. Zij
construeert een branching B op een zodanige manier dat bij B altijd een

duale oplossing kan worden gevonden met dezelfde kriteriumwaarde als B.

3.4, Algoritme.

1.0: Initaliseer:
0 _ 0 0

G =G,V =V, E =E ; 4
WO =V (Wl is de vz. van nog niet beschouwde punten in Gl) 3
S0 = ¢ (s* is de vz. van geselecteerde kanten in G') ;

i = 0.

Li: Als Wi @, dwz. alle punten van Gi zijn beschouwd, ga dan naar Nl.

L2: Kies v ¢ Wi en stel Wi = Wi \ {v}.

L3: Bepaal een kant in Ei, gericht naar v, met maximaal positief gewicht
onder de k§nten gericht naar V. Als zo'n kant bestaat, zeg e, = w,v),
stel dan st =5ty {ek}. . ]

L4: Als S' een branching is in Gl, dwz. er is in S* geen pad van v naar w,

ga dan naar L1,



M1

M2

M3

.. i : . , i .
: Er is in 8”7 een uniek circuit @, gevormd door e

25

) en het pad van v

S § . i+l
naar w 1n S° . Genereer een nieuwe graaf G door de punten en kanten

in Q1 in te krimpen tot &&n punt als volgt:

Ai+1
v

s e s i . i
en h is incident met Q , dan wordt een correctie toegepast op c

De gewichten c

i+ i .. . . . .. i
v ! bevat de punten van V die niet incident zijn met Q en

Al+]
een punt v 3

i+ i .. PO .
E ! bevat alle kanten van E= die ten hoogste &én uiteinde in

i . i _ . i . i+
Q1 hebben; een kant in E1 met uiteinde in Q1 heeft in El !

AL+ . . s : .
punt v ! als dat uiteinde, de overige uiteinden zijn dezelfde

i i+l
voor E* en E .
i+1 .. i+
K zijn onveranderd voor kanten ek
1 .

ivl _ i i+l . . Ai+] i_
= S Als e gericht is naar v~ ', zeg e, = (t,h)

1 . .
niet gericht naar

dwz. ¢

k

(Fig. 2):

7 Ai+1

t v

i+l
Figuur 2
i+l i i i

c = + ¢, =-c¢
k Cx min r?

A . i, . . . ‘
waarbij enin ©en kant in Q@ is met minimaal gewicht onder de kanten

i i . i .
van Q , en e. de kant in Q gericht naar h.

S

Stel Wl+

i+l

. . Ad+ y . .
1 _ wton V1+1 o (or 1} en St 1 _ gt \ Ql.

. . . il Ai+] i+l
is een branching in G , omdat naar v geen kant van S is

. . i+1 .
gericht en voor de overige punten van V geen verschil bestaat t.o.v.
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M4 :

Nl:

N3:

. .. i
de situatie in G .

Stel i := i+l. Ga naar Ll; .

Stel p=1i en BP = sP, 8P is een branching in cP.

Ga naar N3,

p := p - 1. Bepaal branching BP en 6P als volgt.

BP+l u Qp bevat precies één circuit, n.l. QP. Als in GP geen kant van
p

Bp+l gericht is, verkrijgen we een branching door uit Qp kant e in

weg te laten:

BP = Bp+1 u QP \ {egin}. Anders, stel e£+1 € Bp+1 is gericht naar Gp+l
in Bp+1, en e£+l is ontstaan uit ei = (t,h), h incident met Qp.

In Qp is een kant, zeg ei gericht naar h. Door BP = Bp+l U QP \ {eg}
te stellen, wordt het circuit Qp verbroken en is naar h slechts &én
kant van BP gericht: BP is een branching. ‘

Als p > 0, ga naar N2,

Anders stop: BO is de gezochte optimale branching.

Een ALGOL-procedure van de algoritme is opgenomen in de Appendix.

Figuur 3 geeft een voorbeeld.

‘—O
~

N
o
N

-~/

CENE

=0
O
™o )
& D

1 1 '
G en S —_ G en S2

S (W

G1 en Bl ( G B2
gerichte kant met gewicht c

kant in st

kant in BP

&

Figuur 3. Voorbeeld van de constructie van een optimale branching.
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3.5. Efficiency en optimaliteit,

De algoritme levert een branching B0 op, en wel op een efficiénte manier.
Immers de stappen M1-M4 worden hoogstens |V| keer doorlopen. Het werk in
deze stappen is van de orde lE{. Tussen twee inkrimpingen wordt iedere kant

ten hoogste &&n keer bekeken. De tijdsduur van de stappen NI-N3 is in de

orde |V|. De algoritme is dus van de orde |V| x |E

Om te bewijzen:

Stelling 4. Er is een efficieénte algoritme om een optimale branching te

bepalen.

behoeven we nog slechts te laten zien dat BO inderdaad optimaal is. Edmonds
[7] construeert een rij van duale oplossingen (up,yp), p=1i, i-1,...,0.
Vervolgens toont hij inductief aan dat elk paar van oplossingen BP en (up,yp)
voldoet aan de optimaliteitsvoorwaarden (26) - (28), toegepast op de graaf

¢® voor p=41i, i-1,...,0.

De algoritme gebruikt het onhanteerbare deel van de l.p.-formulering, n.l.

de 2 Vi IV| - 1 voorwaarden (21), niet expliciet. Zij begint een optimale
oplossing op te bouwen van l.p.-probleem (19) - (20) - (22). Zodra een
voorwaarde (21) geschonden wordt, dwz. er is een circuit gevormd, hetgeen
eenvoudig is vast te stellen, worden een nieuwe graaf en branching gevormd,
waarvoor de voorwaarden (21) weer allen gelden.

Dat deze werkwijze tot een optimaal resultaat leidt, wordt achteraf aange-
toond door de dualiteitstheorie wvan de lineaire programmering toe te passen
op de volledige l.p.-formulering. De l.p.~formulering van dit combinatorische
probleem, hoe omvangrijk ook, is zo toch van nut bij de ontwikkeling van de

algoritme.
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Appendix : ALGOL-procedures.

REAL PRRCEDURE OPTIMUM FOREST KRUSKAL
(M,N,TAIL,HEAD,C, TYPE,FOREST) |

YALUE MyN,TYPE} LNIEGEB MyN, TYPE) e e
LNIEGER ABBAY TAIL.,HEAD,FOREST) BEAL ABBA! <y

"COMMENI OPTIMUM FOREST KRUSKAL DETERMINES [N A NéﬂldiRECTsd'GaApﬂmb}”””“""”w

. ACCORDING TO AN ALGORITHM OF y, KRUSKAL,PROC AM, MATH,S0¢,
2019561 48«50 |
IF_TYPEC 0 A MAX|MUM WEIGHT FOREST,

WITH MAX|MUM CARDINALITY
(THUS |F POSSIBLE A MAX|MUM SPANN|NG TREE),

IF TYPEs 0 A MAXIMUM WEIGHT FOREST AMONG THE FORESTS  ~

JF_TYPE® 0 A MINIMUM WEIGHT FQREST AMONG THE FORESTS .

WITH MAX|MUM CARDINAL|TY
ATHUS |F POSSIBLE A M|NIMUM SPANNING TREE),

INPUT ' = M, RESP N |S THE NUMBER OF VERT|CEB, RESP EDGES OF @,

w EDGE w IS INCIDENT TO TA[L{J] AND HEAD{J],
w €{J] 18 THE WE|GHT OF EDGE u,

THE WE|GHT, RESP THE CARDINALITY OF THE SCLYTION,
» FOREST{I), I®si, ,FOREST(0), CONTAINS THE ADRESS OF

INTHE ARRAYS TAIL AND HEAD)

LBEGLIN  JNTEGEB K,V,CT,CH,G6,PK,CARD,DIR,ML,LAST) REAL €K)
LNIEGER ARRAY PI4IN],GOMP,NEXTIL M)} .

INITE EQR vim 4 SIER 1 WNTLL M RQ COMPIVIis NEXT{Viia V)
CEBBR Kim 4 SIEE 1 UNTLIL N QQ P[Kjiim K
VEC IND RSORT(C,P,3,N)}
~ LE TYPE>0 IWEN
BEGLN DIRim 1) Kiw 0) LASTI® N+4 ENR ELSE
_BEGLN DIRts 1) Ki= N#ij} LASTIm 0 LE TYPE«D THEN
" EQR Gis LAST#L WHLLE CIP[G))g0 DO LASTIR G-
END)

CARDIE 0) CKim Uj Mitm Mwmi}

"'MAIN PROGRAM}
EQR Kis Ks+DIR YPLlbLE KELAST QO
BEGLYN PKiz P[K]} GH|® COMP(HEAD[PKY]} &Ti% GOMP[TAILIPK]])
4B CH 4 CT THEN

LOVUTPUT) = OPTIMUM FOREST KRUSKAL, RESP FORESY{0] IS EQUAL To

THE VERTICES, INCIDENT TO THE |TH EDGE OF THE SQLUT|AON,

BEGLN  CARDI= CARDei} CKim CK«C[PK]} PORESTICARR]{s PK}

~4E CARDaML TUEN GQIQ OUT)

EQR Gi® GH,NEXT(G) ¥HLLE G#CH pQ COMPlGIIs cT)

. Gim NEXT{CH]{ NEXTICH]1® NEXT[ET]] NEXTIGTI{2 G
END
JENRY
. OUT}_ FORESBTL0]1® CARD] OPT(MUM FUREST KRUSKAL I® €K

- ENR OPTIMUM _FOREST KRUSKAL L. . .o o
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BEAL BBRRCEDUBE GREEDY ALGOR|THM FOR
OPTIMUM TRANSVERSAL(N,MsC)L,L|ST,R)}
YaLYE MM} INIESER N,Mp ARBAY C) LNIEGEH ABBAY wsL{ST,R)

GOMMENT GREEDY ALGOR|THM FOR OPT|MUM TRANSYERSAL COMPUTES
A PART|AL TRANSVERSA{, OF MAX|MUM WE|GHT AMONG THE
PART1AlL TRANSVERSALS OF MAX|MUM CARD[NAL|TY OF
A FAM|LY OF SETS Se{Sy, ,SM), EACH SET &)
CONS|ISTING OF ELEMENTS .OFP A SeT E,
ACCORD|NG TQ THE GREEDY ALGUR|THM,
INPUT} N |5 :THE NUMBER OF ELEMENTS OF SET E,
M |S THE NUMBER OF SE®S QOF PAMILY 8,
ClJ} IS THE WE|GHT OF ELEMENT J OF SET E,
{11 CONTAINS THE ADDRESS Or THE F|RST ELEMENT
OF SET §] IN L|ST, THE NEXT ADDRESSES OF L |ST
- UNT|L A ZERO |§ MET CONTA|N THE OTHER ELEMENTS DF §),
OUTPUT) ELEMENT J REPRESENTS |N THE OPTIMAL SOLUT|ON SEY R{V],
OR DOES NOT BELONG TO THE OPT|MAL SOLUTION |F R{J)=U,
R{0) IS EQUAL TO THE CARD|NAL|TyY OF THE SOLUT|ON,
GREEDY ALGOR|THM FOR OPT|mAL TRANSVERSAL |8 EQUAL TO
THE WE|GHY OF THE OPT|MA|L SULUTION}

BEGLN  ULNTEGER |,9,10,v0,CARD,PYJ,iL} BEAL 21
INIEGER ARBAY LABILIM),P,LABJI{LIN]}

BBOCERUBE LABEL(J) I YALUE J1 LNIEGEB. )
BEGLN  INIEGEB S} Sta L[u))
EQR 101% LIST({S] xHiLg 10»0 RQ
BEGLN  LE LABI|O)=0 THEN '
BESLN  LAB({IO)ie J) y01= R[|0))
; LE w080 THEN LABEL(WO) ELSE BREAK
ENQ)

S)s Sal
EhR
ENQ LABEL)

BBQGERUBE BREAK]
BEGIN EQB 101® 10,14 ¥HLLE JO¥Py 2Q
BEGLY R{10)= Joia LAB(|0)}
1318 LABYIJUL) LABJINO]I= [0
ENQ}

Z§s Z « C[PJ]| CARDI® CARD # 4}
GRIQ LE GARD<M IHEN"NEXTJ ELSE OUT
END BREAK}

EQR Jis 4 SIEE 3 WNILL N QQ Piylis i

VEC IND QSORT(CsP,1,N)}

CARDi= 0} 213 0}

EQB Ii® 1 SIER 1 .UNILL M g0 R{llis 0J

EQB Wi= N SIEE =4 UNIlL 3 DU

BEGIN EQB (fs { SIEB & YNILL M D@ LABL|]I= 0J
Pyis Ply)} I..ABEL‘PJ“

NEXTJ}

ENQ;
ouT§ RI0}ts CARDj

GREEDY ALGOR|THM FOR QPT|MUM TRANSVERSAL|® Z
ENR OPT|MUM TRANSVERSALJ :
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lulﬁﬁﬁs EROGEDURE MAXIMUM MATCHING EDMONDS (M,N,EDGE MATCH))
YALME MyNj LINTEGEB M,N; LNIESER ARBAY EDGE,MATCH)
""""""""""""""""""" COMMENT MAXIMUM MATCHING EDMONDS COMPUTES A MATCHING OF
~ MAXIMUM CARDINALITY OF A GRAPH @ AGCORDING TO . B
AN ALGOR|THM QOF JACK EDMONDS, CANAD,J ,MATH, 12(3965),449%467, "
INPUT] M, RESP, N |5 THE NUMBER OF VERT|GES, RESP, EDGES OF @,
T TV PME VERTIGES |NCIDENT ON EDGE J ARE G|VEN ‘
_ IN EDGE{w~J] AND EDGE{J}, . _
OUTPUTI MAXIMUM MATCHING EDMONDS 1S EQUA| TO THE NUMBER OF MATCHES, 7777
_MATCHL}] CONTAINS THE MATCH OF VERTEX |,
OR ZERO IF | IS EXPOSED} ‘

BEGLN ™ INIEGER E,V,0RIGIN,W,K,KL,MT,L AR, EXPOSED, ML) .
.BOOLEAN BACK; BQOLEAN ABBAY ACTLOIN] .
LNTEGER ABRAY NEXT{mNIN],FIRST,EYCLE, MATE,LABEL10|M#M1,FLDWER[M;MtM)’

LNTEGER PROGERYURE EXPAND(V)) YALUE VI lNIEﬁEB Vi ,
_ BEGIN LNIEGEB Kikiav0,v1,v2,BL,82) v0is FLOWERIV)} ) o
Eya FIRST{V]} MTi= ABSIMATE(V])) ukaln»AescLABsL;viﬁt 82im 0}

_EQB viie y0,v2 WHILE vi 4 VO RQ
BEGLN  Kiim B) v2ia cYCLE[VL)
98 LB V2#VU IHEN FIrsT{v2} ELSE 0)
EQR Kile x1,NEXTIK4) WHILE Ki%E QRQ
CBEGLN K12 K1) EDGE[~K)ys Vi}
CWi® EDGE{K]) ACT[ABS({K)ii®m wévij
LE WemT THEN Biis Vi) LE WskLAB IQEN B2ls Vi

Eb0j
NEXTIKII=® O

TENDS

T LE MTeQ THEN BEGLN Bit= v0} 6QIR EXI ENQ

LE VsMi IHEN Mits Mi~1 ELSE MATE[V]is LABEL[V]iz P|RST(VIia O}

MATE{MT]ym LABEL[MT)i= BLj MATE{BL)i®s MT; LABEL{H2]t4 «LAB}

X477 EQR vir® CYGLE(BL),CYCchE{VO) wHLLE Vi4B1 RO
BEGLIN  MATElVi)ia vOie CYCLE(V1]) MATE{vVO]i= vi! o
LE V1iaB2 IUEN Ef= VO ELSE LB VO®B2 IHEN Bia avi’

. ENRI
LE BACK v EBO IREN EXPANDI® 0 ELSE

EXPANDI® Etn ABS(E)j LABEL[E]lm B2

.o BNRO
ENDI

BBOCERUBE SEARCH(V) | YALWE Vi INIEGER Vi
s e BBGLN INIEGER VI} . -

BEGIN  LABEL[B1)i= LE E>Q IHEN «V0 ELSE =CYCLE(OLI} ...
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RBOCEQUBE EVEN(V,w)) YALUE VcW’ LNIEGER Vi)

BEGLN  INIEGER Ki LABEL([VYIi= ¥;
. EQR K= FIRST{V],NEXTIK) WHILE K$0 » MATESVI#O BR
LE ACTlABS(K)] IHEN
BESLN  wie EDGE[K); MTis MATE[w]} LADi3 LABEL[y]}
LE LAB ® 0 ILHEN
REGIN  LE MT=wié THEN AUGMENT(W;V))
LB MT>0 IHEN
. BEGLN LABEL[w]i® »v} EVEN{MT,w) END
ENR ELSE
e hE WAB20 A MTHV THEN SHRINK(W,V) .
[ 41} ’
. END EVEN) '
- EB;&EQUBE AUGMENT(V,¥) 1 YARUE V.¥W) LNI:GES YoW)
BEGL
AMY MATElylis W) MATEfWII= V) LE W # ORIGIN THEN

BEGLN Via LABELIW)) Wiz =LABELIV)} GQIQ AM ENBJ ”""“”f””‘
EXPOSED|m EXPOSED = 2} GQIQ OUTSEARCH R

ENR AUGMENT)
" BBOCEQURE SHRINK(W, V) MALWME W,V) LNTIEGER W,V}

BEGLN  LNIEGER VO,vi,K,K1} I
Mita Mis43 LABIa LABELIW]) WABEL[W)is FLOWER(Mi}in V)
(FIRSTIM1IY1= FIRST{V]) Kia 0} e
EQB vQi= v,vi ¥HJLE VO ¥ V RQ
. BEGLN  viim CYCLE{VD)I3 ABS({LABELIVOJ)}
MATE[VO) 1= LABELIVO)1m 0}
NEXT(K]ta Kits FIRST{VO)}
EQB Kii® K4,NEXT(K) WHILE K1%0 Q9
L BEGLHM  Ky® K1} EDGE[wmK])is M1} e
’ LB EDGE(K]aMi THEN ACTIABSIK) 1= gghsg
.. BAR , -
ENRJ
LE MATE[ORIGIN]A0 THEN L
BEGLN ORIGINiz M1} MATE[MA)in =w6) EVEN(MA,Mi) END .ELSE
. BEGLY MATEIM1]tm L,AB} MATE[LAB)j= M1} EVEN{M{,LAB} ENR
ENR SHRINK}
BBOQCERUBE MUNGAR|AN}
BEGLYN IHIEGER V. LI s
AGAIN} EQB Vi= M1 HIER =1 UNILlk M+l DO JE LABEL{V)<0 IHEN
BEGIN  Lis EXPAND(V)) LE L%0 IHEN e e
BEGLN Via LABELIL]} EVEN(L,V)] GRIQ AGAIN END
... EBNR . . . . .
ENRS

ORIGINS® V) EQB Ki= FIRSTIV],NEXT{K] WHILE K¢Q RpR
. LE MATE[EDGE[K])==nd IHEN AUGMENT{EDGE[K],V))

EQR vi:= 1 BIEER § UUILL M1 RQ LABEL{Vili= 03
EVEN({V,V); HUNGARIAN;

SEPARATE! MATE([GRIGIN]im 0} EXPOSEDis EXPOSEDY]

EQR vi:a.1 STER 4 UNILL M1 DO LE LABEL[VL)$U IHEN

REGLN

- Enei .
 OUTSEARCH]}
.. ENQ SEARCH)

MATE[Y1]i= aMATE(VL]])
EQR K= FlRST[Vi},NEXT!K) WHLLE K$0 DR ACT{ABS(K)]i= EA&SE



END

INITY

EXPOSEDIs Mila M)
EQB vi= 1 SIEE 1 WNILL M QQ ‘
BEGLN FIRSTIV]1® CYCLEIV]i= () MATE[V]I® wpb ENR)

"EQB Eye L SIEE 1 YNILL N Qo
_BEGLN  ACT[E):= IBUEj) Vi= EDGE[«E]} wiz EDGE[E])
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" NEXTUweE]i5 FIRST[W)) FIRST{W)in «E) CYCLE[W)im CYCLE[W]#1)

BACK )& EALS }
EQR via 4 SIER 1 UNILL M 0O LE CYCLE(vV]s4 IHEN.

 BEGJN  E1m CYCLE[V)) CYCLE(V)im 6} EXPOSEDIE ExPoseo wE®y}

LE E=0 THEN MATE{vlis 0 ELSE
. BEGIN Kis P|RST{V]} i
EOR Kii= K YHILE =ACT[ABS{K)J RPQ Ki=m NEXT{K}j

ACTIABS(K)J® EALSE) CYCLE[W]i® w6)
EQR Kiis FIRBTIW] ,NEXTIKL) YMILE K1$0 0Q

LE AGT[ABS(K1)) IQEQ
. BEGAN _ ACT{ABS(K1))i= EALSE)

_EERy

- .. ENR
EbQ

. EEQI -
LE BACK THEN §QIQ INiIwTj

ERQB viu 1 SIEE 1 UNILL M QQ LE MATE[v)a=,6 THEN

BEGIN Ky= FIRSTIV]J EQR K11& K WHILE ~ACT(ABS(K)) pQ, Ki® NEXT{K}j =~

_FIRST[V]ia K} EQR Kiliz= NEXT(K] YHLILE K4%0 DY

EGR vis 1, v+1 UHLLE EXPOSED>1 R

 LE MATE([V)a~,6 IHEN SEARGH(V))
. BACK1=a TRYES

EQR Viym M1 SIEP =1 WNTLL Mel DO
LB FIRST{V])$0 IHEN EXPAND(V)}

Kis 0} EQB Vi= 1 SIER 1 WNILL M pg

CLE waV IHEN Kim K+l
EyD;

"MAX IMUM MATCHING EDMONDS 18 K~
BN MAX MM M CH NG S e e e e e e

NEXT! EJta FIRST[V]} FIRST[V]ia E] CYCLE[V)iw CYCLE[V]el .

BACKa IRUE) Wiw EDGE([K)j MATE{V]is aW; MATE[W)jm wV;

Wir hDGE[KLJ} CYCLE;W}IE CYCLE{wjul T

LE ACT[ABS(KL)) IHEN ki3 Ky ELSE NEXT[K]is NEXT(Kp) 77

BEGLN  wi= ABS(MATELy1)} MATCHIV!" wis LE wew6 THEN 0 BLSE Wi



BEAL BBOCEDUBE MAX|MUM WE|GHTED MATCH|NG EDMONDS {M,N,EDGE,C,MATGH)|
YOLUE MyN} INIEGER MyN) INIEGEBR ABBAY EDGE,MATCH} BEAL. ABBAY C}

COMMENT MAX|MUM WE|GHTED .MATCHING EDMONDS COMPUTES A MATCH|NG OF
MAX |MUM WE|GHT OF A GRAPH @ ACCORD|NG TO
AN ALGOR|THM OF JACK EDMONDS, JNBRSS £2(1965),125»=130,
INPUT} M,RESP, N |S THE NUMBER OF VERT|CES, RESP, EDGES oF e,
THE VERT|CES |NC|IDENT ON EDGE J ARE GjVEN
IN EDGE[«J) AND EDGE(,),
C[J) I8 THE WE|GHT. OF EDGE 4,
OUTPUT) . MAX|MUM WE|GHTED MATCHING EOMONDS |S EQUAL- TO -
THE MAX|MUM WE|GHT OF A MATGHING,
~MATCH[|] CONTA|NS THE MATCH OF VERTEX s
_.OR ZERO |F | |S EXPOSED, FOR [0,
MATCHI0) CONTA|NS THE NUMBER OF MATCHES}

REGLN  INIEGER E,V,W,0R|GIN,A,K,M,MT,LAB,ML,F}
BE4L P,Q} BOQLEAN BACKI BEAL ABRAY CL{1imMeéeM])
LNIEGEB ABBAY NEXT[mN|NJ,F|RST,;CYCLE,MATE,LABEL, M{NV[QIM*M],
ACTIOIN} ;Rim] s MaM]}

BEQCERMBE EVEN(V,W)) YALUE V.w) INTEGER V,V¥i
BEGJLN INIEGER K) LABELIvVIis W3 LB CllVvI<un? THEN AUGMENT(V,;V))
EQB Kia FIRST[V),NEXT[K) YHLILE K$0 ~» MATE({V]$0 2§
- LE ACTLABS(K))mi THEN
BEGJN  wim EDGE[K]] mTi= MATEIW}} LABIR LABEL(W))
LE LAB B O IHEN
pEGLY LE MTawws IHEN AUGMENT{W,V))
LE MT»0 THEN BEGIN LABELIW)Is =V EVEN(MT,Ww) END
ENR ELSE
LE LAB>0 A MTHV IHEN SHRINK(W,V)

ENR
ENR EVEN)

BBOCERUBE AUGMENT(V,W)) YaLWE V,w} LNIEGER V,¥)
BEGIN 1B vaw IHEN BEGLY MATELV]im =ub) sn;n AML ENQY
AML . MATE(Y)is W] MATE(W]is v}
AML LE WHORIGIN THEN
BEGLN vis LABELIW}) Wis «LABEL{V]} GOIR AM ENB}
GRIQ NEWNQDE
END AUGMENT)

BBQCERUBE SHRINK(W,V)} MALUE w,V) LNIEGEB ¥,V)
BEGLN  LINIEGER V0,Vi,K,K1,K2,4} Ki= cvcuztonlsln;.n 03
EQR vOi= V,ABS(LABELCVOJJ YHLLE VO4OR|GIN DR CYCLE[K]}a Kizs v0)
LE K#ORIGIN IgEN CYCLEIK])}= ORJGIN} Ki= V)
EQR V013 W,ABS(LABEL{VO]) WHILE IBWE 2Q
BEGLN EQB Vi= CYCLE{O},cvCLEIV) WHILE V§0 D@
LE Vsv0 ThEN GRIQ ROUND)
CYCLE[VD)1®m K} Kis VO
ENRY
ROUND} CYCLE(vU]i® K| Miy= Miel; LABIa LABEL[{V]) Qim ;36U0)
EQR v0;= V.CVCLEIVO) WHILE V0 % v BQ
BEGLN  MATE[vO)i= LABEL[VOD){=s 0}
LE €1[v0)<Q IHEN. BEGLN Q% C4(V0)) wis VU ENQJ
EQR K{= FIRST{VO],NEXTIK] WHILE K$0 DQ EPGE(nK)9s M3
ENR}
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MINYVIML) = VOj2 Wy c1(M1]|. Q3 Pym U} FIRSTIML}s= Kiis FIRST(W])
SH1 EQB Kits K1.NEXT£K11 YHILE K140 D@
REGLN Ki= K4} K2:a3 ABS({K)} Vits EDGE[K]}
LE viaMi THEN ACT{K2]}= 2#ACT[KZ2] ELSE
BEGLN CtKZ)1= C[K21nP} LF AGT[K2)=1 THEN
- BEGLY UB =LABEL[VL]=V(Q IHEN LABEL[VLi]ia =M1 END
ENQ}

vils CYCLE{VO)) LE vOsW IHEN
BEGLN NEXT(K]ys Kita FiRST[VO]] Plu C1{V0)~Q} GQI% SH ENRI
LE LABeV ZIHEN BEGLN ORIG|N{= M{) MATE{ML)]a =,6; EVEN(Mi, ML) ENR
ELSE BESLN MATE[LAB]i= M1} MATE(MLli= LABJ EVEN(Mi,LAB) END
ENQ SHRINKj

EBOCERYRE EXPANP(V) ) YALME vi LNIEGER Vi
BEGIN  LNTEGER K,KL,K2,V0,Vi1,Y2,A,B1,82) BESL, CK2,CMT,CLAB,
Kits PIRST{V]) MTy= ABS{MATE[V])j LAB|a ABS(LABEL|V})}
VOis MINVIV]; @t C3(v0)3 B21=m 03 GLABI® CMTim 0} Eg& P4RST{VO])
EQR vits v0,v2 WHLILE visvo RQ
BEGLYN Pt= Cilvii=G) Kyta Ej v2im CYCLE[VL))
E1= LE v23Vu THEN FirsTIv2] ELSE 0
EQR Kit® K1,NEXTIKL] WHILE Ki4E pQ
BEGLY Kia K1} EDGEImK]j® Vi} K2jr ABS(K)) Aja ACT{K2)}
LE ABS{A)$1 IHEN ACTIK21:s A/2, ELSE
BEGLN CK2ie C{K2)} CIK2]t= CK2+P; Wis EDGE(K})
JLE w=MT THEN BEGLN LB cK2>cmMr  THEN
BEGLN CMT i= CKZ2}3 813is V1 ENR ENDI
LE WsLAB THEN BEGLN B CK2>CLAB IHEN
BEGLN cLABI=® ¢€X2) B2is V1 END END

R
4.1+ 3]
NEXTIK}ta 0
ENQ)
JE vsMy THEN MLits Mlel ELSE MATE({V]is LABEL(V]1= FiRSTIVI|® 0}
LE MTS0 w MT=,6 THEN BEGLN Bijs V0j GOIQ Ex1 ENQI
MATE{MT) s LABEL{MT]ie Bi; MATE([BL)in MT; LABEL[HB2)13 =)LAB}
EX1 EQR V1is CYCLE[BL],CvcLEIVO] WHILE V{481 D@
BEGLN  MATE(vi]i=z VOi= CYCLE[VL)) MATE[VO}t= Vi)
, JE vimB2 THEN Ete vO ELSE LE VO®B2 THEN Eys eyl
ENRs
LE =BACK & E & 0 IHEU
BEGLN  LABEL[BLli= LE E>Q IHEN «V0 ELSE =CYCLE[83)}
EVEN(ABS({E), B2}
ENQ

END EXPAND;

BROCERURE MIN(c)) YBLUE &1 BEaL ¢ LE GsO IHEN.
BEGLN  Him LE C<Q IHEN 1 ELSE Hel} Qs C}

MINVIR]i= LE LABS0 IUEN K ELSE LE LABX0 IHEN Vewd [LSE =Veud
ENRJ

Mi1= M) Qis 03 NEXT(O}tm 03

EOB Vims 1 SIER 3 UNILL M RQ

BEGLN FIRSTIV]i® 0} MATE[v)n =46 ENDJ

EGR Ejms 1 SIER 1 UNILL N QQ

BEGLN ACTIE] 1= »i) vim EDGE[wE)} Wiz EDGE[E]) LE ClE)}>Q IHEN @Ir CLE)}
NEXT[=E)1=2 PIRST{W)} FIRST[W]}im «E}
NEXT! E]1s PIRST{V]} FIRST[VI}m E

ENQ)
Qims Q/2) EQB Vi® L SIEE 1 WNILe M QR Ci{V)i= LE FIRST{V]$0 IHEN O .ELSE 0
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NEWNODE|

NN1

EQ8 vie= 1 SIEE 1 UNIIL M4 RQ LE MATEth--ué o CLIVI>wm7 THEN GQIQ NNJ
BACK]E IBHE: 6Qle ouTy

EQR wy=a 1 SIER 1 UNILL M1 RQ LABELtWJgt 0}

ORlGIN:B Vi EVEN{V.V);

HUNGAR|AN|

ouT|

Qj® 46005 Etz 0} Fim wi}
EQB Vviw 1 SIER 3 UNILL M3 RQ
BEGLN  LABi=m LABEL[V)} LE LAB>D ZHEN
BEGIN  Pi= €1lV]) MIN(P)§ LABI= O) R{E)ix Etm V]
EQB Kya FIRST(V],NEXT[K] ¥BLLE. K$0 RQ
LE ACTtABS(K)I=-1 THEN.
BESIN  wi= EDGEIK]; Ap® LABELIw]} LE A0 IHEN
BEGLN Ajs LE AsQ IUEN 1 ELSE
LE K>0 IHEN 2 ELSE 0y
£ND LE A»0 IHEN MIN((PsCL{w]nClABE(K)])/A)
N

R
ENQ ELSE IE LAB<D IHEN
£NDs BEGIN RIF)im Fim vy LE VS>MIHEN MIN(CLIMINV{V]]IwCi{V]) ENR

R{EJs= RIFYt= 0} EQB vi® RIU),RIV) WHILE V$0 BQ CLl{V)iz Gl{v]eQ}
via R{=1)) AE V$0 IDEN EQB vie V,R{V) WHILE V$0 RQ .
BEGIN  C1lVli= cliVIee} EQH ki® PIRSTI{V],NEXTI{K) WHLLE K40 RO
LB ACT[ABS(K))=l & LABEL(EDGE!Kllso IHEN. ACT[ABS(K)]18 =f
END) )
EQB vi=s 4 SIEBR 1 UNIlL H gQ IlE Ass<M|NVIvJ)5N IHEN
BEGLIN Ki= MINV[IVI] MINVIV]ie EDGE|eK}} ACT[ABS(K)ji= { E
VEC QSORT(MIiNV,1,H)} )
EQR His H FIEE '1 UNILL 1 D@
BEGQLYN  Vim MINVIH])
LE V>ud THEN BESLIN Vis Veed) AUGMENT(V,V) END. ELHE
LE Vowuud THEN EVEN(V,LABELIV]) ELEE EXPAND(=Vwu,4)
ENQ)
GAIQ HUNGARI|AN}

EQB Vim M1 SIER =l UNZ.L M+l pQ LE FIRST{VI3Q IHEY EXPAND(V))
Q}e 0y Fie 0J EQR ViIs 1 STEE 1 UNTLL M RQ
BEGLN Wir ABS(MATELV))} Wiw MATCH[V}in LE Waw6 ZHEN 0 RLSE W)
LE w>V JHEN
BEGLY Kis FIRST{V]) EQR Hia NEXTIK) YHLIRLE EDGE{K)jw RQ Kis M)
Q3 Q & CLABB(K) )] Fia Fal
ENR
ENDJ

MATCH[G]!n F3 MAX|MUM WE|GHTED MATCH|NG EDMONDS tm @

END MAX|{MUM WE|GHTED MATCHING|
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"BEAL PBQCERYRE OPTIMUM BRANCHING EDMONDS
(M,N, TAI,HEAD, ¢, TYPE, ARCSET)]

" ACCORDING TO AN ALGOR|THM OF JACK EDMONDS, YNBRSS 218(1967),233.240 ]
_IF. TYPEm=1 AN OPT|MUM BRANCHING, |,E, A MAX|MUM WEIGHT BRANCH{NG,
|F TYPE® 0 A MAXIMUM WEIGHT BRANCHING AMONG THE BRANCH|NGS
_WITH MAX{MUM CARDINAL|TY o
(THUS |7 POSSIiBLE A MAXIMUM SPANN|ING ARBORESCENGE),
IF_TYPE> 0 A MAX|MUM WE)GnT BRANGHING AMONG THE BRANCH|NGS
WITH MAX|MUM CARDINAL{|TY
HAYING NQ ARC DIRECTED TQWARDS NODE TYPE.
(THUS IF POSSIBLE A MAXIMUM SPANNING ARBQRESCENCE
AT ROOT TYPE),

INPUT 1w M, RESP N 1S THE NUMBER QF NODES, RESP ARCS.oF -@,
= ARC J 1S DIRECTED FROM TA|L[J] TO WEAP[J],
= C{J} s THE WEIGHT oF ARC J,
__OUTPUT! » OPTIMUM BRANCHING EDMONDS 1S EQUAL TO

THE WE{GHT OF THE RESULTING ARCSET,

ARCSET( 1] GONTAINS THE NUMBER OF THE ARG DIRECTED
TOWARP NOPE | [N THE PORMED ARGSET, OR ZERO ELSE]

BEGLY JNIEGER K,V,CT,CH, K1, KMAX, M) BEAL P,0Q,LB,CMAX,CK)
LNTEGER ABRAY BACK[aMuwMIN],COMP NEXTIAIM] MIN[{MaliMem],
. GYCLE,ARC{itM#M]) BEAL ABRAY CL{1IN}}

BBQCERUBE LABEL(V)) ¥ALME VI LNIEGEB VI
BEGLN  ARCIV]:i® KMAX}
GHIE COMPIHEAD(KMAX])]) CTim COMP[TA|L([KMAX]]}
LE CHaCT IHEN SKRINK(V) ELSE
BEGLY  EQB Kysm GH,NEXTIK] WHlkE K$CH pQR COMP[K]im CT)
Kis NEXT{cH}; NEXT{CH)I=® NEXT{CT]) NEXT[ET}im K
END

ENR LABELS

PBOCEDUBE SHRINK(W)) VALUE.W; LINTEGER Wi
BEG.LN LINIEGER VYU, VC,VMiNg
VCiz Mils MLis1) Qi® 600} VOie W)
 EQR Ki= KMAX,ARCIW) WHILE X # KMAX DO
BEGLIN Piz CLIK]); LE P<o JHEN BEGIN Qi& Py VMINI® W END)
.. y0i1B ARCSET(TAILIK))} LE VOSM IHEN ARCSET[{vG}ts M4 ELSE
BEGLYH GyCLE{VCyya Vie CYCLE[VO))
EQB vi= v,CYCLE[Y] HHILE V % 0 B3
BEGLN ARCSETIV]im M1} VGCim V ENR

Q)
CYCLEIVD)ts W) Wia VO

. BNR
M Mi]ll VHINI Kie «mls CMAXIR B)

ARCSET[0) 1S EQUAL TO THE CARD|NALITY OF THE RESULTING ARCSET,
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EQB Wis VMIN,CYCLE[W] WHILE ¥ % VMIN DQ

REGLN LE WM JHEN CYCLE[VC)im vCia W) Pim CLIARCIW]]«0}

... EOR Kyi1= BACK([~wW],BACK[KL] ¥HILE. KL # 0 B8
LE ARCSET(TAIL[K1}1$M1 IGEN

_BEGLN  BACK(K]lm Kims K1) CL[K)j» CKia CA[K}=P}

_ _ EbR
ENR}
_ CYCLE[YC){® BACK[Kliw 0)

END SHRINK}

LE. CK>CMAX IHEN BEGLN CMAXi®= CKj KMaxjs K ENG T

“TE CMAX>LB IHEN LABEL(Ml) ELSE ARCIMY)IE O .'. © e e

BEGLN  Ki1s ARCI{V])
B ARC[LE Km0 IHEN MIN[V) ELSE HEAD[K]]is. K
ENQ EXPRAND)

INITS EQ8 vis 1 3IEE 1 UNILL M QO
BEGLN  BACK[wV]i® 0} .
L ARCSET(VIie COMPVIER NEXPIVII® V

MEQB Kies 4 SIER 1 YNILL N QQ
BEGIN CliK)is C[K)} Via HEADIK})
_ BACK(K)im BACK[wv)} BACK[mV]iR K

“415 TYPE<0 IHEN BEGLN LBia 0) TYRE|s 0; END. EL§E N
BEGLYH LBym =500} Lz TYPE>O IHEN. Aac;TvP:;;n ENRy
Mliz M)

__BRANCHINGY e e
EGR Vim TYPE=1 SIER =i MUNILL 1, TYPEs1l SIEB 4 UUILL M opQ”

BEGLIN  Kis =V} CMAXig LB) L

EQR Ki= BAGKIK) YHILE K & 0 pQ

CBEGLN  cK1® GLIKII LE CKaGMAX Iusu
BEGLIN CMAxIm CK) KMAXI= K END

L BHRE o o i
LE CMAX>(.B ZHEN LABEL(V) ELEE ARGIV])im 0

_END} B
Vie Mal)

L EQB Mi1s M1 GIEE =1 YNILL V. RQ EXPAND(M1)}

ouT} CMAXim 03 KMAXi® Q) e
EQR Vvis 1 SIEE 1 WNILL M QQ
BEGLN  ARCSET{V]{s Ky= ARC{V]} LE K»0 IHEN
BEGLN CMAXIEW CMAX+C[K]i KMAXI3 KMAX+4 ENQ.
ENRJ

ARCSET[0) 1= KMAX) OPT|MUM BRANCHING EDMONDS Is GMAX

RN EETIHUM BRANGH NG

BBOSERUBE EXPANDAY) b MALWE M3 ANTEGER N



