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RESUME

Les concepts de la théorie de NP-complétude sont illustrés par des applica-

o

tions a des problémes de couplage, recouvrement et partitionnement.

NOTIONS CLEFS: complexit® de calcul, algorithme polynomial, NP-complétude,

problemes combinatoires, couplage, recouvrement, partitionnement, graphes,

ensembles, nombres.

NOTE. Cet article sera inséré dans le compte rendu du colloque "Regards sur

la théorie des graphes", Cerisy-la-Salle, 12-19 juin 1980.



1. INTRODUCTION

Dans cet article, nous décrivons brievement la th&orie de la complexit& de
calcul dans des problémes combinatoires et illustrerons ces concepts en
les appliquant a une classe de problémes de couplage, de recouvrement et
de partitionnement.

Comme dans le cas de nombreux problémes combinatoires, ces problémes
peuvent tous &étre formulés en termes de problémes de programmation lindaire
en nombres entiers, dans lesquels il s'agit de maximiser ou minimiser une
fonction linéaire sous certaines contraintes linéaires, certaines variables
devant prendre des valeurs entiéres.

De telles formulations ne doivent pas nécessairement étre pratigques du
point de vue du calcul. En général, la ré&solution de problémes de program-—
mation linéaire en nombres entiers demande beaucoup de temps. La plupart
des algorithmes se basent sur une sorte de recherche exhaustive de 1'ensem-
ble de toutes les solutions admissibles. Dans le pire des cas, le temps de

calcul croit exponentiellement avec la taille du probléne.

Cependant, certains cas particuliers de programmation en nombres
entiers s'averent moins difficiles, et les problémes de couplage, recouvre-—
~ment et partitionnement fournissent des exemples frappants de ce phénoméne.
En fait, c'est dans le contexte des couplages que Edmonds [Edmonds 1965 ]
introduisit la notion de bon algorithme pour toute méthode dont le temps de
calcul, dans le pire des cas, croit de facon polynomiale plutdt gu'expo-
nentielle avec la taille., Les algorithmes polynomiaux ont &té développés
pour des classes importantes de problémes de programmation en nombres en-
tiers (flots dans un réseau, plus courts chemins et optimisation dans les
matroides (cf. [Lawler 1976])). Maintenant on admet'que les problemes pour
lesquels de tels algorithmes existent sont appelés bien résolus ou faciles.

Lorsqu'on rencontre un probléme combinatoire, on aimerait naturelle-
ment savoir s'il existe un algorithme polynomial ou, sinon, si toute méthode
nécessite un temps exponentiel dans le pire des cas. Malheureusement, des
résultats de ce dernier type sont encore rares, mais il est souvent possible
d'établir que l'existence d'un algorithme polynomial est pour le moins trés
lmprobable. Si le probléme en question appartient & une classe de problémes

appelée NP, on arrive & un tel résultat en montrant que le probleme est NP-



complet [Cook 1971; Karp 1972]. Les problémes NP-complets sont équivalents
dans le sens qu'aucun d'entre eux n'est reconnu facile et que, si 1l'un
d'entre eux est facile, la chose est vraie pour tous les problémes dans NP
et en particulier pour tous les autres problémes NP-complets. Comme cette
derniére catégorie contient tous les problémes classiques qui sont notoires
pour leur intraitabilité de calcul, tels que les problemes de coloration

de graphes, du voyageur de commerce et de programmation en nombres entiers,
la résolution d'un tel probléme en temps polynomial serait vraiment éurpre-—-

nante.

Dans ce qui suit, nous allons appliquer la théorie de la NP-complétude
A une variété de problémes de couplage, recouvrement et partitionnement,
afin de montrer gu'une majorité de ces problemes sont en fait NP-complets.
Pour la pratique, cela impligque que pour résoudre ces problemes, 1l faudra
soit accepter d'utiliser un mauvais algorithme d'optimisation (superpoly-
nomial), soit recourir & un bon algorithme d'approximation (polynomial).

Nous redonnons les concepts de base de la théorie de la NP-complétude
dans la section 2. Pour une introduction plus détaillée, le lecteur peut se

r&f8rer & [Aho et al. 1974; Karp 1975; Garey & Johnson 1979; Lenstra &

Rinnooy Kan 1979A]. Nous &tudierons ensuite la complexité des problémes

| de couplage, recouvrement et partitionnement sur les graphes dans la
section 3 et nous étendrons ces résultats & des problémes relatifs a des
sous—-ensembles d'un ensemble fini dans la section 4. Finalement, nous con-
sidérerons 2 problémes de partitionnement portant sur des nombres dans la
section 5. Bien que tous les résultats présentés dans cet article soient

sans doute déja connus, certaines preuves sont nouvelles. Le contenu est

en partie tiré de [Lenstra & Rinnooy Kan 1979A,1979Bl.

2. NP—-COMPLETUDE

Une théorie formelle de la NP-complétude nécessiterait 1'introduction des
machines de Turing [Aho et al. 1974] en tant que systé@mes de calcul théori-
que. La machine de Turing déterministe est le mod@le classique pour l'or-
dinateur habituel qui est adapté polynomialement 3 beaucoup de modéles

r8alistes tels que la machine 3 accés aléatoire [Aho et al. 1974]1. Elle



peut &tre élaborée pour reconnalitre des langages; l'input consiste en une
chaine, qui est acceptée par la machine si et seulement si elle appartient
au langage. Une machine de Turing non-déterministe est un modéle artificiel,
que l'on peut imaginer comme une machine déterministe qui créerait des
copies d'elle-méme, correspondant a differentes transitions d'état chaque
fois que cela est nécessaire. Dans ce cas, une chaine est acceptée si et
seulement si elle est acceptée par une des copies déterministes. P et NP
cont maintenant définies comme des classes de langages reconnaissables en
temps polynomial par des machines de Turing déterministes et non-détermi-
nistes respectivement,

Dans notre propos, nous exposerons la théorie en termes de problémes
de reconnaissance, qui exigent une réponse oui/non. Une chaine correspond
3 une occurrence d'un probléme et un langage & un type de probleéme ou, plus

exactement, 4 l'ensemble de toutes les occurrences admissibles pour ce

b Y

probléme. L'admissibilité d'une occurrence est en général équivalente a

1'existence d'une structure associée, dont la taille est bornée par un
polyndme en la taille de l'occurrence; par exemple, l'occurrence peut étre
un graphe et la structure un circuit hamiltonien [Karp 1975]. Un probléme

de reconnaissance est dans P si, pour toute occurrence, on peut déterminer
son admissibilité ou sa non-admissibilité en temps polynomial. Il est dans
*NP si, pour toute occurrence, on peut déterminer en temps polynomial si une
structure donnée confirme son admissibiliteé.

On dit gqu'un probléme P' est ré&ductible a un probléme P (notation

P' « P) si pour toute occurrence de P' on peut construire une occurrence

de P en temps polynomial tel gque la résolution de 1l'occurrence de P résoudra
1'occurrence de P' &galement. Plus simplement, la réductibilité de P’ a
P implique que P' peut &tre consid&r& comme un cas particulier de P, et
ainsi que P est au moins aussi difficile que P'.

On dit que P est NP-dur si P' « P pour tout P' ¢ NP. Dans ce cas, P

est au moins aussi difficile que tout probléme dans NP. On dit que P est
NP-complet si P est NP-dur et P € NP. Ainsi, les problémes NP-complets
sont les problémes les plus difficiles dans NP.

Un algorithme polynomial pour un probléme P NP-complet pourrait étre
utilisé pour résoudre tous les problémes de NP en temps polynomial, puisque,

pour toute occurrence d'un tel probléme, la construction de l'occurrence



correspondante de P et sa résolution peuvent toutes deux étre effectuées en

temps polynomial. Notons les deux observations suivantes qui sont impor-

tantes.

(1) Il est trés improbable que P = NP, puisque NP contient plusieurs pro-
blemes combinatoires connus, pour lesquels, en dépit d'efforts considéra-
bles de recherche, aucun algorithme polyvnomial n'a été trouvé.
(ii) Il est trés improbable que P € P, quel que soit P NP-complet, puisque
cela impliquerait que P = NP par le raisonnement vu plus haut. ‘

Le premier résultat sur la NP-complétude est A3 & Cook [Cook 1971]. Il

a élaboré une "réduction de base" pour prouver que tout probléme dans NP

est réductible au probléme de SATISFIABILITE. Ce probléme peut étre formulé

comme sult:

SATISFIABILITE: Solit une expression booléenne donnée sous forme normale
conjonctive, i.e. une conjonction de termes C,,...,C , chacun de ces

1 S
termes étant une disjonction de symboles de l'ensemble

{xl,gl,,..,xt,gt}, ou xl,...,xt sont des variables booléennes et

Xl""’;t leurs compléments. Existe-t-il des valeurs des variables

telles que l'expression prenne la valeur vraie?

Par exemple, l'expression

(1) (x,) A (§1 vV ox, V §3) A (%)

est satisfaite si xl = x2 = x3 = vral.

Partant de ce résultat, Karp [Karp 1972] et beaucoup d'autres ont
identifié un grand nombre de problémes NP~-complets de la maniére suivante.

On peut é&tablir la NP-complétude d'un problé&me P € NP en spécifiant une
réduction P' « P, sachant que P' est NP-complet: pour tout P" e NP,

P" « P'" et P' « P impligque P" « P, Dans les sections 3, 4 et 5, nous allons
esquisser plusieurs de telles preuves. Leur présentation sera sommaire; par
exemple, nous laisserons au lecteur le soin de vérifier que les problémes
considérés sont dans NP et que les réductions présentées sont bornées poly-

nomialement. Nous prendrons (1) comme exemple d'une occurrence de SATIS-

FIABILITE pour illustrer plusieurs ré&ductions.



Quand il s'agira de problemes d'optimisation, nous reformulerons un
probléme de maximisation (minimisation) en demandant s'il existe une solu-
tion admissible ayant une valeur au moins (au plus) égale a un seuil donné€.
I1 faut noter que l'appartenance 3 NP pour cette version de reconnaissance
n'implique pas immédiatement l'appartenance a NP pour le probléme d'opti-
misation original. En particulier, proposer une recherche systématique d'un
nombre polynomial de valeurs de seuil, en se basant sur des réponses posi-

Ty

tives et négatives a la question d'existence, n'est pas un ralsonnement

valable., Cela est did au fait gu'une machine de Turing non-déterministe ne

donne que des réponses positives en temps polynomial. En effet, on ne

connait pas de complément de probléme NP-complet qui soit dans NP!

Comme conségquence évidente de la discussion ci-dessus, la NP-complé-
tude ne peut étre prouvée que par rapport a un probléme de reconnaissance.
Cependant, le probléme d'optimisation correspondant pourrait &tre appele

NP-dur dans le sens gue l'existence d'un algorithme polynomial pour sa

résolution impliquerait que P = NP.

Jusqu'a maintenant, nous avons €té vagues a dessein sur le codage
spécifique des occurrences. Il suffit de dire que la plupart des codages
raisonnables sont polynomialement équivalents. Une observation importante

.quant a une représentation des nombres entiers positifs sera donnée dans la

section 5.

3. GRAPHES

Nous nous tournons a présent vers les problémes de couplage, recouvrement
et partitionnement. Comme nous l'avons déja mentionné, certains des pre-
miers exemples de problémes combinatoires simples ont été fournis par les

problémes de couplage dans les graphes (finis, connexes et non-orientés) :

COUPLAGE D'ARETES: Soit G = (V,E) un graphe et k un entier. Existe-t-il un
sous—ensemble d'au moins k arétes de G tel que tout sommet soit in-

cident a au plus une de ces arétes?
RECOUVREMENT D'ARETES: Soit G = (V,E) un graphe et k un entier. Existe-t-

il un sous-ensemble d'au plus k arétes de G tel que tout sommet soit



incident a au moins une de ces arétes?

|

PARTITIONNEMENT D'ARETES: Soit G (V,E) un graphe. Existe-t-il un sous-

ensemble d'arétes de G tel que tout sommet soit incident i exactement

une de ces arétes?

La réponse aux problémes de COUPLAGE, de RECOUVREMENT et de PARTITIONNEMENT
D'ARETES est positive s'il existe un couplage (c'est-a-dire un sous-—-ensemble
d'arétes disjointes au sens des sommets) de cardinalité k, |V]|-k et i]|v],
resp. Ainsi, ces 3 problémes sont ré&solus par 1l'algorithme d 'Edmonds, qui
consiste a trouver un couplage de cardinalité'maximum, dont l'implémentation
27

actuellement la meilleure est en temps 0(|V]|“%) [Even & Kariv 1975]. I1

s'ensuit que les 3 problémes ci-dessus appartiennent a la classe P.

Ces problemes peuvent &tre modifiés dans deux directions. Dans la
partie restante de cette section, nous examinerons la complexité des pro-
bleémes dans lesquels les rdles des arétes et des sommets ont &té intervertis.
Dans la section suivante, considérant E comme une famille de sous—ensembles

de cardinalité 2, nous examinerons des problemes impligquant des sous-

ensembles de cardinalité plus grande. Nous trouverons que, & part une

exception, tous les problémes résultants sont NP-complets.

Considérons donc tout d'abord les problémes suivants:

ENSEMBLE STABLE: Soit G = (V,E) un graphe et k un entier. Existe-t—-il un

sous—-ensemble d'au moins k sommets de G tel gque toute aréte soit

incidente & au plus un de ces sommets?

ENSEMBLE TRANSVERSAL: Soit G°

I

(V' ,E') un graphe et k' un entier. Existe-
t-11 un sous-ensemble d'au plus k' sommets de G' tel que toute aréte
solt incidente a au moins un de ces sommets?

PARTITIONNEMENT DE SOMMETS: Soit G = (V,E) un graphe. Existe-t-il un sous-

ensemble de sommets de G tel que toute aréte soit incidente & exacte-

ment un de ces sommets?

Commencons par l'unique exception: PARTITIONNEMENT DE SOMMETS appartient a

! 4
P. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que ce probléme a une solution
sl et seulement si G est biparti, ce qui peut étre vérifié en temps O(|E]).

ENSEMBLE STABLE est aussi connu comme le probléme d'ensemble indépen-



dant, dans lequel on cherche au moins k sommets non-adjacents. La NP-complé-

tude de ce probleme est établie par réduction ci-dessous; elle est déja

implicite dans l'article de Cook [Cook 1971].

SATISFIABILITE o« ENSEMBLE STABLE:

vV = {(x,1) |x est un symbole dans le terme C,}s

E = {{(x,i),(y,)|x =y ou i = j};
k = s.
La figure 1 illustre 1l'occurrence d'ENSEMBLE STABLE résultant pour 1l'occur-

rence de SATISFIABILITE donné par (1). Nous avons cré€ un sommet (x,i) pour

chaque apparition d'un symbole x dans un terme Ci et une aréte {(x,1i), (y,3)}

pour chaque paire d'apparitions telles que l'inclusion de (x,1i) dans un

ensemble indépendant exclut tout (y,]j) parce qu'il y a conflit (y = §) ou

parce qu'ils appartiennent au méme terme (j i). Un ensemble indépendant

de taille Kk correspond & s apparitions de symboles (un dans chaque terme)

qul satisfont l'expression et vice-versa. La NP—-complétude d'ENSEMBLE STABLE
découle ainsi (i) du fait qu'il appartient a NP, (ii) que la réduction est

bornée polynomialement, et (iii) de la NP-complétude de SATISFIABILITE. []

©

G:

(@EED "i" _ "i' _ {@E;D

Figure 1. Occurrence 4'ENSEMBLE STABLE pour l'exemple.

Ce résultat implique directement la NP-complétude d'ENSEMBLE TRANSVERSAL.

ENSEMBLE STABLE « ENSEMBLE TRANSVERSAL:
V! = V;
E' = E;
k' = |v]-k.



Cf. figure 2. On sait qu'un ensemble de sommets recouvre toutes les arétes

si et seulement si son complément est indépendant. []

G':

kl

I
B

Figure 2. Occurrence d4d'ENSEMBLE TRANSVERSAL pour l'exemple.

Nous prouverons ensuite la NP-complétude d'un probléme de recouvrement, qui

est étroitement 1lié a ENSEMBLE TRANSVERSAL:

ENSEMBLE DOMINANT: Soit G = (V,E) un -.graphe et k un entier. Existe-t-il un

sous—ensemble d'au plus k sommets de G tel que tout autre sommet soit

adjacent a au moins un de ces sommets?

ENSEMBLE TRANSVERSAL <« ENSEMBLE DOMINANT:
vV = V' U o
% {X{V'w}l{v,w} € E'}

E=E'vu {{v,x
k = k'.

{V,W}}l {VIW} € E }F

Cf. figure 3. Pour toute aréte {v,w} de G', on ajoute un sommet X w)
jacent aux deux sommets originaux v et w. Supposons qu'il existe dans G' un
transversal U' de taille au plus k'. Chaque aréte de E' est incidente a un
sommet de U' et chaque sommet de V'-U' est adjacent é‘un sommet de U'. Par
conséquent, l'ensemble U' est un dominant dans G. Inversément, supposons

que G a un dominant U de taille au plus k. Il est évident que tout x

{v,w}
appartenant a U peut &tre remplacé par v ou w, de telle sorte que U c V'.

Puisque tout x{v*w} est adjacent a4 un sommet de U, l'ensemble U est un
f

transversal dans G'. []

Nous concluons cette section en mentionnant deux problémes NP-complets de



k = 2

Figure 3. Occurrence d'ENSEMBLE DOMINANT pour l'exemple.

partitionnement dans les graphes:

COLORATION DE GRAPHES: Soit G = (V,E) un graphe et k un entier. Peut-on

partitionner V en k sous-ensembles disjoints V,,...,V. tels que, pour

1 k

i=1,...,k, le sous—-graphe de G induit par Vi solt indépendant?

PARTITIONNEMENT EN SOUS-GRAPHES ISOMORPHES: Soient G

(V,E) et G' = (V' ,E")
deux graphes avec |[V]| = k|V'| ol k est entier. Peut-on partitionner V

en k sous—ensembles disjoints V ,.-.,thels que, pour i1 = 1,...,k, le

1
sous—graphe de G induit par V., soit isomorphe a G'?

i

COLORATION DES GRAPHES reste un probleme NP-complet pour tout k = 3 fixé
lGarey et al. 1976]. PARTITIONNEMENT EN SOUS-GRAPHES ISOMORPHES reste NP-
complet pour tout G' fixé avec |V'| =2 3 [Kirkpatrick & Hell 1978]. Des ré-

sultats plus détaillés pour ces problémes et beaucoup d'autres résultats

bd bl S

liés a la NP-complétude peuvent étre trouvés dans 1l'exposé impressionnant

de Garey et Johnson [ Garey & Johnson 1979].

4., ENSEMBLES

Nous allons maintenant considérer des problémes plus généraux de couplage,

recouvrement et partitionnement, impliquant des sous-ensembles d'un ensem-

ble fini:
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COUPLAGE D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini S, une famille S de sous-ensem-—
bles de S et un entier . Existe-t-il une sous~famille de au moins £

sous-ensembles de S telle que tout élément de S appartienne i au plus

un de ces sous—ensembles?

RECOUVREMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini S, une famille S de sous-
ensembles de S et un entier 2. Existe-t-il une sous-famille d'au plus
. sous-ensembles de S telle que tout &élément de S appartienne i au
moins un de ces sous-—-ensembles?

PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini S et une famille S de

sous-—-ensembles de S. Existe-t—-jil une sous-famille de sous-ensembles de

S telle que tout élément de S appartienne & exactement un de ces

sous—ensembles?

Nous savons, d'aprés la section précédente, que ces problémes appartiennent
4 la classe P dans le cas ol tous les sous—ensembles de S sont de cardina-
liteé 2. Dans cette section, nous allons tout d'abord &tablir la NP-complé-
tude des problémes ci-dessus, ol les, sous-ensembles de S peuvent &tre de
cardinalité arbitraire, et ensuite nous étendrons ces résultats au cas ou
tous les sous—-ensembles de S seront de cardinalité 3. Nous serons ainsi
confrontés a ce que l'on a appelé la propriété magique du nombre 2: en
augmentant un parametre de 2 a 3, on transforme souvent un probléme facile
en un probleme difficile.

COUPLAGE D'ENSEMBLE et RECOUVREMENT D'ENSEMBLE sont des généralisa-

tions évidentes A'ENSEMBLE STABLE et ENSEMBLE TRANSVERSAL, et ainsi, ils

sont les deux NP-complets.

ENSEMBLE STABLE « COUPLAGE D'ENSEMBLE:

S = E;
S = {{{v,w}|{v,w} € E}|v € V};
L = k. [

ENSEMBLE TRANSVERSAL « RECOUVREMENT D'ENSEMBLE:
S = E';
S = {{{v,w}|{v,w} € E'}|v € V'};
g =k'. [
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Ainsi, COUPLAGE et RECOUVREMENT D'ENSEMBLE sont déja NP-complets si chaque
&lément de S apparalit exactement dans deux membres de S. Ceci n'est pas vrai

pour PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE, puisque PARTITIONNEMENT DE SOMMETS appar-—
tient & P. Néanmoins, PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE est NP-complet [Karp 1972];

la ré&duction suivante est tirée de [Lenstra & Rinnooy Kan 1979a].

ENSEMBLE STABLE o« PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE:
s =%8u {1,...,k};

S={s |vev,i=1,...,k} u {s | {v,w} € E}, avec
{v,w}

vi
s . = {{v',w}|{v',w}l e E, v' = v} u {i},
vi
53{ ::‘{{\71“ﬁ}}~
v, W}

Cf. figure 4. Supposons que G a un ensemble indépendant U de taille k et
posons U = {vl,,..,vk}. Alors les ensembles Syq1r---+Sy, x sont disjoints,
et les éléments de S non-contenus dans un de ces ensembles appartiennent a

E. Il suit qu'une partition S' de S est donnée par

S'" = {sv 1,...,sv k} u {s

}Hv,w} € E, v&U, wie U
1 k

{v,w

Inversément, supposons qu'il existe une partition S' de S. Alors S' con-

tient k ensembles disjoints Svll,...,Ska, et 11 est clair que les sommets

VireesrVy constituent un ensemble indépendant de G de taille k. LI

b2 SdZ >e2 a3 ®p3 %c3 a3 S{a,b} >{b,c) @ >{c,a} (a,e}

(abll @ © =+ - . o . . o o . . . . .
{b,c}; . O O . . . O ® . . . O O . N N e

{b,d}’ . O . O . . O . ®) . . O . O . N ‘ . ®

{c,d} o O . e O o O O

{d,e} o O O © o @ O

1 ® O O O O |

2 O O ° O O
| 3 . . . . . . . . . . o O O O ®

Figure 4. Occurrence de PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE pour 1l'exemple.

Comme nous l'avons annoncé auparavant, nous allons maintenant etendre ces
résultats aux cas ou tous les sous—ensembles dont on doit extraire des

couplages, recouvrements ou partitionnements sont de cardinalité 3:
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3-COUPLAGE D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini T, une famille T de sous-
ensembles de 3 éléments de T et un entier 2. Existe-t-il une sous-
famille d'au moins £ sous-ensembles de T telle que tout élément de T
solt contenu dans au plus un de ces sous—ensembles?

3—RECOUVREMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini T, une famille T de
sous—ensembles de 3 &léments de T et un entier 2. Existe-t-il une
sous-famille d'au plus £ sous—ensembles de T telle que tout &lément de
T appartienne a8 au moins un de ces sous—-ensembles?

3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini T et une famille T
de sous-ensembles de 3 éléments de T. Existe-t-il une sous-famille

de sous—ensembles de T telle que tout élément de T appartienne &

exactement un de ces sous-—-ensembles?

I1 est clair que la NP-complétude de 3-COUPLAGE et 3-RECOUVREMENT D'ENSEMBLE

découle de la NP-complétude du probléme suivant:

3—-RECOUVREMENT DE SOMMETS: Soient unr graphe G = (V,E) régulier de degré 3

et un entier k. Existe-t-il un sous—-ensemble d'au plus k sommets de G

tel que toute aréte soit incidente a8 au moins un de ces sommets?

ENSEMBLE TRANSVERSAL <« 3-RECOUVREMENT DE SOMMETS:

G est obtenu en.remplagant chagque sommet v dans G' par un sous-graphe
H(v) comme indiqué dans la figure 5;

k = k' +2t, +t, + Ed23 3

Si v est (n'est pas) dans un transversal de G', alors les sommets entourés

(2a-6)t, od t |[{v|v € V' est de degré all.
(noirs) dans H(v) sont dans le transversal correspondant de G. Le fait que

dans chaque H(v), le nombre de sommets entourés moins le nombre de sommets

g

noirs soit égal a un implique l'équivalence des deux occurrences de pro-
bleme. Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que la taille de G est

bornée polynomialement en la taille de G'. []

I1 est déja prouvé dans [Garey et al. 1976] gque ce probléme est NP-complet.
Ils ont aussi montré que 1'ENSEMBLE TRANSVERSAL dans un graphe planaire ou
tout sommet a un degré < b est NP-complet; pour une application en agri-

culture de ce résultat, voir [Federgruen 1978,p.220].
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degree of v G: H(v)

o1
\Y
N

Figure 5. Réduction 4d'ENSEMBLE TRANSVERSAL & 3-RECOUVREMENT DE SOMMETS.

La NP-complétude de 3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE est établie de facon

similaire en remplacant localement certaines unités par des structures
4

différentes dans un probléme NP-complet.

PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE <« 3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE:

T = U TT';
T'e o -

[ = U '
S1eQ T({e,e,e|le € S'}),

ou T est défini récursivement de la maniére suivante -
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T(T') =
( — : N
T({flrfzrfB}) {{flrf2:f3}} S1 IT ! = 3,
T T
CUE e £ D = (5,0 b (5L E gt D)
T ! T

T({flr'-* lf6s_3}) = {{flffztgl }:-*w r{f6 _5:f6s__41938__2}r
T? T
{f6s~3’g3$~1'g35}}

Cf. figure 6 (ignorer la distinction entres les cercles, les carrés et les
triangles pour l'instant). La validité de cette procédure pour conserver la
structure originale du probléme est claire: & chaque étape de la récurrence,
T remplace un ensemble T' par une collection d'ensembles, contenant les
€léments originaux, ainsi qu'un certain nombre d'éléments fictifs, de sorte
qu'ou bien une collection d'ensembles de 3 &léments correspondante a T' ou
l'ensemble contenant tous les éléments fictifs fait partie de la partition.
Notons que l'occurrence finale satisfait |IT'| = 3 pour tout T' ¢ T.

Il faut encore montrer que la réduction peut &tre effectude en temps

polynomial. Posons

e(t) = nombre de nouveaux éléments créés par T(T') avec |T'] = t,
c(t) = nombre d'ensembles de 3 &léments dans T(T') avec [T'|] = t.
Puis
e(3) = 0, €(6s) = 3s+e(3s) (s = 1), €(6s-3) = 3s+£(3s) (s = 2),
c(3) =1, o(6s) = 3s+0(3s) (s =2 1), o(6s-3) = 3s-1+0(3s) (s = 2),
d'oud
e(t) < 2t,
5
< =
o(t) < 3t..

Il s'ensuit que l'occurrence original de PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE est
transformé en une occurrence de 3-PARTITIONNEMENT D 'ENSEMBLE avec
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Occurrence de 3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE pour l'exemple

——— nwm T

bleu.

»
-

A

blanc,

]

ure 6
rouge,

Figure 6.

1
en réalité la NP-complétude pour une version restreinte de 3-PARTITIONNEMENT

Comme nous 1l'avons illustré dans la figure 6, la réduction ci-dessus prouve

D'ENSEMBLE, dans laquelle les €léments de T peuvent &tre colorés en rouge,

E
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blanc ou bleu de sorte que chagque sous-ensemble de | contient un élément
rouge, un blanc et un bleu:

COUPLAGE A 3 DIMENSIONS: Soient 3 ensembles disjoints R,W,B avec
IR| = |W| = |B|] et une famille M ¢ RXWXB. Existe-t-il une sous-famille
de sous—-ensembles de M telle que tout élément de RUWUB appartienne &

exactement un de ces sous—ensembles?

La preuve originale de NP-complétude pour ce probléme est due & Karp [Karp
19721.

5. NOMBRES

Nous allons conclure notre discussion par l'examen de deux problemes de

partitionnement NP-complets portant sur des nombres:

‘ n
PARTITION: Soient n,ai,...,anfb des entiers non-négatifs avec Ej“l aj = 2b.
Existe—-t-il un sous-ensemble N' de l'ensemble d'indices N ='{1,...,n}
tel que ) . a. = b?
! Z]EN' »

| - : 3n
3-PARTITION: Soient N8, 7.0 ra, b des entiers non—-négatifs avec Ej: a, =

n 1 7
nb. Existe~t—-il n sous—ensembles de 3 é€léments de N = {1,...,3n}

i sjoi . = I = 1,...,n7
Nl""'Nn disjoints tels que zjeNi aJ b pour 1 , /

PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE o« PARTITION:

Soient S = {el,...,es} et S = {Sl""'st}' Nous définissons

1 s1 ei € S,
e,,x{ 3} (i=1,...,8; 3 =1,...,t),

3 0 si e, ¢ S .
1 ]

et déterminons la réduction par

n = t+1;
-1
a, st e, . N (3 = 1,...,t);
J i=1 13 S i-1 Et
= - ] = y A = a, 7
a_ IZaO.AI, ol a, zitl n =1 24
b = i(a+|2a -2al).



17

cf. [Karp 1972]. Chagque sous—ensemble Sj e S est représenté par un entier

a., qui peut étre considéré comme une chaine de 0 et de 1, correspondant au
J

vecteur caractéristique de Sj' dans une numérotation de base n. De facon

similaire, l'ensemble S est représenté par un entier a.. La base est assez

0
grande pour garantir que PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE a une solution si et
seulement s'il existe un sous-ensemble N' ¢ {1,...,t} tel que

a, = a Dans le cas ou 2a. =2 A (Z2a. < A), nous avons b = a

ZjeN' 3 0° O O 0 |
(b = Amao), de sorte qu'un sous—ensemble N' satisfait zjeN' a.j = aO si et

seulement si le sous-ensemble N' ¢ N (N'u{n} < N) constitue une solution de

PARTITION. L[]

COUPLAGE A 3 DIMENSIONS « 3-~-PARTITION:
voir [Garev & Johnson 1975,1979].

La réduction consiste en une suite compligquée de transformations qui dé-

passe les limites de cet article. [

Bien que PARTITION et 3-PARTITION soient NP-complets, ce dernier apparalt
beaucoup plus difficile que le premiér. Afin de formaliser cette distinc-
tion, notons tout d'abord que la taille de 1l'un ou de l'autre probleme est
O(n log b) si les donneées numériques sont représentées de fagcon raison-
nable, par exemple dans un systéme binaire, ternaire ou décimal, et O(nb)
si on emploie un codage de base 1.

Il a été prouvé que PARTITION est NP-complet par une transformation
qui est polynomiale seulement si on utilise les codages précédents, c'est-
a—-dire en vertu de 1l'hypothése habituelle que la taille d'un nombre est
proportionnelle a son logarithme. Par contre, considérons l'algorithme de
programmation dynamique suivant pour sa résolution [Bellman & Dreyfus 1962].

Définissons des fonctions booléennes FO""’Fn,Par

Jvrai s'i]l existe un sous—ensemble N Gi{l,...,m} tel
que zjeN' aj = X,

F (x) =
m
tfaux sinon.

PARTITION a une solution si et seulement si Fn(b) a la valeur vraie. Cette
valeur peut étre calculée en temps O(nb) a l'aide de 1la récurrence suivante:
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F_(x) =

F (x) = F (x) Vv F (x—-a ) (m = 1).
m m m

On pourrait appeler cet algorithme pseudo-polynomial dans le sens qu'il est

polynomial seulement si on utilise un codage de base 1. Ainsi, le fait que
PARTITION est NP-complet si l'on utilise une numérotation binaire et le

fait qu'il appartient & P dans le cas ol on utilise une base 1 sont

parfaitement compatibles.

3~PARTITION reste NP-complet méme si on en mesure la taille en
utilisant les nombres sur lesquels ils portent plutdt que leurs logarithmes.
Cette NP-complétude forte ou unaire de 3-PARTITION signifie que méme
l'existence d'un algorithme pseudo-polynomial pour sa résolution lmplique-
rait que P = NP [Garey & Johnson 1978].

Il faut que le lecteur réalise que les réductions présentées dans cet
article ont €té choisies parmi les plus simples. Nous n'en espérons pas
moins pour cela avoir démontré comment les outils de la théorie de la NP-
.camplétude peuvent étre appliqués avec succés pour analyser la complexité
de calcul des problémes de couplage, de recouvrement et de partitionnement.
‘Des analyses similaires ont é&té effectuées pour beaucoup d'autres classes
de problémes combinatoires, le résultat étant une impressionnante collec-—
tion d'apergus détaillés sur leur difficulté inhérente [Garey & Johnson
1979]. Il semble que l'acceptation universelle de la théorie de la NP-—

complétude est bien méritée, tant du point de vue théorique que pratique.

REMERCIEMENT'S

Les auteurs expriment leur reconnaissance a A. Schrijver et P. wvan Emde

Boas pour leurs remarques constructives, a Mlle P. Zwicky et D. de Wérra
pour la traduction excellente de l'anglais, et a Mme K.C.E. Lenstra pour son
assistance dans la préparation de la version définitive. Cette recherche a

été en partie financée par NATO Special Research Grant 9.2.02 (SRG.7).



19

LITTERATURE

A.V.

R.E.

S.A.

AHO, J.E. HOPCROFT, J.D. ULLMAN (1974) The Design and Analysis of
Computer Algorithms, Addison-Wesley, Reading, Mass.

BELLMAN, S.E. DREYFUS (1962) Applied Dynamic Programming, Princeton

University Press, Princeton, N.J.

COOK (1971) The complexity of theorem-proving procedures. Proc. 3rd

Annual ACM Symp. Theory of Computing, 151-158.

J. EDMONDS (1965) Paths, trees, and flowers. Canad. J. Math. 17,449-467.

2.5

S. EVEN, O. KARIV (1975) An O(n ) algorithm for maximum matching in general

graphs. Proc. 1lé6éth Annual IFEE Symp. Foundations of Computer Science,
100-112.

A. FEDERGRUEN (1978) Markovian Control Problems: Functional Equations and

M.R.

IM.R.

M.R.

M.R.

E.L.

J . K.

J.K.

Algorithms, Ph.D. Thesis, Mathematisch Centrum, Amsterdam.

GAREY, D.S. JOHNSON (1975) Complexity results for multiprocessor
scheduling under resource constraints. SIAM J. Comput. 4,397-411.
GAREY, D.S. JOHNSON (1978) "Strong" NP-completeness results: moti-
vation, examples and implications. J. Assoc. Comput. Mach. 25,499-508.
GAREY, D.S. JOHNSON (1979) Computers and Intractability: a Guide to
the Theory of NP-Completeness, Freeman, San Francisco.

GAREY, D.S. JOHNSON, L. STOCKMEYER (1976) Some simplified NP-complete
graph problems. Theor. Comput. Sci. 1,237-267.

KARP (1972) Reducibility among combinatorial problems. In: R.E.
MILLER, J.W. THATCHER (réd.) (1972) Complexity of Computer Computa-
tions, Plenum Press, New York, 85-103.

KARP (1975) On the computatijional complexity of combinatorial problems.
Networks 5,45-68.

KIRKPATRICK, P. HELL (1978) On the complexity of a generalized match-
ing problem. Proc. 10th Annual ACM Symp. Theory of Computing, 240-245.
LAWLER (1976) Combinatorial Optimization: Networks and Matroids,

Holt, Rinehart and Winston, New York.

LENSTRA, A.H.G. RINNOOY KAN (1979A) Computational complexity of
discrete optimization problems. Ann. Discrete Math. 4,121-140.
LENSTRA, A.H.G. RINNOOY KAN (1979B) Complexity of packing, covering
and partitioning problems. In: A. SCHRIJVER (réd.) (1979) Packing and
Covering in Combinatorics, Mathematical Centre Tracts 106, Mathema-

tisch Centrum, Amsterdam, 275-291.



