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RESUME 

Les concepts de la theorie de NP-completude sont illustres par des applica

tions a des problemes de couplage, recouvrement et partitionnement • 

• 

• 

NOTIONS CLEFS: complexit~ de calcul, algorithme polynomial, NP-completude, 

problemes combinatoires, couplage, recouvremenc, partitionnement, graphes, 

ensembles, nombres. 

NOTE. Cet article sera insere dans le compte rendu du colloque "Regards sur 

la theorie des graphes", Cerisy-la-Salle, 12-19 juin 1980. 



1. INTRODUCTION 

Dans cet article, nous decrivons brievement la theorie de la complexit~ de 

calcul dans des problemes combinatoires et illustrerons ces concepts en 

les appliquant a une classe de problemes de couplage, de recouvrement et 

de partitionnement. 

Comme dans le cas de nombreux problemes combinatoires, ces problemes 
• 
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peuvent taus etre formules en termes de problemes de prograrmna-tion lineaire 

en nombres entiers, dans lesquels il s'agit de maximiser ou minimiser une 

fonction lineaire sous certaines contraintes lineaires, certaines variables 

devant prendre des valeurs entieres. 

De telles formulations ne doivent pas necessairement etre pratiques du 

point de vue du calcul. En general, la r~solution de problemes de program

mation lineaire en nombres entiers demande beaucoup de temps. La plupart 

des algorithmes se basent sur une sorte de recherche exhaustive de l'ensem

ble de toutes les solutions admissibles. Dans le pire des cas, le temps de 

calcul croit exponenciellement avec la taille du probleme • 
• 

Cependant, certains cas particuliers de programmation en nombres 

entiers s'averent mains difficiles, et les problemes de couplage, recouvre

_ment et partitionnement fournissent des exemples frappants de ce phenomene. 

En fait, c'est dans le contexte des couplages que Edmonds [Edmonds 1965] 

introduisit la notion de bon algorithme pour toute methode dont le temps de 

calcul, dans le pire des cas, croit de facon polynomiale plutot qu'expo-, 
nentielle avec la taille. Les algorithmes polynomiaux ont ~te developp~s 

pour des classes importantes de problemes de progra11iination en nombres en

tiers (flats dans un reseau, plus courts chemins et optimisation dans les 

matroides (cf. [Lawler 1976])). Maintenant on admet qu.e les problemes pour 

lesquels de tels algorithmes existent sont appeles bien resolus ou faciles. 

Lorsqu'on rencontre un probleme combinatoire, on aimerait naturelle

ment savoir s'il existe un algorithme polynomial ou, sinon, si toute methode 

necessite un temps exponentiel dans le pire des cas. Malheureusement, des 

resultats de ce dernier type sont encore rares, mais il est souvent possible 

d'etablir que l'existence d'un algorithme polynomial est pour le mains tres 

improbable. Si le probleme en question appartient a une classe de problemes 

appelee NP, on arrive a un tel resultat en montrant que le probleme est NP-
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complet [Cook 1971; Karp 1972]. Les problemes NP-complets sont equivalents 

dans le sens qu'aucun d'entre eux n'est reconnu facile et que, si l'un 

d'entre eux est facile, la chose est vraie pour taus les problemes dans NP 
• 

et en particulier pour taus les autres problemes NP-complets. Comme cette 

derniere categorie contient taus les problemes classiques qui sont notoires 

pour leur intraitabilite de calcul, tels que les problemes de coloration 

de graphes, du voyageur de commerce et de prograrmuation en nombres entiers, 

la resolution d'un tel probleme en temps polynomial serait vraiment surpre

nante. 

Dans ce qui suit, nous allons appliquer la theorie de la NP-completude 

a une variete de problemes de couplage, recouvrement et partitionnement, 

afin de montrer qu'une majorite de ces problemes sont en fait NP-complets. 

Pour la pratique, cela implique que pour resoudre ces problemes, il faudra 

soit accepter d'utiliser un mauvais algorithme d'optimisation (superpoly

nomial), soit recourir a unban algorithme d'approximation (polynomial). 

Nous redonnons les concepts de base de la theorie de la NP-completude 

dans la section 2. Pour une introduction plus detaillee, le lecteur peut se 
' 

referer a [Aho e~ al. 1974; Karp 1975; Garey & Johnson 1979; Lenstra & 

Rinnooy Kan 1979A]. Nous ~tudierons ensuite la complexite des problemes 

de couplage, recouvrement et partitionnement sur les graphes dans la 

section 3 et nous etendrons ces resultats a des problemes relatifs a des 

sous-ensembles d'un ensemble fini dans la section 4. Finalement, nous con

sidererons 2 problemes de partitionnement portant sur des nornbres dans la 

section 5. Bien que taus les resultats presentes dans cet article soient 

sans doute deja connus, certaines preuves sont nouvelles. Le contenu est 

en partie tire de [Lenstra & Rinnooy Kan 1979A,1979B] • 
• 

2. NP-COMPLETUDE 

one theorie forrnelle de la NP-completude necessiterait l' introduction des 

machines de Turing [Aho et al. 1974] en tant que systemes de calcul th~ori

que. La machine de Turing deterministe est le modele classique pour l'or

dinateur habituel qui est adapt~ polynomialement a beaucoup de modeles 

realistes tels que la 1Mchine a acces aleatoire [Aho et al. 1974]. Elle 
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peut etre elaboree pour reconnaitre des langages; l'input consiste en une 

chaine, qui est acceptee par la machine si et seulement si elle appartient 

au langage. Une machine de Turing non-deterministe est un modele artificiel, 

que l'on peut imaginer comme une machine deterministe qui creerait des 

copies d'elle-meme, correspondant a differentes transitions d'etat chaque 

fois que cela est necessaire. Dans ce cas, une chaine est acceptee si et 

seulement si elle est acceptee par une des copies deterministes. Pet NP 

• 

• 

sont maintenant definies coIIlIIle des classes de langages reconnaissables en 

temps polynomial par des machines de Turing deterrninistes et non-determi-

nistes respectivement. 

Dans notre propos, nous exposerons la theorie en terrnes de problemes 

de reconnaissance, qui exigent une reponse oui/non. Une chaine correspond 

a une occurrence d'un probleme et un langage a un type de probleme ou, plus 

exactement, a l'ensemble de toutes les occurrences admissibles pour ce 

probleme. L'admissibilite d'une occurrence est en general equivalente a 

l'existence d'une structure associee, dont la taille est bornee par un 

polynome en la taille de l'occurrence; par exemple, l'occurrence peut etre 
-

un graphe et la structure un circuit hamiltonien [Karp 1975]. Un probleme 

de reconnaissance est dans Psi, pour toute occurrence, on peut determiner 

son admissibilite ou sa non-admissibilite en temps polynomial. Il est dans 

NP si, pour toute occurrence, on peut determiner en temps polynomial si une 

structure donnee confirme son admissibilite. 

on dit qu'un probleme P' est reductible a un probleme P (notation 

P' « P) si pour toute occurrence de P' on peut construire une occurrence 

de Pen temps polynomial tel que la resolution de l'occurrence de P resoudra 

l'occurrence de P' egalement. Plus simplement, la reductibilite de P' a 

P implique que P' peut ~tre consid~re comme un cas particulier de P, et 

ainsi que Pest au mains aussi difficile que P'. 

On dit que Pest NP-dur si P' « P pour tout P' E NP. Dans ce cas, P 

est au mains aussi difficile que tout probleme dans NP. On dit que Pest 

NP-complet si Pest NP-dur et PE NP. Ainsi, les problemes NP-complets 

sont les problemes les plus difficiles dans NP. 
Un algorithme polynomial pour un probleme P NP-complet pourrait etre 

utilise pour resoudre tousles problemes de NP en temps polynomial, puisque, 

pour toute occurrence d'un tel probleme, la construction de !'occurrence 
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correspondante de Pet sa resolution peuvent toutes deux etre effectuees en 

temps polynomial. Notons les deux observations suivantes qui sont impor

tantes. 

(i) Il est tres improbable que P = NP, puisque NP contient plusieurs pro

blemes combinatoires connus, pour lesquels, en depit d'efforts considera

bles de recherche, aucun algorithme polynomial n'a ete trouve. 

(ii) Il est tres improbable que PEP, quel que soit P NP-complet, puisque 

cela impliquerait que P = NP par le raisonnement vu plus haut. 

Le premier resultat sur la NP-completude est du a Cook [Cook 1971]. Il 

a elabore une ''reduction de base'' pour prouver que tout probleme dans NP 

est reductible au probleme de SATISFIABILITE. Ce probleme peut etre foYmule 

cornme suit: 

SATISFIABILITE: Soit une expression booleenne donnee sous forme normale 

conjonctive, i.e. une conjonction de cermes c 1 , ••• ,c
8

, chacun de ces 

termes etant une disjonction de symboles de l'ensemble 
- -

• - -
x 1 , •.. ,xt leurs complements. Existe-t-il 

variables booleennes et 

des valeurs des variables 

telles que l'expression prenne la valeur vraie? 

Par exemple, l'expression 

(1) (X ) A 
1 

V X V 
2 

est satisfaite si x 1 - x
2 

= x
3 

= vrai. 

Partant de ce resultat, Karp [Karp 1972] et beaucoup d'autres ont 

identifie un grand nombre de problemes NP-complets de la maniere suivante. 

on peut etablir la NP-completude d'un probleme PE NP en specifiant une 

reduction P' cc P, sachant que P' est NP-complet: pour tout P'' E NP, 

P'' ex: P' et P' ex: P implique P'' ex: P. Dans les sections 3, 4 et 5, nous allons 

esquisser plusieurs de telles preuves. Leur presentation sera s01r11n.aire; par 

exemple, nous laisserons au lecteur ie soin de verifier que les problemes 

consideres sent dans NP et que les reductions presentees sent bornees poly

nomialement. Nous prendrons ( 1) corn111e exemple d • une occurrence de SATIS-
•• 

FIABILITE pour illustrer plusieurs reductions. 
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Quand il s'agira de problemes d'optimisation, nous reformulerons un 

probl~me de maxicnisation (minimisation) en demandant s'il existe une solu

tion admissible ayant une valeur au mains (au plus) egale a un seuil donne. 

Il faut noter que l'appartenance a NP pour cette version de reconnaissance 

n • implique pas irmnediatement l 'appartenance a NP pour le probleme d' opti

misation original. En particulier, proposer une recherche systematique d'un 

nombre polynomial de valeurs de seuil, en se basant sur des reponses .posi

tives et negatives a la question d'existence, n'est pas un raisonnement 

valable. Cela est du au fait qu'une machine de Turing non-deterministe ne 

donne que des reponses positives en temps polynomial. En effet, on ne 

connait pas de complement de probleme NP-complet qui soit dans NP! 

Comme consequence evidente de la discussion ci-dessus, la NP-comple

tude ne peut etre prouvee que par rapport a un probleme de reconnaissance. 

Cependant, le probleme d'optimisation correspondant pourrait etre appele 

NP-dur dans le sens que l'existence d'un algorithme polynomial pour sa 

resolution impliquerait que P = NP. 
Jusqu'a maintenant, nous avons.ete vagues a dessein sur le codage 

specifique des occurrences. Il suffit de dire que la plupart des codages 

raisonnables sont polynomialement equivalents. Une observation importante 

.quanta une representation des nombres entiers positifs sera donnee dans la 

section 5. 

3. GRAPHES 

Nous nous tournons a present vers les problemes de couplage, recouvrement 

et partitionnement. Conm1e nous l 1 avons deja mentionne, certains des pre

miers exemples de problemes combinatoires simples ant ete fournis par les 

problemes de couplage dans les graphes (finis, connexes et non-orientes): 

COUPLAGE D'ARETES: Soit G = (V,E) un graphe et k un entier. Existe-t-il un 

sous-ensemble d' au mains k aretes de G tel que tout sort1rnet soit in

cident a au plus une de ces aretes? 

RECOUVREMENT D'ARETES: Soit G = (V,E) un graphe et k un entier. Existe-t

il un sous-ensemble d' au plus k aretes de G tel que tout so1nxnet ?oit 
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incident a au mains une de ces aretes? 

PARTITIONNEMENT D'ARETES: Soit G (V,E) un graphe. Existe-t-il un sous-

ensemble d 'aretes de G tel que tout s01nn1et soit incident a exactement 

une de ces aretes? 

La reponse aux problemes de COlJPLAGE, de RECO!JVRffi1EN'I' et de PARTITIONNEMENT 

D'ARETES est positive s'il existe un couplage (c'est-a-dire un sous-ensemble 
< 

d'aretes disjointes au sens des s01mnets) de cardinalite k, lvl-k et ½lvl, 

resp. Ainsi, ces 3 problemes sont resolus par l'algorithme d'Edmonds, qui 

consiste a trouver un couplage de cardinalite maximum, dont l'implementation 
2J_ 

actuellement la meilleure est en temps O(lvl 2
) [Even & Kariv 1975]. Il 

s'ensuit que les 3 problemes ci-dessus appartiennent a la classe P. 

Ces problemes peuvent etre modifies dans deux directions. Dans la 

partie restante de cette section, nous examinerons la complexite des pro

blemes dans lesquels les roles des aretes et des sornmets ont ete intervertis. 

Dans la section suivante, considerant E courrne une famille de sous-ensembles 

de cardinali te 2, nous exarninerons des problemes impliquant des sous

ensembles de cardinalite plus grande. Nous trouverons que, a part une 

exception, tousles problemes resultants sont NP-complets. 

• Considerons done tout d'abord les problemes suivants: 

ENSEMBLE STABLE: Soit G (V,E) un graphe et k un entier. Existe-t-il un 

sous-ensemble d' au mains k s01mnets de G tel que toute arete soi t 

incidente a au plus un de ces sommets? 

ENSEMBLE TRANSVERSAL: Seit G' = (V' ,E') un graphe et k' un entier. Existe~ 

t-il un sous-ensemble d' au plus k' s01nrnets de G' tel que toute arete 
• 

soit incidente a au mains un de ces sornmets? 

PARTITIONNEMENT DE SOMMETS: Soit G (V,E) un graphe. Existe-t-il un sous-

ensemble de son1r11ets de G tel que toute arete soit incidente a exacte

ment un de ces so1ornets? 

COJfJIUencons par 1 'unique exception: PARTITIONNEMENT DE SOMMETS appartient a , 
P. Nous laissons au lecteur le soin de verifier que ce probleme a une solution 

si et seulement si Gest biparti, ce qui peut etre verifie en temps o(IEI). 

ENSEMBLE STABLE est aussi connu comme le probleme d'ensemble indepen-
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dant, dans lequel on cherche au mains k sommets non-adjacents. La NP-comple

tude de ce probleme est etablie par reduction ci-dessous; elle est deja 

jmplicite dans l'article de Cook [Cook 1971]. 

SATISFIABILITE « ENSEMBLE STABLE: 

V 

E 

k 

{ (x, i) x est un sy1nbole dans le terme 
-{{(x,i) ,(y,j) X = y OU i j}; 

s. 

C.}; 
l. 

La figure 1 illustre l'occurrence d'ENSEMBLE STABLE resultant pour l'occur

rence de SATISFIABILITE donne par (1). Nous avons cree un sommet (x,i) pour 

chaque apparition d'un s~ ole x dans un terme C. et une arete {(x,i),(y,j)} 
J_ 

pour chaque paire d'apparitions telles que l'inclusion de (x,i) dans un 
-ensemble independant exclut tout (y,j) parce qu'il ya conflit (y = x) ou 

parce qu' i1s appartiennent au meme terrne (j - i). Un ensemble independant 

de taille k correspond a s apparitions de syniboles (un dans chaque terme) 

qui satisfont l'expression et vice-versa. La NP-comp1etude d'ENSEMBLE STABLE 

decoule ainsi (i) du fait qu'il appartient a NP, (ii) que la reduction est 

bornee polynomialement, et (iii) de la NP-completude de SATISFIABILITE. D 

G: 
C 

a b d e 

k = 3 

Figure 1. Occurrence d'ENSEMBLE STABLE pour l'exemple. 

Ce resultat implique directement la NP-completude d'ENSEMBLE TRANSVERSAL. 

ENSEMBLE STABLE« ENSEMBLE TRANSVERSAL: 

V' 

E' 

k' 

V; 

E; 

lvl-k. 
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Cf. figure 2. On sait gu'un ensemble de sommets recouvre toutes les aretes 

si et seulement si son complement est independant. 0 

GI : 

C 

• 

a b d e 

k' 2 

Fi~ure 2. Occurrence d'ENSEMBLE TRANSVERSAL pour l'exemple. 

Nous prouverons ensuite la NP-completude d'un probleme de recouvrement, qui 

est etroitement lie a ENSEMBLE TRANSVERSAL: 

ENSEMBLE DOMINANT: Soit G = (V,E) un-graphe et k un entier. Existe-t-il un 

sous-ensemble d' au plus k s01m11ets de G tel gue tout autre so1nmet soi t 

adjacent a au moins un de ces sorr:1mets? 

• 

ENSEMBLE TRANSVERSAL« ENSEMBLE DOMINANT: 

V 

E 

k 

V' U 

E' U 

k I. 

Cf. figure 3. 

v,w 

v,w 

v,w 
jacent aux deux son1111ets originaux v et w. Supposons qu' il existe dans G' un 

transversal U' de taille au plus k'. Chaque arete de E' est incidente a un 
• 

s01r1111et de U' et chaque s01111llet de V '-u' est adjacent a un s011:tmet de u' . Par 

consequent, l'ensemble U' est un dominant dans G. Inversement, supposons 

que Ga un dominant Ude taille au plus k. Il est evident que tout x{ } 
v,w 

appartenant a U peut etre remplace par v ou w, de telle sorte que u c V'. 

Puisque tout x{ } est adjacent a un sominet de U, 1 'ensemble u est un v,w 
transversal dans G 1 • D 

Nous concluons cette section en mentionnant deux problemes NP-complets de 



G: 

a 

k = 2 

X 
{a,b} 

X {b,c 

b 

C 

{b,d 

X 
{c,d 

d 

X 
{d,e 

e 
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Figure 3. Occurrence d'ENSEMBLE DOMINANT pour l'exemple. 

partitionnement dans les graphes: 

COLORATION DE GRAPHES: Seit G (V,E) un graphe et k un entier. Peut-on 

• 

partitionner Ven k sous-ensembles disjoints v
1

, ••. ,Vk tels que, pour 

i - 1, •.• ,k, le sous-graphe de G induit par V. soit independant? 
1 

PARTITIONNEMENT EN SOUS-GRAPHES ISOMORPHES: Soient G = (V,E) et G' = (V',E') 

deux graphes avec lvl kfv•I ou k est entier. Peut-on partitionner V 

en k sous-ensembles disjoints v 1 , ... ,Vk tels que, pour i = 1, ... ,k, le 

sous-graphe de G induit par V. soit isomorphe a G'? 
1 

COLORATION DES GRAPHES reste un probleme NP-complet pour tout k ~ 3 fixe 

[Garey et al. 1976]. PARTITIONNEMENT EN SOUS-GRAPHES ISOMORPHES reste NP

complet pour tout G' fixe avec lv'f ~ 3 [Kirkpatrick & Hell 19781. Des re

sultats plus detailles pour ces problemes et beaucoup d'autres resultats 

lies a la NP-completude peuvent etre trouves dans l'expose impressionnant 

de Garey et Johnson [Garey & Johnson 1979]. 

4. ENSEMBLES 

Nous allons maintenant considerer des problemes plus generaux de couplage, 

recouvrement et partitionnement, impliquant des sous-ensembles d'un ensem

ble fini: 
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COUPLAGE D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini S, une famille S de sous-ensem

bles de S et un en tier 9.,. Existe-t-il une sous-f arnille de au mo ins t 

sous-ensembles de Stelle que tout element des appartienne a au nlus 
,J. 

un de ces sous-ensembles? 

RECOUVREMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini S, une famille S de sous

ensembles de s et un en tier i. Existe-t-il une sous-£ a111ille d 'au plus 

t sous-ensembles de Stelle que tout element de S appartienne a au 

mains un de ces sous-ensembles? 

PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble finis et une famille s de 

sous-ensembles des. Existe-t-il une sous-famille de sous-ensembles de 

Stelle que tout element de S appartienne a exactement un de ces 

sous-ensembles? 

Nous savons, d'apres la section precedente, que ces problemes appartiennent 

a la classe P dans le cas ou taus les sous-ensembles de S sont de cardina

lite 2. Dans cette section, nous allons tout d'abord etablir la NP-comple

tude des problemes ci-dessus, ou les. sous-ensembles de S peuvent etre de 

cardinalite arbitraire, et ensuite nous etendrons ces resultats au cas ou 

tousles sous-ensembles de S seront de cardinalite 3. Nous serons ainsi 

.confrontes a ce que l 'on a appele la propriete magique du nombre 2: en 

augmentant un paracr1etre de 2 a 3, on transforme souvent un probleme facile 

en un probleme difficile. 

COUPLAGE D'ENSEMBLE et RECOUVREMENT D'ENSEMBLE sont des generalisa

tions evidentes d'ENSEMBLE STABLE et ENSEMBLE TRANSVERSAL, et ainsi, ils 

sont les deux NP-complets. 

ENSE:MBLE STABLE« COUPLAGE D'ENSEMBLE: 

s 

s 
E; 

{{{v,w} {v,w} € E}lv EV}; 

k. 0 

ENSEMBLE TRANSVERSAL tt RECOUVREMENT D'ENSEMBLE: 

s 

s 
EI; 

{{{v,w} {v,w} EE'} VE V'}; 

k'. D 
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Ainsi, COUPLAGE et RECOUVREMENT D'ENSEMBLE sont deja NP-complets si chaque 

element de S apparait exactement dans deux membres de S. Ceci n'est pas vrai 

pour PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE, puisque PARTITIONNEMENT DE SOMMETS appar

tient a P. Neanmoins, PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE est NP-complet [Karp 1972]; 

la reduction suivante est tiree de [Lenstra & Rinnooy Kan 1979A]. 

ENSEMBLE STABLE« PARTITIO 

S =Eu {1, ••. ,k}; 

~ENT D'ENSEMBLE: 

S = {S . VE V, i 
VJ. 

1 , ••• , k} 

S. = {{v',w}l{v',w} 
vi 

v,w 

EE, v' 
v,w 

v} u {i}, 

E}, avec 

Cf. figure 

posons U 

4. Supposons que G a un ensemble independant Ude taille k et 

les ensembles Sv11,--·,Svkk sont disjoints, 

et les elements de S non-contenus dans un de ces ensembles appartiennent a 

E. Il suit qu'une partition S• de S est donnee par 

vl vk 
{S 

{v,w} {v,w} EE, V 
-

u, w u}. 

Inversement, supposons qu'il existe une partition S• des. Alors S• con-

tient k ensembles disjoints Sv11, ••• , Svkk, et il est clair que les sonirnets 
• 

v 1 , ... ,vk constituent un ensemble independant de G de taille k. D 
7 

s+ S+ s 
al 8b1 

s 
cl 8dl 

s 
el 

s 
a2 

8
b2 

s 
c2 

8
a2 

s 
e2 

s 
a3 

5
b3 

s 
c3 5

d3 
s 

e3 
s 

{a,b} 
s 

{b,c} 8 {b,d} 
s {c,d} s {d,e} 

{a,b} • 0 • • • 0 0 .. • • 0 0 • • • 0 • • • • 

{b,c} • 0 0 • • • 0 • • • • 0 0 • • • 0 • • • 

{b,d} • 0 • 0 • • 0 • 0 • • 0 • 0 • • • • • • 
-

{c,d} • • 0 0 • • • • 0 • • • 0 0 • • • • 0 • 

{d,e} • • • 0 0 • • • 0 0 • • • 0 • • • • • 0 

1 • 0 0 0 0 • • • • • • • • • • • • • • • 

2 • • • • • 0 0 • 0 0 • • • • • • • • • • 

3 • • • • • • • • • • 0 0 0 0 • • • • • • 

Figure 4. Occurrence de PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE pour l'exemple. 

Conitne nous 1 'avons annonce auparavant, nous allons main tenant etendre ces 

resultats aux cas ou taus les sous-ensembles dont on doit extraire des 

couplages, recouvrements ou partitionnements sont de cardinalite 3: 
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3-COUPLAGE D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini T, une famille T de sous

ensembles de 3 elements de T et un entier l. Existe-t-il une sous

famille d'au mains t sous-ensembles de T telle que tout element de T 

soit contenu dans au plus un de ces sous-ensembles? 

3-RECOUVREMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini T, une famille T de 

sous-ensembles de 3 elements de T et un entier i. Existe-t-il une 

sous-famille d'au plus t sous-ensembles de T telle que tout element de 

T appartienne a au moins un de ces sous-ensembles? 

3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE: Soient un ensemble fini T et une famille T 

de sous-ensembles de 3 elements de T. Existe-t-il une sous-ra.1nille 

de sous-ensembles de T telle que tout element de T appartienne a 

exactement un de ces sous-ensembles? 

Il est clair que la NP-completude de 3-COUPLAGE et 3-RECOUVREMENT D'ENSEMBLE 

decoule de la NP-completude du probleme suivant: 

3-RECOUVREMENT DE SO:MMETS: Soient un graphe G (V,E) regulier de degre 3 

et un entier k. Existe-t il un sous-ensemble d' au plus k s0111111ets de G 

tel que toute arete soit incidente a au mains un de ces sonunets? 

ENSEMBLE TRANSVERSAL a: 3-RECOUVREMENT DE SOMMETS: 

G est obtenu en remplacant chaque so1oc11et v dans G' par un sous-graphe , 
H {v) cormne indique dans la figure 5; 

k 
.... 

OU td J{v v EV' est de degre d}I • 

Si. v est (n 'est pas) dans un transversal de G' , alors les s01n1nets entoures 

(noirs) dans H(v) sont dans le transversal correspondant de G. Le fait que 

dans chaque H (v) , le nombre de soxnmets entoures mains le nombre de s01r1cnets 

noirs soit egal a un implique l'equivalence des deux occurrences de pro

bleme. Nous laissons au lecteur le soin de verifier que la taille de Gest 

bornee polynomialement en la taille de G'. D 

Il est deja prouve dans [Garey et al. 1976] que ce probleme est NP-complet. 

Ils ont aussi montre que l'ENSEMBLE TRANSVERSAL dans un graphe planaire ou 

tout son11net a u.n degre s 6 est NP-complet; pour une application 

culture de ce resultat, voir [Federgruen 1978,p.220]. 

• en agri-

• 
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G' : degree of v V G: H(v) 

1 

2 

3 

• 

4 

a ~ 4 

• • • 
(d-4)x 

Figure 5. Reduction d 'ENSEMBLE TRANSVERSAL a 3-RECOUVRE:t-1ENT DE S0t'1METS. 

La NP-completude de 3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE est etablie de facon 
I 

similaire en remplacant localement certaines unites par des structures 
I 

differentes dans un probleme NP-complet. 

PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE « 3-PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE: 

T u TI. 
TI ET , -

T - - e ES'}), 

ou Test defini recursivement de la maniere suivante: 
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T(T') = 

- si IT' I 3, 

T' T' --
• • 

T' T' 
si IT' f > 3, f T' I pair, 

T' T' 

T' T' 

T' T' 
3s si f T' I > 3, T' • • impair. 

Cf. figure 6 (ignorer la distinction entres les cercles, les carres et les 

triangles pour l'instant). La validite de cette procedure pour conserver la 

structure originale du probleme est claire: a chaque etape de la recurrence, 

T remplace un ensemble T' par une collection d'ensembles, contenant les 

elements originaux, ainsi qu'un certain nombre d'elements fictifs, de sorte 

qu'ou bien une collection d'ensembles de 3 elements correspondante a T' ou 
-

l'ensemble contenant taus les elements fictifs fait partie de la partition. 

Notons que l'occurrence finale satisfait IT' I = 3 pour tout T' ET. 

Il faut encore montrer que la reduction peut etre effectuee en temps 

polynomial. Posons · 

Puis 

d'ou 

e: (t) 

a (t) 

e: ( 3) 

a (3) 

E (t) 

C1 ( t) 

nombre de nouveaux elements crees par T{T') avec (T' I 
nombre d'ensembles de 3 elements dans T(T') avec IT' ( 

t, 

t. 

0, e:(6s) 

- 1, 0(6s) 

s 2t, 

< st - 3 • 

3s+e:(3s) 

3s+o{3s) 

(s ~ 1), £(6s-3) 

(s ~ 1), a(6s-3) 

3s+e:(3s) 

3s-1+o(3s) 

(s ~ 2), 

{s ~ 2), 

Il s'ensuit que l'occurrence original de PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE est 

transfor1ne en une occurrence de 3-PARTITIO E:N·r D 'ENSEMBLE avec 
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blanc ou bleu de sorte que chaque sous-ensemble de T contient un element 

rouge, un blanc et un bleu: 

COUPLAGE A 3 DIMENSIONS: Soient 3 ensembles disjoints R,W,B avec 

IR I = I WI I Bl et une f amille /4 c RXWXB. Existe-t-il une sous-f arnille 

de sous-ensembles de M telle que tout element de RUWUB appartienne a 

exactement un de ces sous-ensembles? 
• 

La preuve originale de NP-completude pour ce probleme est due a Karp [Karp 

1972]. 

5. NOMBRES 

Nous allons conclure notre discussion par 1 'exaiuen de deux problemes de 

partitionnement NP-complets portant sur des nombres: 

• n 
• ]= 

PARTITION: Soient n,a1 , •.• ,an,b des entiers non-negatifs avec 

Existe-t-il un sous-ensemble N' de l 1 ensemble d'indices N {1, ••• ,n} 

• 

tel que b? 

3-PARTITION: Soient n,a 
. _ . T""3n 

nb. Existe-t-il n sous-ensembles de 3 elements de N = {1, ... ,3n} 

N 1 , .•• ,Nn disjoints tels que . a. 
JEN. J 

.l. 

PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE oc PARTITION: 

Soient S et S 

1 • si e. E s. 
l. J (i 1, ... ,s; E .• 

.l.J 0 • s. SJ_ e. 
J_ J 

et dete1.1ninons la reduction par 

n - t+l; -
s i-1 (j 1, ..• ,t); a. - e: .. n -
i-1 J l..J s i-1 ... n A a OU ao • 1 I 

.l. n 
b -

• 
J 

b . - 1 ? pour i - , ••• ,n. 

Nous definissons 

1 , ••. , t) , 

t 
a I; • 1 J J 

a. 
J 



Cf. [Karp 1972]. Chaque sous-ensembles.ES est represente par un entier 
J 
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qui peut etre considere cormne une chaine de O et de 1, correspondant au a., 
J 

vecteur caracteristique de s . , dans une n11rnerotation 
J 

de base n. De facon 
I 

grande pour garantir que PARTITIONNEMENT D'ENSEMBLE a une solution si et 

seulement s'il existe un sous-ensemble N' c {1, •.. ,t} tel que 

Dans le cas avons b = a 
0 

sorte qu'un sous-ensemble N' satisfait 

seulement si le sous-ensemble N' c N (N'u{n} c N) constitue une solution de 

PARTITION. 0 

COUPLAGE A 3 DIMENSIONS oc 3-PARTITION: 

voir [Garey & Johnson 1975,1979]. 

La reduction consiste en une suite compliquee de transformations qui de

passe les limites de cet article. D 

Bien que PARTITION et 3-PARTITION soient NP-complets, ce dernier apparait 

beaucoup plus difficile que le premier. Afin de formaliser cette distinc

tion, notons tout d'abord que la taille de l'un ou de l'autre probleme est 

o (n log b) si les donnees n111neriques sont representees de fa9on raison-
• 

nable, par exemple dans un systeme binaire, ternaire ou decimal, et O(nb) 

si on emploie un codage de base 1. 

Ila ete prouve que PARTITION est NP-complet par une transformation 

qui est polynomiale seulement si on utilise les codages precedents, c'est

a-dire en vertu de l'hypothese habituelle que la taille d'un nombre est 

proportionnelle a son logarithme. Par centre, considerons l'algorithme de 

program111ation dynan1i que sui vant pour sa resolution [ Bellman & Dreyfus 1962 J. 

Definissons des fonctions booleennes F 0 , ••• ,Fn par 

F (x) 
m 

vrai s'il existe un sous-ensemble N' c {1, •.• ,m} tel 

que 
jEN' 

a. 
J 

x, 

faux • sinon. 

PARTITION a une solution si et seulement si F (b) a la valeur vraie. Cette 
n 

valeur peut etre calculee en temps O(nb) a l'aide de la recurrence suivante: 
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F (x) 
m 

vrai six= 0, 

faux • sinon; 

F l(x) v F 1<x-a) m- m- m (m ~ 1) • 

On pourrait appeler cet algorithme pseudo-polynomial dans le sens qu'il est 

polynomial seulement si on utilise un codage de base 1. Ainsi, le fait que 

PARTITION est NP-complet si l 'on utilise une nu~1nerotation binaire et, le 

fait qu'il appartient a P dans le cas ou on utilise une base 1 sont 

parfaitement compatibles. 

3-PARTITION reste NP-complet meme si on en mesure la taille en 

utilisant les nornbres sur lesquels ils portent plutot que leurs logarithmes. 

Cette NP-completude forte ou unaire de 3-PARTITION signifie que meme 

l'existence d'un algorithme pseudo-polynomial pour sa resolution implique

rait que P = NP [Garey & Johnson 1978]. 

Il faut que le lecteur realise que les reductions presentees dans cet 

article ont ete choisies pa:r:mi les plus sixnples. Nous n'en esperons pas 

mains pour cela avoir demontre co111ment les outils de la theorie de la NP

completude peuvent etre appliques avec succes pour analyser la complexite 

de calcul des problemes de couplaqe, de recouvrement et de partitionnement • 

Des analyses similaires ont ete effectuees pour beaucoup d'autres classes 
• 

de problemes combinatoires, le resultat etant une impressionnante collec-

tion d'apercus detailles sur leur difficulte inherente [Garey & Johnson , 
1979]. Il semble que l'acceptation universelle de la theorie de la NP-

completude est bien meritee, tant du point de vue theorique que pratique. 
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