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In d, .. t ~~ocroeeJ .. d zien wij, d.at ·de· gedeelde diff erenties Va.:tl de derde 

. de constant : .. -: l zijn, zodat dj.e va11. hogere orde n · · zi n. · Di t ia 
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1~oderne· Rekenmethoden. 
' 

··• Dit is.de for. e van.Taylor met restterm in de vorm va11 L- ,.angel.•·· 

W:i .. j · zt1llen . nu enige · ~9,~P~~~;Ag~_;tl. van het voorgaart.de behandelen~ 
,' ·, 

Het eers~~ yg_q:rl)~~ld is aan on~e pi·aktijk ontleend: Gevraagd een zo 
,,!1,1~.,;;~,,..,,/<•/-'► ·c,,•·•/''''"~••· ., .· .· ,, . .,,,,,,J••••,,~,•.=, , , , . 

eenvoudig mogelijk polynonm f(x) · --t~ 'tii1palen, · zodf\nig, dat f ·· 0 :.".~ 1, 
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. o··•.· ' . •' . . ' 
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111 17 

. . ·c-·· . ' ' " . 
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' 0 ' 

o· 
lllill . ' ' Ii_ . 

0+1 
• 

0 
• I ,Ill-

. ' ' . ', . ,. . . 

' ' ' ' 

. ' ' ' . . 

C+4 
0+3 

c+2· , -3c .,,,6 
-20··3 

' ' ' 

III• 4C " JIil O ' 

0 , f ' , ·: . .. · C • 

Wij · stellen een e chema van 
gedeeld,e .·d:t.fferenties. ~P-. . · .·.· 

uitgaande van vier basis·•'·" • .·. · · · ··· 
·- ' . 

' . . . . •. 
' ' . . ''' ' .. . 

· . :p12,nten X ~ () en drie . basi ~.•:;~ , 
' ' ' 

' ... P· ... · u·._ n .. ··· .. t·• -e .. ·_n·. · x .. · · · ; .. ·• 1·· ·. - · . n-· e·· ·. ,o· · nd···. e- r-.·- 0 +."'1"· CJ·r.r.·""· .. : 111 ·-· . . , . . ·.-: .. ,- . . - . _· . . . . ·.,:;J· -. 't,.,. •·· ". '~ ~l J.:~-- ·_ ... 
. . ' . . ' 

' ' .. . '• 
' . .. 

streepte waetr.rlen. volgen · ·wee,:- -•·· · 
.· trl.t de gegeven .·. ····• geleiden~ .. · 

waarna. de re~ .. h ,,.an het . sche;,.uq 
·· · ·._ · ma kan woro.en geeompleteerd. 

' ' 

' ' 

' ' 

Uit 1.15 ·. volgt nu direct: 
. ' .. 

. ' . . 

' 

. ' ' . 

' ·- ' . . .. 

: . ' . 
. . ' . . '. ' . ' 

' ' ' 

. . ' . ' .. ' ' ' . 
' ' ' 

. " ' ' , . ' . ' . _- ' ' 

. . . . ' ' ' . . ' 

. ' .. '' ' . ' ,, . . ,, ' ; . . ' 
' . . :- . ·- . . . . ' 



"" 

Moddenae. · .• ··. kkz:i,J.ae · .. ·.·. oden,, 

• 

5 

10 

15 

20 

sin x. 

0,08716 · 

0,17365 

.. · 0,25882 

· 0,34202. 

5 

10 

20 

.. 

57,81~ 

58,71 · 12 

60,10. 

· Wij hebben gedeelde differenties van x als functie ·van, sin x be.,.. · · 
• . 

paald ._ . s basispuntan nemen · .. ··· ... ··•···.• • n11 aoh-tereenvtlJlgens de punten, wa~ li' "" 
. . 

voor .:sinx zo dicht mogelijk bij Ot20000 ligt, dua eerst 0,17365, 
. . 

dan 0,25882, dan 0,08716 en d .. an 0,34202 •. 
' - . 

Dan ia volgens de formule van Newt·Qn: 
.· * . . . ... • 

58,71 · 0,2 ooo ·.· 0,17365·. + 5,~ 0,20000 •111~ o,17365 J( .··.·.·.· .·· 

.. 

~·.·.0,20000 Ill 0,17365 0,20000 ·--
.. 

~ 0, 20000 111 • 0, 08716 · ... 10 + l, 547·0 • 0 ,0081 "•1
• 0, 0021 

. . " ' · wat · 1 · .·.·•·· erdaad de.·.·. j ui st~e · waa.:rde ma. .· . ' . ' .. , 

. . . . . ' . ' ' . . ' . : . . . . . . ' ' ' ' . . ' ,·' 

Een wat algemener geval treedt op,. wanx1eer twee ftinotiea, zeg 
• 

. •. ' ' ' ' . ' 

y en z getabelleard zijn als funotie van een :parameter x, die ~:ns 
. . 

achter · niet~ meer interesseert. Ylillen w:3,.j dan de waarde van z bij · · 
' 

, . ~ . . . 

. voorgesc <even waarde van y hebben, dan··is het··niet nodig· eerat door 

' ' . . ', ' . . ' ' . ' . ' ' ' ' . . ' ' ' . ' : ' ' ' ' . . . . ' . . ' ' ' ' ' ' ' ' .· . . ' '. : ' ' -_ . ' ' ' ' ' ' . .. . ' ' ' ' . . ' . ' . . 

kan direct uj,,t y de z vinden. Het kan ·. ook het · grote voordeel · hebben, .· 
. ' . . . . ' ' . . ' ' . ' ' 

. ' ' . ' . ~· ' . . ' ' . ' ' ' ' . . ' ' ' . ' ., · ... · .· 

' • ·• • •• ', ' . • • • ' ' ' ' ' • ' • ' ' ' ' " • ' . ' • ' ' : . ' '. ' .: ' • ' ' ' ' ' . • ' • • ·. ' . • • ' • ' • ' • ' ' : ' ' ' • ' ' • ' • ' ' . ' ' • ' ' • ' ' • • . • • ' ' ' • . • • ' ' .-. . ' ! ,. ' : ' ' ' 

de:n van de· x niet .. ·. wel mogelijk is,·.···terwijl z ala f1111otie va:r1y hee1.•··.·.· ... ·•· ... ·· 
i , • ' • • • ' · ··· · · . · · X ··.· · .. X ·· 
normaal is. Als vo.orbe,eld hi~rvan kiezen wij ·. y · · .. ·.· e · .. · · ... + x en z :.,. e ·1 ,"X(t · ·· ·. 

. ' . . ' . '• ' . . '. . . . ·. . 

. . ' ' 

.Gevraagd· wordt uit de• volgende.··.tabel.·. door interpolatie •. de· wa~de·· van·. ;. 
' ' . . . ,. . . ' ' . ' . . ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' , . " ' ' . ' ' . 

. . : ·. ,"-· 

z te vi · en, waa.rvs11. y :-.: 300 is. 
. . ' ' . 

' ' . . . 
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IModarne Rekemnethoden. 
• I 
I 

t y • ' ' z ',. 
1276,02641.264,82641 

304,56740 293 ,16740 

. . IJPl .. 

250,19193 · 239,19193 . 1,1 .10 . 

0 · .··,,· 0 8 . · . ·.' . 
336,09956 324,49956 · '. 1,435~10 . 

' . 

226,80642 216,00642 l,096al0 . 

··, .. 0,9930619 
370, 93747 359,13747 ,, 

' . 

Door interpolatie ·, vinden · wi,. '. dan: , 
' l , . 

,· . ,. ' ' ' .. . • ' 11111 ~18 .. 

t·" 'I'.' . • , 
.• \.·' . . ,, ' 

' ' . 

·~ ,, 

• .; e , 

10.,, • 

' . ' ' : . ' . . . . 
. ' . 

z "''' 264,82641;+ 23, 5, I 

111•~0,001478 + 0,000154 + 0,000018 To, 03:,:~,,·•,'. 
288,63070-. In dit geval zouden wij in de pr tijk nstuurlijk at1dars · 

' ' . . . . ' ,. ' . ' ' 

door een beetje proberen de bijpassende waarde van x zoeken •. Door dit .· 
. ' . ' . . . 

, en z = 
' - . . . . ' 

woord was preeies juist. ,··, 



Moderne Reke1wetl1oden. · 

h.et ar0 ent .. constant · is, 

distantz1 n. Het genoemd 

we aan met de letter w. 

of a· ... e:rs gezegd, dat de basispunten equ:f.•~1
. · · 

ve-rsohil noemen we het interval . en ge~ren 
• • q. ,,',.".•··'' ""'"··•,·· , .. ,, ._;. ·.< .. ~ .. ,_ .. ,, ..... ' 

n 1 c:,,«··\.,-' !J;i#_,_.,.,~;:,.· 

. . . . . . . - . 

. Maa:r 

niet met .... ··.· .. · ·. dif~rentieqUD'ti.enten•. . te rekenen, · maar met · de.· differen•'"'• ·. ·· · 
.. · . ·. . . . . .·. ·. ... . ~ .· ·. . . .. . . ·.· ··. 

ties zelt. welke veel eenvoudiger te berekenen zijn~ en in de fon:nule · ·· .. 

de nodige correcties aan te brengen. 
Het is voor ·.het volgende van groot bel~a.1,g een welove:rwogen nom.en-.,,, 

c1.,~~t.uur te bezitten, d:i.e ondubbelzin.1:ti~ eid paart aan eenvoud. Jarnmer 
' ' ' ' 

genoeg is er j:n de literatu1A1~ =· ote veraoheide eid •. Wij z len dit:f.:e 
versohille ···. e systemen volgen, welke elk. o .·.·.·· er omstand .. i ·eden· voordeu,. 

" . 

' . . ' . ' 

. . 

. ..· ·. . ·· .... ·. ·.··•. .· .... · ' .·. ··. . . . . .. · .. · .· . ··k·' . ·. . . .. . . . . . ... . . .. ·. . . . ·. . . . . . . . . · .. 
' '·, ' ' ' ' '. ' ~ - ,-

' . . ' . 

weer door de s bolisohe k-•.· e maoht van een·· differentieoperator·. · 
. . 

• 

.. ·····•· b , V · .. · .. · ·.. te plaatsen voor llet fuJ.Jotieteken. .· ·· ·. erigene . laten we •. · .· .. ··· · 

' ' ' ' ' ' ' . . . . . ' . ' . 

' ' ' . ' . . 

' .. - ·i'.' .· ,· ·.. · ... '. ' ·, ' .·- : ' _- . ' . ' .. ' ,' ,•, ' '' . ·. ' .· ·_ ' . ·_' ' ·,' . ' ... : .-'' '' . ''' ' .. ·-' 

Yearop de pl aats en i ex samenhan-gen verschil-t .· in de drie systemen · ··.· · 
' . ' ' . ' . ' . . . . . . 

' - . .. en· ... ·.··. wo •. ·t·gedefi· .·.·· .. ee.:rd· ·door:· .. ·•· .. ·.·. ··. · 
. ' . ' . ' . . ' ' ' . ' ' ' 

.. ' 

, . ' . . 
. .. ·, . ' ' ' . 

' . . . -~ '. 

.. . . .· · .. ~. . •. ·.· .. 
. . . 

. , ., . 

• Voorwa.a:l~ 1tse di:fferenties : ·•·· ·. 
' ' ' ' ' ' ' ' . ' ' . ' . 

' - ' . ' ' ' 
. ' 

' . . ' ' . . . ' ' ' . . " 
' P . 

' ' ' . '• ,' 
. ... . . 

,'' ' ' ~-· ' ' . . 
' ' . ' ' ' ' ' .. , .. . . . 

. . . ' . '• ., ' '. ' ' : ' ' ' 

. 
' ' ' . . . 

f -~· I:,~;•· f .· ·.···. 2.~2 .~ 
' . ' 

' . , ' ' 

' ' ' ' ' ' . . 
. . . 

' . . . ' , ' . . 
. ' ' ' . . ' 

•····•Centr .. e··differell:i.·.ies· .·.:··•.·. ·• ·· 
, I • . , , , , • • , , , ' , , , , 

' . ' ' ' . ' . ' . 
' ' " ' . ' '' ' . 

' ' , ' 

. . . ' ' ' ' . . . ' ' 
' . ' ' . " ' ' ' ' ,. ' ' . : '. . '., ' ' 

. ·. ', ,, . . ' ' ' '. ,• . •· . : ' " . . ... '. ' " '.- . ' -.- -, ', , ' ", . ' 
,, ' ' ' ' ' . . 

· . · .. ,·, ,. ·· ·- '.,"'.Ii. · ·-·.·.; _.,,:. · .· ·· . ·,, ,· ·.-· ' . . 
' ' ' - , . . . 

' ' '. ' 

' . ' . ' 

• 
' ' C ••• ' ' 

,, .... , ·•.·: · .. ··.··:· .. ,: .:- '' . '', . ' . _: ''•, ··,' 

', · .. ·.· - '~-. ('·,, .. ,' .... ,.-' •, '. ·. ,_.' ' .. · .. · ..... ,··' ', ··,' '. ' . __ ·_.: ·'.· ' ·,· ·.·.: ,,' ·,,· ', ,,:·,· .. · .. · .... ' ,·•, : ., .. ,' ·,: ·. ·. · .. · ' ·: " .' ,,,', ,• ·.: -'," .. ·.·.··. '. ---··.-.·.· .. ·.· .. -· .... ···.·::"•: 
' ' e,L ' 
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. httt\J~e1:1 g.~ .. l+ k. oo~ aomfulloti~s .. i ... · ·evoerd, . welke . het di.f:f erent:l.esoheme 
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~oderne · Rekenmet~oo.en. 
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· Wij · zie:ltJ, dat de vierde dif:f,;rentie geri · ie, maar hier en daar 

aterk osc:i.= .. leer·t• Zo zie11 v;ij op lijn 420 een maxl.mtun 110• Dit is 
• 

ongeveer 6 x 10. h~etgeen ook klopt met de beide neastli ende weardei 
•:t6a en ·,,,,073, Vtrelk.e ongeveer .,.,,4 x 18 zijn en de daar naaat liggend.e ·. 
,~ .. ae,rden 14 en 21, die c.a, 1,x ~8 zijn" Dit au~gereert dus aen ~out 

. . 
. 

van +1s een~e .. da~ in .. ·~ ,,,, ' ·". ', .• ,; •' 4.~ ,, ~ 420 , Kl-aarbli kali k mr;eet de 20, wa.arop het 
. 

i~ctal ci:ndigt, 02 z~ .. jn• Di.t t3~pe :fo\1t, de var aaeling van twee ci. ,,.,., 
' ., . . 

.~~,~·,re ~ :t~s oen van de me«.3st v,s·crkomenda, In de tabel9 
j:' 1':li,.~~ ·~og ~~ri e :routen. Wi . laten net aan de cut:·s:t~st · ever ze te vi en~• . . 

' .. :· ·_ :-,iY•\·,~ 
• 'r·•., 'J' ,J 

' ' ,, _.:· ·ii.;_'.-<,·:JJ 
• .I , _ ., •a c , 
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1)(~~,t::; methode van een tafel oontroleren :J .. s zeer belangrijk, spe•" 111

'" 

c:ica~1~ crn de g,:io,1'e fouten er uit te halen• Het is eohter niet altijd .· .... ·.· . 
• 

. . •j 
· __ : -' 

si.~~~.deoimeal te ontdekken•·· Imlnera door da afrondi .. ··•·. en ku."'men ook aan .,i 
. . . . . . . . . . . . ... ·.·~ 

. . ' . ' ' . . ... ·-··~ 

zienliJ·ke .... ternerende differen4-iea ont staan-. Wal is ht=Jt va.ak mo.weli ·1 . . . . .· . . . .. . . .. . . . . . . ... . . .· . . . . 11' . . V . . . . . .. . . . .. . . . . . . Q . .. ·. · .. ,. 
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om altl1ans wa:ntrouwen in bepaalde waa an te wekken, welke dan aohter◄ 
. . .,., 

• 

af geoontroleerd ku,x1t.1en worden•. Het vervelende is, dat de effecten · 
. . . 

· ~an aft-ondingen,. met toenemertle .· orde van de·· differenties · wat ·ha: .... •··•·•er.· 
. . . . . 

stijge:n a.an die. ten gevoJ .. gde van een ee eidsfout in de fuinotie • 

· . Men kan · de diffe.renties .· gemakkeli k · u~.td:--;tlr · nin de· funetiewaar1d•I 
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slechts eenmaal ingeal .en te warden• Bij het berekenen vantweede 
·. different!ee direct volgens . 3 •3 ··. bre . ··· .. men eerst de · middels~:e · t• "·, 

2.. . .. ,,_-·J 
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. . ·••-•-
', a • • ,, 
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_· ·, \9 
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' _··:.:} 
... -;·?; 

··-~ 
- ' ·,'.·'.ii 
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. ~ . . . . . . . . ~• 
in-- e·•·n-,,.. Te~·.t"l_,,.,,.e. • f··. ,.,~,..t··. i• ~w• l,"la· ·rAe. · m··_ O·· •t• ·n. ,,. t·· u,~e-~f'!l .··. · · in.ges .. _1 .. 0 .g· ·en WP)l"l,C.en,···, .·. '.~;i 
~'r.. · JlJ • e...- "'~'\)_.. ~--\e ..,, - W 1'.l,. ~~ , ,Ji\ ,,,;~ . i&ACifl . - "' . .. ~,. ,,-• .. " . . ... ·>'·"'~ . ' . ' ' ' . . ' ' ·- ~ 

. . ' ' ~) 
- - . . ,--,r:if~ 

. ·--::'b -"'·• 

' -·~· ' . '·.:; 

Al m,:;t al is het ma.ken va:n di.f"fe:'entie a een omslaohtig en· tem-•· x• 
. ' . ' ii 

. . . . . . .. . . . . . . 1~ 

· · tijd1~0,rend wer"k• Bovendien kf)mt het vaa.lt: voor dat in de di:fferenties~-1~ 
. . . ..{ 

. . . . . . . . ·~ . . . . . . . . . .· .... ~ 

die de flL~ctie moeten oe,ntroleren, rceer :fouten steken dan in de · :fu.n:,:.t 
. - . . ·- ·-· • . ' . • • -· ,v 'I' 

• • • C '·'"1' . . . . . . ... ~.~ 

· zelf l Daarom is het voor een modern rekenbureau van groot belang ov •;:'.:. 
• . , .. . . , - _, SM 

'· · · · ·. · · · · · · · ·,-•-:··'ri(,ii;." 
. . , . - _· - · ·. ·· .· · .. - ... · : ·;_._-_1-'f~I~ 

mechaniacl1e hu,lprn:l*ddelen te besohikken, welke snel en feillooa dit,1,,~ 'l{:fj 
' . " 

' 

coxnmerciele maol1ines bekei:n.d. endei-1 de . naam ttboekhoudmach:.i~nas'', · even11
""' .·· : 

. . 

. . ' . . . ' ' . 

. t11eeJ .. van apeoiale · ·.·. j~igingen voorzien• Een van de meeet doelmatig' 
' 

' . ' ... w,-~~~ ..... ,.,,,.,-.e>e''•ii,,,,,.,.,,.,;;,,,.,,,.,,,,~,~w--,1,.,,< ...... ·, ,. ✓-· _ •• ,.~., 'Y'• ,, , ,,,., '" ,, ,,,,, "'-"''•'"' ,.,a,s,,,,..,,dv-,,,• . .<'•"•l,<1>">!>•',H.>;",, ,,.,,,,,;~};/l'\'<J;le•,J\.>\l>e•··~·"•'l'f''·'"" ' ,; . ' ' ' .,, ' , ' . , . ' , , , , ' ,;· 
. - . ' .. , . ' ' . . ' . 

ma·tj.ech Centrum bezit een zodanige machine, specia . voor ons ge '. j 1'il" ;j 
' .. ' . _· . ' . . . ' . . ' ... ·. . ' . ' :.~\! 

zigd• Deze machine kan nog heel wat meer d,s.n. differenties m · en, zo ,·:.,! 
' . ' ' . ' ' -,--,,,., 

. ' . ' ' ' . ' : ' _c;; 

we later zullen zien• Maar we zullen hier iets ,erover vertellen, oo~i-<,il 
. , . . · , ·. . , , . . , , _'.:1::.\i . . . . . . . . . . . . . . . . . " t,,1~ 

al omdat er enkele .·· ... ·· .. ···•· sties bi te pas komen die een ander lioht ••,: .. ,.;:_,\, 
- . . . - . . . , :,,,,;;?w1,; 

: . --.}\W}i! 
. ,• '"-"':!* '? .· /''f_li' '"· . .-.-·-·•1,t~ 

' . .-,,,:,;, ,,,.. 
. ·-.-:-·--:'.?:1· 

. ·"• ~-,;,,, . 
' . •'. ·.:;_·--::f½1• 

' . ,--,~'-"-' ., ( . ' ,,',\--;)t<li"& 
. ,' ' .· ' ' ' ' -_ .. -'--;\iiffi 

' ' _. . . ,•· . ' ' . ' -·-"'·""" 

· Een National 3000. machine. bezit. 6 registers, waa1~in optelli• ea·;:~~ 
. . . ' ·_ . . ' ' ' ·_ ' . '' ' . ' . ' ' ' .· ' .- _- ' . . ' ' ' _- ' . ' . ' ' ·_ ' .·. . . '. . . '' . '. ' ·_.-' . . : ' ' _· _· . .- . < ,\;\'. 

uitgevoerd kunnen wo,rden•Deze · zijn .gentunmerd. in de.· wat ongewmie volg~ 
. . ' ' :., . ' . . . ' . ' . . . . . . . ', . . ' . . . ' ' ' . . _-, ,, ' ,.-! 

. - - . - . .~ - . . . - . . ·--•~r 

· · ·. ,_ ,_ . - - . , · , ·,;.-,:·1,-,d't .· . . . . . . . . . . . . . . .. . .. ~l~ 
. . : ' ' . . . ·-:. ,, '""" 

af getrokken word.en, Nu l:l~jkt bet wondsrli k, dat z - k een oombi1nat1e;~~~ 
. . . . . .. . . . . . ·. . . . . . . . . . . . . . . . ~ ~ . ,~ 

. . . . . . . . . . ' . . , .. -· . 

· · · ·-·1:,s(-,'-'.·; 
. ' . . ;)·'··._,;;•~ 

.· moet · worden .· .. afg. e-tre .. ··. -_·•.·.en• ·. Maar dit bezwaarkan door een ·. k:u,nst ... • -eep, .. · .• .··., :;; 
. . . . . .,,. ,.~l ,• . .. ' .,,,if!" 

• ' ' • • .-;.,-·,;-~v 
' . ' ' 1-,,,&1>;:\ri: . - . . -. -:.\;Et 

· · war·d en . on.·• ··.d.erv.·•···.·• a~ tt ...... · .. · en.··•.· .. · · . ·. ·· ·.·· .. : · .. ?ti 
·~ . ' . '. --_, ..-~:\/)j~ 

' ' ' ' . ' ._· ·, J;-,,:,;; 

· De •machine be zit . . met die ,..:, . , .·· -,.,, . 

. _·- _·.:-.- .. _. ·::_··_ :--·:_ -.-. _-, -. __ - _ - ___ ··: --- __ -. __ · .. _:_·: .. _ -__ .. __ - - .. _:· __ --_-._._---·_-- ___ :-.· ... -_- - ___ : __ -- __ .·._·. ___ - _· .. _ -_---. - .: - _: . ·---_ :.---· . ·· - - -- ·-·._- :· >-:_----_..:_~--i~;Jfl:; 

··pen, t,e vergelijken 1netdetab ator··vaJl, ,een sohrijfma~hine•·Bij e:··:.i~~~ 
·.• .·." •· • ' ' •• ,"_.· _· •• ·_. ~ ·.•• ' •• I ·, •, • .• ' ·, • , • ."· -•• ,' •. . .·., •• ,· "._~• • .. •• , .,-:· _.· __ ._· • .. -.- , , ', : • .. ._' • •••• • ... _.,_~•-.,-•./r:ti 

.. zodat; ... steeds een van de stoppen tegari ... de tabula"ornok aanl~gt• Daze .. ::'i 
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het nJ,. op een toetaenbord inslaan en dan op de motorbedie ··.. stoeta 
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'-'~it~Jol~ring daze bew~rking S\i'btotaliserend., d•W•Z• het ge+; "blijft . /;; 
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:in het register, waar het aan ontleend ie, maar men kan door eerat. ea.I 
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totaal toeta in te drukken. de baw~rking totaliserend laten verlopen, •_;% 
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fltW• Z• d~t h~t register na afJ,,oop leeg is• Verder is onze machine ge{!l;ti ;·;;:~l 
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. ' ' ' ' 

. . ·'·1aJ· 

' ' ,, ' , .. 

het op.· hat. papier g~dr11kt, tenzij. men di t. drukken onderdr11k't met . een .. · 
apeciala inrichtit'~• Er zijn ook speoi .·.· e stoppen met C v·oorzien, · 
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,vaarbij . geen overdraoht in· een van de•. register a plaate vindt, dooh · 
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· ,,r.aarbij de maohina alMleen maar vermeldt na indrukken vax1 de betref1111 •1 •• 
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r,ve1"gegaa:n i.n 3 • Vervolgens word t regi, star 3 ge subtotal 1 ... eoerd in .. .,1 
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en ,;,..4 e.nz• N,1· gaan wij · b~wijzen, dat de machine inderdaad de differen~ 

t~.:t~S dru}:t en de flinctie waer in de laatstf;l kolom, zoals de bewc:-i .(: 
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· .. ti:~r 3 , · het begin van de oyel,1s nuJ .. is• Wij tcr-en alJ .. er 1.;."erst a~~, d,.e,~ 
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· i'·:: :L-t d.r~n ook weer het geval is a.an het eind van de oyoluJ, dus asn l:.et 

1:-ec~in. ,,ran de volgende cyol:as, Laten ~~vi .·· maar e-ien het :prooes vol gen-. 
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ver~nd.erstelling over de som aan het begin van d e oyolus• Du,s de.· so111 .I, 
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laatete ·•· kolom f .· reproduoeert ··•· egn waa· •evolla oontrole ·I .... • Ver,der 1:j,1 
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-:,·•.:···.· ..... _- .. :·:_·::'.: .. ·<::::"··:._ ... , .. ·:···:·._,·._.: .. ·:··.:·,.-·'..-.·:_.-·::·:·_.·.:_ ... :_·,\··- -:_:·_·_1_:··.,·_,.,.·:_-.· .. ·.·.:_.,.,_:-·:i·,···:··,·.:·_,,··:··•_,: _ _. -·:·_:·: .· .. :·:· ·.·.-:·· __ ·,:,.--:··, ... ,·,_,:·.·_,_·· ·.:_ ... ·.· ·. · __ .,--_'· ··.·.-· .... -.:··.-•:-" .... ,:·_· . : .-_ .·:.·:._ : _.::.·· .. ,:_ 

·. ·••.··•·.·.· ···• •····••·· .. ·•··. · > s • ·•· .. ·.·•··.··.····· ...•..... niet tot aan de .5' 1
" 1tle d.ifferentie willen.. a.n 1 behoeven. : 

'. . , ' ' . . ,· ' ' . ' . ".. ' . " . ,' ". ' . ' . ' ' . " . ' . . . . ' ' ' · ...... : '/ .... '. 

.. . . .... eenvo. ·. is de ter .•· .·.•·· • oo;pnok van• een van. de·. stoppen n,eer . te dra.aie11:, 
>.. • .. · .. ,·.· ... ·.· .. · · .. ·.·.·.· .. · .. ··.·· .. ··•·•··•·.·.·· .·.· •.. ·.·••·.··. ·•·· .... · .... · .· ..••...... ·. . ' ...•.... ·. . : .. ·· .. ·· ....... · · .... · .. · · .. · .•... ·· . ; ••.. ··. •.. · .. · .. · ..•... •.·.· .· .. · .. ·· ·. • .....•....... ··. •·· ... ·.·.·· ... ·· .. · .... •.· · ... · ...... · · .. · ... · .. · ... ·•.:.\. 
en de sse..lt 1s .. vtor elkaax-•. W1:llen ···.·• ...... · .:b1JT• .· ,·e"r <extra·· oo:pieen van 4:t 

kSJ:1 dit bi V• gebeu..~n ·· door enige Q,,~s+cppen ···aan··· het "ei .. ·· · van de ·.····. ···. · \' 
. i1neaal. toe t·e voegan en d .· .. · · •··• p regieter 5 te s ... ·· tot .. ·. i eeren• Ook Jt , .. 

, .... '_-.::·.· .. · ;_-._·-_·. ·.:·'•.·.·'-.·.·:: ,·· ... ·,:·' .·· ·.- .. -· ··.· -::-· - '.· .. ··· :··.:· .. ·:_·· .. _ . ... · .. :_ .·.··:,,,_ .. _::. .. · ·.:·.· .. -.. -.'--' .. :_,·· ... ·.' .· ... ··- ... ,_..>·-.-· ·.'.· ... :_···_· .. ·,_ ...... , .. .-_·.:-_;:';l~ttU 
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toetse:n.~ord, dat met een herhaal toets vastgehouden wordt thans afdruk .· 

· d .. _~1.:.kken en :n:!.t,'t het · complement, wa,t · register 5 doet, · indj_en f negatJ .. ef ·.·· 
' . . 

. . 

De capaci tei t van de machine is 12 oj~j:fere in elk reg1~~.ter-. De · ·· 
. . ' . . 

' 

du.1.1r van het proces per re gel is ongeveer de tj~jd . benodigd voor het 
' . 

. . . . I - . 

is veel korter dan 
. ,·-. . - ~. . ' . . . ' ' •, . . '. . . . . . •, . . . 

iemsnd nodig heeft c-m de differenties neer te schrijven al kende hij 
. ~ 

. . ,, 

schorr1n1elt 
en ,.,,,,,12 > zoal s bet behoort • · 

• 

• 



.. 

ken,1,.en, • · die van Gregory~-i.,lfewton, welke gebr '. lt maakt van voorw·aa1~t",•0 
.· 

se of achterwaartse differentiee en de groep Tan fo1;mu.l,e•• welke ge,,,. 

br. k m en van centrale diffarentiee, waarran wij · al tijd · s represan:! 
ta1·1ten die van :Bessel of die van .·.·.•·· .· erett sullen kiezen• £ese t·wee t · .. 41J 

. inte . · ... olatieformules sijn · zowel iran een • zui ver wiak11:z·10,ig .· .... · e vax1 numa-·~ · 

riek atax1dpu,t1t bezien zeer vers · ... · illend • Wij z .· · len ze eerat van hat 
numerieke standpunt · .···.·· .. t besien, 

Het · 1e duidelijk 1 dat een interpolatietorm ·.·· .. e des te bru,~ .. kbaarder 1• 
in··de. praktijk naarr1ate. de · .. ·.· ···.·zo0,derlijke termen des ta sneller klain · 

.. . . ' 

worden, zodat men zich tot het berekenen van weinig ter1nen kan bep ··•·· en• 
· .. Wi 2 len daarom de ooeffioienten in beide types form . es voor ', ote · 

. ' ' . 

waarda n van de orde van de d.ifferentiea o?lderzoeken• In de form e va:mi 
' ' ' ' ' ' ' 

Gr~gQx-y,••·~~~9~:is. volgen8· ·.·.2•13 de ooeffioient Y&n de k 1
•

111de ·differenti• 
. ·p•·. . . 

. ..,_,· ' . . ' ., . ' 

.. 

<!Plil. . . • ... 

. 

' ' ' ~ 

. . . . . . · l .. ·· .. . . ·. s 1 · · • · ···. -· .. 
' ' ' : ' . ' ' ' . ' . 

' ·' ,. . ' 

.····.t.,: . 
~ ' • I . . 

·- ., ' ·' . ' 

. ' '." . .. ·. ., ,· ·'' ' ·. . .· . . 

' ' ' . 

' . .. . 

. . .. · ·.· k:,, •. ··.· .• ··•· .· .. t ·•· . 

. ' . ' . ' ' • 

. . . 
. 

. . ' . . -<· . _· .· .. 
. . 

., . ' 

· .. · yoor· •·· ·. 0 
•• ···•···.•.· 1 •...•. ·. ·. 

. ' . ,. . 

' ij, : ' 

. . . ' 

. ' 
' 

. . . . ' 

' . . ' ' 

. ' ' '"' . 
• • 



Modern• Reke:n:methoden• 

· Hierui t leren ·. ·. . dat 
n.ul nadert, • • ale een ma.cht vs,x1 k en wel voor ltleine p o 

. . ' 

' 0 • 

. t 11111 : . · . 

als s . • 

Nu de ooef'ficienten van de eentr. • inte olatiefor ea• Wi 
gaan uit van Everett's form~,, 2.2e: 

.. '. . . ., .,.,,,. ,,,, ,'' ' 

. . . ·. ' + .. .' . 

.. . . 

4l • If, :l!t.\11 .. 

om t-e · keren ·en :p te vervangen d•·Or p,,ni7)11 • ·•Dan vi ···•····en .. ·. ·· ... ·.J · .• .· 

·Due 
. ' ' . 

' . 

. . " 
' 

· .. ·. ii ,i:i,p ·. 

dat ze beiden DttJt toene1ne , e le seer snel tot· n. n eren, · • . a. 
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Moderne ·Reken:11iethoden• 
f'il',• 
~ 

en ··•·.4•3 t de 
' . ~ 

.~.ti~ 

luobt laten vallen• Nu is : 4•1 .· · r.iiet ·ea. heel gem kelijk aan te to,111111 

nen en bove . ien leert de··.•·. leidi . ens · et veel, wat we eldurs k·w.li•lilll 
. . - - . nen toeraa ... ·."een.· .. ·.· .•. D .. ·· .. ··aat'-eate.•······ ...... ·n·1ee.• .. •···••··.· d.e a,f:l.eidi .. •· .. · van •4•3 ... · .. :· on• .. een ··.·· • ... ;,.,,; 

' . ' ; ,;1!Ji,';;i~'¢J~,~ . . ,, ,,, . ·. ,1i'i'tj[. 

lingen vax;. sekere bepaa~J,.de integr en• 
Wi kex1iien bet elementaire beg;rip Vml de fao tei t, gedefi eerd 

·door, 

Deze n! · voldoet aax·1 de· relatie 

n ' """" n· • .,*~,. .. ' 
' . ·, ,,+) ,,. ' ' 

. 

Door· n•1 te stellen, volgt. e t : 0 I • 1. 4 .10 
"ij gaan :nu bet l>egrip faoJ teit tbrei~ 

den tot . et gehele waarden van hat a,,,~gu11ent. Daartoe atellen we: 

· ··· .. ~ · · .. '' 111• 1
X s· · · .·· . zl • · · .. ·.·· e ·.··· z dx 

. 0 · .. A 

· I1nt'&ers . voor z-0 vol · .. ··. ···•··· · z ! · .. ·•···.•. •~• · · in overeen1te11uni,. · · ···•· .·. · met het ·. irorige • Ve ·.· .. · .. e:r · .· .. · · 
. . 

.· vol.gt door pa:t•"t1ale inte atie uit ·,. 4.11 ·•.··• : ·. 

. . 

. · zo:dat··• ook aan ·.·.··•4•10'. voldaa.n 1•• .· Voor-· .... ··.·. le. gehele waarden va11 s 
--, _-_.· :· · __ :· _·: .· ___ .··: __ - __ ._- ,._-_· .. -· ,' _·_-.--·--.-·_· -,.: _-·_ ... ·_·' -._-_·. __ -·., ._·. -_ :. '.' ' ' 

dus · · • ·· · i ·.., · ..._..,lt•-lt d t d · 4· 11 l'O · t d · fiY\..a· · · · · ··. ..·.·.· ··.•·•· ·· · _, •··: ·· ... ·.· .. ··.·· ··.· ... ·· P .i.&0• V4 t a 00r1 . ··.· .• • , r= ·.•·.• .. ge 8 ~~@8 • f .· OV8r 111 a · 

_.·._._·_-,•,:·'_-·.·. •' .·_··,-,"·,.:, .. , __ ·_· __ ._ '._·· ___ ·_ . _· .. ·· .--· ".· -·_· __ -.·, ... '. · .. - .-_-· .. ·._ .. _.:_··:.: 

:rijke r.01 in de at,lt\d.e• Zij is ook tvoerig getabellee • Va 
·. ••el.t men oot inplaat.s·va,11 b.aa.:t., de g.amiea:r1111ct1e···.••··.··. · .. ·z. = z•j,.111.·· 

~ .. ··•·.·.··.·•·· •.•.. · .. ··.····· ...... •··.·.· ... •· .... ·•··.·· .•. · .. · .. ·· .. ······ .. ·.·.·.•.···· ... ·.·· ... · .. •···.·.,\········· ... ···.··,, ... · .. ···•· ... · ..... ····.' :· ... ····.· .. ·.·.·.· ........... ·•.· .. ·····.· .... ·· .•·· .·.· · .. ···•··· ... •.·.· ... ·. ·,.·· .. ·.· 

·· .. De geue~ · isatie van 4•9 op •·. 4• 11. is: ze · eige ijk "6·8r •·en in•11
• 

. , . ' . 

• •·• • •· •••••..• • •• ! ! • ·.•·: • • 0 : . : . : .·. • • . . ·.·.· · ....... · ·• .. · .··•. •·. ·•·· ·.... '!1 .•. : ..•.. · ... ·,· . ; .. · .···. ···•· ..... ·· ..... · •.. · ··.· ..... · ... ··. ·, .. ·. • • · ... · .. ·•·•· .•... ··•··. .~ .• · ..•.. · .. · .·· .•. ·. · .• ·. ;. ..... · . ·. .·· ' ... ·. · .. · .·. ·.· .. · .. · .. ·.·.. '. .· .... • ... · .. ·. . •. · ••.•. · ·. '. ·. ·.· · .. · .. ·· ' • .. ·. • .. ·· .· . . . ' . . . · .. ·.· ·.• .. · ·.~··· '·.· .... ··. '. ... •.·· .· • · .... ·• .... · •.. · .. · ...•.• 

. . . ··· . ·•.•·~ ... · • .... · i. / . ' . . : . ' . ........ . ··. ·. · ... ··.··· .· .. ·.. . . . ~ . . ·. . ·. . .· ' . . . ' " . . .·. · .. ·.· .. · ... · .. · .· ... ·. . .· .··. ... . · .. , ... ··.· .... · ·. •. .. . ·. ·· ... · .·, .. ··. .. ...... •.·· ... •. . . ·. . . . . . •. . . ·. . .. . .. . ...... ··.. .. . . . . .. . . . .. .· ·•. .. •· .. ·. . ·· ... ··• .... . 
' ' . ' ' : ' . ' . ' ' . ' ' . ·_ ' ' . ' ' ' ' '' , . ' ' ' ' ' : . ' ' . . ' ' ' ' . . . ' ' ·, ' . ' ' ' ' ; ' ' . ' . ' ' ' . ,' . . ,, . ' .. · '. "· 

' . ,: , .. ,, 

· ·· · ... ~. · · .. ·.·. ·. nu t · 4,11 eea aaymptotiao· · .· , i • rultlf.:I ·· voor al ta · .. · 1 ·n, .. ,, 

•·· .. '·<· .. ltl11 YOO~·. ·, j·"'' ...••. b~111 .. ,; ... w:i. •... · .. ··. · .. de ,.:site ...... •.·' &Id .. ee11S.• .Dase .stiJ ···.··.,·. ·.· ····•'.· .. :· ·<' :>' 
.. ' ..... ·. · .. ·•.·.· · ...... · · .. ·.· .· .·· .· .. · .· .. ···. · ..... · ... ··.·~·•· ··•.·· ... ··· '.,, ; .· · ..... i •. ' ~ .···•· .. ·.· · ... ·· .... ·. ·. ··.· ...... ·, .. : .· .. · ... · .. · ·. ' · .... ·. ,· · .. · .. · ....... •· .. ·.· .. · ·. . .·. ·. .. . .·· .......• · .. ·· .. · · .. · ... · .. ·.·· .. ·•.·.· ... ·· <; 

- . -. . . , . ~ . , ~ -- ",. . . . ... -. . ., ~., ., . "', . ~ ~- .. . . . I . , . . . . . . , . . . 
> , , , • , ' • • ; ' 4 , ,', ' : ' C, \ L, e. -~w,. , 'SJ \' f, ' i j\ ,: a • ' , \ ' ' •'• " ' •" ' , ' ' 

,, . . 1 ,, , ,' ,I , 11\,'111111 ... • ,,i , . 

. o· · •I.· ... ··.·: D: · ... Y · ':; .. '• : ... ,.: ... :·!;:'~ .~~. ,~,, :.• Bet at1J:,:1,_. .. Y&n de inte. a:.34 · l• · . · .. , 

_' •:'" •:, ." ".,,,. , , , , , '•/ . 0- I ,'., ,'';. ! .,. , <:.' .-r i . '.; , ~; ;•/'~ ., •. ' ,,:: -," ., •: .. ,-,: , ', ,, .. • ,'•: _-• •, ,, •: :,•-f,-: ,•• ,• . :_•• ,'\ ••.,, •. . .,, '-, i < •. '..' i . ,"< .... •·.I:-;;!_,' . ',:; ) < .• _•, . "', , : • ; , .-' ,, ' ·:, ': : . , " •; :-," .. ;, ": .,• :; ,: ' ", , , , -\: '-':'-;' :, .• .,: •.'.,l<~·:._, ,· .•, , :., , "',. , .. ·.•.,_•:.,:,."t;,:\t 
•· ',' ,•O ••,'' • ; ' , • ••:,,, I • ',_ .· • •' .< ;'· ·,,' j• ,: •, . ' ••·•? · { r' • ,•, •. ,, ' ·",.•,, • ' ' ' •' i ' -~• -~ ' ' ,- ,, "' • ·' ', •• •, • i ), :,· C ; ,• ', ', :• ' '• ,; ' •_.; •'.. -••,,; • ,-.>! •,, /' •: ·,; ;• • ••' • ,_., r•:. ,• . \ • ',-, • "; ••, o~, .' ',' • '•, h ,,,,; : 

' C' ,' .- ' ' • ' - ,: -, • ,.), , , '' </ , '',i >;)', ' • ' , '"/• , ,, •, • • ~• ' ' ' < • • •• s ' S ,, J,:, t 
,·, ' - ' (. ',' .. ,1 ' ,' ':·-"',,,,,.·.•,,. '.:· ' , ,,. , ' • , , ' ' ' • , • • ,., ,-, -:: ,, ' • ~- '', ,., i: 
: . ' . ' . ' ' . : , ' • ' .. - : ,'' " . ·, . ' . ' . ··: . . ' . ' ' , ', :' , ,' ' ',' .. ' /,,j: i 

••• ', '·, ,. ', ,, : ,, \' • ' --~·-•·'' ' ••• :· '-•'" ••• ,.,. ' ' ' ' '·. ,' ' • ', ' •• '' • '•' ' • ' ' ' • ' <,' ; -.~, '' , \''' ... D. · · · .. . y;· .. . z· . ■ . . . . . . . . . ' \ r,• • • I , •/: ' ' , 1 ., • , " ,, • { , l , • · ·~ • •,•, ' ' • • ' ' , '< , ' ' , , .,.1 , . . '.,\ a , ' , I ' ,, , ,, ,, ,,',, ., , 1 • ,' ' • •, , ( • ",. ' ' ' ' ' ' , , , c , O<,,,• / '' ,. 
' . " " . ., . ;,..-~, ' , .. ' ' ' ' ' ' ' ' . ' . ' . ' - , . . 

: - , • ' ., .,,,., • , , ; ' ' '. " • ' j ' ' " ' ' ' ', ' ', ,;, ·, ' • , ' ' , ' • • • • , • • ' ' ·.. • , ' ', , /.. • • '. •, • 
,,,-,": · .· ·,,"' •' ,",'_,_._,,. •·~.1·,oh•''"-"'•·•·''-- ,~. ·;:-, ,,,, ,,, ,,,: ·, .. ,'•' }_~," '',, ,\ •,'· •, ', ·· · ', ,!· ·. '. ·,. • f','!!_.' .v,,' · _ 

_:---.::-• . : • .•• .- ' • ' '. ' ·:: )' --
1

' ' ' -,, 
0
/- _'_-· • '.- ' •• '. .-,-_ -/-_:"·i,::::::•.,_':· ·:·•J.".-:·' '' . ·:;' ·:· \':,:.-:'1:\" H~11t:f>t/~;.-_//·· ,:_:··•\ ·'·: ' :_:: _-.'·-'-:-:' '.-'::' 'i: .... ,; -_:' ·:: : . ': __ -.,. ' ::··:-::.it:,,.>(lr._,,_:-.-, ·.-.' -1:-, : · .~ ... ::. ·: _.- :•',' .,- ' ' ' '·. ,' 'i :- ' ' ' '''' ; . . ' . ' ' ' ' ... ' ' ' ' . . . ' . . ' ,· . : ·. ,< :,,(\· .. ...,_.·.,.' '., : · ' - ' ,, ,_,-,,'-·: . : . . '.; _-' :': . : :' ,: .. · ;:"·v 



.. 

. 'ltilll! JG I 
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• _, 
~ 
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Men kan ·. • r zonder veel 
verschil. in 

orde van de coeffioienten in de ··. ee t e• f or,:nulas gavel) ··. · • j n.og 
. . 

hat vol e li.jst e voor p • 2: .· 
. .. . ·. · . il,· .r · · Ji 

k 

2 

3 
~ 

5 
. ·6· .. 

7 
8 

9 
,, .. ·10·· ·. 

. . . 
. . 

,;,) . • rd< . ,·j\,< , ii. ··J/(1"':i'iJI,• A . Jfoc if' . > ,, ,, I 
'·t# .. : · . ~+. •,'11 .. · ,'i~ -, '0%" "' ,,.-~•/' ._ •r.•1., .. ' ~I,.-.- }if' ' , _· .. ~ 1A, ,.d_ ,'MH , ., . •• S "il'' ,,., ~ W' , ,;s• , "'"S'f >,. • .' 

.· . . ,. 
, r··· ... 2··. 

. ' ' . ' ' '' ' . 
• 

. ' ' ' . . ' 

· ........••. ,062 i· 

0 
+0,011719 

0 
. , . . 

' . ' '" ' , 
, , . . , • , ,> ' • I . , , 

·O 
· .... ·. ,·· 0, .·.·. · ~·3 -' · · ·. 

' . ' . . ' ~ ' • 

. ···2· . . 
. .· 

' ' ·, . 
. ' . . .. 1c···· . .. 

. , 

' ' ' . 

1 
0 
.. ·· 6·o· · · .. ' . . ' ' . 

, , .... · · .. ·· ...• /· 

0 
· .. 0,2381 
. 0 

· ·.· ... ,0816 

0 
·. 0,0259 

··!n.de.·d• ••·· Jlolom bebben · ... · .. ···.•··l ·. B·.· .. ge:··r, ... ·· .. · ;, ·. ·.. a-t·. in···de ·in-·· · .. Jert,:l6111' 1 

.·· form ·• e · van. :Bessel· de . · ::.::. even·. waard&n van.· k de · 

' . . . 

• , ~:n ~~• ·_ --~'Wt,... 'll!lli ' . • ~''"""•;jH•,<, l\w~,-,,:,,,: ·",,,,l.aW,,,_,4,, . .:,,,,,,,,:-,,, ""'·'•,·~•,·'<', .. · .. ,_.,,,.,,._f,A,,s(>lifft,,,,, _. :· ·'·"' ., "'·"'·"c'!"·'·-,;.,;.,i;,;,;,,~f/f.','c''-

._ .' _·_.,, ··. _ • __ ··.- ·_ : .. , _:_.·:':_; .... ':' '_"·. ___ ··._, .. "',,' .· -__ ·_·· .. · ___ ,_- .. : __ .,,,.- ... ·.· .... -·_._, ----.-------.···' -.:_ -_--:_:··:··_. ·_.--. _,- ',, ·. ,.·.:-. , __ -:···:·,·: -: _·- __ :_-· .. ·._:_· _.-·-.-_ :.:.-, .. ·_,·_·,:··.·_:··':;:-/}·ij,~i 

bied .....• van, be:of.lder1·.·.· .... · ...... · doorpolynomen, .. ·· ... ··•···.• ·.· dat.· .. va11· Tchebychef·:t• ¥en bena~.,K,i ; 
, ... ' .:- _- ·- • .· '• . ·.·. -_ ·,·,. ·. . ·_,· ;" ' .. : -. · ,- ' ,_· ' · ·_ . -.- . _· . '•, . · - - ,· ~,t;;~~,.,.-~~~~~-\~l#.±.1!iM- ·, ··.. . - _ .· · . :· , .,,''_; 

' ' ' , ' ' ·, ,"' '' • ' ' ' ' ' . ' ,,1,, 
., ,· . , ~ . . . 

. ' ' . 
. ~ . . . ~- . 

•··.· .. ·•··.'bas.:r·1a,.•.··.1n·.d1.e· •~n, ··dt1t.··.·bet· max1,:.mum.·. van· •. ie •.. · .. absolute· ... waarde• Yata de·.··.·.•·•···•·~, •.... ·.· 

·.· .. ·.···. · .. · .• · ... · .•. • ..•. · .. •· ... · . ' ,: ', C ( • ·· .. ·· ' · ... ·.·•. ' . . . < •. : ·, · .. ·.· ·.·. •·. ·.• ... · .. ·.· ·.·•.·· ··•·· ' i - i ; .· .. ·· ·•·· .•... · .. ·· .· · .. • ... ·.·· ·.·• ·.·• . . . ' ..•.. . · .••. · ·. · .. •·· i · ..•.•. ·• .•.. • .• •. ·.·•. • • • f,j~~I 
, '.-•'_,i _,• ... • ,•,,',_,,,,•,,,.·•.,,,_,,~,•-,'•' :, _ ,>i',,•" •,',' ·. •~-, .. ,--.·.•, ,''-,•,,.•_,,',,'''_o,.,•. :. •, _ ,,,-., , •.•.,.. ,,.-•.,, _ ••,•, , .. ,•, .. • ''<,•._, ••.·•,. •', '',,_.;,,.•,.·•·'•,,.;!f~-j'i'•'•'.,',"•,;.:);'.'~,¼\s'.,',:; 

• . •· ' ' , • " - " ,, ~--, • _-. ' • ' • _, • ',, l ,' ' • ',' ,,'"'• ._• •• . ., _,, ,,- , •I,• <•, ,_H •••,, .. ,,,!)fit 

. . ' , ,,.;-, 
, ' ' ' .,.,,, ~ 

. lijker 4 de=bep .· r 1 .... · ... · van onze ·.\eke•··•.···• .1nte . · ... olatiepol. , •Omen• Voor ,;1.•:{::1i;•;': 

:· . __ :•'"'..· :, __ ·_ -,·_ .. ,'_.·-.·-,.· _-: ___ ._.-,:, -'_,.·-_ ;--_/'.·:1>.';-.···-::_--_· · .. · -_·,_:' ·.-·,,_ ,' -:·., ·_· ... ·-, . '·_-· ,··. -,-,·· -__ ·. ,' _· ·_-:. ,· · __ ,,: ,· ·'·.·'. ,• --. " ... -_·:.•-_, ._·. ' ' ·.,_::·-:·· ··.,-. ,:- . __ .;•,-:·-t,:,./-\'..·,·-·_:- __ ·:_~': 



' . :::':- ;~\:· 

. ·. .. . .·.~ .. ·.. . 

aftY'\; 1' . h·.e··tWe·:.lk v.·.·o .. or·· .,.,1 " x·. -'- +1 Z·,.O·· aoed••. m0 1wtelij .. k n./·• .. ··.·· ie•. In· het be:a,,n 
QQ.,1,,1 . ' . ,ill, . · . · · · · · . '" .._ · ,,_..... . . ,. · D · · . 0 · · . . . . ... -~. . Jr· . , . . 

schouwde interval z .··. · l1et polynoom een aaJlt .·.·.·.·.•. maxima. en minima vertone" 
· . · · · -~,r,1: 

. , .. ' · "\P•i-:..:,,1-•°il 
. . . ,~~~~~ ' . . . ' ., ,-, ,- \,.''fr 

en wij bewijzen nu eerst, dat di t er n+1 zi,jn en dat sij bovendien op " 
het teken na gelijk zijn• De extrema treden op voor die waarden.van x, 

waarvoor de af geleide n · ia en verder voor x ~::: ,,,,1 · en x = +1 • La.gen nu 

in het interval minder dan n~1. extrema, due mind.er dan 11 · nulp,1nten dwrsi: 
,- _, "· 

.. -.. ,--?~\y 
• • " • •c",L 

het. maximu1n aantal 1.··, dan konden wi ·· aan het ·pol .. ····. oom een. ander polyno:~\,,: 

" . ·.·.·~ . . . . . . . . . " " . " i 

laat ·. · toevcegen, hetwelk de zelfde nulpunten had· en in elk deelinterv 'l 
. . " 

- kleiner v,re.s dan hat oorapronkelijke polynoom• · Deze combinatie zou oak .aa 
de ei se.n voldoen en alle extrema· zouden., in absolute W,7ta:t•de. kleiner · zijn,. 

. .. ,. 

· · zodat . hat. oorspronke,lijke polynoom geen minimaalpolynoom kon zijn• Alle 

·. n nulpunten liggen dus in het interval• \1aren nu voorta niet alle extrei,., 
' . . . ' 

ma op het teken na aa1:1 ellraax~ gelijk,. dain konden wij een pol , : om van .·. 
' ' ' . 

• 

. de E>raad n~••1 2 toevoegen met de zelfde n punten als het oorspro .· ·.·. elijke .· .· 

·" . 

E . . . ·.. .· . . .. · . . . . . ·. .· . ·.. . · .. · . • . . . ·. ·. . • . .• . . . .· . . . •· . . . . . ·. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .· . . . . . . ·.. . ·. . . . . . . . . . . . . . .· ·.. . . . . . . 

·w· aarde·n· ·aanne·emt met 0 en t.3\.,..en· tc.Deng·e ~t·eld aan da· t· V 0 "" het· ·o·or 0 pr· o· .,,... 1111 
.. __ •._· Ql··_-_ ·. ___ ._ .. ·,_ C,,~,~,7.:-·.·., ·.- .. _·:_· .. _-·. _u--·:·-_._ ._··~A-- · ---t-. -~c:,.: .. ,-_··_·. ·_g -_- :· --- .. --. __ ------ _: __ -_ ·_· ,·:··_ ·-. ~,.&· .. · - .. _-. _ ·_-- __ , .U_- · .. _--•~--a_·_:. 

. ' . . ', ' . ', . ' . . . ' . ·. . . . . . . ' . 

. . ' . ' . . ·. ' ' : ' '. ' . . . ' ' . . . ' ' ' ' . . ' ' ' ' . . '. ' ' . ' ' . ' . . ' . ' . . ' . 

· . kelijka polynoom, bebalve· · in het deelinterval, · dat hat absoluut. kleinste 
' ' . 

' . . . . . . ' 
. . 

' . . ' 

• ' ' • • • • ' ' • • • • ,_ • • ' ' • ' ' ' • ' • • • • . ' • ' • • ' ' • ' ' • • • ' ' • • . • -i ..• ' 

· · .. de polynoom ·maar ·met een·· .. genoegzaa1n.· kleine ·factor .vermenigvuldigd· .. was• > ... : 
. ' . ' . . ' ' ' . ' ' ' . . _, ·.' ' . ,,-. _, . ' ' . ' . ~ ' . ' ' ' ' ' . . 

·• .. :•,_._.·-•.·, .. ,- ·_,;·_•,_••--::• .·:,•.,,··._ ... _·:,.-· ·'.",·:.,-._ .. ·:~··:.-.·-.···,_ .. , __ i·.--,.;·:-.:.•.•"' ______ •_"· ... •·_.,·_. .. -•·· .. -,•._._,•:•,:.·._.•:-,,,:,•.':.,·JI,·.-.·.-.•-· .. ,·.·_-•_---··,··_._·.','·.·.·:-·•_·_.•,. ·-•,·._.-•.",,' ____ · __ .·_.·:•,.···-., .·,_•-~_ .. _.,'• ... _ :,·.,.' .. _ .. •,.':_:·• __ •·-:.,,:•._.,-.· .... /~-- .. •··•, 

' ' . . . ' ~ .. i ·• ··.· · ... · •·. ·.··· ·. ' > ! fl ,. . . .. ..... · .. ··... .. . . ,. .· . . . . . . . . . " ·: .. •· ... · . . . .. . > ' . ·. . .. · ..... · . . . .. · .•.. · .· . . ..· ·.. . . .. ·· ·. . . . . . .. · ....... i ' 

···•··.· .. •··extra.11a•. samG • . · a.u• ... ··gaat ··.he;t·. vorige··.·be,. · .. ··. js·. zonder. meer··.door•. ··vallen·· ····• 
,· ... ··.· .. •· .. ···.··.·• .... · ... ··.· .. ···•.··· •<'cs;',······•··.··.· ....... ·.·.·······<····· .. ····· ... · .... · .•.•.. >·· ... ·.•··.·•.···•.· ... •·•··.···•.···.··•··•·· ..... ···.·•· .... ··•··· .. , .. •··.··.····.···. ii•··.·•···.···.· .•...... ·····.· .... ·.···· .. ··.•···. 

:;. k extrema varJ het ene pol · oom aamen met die van· het andere .·.· .. da.11 h·- eft 

< ;. ·.· ···.•.··•·· ...... · .. . •..•.. · ,,,> ' > . ' ••. · ...•.. • .. · .. ·.. . . . ... ·· ... · .•. · .. · ··•·· . ·.··.··.·. •· ... · .. ·. ·•· · .. ··.. . .. ·· ·. . . . . ·. ·. · .. · ..... · •·.· .. ·· ·. ·.· •· . . . ·. . . . .• .. ·.·. . . ·.·· .·. .. ·.. ·. > . . •. . . . .... · . . . · .. ·. .·. ·. . .. . .. • . • ' .·· .· ..... ·.. ·. •· ·. . ·. . j '! .. ·•. .. ......... J..'. 

·D•1ll . , . . , . 
. . 
.. ', '' . ' . ' ' ' " ' . ' . . . ' . ' 
.... ,, ·,, ,.. ' ' . ·. ·,,• . . -.,; ',.·' ,· ' ' " . ' '"_. .. ' .,, ' . ,. >""• 

• ' 0 .. ' • • ' , ', • ·, ' : • • • -, ' ' • ' ,, •• 



· Moderne Rekenmethoden• 
. " . 

Laat het eerste pol oom ·tuasen deze gemeensehappelijke extrema ach•1
·• 

. ~ . . .· .. ~•#•- ~ .. 

. . . i ' . . 

SarJ1:::1·1vattende verkrijgt:n wij dus, dat er maar ee11 minim~'llpolynoom is, f 
. ,· ' ' '. :\ 

gelcarakteriseerd. door het fei t, dat het ·· .. · • le nulpunten in het beachouw,;1•f 
''°', 

. ' 

da interval hct;ft liggen, terv1ijl voorts ·.·· 1e axtrema o·p het tekan 11a 
)'·: 

' 

gelijk zi n• ilot beh p van daze stelli is het vinden ervan niet las,,,jt• 
tig meer• -nrij merken op, dat cos n arecos x een polynoom va.:rl de n .. ,,,de · · 

gre.ad is· lmmers noem z w, ... arccoe x, zodat x .. i··~ eoa z, dan is cosn aro~·-· 
.. 

cos x :.,:. oos nz, waarvoor geldt: 
·. iz n n cos nz ....... · ... · . . :,:4: Re · e · ·. ·• .. ··. :.,It~ Re · cos z + i sin z · · 

n . n . n••-2 · 2 . - cos z , .. . 

xn .. ·. • · ... ·. x . . · · •11 ~ . x . + · ··. 
··. 2 · · · 4 

Pl ill • • • to•it Ii ,11:.-··w r.V I. 

· Loopt x van · .. ,.i1 tot +1, · dan · loopt arecos x . van.· 1t ·. tot O en due 

n x van n1t tot O· 
' ' . ' ' ' . ' . ' 

1 · na intussen nog n"''~11 maa.l extrema ter ,va,a.rde van +1 en •··~1 te hebben ·· 
' . ' ' ' . 

aa enomen· Dit ia dus preoias, wat wij geeist h · den voor een mini 111
• 

. . . ..... · .·. . .. , .......... · ....... ,. . . . . · .... ·· · ... · .. • .... ::: ....... ·.. . . . · .. ·.· .· .. ·.·.· ...... . 

. · .' .. · l"r•,n+ 1 · · · .. · · . · · ·. . · · .. · · 
.·. y .· ~,.; .. 2 · · ····· · ·. cos n · arcoos x ·. • . 

·. :by·.··· .. nheff·.·· •··. · V .... · ~ . . 
' ' . ' . . ' 

' ' . ' . . ' ' ' ' ' ' 
. . . 

' . . ,· ~ ' •,. . ' , . : 
· ,• - · . . ., . : .... 11 ." , 

I , , • 

··T•···· ... x····.··• X .· ··. 1· . .... · .... · .· . . . . 
' . . . 

' '.. . ' ·, . ' . . . 

. . . 3.,,. . . . 
. . . 

·1· ··.·· 
' ' ' ., ' 

• .. 

. . . 
' : . . ' ' 

' ,·.·.·•····• ........ · ... ··· .. ···.·.· .. ··· ... ·.•·····.··.• •. '·.·.•·••··.·•.··.··•· .. •·· .. ·•.•· i:···.·.•.·.· .. ·. · ! · X · • 16· · •. ,, 20· · · + 5X .......... ·.·.· .. ·.·· .. •5· · .. ···• .... ·· .. ·.·•·····•·····•.··.·.····•··.·. ii.·.·.···.• .. ··.··,·.·•·.·.·•·• .. ··.•····.•.· .. ·.····· .. · _, .. •. 

' . . ' ' : . ' . 
. . ' ' 

,.," .,· '. , ,, ' .,. · ... 
" ,,, • '. • , • I • • • • 

'' . . . . . 

.··. .•. ··•• ·.. < ... ·· .•..•.•. ·· . ·.• .... ·. • . .• .. . . . . . . . . • •. . .... • .. · . ··.·. ·. : .. · .. ·· · .... · ...... •··. . . . ·.·. . . . . . . . . 
•. · ··•···o .. ~· :·,:-•i·e·· "1:l'e·rg· ~1···1jk·1' • .. · · • · ., ·· ···· · ;°, ,. ' : ' ' .; ,~-.,., \ ·, •• -- ,g . . ' ' ,.,.,,_, '' . ' I • • D ' -_ ' ) .· ' . ·, ' ' ' ,'' ' ·' --,··.-",·: .. ·.,::- ·., --.4:: ~ ·_,;····.·' __ ,_. :' ,·-. :.·. ' ' .. :., .· '.:,~ ·":-·::·:_·. ·.,,· _- '.· .' ... · ·:- ..... ,· : ' 
"'' ..... ', ,: . ' •. ,_ .. ' ' ' ·,.' ' .•• ' ' _, • ' ' .'· ' ' • •'_! ' .• 

' ' . . 

' . . ' ' ' ' ' ' ' . . ' ,· 

, ·4 •1'3·' i . ' ' ', ' ·-, . 
,_ ' ' . . '. 

. . . 

': .. -:: ·:", 
. '' : ',• .. , . . ' ' . 

" ' ' 
' . ' ' ' ' ·•'• ' 

. !;: . . . 
' ', ·;' 

re .. ,.i••··•· ·.• .. ··· ......... ·.·.··• 
. ' '. ' . ' ' ' ' ' ' ',. ' ' . ' . ' ' 

' • t " ', ' ' ' 



Moderne · Rekenmethoden• · 

. . ' ' ' ' - . ~ . . ' . . 

• I liltJI 
. . . 

wat · ee11voudig te b,awijzen is• 
.'.', 

• 

,-r1 . ~,1 j zi,.;en nu de probleemstellin.g in zoverr,a, dat wij het . iat•1'1':!1-:~ 

val vervangen dOOl"' ,..,•.· 2 ~ x ... ·· · 2 en tev~ns ei,.,:,e11, dat het mit1.imaa.lpol7· 

. f'i ' ,r,·_ ' ' JI; 
- • ·'" ' ' ' . . - ,~ !. • • ..... 

· · • · " i I r ; . '!i• , ~ . . ~S nieuwe mirlimaalpolynoom, gezien van 
• • • 

tirlic~tidVe factor 

' _·_ ' ' ' . . ' ·. . . . il'q,~* . ,- . . ' ' ' . . . ' ' ' • 

. ft . . 

. lJit polynoom sli art ook weertussen .,,,"1 en +1 • Dat hat 

·. het gezoohta ·. minimaa.lpolynoom. is, volgt · door overwe ., ngen 

0. ,o· · .k· ....... w~r· ··k··. · ,l:Jt; 1···.· ... · 1:c,· . " ~ ' w . •·· 
• . 

is gem·kelijk 

.. · k . .. 
Stel nu bijv • het vraagst , om B . p voor O : p ~ 1 ~o ~oed mogeliJI 

. . ",' ,, 
' . ', ,· 

te ben eren door een lineaire aombi:r1atie van de l ere Besselcoeffix,,r '. 
' ' . ' ' ' ' ' ' . ' . ' ) • • ••• •• 

· .a.~n.···· · .. 0 t .. e•···.1.•. · no· .. ·.~f·•·•·f·••·.·1.·•·· ..... · ... >2 
. Qi v.. . .· ' g .. _-, ' •. ·. "' ... - . , . . . I 

' ,. ·, 

: ; 

zodat · .. 
.. _-_ ..... _· ..... -: __ ,~-._•'!"·-_._._- . • :_'_hvi• ·.,._·_,.:_"_.t;.111 .·--:f - _- _- ·.· __ , _.-.~·_-.r_·_:_ ...... _ ,_1_~_· .. J---··-~ _· · ... , -._ .. -· • .. · . ·,. . " · · ·• .. ,-:·.·1 

., . . . k· .. ··. . . 
' ' . ' . . 

' . ' . . . . 

' .· ., . ., ' : -· .• .... ,. . - . •, ' •· . ' ,, . •, . ' . •· ' . . . . '· ... ~ ... f • . .. 
. _(,. 

k•,·2 k 2, k:t:••4, • • • 
. . •,.,' . . •• ·.· . k .· . . . . ·. .. .· . . . . k: ,11. 4 . . ·• .· ··••·. 

· .• ,. .. · · · •. w,111 · .. · · 1•• ·.. . · '11 • • ··· · · ·. · ·· · . · .. · .. . . ·.·... . .. I .. · ·. . . ) . . .. 

. " ... 
"• - " 

·.·· .. ·.· ... ·r) · e· ·.·n· · ·· .,.,,. ··o·· · o····. r·· · .... C. . ..... · ... . 
' .. . . . . . ' 

f.actor· .11a ide:ntiek is met· 
' 

' . 
' '. ' 

,I ,.,,,,,, ' ' 
.. 4' ,~··"' "f;'.. . . ' . ;.,-~ , v• , !'!_..,... ~ . .• . 

. -,;,1/,ul~ · .. ,c_ . . - .' ," -~··'.· .,1:~~ . ,· . 
: . ' ... · .. ·. . . . . •. ·· ··•· ....•. ·· .. ··, . ' ,.· .. •· .··.• ... ··• ' · ...•• ·.· .••.• ··• ·.·. .·· .. · . ·.. . . · .• ' .·. . .·· .. •. ·· .... ·· •••. ! •.. · :,,,;:.~._. ;f ~ ,;·,~ .)t· · .. · .. ·. ~.,, .· IF,rt,lW~< ...... ·. · .. ·.·. ·... . .·. . .,.. .· .. · 

-•,. ... ,· ',• .', ,,_-' _•Y:._,-•., .. --,,".--· .... ,,.' .. ··•_,c,·.··, '•, •_.;:_.-... ;•· . .'.,"·,~ •·-~'•,<•·-~'.~ '.~'. _:';_"','f1t•':-,, ·, ,·• .. ",·" ' _"•., ,·.' .,._ ,. ,"' . • 

. . . . . .. . . ,(,:;i: . .· ' . .. . . m:·.~,,. . . ·.. . . 
. . ~ . r'· . -- . . . ,· . . ' ' <I' . . . . . ' 

. . . , ... . . 
' ' ' ' ' 

' . . . 
. · .)·, ' .' ' ' ' 

•- ' '. ·-
' .. . . '. 

. . ,,. ' . 
·' ' -. 

' ,fr ' . . ' . 

' 
•" ' ' :, .·_., "·-"' ,•,,,;,-' 

'. , . . 
. -: ' ' ' ' . . •' . ' ·.: . ' . :. ' .. : ' 

' ' ' ' . . . 
. ' . ' ' ' 

' ' . ' . . ' 

' . ,, 



Modornd Rekenmethoden• 

De eis is due 
. . . 4. . . 

.. . 

Ji!'.. :ar,·t;::ft J i.1¥t 14;,:, ,iQ::;i5.. tjN'.11_:Plr..:· ... 1i1t•1t::,·'t)L1n.1:f. :t.!J.I: = 
16 . 

waaruit 

'4 ·-~ 
. ""' 

. """ 

liet 

2 ' 

absolute . . 

' ' ' . , i : ', ",', ' ' ' ,•' ' . ..,J, .. ' 

. . ' . . . .. ' . ' . . ·. . . .. · . ' .. ·. . . ·.. . . , ·.·• . . . ..... · .·. . .. . . . . . .. . . . 

. ,... . . . 

' . ~ . . ' ' . ' . . 

' 

·nu 

.. 6 

.. 

-,~·+ , 
' . 

-'•' ipii+:r• ,~ 
.,., ,•>, ' 

zo goed mogelijk te 

• 
' 

' . • j 

' . •- ' -- ' ~:, 

' 

·do••••· . '·.• 
' . . .. -· 

·b·· e·r···· ~ ke· · ng · di·.· · .,, J... · '¥:I"'" . ~ · ... ··.·.·.••· ~. ·.·· ·.•.· .... · • , . ·· .. · e ,~,.·· .. •· HW 

. ma,ar ··· et meer z , 'len weergeven, · leart, · dat . . . 
,_ ,-

'" . 6 . 6 · . .. . . . . 2 · · ...... ··•.· :.: · · · · · · · 4 .... ·. ·• • ~s· ............. '.'', 

. ' ' ,, 

. . . 
' ' ' . ' ; ' . 

. ' . ' ' 

' ' . '. . ' . ; ' ' ' . ' . 
. . . • .. 

' .• .:· . ,i ' ' ' . ' . ' .. '' ,, . 
' . ' ' • .. , ' -. ,, 

. . " ' . 

' ' ' ' ' . 

. ' ' . 

. ·, '_' ' . ~- .· . 
. . 

. • ! ' 

" "' ' ,' 

. ',. ' . 
' .- -,,. ;" .. 



• 

_ _ , . . . . -. - . . , k~ _ . .. ,.. 1 - I . . . . . ._ ._ . :,-1; "•¥' 

. . . ' ·. 

een di:f:L:erentie van bepaalde orde moet hebben om xx1.az:imaal een ee · aid . : 

k 

2 .. 
'!ii! 

3 

4 
,J; 

5 
. ·. 6 

.··7. 

8 
. •. 9 

·1···0·•··. · · . . ' ' ' ' . . . . . 

. · .· ... , . •. ' 

k . 
. 

' . . ' ~,, ,_, -,w. 
··' ·JJ·lif'1-"Y; . . ' .. •,)'c),J,,J'' 

· ..... ····.·· ,0625 

. ;-0 ii 00 .· ... · .•.. ···· .. · 2 • - 4 

-·~ . , . . .. y ~ 

.· ... · ·. ,0117 ••• 
·.· .·.· .. ··. ,ooo o •••. 
·.· .... · , .. · .. ··· .. 244 .... ··. 

±0 , 0 •.. 12 8 •• ., 
. ···• ··• .. < ,000534 • 111 • . 

. . ' . 

0;5 
0 1 211 ••• en 0 1 789 ••• · 
0,5. 
0,219., .en ·0,781 .••• 
0,5· 

0,221 ••• en 0 1779 ••• 
. 0,5 

. . i!ll -0 J • 0120 • • • ~ 0 ' 5 . 

. . 

·k 
met ee · ·• .. ··. eid&,• 11

•• 

· vloed 

8 

125 
. 43 
1150 
. 205 .· 

78 •..•. 2· .. ·6.· 
,' ' , . . . ' 

. . . 'I> 

936 · 

46293. 
.. 416·1· · . ' ' . . 

. 
• 

4 
60··· 

20 
. 500 
10·0·. ' . ' . . 

,' '. ,· . . . . 
. . . '· 

3500. 
400·· 

· 2···•0·· ·····O·O······· ... · ..... . . . ' . . . 

· ·· '11 ·. · · zien allereerst dai. · de ·. invloed. van· de oneven · diffe1•ent ies enor,u · 
,, _. t. <"!I, 

' ' ·. ' . , : ' . ' . ' . . . . . . . 

veel · kleiner is_ dan die van de aYal\ differentiee. Dat . komt deela door .·· 
. . . 

. ' ' ' .'' . ' . . ' ' ~'' •., ,·, 

. . 
. . 

·· . den maar meer nog door het feit, dat de oneve+n · Bes:seloaeffioienten · geo.n •·•· 
' . ' ' ' . . . . . . . . . . 

. 
• 

. . . 

. ' ' ' .. 

,-J'::~.,-, -- -de ~--a11n.-.-· - I--~ d-~ -p .. •r---~~t· ·i. k .... ~~~a-~:~100 .. s•. t. ~:-C,n_.:~a- · -- . - _;.h. o.-ae.re-- ,-~----· -~:r-~.~~-.!9!>.<.. -··- -·.;·.-! .. ¥~ . ·.. ~y.~ . • . . ..~.· .. v ·.. . Q,A ¥ Q,4. 1'1!QC~ ·•. · ... ·. •.· .• · ..... ~ .... · Y .. · . . . .· · o . . · ....... •~ ···.• .. · 1ll;jl ~~ .·· .·• ·•··•••· 
', .·_ ·. -_ ·_- ,' ... ··'. '. ', ·:._.· _.".:,' _·. · .. · -_·· '_, .· ... _ -... '. :: ·:-. ,- • :·· .• ':, '_: ____ •• '· .• '.-: __ -· •,' ' ·_ ·. _· _ti' . _.·. . • ,:- . ' . ' ·,.' _- .. -- ·:;-: __ )·{ 

· ··• ties ale van zeltere orde &f hun in\~loed max . aal een halve ee aid. be~ ·.··•··· :· .. - . -- . ·.. . ., .... -.. ,. ' ' - .. _··_ ·_ - . ' '' ... ' ' ,· ..... ' '.· ... ' ', ·- .,,<_' ·-, _·,· .-. . , .. •". ,•,,' :·- _. ·.·.' ' .. •.•,• "", ' ' ,' 
.. . ' . . . . . 

. ..... • . · . ·.··•·•. ··.· .. •. ·.·· · .. ··. · .. · ... ·· ... ·· · .•.. · .. · ·• ·· ....... •·•. •········ .· ... ·.· · ... ··· •·· ..... · ..•... · .. ·· ......... ·• ... ··. . ..•.. · ..• ·· • · .•. · .. · · .... •.·· .. ·.·.· .. ·. . • .. ·. ·.· ... · · .. • .... •· .. · .•• ·• ... · .· ...•.. ·.· .•. · .... · .· .· · ... · • •. . . .• . • . . .. ·•. . . · .•• ·.·.·· ...... ·· .• ·· ...• · ... ·.·.· .·. . . J i; . . . . . . .·· . ·. . ,~ 
··• .. ·· -~':1•!'ne. r··'. .·.·.··dt. ·.· · .. ·•••·······.v·· 1··.·•······o··· 6 "•·· .·•~·IA.·: ·•·e .. -~ .·0<erk.·.· .. •·.·.e.·.·,.r· .·.·.;¢&·. ··.··e•· ·v•··.·.·•~.¥\ ... · ··.d· ···i.··. 41'..Pe···r ... · .. e·. ~.t 1~ se. ··e· •. '".·.·kl·•. •·e·.· .. · ......... · ,: 1· •• · •. ..a ... ~" .·•.i.·•····•~·••···· , 'lf~lfil-~O 'g - , W.\I .. -Y~ - -UAil, ~~ g·. Q~. - •• .. - 4,ii. . '-J . ~. ... .4 - .. - . " ~ ,_ ---~- ...... W -
,-.:··. -.:-··,•· ... --_.:.•'' ,"', __ -: .. _-.·._.· .. -. ·:· ·,_· --,.·_-.,•."~,--.-: :·:·,_.· _·,:,, ... ,_ . .-_·.,--•'·-'.''_',:,_,·_ ....... ·.·.·_.-:·:- ···:_.-·:: __ ·.:.:.·_ ."· :, ·· .. ·.··.·. _.-· __ , ...... '·:· - __ .: ·_ ·. : ... ',,.--- __ .. ·.·--.' .-·. -.----. -_ -.·· _·. -- ... '_.·. _· ' '. ' .· ·._ .. ·_.'' ·, · .. -.·-' - .. --.-/·-_, 

' ' ' . 

.. ·.·.· .. o,agekef,rdtt nie1 bet . . . te zij.ri, .......... ·.··.. . ...... ··· .· · .. ·.·.•·• ·· . . .... •. . .. · .. · ... ·. . . .. . . . . . · .. · · 
: > · . . · . . , . ·> . ,, . · : ·. > · • . ·•· •. · ·: .· .. • .. ·· .· · · ... ·. · .· · · .. ·. . . . · .. · · .. ·· ... · · · .. ·. . . ·. . · .. · .. ·. · ·. .··· · . .• . . · 5 ·. · ... ·. · . · . · · · · . .· ·•· • .. · .... · . . . . . .· ·. · ·. ·. • Ir . 
:?,'. ··,·····.·.·•. -·· .. · ... ·.•.···. ; •i t . . .. · .· ' ... • ........ · ... ·.· ........ •·.· .. ···.····.·.·.· .·· ... ·. ·.···•··· .•.· ..... · .. ··. ·.···•···.·. 

··.·•····· • Wl.· Yel:~aarloosd··.·.:· .. ·.··• .. :en··.·wo .en,·· ·.Bease11a.···.· to:tnru.le· ·· luidt ··.·•··.an.· dU.s1• 
.·.· .. ·.'f.·.·•· .. ··.·.. . ·.. . . . . . 

' . . . ' 
' . ' ' '. ' ~ '' ' ,", . ' . . . ·'W 

' . ' ' ' ·: '_- . ' ' ' ' ' 

' : ,' . ' : ' ' ' ' . " ' ' . ' ' . . ' . ,: . ' ' ' ·, ' ,· ' . . ' . . . ' ' 

. . ·. . ·. . . . . . . . . . . . •.•.. · . . .' . . ' . 2 . . . . 2 . . ·. 2 . . . ' 3 3 
• .. 

' ' ' ' . ' ' . ' 
"' . ' ' ' . 

•-· -: ' .: . ' ' ' . ' ' : : ' ' : : . 

' . ' . 

. " 



14oderne·Reker:miethoden. 

volgens 

4 
• 

een gewijzigde tweeds 
volgt1 

bet gebee1 geen di:tterentie, 11aar wel een-~-I , 
· voudig te berekenen, betzi uit ·. 4.29 indien de 2e en 4e differentios .· 
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linea.ir . · .. • .. nnen· gesohieden ala wi de ooeftioient ·.·. . .·····. le deoi,maJ .. en no"". ·.· 

dig hebben, · welke · .. ···. ·.·. de t el zi. n gegeven •. l~0-81' nu is het mer aar,dige1 
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- - . . met,,,-"""' . 

· val1 · onze oo:repronkelijke inte olatie · l Stel =~ eene, dat wi deze oor ... 
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. P •'··"= 0,381 beide waarden du.a, die in de tafel zi n opgenomen. Deze twee .. ··· 
··· geinterpoleerde waard•en zi n nu te besohouv,en ala deel van · een nieuwe 
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·· tabel VaJl de nctie, met een atap ·,,;, 0,01 w. Zo a we b:1,,nz~e,, : o . m1llen · . 
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Stel nu p = n + m, waarin n een in de tefel voorkomende waa,rde ia, :.: 
en m due nooit boa.er. b.·· ehoe:ft te zi n dan + w: 2 .• due in one g· ev·. 0 . . -~ . . . 

. .. . ,•• ' 

• i _'}.,; 

.· m ~. o, 5 .Door dit te substitu.eren in bovenstaande · uitdrukk gen ver'illi"llr 

egen wi: zon er meer de uitdrukk .. ·.·. ·. en1 . .j . d 
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De fout is due ee11'nengesteld uit twee delen. Het eerste deel, nl. 
air m .••·.· .··. fo· .. u·t· welk· • w1•·· · . o.····.p. d· e·· e.•arste · · . t . g .. .·· . . . ... .. ~.. . . . 

ma,11ier ook maakten door het verwaarlozen van de tweede. di!terentie in · · ·· 
.het verkleinde interval. Het maximun1 van deze fout is bij beide ... ~metho1•:t, · 

~ 
bedras.gt, is aanzienlij k on. . net iger d~an bi de eerste metl1ode, maar · · 

· kan o er bepaalde omstandigheden wel zeer klein zijn,. n .. ·. a.ls de derde 
... differentie klein 1s, wat meestal ·,el het. ge\-c:,41 zt:il zij.n wa.:1neer men 
· een vierpuntsinterpola.tie toepast. l!t~t voor,~l(le)~ ~ran de methode is, dat 
A maar een klein getal is, dat gerr1.a..1<keli k be~':'1,._,.J,eni wordt men hoett. 
er niet veel oijfers van te konnan 1 ~odat de oorreoties in de coetfi*• 
cienten gemakkelijk en wellioht · ui1j het hoofd berekend · kunne.n worde.n •.. ·· · 

,De eigenlijke interpolatie hoaft dan alechts eenmaal te gef3ohieden. 
Ook voor hogere dan vier,untsinterpole~,tie is de tweede meth e 

.·. mutatis mutandis bruikbaar .. \Vij. ai1\rertere.n haa1~ niet • 

• 

·. In paragrasrf 1 en 2 hebben wij bij · de inter:polatie:formules . steeds 
. . ' ' ' ' ' . ' 

.· ·z··1· en· -w·at · m· ·e·· ·er h····1e• r·· ··· o···v·e··r t·· w···e·· ·ten te ko··me.n A""1·· eree··· ra·t··· v...... en·· · j on·s· ·· . - . . - -- . . ·-· . - . -- - " . . . e· . -~ . . . -. . -. - -- -- -. . . . - , . . .... ·. ~- . , 
. ·· ... ·.· .··· .·· ... +t .. · .·· .. ·. · .. · .·.· .. ,. · .. ·.·. ·· .. ·.· .·.·. ·.' ·.·.,·. · .. ·.· .... ··. · ... ·· ·.·· ... · ..• · ... J..•.· .. ·.· · .. · ·. ""•··· ·. ,J..,. · .... ·. · •.. · ·. ' .·· ... ·.· 
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af, .· wat er met o.nze interpolat:I,efor:nules g'°bou:rt, ale wij het aantal 
. . 

b . · · . . t··. . ·t t· ·d. . 1 t·· . · d ·. · .. as1.apu.n en .o one · . a en na eren. 
• • 

.· Eerst bezien wi.j de · grange,•••1 interpolatie •·Hoe ga,an. de .·.· ..... gra.nge•,u•· 
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dan gecontroleerd.· 
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Een kleinbeetje anders·geschreven luidt de reeks:· 
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. f ... 
. 1 
p+i 
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bekend ala de £.§:~~1-~9:!l~•;~,,,~U-. ··. Het · is niet moeilijk te zien, dat haar~- . 
. ' ' . _. .. ' ' . . . ' ' 

' ', __ · ' ' ' .: ', . ·, ' ' . . .. .·.' ··, . ,, ' __ , ',, '' ·. . -'. ·_ ... ·_ . . . . 

~~,u;;q,_;,m&A:1.-. ·,;;f!T,":'" -.,,.,,; •,,-'.-·. f,":''.' ·" 
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· ···•···vergeert ,. ook· de· eentrale . inte .. '_..,. olatiereeksen. oonvergeren ,·· en wel. tot·.,··.,.·• 
- ._ . ; . ' ' . . . ' . . ' . . . . . '. - ' . ' 

. . . ' ., 
. . . ' . . ' " 

·. de zelfde som en o ekeerd, dat '. s de centrale interpolat-iereeksen ·.· '. 
. . ' . . . . ' • . . . . . . . . 

·.• convergeren, de.···.' oardina.alreeks geso111meerd kan worden met de methode 

' . - . ' - ' ' . . ' . . ' . ' ' ' 

. ' . 
' . ' . ~ ' . . . ' 

uitblik te geven ·op. een andere wereld •. · .. 
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' ' : . . --

' ' . ' . ' .-

•'. -···•·····'·. Hoe.·. ataat het nu met de interpolatieformules welke ·. differ•enties ·. . . . ' . . . . .- ' . ' ' . . ' . : ' ' . ,_ . . ' ' ' .· '.. . . ' ..... . ' . ' ' . . .. . . . . . 
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•···· .··. e ispunt en . opvoeren, due. vo<:>rtaurend ·.·• meer di:ff ere.nties . in a.e.,.nmerking 
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, mules niettegenstaa.r'lde•. bet· .. · ff3it 41 ·· ... ·· dat··. haar. coefficient en . z.oveel ·.··lang, .. ·•··,··•••··.· .... ·• 
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·.····•····zamer ... • .. oonvergeren··.·. ••1· . . ·Wij .··.· zullen .... ·weer niet.·····d.e ··.·•· exacte theoric··.··.geven, .. · • .. ···•··.·•··.·.··•••·.·••··.··.•.··•·.· .. 
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·. · D• reeks oo:nvergeert dus en ~elte tot <le goede som ! A.ls wij ,een 
· val!1 de andere basispunten · .. ·.· s uitg · apunt h den gek:ozen, hadden wi. . · 

hetzelfd.e reeul taat gevonden. 
Ale wi ·. oantrale in'terpolat·ie willen toepassen, moeten wij de rij 

basiepunten ui tbreiden met C, •1
-

11,.. • Maar dan bevat het d.iff"er&ntie,11
• 

. .k -
. ill! ill!: • , . "l '!) . 1r . . , , '"ff , . · __ 

X 

0 

1 . 1
. 

2 

2 . 3 ,4 uan de pool bij x • o. Dus is 
i I . , .. •' ' 

het evident, dat de e&l'.t'1b'ole in,,,~ 

terpolatiereeksen a1 ti jd diver-·,,~ 

gent. zijn. Imrners, Om'erschillj.g 

in walk interval 41en interpo1
•··· · 

leert met centrale differeotiea,. 

Do · Gregory Newton,,,r:;reelte ont 
anapt .aen di t noodlot 1 o at de · 
.• ·. i er gebruikte •diff'erenties 

' . . 

·voorwaartse zin,dus parallel· lopen aan·.de gevaa:'r:·lijke·· rij. · 
' ' '. ' . ' ' ' . ' ' . ' . . ' . . ' . ' ' . . ' ' . . : ' 

' ' ' . ' . ' ' ' ,· '' ' ' . . ' ' . ' ' 

.· .·.·•···• Dit betekent .· ech·ter geenozir.1s, dat · zelfs voor deze fux·,ctia · 1. h. a. 
' ', 1 . ' .' ' ·, ' ' .· ' . : ' .. ' ' '. ' '' .· ' ' ·.. .. ' ' ' . .· .. ' '. . ' : ' ' .·.. ' -.. ".' ' 

d..e ·• Gregory,·111•Newton~•1·r~\jks te pr6fsreren zou zi,jn boven de oentrale fort.-. 

. . 

bi de pool gelegen zij11.- Dit kunnen J.":J.j zi~n aan. de hand. va11 de .. rest 1
'

11
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i.m..'llers, dat in ons geva.l geldt • ~ a 

. . ' 

De e:ogu11stisste · .. aa me is blijkb a2:· . · .· 
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•• 

of •ngeveer 

waaruit .volgt kl .. N··••k. = 0,567· of k 

Hieruit zien wij, dat bij in achtnan1e van een geschikt e.an·tal dif,11 
.·· 

ferenties, de restterm l1oogstens gelijk is aan een met toenemende N. 
Jr·'. 

e. onentieel afnemende funotie. Overigens 1e de . er boven gegeven , 

achatting nog veel te pessimistisch. =, _. . . = .. 

. . 

De oentrale interpolatiereeksen gedra6 en zieh derhalve als aa pto~"•1 

' , , . . , l" ~- r3•f'• ,-~>;.,, i,,;\~.' I" •••>¥,< •< ,,•;~"'° ,> ~ -~-~-~-~,.,;~~-•'71 .~~~,,,,""l'~••ti;1 1 :u•" ~-·~•w" ,,,,,_,.~""'•4,;:•,t'IJI e.w:tll: ,111¾/i# 1'1111~ 4: ,. ztt:eJ•41rw ZIM.ai:,,,i~~•~ii N11tlWJi.illt11t!r ~ti:~J, 4. 1~¾:t : n:, ; g;; t , II !!Mt &FJif: .zri!4/)Wt lil!' na, n )iigq:,Y~i--:t½q;,L.,;r9t, 

ti~gl;\t3 .. ref3ltse,?l, dwz. zij zijn divergent, 11aar hun partiele so1nmen naded!i!llt 
f m1 ••-~~ wi:c,-W-1._.!I. ·111, t11111 a1 :;tm•i .. , 1/J.11 __ .. illdii'l~~~,--.-..,.,.,,,,~~ _ _ _ _ . _ . . . 

ren eerst aterk tot de gewenate waarde om ten .. slotte met toeneme e le 
. . . 

weer . · ··. te gaa,n wijken. Om het · versohijnsel · nos eens nader te. illust:'e,,,. 
. . . 

ren geven wi j · hieronder v·oor x ~: 5, 5 ;. · 10, 5 en 15, 5 de . numerieke waa1rden 

van. de. restterm volgens Bessel en volgens Gre6ory 1

,•

1•Newton voor Terschil· 1

• 

le e aaxltallen va?1 in rekeni gebraohte diff erenties. De get all en · .. · · 
. ' " ' . . ' ' . . . . . ' , ' 

zijn nuineriek barekend in 11 deaimalen en zijn dus onderhevig aan de · · 
• 

·.··.•··•·· .· rondi.ngsfouten van de· diff erenties. · ·· 
' . ' . 
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· · .. · •·· · · 10 · • Resttarm b1j Bessel: 

.,. . · · 15151 5151 
,. 

. ·. 12175325· 
'Ill• ·· .... ·. 3170657. 

. . . 

. 2·1,57···9··· . . .. : ' .• . ' .. ' ' : ; ' . : . . . ' . ' " ' . ' . . ' ; ~ . ; ' . . 

· 4369562 

. "
1
• 21645022 

· + . 450937 

. . .., ·+ 
. ,. ._,IQ -

· .. · 27100 

3·3· ..... · . . . . . . 
. ' . . . . 

. . . . . 

.763 
·· .. 286 · 

t I IN; 

67204.31 •. · .. · · .. 
. 63533 . 

.. 1697 · 
' ' ' •. · 91 .·· 

9 
4 . . 
.·_ .. , 

' . . . ' . ' . '. . ' ' ' . . ' . ' . ·_ . . : -. ' . . . . ' . ' . ' . ' ' . '. -_ ' . -_ . . . . . 

. . . . . ' . . . . . . . ' ' -, 

• ' ·' s 

-.·•_;·:_·_' ·_". ·-.---:-- ·. __ ·., .. ·,_-.: .· __ 1_·._···._.· _,. '.·- __ : ___ ._·_' .. ···, ,-··.; .. - _· :.··_ .... _- .: .·_• .. (·,..,·-::,':.· ... ··,·· ·._·.: ... ·.,,-.-_.-·.· .. ~:_,·_·._.,' ··_ .:._·· 
' . . ' 

. ' . ' . : ' ' . . . . . 
. . . ' ' . . ' '• ' ,• . ' . ' . . . . 

" . . . . ' ', . : ', . . ' . 

' ' ' . ' ' ' ' . . . . ,, . ' ' . . . ' . . · · · ·1·· · 1· ·5· · 1· · 5· 15· 1· ·5·· 1·· · · · · 2· · ·16·. 4· 5· o·· 2· 2 ·· 
. · .· .... ·, .. · . , . . .. · i1111!1) .. ·.• .·. ·.•.·· •: .. · .. • ·. • .. • ...... · .... · · ili!l!I!' .· · ... ·· .. • •, · · .... · .... :' .... : ·. 

I , •• , , ·, , - , " • • -
. . . . ' ' -~ . 

' . . ' ' ' . ' . .' ' . . ' . . 

3 .. · ·.. · JM(llt · 10146103 . . ... •· ~'"' .· .• · .. 520314 . 
• . I • 

. . . 

-'~•. . '. _. . . . . ' ' . 
' . . 

. .. ,1·11 . ·.· •·· ·3· ...... ·2. ·4· .. ·. 
. . . ·, . .. . ' ' ' . . . . 

. . . ' . . 

. •. . '1 , . . · .. · •. •. . . wi · .. · .... ·.. •4 ~ 882 .. · . • . · .. ·•.·· ... ,· ·· ... 'iJ.!.l.i ·.· 51.:~•0 
.. 

·. _, ·-~·~;: __ N_: . . ··. ·_ ·_ · .. :·_ -'_·, .. : ._-:. · __ :: _· -- ··.:._:_·_._- __ --.. -_ ··:, ,- ; ·._ .. 

' ; . . 
' . ' '': . . 

" . \ '' ,• .. 
. . ,, .. · ' •' ' . ' : ' 

. .• ,._1f . · . 31 
• t ·5· . ' . '. . ' . . . . . . . . ' 

' .. -, ' 

: . ' . ' . ' . . . . ' . ' 

·-e.a.· ·-v·. . ' .., ' . . 
. . . 

. . ' ' 

' '. ,N 

' ., . ' .. 

' . ' ' 

. . . . . ' . . ' " 

. 
, • • •, • , 'I 

.. . . . 

. ' ' . 

. ' . ' .. 

. ',. . ,' . 
,, . '. ' . . 

' . . . . 
, ,. • • ,, i I • 

• ' • ' ' J . ' . . . . ' . . . . ' ' . ' 

'. :, .. ':·, . .. ' .. 
' . ' . . . 

. . . . . . . . ' 

. " . 
. ' ' " ' 

. . . . ' .- .. · .. : 
. ·. ' . ,\,· '', 

. . ' . . . ' . 

' ' ' . ' . 
, . . . . ' . . . ' ' . . . : ' . , 

. , - ' r 

_ .. -:_:.: .. _·_.·, · .. ·. ·.- .... ·.-. : ·."· _-_.-.. · __ .·,, ·.·'_•,.·,.· .. ' '. ··,"·" ,·. -· .. ·· _· ___ ·,,,-.. ·:_. ,·' . · ___ ·_':. · .. · .. · __ ,·:··. : ·_. ·. ,- .. _ . ,. ,_··_ ,· ' .. ·:_ ·_, . . i_· ," '._ :·-·_· .... _ ,· -_.·_ '.- .. · .. :-_ .···_··, 

preo1a1e· Gregor:,a:!,rN'ewton·.·te pretereren sou mi n, oat de··.·oentr e tor 1- 1-

· .. •.•··•··• .. • ea. pr ... ll91pie 1 .... alt\ .... •.·.· .. ts . . een · .. bepa1al,,d.e ...... ··ei .. ·· .ige, .. s1 ..... ··.·.· .· hat .· wall.:tcht. hoge 1 . 

oonvergen't1& 
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·. een. willekeurig hoge precisie zou ku.nnen geven. Maar. ook dit is maa,r 
. . ,_ 

• 

betrekkelijk juist. Immers de .gegeven · funot1ewaa en zijn op een zeker 
. aa11tal decimalen afgero .···.·.· en· wij zullen even verder zien, dat dit tot .··.·.·· 

.. ··· rondi. afouten in de geinterp'·oleerde kan leiden, die apeci aal bij · .. ·· .· ... 
. . 

GregoP:; 1-•Newton,,.ili,j~nterpolstie met hoge.· differenties zeer &an&ie ijk k\:.11.~~ 
. . . . . ' 

nan worden. ffe 

Men kan bewij zen, dat een centrale ... M, interpolatiereeks, walke con-,;. 
' . -· . " ',. . . ' . .. ' ' . ' . 

. · vergeert voor een waarde van x_.nist sat.nenvallend met een basiapunt - in 
elk ai · ig punt van hat cQmplexe X••111•Vlak conve.rgeart en wel tot een 

' gehele fu.nctlAe, dat ia een funotie welke in geen a el ei . ig punt van 
., ' 

. . 

het oomplexe · vlak. eon si . ulari tei t vertoont due geen po1.a11, geen · .. · · · ··. 

vertakki spunten of eseentieel sj~nguliere p11nten • Dit ie een nuttige 
. ' " .: . . 

· atelling. Ixrunera ala de te interpoleren ftmct1..e niet geheel is,· k·u?1,nen[
1 . . . . . I . . ' ' 

. . . . . 
: . . . ' ' ' . ' ' . . ' . ~ . . ' 

haar centrale interpolatieraeksen v·oor geet1 enkale · waarda ,,an x .. , .. met ; 
. ,,_._, .. ,•' ',-." ' ,·- ·"·· ,, •• ,', . . . . . _dti 

,-,, '' . ' . . -~ 
' ' . ' . . . . . ' ' . ' :~· 

· uitzondering van de basispunte:1 --·~ tot de f1mct:ie convergere:: 1 als ze · 

.· Overigens hebben . wij .. gezien, · dat deze. reeks r1elamaa.l. njket . oonve1.-geert, . 

. . 

. ' . ' . - ,..... . . - . . . 

. . . . . . .·• . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . .·. . . . ' . . . . . 

· pool over" .. en • oonvargeert de· !'8t1l:a \v·~11 ~ a~ Wtil. tot. een funet-ne, ,,elke . 
. . . . . ·. :.· ' . ·,_ ' .· .:_,\!'o . "' . . . . . . . . . , ' . . . ' . ' . . ' ' . ,. . . . . . ' . . . . ', ' ' . ' 

· ~· · .. · · i s v.·. o o .. · ·. ·r· · · . x .. ·. :;:"::~. . o·· ·· · .... · D· it 1· · s ··. gE:;)'r;'l ~,: k t.~1·· .. 1· j k t, a b· e w-z . -1. ;-, en • we x1t· · · w·· ... i J. · ·b· .. · 0 h·. o· · a .. v• ··.·.e;·n 
.. .. .. . . . . . . . . . ... . . . .. . . . ... . J~.i,,\~ .. . . . . . . ..... .J ;111,1 ... , - Q . . . .. . .·· . 'Q . . . ' 

. . ,' ' . ' . . . ' . ' ' ' ,. ' -·· ' ' ,- . . 

hat itamers aleclita van. een enkele waarde van x aa.n ta tonen. · ezen · .. ·.·.• 
' ' ' . , 

' ' .. . ' ' ' .' ' ' 

•·. j hiervoor x ''" O, d.an is aJ.laa heal eanvoud,i • In1rnare, de funotie :lt" 
.· ... . .· .. . 2k . . . 2k · ... · .. ·. ·. .. ~·.· ·· · ... ··.. .· ... 2k+ · . · ,. . ·.. . . . .. · . ·. , _,. . . . . - . . · . .' · -· - · =: 1i4 iJ:t · · f tllll . · . · · - . - . . · = : . ·. . , ·\I! . . , . . , . 

va.11 de Besaelreeka ztjn dus n , maar dit is nog niet V:>ldoe e. Immera 
·• · •· .· .. ·. ·. .. . · ·· · .· .. • ·. · · .. ··. • · ·. ·• i . · · • • . • . · ·. · · · .. ·. .· . · ·. ·.· ., · . ·· . . 2 k · . 2 k · .·. · · · . · ·. · · . .· . . . · . . . · · · · · ·. ·· 

· · .·. ··,. .. .· .· ··, · , . . .. . .· •· · ... ,·. ·• .. · .· .· · .. . .· .. · · ·.· .·· · .•. . .· . · · ..... · · · . .. · · . . .·· · .. . . 2k 2k .. , . ·. . .· 
. ,. ·. . ' '; . ,·: ' . _'' ' . ·. . , ' . ' ,. . '.' A '·, . ' ' ... '' . ' . ' ·. ,_ ' . •- . . '' _. . . ' . . ., . --. _:" . . . ,· . --· . · .. ': ' . . •. ,,.,:l '''' . ' . . ' ' ' . '' .. ' 
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• 
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· :_ -_ ' ·, ·.; '·:, ..... ·, ·. ' . ·. .:'·. '. : __ . , ' .. :, _·: ." .. ·:-·'.. ·. __ .. -_._· ·_ : · ''. :' .. · _·. ·. ,' .. ·. ·.:". .·, ·. _.-:_. ·.·_ '' ' : ''. ·_ · .. ' ·_ ... · ..... _. ·.· '.·. •, . ·. ' .. ' '' ,: .. ' ·.• .· -,·' : '. _·. . . :· . : . . ·_:·' ' ·. .·. · .. ·_ : ' _.· .. ' .. : _· ·_ . '.. '.:' :· ,. . . .' ' .. · ' '', ' ' .. ' .. ·... " . ' ·_ '' .: '·, . . ' . ,, 

·.·. :f•unctie mat de .:gewen&te nauwkeuri eid voor te st ell en door.· een poly,1'11~ ', ·• .· .•.·· .· ·•· ... · •··.·. · .. · ... ·· ...... ···· .. · .. ·... • . . ··.· .· •. ·. ·.· . · ... · . . '·.· . • . .. ·.· .... • .. ·.· .. · .. · •. · •. · ........... ·. . .,. • . .·,· .. ·· .. ··•·· .. ·'·· ·· ....•..•. •. i ·.· .· .·.. . . ..• .·. ·.·· · ... · .. ·. . .· ... ·· . ·•. .·· ..•...•.. ·· ...•..•. ' ....•.. · .. · .. ··• < .· .... ·.· . . .· ' . • .. · .. · .. . .• . . . . . ·.• .·· ... •.•• .•.. · .· . . . . • ·.··. ·. .· .. ·. . . ' .· .. ·.. ·· .. · . ·. .... .· .. · · ... •·.. . .: •· .... · 

.· noom vanlage·• .. · • &ad plus de terin··.· k:cmetig vsri de pool,·dan is de · .. · .. 

. · .. g oo. oiient, djenie-t; eJtQct word~ ge.i.tre olee.rd, .deze pooltenn, 
.d.eop.eenm.:,'ti:pli~~t1ftefaotor ... gel13k is a~.111.x en wa·.·· .. an ......... •.·ho-', 
... ·· gedr .... ·.·· ... ··· ... 11u. g ..... ed. kennen •.. ll•t l.i ... ·.· ... ··.··. i11.9nze bedoe11 .... ·.•·.·.·· te .. z1jn,er . ti •.d ·. tE,, ... ·, 

. " 

bellen $0 .. geven yoor. reettex11 touten. bi .versohille .·• e t .. ,. es ... si ·.••· .•.· ..... a ·· ..... ·. 
·.• .. · .... ·.··.·· i i·,. .,i .. ·••·.·.· ... · .. ··.·.··.······· ..... ·· ...... ·.·., .. ·•· .. · .... ·.· .... ·.· ...... ··.·.· .. · ..... • .. ··· .. ·.•····.,·· ... · .. •···· ... ·· .... •· ... ···.·.·· .... · ... ··.·.•·•···., ..... · ..... · ..... ·.·· .... · .·.·····.·· .. ··· .. ·.· ...... · ...... ·· .. · ...... ···· ··.· 

.· riteitea, ao a pole.n. en verta. 1, spunten van veraohille e o .. ·· e •. ·. . . .. ·, .. · . ·. . . ....... ··•··· ... ·· ..... · .. ' . . · .. · .. ··.·. · .. ·· '•. ·. ·• ... •·.. . .. ·.· . . . .. · .· . . . 2 .. ,.,1 . ·... . . . . . . · ... ·.·· .. · ...... · . ,, . • .... ·· . . . . .. ' .· .· .. ·. 
· ·.· •·. Nu beacbottwen •.i. de funotie 1+x , · • Deze is .. et geh•ael, wall;~ ). 

. . . 
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t • < a < < o < , 0 , ' O o ' H ' 

· si . bazit •,pol&:a .··bi,: it • 1: .en X · =. rr•·i• Dus ka.ri een oentr .. , e inte : . ol.ati•;·; 
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Mode<rne Rekenmethoden. ·. ···59 
' . . 

· voorbeeld, want hier vertoont 
. ' . . . 

de funo-iie· la,ngs de reeele as',· dus waa.r. 
' ii¾., .. 

•' ' ,, ·""'' " ~ 

. ze getabellee~d. is, niets bijzonders. Haar hogere afgeleiden nemen . · 
' 

echter zeer hoge waarden aan en. een afspiegeli · · ·. · daarvan vindt men in 
. ' , . . . 

• 

het differentieschema van de :functie, hetwelk ieder geoef end reken~ar ·. 
waarschuwt·voor .onraad. • • 

. 

Als voorbeeld van· een functie met een :parameter, · welke de conver · .. · ... ·· .. 
" • 
·' 

waarin t een of ander e.omple,;·~: 
, ~~-~-,i~W:\~~-~~·~"' ~ ' ' . . .- . , . . . . ,: 

· xe constante is. Deze functie zij getabelleerd voor alle gehele waarde·i? 
' ' . ' ' 

•. . ·.,·'•-~ 

Dedifferenties 
• • ' ' : _4 

van x. ervan zj~jn gemakkelijlc te vinden. Immera ··· 
. . • . 

. ... - ' 

' ' . _, 

. ·. ~ 2m · 
:::: .. ,. . {J 

•• 

.. 
' . . ' . . ' • . . 

· .... ··kelijk raadt: ' ' " . 

• 

. ·. k .· ... 2m .· .. = t .. m . ... . . . . 
. ' . 

' . ' . ' 

" ' ' 

. Hieruit vol gt · . . ... 
' ' ' . . ' ' . ' 

• 

. . . . .. . . 

k+1. ... . . 
-. 'lt ll f , . . . . 

·. m· : ..... ·.··· .... 
=· .. · .. ·. . . ·.··· .. ·· , .. ·.. . • I ... ·.· .... · ..... , .. ·. 

' ·, . . . 
• 

' . . . . . 
. . ' 

' • ' . 

' .. 
' . . . . 

zodat volledige indu9tie . . . . .·. .· ..... · ... · .·· .· .. ·· gissing a.a?1toont. In cen~• 
. ··tr .. · e ·. notatie· :i .. s due: . · 

. 
• 

• 
• 

' . ' . 

. ' " ' . 

. 

., . ' . . . . . '' 

2 een deelterm van .de Bessel.-• 
. ~ .. ' ' 

• 

· · · · r· · ·e· · e·k· s· · • · · · · · · · · · · ·•. · · · · ·. · · ···· 
. . . . •... ·.... •. 

' ' : . ' ' . . ' . . 
. . . ' 

.·· .. . . .· ......... ·. ' ....• 
'• ' . . . . . . 

. ' 

" . . , 

' . . ' ' 

' . . ' . ' . . . . ' . ' ' ' 

• 

. ' ' ' ' ' . 

' . ' ' . . . . . . 
... , . ' . ~,.·· .. . . -· ' " . . . ' . . . . '•. 

' ' . 

. . ' 

• 
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' . ' . •. , '... . '• . " . ' ' ' ,, . ... ,.«:· .. · ... -.•. ·, . .-·. 
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. . . . ', . . . . . . . . ' . . . . ' ' ' .,_ , . . ' ' 

' . . •,·, .· ' . . . . . ' . 

' 

''', . . . ., .' . . . ' . ' .. . ·;. . . ' . "· . . . . . ' . ' . . . . ' 

' ' . ' . ' . ' . ' 

' . ...•. . ' . . . . . - . ' ... , •, .. · :·: . 
'. . . . . ' . . . . . : ' . . . ' ' ' 
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, ' • I ' • • 
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. ', . . . ', . 
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·M.Oderne Rekenmethoden. 0)111 6 0 ..... 

Allerearet is 

·. 2x t ' . . 
. . . C 11,(i l!!,lii1•11t 

·. dx· 

l • 
1' ' . 
• . 
\ \ \ ' ·1 ' ., 

i \ \; 
\ \ l \ ' '· 

\ .. I 
' ,, 

' ' \, 

" 

In a reettermform ·. e voor 2k+1 ba.aispu.111ten 
. . . .. /,, ;;;'•/Ji)', . . . 

-- - · _ · · .. ; _,..:,.\:· · - .· •--:;r,t-:,::. 

weer ; .. , .. · unstigste waa:•de, dat is voor t ~ 1 . : 
. · --.. :, _;: __ :_;_?tfrt?•"':/:;:J:/f~l~;i;f¥ ·_. -•·,. · . · · 

t '1. • · •· .. ···· ···• · ··.m•··. ·· ·+ k.· •. 
.. /. • . .. 

kiezen wij voor .··•··.· 
~·::','· m ·,: 011- k en voor 

. . 

Dus is voor t >1 : 
. . ., 

1 1 
• .. •. • . • 

2ln t. 2 t ln 

.-: 

' ,,,, . 

. . · . ·2· ·Jt· ·.·. ! . ' ' ' . . 
' . . ,, 

, I • • • , , • ' • 

. ' . ,· ' . . 

. . 

2 ·. ~ · kl ·. . 

. ' : 

?{ ... k ' . - . . ' 

. . 
, • ' . <", •. 

• , I ' , 

. . 
. . . . 

. , ' ' . ' . . ' ' . ' . :-' f . '' . '. \ ,,, . . . '. . . . '· 
·. . · · · · · · · · · · · · . · · · tV ,..fl· f'll! ' . . · · · · · . · ' ·. . · · · . ·. · · . · . · . ·. . · . . · · · . · 

·.· .. ··· ... i <·······•.••·.·•··· ' >·· .. ·••·········· ... · .•. ·.·.·· ... · .. · .. ·.· .. · ..... · .. •·,·.····· •....•...•.... ······ .. ······,•.· .·· .. ··.· ..... · ..... · ... ··.·.··.·· ... · .. ·· .. ···· .. . ~·t:1.••.·.· .. ·····.·· ......... ··.··,· ... •·.· .. ·.··· .· .. ··•··•···· 
vero ersteld, Neman · .. · •.· • ... t < 1, dan wo t de eis t .· ln t < 1 1 waar. t .·· 
vol . .t > 1 ,76322 0 1 .56714• . . . · · , · .. · · ·. · · .··•··· 

.·. . . ··.. . . ·.· .· ·, . . . ' .·· ... ··,.··· ... ·. . . '·. . . ..... '.· .· .. . . . . . . . . .· .. . . . . . . . . .. . . . . . . 2 . . . . . . . 
·_".:·-·-.--- __ -. __ .. _.,·:·_·,·,_~-~-,·_,,:--:-: .. , _ _J--,··:·.·._:·,;:· .. ,--···.··.-.:.,_-- ... -1·,: .. · ,- ...... :'.-·:, __ •_ .. :··_,,:··:_-_·_::·--__ · ... -· ._·:· . .-_·,• ... _-·_· ,,,_ .. ,_ ... :·.·, ·'.._._-.-.' ,-: '', .-:•.•, -... ·_ .... :· , ·:·.· ......... ,· .. ·. · .. -- .. ··.:.·-. 
' ' ' , ' ' ' ' . 

' ' . ' . . ' .. ,· . 

,• ' \· 

~ ' < ~ :·}ii< ' ' • • • < • < • ' 0 ' ' ' ' ,. • ' ' ' ' C • ' ;, • • _.,., 

;, ... ·'' ,,, . , ·.£;;·,.' ,Ji!'· ,' . ,'', '' . ' ' ,· ,'' ' ,, . ;,:,":_·_;·:~ 
• . ,-,i,,,•4V_, ,,,i··,-,i,, '. ' . ' . , ' ' ' ' . 

ment ·. · · eatie.t zi 111 151 ook binn•n bat · gebele gebied identiel: aijn. ·.·.•.· .•. ·.·•~~ 

' ' ' . . . ' ••' , ' 

I 1 a ••d geli k aar1 t ·• . .. .... . .. ·· .. ·. " ' . ' ' , . ' ' . ' . , f,• ' ' 
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ltoderne Rekenmethoden • 

. In gebied II ia de reeks ook. convergent, maar in het algemeen stelt ·. 2 . . 
--

ze bet het over:, zeals we juist gezien hebben. Wij behoeven dus 
slechts.aan te. tonan, dat ... ze het in een punt niet doet. ·Neem·daarvoor .. 

. x i.h.a-. complex is. o .. a.···.·. v. voor x~ .. i · ··, · .. ·••""' .. , • • p a as E~.,'.$·· ... 

· punten is zij echter reeel en wel overal 1. Het interpolatierea taat 

In gebied III is de reeks divergent maar heeft een as p tiaoh 
. .·, :_,>.: 

·.r, 

kar ·· .. ter •. Dit ziat men duidelijk voor · t :k!.. o. In1mers, dan.is van alle .·.· .. · . 
. . · X >. ' ·.··· . . .. ~!,~ · .. · ; ·· .. •· an . . e . X .· .. ·· .... ·.. . .· ' · .. ··... . - ... · .·· · .. · . . n VO . ·. X •. ·.· ... I ·.·.·... . .· - • . . ·. . ·.··•· 

·. ·Wan,neer men de basiewaa •.. :an beaohouwt vind.t. men dus .• ••• · , oo, Q-iO 1 

oo, 1, 0 1 0 1 0 1 o, ••••• A.ls men niet te dicht bi de singulariteit 
· · 1nterpoleert • en · .. ··.·.et .te veel di:fferenties ·· .. · die .. ·.···le nul · zijn I.· · in 

' . . ' . . ' . 

· · aa:runerking neemt, verkrij .. · •. · men het juiste resul taat. Pas· ale men so~'"'1 
· .. ··. 

var doorgaat tot men aa:n de oneindig grote di:t:"t~erentiee komt diver·",,., 
. I , 

geert de reeks. 
· · .. In gebied IV is de· reeks. essentieel divergent.·· Het interval ia 

. •OO~ .... e,n de .. differentiee mtijgen. te haJ~d.· .··. 
' . 

' . . . ; ·_ ' '' . ' ' : : . ' ·, ' ' . . ' . ' ' . ' ' ' . ·_ . . ' . ' ' ·. ' . : ' '' ' . 
,:!_,,,.,,c_;, . . . 

• Daarop 1a .. 
. . ,- ' ' . ' 

· . · ·. · . · · X ·. . ... · .X · . . ... • . . · · .· · .. · . . · · . ,i!IW· 

. ' . . ' 

< ?t 2 kunnen wi dus de goniometriaohe :t\m~tt.e interpolaren. Geven 
' ' . ,. ' """ ' . ' ' 

. . . . . .. . . . . . . .... . . . . .. . . . . . • J . . . I... .. . .. . . . . . . . . .. . . 
. ·.. . . . I. .· . . . . . . . . . . . ··... . . . . . . • . . . . . . . . . . . . ' ' ' ' ' . ' ' . ' ' ' 

oentr .. e interpolatiereeks er nog de sinus ujt, zij het met pijn • 
• 

. . . . . . . . . . . . . •• . . . ·.. .:,: ' :· ';;: } . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .· 

Uit de restter11:lforxn e kux1x1en wij. nag een bela .ri ke ·.· gevolgtrek,,,1 ,. · · · · 

. . . . . . . . ~ . . • .. . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . .. . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . ·. . . 
' ' ' ' ' . ' .#'· , . ' . ' ' . ' ' ' . . . . . . ' ' .. ·, ' . . ' . . ,· . ' ' ., ' ,' ' ' ' 

' '' ·: ' ' 
·.· ' ' " ' ' ' ' ' ' ' . ', : ' . ' . .. . ' ' _, ' ' ' . ' ' ' ' ' ' . ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' 

•.·.·. ·· preoi sie ··.1tunnen inte.rpolere.n · met voor · veorge so even•··· aant ·· · in 1-,elte,, u 

. : ' . . . . . . . ,, . ' . ' ' . . ' . ' ' . . . . ' . ' . 
'• , ' , ' ' . . . ' 

' ' ' ' , 

.. ··. m~n line··.·. r ... mag· ... •in .,rp•oleren •. ··Voor v .. ·.··•··•.• lieden•••ka,n·.men .. ·•·tafels ·met gro,,,.·.····•·· .. 
: . ' ... -·_ ' ' ·. . ' : '' '. ·: .·. ',• :. ' ' . . ·. . ', ' . ' ''' ' ' . ·• . ' .·' ·. . ·. ' ' ' ' ' . : ' . '·. ·, . .. '', ' . '·, ' ' ·:. . . . ' . . ' ,' . ' ' . . . . : . 

.. ·. moe .. ··· .. ·· .. ··.·re .. en •. H4Jt ..... ·· .. S·. pre t:ig .voor .·.···•···· e .ge .·. ru, .. ·.· .. er, ... 1 ..•.. ien ..... eze ... d:ifferen ., .. 
··.· >,i · .. ·<ii·.········ .. •.··.•· .. ··.;··.··•·.·· .. ·•.···, .. ·•······•·· ....•. ·.·.•.··.· ....... ·.·.···.·.·.· .... ·.·.· .. •·. • .•.•...•. ··.· .... ·•··· .. · .. · .. ······· ..... · .. ·· ·.· .... ··.· ..... ·.· .· .. •··.·. ·•. ·......·,········ .. ·.·.·.•·•······· ......... ·.•·· .. ··. 
· ... · .. ·t·ies ... mee .. · .. •··· ..... ··. gedru,kt .. ·• worda.n •. · Speoiaal., ·.~a· .. · te.ru .... ·erpen.··van· de .. · differen•i111

••.···•·•·.·•·· 

~l• .· .. oorbe~ld p, e.n .· ... · ..... · een ... 11.i11ustatel . in ge one·.···· .... •·.• ..... ·.••.· Etn. . .. 
· .. -.· ,--_:' ·_,::·- __ ·,':. ·._, .. -,': .· ,, ·.·, ·,·' ',," , __ , ... ,,.· .. ,' ', ,• ,, ·_.-, ·.:, ':,, : .... "---., .... '' .,•_.•· __ · ·-. ",.. ·., >: ·.·' -· •',' . ··: . _. ,. ,·" ' . ' ' -,, __ ',·•.·",' ' . '. :,' -_ ' 

,', ' ' . . . . . . . . . . . ' ' ' .- ' " . ' ' . ' . . ' ' ' ' ' . . . . ' . ·. · .. ····• •···· .·. . . . · ... · ..... '.. •. . ··. .• ... ·.. . . . •· .· . . . .. . . 2 " . ·· .. ·. '.{' . . . I f· .f \ .. 

. · .. ·.·.·• .• ·... . . X ein X · ....... ······ ·.• .. ··•·· .· .··. .·· ·.·· : . ,~ ~ .. . (r ¥.,"1 ... ,~1, .· ·.· 
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. Deze tan men met Bessel 1nterl)oleren en ia onge•eer gelijkwaa:rd1ig met 
e&·n· so····.h··o·.0···· .. 1.·t· •·.···.·e···l·· v··an······ o··i···rc·a····.3.o .. · p·.· .. a•g•··i··na•s··. 1· · _., ' . ' ,_ -- ,, . ' .' . . ' ·,' . . ' ' ,.·.- . ' '. 

, . . . . . ' . ' ' '' '. . " '. _- . . . ' . ' ' . ', . ' '_ ' ., -- ' '.·. '' . . . . '. . " '' . . .. 

Tenalotte nog iets over de afrorAing~foute~ ... ~bij interpolatie. Deze zi li 
e,•,•A)--,·• • '• ,·, •' 

. _.--

· van verschillende aard:. 

a . Fouten ontstaan deer 
cienten. 

he t e,ebruiken van .. · .. ·· .. ·.· ... · gero···•·· .. e interpolatiecoeffi~ 

b · · Pout en ontataan door het af gerond zijn van de functiewa.arden in de .· 
· tafel. 

a · Fouten ontstaa11 door bet ~erugafronden vaxJ, het resultaat van. de 
. . 

· interpolatie. 

De fouten onder a . genoemd heeft men in de :tend door genoeg oijfers . 
in de interpolatieooeffioienten te geb:ruiken. ·Bij intarpolatie met be,,;.~ 

• 

· , , 1rll;l differentiea is dat al· spoedig hat gev 
' . ' . 

..··.·. o··· · .m .. · · •.d· a· t· de.... . bi·•· ; •d· .r.l!'!tg·· · · e. · .. n· · . · . f ...... •. ·· .. d . Q . . 
. . 

' • 
' '], 

va.11 de hogere diff erentiea gering zijn en het aant · benodigde cij:fe.rs 
due ltlein is. BijLagrango. interpolatie moeten de ooeffioienten : le 

.·. 1· n· .... · .. ns•. na ove· el • J·f·· ·rs ag·· 6 V 0 n. ·1.···J·,,,n··. ·. a· d 0 ~,,""" t·1· e zelf·· . De b· es•e · > .· ·· • ·.. . 1,8 Q z : • .. ··.· · .· · · Cl. .· • e ••· ··. · gu /v o · .·.·. z , · .·. · ··.·.··. : ·.· ·. ·. ··.· .. · ~ .1 \,4,,IL,40 . ·.·. · ···• ·•• · ..•. ., .. · · .. ·· .· ...... ·.. · ·" · ..... · .· ... 
' ' . ' ' ' . 

··• tafels, geven 10 deci1naJ: .. en,. dus dat kan wel moeilijkheden oplevere.n . · 
· e de funetie veel cijfer.s heeft. Men kan bewijzen, dat de. fout . zo .·.· ·.· 

. . ' . - ' . 

·' ' . 

·.·· klein mogelijk ia, ala de eoeff ieienten zo afgerond worde;.'1 dat hun 

' 

De fouten onder b: genoemd zijn niet te ondervangen. · Wij hebben de.···. 
. . . . ' ' . . : ' ' . 

statistisohe verdeling va.n de hierdoor ontstar1e :touten bereke .·.·.···., ·.·. die 
. ,• . . . '. . . . . . . ' . . 

.. ·3 .. h· ·1· .... "'·· ·t. . 11 b·. . d . ·1 . . . . . . . d. ·.· . · " ·k.·. -d . . .. . . •· 1 • .. · . d · .· .. •.· .· .. · .· .···• .. ····.•·.er n1e · ·. zu . en . e n e en wegene e wis 1lJl_,l.ge moei iJ e en •• 
. . . . . .· . . . . . . . . .· . . . . . . . . .. 

nUlar evenals bij de diffarenties is het niet moeilijk de ma. ma.le gren~ 
. . ,. . . '•,. . . . . ' ' . ' . . . ., ' 

.·.· .. · .. sen·.v.an·defout aan·.te.·geven. Daartoe merkenwij .eerat op, .. ··dathet er 
. ' . ' . . . ' ' . ' ' ' : ' . '' ' . ' . . ' '' . . ' ' ' '' ' . ' ' ' '' ' . ' . ' ' ' ' . . .. ' ' ' ' ' 

' '. ' ,, . ' . ' . 

•,, .. . . 

. ···. funotiewaa,rden gegeven zi .n Tolgen de differentiee .· bierui t·· ~o , er •·•·· ·.· · ... ·. · .. 

~euwe . rond.i .. s!,outen. Wat hier vol ... · ... g ldt dus ook voor inter:pola~~ 
' ; ,' ' ' ' ' ' ' ,. . ' ; . ' . . . ' ' ' ' ' . . ' . ' ' . ' . ' . ' ' ' ' ' . ' . ' . ,. ' ' ' ' ' . ' ' ' ' ' . . 
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' ' ,' 
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inte latie. . · · ··. · .··. •··. ••.···.·.·.·.·.. · · .·.· · ·· · · 
. ' . ' 
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" ·,...-1· ·. · Bij gegeven.: ~ t , basi u1:1ten en gegeven p ka,i:·1, men dese ma. ·· ... '1\8,~,,.e. 
tout dua direct vinden ala de haJ,.ve aom van de absolute· we,,arden Yaii ·. · 

de. Lagra 0 111•coeffioienten. 
Wi zullen di t nu eene nad,er onderzoeken 'TOtr o.entr e inte ola• 11 

tie en voor Gregory•,•Ne on interpolatie. 
Voor centr e interpolatie beschouwen wij het geval van een even. 

aantal 2 n basiapun,ten, due dat, wat wij kregen bij interpolatie volrw, ·.· 
· · ·. . · · · . ·. ·2··k+·1 2·k··➔ A . . . ·. . ~~ 

.,, ;.\•,·· ' . ' G:. ... . . ·- ' 
. ' ' " ' . .· .. . . . . . . . . . ' . . . .~ . ' . '. . . ' . ·. . ' ' . . .· . . '. . . ' 

· ... · . . · e~n . . . .· · 
.· et vol· ns Lagrange met een s.antal·. baaispu1,.ten. In het interv ... ··· ..... 

. . . . . . ' ' ' . . . ' ' . ' . ' . . . : . '', '' . ' . ' ' ' . ". . '' . '' ' ' ' '. . ' ' ' . . ' ' ' . . " ' -- ' ' ,. : . : . . '' .- ' "·, . ' . ' '' ' ' . ' ' . ' ' .. ' . _· . ·., '. . ~ : ·_ '. ' '' -r ' ' ' . ' ' 

beide 2, enz-. .Nu wij dit ee.nn,aal weten, interpoleren wi wear het 
h,. . . . , 

geniakkelijkst met differenties. 
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' ' ' ., •• ' • • • • • , I, , • , •! , , ' ' ,' ' •• ' 
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' ' . ' 
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Moderne· Rekenmethoden. 

Nu is: 

1 
ln n +.u, 

du·S ' ' ' 
' ' 

. . . ~ ' 

. 2k ..•... 2 
k .. 

· Wij zien, dat de ma,ximale f out· sleohts uiterat la11,g'rlam11mat ll toe-'· 

neemt. De constants C' . in de formula bepaalden wij nun1eriek. Zij is 
' ' 

•.· ongeveer O, 53 • . • 
' ' ' 

· ·. · Een geheel · •··· er .. beeld verkrijgen wij voor Gregory,,•Newton inter1
•
1
• ·. 

' .._. ~"""",,...., -
. ' ' ' . ' . ' '• 

. stae.11de dif:ferentiesehema · gebruiken en Vind.en zomer moeite, dat 

.!Jl•'t ., 11,1• ' . . . . ' ... _,. . . ' 
. " . 

' ' 

' ' 

· ··•· En due is de ongunstigste f out in di t geval: · 
' 

'ti. " 

,, '' ,. ' ' ,•·~ . .. . k· ' ' . . . - '. .. 
' ' ' . k•O .... · · . · .· 

' 
' ' 

ootteo e da,n de 
I ;• • , 

. . . . . . . ' ' . . . ' . ' : . . ' . ' . ' ' .: . ' ' ' ' . ' . . ' "" ' . ' ' ' . . . . . ' ' . . . ' ' . :-:-: .'. 

··. s · j ona bepalen tot gro•te n, kuJlX'11en wij · haar verwaarlo1MJn. BiJ 4• 
. ' . . ' ' . ' . ' . 

' . . . ' . . . . . 

•·. eerste. spelen alleen de. e1ndte~n1en asy·mptotisoh · een rol, · dus geldt: 
' . ' . . ' . ' 

. · .. ·•.·.·n···.··· .. 
. . ,, ' ' ' 

' ' ' ' ' 

' ''' ''' · .. · ',' .· ·.· ·. ' .·.·,' .. ' ' ' '.t' "'·' ' ' .·' ' ' •.· '' · .. ' ' '' ·.·.·. ·. ' '·.' ' .·· ' ' ' ' . ' 
' ' ', ', 

,, . . '' . 
' . . . . . ' 

' ' 

' . . ' . . . . 

. ' ' ' ' 

' ' ' ... ' 
' ' . ' ' ' . . 

' ' ' 

. ' ' . ,, ' 

' . . ,. ' " . 
' 

' ' ,,, 



Jl::•6 5 iii~£ 

. Deze ui tdrukki ··. . t nog Tan p .· • Zi wordt ala ftJ11otie var.1 p 
' . t ,. .' 

~·-.. · · "·· ttia~ · maal ie, dus ala. de dp ervan • 0 ia. 
Dit geeft: 

. •.· • ·, : 1-...• ' . . ·.p . 
. ,•' ' . 
. . 

. . ' il::illo! p ♦ 

en di t gaat na 1DToer1 van d~ pei·,.func.tie 

· over in: 

·· .. · Hierui t ka.n men de 'bij een l)epa de n behore e p bepalen. Men 
vindt bi v. voor n :~,:,~ .10 een bijbehore·.·. e p = 0 1 2· ...... . 

Wij zien, dat deze foutzeer anal stijgtmet n. · weer een goeda 
Yergelijki . ~ U1G · · ron•:;t 

di stout in oentrale · en Gregory•·•Ne .· .. ··.·• on•interpolatie van e · ele waar,~11
• 

·den van, n. · 

. 

2 .·.· 

4 • 

. . ·. 6·•·. 
. . 

.. . 

8 
· 10 

0,500.··. 
0 6·2··~. 

. , .··.· ..• ·:; 

. 0,695 
· .· 0 4i 744 . 

. ,# f,' 

0,782. 

bi .. ···•·.,J p 

0,5 
·. 0,5 

. 

0,5 
· O ··5···. 

... , 
0,5 ·.· 

·. J[iJ:«Jll . 

. .. 0,500 
0 ,816 •.. 

1,503 
3,45 

· 8,9 

bij. p 

··o,s.··· 
· 0,45 .·. 

· .. 0,39 . 
.··. o .. 34 ' .•• 

. . 

.·. 0,32 · 

··De fo\1.ten · o er o .· · genoe , zijn hoogetens-+ · ;. 2 ee. eid. D,e in bo• 
. . 

. ' . . . ' . . 

... ·· venstaa:t1de. tabel gegeven ·waa.rden moeten d.us · in het geval van t,e , .. ·, 11111 .1 
' ' . : . ' ' ' ' . ' . . . . . . ' ' . . . . . ' . ' . ' . . . 

' ' ' . ,· . ' . ' •• : ' . ' ' ,. . ' ' ' ' . ' . . . ' . ' ' ' ' 

ro i ·.· .. vex◄mee ··erd wo; en met· 0,5. 
' ' ' ' . ' ' . 

. ' , .. 
' 5''\':.' 

' . ' 'if 
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' . '' ' ' . ' ··-' ., •,•,··,-'t'l 

Ir.rte. ,oleer · ui t de gero e tabalwaarden en ro. , bet verkregen .r,e &\ .. ':: '~1 

... ·.·.• ta.,at weer . • · Vergeli k dit res •···. taat m~t de ·.·.·•· .··· gero .•.· .. ·· .. a waarde .van he\ 
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: buurt van O, 5. dan v1 > .en . ~ ~ ·.· een .· katis .· .. op . een 'Verao .·· ·.· l ·. O ge11 . k .· 0·,:·8 : , >::.~.~\~:! 
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Moderne Rekenmethoden. 66, · 
• 

• 

. Newton een ka11s op een verschil O gelijk 0,75 en een kans op een veI.·•"· .· 
' 

' 

schil +1 of •···1 gelijk O, 25. llij 6 puntsinterpolatie volgens Gregory 
Newton kunnen verschillen van +2 of ,.,2 optreden terwijl. dit bij 

centrale interpolatie pas op. kan treden bij 20 1••puntsinterpolatie. 

.. 

· Wij hebben hierboven bij. lineaire inte . olatie gezegd: 11p in de 

but11~t van 0 9 5 ''• Als wij p exact. o.,5 nemen treedt ,er door een mark 
wa.ardig getallentheoretisch e:ffect een wijziging op ! Dat1 vinden wij 

' . . 
' . . . . 

nl .• 0,75 inplaats van 0,83 en 0,25 i · laats van 0,17. Een dergelijk ·· 
. ,. 

. ' ' . 

· . ef:f ect . treedt · op voor · elk rationaal. getal en elk . aanta.l basispunten, · ·•··. · 
. ' . ' . . . ' . . 

' . . . . . . ,• ' . 

· maar is alleen maar bela11grijk bij :p ·•· 0,5 en n .,,. 2. 



In het v•orgaande hebben.wij methoaen ontwikkeld walke one in ataat 

. stellen functiewaE1rden door .interpolatie te l:epalen ui t een · tafel van · 

een functie, ook. wanneer hogere differenties dan de eerste een min· of . 
meer belangrijke · rol spelem bij dit proces. Derl1alve behoeft door of 
voor e,ns een functie niet neodzskelijkerwij s met een klein interval be, .... · 

·. rekend· te worden. Evtnwel ie het interpoleren met· inaohtname va1l, difi" ·. 
. . . ' 

• 

ferenties van hoge erde toch wel ta.melijk tijdrove . : en vereS,et t•v•P• · 
' . ' ' ' 

. . 

. vakkennis van de· rekenaar. Dus ~z,il men trachten t. · . te ma.1.~:en me'i klein · .. . . . 

. ' ' . . . . ' . . . . . ' . ' . . 

· dit dient. te geaohieden d•or minder gesohoold pereoneel. Het vervela ·· e 
van de berekenin6 van. zulke fijne tafels is natuurlijk het ~erk. A.ls · 

· e.fae .· 1 ekkend voor'beeld noem ik de functie, welke de Rekenafdeli , 

elke t·un.otiewaa.rde ca. zes weken werk voor·· een reke rater betekende. 
' . ' . ' 

H ·t·. ·1 .duid. 1· i .·k.. .. . , . . . . . " ·1· . 'd . . . · e; · · s .. • e J I dat men in dergelij ke gevallan ··•··.· · terste ZUJ.n 8,he1 
' . . ' ' 

·.· betracht wat het. aantal te berekenen f,:inotiewaa en betrett. Wil ·men· . . .-., .. .. w~ ·,,11, 

. . . . . . . . . . . . . ·. . . . .. . . . . . . . . . . .\ .. . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . .· . 

. ren t el vervaaro.igen, clan kan men uit de berekencie t el door inter•:• 

. ~' ' . . . ' ' . . . ' ·, 

·.· .... ·· •• ·.· ... · .. · .... ·.·· · .. · .·· ..... · .. ·· ·.. . ... • . · .. · ··.· .. · .. ·.· .·· .. · .... ·· ' .· , .. , .· .· . . .. ·• 

, ,· ., _. -,•, •, , •• :_. , ,.· ", • • ' • ' ' _'.. ',' , " , ,· . ''. , . •• ,t• . • , • ; .• , .••• ,. , , •• • l 

··. te·m en.met 'Btelaelmatige .. i~te·.•.•olatie, -., •. ·.~'btt1,"',el;.latie,· waai~bi••··•· 
'' . . · . . ' . ' ' . ·' · l' · i, . · · ~ • . • . . I ~~¥,tii\WtJ;l<t~@®W;l!iJF·l>1ltf'1~~~ ¼~~'ilh'®'J!II . . - , 

' :·· .. · :. ' '' • . . ' ' . ' ' ' .. _· .· ' ' '' ' •• ' ' ' ' ~: ' ' ' ' ,' • • -_ ' ~ ,· ~ . . . : . . . . ,, .• , ,, ' ,4' .. · . . ' ' ' !It . . . .•. 

ote aantallen geinterpolee . e waard.en dic,nen ta wo: · en bep•a 4 v•ar · .. ·· .. ·.·· 

.. ·. opvolge • rond• waardenvan p, biJv., .voor pQ <J1. 0,1, 0,2,. o,.31,~,, .. ,·.··• ... ·. 

: • · ...•....••. •·• ·, ·• ·. · ..•..•.. ·· ··• ·•··· •.•••. · ... ·•·. ., /\ : • • . ·•··•· .. · .. · ••.. ··•·····• ... ·•· ·• • "·, .·.··.• .. ··. ·•. : · .... ·.·.· .. • •••.. ·• ... ·. ·. •• ·: .•.. · ··•• .. · .• •.· •.•. · ... ' ....• ··•· ·..• . . · ..•....••.. · .• •. • .. ·• .. ·.·· ... ·.• ••. ·.· .. •. .•..• .• • .• ··. · .•. · .. , •• : . . ....•.•. ·. i •.... · •..• ': •· •. ·•· .. ·· . . ·. •· • · .•.• · •.... ·•· .. · .·· ··•·· .. ·· .. •·•·· .·•·.·.·•·· · ren met . . h . ·•.. · ·· . Y&D oe ~• de ¥ovtge 1,araar · ··. ·. en • · ,, · · .. · ·.·.. :. ·.· ,. •·l<1e ae th · · . ,. es, · •, ·· ·•.·.•. y., .·.•. · .. 

·. aa:; de form e. van !easel of' ··.··•··· erett 1 maa1~ men ltan h•~ ••rk enorm,·"•~ ,.,.w~•· 

. eenvoudigen door gabruik t, maken •an de . regel,;i,oatige opklimmi. van .P• ..• 
' ,•, ' '·, .· '._·, . ,.<· .·' .. -:.-., ··,, ,' ,, .·- .·.,·· ' ... :•.:·_· -·.· ', ... -,· ',' ' . ,. -__ ' . . .. ' '. ''•' .· ' . : . '','. '·. '. '' _·. ' _. .. ·, ,·, .:_- ·: ', .. ' ,• ·_ ,·,' -; .·.:: _·: •'·•. 

• ' '. ,,,, .. • I , 1' , , , ' . , , ' ' ' '. . . ' ' ",. ' , .. • • ' '' 1 I • , , ' • ' ' , , , • -.. . , • ' • ' , , 
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. : : .... ·•·· . • •.• •·•····.····•··•·· ···••···.•·. ii : . > • · .. ·• ···• ···•.• .............. ·· ··· , •.·· .. ·· .··. ·· ii · .. •·· ·•· · .. · .......... ·•·•·•·•· .. ··· . ·· . /· •· ......... · . · .. · .. · ...... ·• ... ··• .... ·•·••· · ..... ·.· · .. · · .. • ·. J · ·. ·.· ....... •·· •.. ··• .• · .. •· .•••. · .··· ..•.•.. · .. · ·. . . . ·• .... ··· .·. ~ ... • . ... · · .•. · ·.. . . ... · .. ·• .. · .··.· ·.·.•· .·· ··• .·• • .. I· .. ·.·•.·· , .•~.·.· .. ··.· · .. • , •• i ' 
ao.et W•O·· • ,aaHc aog· enkele 110; · ... , erwaarden . , ·.·. ·tgerek•· z,iJ·n, zodat ·· .. , ... le .. ·.• ··. • 

··.· .e.en:t.r. .e diff.are, .. iea,we·>• a bi,. deinterpolatie. van. belang .. z1 ,n· ... ia .• ,t i 

. t111btabellati•g~\t.i~4 beke . si n. Verd.er siJ. p .· ... • 1 n, waa:r7in. n. meee .. l .: 
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.·Moderns· Rekenmethoden. 
er als volgt uit: 
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· · Uit .het schema zien we allereeret I dat ruwwes gesproken do eerste 
. ' . . ' . ' ' 

.· au ifferentieG een tiende i.h.a. 1 · n zijn van de eerste differen•111
'

1 

' . . . ' ' . ' ' ' ' . . . . . ,· . ' . . . . ' . . . ' 

' ' ' . . . ' ' ' . . . . . ' . ' 

' . . ' . 
. . ',·. . . . 

·. uit . ,20 en 2.4 • Iri:mers daze twee formulas leren dat i.h.a. 
' . ' ' .. \'· ~ ' ' . 
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. tie dus o eveer 1 n maal de k,,,.de d1ff erentie. l31l ~ aar Z1Jn du.s d..e ··• 
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· dealt, dat zeverder verw&a·1~loosbaar zij"• Deze volge· •e atelt men dail;f~ 
n. .· en dan kan 118lB, bet a11i • if:f erentiesoheaa .. volb,ou•en •. Men moet .· vol,~.,11 ·~··••<11•;,., 
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.····•·daarvioor· viar:lextra·.•· deo:t.malen nodig 1 · .. · .· ... ··.·• s·· we· preei,es de ··.u1tges0hreven.•··•··•······, 

·.. te . , . n in a . · erking ne.men. · . . . . · . · · 
···•·· · .. · ... ·· ...... · .. ·· V••l• ... 1'0···.t nu dit au,.. ~fferentiesohema verd.er op.gebouwdex:i '"",l. "'· 
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niet aens systematisch van te voren kan gesohieden~ omdat wij niet we•·* 

ten, waaJ:- wij ze nodig hebben, · tenzij men za voor iedere scha1'nierc;lilt · 

waarde berekent, wat het beste is· maar zeer omalaohtig. In de tweede · ·· 

plaats is er gaen voldoende controle omdat de scharnierwaarden niet. 
ex-:lct behoeven te ?torden gereproduceerd en derhalve ku1:1nen bijv •. twee 
fouten, ·. die elkaar ui teindelijk zo on.geveer opheffen · onopgemerkt blij it,,,r 

. ' 

· ven. Tenslotte is het prooes discontinu. Ben fout in een bepaald ge~• ·· 

deelte treedt niet · meer · in de volgenie berelceningen op. Di t lijk:t mis-•· 
achien een voordeel, rnaar is inwerkelijkheid een geweldig nadeel.Immera 
het is mogelijk, dat een fflut insluipt in een va,n de eerste cijfera van 

. . . . . 
. . . 

·. d:e. f1.n1ctie, bijv. doordat een zoctanige fout gemaakt wo : t. in een so· r-~ 
.·· .. nierwaard~e of in een leide11de subdifferentie. Zi;lk een fout is natu,11~'·"" .· 

.. 

1 ... k l t" d . . l . . .. •,.p t t t h lJ .· vee er11s iger an een 1J:1 de . a,~tste c1J.era, maar on snap oc 
. eerder aan de cont role van de vol!gende scharr..ierwa.arde, omdat een min,,,,. 

. . . . . . . . . . . . ..... · 

· der . coneoientieuze rekenaar meer ·. aandaoht · zal schenken &an het · klop:pen 

van de laatste oijfers • · dan, van de eerste, die inm1ers••a1 tijd wel goed · 

zijn;''. Bij het starten van een nieuw-e subtabellatie na berekenen va,11 
. . . . 

·· nieu'Re leidende eu iff erenties is deze lout bag.raven en kan nooit 

' ' ' . ' ' ' 

. ' . : . ' ' ' ' . ' ' ' ' ' ' . ' . ' . ' ' ' . ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' ' . ' ' ' . . ' ' ' . ' ' 

ie~ gelegen in deze foutieve wijz,e van subtabelleren •. · ·• 
' ' ' ' ' ' ' ' ' . . 

' " '' ' . ' ' 

. . . . . . . . . .. . . . . . . . . . ... · . . I .. 

rti,.g y~11. :zg, QVI,~ ~ugsi sdifierentiea. Jn de hier · gegeven gewij zl..gde .·. ·.·.• 
,,· _,_. ",• ''",· ,,· ·:{'' '.··:- ··1 ',''• .. _._-·•·, ·_' ' ' ' .··' ' ' ',, -_ ' ' ' '-.·' 

. ' ,· • ,l. '. " . . ' ' . . . 

v,o:rm ;,an httt O.Qr: ~~ ,11 ke id•aa Vall Q.~~~ ai n d:1 t de f'l• ootheden . 
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. , ,' ' , , .,,,.,,,, '. ' , ' , ' , , , , , ' , ,' , . , ~ . . , , , . ' ~• ' -. , " , . - , . . ,' , • , , . , • ' . , , , ! F - • '• , ·, . ', , 

l.flit een enM.der ti:J.teenzetten·d1or in extenso bet ·r~eda .ge~ee .. ·.· e .. ,,oor1,1i
1 

• 
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··•··aohter de schar:' erwaarden en de di.fferenties .zovee1·n·•·.1en·toe .te· ..... . 
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· .. · . ~ .s. tie o~n,pro. ., ,eli .• ke . fWl,ctiewp .•.. en . d ua ala . geheel be sc.hou .. ·.... . wo en: :~,J 
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·lod.erne Rekenmethoden. 
' 

Nu de tweede overbr· gi sdifferentie B. l>e 
·. 2·· · ··2·· ··'2···• · . · 2···· ' . . . .. ' . . = - . . .. . . . . .. 

no1~e.le op bouw levert · 

·,···I· ... ;; 2 ll!illll, .·· . 2 • · . 

· Tenslotte. Zien wij direct· dat de derde overbr·.· .. ·· gingedif1erentie ook 
B is t 

Het prooee is dus ,ala volgt: Bereken een e. ele keer de leidende 
k . . 

· subdif:t:lerenties en ga · opbouwen, Iedere keer ale wij de · · ·. ·· · ·· ·. • .. ·· · 

geproti,uceerd tellen wij bij deze eubdifferenties de terst .. eenvo ·.· ig 
• 

te berek:enen grootheden A, B, B. op en gaan doo:ti •. In werkelijkheid ia 

te ~ olatie, due het loont de moeite een klein tabelletje te tnaken, . 

.. waarin alle in aa11merki komenda veelvoud.en van 165 etaa:11. Dan behoeft 
er due in het geheel .· .. ·.·.et gereke ··.··•··. te wcr den. Het prooes · is volkomen 

'• 

.· continu over een willekeurig groot aantal intervallen •. Iedere schar 

•· nierwaarde moet exact greproducee:rd word en. Een onopgemerkte f out 

···Het .. pr·ooes .. is dua niet alleen veel sneller maar ook veel beter·dan·het ·· 
' . ., . ' ' 

eerstbesehrevene. 
. ' ' . ' . ' . 

• • 

· Het . s11btabellatie1)rocea kan schittere. ·.··. gemeoha:1.1,J .. see worden dc,or ·.·· .· .... ·· 
. . 

tieaeherna yoor het gegeven voorbeeld is:· 
. . 

. 

Stop:. IC 0 ··o. 

Hand : · . ::, .. . 1· .. ~- . 

.. 

. . " 

' . . ' ' . ' 

1 

3 
D . . ·. m 

36 11 •40 • ·.·Hat . opera••··.· 

+ 3 . 
IUll.i. l!ll 

4· 

. m· 

Zet A. 

A. 

. ' 

4,2 · .. · .· .. T,2 

. 2 .. 

.'.· m 

. . 

. . 

. . . . '. 
• 

. . . ' . . 
. . ' ' 

•• 

. . 

·... Tab ··• .. ·· Zet. f .. ·· 
.. · . ·. . . . ·O 

.
_;,_, " . . . . .. ·· .............. ·. •. ... ,•if, 
!{!l : .,•-·'!': 

. 

. 

. 

' '' ' 

' ' ' ' ' . . ' .. 
. ' . -; ' 

. 
: ' ., ... ' ' . . ' 

" ' ' . ' ,, . . 

. . . . ' . . . ' . . . . . 
. 

' . . ' ' . . . · · ·· .. ·· ·. · .. ·. · · .·.· .·•. ·. · Dr .·•.· ••· , : .· .·.·. .· · .. 1.: I.ii · 

. ' . . ' ' . . . ' ' ' . 
' . ' ' 

. ' ' . 

. :· . . ' 

. ' . . 

·•· Tab··.•····• · Tab••·· 

. ' . ' . ' ''' · .. · . ' •, ' .. · ' ' ·. ' ' ' 

' ' . ' ·.. . D·· ..... ·... .· ... ·.. . . . .. ..... . 
' . ' . . ' . . . .· . ' . ' ·' . , · ·· .. ·· ... ·o·.··.· · · · · · .·o .. ··. . · · •·•··· .... 

. ,. . ' . . · . 

. . ' ' 
' ' ' " ' . 

~ 
""'""'7111"'· 

.. ·3·· 
' . ' . .··-Jlw, . 

' . ' ,, 
' ' ' ·-

. . . . 
. . . 

• • ' i 

. "' . ' ' : , : . ,, ' ·: ' .. ' '' 
' ., . . . ' , . " '• ' ' . ' . .,_. 

"" ', ' "' .. •' ',, ,, ,' .· .. ' ,' .. 
. . ' . ' ,. . ' . . . ' •. ' .,,, .· . . ' ' . ,,,·,.. ' ·,.. . . . • . ' . ' ' . ·, ' ' . ' ' ' . 

. .· ' . . ·. ': .· . . . . . ' ' . ' ' ' ' ' . ' . ' . . . . . . . . . · · ·s· w·e· · · · · . . . . . . . . .. · . - . 
. . ' . . . ' . . 

• 

op dese· stop subtotaliaeren werkt de stop ala een gewone 4 st,op • docl:. 

·biJ• ... het inz,etten v.an·.B ... natb:· ... l.:ljk .·.···· .. ·•··.··•···4,2 stop.· ... •.· .. · .... ··. •·.• .. ·· ... · ·.···.· ·. ··.· ·.·.· · · 
i ;. . .. ··. ··· ..... ··• . • •.... ·· ·. . . . .•.• · .. ·· •. · . . • .. • . ·.·. · .. •. . •..... ·. . .. · ............ ·· • . ··. ·.·· ..... · .··•· .. · .. ··.~· ·•·.· ..• · ... · . . • •... • ·.• · .. ·. •. .. . .·.·.• . . . •.•. · ... · •.. · ...... ·• . • ·..• . . . .· · ..... ·· .... · .. · .... · ... · .·.· ·.· . . • .·· · .. •. •. . . . ... · ... · .•• ·. . .·.• . · ... · ...•. ·· . ·•. · ......•. · .. · •. ·...•... ·. .•·•· .. ·. .· . .· .... · .it, ' ;. 

•· ·.··. · De re.···•• .. stere 5 · en 6 ·. ziJn n:iet gebruikt en kunnen · desgewenst gebrU11.·•· .. ·.·•··.··•·· 

. . • ... ·· .· .. ··.·. ·. ·•·. •· ·. ··• .... , •··· ·.· .. · ... · ....... • ·.· ·. ·. ··.·.·.· .. · • •·. . · ... • .. ··• .··. · .. ··• · ..• · .. ·•·· . ·.· .. ••··· .•·.•· ·. • ... · ·.. . .. . . . · .. •.· ·.· ...... · ··• . , ·•··.. l ·• .· .· .• · .... · .. ·•·• .. ·.· ·.•· ·. i . . ··. · .•. · · .. ·. ·.... . . ·.·· .· .. · .. ·.. ·.·.·.· . ..· ·•,." .. · ·· .. · ... ··· .· ·· ... · ... · .· .•.... •... , . •·· .. ·. , .·••· ... · ; ', : •.· ·····. 

ft.,. ' . ' ' . ' '. . . ' 



Moderne Rekenmethoden. 

V,oorts ia het voor de operatrice prettiger iets ·•·· ere ·te doen dan al,•1• 

leen op volg•rde toetsen in te druk1cen, terwijl ten slotte het aaJ1n, •. · 

·· slaan VfUl hat. cij:fer 9 een sein ia, dat de. e.xtra. regel in aantocht is .1 
. . . ' . 

. ·Ala. illuatratie geven wij het .. vt>lgende vraagstuk. ~en f\111ctie. is ge,;11• 

· geven in 7 decimalen. Gevraagd haa,r in · tienen ta aubtabelleren met in•· . 
achtna,,me van derde d1fferenties, daarbij de gesubtabelleerde · wa.a en 
afrond.ende in 6 decimalen. 

De functie en haar differentiesohema is: 

X 
' f X ' 

. . ' . 
. ' . -- . 

' 

1,60. 4,953C324 

. 1 ,61 5,0028112. 

5, 1038747 ·. 

5,1551695 

. 497788 

502791 

· .. 512948 ·. 

· · . 518103 · . 

. 1,65 . ·. 5.2069798 · 

··Nu de· startgrootneden:.· 
' \' tri• ,' ' ; J '?·: f't-<. 1 

" ~,cl ;,.i !,J ,, ' 

· Fa,nctie: · 495303240000 · 

.·· ' 2 . 

. . 
' ' ., . . . 

: , : I > 
' ,, ' ' 

.. ·.: ·····o·. . 
'' . ' ' 

' 

. ' 

. ' 

5·o··o· · · ,. , " ' ' . ' . 
' 

' ' ' ' ' ., ' -.. 

4953. 
· 50 .. 

5003· 

50 

5053 

. 5104 . 

. · 5· ·1· 5··· 5··. · . I , , ' . . . . . ' . - ' 

. ' 

··5207 

' 

1 

0
. 

. 

' 

1 

1 ' 

' ' ' ' ' ' . ' . . . ' ' ' ' 

' ' '. . '' ' ' ' ", ', ' · ..... •' ::.. .. 
' . ' : · .. ' ' .• . . .· ' ' ., .• ' ; .. ' ' .. •·.; . ·. .·' .· ... · . .• ' ' . ·•.· . '. ,< ' .·. ·.. . •... ·. ''. '.· · ... ·· . ' ; . ·.·.. •'' ' '·. . .. ' · ... , .. '. . ' ,'•' '. . ·.· .. ''. • ' ' ',. ' ,, ·.·. ' .·' •' . ,,' ' ' ' . ', • . ''' ' . ' . ·. ' ' . . ' •. ' . ; •. . . ·, ·' . '.. ~- . • • .· .. ·· ' ' '·. ' . ; •. ' ' .' '.' • . . ,,, '. . . ·,· .· •••.. · . '. ' .' •' . ·.' ... ·. ·.· ' .· ·,· .. ' .. · . 

' ' 

' 

. : ·._, .. ·· ·,' ·" __ · .. -:;-,,_,'.- '' -:.· .. · . ·::,.-·--:· ·.:'."., ', ,.-_,·· ..... ,'· ·,. · .. -.---·_. ,· ·, _' ::. ,,- .. --·_·_-' ,._. _._-, · __ -_- ·.,.,·-.- ·_.,:- ·, ,·- ', .·· .. ·_·. -_·,_"- .. ·' · __ ·----._ ·. '· __ ·'' ·-_··.:·. ·_ .-

.·. tiaoh ia o .,e I ,.·• .. d,e ge,rabtab,allee'rde·.· tabal ta ·gebr,1:i.ken · .. most· men· de 
,· '' . ' ,' ' ...... ,· . ·.·· ..... · . . .· ·.,' ' •. ' ': ' ' ' ' .· .. · ' .· . ' .· ' ":. ·' .. · .. ·. ·. ·,.' .•. • ' . ·.•. ' .·... ', ..•.. •.• .. · .. ',. · •• · . '. · ..... •. ···.' .,, . ' ' , .. ·· •, . • .... ' •' • ' . ' ·, ·. ,. ' • ,' ' . .·· . . '.... . '• '' ' ' • ' '. ·. . • . ' ·. . . ' ' ' . . . . . . . ' . ; ' . . ' ' · .. ' 

· .. ·· 1 t • v1jf · qi: tera ftgschrappen · Voor < et nog eena afro ·· ·en ! 

Ile . t . tJ.l-, 11$t1t,a'i ,p p. ,. 13 •• 4 propo,s, f x , ···.·, e • . . . . . . . .·. . .....•.... · ... · · ·. ··. ·· ··· 
.· ._·,_._ ,· ,' .-- ... _ .... ·,' ,'· .. ' -_.:,· ·_:- .. _ _.· __ ·-._ .·:--:". '' .. _,:' -·,· ' ·_· ' '-_ '_·.· . '. .. ' ' ·, '.· '' ' . ' . ' '. . ' 

,, .... ··. ·•··.· ,· •natu:: :,li'.t.·•• ia het· bovenat1.a12de .· eleohta. een .. ·bijzo:··•.· ..... er··. gev.·.·•··. : • •. Het·.·.•. · .. '·.·•····.·· 

• .. •a.n:tal .,111 aanae~lti : •. ta . ..-en ... diffex-entiea ka1l hoger of lager .. sijn ea 
'< ::,: : ·• y •·•···.·.·, , , ····... i, •: .~ i , . ..·.· ... · .. ··.·· .. ·•····· .... · .. ·. ·.·· · ·•·•• ........... ·. ·. ·.••·•.· .. ·· .. · ·· ..•.. · .... ·.•··· .. • · · .· .. ·. ·· .... ··. · .. ·· · .· · ...... ·.·· T , .•. ·· 

,. Q,kan al)d\•~4'· wee.,r(l.en be1),, .,.ll_, Bet 1• .·· ,,en.··.· apor-t voor elk .. geval , Tai,. vol:i((~I. 
i;, ii ' · .. ' · .... , ........ ,'' . ·.· .. ·.·.. ', ; ' . ~ ,' : ' " \\, ' : ' .·. ·., .. · ..... ·•.·. ·•·· .· .·. . .. ·•·· ' ' ··• .... · .·. ·.. ..· ' .. ·, .. · · .. ·.' ' . •· ... ··. '·.·••.··, '.' ·•···, ... ··.· .... · .. · ... ' ' . .·' .·.·. ,···.. ,· · .. ··•·' ... · ·.,.' .·. ·, .. ' . '· '.·.·' '·.·•··. ' ' .. ,,, ' .:: 

loe e . ·.· • , 001\ta d,!e ··'• . • 11Mier van ops••"tten . ,ran . bet pr,oaea ~e var:• . ~'l,, 

., . ·., • 111;,? ··· mien, · dat le Bati0cnaJ . ••·t. b&,R · 6 . re · .. ·.· · at era nog .. •. ao d • ~•~1-

t ·a,11 · ••·~··· · ill· · I'll· ·k·•·· •. · · · It· a.a br··•ns-a· · 1 fl. us k•!' •"''""t· ·&· . · ll•••- · WI; ...... i .. 'ft~' ..... ·, '_ ,•_-.. "->:·: ·, . .- -· .·; ·-<:·' ·" .. '-'. -,.,· ' -,-,_- . '">' • ": • ;, "' ~r~, '. •'. .. ' .. -► -'rl' ·--~,' ', : ' '_,' .-,_, ~-It ,I .w·-~_:u' ,· __ ' •,. ' " . ' .. ·v•:19-.-~.,·., IA~~"' "'"" ',_ . .,.,,.., ,._,:;VU·· .. ___ .·,' : 
'--~- ·,-,._,.,.A_" .. -'·;., .. '.-:.··<:;-:._•·'':;f,,.,-':-·';,,,<. ·-·':·•,'"'',:'•'•''' _·:.·, _',, .. _' ... :<-·.··:·;,;.":·.,,./·,o.:, .... ;::;-.;;_''·.~-·.-.. ·":".:::·:·;•.:,:•.~--.-/~:'·, -•:·-, ... -~ *-!>.:•-~'..! ,-·:· ... :', ... ·:., ... · ._ -~,-, .. , , ,•,'":'•'··-i.,'.' ·.' ·· .. · ··_;- ·'. '. _ .. ', .. :· , •,.. ·,: , .· .. .-• ... ;.-. ,- ,; .. ··:,·· .. • . ."' .. .- ... ~.-: _··i.":_,., 

' ' , ; .. " ', '; .. , 
' ' • • i . ' ' : ' ,; ' . ' ' . 

"¥\" •· •,•_ ,'.:_,, ·:, ,· ~::',.•,,,:,,: , .. ·:: _-,• -:. ,.'_-•,,c·:•· . .-:; :,•,, ",' ::,'.;•~-_:.';-_":.'.:,'-' ·" ·,' ·,,-, ,, .. "_' ,-,. -. ; '·' _, · '"· ·· ,•.· ,.- ,' f,..,,. ,-- ·' •. -.. ~Wci- '' ~•M .. ~«;; '' ' · '. - .. - .··.'-.,~• .. -,;: . .-~-·-,.·•,."_·-"-_._ " . .-?!?J~t°l.'.;"~;.·>·~~-··,·· .. :.·":·":'''-.. c:•: .... ,:~:,;_.·'.:·,:·'.\:/'.'.·~f'.f.:~S:;>·_·:: 
:~:-;,•l{•',.• .·, ; .· :•,•, :'-"-' , ._ , , · ... ' .. , . ·'. '· , " ·•, ",J,, , , ..... , , : .. ,. ,, • , ·'. , • •- ','···• .. ,:··, .. •.;: ' .. :'. ;-··~·, ,,··,:-.·- .. · ..• •, •• :,•·.·.•.•· ' .. • .• :· .. •.•,)_,,;,•.:'_! .. -~!:_, . .-·,-:-..... /:i\•i'i':\-:,::,-.::.-.-... --.-,- ,.'· .. : =.: .·.-_-, ::-•·?.'.~J'\\:.-. :,,_ ·,·: ': :,' ' ,-·. ·'-, . ,' ' . ".-·· '··, ' ·,.··.'' ' ' ,, ·,, ' '·-: ,_: ', ··_' ,', . ' . ' ,_:- ,·.. ' .. · .. · ':."·.·. ,• . ·. ',.'' :• ... , 
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· van he·t ter,1 ·· .. ·· erpen van hogere d1fferenties. Hiarbij treedt ieta 

zeer eigenaar•d igs op. Lat en wij het geval. beachouwen va.n het terug,.,,: 
"er:pen van vierde dif1 erentiea op tweede diff erenties met beh p va11 ·. 

de f orr~ult.1 

waarmede. 

wet en,. Nu zou men k~ir.nE1 x·~ ri~n·:.n, d.a·~ ~.1ij in hat bo"'1enstaan:le alleen maar 2 .·.· 2li · · . · · ·. · .. 
· ·· door · .... · ~ ha.ddati te "l.1e,~!'\t"~1.n6 e.r1. ~ r.~,t:i1._ di·t · j,.s niet geheel juist. Immera . .. ··· 

· bij de bdrekening van dd ~verbru~f.tinssdj.ffercinties treedt een verschil 
' ., :).' 

'(/ 

.. op. Allereerst de eerate overb~Ui;:~,j~n~sdifferentie A. De normale opbouw .,z: 

·.· .,,·.. . ··.·r,~ ;\ 2~. · ..... ·. 2* · ... · ..... · ·. . .. ·.~.. .· 
• I f 4't ,,"f'P 

D ·. . . .. ·, 1 00 0 3 , . . ~ill" 2 8,5 
. 1 . . ,2 . is A =~= 

165··. 
21t·· >""} 

tq)t - 16 5 , ') ~;; 1 0 0 0 .·. · .. ·· ~ .. • 
(.,, 1 

2 · · 2 · 
R ·, waarin R d·e a.f f!•ronde 

. . 

.... 2·· ' ' . . 

' ' ' ' ' . . . . ' ' . . ' . .... 
· .. · .··. . .•4 . . . fi. .· .... 

waardevan 0.,1S4····.·· betekento ll1Jn.:.s 

.B = 

· ·Speciale tafele zijn
1 

emaalct om hat berekene11 van de overbru.ggi sdif1 "1' · · · · · · · · · .·· · . . .· ·. · . · .·. 2 . 2 · · · · . .· · .. ·· · 
.· ferentiea. te omzeilen~ Man badenka, dat .. ·····•··.··.•·. R · slechts e.en zeer kleine · 

' ' ' ' . . ' ' ' . 

· .· groothei.d ia, · ... ,u·~.· .. e1lkel~ eenhede114. Voor B behoef't dua geen tafel ge-. 

ma ·. 8 wora.en. ··. oor ' 86 · .· · · a. a .e ···.·. s argume.n · .. I,~· . lil!'I ,:~ . · ·.· ... f . erftl!I . 

. •· ....... •.··. ·.· ... '. . . ·.· ••· ·.. . ·. . . .. . .. ·. . . .·.··· . 2 ...... . 
•·•lke · opk naaet ,4· iltaat op.segeyen, Voo:r elke eenheid, die R mee:r is 

•_'. •,•,,, ,• • ,' S• •, •• ' •e, • ·, ,, •,• ' • 

dsn·daze opgegeven.waarde,· te:).le.·rneneenvo ig·1000 ee. eden bij A op,-
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. ' . . . . . . · ... '. . ·. . . . . . . . . .. . 4.·· . 

. ··· Een a ere kun.stgreep is het in cascade sohakelen V&ll twee su'b1label 11
•• 

. ' . . '·· '' , ' •. ' " ~ '' . Ill l, . ' . . . ' ~ 
,,,r ,, ·. ., . ' ' . . ' ' . ' . ' ' ... ' 

latiea voor grote n, bijv. n ~:!'; 100. Stel, dat men eeret in tieiien zou · .. ·. 
' . ' . . . ' ' ' . .· 

. . ' ' . . ' ' ' ' . ' 

subtabelleren, ll!l deze \nieuwe · tabAl ,,pn3.auw in tienen, . dan zou. men bi · 
-· ' . ' ·, . . ', . .. . . ... , . . ' . . . ' . 

• 

daze . tweede eub•taballati·e zekar · mindt,,~ diff arenties in rekenj.ng be "1''' 

' ," . ' . . " . ' ' . . . . . . ' 

. . '. . . . . . . ' ' ., ' 

vw:1 de· subdifferenties1. Di t betelcent a~n grote · tijdwinst.··•. Voorts is 
' . . ' . ' . . ' . ' . 

... ··• .. ·· .. ··•··· .· .. ··• .. ·.· ... •· ···•····· .. · ....... · .. ··.· .. · ... ·• .· .. · ... · ·.·• •·· • ··.· .· ... · .. · .. · · .... ·.· .. · •· ... ··... . .... ·· ... ··· ....•. ·. · .. ·•· ·.·.· .. ··.. .· .·.·.··.• .... ·•·· .. ··.· ··· ... · .... ··., .. ·. ·.· . · .. ,· ...•.. ··. · .. ·. • .. ··· .. ·• ... · .. ···•·· .. ·.·.•·· .. · .. ··.· 

tweeeubtabellatiea nj .. et·na .. elkaar ,;:.1~·t,·.aaar tegelijkartiJd• .Op daze•.··•···.•··· 
-·. ' ' . . . . ' ' ' " ' . ' . : . ' . . . . . . . . ,• . ' . ' . ' . . . . . < . ' . . " ' . . . . 

' . . ' . ' ' . . . ' ' . . . ' ' . 
. . ' . . ' . ' . . ' ''. . . ' . . ' ' ' ' ' . . ' . ', ' ' ' . ' ' . ' . . . ' ' ' . . . ' ' ' . ' . ' . . ' . ' . . ', . . ' ' . ,, ' . ' . . . ' . . . ' . ' 

wij se be1:'ekendA de·. Rakonafdeli 1 ·. va1.1 l\et: .· :r~,. c. ·· .. ·· ae.n hale ae~rie · t , els. ii· ... 
·.,.··•.•····•···.•·•.··•······.···· •. ·· .•. ··.·•···.·· ... ·.·.• •. ··.··: .···. ••.· .·····.·· ••· ... ··.·.·· ... •··.·····.·· ...........•.. · .. ·.• .•.. ·· •· ... · •. ·.··· .·• ... ··.·.· .. ·.·· .. ··.· .· .••... · .. ·· .. · .. ········.·····• .•...•. ···· .. ·• .. · ··•····· .. · .. ·.·•··•· .. ······.· .. ·.I!!· .. ·.·.· .. 

elk voor 1·000'1 waards11 van hat ar&·li.i:~,~.t. Uitgor.ekend warden 100 funoi·•~ . 

. ·, ' . / .• ·.···•·.· .•..•••..•. · .. ·.· ..•.. ·•·. · ... · ........ ··• •.. ·.·. · .. ·• ·•.· ··• .. · ........ ·· .. · .... · .. .: . . ·.· ·. · .•. · ... ·.· · .. •·.· . . · ..•. ·. .·. ·.· ··. ···.· " · .. · .·. ~ ·•·· .· .... • ..... ·· ·.· .•... · ... · .. · .. · ... ·· ... ···•·· .·•··... . ... . . · .. ··.· ... · ..•.. · ...•. · . ' 

100 ,··. .wa:11trden.·•·•.··ne .... funot1·ewaardt1n ·.·we~re!l ••·in•.·. twee .. · extra ·deoimalen. · be:P1eke.·· .. : .. 1~ 
,·' ' . . . ·.' . . ' . ' ' . . . : ·., ' . . ' . . . ' ' ' . '• 

' ' ··:: .. ' . ':' ._: ' . · .... _ ' ... · '. ' ,. ' .. ' ' '• ' ' ' , 

' •.·.· ..•....•. ·.·•··.. . . ·.·· ·.·····•.·· ' · ... •.· .. · ... ··.·· .· .. ·· .. · .... ' ........ · .. ····.·.·.···• ·.· .... ··.·. ··.·.· .•. · .· .. · ... ···••·.· .. · •... •.· ..• · ··•·.·.·.· ·. · ...•.•... ··· ... · · ... · .· .. ·· .. ·· .... ·· ..... ··•·· .· ... ··· .•..•. · .. · .· .·.· .... ·.· ..... ·. • ... ··•·······•.... . .: "~ 
' ', • < ', '. " • ' ' • • • • -" • • • -.,, ' ' • • • ' • • ' • ' ' ' ;·.' " • ,. ' • • •• , .. • •• ''IV( ' ' ,. ' . ', • ; ' ' ' • ,. ' . ' ' 1 • ' • ' ', _' • • . '," ·· ······ ···e •aa· n·t do·c.-!i!J!al·,1n w·erd·af·geron,·a.J I··n· d-t ,,,.·ov·al wa,··s h·et··d··oor·gaa·1~1•· ···· 

··. te····bre.·· ... en···en bi··.··•• de··tweede1:rap·k·on de .. · subtal,a1latie··line ... · .. r·.··geso;,.·.·.·e:•.:~" 

:-:t.-:·\·.··_··.-:,-__ ;":,-··'·.-- ... ·-,-:-.·.'.,:;_··.:'",:·.··.-.:·.·,.,i'.·:·,··._··.,:·'".'",:i.-':_.->·.:· .... •:·, ... ·-"'-· . .-_·.,..:,/.·._;·.-·. ·. __ ::·:.:,_:_·.::.1.:;:· .... :··' .. "·.:.•·.·_: .. ,.:<·'.;·_.,·:.:··,_/: .. -: .. ,·_:_·,_.·,,"_.,_·.-_._;', ... :·.·,,.,·· __ ,·.'.·,·:·. -.··.:.·.· .. -,·-~.: .. ·· :<···,, ___ ·: 1.··.-·:· _· •• ·••· •• · .:· ..... • • • •• :,: .. •·· .... ··,·~.".·· •• ·,,·.·::• • .' .·,.· '. '.··.·.· •• ·,;i; 1 ..... ',';•._,_::.·.•;.•,•., ......... ;,.:·_:,: 



• 

• 

• • 

·· M•derne Rekenmetheden. • 
.. 

' . . . ' . . ' ' 

.· a · · Tengevolge · van afrondingsfouten in de soharnierwaarden en interpo · · 
• • 

1{3,:tie met 4 basispunten een ·· maximale f out ~an O, 625 maal de afrondings.-
. . . . . 

~ . ,. 

f•uten van de scharnierwaarden. De~e war.en weer met twee extra deci. · . . ",·,., ' ,_ ,, . ' 

• . . 

malen berekend, dus totaQ .·· maximaal ca. 0 1 75 ee ...... eden van de tweede . 
. 

. extra decimaal. 
. ; 

· b Fout door verwaarlozing van de derde differenties · ii;i de eerste trap 
' ' . . . ' . 

is maximaal O ,008 maal de grootste derde. differentie~ Laat deze bedra·~ : 
. ' -

· gen 20, dan is de· maximale fout O, 15 e~ ·-eden. 
' . . . ' ' . ' ' ' 

• 
·, . . . . . '. . . . ' . . : . ·. ' - . . . ' . . . . . . .. . . 

. c • :Fout door verwaarlozing. va.n de ·tweede differenties ii:i de tweede · .• ·.•.·.·.· ... 
. ~ . . . " . . ' . 

tr~p is maximaal 0,125maal de grootste tweede diff~tentie. Laat deze ·· ... ··· 
.• . . ,, 

' . 

. bedrage:n in de oorspronkelijk tabel 600 ee .·.·. ·. eden, dua na de· eerste ... ·.·· 
.- . . 

' . ., . . ' ' . ' . 

·eden •. 
'' ' -._.· .. ' ·,_ .-. _- . __ ._-_,·- _-.. __ .· __ .,- _· .. ·.,. __ .·_, __ ": . . .,· __ ' _· ' .. · -_·_ .- ' __ · 

d ·. Fout door terugafro. _· ing op. juiste aantal. ee •·· •. eden maximaa1·. 50. een ·· •. 
. . . .. . . .· . . . . I . . . . . . . ·. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .· . • . . . . . . . . . . . .. . . . . . ·. . . . . . 

•· ... heden •.. · ~otale. fou.t .. dus· .. · zeker· kleiner·-dan.· 0•,75· +· .. · O, 15.+ 0.,75.·- + 50 ··. ·•.··• ·.· .. · .·. 
_,·' · .. ·- -. __ ··:' '._ ....... , _· .···:· ,'' ··_· ... · __ · .. ' ' ' ' ·:. ·: ·. ,·' .. ·, '-_ ·: . ' ' .. ':' '··._ .. : . _:_. _:.· .·-._·_.·.·'. ·._·. '•·:··' ,., ' _·· .. · ._.'. .··." __ ·· .·. ___ .. ' · .. ,.·, '. ' ' -: 

··. 51, 65 ee eden va,tl de tweede extr.a decimaal. In de ee ·. eden van de ··•··· ···· 
' . ' ' ' . . .... , ., ' ' · .. · ' ' . ' . ' ' . . ' ' . ' ' ' ' ' ' ·. ' ' '. . ' . ' ' . ' . ' ' ' ' . '. ' ' ' . ' 

. . .· . . . . . . . . . . . ' - . ' . . . ' . ,, . ' . . . ' 

' ' . ' . . ' ' . . 
'. : . . . ' . ' ' ' . . ' ' ' '' . . ' . . ' . ·, . . . ·, . ' ' ' . . . . . . ' . . . ' ' ' ' . . . . ' . : ", . ' . .. 

0.52.ee.·.·.·.·.eden.,Een ideale t·.· el.he.eft een t·olerantie va,n 0.50 .. ee· ·den. 
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· . Een andere bel1an i ke toepassing van dif:ferentiemethodea •·· ... nnen wij 
. . 

· mz~lten bij het bepalen van de aom van bepaalde types van eindige of onein·•· 
dig voortlopende reeksen.·· In ·sonmige gevallen kan men met andere methodea 

. . . 

der wiskunde meer sueoes bereiken, · ma .. ai~ ala de formule, waerdoor de terr1'• 

men b,~p~·iald z.n.1naar ingewi' eld genoeg is, is men·.op numerielte·methodett 
. aa.nge'fiezen. Dij <:en reeks met eindig aantal termen is er formeel wel. 
geen bezwa.ar om alle termen te berekenen en. te sormneren, .mae~r ala het. · 

· laantal- itermen groot is, is deze methode zeer tijdrovenl. Bij een eonver,,1:,,, 
'' 

gente oneindig voortlopende reeks liggen voor one de z. •ell prinoipieel · 
.· 

eender, omdat uit de definitie van convergentie volgt, dat men om de EIOII 

met een voorgeE;ohreven eindige preeisie te bepalen slechts een eindig 

•··· het wellioht bui tenaporig hoog aantal termen nodig heeft. 
. . . 

'Nij · zullen one bepalen tot twee belangrijke groepen reekaen, n.l •. · 
een gladde, d.w.z. aleehts ge;µ:il · · 

Gema,kehalve duiden wij. ze · aan . · 

. . . . . . ' . ,. 

. . . . ·. . . . . .. . . . . . . . . f, . . . . . . . . . ... ·. . .• . . . . . .. . . . .. · . • . 

·. De ontbrekende termen ltunnen wij da.ar tuasen geinterpoleerd denken en 

. ' . . ' ' ' . ' ' . . . ' .. 

··•···.. .. . le.·.·. ,. · .. · ·_,aar?\a .. ···· .. 
. " . . ""' ' '" '. ' .. .., ' 

' . . ' . . .. 

·de somro.atie ook in f ormule kan word en ui tgevoe •. ·· 
... ·· .. ·· ..... · .. ·.·. ·.· ...... ·. . . . b .. ·· .·.· -· .. · . .. . . . .. ·. .· . . .. . . . . . 
. . ·. . . . . .. . . . . . . . . . . . . . ""':"a . . .. . . ' . . . . . . . . . . . . . . . ... . . . . . . . 

' . . . . . . . . . 

Ya:t1 de reeks aan .· .~ ... · ... ·.. het begin -0f eind, dat b,.,i,,a een veelvoud ve~n n is, 

·.· •, ' ' ' . . . . . ' ' '~ . ' . ' . ' ' . ' ' . 

te :olaerd. Wij · .··· .. · ken . nu deze tab el m~t b 1jbehorend d ifferentiaa·ohe1na. ·""··· 
,·_-_, :.--·--,- .·. · .. ,', . :. ···.': •' .,· .,:, ',,,•·"·: .. · .. ::' ',,•_ .. ·' ' ' ' . ·. '··.· .. _.:., -·. _- ·.. .. ..... - :.·· .. · .. :·: .. 

Voorts berekent men nog enige · ,,e.arden buiten ab •· .. ·. zo~at ook de benod igde ·••·· 
' ' ,, ' ' ' . ,. . ' ' .. ' ' . . : . ' ' . ' ' . ' ' . ' ' ' . . ' . . . . ' ' 

. n· e·· . d·.· .. ·~ t""· ""'e· · .. . ' ' ' ' . , . .... ' . \ ..... . 
,• _,', . •.,r' ' ' ' • •'. • ~~ • ; • ~ '; ·, .. -,~•, 

. ' " ' . ' ' . . , . ' . . .. 

.J;' 

: .····•· .··.• :,s < .. · . • ·: ·.· .. ·· ...•. : •· ·• .•..... · . ·.··· .. · .... ·· · .• ·.·· ... ·.· ·. ·. ·. ··•·. ·.··· ·. · ...... ··· ... · ·.· ·. ·· .. · ..... ·.· ·. ·. .•. . . . ·.· .. ·.· ... · •. ·. > •. ··. • .. ·. . · ...•. · ...•.. · .. · · ...... ··· ·. . · ...•.... ·.· .· .• . ··• .· . ; 0 " ·. · ... · ···•· ... ···.·. ,.. . .•. · .. ··•· ··•·.,. . .·· .· .• ........ ·•.·· .... ·. . 
• .. ···• ... ·•····•ii.• ..... ==·. a.<+ .. ·•· :.nlf1n,.·.a1erininter·poleren wij .·· in gedaoht•ei .. ·een willekeurige · .. ···••·.· •... 

• ' '.. ' • j ': . ·, ' ' • -/If ' ' ' . . : ·.: '. ' . ', ', ' ' . - . . . ' . ' '' ' ' . . ' '. . ' ' . ' ' . '• . ' . . : . ' . ' ' . . . 

. . · is v:olgens · .. · esr l.a · ·.· . · · ·•. ·· . . · · .· .· . · · .. ···. ·. . ··. .· · · .. · · · .. · . · . . •. ·.. · · .. · ·. · 
' ( a ' > < ' ' ' ' ' C < •' ' < ' • 0 • <s / • < ' ' ' ' ,, ' ' 0 "' ~- <I '• 

" I ' ' ' • ' ' - • , , , , • • ' , ~ . • 

.. ,- '• ,, . ' . . ' . . ' . . ' ,· •:-1,,, ,•-·-- ' ' 
. ' . ' ' : ' ' 

" ·::. ' . ,: ',. '; ' ' ' 

' : ' ' ' ' ' . ' _'-,•'h•,,,; •,,,, , ' , 
,. : i ·, ,, '; ' ' 

' . . ' ' ' . . ' 
". -. ' ,_. ; 

j . ' ' ., • ' ,' 
' ., ' ;i t 

< . :. .•. . . . .·. ' .· •· . · .. ' • . . ·. .·. . . .· ... : .•. .• . . . . ·. . . . . .. . ... • . .. . . ·.· ' .. ·.. . . . . . > ,· ·.' . .• ....•. · . . .• . . . . . . . . ' .. '.. . ...•. · . . . .. . . . . .· . . . . . < ; < ' . : ' : if! (, 

.:,•·.•:.s··.·.a···•1-1·•·aAr' ·~·. * 6 ,,n; ~·u,·· ., •.. ,·. --~ o· ··tot 11 .. ·dan·. "Ve·r¥"8. lle'·D de· ze·· ... e····· '· .. en· a· u.ta ,',; •·1··•· •. ·11·. : .. , '' . ~ .. :_, ,·, .· :,:·:a- 1·,;v·-u·- ,:'" '·:~g~ '.,'·ti·:·,·, ., .···~ . •,• . ,' ". • ' ' . ' ' «.:.. ,I > • '. I < ·- '; • ' :. • ' I,; i·,1,: . ,. ', ··~•,' )"' l 

.: .• , ·'J•·:.... +.<?:· . . " ·, : . . .. " ... ·. . ... '• . ' . . .. '. ,, ·. " ' . . . ·: . ,' .·. . . '" ·.· . . . .=4 ' . '. ,, .... · .. . . ' . . ' ' . ,, . ' . . . '. . . ·'· . . . . .· ,·' . : . . "" " ·•: :'~:;,,, 
"-:";-.-·:;,:,_::,-·_· ·· ..... ,. ,,,,:' ' ... :, -.,·' :·.··.· .' .· .. ' ' , ' ,' ' . •', "''' ·:,;r,:"'··~-

' ,• • .:,. ' •',,,· • ', ' ' , ' ' . • ' . . • 's,·• 1,•,,::;, 

v• rest Jt&n met. wat r ·.··· a11teob11iolt geaOllnee ·, · ·wo:rilen. Zo V .· · den Wi.J bijT:• t::~::; 
., , • • • ' • ' 4 ' • • ' ' .. ' ' • ' ' ' .. , _, ... ' ' . ' . ' . . ' . ' ' . . . ' 

. ' '. . 

',· ., ,, ' . . ' ' ' 
' . '' .. - ,,·· .. .-:.:,.. ,, ; . ,- ·' ' 

' ' ' . . ' . ' . . . . . ' ' ' . ' 

. ' . ' ' ' ' 
;' " ' ' ' • ' I"• ' ' " ] la ' I ' • ' ' ' ' • . ' .-> • : •' • •. • '. •• ' < ' • ' • • • ,, , •, , • , ' , • ' , • , ' • , " , " , I''' ' 

,·.',':". _ ,· 1., ... , . :,•·, ... , , ,•- .,.,,_.,,. -.•. _ ;,. , .. , :.. . . . , . , •-•. .. ... . , . . . · ·. ; ··. ·' .· .... '', .-·, ·· ,··_r·'. -", 

'' ,· ,' .. ' ,.·, .. ,·.· ',,,·· ': :··· ,, .. ·.· .. ·.·: -.· ...... · .. ·:,.·.· .. ·.···.':·,:,···.·.:::··.i·_,_ ... ' ...... ·i ... :-• .. ;·:,it.·<· .. ·:<·_.,.:.; 
,., ,• ,· . ' .. ' •, '' ' ' ' . ' ,.. . ' ' ' ' ' . '' '· ' ,, ' ' '. . , . ' . '' . '"'· ,. ' ' . ' ., ' ' 

'. ' ' ' . . " '',. . ; •' . . ' ' " '•, ' ' 
. . ' . . ' ' ' ' ' '' ' . . . . . ' . ' ' ' . ' . ' . ' ' . ' , . •• ' ' : . ' '. . .... ' ' 

' •' ' . ' ' ' . ' ' . ',' ' ' ' . 
' ' ' ' . ' ~ . '. ' . '' .. ,. '' 

'·\:f<:.~,;::·•:,.:,;,,.-;_.\.::·:.·:.·_-., .. :~.".:·.'.',,~•.,·.;.·.· ... i•.· . .-.·:.:,:' ::-·.,;_:•::·._.:,\ .. ,•,,··:·.::,•,··.'·,'.',:'.,,.•:·•··>:;.,:_· .... :>•.· .... :,• .. ·:·'.;,·_-,i•.·· .. -:·· .. :,'.'',.·.,:,-~., .. i•_.~ ....... ::,:,'·,i::. ·.: ..... · •.,: ,'· ,·.,' I' , •;,: .·,:•.;: ,·,.· .. •' ,, . ···:":, , ·'.. ··•,.· .. ••'·.· .. _·_t: ... ·.,,.· 
' . ' ' ' ' ' ' . ' ' ' ' . ' ' : ' . ' ' . . ' . ' ' ' . '' ' ' ' . 

:·.·:.:-· .• ·,·· .. · ·, :'.··.,, :·,', ".:: :," ·-.·· ·.,. :, ' ': '',' .·. · ... · ' .· ' .. ·.' '·' ' ' ' '',•.,. · ... -.:'"'. ,\_:· .. '' ·,. ·•·· :,, ... 
·, . ' . ' . ,, ' . : . . ' ' , ' ' . ' . ' 

l. , , ,! • • , - ., • ,. , ,. , - ' , , , , " , - , , .,. , ' , , , , , , , - ·• • ••• : • - , ,-. ", , ·., - , :c- ,,. , 
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·11 n 

Om de formule in een gescbikte vorm te krijgen sonnueren wij nu e~le 

wolgt: . 
1 1 · .· · · ··. . . 1 

· :gi!IIW ,· . . n · . . , ... 

111,11•11 

0 

· 11 
+ 

.11 n 

. . 

Nu. S· , eren wij over al daze intervallea,· waa:rvan wij ·· aen willekeur 

exemplaar besohouwd ·. hebban. Dan volgt: 
. . . ·. 1··,.· · · 1 · .... ·. . - . ~ .. =·.. . 

. . 

. 1.,1,. 

·. n·. 11 n. ·. 
. . 

j ' ' •. 

~ ~ ~-

~ ·,'w: ,/} ' · 1· t .,,w •.. ·: 
,·/•····' ·'···' 

. '-.-_.".. ' _-_-._ '. =Ja,:ti, 

. . 

' · .. ···1· . . . . . . . . . 
' ' . . 

. . ' ' . ' . ' ' . . ' 

. ' ' ' ' ·' . . ' ' " ' ' . ' ' ' 

•. · n a . a+ . . . · .. 1•1.w, · .. 

' . . 1 • . · 1 · · .. ·· 
' ,11,1/1 ·_ ' :-·· .. · .. ·: ;, '_·_ 1·; ·, ;~]_.; ' ' -. ·-

. . . . 

. . , . ' . ll 

; . . . 
' . 
' ,: ' . •, . . ' 1 ' ' ' . ' 

' . . . . . . ,, - . . 

-· .. · . . . n .a . . a ,·~ 
. . 

' . ' 
' ' .. ' ' . ' : . ·. 1· . .. ·. . 1· · ... 

- . . . . ' 
' . - . , . 

' I . I ~I 

·.· .· .. ·••·· ·.· · ..... ·.·.· .Mi.· .. · .. a 
' . ' . . . ' ~ 

. . . ' : . '' . . 
. ' 

' ' ' 

., .. •,, 

' ,, ' ' 

' ,, ', 

' ,, . ' ' . . ' ' ,. 

' ' . ' . . 

' ' . ' ' 

. ' 

' ' . ' ' 

' 

' . ' ; 

. ' 

. . ' ' .· >'1->. ' ; .. ·•····•• .. ··. 
·, ' ' . ' '. . . ' ., 

' . . .... ,,·' . ' .. . ' .. ,_ 

' . ' ' ' 

• • • • ' ' ' i ' ' 
' " . ' 



k Uk• 

. 1.342 497 · 
&AIU 20423 

1.322 074. 
0 

.1.302 935 
1.284 982 

·1200 

·3.856.028 
1. 3·. ·. ··. . 

. --.. . . . ·, ' ' . . 
. . 1.252 222 

5.108 250 ~,- 14997 

.1500. 
·7.568 512 

.... · .8.778 097•·.·· 

1700 .. · 
.. . 

· ·. 9.974 902 · 

J. ' . 

1.223 037. 

·· 1.209 sss· 

1.173 035 
' ,... ' . . 

. . . 

. ' ' ' .: . . : . ' ' 

. . : . ' 

. . . . - . ., ' . . 
. . '· . 

1111• 1 12166 .. ·· . 

·
1

•

1 11085 

1284 

· 1082 

' . ' . 

. , . ' 

892 

736 

672 . 

4 

10 
•
11** 90 

64 

121 II 52 

. 
. . . ' 

. . . . ' . . ' . 

0 
.. 

. . 
. . . 

. 
. . 

.. ·9·. . . 
. ' . ' 

.. 

' ·-, ' ' . ' . 

. . . . ,.'• 

' . ' ' . ' . . . 

. : ,· . 
" ' : ; ' ' ; 

' ' ' . ' . . 

. . . 
. ' ' ' ',· ·, ·:·. 

• , I , -
,, ' . 

' ' ' ' ' 

- i · ....•.... ·· · .. ·• ·.·. •·· ••. · ··•. · .... ·.··• ·•··. : .· . •··.. . • . .·. ·•· ......•... · • . ' ,.,. · .. ·.. . • . . < . ·• • • • . . ·.· . . • . . . ·.•· . . = . . .· . . .·· . . .. . • .. . .. . ·. ·.. < 
___ ,.,_ ., -i,I:. ___ :_'.·_>_· .. _ ,•'' . ~ . . . ·· .. ', 

' ' . . . ' 
.· . ' ' ' . . . . ·' ·, ' ' . .... . . . 

'' . '·,···•,,_',. _'.',·_· __ .... ·.· •• ·- '· .. "_,_· . ' . ·- ·,,.· .•... •·. '•, ,'·, '.·· .. '',', ' ... ·· .. _ .. -;:: .. ·.' '.· ... , .. : .. · .. '·,, ': . -··,· .. _·' ., '' --- .. ·,' ·-.,.', ,·' .·.·.' . ·,-,• : ' -'.·• .. -· ,··.· ... _,_ 

,·" .· ',,' ',:' •,·.·' "_-.«,'; ;•: __ , .. ·.·,' :·,,', ,· ', ' ,, , .. ,·,,, 
• , • • • • , ' I ' 

' .,, ·, · ... : . ',. ·- ',• ' ·_ . ·, :.' ,_ .. ·.,·.·. ' "· .. ··:··, .· .•· .... ,,.; .. · ... : ........... ··'' ,, ' · .. · .. ' ' . ,,,.' , ,. ' ··, \ '-•. 
'' '' ff!- -- '- ', ,• '•' ,.-,·,·:,s:,, 

. ' ' 

'•;, ' ' . ";·" ' ' .. ',. , .·· .. : . ' ·. :,,: '. ·::_:,;: ··':t\·-\:.;t· 
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' . . 
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alterne:re •. ·• .. ··.·.·e reeks. Wi. beschouwen alleen .. de one '. ig voortlopende 

reeks. De reeks kan ala volgt getra:naforn1eerd warden, 
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· reeks ook ·convergent. Of . ze bet er convergent is, h ···•·· .. ···.·. va11 de omstand :,.' 
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. · Dit is eon·· zeor bruikbare reeks. Ala wij 10 termen ncman is de rest•·"- · 
·.·.· torm 0.000082 •. ~~11j · nnen ook eorst cen of meer tormen van de reeks go,,,,i~ 

· woon sommc;ron en dan pas ga~:1~:n oulcren. Nemon we ecret een term, dan is 
, . . . ' 

• 
• 

de r~stter111 na totaal 10 tex-men 111·"'" o •. ·. · · .. ···.•15. Eerst. twee tcrmen goeft · .. 
• 

o. 00061 drie termen ,,., 0.0000051 vier· termen 0.0000051 vi f termen · 
· •

11
• 0.0000081 zca tcrnien 0.000017J zeve:n termen 0.000057. Wij zien dat .· 

hot aanbove:ling ve:rdient . om eorst wa.t tex1nen gcv1oon te nemen en da . .11 ·· .· · ·. ·• 

· · . pas te ge.an euleren. ,v.ensen viij zeer hoge 11recisie, due veel tcrmen · · 

totaal, dan moct man ook wat verder pas gaan euleren. Voor een preoisie 
·· .... van 5 deoimalen zijn 10 termon blijkbaar voldoende. Om met de oorspron,,1,~,,; 

. . . . ' . . . 

. · • kclijlte reeks dezc nauwkcurighcid te balcn zijn · 200 O termen nodig. 
Convcrgccrt de re;eka nog langzamer, dan boeken•wij nog veol meer. 

suooes, .· via.nt dan oonvergecrt de geeulerdo reeks nog bet er_ Als voor1 '11 

· becld nemen wij 
1 1 · . 1 

-·_. . S---- -•• ,. - . . . - . -.,.-. - -
. .' ; '"1:? ,. "' . '•, ' . . . ,...... ~ ~ ·.og .. ·.·.· 
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. . . 
. . .. .. · .. J:l • • 
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Met deze 12 termen komen \IL j ,.-, de snelst convergere.nde ·. ·. tdrukki 

. door de euleri te begin1·1en 'bij n w,:: 5.Dan vinden wi : 

s "' 1 ,4426950 '"'1" 111
• 0,9102392 + 0,721347.5 '011

·
11 (0,3106675 + 0,015806 + 

··. + 0,0023765 + 0,0004P75 + 0,0001190 + 0,0000326 + 0,0000097 + 

0. oo~c,~31 o· o-o·c•··~c-o· 1~' + .· I . . .iv )\...,i ·.. + · .. J . ··· ..... ·· : : , . \.,, ) 

. ~,:f: 0 ' 9 2 4 3 0 •. 

Om deze. precisie van vijf decimalen te bereiken,met de oorspro elijke . 

. 86000 cijfers wordt geaohreven!Vindt men dit reaultaat niet apreke 
genoeg, dan neme men log log n i. p. v. · log n in · 7. 11 .•·. Van de oorspron•1

•"· 

. kelijke reeks rie~tt men voor een preciaie van 5 deeimalen dan exp exp 
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