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CURSUS \,/ETEtJSCH/~Pl'ELIJK REKENAAR STER • • 

Numerieke Wiskunde 

1 .. Inte r"ipo lat 1e 

1 .1 Inle ·td ·tn;3. 

In de nu!ner·teke "Jiskl.ln(ie r1eef .. t men \l·eelal t,e maken met 

getabelleerde f1 .. inc·.ties ci.w.z. een 'babel van functiewaarden 

gegeven ~✓ oor een aanta .. l waarden van een of~ meer argumenten 

b .. v. sin z voor ~~ ::.: x ·t- iy waarbij de argumenten x en y 

ieder een bepaald gebied doorlopen. Wtj zullen ons voor

lopig l,e {)erken tot fur1c ties vc1n een va.riabe le. 

Wil men de functie kennen voor een argtiment dat niet in de -
tabel voorkomt dan kan men door middel van interoolatie ., 

trachten deze te bepalen .. Daartoe zoekt men een benaderings-

functie die men analytiscl1 kent en voor een willekeurig 

argument kan berekenen. 

uit een polynoom of uit 

Deze benaderingsfunctie kan bestaan 

s on1men 

p~nentiele functies, enz. Uit 

van trigonorrietrische 

de analyse echter is 

of ex

bekend 

dat volgens de stelling van Weierstrasz iedere functie die 
ove:r~ een e1ndig i11terval contintl ·ts, t1ocJr een polynoom 

willekeurig dicht benaderd kan warden. Daar verder polyno

men overgaan in polynomen bij differentiatie en integra-

het voor de hand pol:>rnoom-interpolatie te beschouwen. 

Laat gegeven zijn f x voor x = x 1 met i = O 1 n en x 1 
)I-

Gevraagd het polynoom 

Dan moet gelden, als 
~ 

f X n 

aoxo 

a0x1 

n 

n 

. .,. . . . 

n n-1 --ax +ax 0 . 1 

+ 
--1 a xn-' 

1 0 + ..... 

+ n-1 + a1x1 • .. . . 

n-~1 

van 

.J.... + an-1x0 a I n 
+ an-1x1 + a n 

+ a 1x +- .... +a ~x + a · n .. n- , n n 

n 

IH l f XO 

fl 
X 1 

1.2.2 

Uit 
in 

zou men 
~ 

f X n 

a 1 kunnen oplosser1 en door substitutie 

nen bepalen. Echter moet ook gelden: 
n n-1 

1.2.3 

·11')2,2• en .. 1.2 .. 3. geven n + 2 lineaire vergelijkingen voor 
den+ 1 
:aua moet gelden: 



1 

1 

1 

X 
2 

X 

Stel f x 

n 
X 

n 
X n f X 
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n 

·1.2.5 

x. de fout is die we maken bij vervanging van 

Substit11tie van 

1 X 

·1 XO 

1 

2 
X 

XO 

X n 

? 
l ~ 

2 

n 
• • • • • X 

0 
"-

!IP • a Ill lll XO 

1. Formule van La ran-e. 

geoft • "") .._. . 

f X - Rn+1 X 

0 1.2.6 

Ontwikkelen wij 1.2.6 naar de laatste kolom dan geldt: 

1 X 

1 x1 
f·Xo 

1 x.n 

+ + n 
• • * • -

1 

1 

0 c.. 
X 

x1 
2 

2 
X n 

.x n 

..... 

• • • 

n 
X 

x1 

• • • x:r1 
' 

f X . 
n 1 

1 

n 

n 

- f 
n 

X • 

XO • 

X n 
0 

x1 

• • 

• • 

1 

1 

1 

xn 

XO 
n 

n 
xn ..-1 -1 

.... 

X • • It X 
n 

XO • • • X 
n 

0 
+ 

n 
xn xn . ... 

1. '1 .1 _. 

De in ·· 1 .. 3 .1 optr•edende determinanten z ijn Vandermonde 

determinanten. Voor die in het linkerlid vindt men: 

411 8 II $ 



X - X n 0 

X X n-1 - 0 

X - X 1 n n-

Na st1bstitutie van dergelijke uitkomsten voor alle determi

nanten 111 

f X + 0 

X - X X - x2 X - xn 0 Ill • a • • 

f x1. + • • • • 
X,-1 - XO X - X,:, X "l - X • • 1111 • • 1 n l c:. 

X - XO X - x1 X - xn-1 ct Ill Ill> II Ill 

+. "' ... + f xn 
i 

Rn+1 X 1'"" 

X - XO xn - x,, ·x - xn-1 . - . . "' n 

Di t 1 s de J. .. ~ ~-.~- rp~'"~.~ .. ~-~~ f _o_~P.~--~-~ ..... v:a.~. ,,.L.?,f:?E.~ns.~; de f ac toren 

c i~nten. 

Stelt men 

+1 X 
--

vermenigvuldigd warden heten Lagrangeco~ffi-

X - X - X n dan is 

-

Hiermede gaat 1.3.3 over in 

Stel fx• 
daar f x m . 
graad , n, 

tiek nul, 

f X n· X i n+1 

~ r x. een polynoom m ., 
x· 

n n 
dat n +- 1 nulpunten 
dus 

}it, ·. 

van de graad m ~ n.. Dan is 

. +1 x een polynoom van de 

Dit geldt dus ook voor een constante b.v. f x ·~-?J 1. Hier

mede volgt uit ... 1.3.3•. dat de som van de Lagrangeco~ffic1-
enten gelijk 1 is. 

• 



• 

1. 4 Formt1le van Newton 

Stel we hebben een benaderend polynoom 

n - 1 zodat 

polynocm. 
Stel nu 

CR-4 

"' f "1 X n-, van de graad 

toevoegen als 
e , een n -graads-

Jf, ¥ I 

f x = f Arx + c ~ x n n- 1' r n · 

waarbij 

Nu moet 
n *. .. 

1.4.1 

enc een constante is. 
l ~ . 4 . f I . f ~ . ,. ge ... c ... en, uaar tXi = . 1 X.1 n n- 1. 

voor 
n-1 == ri i =-= O· 1 , .. ,' 

dus l{tlnnen we 
~ n ~ 

V e1r.1 X LD ., ·i 1k ge J. 1.) 

Ti n x) 
...... 

1 is, 

stellen. Daar de co~ffici~nt 

is c dl1s de co~ff 1c 1l:5nt van 
?1 ~ 

X in i~ X n . 
Schrijf voor 

Dan volgt uit ontwikkeling van 1.2.4 naar de eerste rij dat 

1 

1 

XO 

r· fix X 
0 1 

2 
XO 

. . . . - . . . . ~ 

xn xn 
2 

.... n-1 
XO 

n-1 
xn .... 

en * ..... f X 
n-1 

---

f 

f 

+ f 

\ XO; 

X n 

r ' XO L . 

.. 
• 

1 2 
Xn XO • • • 

"-' 
& • • • • • • • • • 

,-1 

xn ' I 

• • • X n .. 

1".) 
c.:. 

xn • • • 

- T[ X n 
Di t afbreken voortzettend vindt men 
~ 

f ·x· - f X n O 

of f X f -f-XO ·-· . \ 

.. 
7· .. + f XOX1 CJ • " • • xnl "' .. 

- X + 0 

'1 
X - XO 

X X X - • • • 0 

(x - X n 

+ .. .. "' 

- X + n 

1 

Rn+1 · X 

n 
X 0 

n 
xn 

1.4.2 

(1.4.3 

1 . 4. 4 

1.4.5 
.. 

1.4.5 is de bekende interpolatie-formule van Newton. 

De defin1t1e 1.4.2 is weinig geschikt voor gebruik in 
• 

+ 

Om een andere uitdrukking te vinden gaan wij als volgt 

n-c.. x . zodat 

voor i = 1 1 n-·1 • Voeg vervolgens toe het 

te werl< .. 

n-2 xi 
basis punt 

,,,_ 
x0 en Wij vinden dan eerst 

,> 
•··· f 2 .. x· ·n-· 

en vervo lgens 

x 1xo· n- . 



n 

X . ,,,1 x0 x . .., n- , r.i. 

Voegen wij 

+ f X '1 
I 

• • ... X - .-1 X XO n I n .. J 

X -

X - X ) 1 / 
\ 
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- V X - X J''>.. y· ,,., ' ,"'l 
i l - ,,.,/ 

1.4.6 

clan krijgen we 

X - x 1 

x - xn ...., 
-1 

X - X n-1 

I \ 

\X - X) n 
,1 4· 7 
I • • I 

f'e tv'lee uitdrltkkingen (1.4•.() en (1.4.'"T zi,jn identiek; 

d .. d ·t d 1 ,·1 LI,.-, i ·.. '~l S v~ l n en W l ~I · a a r V () ge n S l • r .. c: n 

argumenten ger,1ermL1teerd mogen worden: 

,\ls we stellen 

dan is fx X. --
0 1 

. X ·7 

X 

heet eerste gedeelde dif'ferentie; 

-

XO - X2 

n 

f· 

De gedeelde differenties zijn dus eenvoudig uit de gegeven 

tabel te bepalen. Ze warden als volgt genoteerd: 

x0 f"' X · 
0 

X 
3 

X 

0 

1 

.3 
6 

7 
11 
12 

1~ 7 
t 

j 

f X X 

0 --1 

1 43 
27 63 

216 127 
243 247 

1331 ' 

397 
1728 

3 

' 4 1 
10 A 0 0 I 

16 ·"'1 0 
0 0 

I 

24 0 . . 
. 

1 
#10 ..., . ' 



" 

• 

n 
Uit dc:1t, als f x,0 _ ... 

\ 0 
var1 een ne -graadspolynoom .p ....,. 

J.. .'l.. 0 

zijn dif-

-1 X I 

X 0 

1 

iets te weten, b.v. een schatting van de restterm 

zijn de formules van Lagrange (1.3.3 en Newton 

interpolatie gemaakt wordt. 

l 
i 

'J r.1. L .f1t 

Rn+1 X X X X J. -• • • • ... 

2 n 
f' X • • • • .. Xr, X,1 0 V 1. , 

'-,.._.«· 

-- 0 04 W . ... · 

Direct volgt l1ieruit: 

1 

X 

X n 
r') 
C. 

X .. • • n 

.. 
ti 

1 

1 X n 

1.5.2 
Met ,de {jefinitie \Tan de gedeelde dif"'ferenties 1 .. 4.2 vin
den wij hiervoor 

1 X • • • X 
r1+1 1 XO . . "' 

R , X f .XOX1 X X II • n-r1 • "' 1'11 .. ii> n n+1 1 xn 1 xn • • • xn . ... 

1.5.3 
lieide deter,n1inanten zljn weer van het type Vandermonde: 
het quotient is -n- x ·. _ 

'
t. n+1 · 

Dus 

1.5.4 

XO 
n 

X 
n 

n 

Met . 1. 5. 9 ·.· l<:unnen wij echter nag n iets beginnen: rechts 

komt voor een gedeelde differentie waarin het argument x en 

waarin dus f :x. voorkomt., die wij niet kennen! Beschouw 
• 

echter 



- r* 
n X • 
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·1 r:. 5 .. .,.,) ,, 

en N,.1 ge ldt 

laat f x · een n afgeleit::ie l1ebben voor a,x,b. 
... 

f X 
R 

met als 

volger1s 1 .. 4 .. 1) er1 ('1.4 .2 : X 

~ 

i.e 

N i ft .,.JI x ~·'1ns·""lt· enr"I! u i:1e e · r,n .. l- ,,1 . : 11 J.. ~ • ... .:::, 

e n 

van 

van Rolle rr1inster·1s een nulpl1nt ~ n1et a,£., b. Dus geldt: 

of 
f .. n .... 

Hebben wij 

-r n+1. 
..... 

X X n 
X X n 

.1.5.6 

x de punten n 

) min x0 .... xnx 

~ ~ max x0 ••• xnx 

en gesubstitueerd in 1 .. 5.4 vlnden wij: 

waarbij 

1 

n .. Kent men dus een bovengrens voor· f 

ui tged.rukt in 

x op het 

beschouwde interval dan r1eef'"t men tevens een bovengrens voor 

de fout. 

Als derde interpolatieproced~ behandelen wij het proces 

\ran /.\itken. Nemen wij lineaire interpolatie, b.v. de 

tweepunts Lagrange formule: 

X - X 1 f X 
XO - X,1 

I 

Schrijf dit als 

-
X - X 1 

constanten, 
; 

f ..J-XO • 

X -

x1 

+ 

XO 
f 

X '"""' - u 

X - X 0 

X4 1.6.1 

twee 0-de graads polynomen, dus 



Vervolgens 

X 
0 , ,-

x2 

0,1,2 

f X 0.,1,2 
polynoom .. 

schr1~J\ren wi!j 

1 

; 

1 
- X 0 

i 

CR-8 

· 1.6.2 in determinantvorm: 

X - X 0 

I 
X - X 0 

X - X 2 

1.6.4 

e is een 2 graads polynoom in x, waarvoor geldt: 

1 
-- f X X X -- -

X2 XO 
.. 0,1 0 .. 2 0 -

1 
f' )~2 XO x2 

:r:p:flr 1~ X "'" j 4 -
X0 XO 

.. 1,2 2 - -c:.. 

I 

1 

X - X 2 0 

i 
X 

f .. 1 X x2 - x 1 
s temt dus overeer1 rnet het 2e graads 

Dit proces herhalend krijgt men: 

interpolatie-

-...... 
1 

X - X 0 

X - X n 

1.6. 5 

Dit is equivalent met n + 1 puntr:J Lngrang0-interpol·~tia • 
• • 

~n schrijf'"t de b0rekc:,ningen als volgt op: 

XO 

x., 

x2 

X3 

Wat men 

pa.et op 

X - X f 0 0 f 0, 1 
X - X f f 1 1 0,1,2 f 
x2 - X f9 f 0,1.,2.,3 

1,2,3 • -
X 3 - X 

doet is dus herhaalde linea1re interpolatie toege-

de grootheden f x en f x .. O, ••• ,n · 1, ••• ,n+1 

I 
• 
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moet n1en 
te werl<. 1\llereer~st int,erF)Oleert men lineair tl1ssen x2 en 

X • 
3• C..3 l , 

, dit 

x:4: 
(_ ) , •. , , 

verandering dan stopt men: 

xi) X,-::, - X f 2 C, C: f'0 ,... 
X X3 X f 

l~, j -':\ 3 !J, . , 
.,,,.,.., 

J 11") ~ ,.,., 4 
), 

x1 X4 X f 
c... :, .,.; :, I , 

f' 2 3 1 11 0 - 1 .·, , ,'+,· , I 1 f"' 

X4 X4 X 1, .L :3., '1 ,4 ,0 
f_ 1 4 O 5 -· 4 j, , , , :, , 

x() X t~ ,-,. 

XO - 1 4,(),5 0 V -r 
X· X c.::: X 

.LC},5 
-

5 ? 

Voorbee lc.1: 
Gevraagd in onc1erst;3,ande t,abel i~ 21 · tt: bepalen: 

19 

23 

28 

43 

33 

X - X n 
-2 

2 

7 

-8 

12 

7 -14 

f X n 

40408 

49345 

22738 

58367 

12225 

36860 

36833 

36928 

36990 

37071 

1 . 7 .,;J;,ny~,r.~--~" ~.~_te~E:?.~ .. ~.t ie .. 

36854 

J6""185() ;; , c:.. 

3684-1 

36882 

36855 

36854 

36855 

36855 

36854 
36855 

Hieronder verstaat men het zoeken van het argument v1aar-

voor de functie een bepaalde waarde aanneemt. Dit ka,n men 

doen met behulp van een van de drie methoden Lagrange, 

Newton of Aitken door functie en argument om te wisselen. 

Hier is echter een waarschuwing op zi,jn plaats. Weet men 

dat y .... f x · naar x intert)oleerbaar is met een zeker aan

tal basispunten dan geef .. t dit geen garantie dat de inverse 

interpoleerbaar is. 

' 



Voorbeeld: 

Y .... - f X 

X y 

0 0 

1 1 

2 8 

. J 27 
4 64 

Gevraagd x zodat f x - 20-

Vorm Lagrange coefficienten: 

-- ~✓-- 0-~ 0-

1-0 1-8 1-2 1-64 

20-0_ 20-_1...,. 2_0~-2 _ 
--0 - --.._ -

20.:..64 

20-0 _20-1 20-8 20-64 
-0 II.- -1 27- -2 -t,,,..., 

20-0 _ 20-1 _ 20-8 
-0 ....... -1 

20-27 

- 5.07986 

-- - 6. 44689 

• 

-· o. 40656 

Bomcontrole geeft 1.00000 en 

CR-10 

X = 5.07986 XO - 6.44689 X 1 + 1.96429 X 2 + 0.40656 X 3 
- 0,00382 X 4 1.3139 

,...... .--1 
I 

in plaats van x 20 2 .. 7144 

1· ..•• .,,, 

De fout is aanzienlijl{ .. Dit komt doordat x ~ , y zich in 

de buurt van y = O allerminst als een polynoom gedraagt. 

De eerste afgeleide is reeds oneindig voor y ::·~: O! 

In een dergel ijk geval moet 1nen iteratief invers interpo

leren. Dit wordt later behandeld. 

1.8 Samenvallende basispunten 

Samenvallende basispunten, dus xi= 

moe i · kheden op voor de formule van Lagrange. In de noemers 

van de coefficienten komen factoren nul voor. Dit kan verhol

pen worden door twee of meer termen samen te nemen en door 
een 11miet overgang uit te voeren. Gemakkelijker gaat l1et 

met de formule van Newton. De ui tdrukking voor de eerste 

gedeelde differentie was 

--
• 
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f' 1.8.1 

en de eerste differentie wordt dus 

afgeleide .. 

vervangen door de eerste 

Nu laten wij alle punten waarop de differentie betrekking 

'heeft samenvallen. 

1.5.6 gaf: 

Stellen wij nu x 1 
wij krijgen: 

s·ubstitutie van 

f X + 

1 f n 
n! 

i __ ,. 4 
1 f n 

met 

't.., max x 0 ..... xn 

XO. 1.8.2 n! 
in de formule van Newton geeft: 

f II X 
0 2 x-x + 0 x-xo + 

n+1 
n f 

+ ----- n+1 1.8.3 
n! 

met ~~min x~x0 
~~ max x.,x0 

Subs ti t11.eer 

f X ~-- _f X + 

f n 
XO n 

---- x-x + 0 
Ill ., .. Ill + 

n! 

n+1 ! 
x-x 0 

dan geld t dus voor O ~ 0 ~ 1 

·X-X 0 
f n+1 

f 11 X 

+ 0 
2! 

X + 0 
0 x-x 0 x-x 0 

e 'O Ill 11 

n+1 1.8.4 

Dit is de Taylor-ontwikkel ing met de rest term van Lagrange. 

Met behulp van sarnenvallende basispunten kan men bij inter

polatie gebruik maken zowel van functiewaarden als van ge

geven afgeleiden. 

Stel b.v., gegeven een functie voor x--0; 0,2; 0,3; 0,5 met 

gegeven afgeleide f' O = 10000 dan krijgen we de volgende 

differentietabel. 

0 0000 
10000 

0 0000 335 
10067 1673 

0,2 20134 837 118 
10318 1732 

0.,3 30452 1703 
10829 

0.,5 52110 



Voorbeeld: 

Gevraagd een 

r o r• t) (~) 1~ ' ~ ,, ··1 ' ' ·- _ .. - \,...,.,;f • ,,..,., /' , 
i'"' 1 ;I.:;;; f' 1 = 1, f~'' 1) = 0 

Maa.k (i 1.f~t~e r'erl tie ta be l: 

r 0 r, 
l/ 

0 n 1 -~ ,_.,_ 
·) flt...,/ 
tC. 

), n 2· .,.,h,l 

0 ;') ·1 .l l, ·- '1.. 
•. 

5 1 1 • - -- ~""-"'"II< 

2 
1 1 l""l ~1 I ·' ·1....,/ 

11 
'• , 
"'¥' 

1 1 () 

1 1 

2. Internolatie bit geli,·1ke intervallen 

g. _1 F??:~u le .. Y~~ .... ,, ,,~,?,g~~~~,:? 

De c.o~ffici~nt 

X - X -k 

Ix \ i-

X - X \ 
-k+1 1 

is dan: 

x-1 

CR 12 

2 
x-1 -

n lct· ue · · · t r1u x . . ..... 
'"I 

I u 
hebben wij gelijke intervallen va.n de 

1e ng~· te i., ,.Ji J. ..... . ·:;; L ... • v, . ·. stellen n1,1 x = o.h en vinden dan voor ... 2 .. 1.1 : 

T2k+1 p J...J 4 
J.. 

'flJaarb ij 

polatie 

p ! --' 
-,..., rl• 

.. 
....i,.. 1. I 

·r.2k+1 
P.) .... i ,; 

J.. 

is. 

+ k ,1 p 1r p - I -... • • • • .. 

k ·1 k 1 1 -t- - -.. JIii • • • 

de co~fficient van f x. 
l 

1 + 1 p i 1 p-k - • • lit 

i ' 1 1 i 1 i-k 1- - - • • • 

J.1.2 

bij 2k + 1-punts inter-

Door in teller en noemer van· 2.1.2 

kunnen wij herleiden tot: 
de factor p - 1 te zettenJ 

2k 
1 +k TI . p - k + j '~~o -

k + 1 ! k - i ! p - i 

Bl 1jkbaar heeft vervangt?,e; van p door -p en van i door -i geen 

l 



e.ffect; 

Hebben we i. i:). v .. x_ 1-c 

"v in<jen \i\7 ·t 1 a. 

ri 1 l{ 1 T -21{ I 
!:,,!• 

L \ I" . 'i . J -~ --
i + k 1 ) -

l~l 1. -• • .. 

/1 i -• • • \ . 

hetge.ar1 herle 1.d kan vJ<.;rclen t.{:Jt: 

2k 
L; . p 

..,_ 

2k-1 
.. .,...,,... 
j--0 

·+-

➔-

k + i - 1)! k - i 

CR 13 

1 p i 1 p - k - - .. • ., 

•'1 i i 1 1 k - - -• • • Ill 

2.1 .5 

2.1.6 

Ver11 var1g men hier i do,Jr 1 - i er1 p dc)or 1 - p, dan verandert 

er niets; dus geldt: 

1-i' i 
2 1 7 

• • i 

Da1·1kz 1j de re lat 1e s 

van de co~ffici~nten 
2.1.4 en 2.1.7 · kan 1nen bij tabellatie 

\r O 1 s ta an me t 
is Columbia University Press CUP 

o~ r~½; 
4. 

reeds ee1~cter opgemerl{t, ge ldt ~ 

k 
r2k+1 k f') 

p ·- t) 1 l < - i ---;.. Oj.._.,il' i1f 

1-- k .L " -k+1 ~, - ~ ,, - .. 

een uitgebreide tabel 

2. 1 .. 8 

Moet men met afgeror1de waarde11 der~ co~f"lficienten werken, dan moet 

men ze zo afronden dat 2.1.8 blijft gelden. 

2 .2 Differenties 

Nu wij geltjke intervallen hebben warden de factoren waardoor 
ge(jeeld wordt bij het. bepalen van gedeelde differenties een

voudig: om ult de n-1e de ne gedeelde d1fferentie te bepalen 

moet men delen door b.v~ x - Xn .~ n.t1; deze factor is <.:onstant. n V 

Daarom laten wij bij gelijke intervallen het delen achterwege: 

wij krijgen dan dif--ferenties i.p.v9 gedeelde differentiee: jie zijn 

al leen door» aftrekken te vorn1en • 

Voor deze d if.ferent ies z ijn drie notat ies gebruike 1 ijk: 



voorwaartse differenties 

centrale differenties 
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2 
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92 
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. ...., 
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p ... ~
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5 k+1 ~ .... 
. .l, ),.I _..,,. 
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• 

k -
D .. 

f -p 
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kf 

k ~ 

k ~ 
- 1 J. • p-·2 

• 
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( --2 ? 
-. ~" -,t. ll""j 0 -2 .f") -c. -c :o,Al' 

- ,, 
-~ ~ - -1 2 

~ -2 f -
1 1 1 - - -

- 1 
J, 'I 

4 
. ,-,.,·,v,n ..... " .. ·- ) - ' • c ~h,.,, 

-2 ~ 

<l 
&') 

t· .y_,...., 

0 (") ·o ,~~ 

- 1 
l 

t l. ,,, 
. '"' ,,,_" 

'. ,_ 
• ''} ,} 

,r;' . ,. "--

2 
,~) 

t 
., ,, . 

. ,,, 
c) '-· 

!A 1 1 t 

- ·1 
I 3 ~ " -2 llrU 

2 - c:. .... 2 ! r') t 
2 .. r, 

c... .,.., ..,_ 

bt'schoon de notatie verschillend is geldt natuurlijk b.v_ 

f) 2 2 (.... 

°' 
•• ;a,, V I'"', -- -1 0 -ie: 

, het zijn immers dezelfde getallen~ 

L)e clifferenties met nega.tieve bovenindex zijn z .g. samflmcties: 

deze komen bi,i de integratiei"'orm1~1les te ·oas. 
~ ~- ~ 

Het verband tussen gedeelde differenties en voorwaartse is een

voudig. 

P. XX X . 
l Q 1 • • "' • • n 

Oc,k geldt 

1 

hn I n. 

In centrale differenties 

1 
_,; J ...... 

n 
h n ! 

3. Form1.1 le van Newton 
gevonden 

Ste l len i~.1 i ~l weer x ::·: 
ent van 

f x. .. 

X 0 

1 

hn a n. 
uitgedrukt 0 

n 
n 
"' IF' 

2 

n 
kritjgt men 

2.2.4 

,-. 
+ 1 X - + 

t"II 

1. x0x 1x2 X - x0 X - x 1 ....... . 

-i· ~)h_, dan vinden wij v,.oor de coef"'fici-

. ' 0 
-d' - hn ll. X . - p p - p - n + 1 n 

X .. n 
--

1 

n h n! 

n 

• 

• 
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e <.:ie n term van de Newton-reeks 

- 1 _P - 2_._._._._._._P -

cle van Newton dus: 

1 

Voor de restterm vonden wij (1.5.7 

A 
i 

n + 1 ! 

Na substitl1tie van 2.3.1 

(n -+- 1 

4. Formtiles van Gauss 

)"~ 

t·" 
.-··7 

) 

3 

In de formtl.le var1 I~ewton treden op de basispunten x0,x1, ... .,xn. 
enz. dan vin-:Nen1en u - --

den wij de z.g. voorwaartse formule van Gauss: 

x +oh· 0 ~ + 
p 
1 

"'{i;Jr oo r de rest te rrn \l. ind en w i ,j : 

..... ·p+n-1 
2n 

i;1+n 
2n+1 

p ~2 + 
2 0 

•e achter1;-1aartse 1--ormule \1 an Gauss V'lordt dan: 

~ i) s p+1 ·P x0 +pl1 _,... f XO + ' + . .I,. = - 1 2 1 -,, ... - ""\ 

' 

2 
0 + 

1net als restterm: 

· 2n 

R t;_lp 

2n+1 

+ p+1 
4 

+ 

2.4.2 

o+2 4 .. 4 .••.. 

2.4.4 

In alle resttermen moet ~ gekozen warden in het interval dat 

omvat. 

De formulas van GaL1sa worden ze ld.en gebruikt. Echter kan men ze 

gebruiken om belangrijkere formules eruit af te leiden. 

• 
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5. Formule van Bessel 

We nemen de achterwaartse formule van Gauss en wel voor het 

ph + 
p 
1 1. + 

2 

p+1 
2 

2 p+1 
+ 2.5.1 

2 

Willen wi j ec hter inte r 1)o le ren voor x ··· x + ph, dan moeten wij 
0 

in 2. 5 .1 p vervangen door P·-1; immers 

Wij krijgen dan: 

f 

3 
+ p -4 

1 1 + ---
2 

p 
2 

2 + ...... 1 
p 
3 

]. I p+ 1 
2 -r 4 

4 
1 . . . . 2 .. 5. 2 

Wij nemen nu het gemiddelde van 24,4 1 en 2.5 2 : 

f 

l + 
2 

p+1 
4 

1 p 
2 2 

2 

2 + 
0 

+ 

2 
1 

p-1 
1 1. 

2 

p 
2 

2 + ~ 2 +-l p + p+1 
0 1 2 3 3 

4 
1 

2.5.3 

+ 

Dit is de z.g. formule van Bessel. Het is een centrale formule. 

Schrijven we voo:r de coefficient van de differenties van de 

•u I f 

k>1 dan ziet de formule er als volgt uit: 

2 
0 + 

2 
1 

2 + 
0 

2 
1 

2.5.4 
De coefficienten 

& Allied Tables'' 

B k zijn getabelleerd., o.a~ in ''Interpolation 

6. Formule van Everett 

::te voorwaa.rtse formule van Gauss was: 

2 

+ p l + 
2 

p+1 
4 

4 
0 + .... 2 .. 6 .1 

2 

Men kan nu de differenties van oneven orde uitdrukken in die 

van even orde door 

2k+1 
l 
2 

2k 
,, 

Wij vinden dan: 

2k 
0 ~ 

• 
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+ p+1 
4 -

+ p 1 + --

p+2 
5 

2 

p 
2 

p+2 . 
5 

- p+1 
3 

2 + 0 
p+1 

3 
2 + 
1 
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2.6.2 

Door toepassing van 
n 
k + 

n 
k+1 

n+1 
k+1 gaat 2.6.2 over in 

f 

1-p + E 2 

p J2 + 
3 O 

p+1 
3 

2 
1 - p+1 

5 

Dit is de formule van Everett: hierin komen alleen 

tabelleerd o.a" in 11 Interpolation & Allied Tables'1 

Een andere notatie is ~ 2k 2k 

p+2 
5 

2.6.3 

voor diffe

zijn ge-

Moet men interpoleren in een tabel waarbij alleen differenties 

. " 

van even orde zijn gegeven dan gebr11ikt men de formule van 

Everett. Heeft men echter geen differenties dan kan men toch 

beter Everett gebruiken omdat deze minder werk vereist dan Bessel. 

Is echter de laatste differentie die in rekening gebracht moet 

worden van even orde, dan kan men gebruiken de Everett formule 

met een Besselterm. Bruikbare formules zijn dan: 

f XO + ph _,. .. 1-p f XO + pf X 1 

f + ph 1-p f + pf 2 
XO XO x.., 1 

f XO + ph 1-p f .xo + pf x1 

f ph 1-p f pf 2 2 4 4 
XO + XO + X 1 + E2 0 + F2 1 

f + ph 1-p f + pf 
4 4 

XO XO x1 

enz. 

Voor zowel ,:essel- als Bverett-coE!fficienten gelden symmetrie

re la ties: 

Verder 

E2k p 

en E2k 
en ook 

1 p+k-1 
2 2k 

1 k-p 
2 2k 
1 1 

..... 2k+1 p-•2· 

1-p 1 

ge lden: 
_,.. -

1-p 

p+k-1 
2k+1 

•1•- -

1-p 

1 p+k-1 --
2 2k 

p+k--1 
2k 

1 k-p 
2 -p 2k 

en F 
2k 

k-p 
2k+1 

...,ital J 

E2k p ... 

p +k 
2k+1 

p+k 
2k+1 

F2k p 

p+k-1 
2k 
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tabelleren 

Invloed van afrondir1gen en fouten op differ~nt!e~ 
. ; 41.EAWH ; .,,,~I '. :t fl7-/ 1.: :1111 1 ;; ■ 11$1 11!1 QbiiH I 1 J hll q JFl;lli I .... II I II I I I 

Behalve clat, ci,lf,fe1,enties gel)r,~1.·lkt 1<1-J.r1nen wc1 rden in interpolatie-
r o l''W'r, 1-1 ,., ,-. lru· :r1n.· i P n r7. "' 1· ,,. r <-,/ t .e• c:11· en {:t t: 10 l'l t) Aw ·1~ .J~ z en b ·t J" he t cont ro 1 e re n ._l . : - -ii,.) l \_.,- . ._ e i:,.1 «I 4 - ' . ~ ~ ~-"' ~ ' ,i..,,_,... J-,. f r '": • V "' -· "" . .. ... ~ ' '-.. ·"' 4,. ·"'- ,., ~ 11 j, . 

, ,,# ">-<q, • '"'- ;;, 

.. 
Cle 

,, . '' , 

Wij hebben gezien dat differenties 
een factor na gelijk zijn aan afgeleiden. Deze factor 

e o~r1 e ·-~11~re~er·1t-~e ,~n 1•1 1· ~ zien·· a~·us dat bii een k1-1·n n · l ,,,,,1. l .. ,!. ' • · l. . · l. ,,. r 1 • wi 1.,I .i ·.. . .,. J. . . . C • · ,. . u t:' • 

was voor 

interval 
af~geleiden niet sterk g1~oeie11, (je dif'f'erenties afnemer1 

rnet tt:;enen1ende orc:ie. Dit zou men in(1er1:lc:1ad bi,j een differentie

ta be 1 l{1mne n z ier1, mi ts de a 1'""1,,i:,n{:l i1·1gs t~outen n ie t a an11,1e zig waren . 

a ls som var1 

zijn vrijwel altijd aanwezig en hebben een grate in

(jifferenties ~ Imrr1ers den~: de afgeron<:le functiewaarden 

echte f"bL1nctie,ATac➔ rde en af·~r,or1dingsfo11t. Daar het maker1 

d ; f'"l>f , i 1 ' " van ~ erent es een ~Lneair proces is mogen we differenties 
maken van functiewaarden en afrondingsfouten apart. De dlfferen

t1es van de functiewaarden nemen af. De afrondingsfouten echter 
geven aan le id ing t.ot toenernende d ii,ferent ies: de afrond ingsfunc -

tie is allesbehalve ~lad. Dit ziet men in het volgende voorbeeld: ---
f~ d .! x a .... ron 1.11g 

0 0.,2 
0 ~-- . :) 

1 -0 ''"' 1 
~1•') .,. 

..) ' .. ·-"' 
() ~B -2.2 r-. 0 c:; -0 9 2. r7 ~· .. - ' f 

-0 . 1 0 7 -1 .8 _, ........ 
. ...., 

0 .. 4 -(). 4 0 .9 -2.9 .J 

-0.5 1 I I -4.7 . ..,. 
4 -0 ~ -·1 1 .0 'J 8 - .,,.) .. 

o., -2.4 
5 0 .. 4 -1 .4 

0.9 .~ 

6 -0 ~ J .. .,.,., 

Het e1-,gs te dat 1{;3.n voorkomer1 is dat de afrond ingen af11,1isse lend 
+0.5 en -0 .. 5 zijn: 

0 0.5 
-1 

1 -0.5 ? .__ 

1 
i -4 

2 0.5 -2 8 
-1 4 

""" j - -0.5 2 

4 0~5 
1 



Wij zien dat in dit geval de ke 
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differentie in absolute waarde 

zal in het de praktijk nooit 

zijn. Men kan u1.tgaande van een willekeurige verdeelde afron

dingsfu11ctie de kans berekenen dat een bepaalde differentie 

een zekere waarde aanneemt. Wij zullen hierop niet verder in

gaan. 

Wij zullen nu eens naga.an 

op de differenties. 

welke invloed een eenheidsfout heeft 

• 
' 

0 0 0 
• 

0 0 
0 0 1 

0 1 
0 1 -4 

1 -3 
1 -2 6 

-1 3 
0 1 -4 

0 -1 
0 0 1 

0 0 
0 0 0 

Wij zien dat de invloed van de eenheidsfout differenties opleve

rt die op het teken na binomiaal-co~ffici~nten zijn. 

Dat ze deze gedaante moeten hebben kunnen we inzien als we 

differenties uitdrukken in functiewaarden. 

S 1. 
fo + f 1 2 -

2 + f2 •• u -1 • 

ro + 3f1 - jf + f~ - .,., 0 ~J -- c:.. l.. 
k-1 k k-2 k k k n + f 2 .... + algemeen + en ""' .. 

0. 1 0 -- - 2 - 1 -l. 
f 

2.4.2 

Met behulp van 2. 4. 2 ka11. men dan zonder oneven differenties 

te berekenen, even differenties bepalen. 

Het is nu duidelijk hoe de getallen in 2.4.1 ontstaan zijn. 

k 



' 
. . " .· 

Als toepassing beschouwen wij de volgende tabel: 

X gecorr. 

0 61644 
806 

1 62450 - 10 

2 63246 
796 

- 1 '1 
785 

1 64031 9 - 9 -
776 

4 64807 - J6 - 9 
740 

5 6554'( 
785 

+ 45 - 9 

6 66 3 =12 - ?, 5 - 8 _.., 

7 67082 
'(' 50 

0 0 
750 

8 67832 
,.... 

5 '.:) -
745 

9 68577 - 4o - 40 
705 

10 69282 + 11 ~"""" 

718 
11 70000 - 7 

711 
1-2 70711 - 8 

703 
13 71414 ....... 6 

14 
697 

72111 

Wij zien aan de tweede difI'erentie, dat f 5 fout is. De tweede 

op verwisse 1 ing van tv-1ee c i j fers. Na correct ie van f 5 warden de 
·".) 

te zijn en wel ongeveer 80 Dit wijst op een fout inf 8 van - 8 
eenheden: f 8 zou dan 67824 zijn. Echter is oak hier weer blijkbaar 

sprake van verwisseling, zodat de correctie beter - 9 en f 8 -· 

67823 is. Op dezelfde wijze vindt men de fout inf 9. 

8. InterEolatieco~fficienten 
1 er 'Pll JI; IUI $ 11 1 111iil -\11- ■ 7 ill. ■■I 7 I Ct ,-Z 1 $1 11 IP'I L 1•• I 11111 t; I V I 1 : Zbl 

Wij zullen in deze paragraaf het gedrag van de co~ffici~nten uit 

de Newton- en •essel-formules vergelijken. Het is mogelijk om met 

behulp van functietheorie het gedrag van de coefficienten te onder

zoeken voor grote waarde van het rangnummer k: dit zullen wij niet 

doen, maar aan een voorbeeld illustreren wij een en ander. In het 

volgende tabelletje zijn opgegeven de maximale absolute waarde van 

de Newton- en Besse 1-co§ffic i~nten met de daarb ij behorende waarde , 
• 

van p. 
• ' 



k 
p 
k max 

2 0:,12500 0,500 O., 06850 

3 0.,06415 o,423 o rioc.-::0° , '...,/ ' .:J c.. 

4 0, 0416'( 0,382 0,01172 

5 0,03026 O 356 , - 0Jooo87 
6 0,02347 0,337 0,00244 

p 
n1ax 

0,500 

0., 2--11 

0, 5(}0 

0,219 

0,500 

en 

,:.n ,-
'...-

k 
6 max 

oJ;:)dat bijdrage < 0, 5 

4 

0,789 60 

20 

0.,781 500 

100 

Men ziet dat de Bk 1 s veel sneller klein warden dan de 

echter bedacht moet ~1orden dat de 

S0111 van twee differ~enties 

kan men de maximale waarde van de differentie bepalen waarvoor de 

bijdrage kleiner dan een halve eenheid bedraagt4 Differenties 

max 

9. Throwback 

Als wij in de formule van Besse 1 samennernen de termen met tweede 

en vierde differenties dan hebben wij: 

_l_ p 
2 2 

. 

+ 1 p+1 
2 1 

4 
0 + 

4 
1 

+ 1 
1-

p+1 p-2 

Beschouwen wij nu eens de coefficient voor de vierd.e differenties 

zijn 

- e,1667, terwijl het minimum-· 0.,1875 is .. Het gerniddelde is 

- 0,181. Daar deze functie dus weinig verandert willen wij trachtcn 

de functie door een constante C te vervangen. In plaats voor 

2.9.1 nemen wij dan 

+ 4 
1 2 .. 9. 2 

waarbij wij een fout maken in de co~fficient van de vierda diffe

renties die gelijk is aan 

Nu kan men C zo k1ez.en., dat de fout ·2.9 .. 3 extremen heeft 

die afwisselend van teken en gelijk in absolute waarde zijn. 

Doet men dit, dan vindt men C ==-0.,184 .. 



Het maximum van (2.9.3 is - 0,0002, dat is dus 2 van 

van B4 . De bijdrage hiervan is dus kleiner dan 0,5 als 

Wij stellen nu 
2 

0, 18l~ 4 
-- "" -Om 0 0 

2 2 
O, 184 1m -1 1 
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het 

• • 

maximum 

< 1000. 

2.904 

m m gewijzigde tweede differenties modified second 

differences . 

Wij vervangen nu de formule van Bessel tot en met vierde differen

ties door: 

Ile vervanging door geoorloof~d als 

Deze tecb...niek van het 11 terugwerpen 11 van differenties 

is afkomstig van Comrie. 
throwback 

Een dergelijk precede kan men ook toepassen op hogere differenties. 

rtien kar1 daarbij een differentie of meer differenties tegelijk 

wijzigen. Formules ., . 
Z lJn: 

m + 0,038 < 1000 

4 
m 

.,., .... + 

m + 8 < 130000 

Formules waarbij twee differenties tegelijk gewijzigd warden zijn 

bijv. 

. 2 2 6 8 0,01312 + 0.,,043 -m 
2.9.7 

4 4 6 8 7 0,27827 0,0685 < '30000 + en -m • . _, 

• 

In moderne ta.fels warden dikw1jls gewijzigde tv,1eede differenties 

opgegeven. In deze tafels ka.n men interpoleren met de Everett

formule: 

2 2 + F ·-' Om 2 1m 

Worden gewijzigde differenties opgegeven, dan mag men natuurlijk 

niet hiervan hogere differenties maken! 



• 

sinustafel in 5 decimalen: 

sin x 0 

0 .. 00000 0 

15 . 25882 - '1764 
30 .. 50000 - 3407 
45 .70711 - 4819 
60 a86603 - 5902 

75 .96593 - 6583 
90 1 .. 00000 - 6814 

0 

121 

231 

329 
402 

450 

462 

-

-

2 
m 

0 

1786 

3450 
- 4880 

- 5976 
- 6666 

- 6899 

Tenslotte dit: stel~ men heeft gegeven een tabel van bijv. Bessel

co~fficienten voor p = O O,O~ 1,00 en men moet interpoleren voor 

p = 0,333. Men zou nu door interpolatie in de co~fficiententabel 

de waarde van de Bessel-co~fficienten kunnen bepalen voor p 0,333 
en dan met deze co~ffici~nten de gegeven functie interpoleren. De 

interpolatie in een interpolatieco~ffici~ntentabel zal in het 

a lge1neen n ie t 1 inea ir kunnen ge sc hieder1 verge 1 ijk Lagrange -coeff i

c ienten die minstens in gelijke precieie als de te interpoleren 

functie bekend moeten zijn . 

Men doet beter door te interpoleren met twee of meer waarden van 

P, waarvoor men de interpolatie-co~fficienten kent, en in de da.n 

ontstane fljnere tabel interpoleren voor het gevraagde argument. 

In het boven gestelde probleem zou men bij\r. interpoleren voor 

P = 1,33 en p = 0,31. •eze tabel heeft dan een 100 x kleiner 

• 

ornlaag. Het zal dikw1jls mogelijk aijn om in de ge . .l..Qterpolee1-)de tabel 

lineair te interpoleren . 

Moet men voor een aantal aequidistante waarden voor het argtiment een 
• 

polynoom berekenen dan kan men dat, gebruik makend van het feit dat 

optellen en aftrekken doen, als men tenminste startdifferenties 
bepaald heeft. Dit proc~d~ werkt exact als alle differenties exact 

gebruikt warden; anders krijgt men opbouw van fouten. In dit geval 
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kan men ook het opbouwen gebruiken, maar dan.moet men voor bepaalde· 

waarden het polynoom zelf uitrekenen en controleren met het opge

bouwde. Men bepaalt dan weer startdifferenties en gaat door tot 

een volgend contr6lepunt. 

Voorbe2ld: 2x + 7 voor x - 0 0,1 1: 

X 

- 0.,2 7368 
- 172 

- 0.,1 7196 21~ -
- 196 24 

0 7000 0 
- 196 

6804 0,1 24 
- 172 24 

0,2 6632 48 .I 
I 

- 124 24 
O., 3 6508 72 

- 52 
o,4 6456 

+ 44 • 

0,5 6500 
' 

' 

Vroeger 1. 7 hebben wi<-i een mett1c)de voor invers interpo leren 

behandeld, nl. het verwisselen van argument en functie. Doet men 

dit dan heeft men geen voordeel van een aequidistante tabel. Men 

kan echter anders te werk gaan. Wij illustreren dit aan de formule 

van Besse 1: 

f 
2 

f " is ge geven en 2.11.1 stelt een vergelijking voor waaruit 

p bepaald moet worden; j_s p bekend 

2.11.2 

Met p ' 1 bepalen wij B 2 
p 1 er1z, en bepalen 

f 
3 

2.11.3 
1 --2 

en vervolgens bepalen wij B 2 P 2 
een paar iteraties de bijdrage 

enz. Men zal zien dat na 

' 

3 
1 + .... 
2 



niet meer verandert: men heeft dan p gevonden. 
> 

Hee ft men twee machines ter beschikki11g dan zet ,men in -,.he~ 
> 

.. en in 
• 

l ln 
' -2 

nu aan de rechter machine totdat de beide resultaat-werken gelijk 

zijn: het 

Men zoekt 

''" ..... 
? 
'-

weer aan de rechter machine totdat wederom de resultaat-werken 

gelijk zijn: het omwentelingswerk van de rechter machine geeft 

weer coSffici~nten op enz. 

III. Numerieke differentiatie 

'1. Inleiding 
,,..,. 

Eerder hebben v-1ij gezien dat tussen de kt differenties en do 

van een functie een nauw verband bestaat. Het zal 
dan ook mogelijk uit te drukken in een reeks van 

differenties, te beginnen b1j de ke. 

• is van Nu hebben wij vroeger gezien welke de invloed 

van de functiewaarden op de differenties. Het is dus 
afronding 

duidelijk 

hogere afgeleiden numeriek slechts met grate onnauwkeurigheid 

bepaald kunnen warden. Hierbij komt de volgende moeilijkheid. 

Naarmate men r1et interval van een tabel kleiner maakt., war ... 

dat 

den ook de dlf'ferenties kleiner: bij het mal-<:en van different iL"::e 

vallen cijfers weg. Om dit te vermiJden kan men het interval 
grater nemen. Te groot kan niet omdat dan de hieronder af te 

leiden reeksen niet meer convergeren. Men moet dus een compromis 

trachten te vinden. 

Beter is het, als het probleem het toelaat, numerieke differen

tiatie te vermijden. 

2. Afleiding van enkele formules voor numerieke differentiatie 
NIii •

111 
Fl ldtn111IIUJJ!lltlllllilllikflt •. ,. 1T au 101 I# !$111 $!111 Sllll11FP$111a1r1llll:t 1 n•t; JUPanwa1r11crtr:1RtT_!lil1:A :;;c:1 51111:lall I IJJ• Htlt¼illll :., :,a1,1••·•Vllli'CJlllllllSL&Sl!UPr tt 1111 r:t:1411f(l'IQII 1111rut:,;:::1111itiJ111 J'.115'&.l 

fl 

Bij numerieke differentiatie gaat men uit van het interpolerende 
polynoom en differentieert dat. 

Wij nemen bijv. een formule van Newton. 

+ 

' 

' l 

' 



Nu willen wij k f t .. ennen 

d p 
._..p 1 

d 
dp 

d 
dp 

d 
dp 

p 
2 

p 
3 
p 
4 

df X 

.... 

. " ,.,. 

X 

1 

d 
dp 

d 
dp 

d 
dp 

df X 

dp 

p-1 

1 
2 p p-1 

Wij vinden dus: 

h .. f' x +ph 
0 

-·· 6. + 
0 

dp 
. dx 

p-2 

p-2 

0 

Nu is g:E·stc ld X 
1 df x 
h dp 

1 
5" 

P-3 

' C) ·~ 

1 3 2 +-:- 4p- -15p +22r,--6 

Nogtnaals -differentierend k()mt er: 

en 

• ' 

X +ph 
0 0 

4 6 + ••• 
0 

., 

dus 

• 

' 

3 0 2 .. l:. .. 

3.2.4 

$ • Willen WJ_ J de afge.leide kE:nnen voor X X o' dus p o, aan vinden \\ll J 

r1 fo 
t 

.60 
2 1 4 

+ 3.2_5 + -
3 0 

II 111 0 

1 r _., 6 2 -6 3 11 4 
+ 3.2.6 + • • • 0 0 0 

hJf t f t 3 4 
+· 3 .. 2 .. 7 - "' . . 0 

Dergelijke formules kan men ook opst~llen uitgedrukt in teruglo

pende differenties. 

Centrals rormules kan men afleiden door b~v. uit te gaan van de 

formule van Bessel: 

p 2 2 1 p 3 p+-1 4 c5 l ' p J._ f X +ph- f -i- 61 +1-- + X + p 1. +:2- -\-
3 -2 2 4 1 2 1 ·-- 2 0 0 0 0 

.. , "" 
? 2 .__ 

3 .. 2 .8 
Men vindt: 

4 

h f t X +ph .... 
0 

3 ' , + .... 
3 6 2 4p - p -2p-t-2 --2 2 

Stelt men p ~, dus differentiatie halverwege het interval da~: 

hf' 1 
2 

3 
1 + 

..,_,. - 3.2.10 
2 

Het blijkt dat de coefficienten van de even differenties, indien 

men een oneven aantal malen differentieert, nul zijn. Wenst men 

+ ... " 
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de afgeleid~ echter tc kennen op de basispunt8n zelf dus p=O 

h fl 
() 

.-. r .. 
C • 

'1 
-l-

12 
3 , 1 

l .... 
, l 2 - ' 

2 

he tgeen me11 gerr1akl{G 1 ·1 ,j 1•: 1·10 r le ~Ld t tot: 

h -r t _l c) -1--- .. 2 1 - r) -2 I. 

waarvc)or men indien 

21{ +'1 l _,_ 
n ·::i 

"'-

1c an s c hr i j v e t1 : 

1 
, ... 

3 j 
1 - ·1 1 1 2 ' ..c ·- ,.,,._ -----
2 - t'"') .-, 

,-

C. "-

rnen s te 1 t ,, 

2k-~1 

n-1-·'") 
,;.. 

1 
- r.:-

0 U 

J.. 
I 

2k+1 
n +~J. " 

2 

3 + ..• 
0 

j 
... 1--

f • C .. 

3.2.11 

3 • 2 iii> 1? 4 

3~2q13 

waE1rin wederom even d1fferEnties ontbreken, zij het ten koste 

van het invoeren van gemidd0lde differenties. 

Voorwaartse forn1ulesg 
h rr 

0 0 ~ 0 j 0 - I! ('"\ 
Lf "-,-' 

h21"\'' = I -- -

0 = () ...,...0 I 12,...... () 0 0 

0 0 . \~ 0 0 

Ac r1 t c: rw a arts e f c_') r mu ~Les • 

h .f ' '7 _i_ V 2 1 3 4 1 5 -t· + + + .,,, ,_ v + ,.., 
4 () II • • C) .-, c... i~ 5 () u _) 

h .f t r V 2 
vc) 

3 11 4 5 5 6 
+ 3.3Q2 + -t- -t- -l-

1 0 0 
• ii> Ill 

0 0 -

3 4 7 i:= 15 6 29 7 . ! t t \7,., :J v ., .. + + + 0 (- 5 0 {J 0 i, .) c:.. .) .... . 

• 

Centrale formules. 

3 -!l 5 h f f -!- " ,, .. ,. '" ;,,< - - C, • • 0 (:J '"'\ 30 . lJ 
l:) 2 1 4 1 6 h Lf t I 

-t- -- II • • 12 go 0 0 0 
,.--..., 
\...,1 

3.3.3 
h 3f 

··::;. 5 7 7 ~~ f ' t _) 
-t·-- - o = ... 

120 II ,,. 
0 0 0 {_.1 

lY 4 1 6 7 8 I - b T 2110· - .. . • 0 0 0 () 

h f,. l 1 
r 1 3 3 5 C) l + - l 6Tf'6 -,. ·-

2 .. .. • - 0 ·-2 2 2 
4 6 2 5 259 3.3.4 + l 1 - ~ l '56'6"~ 1 -' '"""' 

2 .. " • __ ,_ 
2 2 2 2 

1 5 
• 

3 7 ' 3 
+ l - g 1 -1920 • • ... ..... 

0 -- --2 2 
4 47 8 7 -~-- /J-6 'if ci l -ft; • ,,.. 

l - 2 l • • • ""! ... 

2 2 2 • 2 
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4. Vergelijking en formules 

Zoals men direct ziet convergeren de central8-formules veel beter 

dan de voorwaartse of de achterwaartse. Zo mogelijk zal men dus 

centrale-formules gebruiken. Tevens ziet mend t de formules 

waarin echte, dus geen gemiddelde differenties optreden het 

snelst convergeren. Men zal dus bij voorkeur 3.3.3.2 en 

3.3.4.'1 gebruiken. Wil men een oneven afgeleide op de hasiS•a. 

punten berekenen, dan kan men, door de functie niet op de ge

vraagde punten, maar halverwege te bepalen, van de snel conver

gente: formules 3.3.4 gebruik maken. Men zal in deze paragrafen 

over v.. fferentiatie restterm schattingen gemist hebben·. Dat deze 

niet gegeven zijn, ligt hieraan, dat bij differentiatie de pre

eisie niet zozeer bepaald wordt door de restterm dan wel door 

het wegvallen van cijfers bij het maken van de differenties, 

zodat een restterm schatting op zichzelf niet veel informatie 
omtrent de fout geeft. 

IV. Numerieke integratie 

1. Inleiding 

In de analyse wordt de integraal van een functie gedefinieerd 

als de limiet van een som van producten van functiewaarden en 

intervallengten. Het zal blijken, dat tegevolge van het sommeren 

van functiewaarden bij numerieke integratie, in tegenstelling 

tot het vormen van differenties bij differentiatie, de afrondings-

fouten enigszins vereffend warden in plaats van geaccentueerd~ 

Het proc~df van numerieke integratie mechanische kwadratuur 

wordt dan ook veel toegepast o.a~ bij het integreren van diffe

rentiaalvergelijkingen. 

2. Trapeziumformule en formule van Simpson 

Afleiding van integratieformules kan geschieden door een inter

polatieformule te integreren. Wij nemen bijv. de formule van 

Newton: 

f 

x_+h 

f x +ph dx 
0 

f + 1 6 + 
0 2 0 

1 

dp 

• 

is een onbekende functie van p. De restintegraal in 4.2.2 

kunnen wij dus niet direct berekenen, Wel kunnen wij gebruik maken 

van de middelwaarde stelling uit de integraalrekening: 
• 

' 



Als f x en g x contin11e fun<_:ties zi.in voor a~ x ~ b en g x 
teken,1·ast is, dan geldt 

b 

f g X dx 4.2 3 
a a 

met a~ ~ b. 

In onze integraal is g p p-'1 en blijkbaar is g tekenvast: 
wij kunnen dus schrijven: 

1 2 
r, 

p p-1 .. - h 2 
f I! 

1 4 .. 2. 4 
0 

De,, in tegra tie form1~le gaat dan over 

3 
- h f If 4. 2 .. 5 

zg .. trapezium-• re ge 1, tenminste als men de restterm 
f fl van de orde h 2 en is 

natuurlijk nul voor lineaire functie f 

Wij nemen nu een term meer, dus wij nemen het kwadratische 

interpolerende polynoom en integreren dat van 

XO 
f 

h + 

-" f + 
0 

x 0 +ph dx 

+ 

2 

0 

162 
3 0 

f hdp .. --

h3 
2 

+ p--1 p -2. f tit dp p 
0 

4 .. 2 .. 6 

4.2.7 

Om de restintegraal te berekenen kunnen wij niet direct de 

middelwaarde stelling toepassen: de factor p p-1 p-2 wisselt 

van teken~ Om een ruwe indruk van de integraal te krijgen 

beschouwen 

1 2 

+ 

Op ieder van de integralen kunnen wij de middelwaarde stelling 

toepassen: 

4 
0 

1 

d f
lfJ 

p-2. p + 
2 

p p-1 P 2 d P , .... - . . . . .. 

4.2,,9 



Als f x een vierde afge le ide heeft k1.,innen 

~a~rde stelling der differentiaalrekening 

2 

i1ij met 

vinden 

de middel-

p p--1 
0 

daar 1 -

Zo vinden 

f 
- 4 

90 

dp 4.2.10 

0 ~ 2h is, 
C. 

wij a.ls schatting van de absolute waarde ·ran de fout 

. Nauwkeuriger analyse geeft echter voor de re,tterm 

, zodat de formule van Simpson met restterm is: 

h dx · · - 4.2.11 

Blijkens de vorm van de restterm is deze formule exact als f x 

een polynoom van de 3e graad is, terwijl het interpolerende poly

noom waarvan wij uitgingen kwadratisch was. Dit is dus een mee

valler! De achtergrond hierva.n is gemalcke·lijk in te zien. Laten 

wij eerst beschouwen de trapezium-regel. Deze levert het opper

vlak van het getekende 

trapezium; de fout is het oppervlak van het sikkeltje. Hebben 

van het gebruik van de interpolatieformule van teken: de fout in 

de integratie is het verschil van de oppervlakken van de twee 

sikkeltjes. Men kan dus a priori verwachten dat integra.tie

formules met een oneven aantal punten een kleinere fout geven. 

x +3h 

3h 
8 

- 4.2 .. 12 

met een fout van dezelfde ordeals bij Simpson, en wel schijnbaar 

groter. Immers stel wij willen een functie over een bepaald inter

val integreren .. Bij Simpson wordt het interval gehalveerd., dit 

1/1 

interval in drie~n gedeeld warden; het interval in de integratie 

is dus 



- 3 ~ 
3 

9 5 

kleiner geworden 

-· ... 
4 

- 8'10 

bij Simpson: de fout is dus een factor twee 

Formules analoog aan 4.2.5, 4.2,11 , 4.2~12 zg. Newton-

Cotes formules kan men opstellen voor rneer punten .. Het blijkt 

dan echter dat de co~ffici~nten bij 9 punten oak negatief warden: 

dit geeft verlies van cijfers en van precisieD Het :s dan oak bete 

beter om als over een lang interval ge!nterpoleerd moet warden 

de tra pez iumformule of de formu le van Simpson meerma len tc,e te 

passen: 

0 
en 

h 
3 -

4.2.14 

402 14 is alleen te gebruiken bij een even aantal intervallen. 

Is het aantal oneven, dan kan men over het laatste drietal bijv. 

hiero, Simpson toepassen .. 

Kent men de vierde afgeleide van f x niet, dan kan men als volgt 

een schatting van de fout krijgen, gemaakt bij integratie volger1s 

Simpsonc Stel wij willen integreren: 

het antwoord zij 

X 1 
f X dx + 

XO 

Stel nu dat 

Dan is 

x dx + 

,v 
f X 

2 

n 
90 

2n 
90 

met deze h de integraal, 
h hetzelfde met 2 met antwoord 1 2 . Dan is 

4.2.15 

·4.2 .. 16 

n iet vee 1 verandert en ste 1 r'" 

5 15 nh 4.2 .. 17 



Een schatting van de fout 

X 

f 
XO 

is dus - 1 

Door dit in rekening te brengen kan men het resultaat verbeteren. 

3. Integratie met behulp van differenties 

In .2 hebben wij enkele zg. gesloten integratieformules afge

leid .. Zij heten gesloten, omdat eriri voorkomen alleen functie

waarden, die liggen in het interval waarover ge!nt£greerd wordt. 

Een ander type formules krijgt men bijv. als men interpolatie

reeksen onbepaald integreert. Wij ga~)n nu uit van de for 1ule van 

Newton: 

+ 

of 

+ + 

+ 

X 
1 ._,, p 

1 4 1 3 1 2 

+ 
p 
2 0 + 0 + 

1 3 l. 2 1 

0 + 
p 
5 0 + .... 

1 51473121 
120P - 0 + .. ., 

A. 1 2 p+a . +LJ -rp +a 
0 0 2 1 0 

4 1 5 1_ 4 11 3 

1 3 1 2 
5P -~p +a2 + 

4.J.2 
1 2 g-P +a4 + .... 

In een onbepaalde enkelvoudige integraal kan slechts ~~n constante 

moeten bepalen, dan blijft Cover 

als enige constante. Voor G schrijven wij nu de eerste somfunctie 

en p door p-1 te vervangen. Wij krijgen dan: 

X 

h x dx = p-1 +ao 

1 2 4 1 2 + 

2 1 + 6 ....... 
4 6 -

Vervolgens drukken wij alles uit in functiewaarden·e.n differenties 

van x0 : 



... 6 
0 

enz. 

1 
h 

p+ao 

p-1 4 1 +6 "~ ' 0 1c0 

+6 
0 

p-1 

-

Nu moet 4 .. 3.4 gelijk zijn aan 4.3.2, dus: 

ao 
1 
~ 

a1 
1 

··- -

a2 
~1 -··· 

a3 
19 - 720 

a4 blijkt te warden 

De formule wordt dus: 

1 
h 

xp 

Integreren 

1 2 1 
2P 

p O dan komt er: 

3 1 2 
P-1 -u p.-1 + 72 0 

+ 0 

+ 

4.3.4 

4.3.5 

- .. <> • 

4.3.6 



-42-

Het is natuurlijk ook mogelijk om de achterwaartse Newton

formule te integreren op analoge wijze. Men vindt dan 

XO 
1 
&..•1 I 

h 

\villen wij 

van 4.J.6 
xk 

1 

l'1"u is 

en 
xk 

1 
h 

xi 

1 
+ 2..1-+-

f X dx 

1 . 
- -
X 0 

k 

nu bepalen f x dx dan vinden wij gebruik makend 

.,. ....... 

-

xi 
x dx - f.x dx 

1 
- 1 

4-- /\ -1 -
1 l-)k-1 -

+ fl 
k-1 

+ f 

-

-

.lj 
J.. 

+ 

Wij hebben hier dus gevonden de trapez iumfor1 rr1l1le met d i:t'"\ferent ie

correc ties. 

Wij konden echter oolc 

X 
1 
h 

xk 

X .. 
l. 

f x dx 

waarbij wij nu 

bepalen, dus 

1 .. . .. 
h 

xk 
f X .dx 

f + k 

1 
h 

l 
f X dx -

...... xk 
f x dx met 

-1 1 . 1 

-

en dus: 
' 

+ .... + f1+1 

en 4.3.7 
X .. . l 

f(x dx 

en 

gebruiken: 

. i 
f x dx met 

-



• 

1 

4.3~8 wordt dan: 

- 11 
1 ·-

1 

fi+2 + + .lf -
2 k 

. . .. . 
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Dit is de ~-~~~-,,g~§~,~,~-.(,9,E!U~.~,~- v .. e~,-~~~g9~:£,,.Hierin komen alleen 
voor differenties die betrekking hebben op functiewaarden uit 

het integratieinterval .. Verwaarloost men de differentiecorrec

ties dan krijgt men de trapeziumregel terug. 

Nemen wij k i+2 dan komt er 

1 Xi+2 
f dx 1-f + + 1 

fi+2 X h - - -
2 i 12 

xi 
1 

2f1+2 + 1 
fi+2 + 4 + 1 

fi ••1., -- -2 3 3 

dus de formule van Simpson. 

4.4 Centrale integratieformules 

Om centrale formules af te leiden gaan wij uit van 4.3.5 en 

drukken de daarin voorkomende voorwaartse differenties uit in 

centrale: 

6-1 
0 

D. 0 
0 

ti 
0 

fl2 
0 

63 
0 

64 
0 

Deze 

1 
n 

• 

...... 

...... 

(" -1 
1 --
2 

·o 
0 

l 
2 

2 
0 

3 
1 
2 

4 
0 

-

+ J 
2 

+ 
4 
0 

+ 2 C 

resultaten 

- if p 

-

+ 

5 
1 
2 

5 
1 
2 

+ 6 + 7 
1 0 2 

gesubstitueerd 

-1 1 
1 + P-2 
2 

1 2 + 0 

+ 

1 2 
+ 2 p 

in 4.3.5 
• 

1 2 
2P -

- 1 -,2 

11 
- ·11~21 o· 

1 

+ 

geven: 

11 
0 

4 
0 + 

• 

+ 

+ 

-

f_ 
l 

• 



Stel weer p ... ~ O: 

1 
Fi 

Nu geldt 2n 
--

Dus 4.4.2 gaat over in: 

1 XO -1 1 dx f X -,. 

Fi -0 

.. 

1 

. 2n-1 
0 

0 + 11 
) /S\z I iT 

7c:.C) 

1 

... . .-{ 
.,,J 

C 
0 

Stelt men ~Ln 4.4.1 p ~- -~ dan vindt mer1: 

1 
Fi 

• 

x dx ~- c 
-1 1 
l + 2 
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.. 

11 11 · 4 . 

4.4.2 

4.4.4 - • • • 

\vij hebben dus weer hetzelfde als bij ct·l.fferentieren: forrnt1les met 

echte differenties als men halverwege integreert, andera gemiddel

de different·Les ook hier convergeert de reeks met de echte (iif

ferenties het snelst. 

4.5 Dubbele integratie 
X t 

Meet men bepalen dt f s )ds dan lcc1n men 4an 1···c~l·r~·r:i1~.1le 

afle·tden door 4.J.5 nogrr1aals te integreren op dezelfde 111ax11er t1ls 

bij de afleiding van 4.3.5 zelf. Ivfen moet daarbij de tweede som

functie invoeren en krijgt een formule in voorwaartae differen
ties. Door deze v1eer uit te drukken in centrale dif1 ... erer1ties kan men 
afle iden: 

1 

h 

1 

t ' -2 f · s ds _,,, ,. ['\ + 
V 

1 -



4.6. Gauss-t pe integratie formt1les 

Tot nu toe hebben wij !.xttegre.tie - formules behande ld, waarin 
gebruikt werden functiev;aarden of differenties daarvan 

Stel gevraagd f x dx. Wij transformeren het interval 
tot -1 < ~ +1 a door te stellen 

voor 
'1ra l len. 

a~,b 

X .... b+a 

:.e integraal wordt da,n b-a 
2 -1 

Wij willen nu deze integraal aldus schrijven: 
1 n 

-

In het rechterlid van 4 .. 6 .1 

I 

I 
' 

Wij nen dus om deze te bepalen 2n eisen opstellen. lJeze eisen 
kunnen luiden: kies de 4.6.1 exact is voer 
alle polynomen met graad ~ 2n-1. rJien krij gt dan 2n betrekkingen 

worden beoaald~ 
~ 

Het stelsel vergelijkingen wordt: 

2 w + w2 J_ + w ' 1 ' • <I' • n 
0 + w2t2 + + w t r4 h 1'"',\ 

\ • ,.) • C ) • c, II n n 
2 2 2 

ti\] t 2 + w2t2 + + lip I 

111 .. • n n i _.,. 

.4.1s voorbee ld nemen wij n---2. De verge 1 ijkingen worde11 

2 w + w2 •11 , .. 

1 

• ... ,, '"' + w2t2 
2 2 2 + rm,-

"') 

) 

0 3 + 2 
w2t2 

metals oplossingen 

Wij vinden dus 

-1 

t w• -

1 

w 1 

1 1 

1 • 

4.6.3 

»eze formule is exact ala f een polynoom -is van de graad 0,1.,2 ot"' 3. 
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Keren wij terug tot het stelsel 4.6.2 : 

""" w t + w t + 1 1 2 2 

w t 2n-1 
1 1 

,,,,, t 
n n 

t 2 + w ' n n 

2n-1 vi t n n 

" lS. De te beoalen .. waarbij 

tk zijn 

graad n: 

op te vatten als nultlll11ten van een polynoom van de 

tn + . • . . + b n 

Vermenigvuldig de eerste vergelijking van 4.6,4 met 
tel dit op. 

de 
0 

tweede met Men 

vindt dan: 

n 
a b + a = O n 1 n+1 • 

Vervo lgens vermen igvuld igen 111ij de tweede verge 1 ijking met bn 

enz. Wij krijgen dan het stelsel: 

a1bn + + • I> .. • 

a2bn + + . "' ... 

• .. • • • 9 

a b + a b + n n n+1 n-1 

U1t 4.6.6. 

gelijk:ingen van 4.6.4 · .. 

·t- + 

+ 
.. 

an+1°1 

an+1 0 .... ·~ --

+ 0 8 n+2 
--

a ... O , 2n .1 

~vind t men 

14,, 6 \ • b • .) 

t 1 als nul
n-tal ver-

Op deze wijze bepalen we voor het voorbeeld :r1 ~ 2 t 1 ,t2 ,w1 ,w2 . 

0 
2 j ..... 

0 

4.6.6 wordt in dit geval: 

• 



.. 

dus 

dus 

en 

2 

0 

- 1 

-1 

3 

1 

- w 2 

geeft tenslotte 

Op dergelijke wijze kan men meer-punts Gat.1ss-formules ai .. lei-

gesteld. Men kan echter ook alle t 1 geven, Dan v1nden wij n 
-

da integr~tV.J!.~forrnule exact is voor po lynomen van graad ~ n-1 .. 

van het ty~e Newton Cotee, b.v. de 1"'ormule van Simpson: 

x1 -1., x2 

4.6.2 it,1ordt • • 

1 
ft dt 

-

.. ·~ 0., X4 .... "·'" -

2 .,..,,., w ,.1 + w 2 + 

0 A'"'~ -w1 + 
2 

w 1 ➔--1 ' 
.,,..; 

en 

1 
j f -1) + 4f 0 

I 

'VI"' j 

Men kan ook de verhouding der ge\J\J'ichten \"1 1 geven. De eer~ste 
,I,,.. 

vergelijking van 4.6.2 geeft 

niet 11neaire n vergelijkingen moet rr1en t 1 oplossen. 

In dit geval is men n1et zeker van de real1teit der 

geen men aan het volgende voorbeeld ziet: 

0 

2 . 2 2 + 
3 

dat 
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volgt 

'l 

2 ot. 1 
w1 wl'j ... - , , , 

3 ~ 1+o{ c:. 
_;CX. 

hetgeen begrijpelijk moeilijkheden voor de berekening v&n 

een 

• 

oplevert. 

kan men enkele t 1 
formule die exact 

4.r( Toepassingen 

geven, b.v. -1 en 

is voor polynomen 

+1. Dan vindt men 

met graad 42n-3 

')o< -
1 ➔-c( 

In deze paragraaf behandelen wij enkele voorbeelden van inte

gratie van functies die hetzij zelf oneindig warden in het 

integratie-interval, hetzij een oneindige eerste of hog~re 

afgeleide hebben. 
1 

Allereerst willen wij bepalen \f xdx. Tabellee1.,t men X in 
0 

5 decimalen met een interval 0.1 en past men Simpson toe dan 

vindt men .66402 i.p.v •. 66667. Maakt men differenties dan is 

de bronvan de fout duidelijk: in de buurt van O zijn de diffe

renties groat en polynoombenadering geeft een grate fout: de 

eers~e afgeleide is immers oneindig groot in O. 

Om deze singulariteit 
x ... _ y; dx = 2ydy en 

1 1 2 
xdx = 2y dy. 

0 0 

te verwijderen 

wij krijgen: 

2 stellen wij x ...... y • 

Afgezien van het feit dat deze integraal direct te ~erekenen 

is, zien wij dat de integrand nu geen singulariteit meer ver-

toont. 

Als volgend voorbeeld bepa len i\Tij 
0 

1 -x e xdx. 

Past men direct Simpson toe dan vindt men .37633 

X e-x · · x 

0 .00000 

0 .. 1 0 28613 
0.2 .36615 
0.3 .40576 
).4 .42395 
0.5 .42888 
o.6 .42511 

0.7 .41547 
o.8 .40189 
0.9 .38571 
1.0 .36788 

-x \ r e -1 vx 

.eoooo 
-.03010 

-.,08016 

-.14196 
-.20851 

-.27823 

-.34949 
-.42059 
-.49254 
-.56297 
-.63212 

.00000 

.00990 

.,03843 

.08225 

.13634 

.19470 

.25116 

.30019 
_33747 
.36033 
.36788 

terwijl het antwoord moet zijn .378945 



• 

als 

singulariteit als boven. Witj l{unnen echter ook de eerste term 

van de reeksontwikke l inf~ var1 e -x aftrekke11: 

e xdx - · e - 1 xdx + \. xdx 
0 0 0 

-x 
e - 1 x gedraagt zich als 

eerste afgeleide, 

g1~aa 1 be oaa. l t men 

de hogere z ijn 

xVx en heeft dus een eint:lige . 

nog oneindig. De tweede inte-

'I._ k 

.37898. Door meer 

verzwakken. 

analytisch, de eerste n1et Simpson; men v1r1d·t 

termen af te trekl{en kan men de s ingula1~i te it 

Geheel elimineren 
1 -x 

Wij vinden e 
0 

kan men hen 

xdx 2 

door te stellen x 
1 2 

0 

Bepalen wij deze integraal d.irect rr1et Simpson dc .. ri vinden wij 

_378944. 
1 

Vervolgens willen wij bepalen 
0 

:!e integrand is hier singulier in x = 1 .. '()rn deze singulc11-;•i-

teit te verzwakken schrijven wij: 

--~. - -, . , ...... ,... ., 
1 + X en ontwikkelen 1 + x om x 

1 + X 1 - X 

2 1 - X 

Als wij dan van de integrand 

gedraagt de int~grand zich bij 

singulariteit is dus verzwakt. 
1 ..... , I_,,,. ,., 

---·- 0, 
1 - xc.: aftrekken 

x = 1 als 1 - x 

2 1 - x dx wordt anal~rtisch bepaald. 
0 

1 - X 
1'1171ZJ,r l 1 

4 

Geheel eli1r1ineren van de singulariteit e:aat d()Or toepassen VEtn 

de tra11sformatie 
X ...... S in 0 ; 

1 

0 

' 

cos 0 ; dx ~ cos 0 ctG ~ 
11 
2 0 

cosc;.fJ d ·----
0 

' 



X 

0 1.00000 -.41421 
.1 .99499 -.34665 
.2 .97980 -.28511 
.3 .95394 -.22928 
.4 .91652 -.17893 
.5 .86603 -.13397 
.6 .80000 -.09443 
.7 .71414 - • 060l.t6 

.. 8 .60000 -.03246 

.9 .43589 -.01132 

1.0 0 0 

e 

00 

"'10 ° .,/ 

20 0 

ti 
'30 V -
4o0 

50° 
. 0 60 

70° 
80° 

2 cos· 0 

✓1 C10"'00 • - " \,,,,1 ,,i _ } 

9h08h ' . ..) • ""' .,,I 

88 ~ )t., " '_;(% ' 

.75000 

,.58682 
.41.318 

.25000 

.11698 

.03()15 

0 

De antwoorden met de verschillende rnethode11 zijn 

1 

0 
1 

0 
1t -1 

0 
1 

0 

1 
-21 

- X dx 

~--2, 
- X -

- 11 

"'~' ,... -- ,. "" 2, 
1 - X dx .r,: 

.78175 

2 1 

0 

X 

, __ """' 
- X 

2 cos 

1 "1 
dx + 

0 
-.157426 
-

~ d G + 
+ .942809 = 
900 I"') 

C 
cos 

60° 

CR $0 

Wil men bepalen cos x ln xdx dan kan men de loga.rithmische 
0 

singulartteit verwijderen door partiele integrat1e: 

X 

cos x ln xdx 
X 

ln X d sin X ~ "" ln X s in X -
X s ·tn x d .. X 

0 0 
"' 

0 
X . 

Tens latte geven wij een construct ie van een s·pec iale Gauss-
form11.le. 

Stel wij willen bepalen 
0.2 -x e . xdx. 

0 
Wij k·unnen dit doen doov op het boven gegeven tabelletje 

Simpson toe te passen. Wij vinden dan 0.05036 terwijl het 

juiste antwoord is 0.0529587,, 
Wij kunnen echter ook een speciale Gauss-formule 
toe transformeren wij eerst het 1nterva.l O - O .2 
door 

maken • Da.ar-

X + 1 

0 

1 

-1 
e 

- .·.<+1 
1 . . . . 

1 + y dy. 

• 

,, 
' 



Ons doel is nu een formule te maken dat 

1 
f y 

-1 
1 + y dy .... 

n 

1 

een polynoom f y van 

is dus gelijk aan dat 
zo hoog ·n1oge l i jke g1"\;1ad. l{e t prob lee111 

van 4.6 mejc dien vers--t·a.nde ci-~t ,j~a---rl ~n -- - ' c... 1.,· c.:..c. . ,J..' 

plaats van 

Zoals in 4.6. 

1 
a 1 + s, G!U 

1 -1 
1 

a y 1 2 -1 
1 t".) 

C. 

a.3 y 
-1 

enz. 

1 + y eer1 1 

bepalen we 

y dy 

+ y dy 

1 + dy y ---

Wij nemen nu n 3 en f y 

stond. 

ai die ditmaal z ijn: 

4 
2 "'5"' 

:J 

4 I I '1 

2 I 

1 

44 t") 

1b"5 c... 

... - e en kiezen y 1. = -1; y 0 = O; 
C. 

= nv: X · 0 1• X - O, 2 .. ..2 - 'II! , '3 - ! • - ., 

de basispunten die gebruikt warden 

Het stelsel 4.6.4 wordt nu: 

in de Simpson-formule. 

4 ,, 
p 

2 
~ _,. 

4 
2 

en dus 

w1 + w 

_w 

w 

1 

'1 

8 ..... 1 ..... 

2 
+ 

+ 

+ 

0.2 
en wij vinden 

0 
44 

1 -, 

0 

w 
3 

w 
3 

-x e X 
1 8 

dz -•• II: 
1ol 

2 

., 
"\ 

2 eo 4 (1 • 1 
' + "e , + 0 

~ 

Op derge 1 ijke wij ze kan men natuurl ijk voor allerle 1 gewic t1ts-

functies zoals hier voor . 1 + y Gauss -formules ma,ken. 
• 

In dit hoofdstuk zal behandeld worden het oplossen van verge-

1 ijkingen met een onbek,ende. In de volgende twee paragrafen 

worden proc~des gegeven die van toepassing zijn voor het O'P

lossen van willekeurige vergelijkingen. Daarna worden methode:r1 

behandeld ter oplossing van algebraisehe vergelijkingen~ . 



5.2 Regula Falsi 

Laat gevraagd zijn te bepalen een nulpunt van f x. 

zo-
e:: 

Het precede van de ''regula falsi'' bestaat hierin dat mer1 de 
koorde door 

x-as: het snijpunt 
en 

zij 
toetst en deze sniJdt 1net de 

zijn er drie mogeli,jkheden: 

1 .. f x1 .f X3 0 dan is het nulpunt gevonden. 

2 ... f X4 .f X3 0 dan past men op X en X3 het orocede +- f"i e 
1 vv • .. 

> 0 dan past men op x 0 en x'"' het p1,ocede t.oe. 
c:. ,) 

In formule luidt de regula falsi: 

1'it precede 
ex. 

nulpunt van 

n xn 

1 1.5 
2 2.5 

3 1.75 
4 1.879 
5 1.938 
6 1.967 

convergeert tot een 

11x - 6 

fn n 

.375 7 
-1.125 8 

.234 Q 
J 

~119 10 

.062 11 

.033 12 

• 
' ' ' ,_ -~' ' ~'. ,_ ..... ,~~~(!! ur M.)I, -•P~I.J!f'.'li;11f1!> 1~· ,It f;l51 W~'Ar-~.- - , ,;___,., 

_, .. ' .· ··. . ' '<i 
' , 

' 

xn fn 

16982 .018 

1.990 .010 

·1. 994 .006 

1.997 .003 

1.998 oor.) 
1111 . !-

1.999 .001 

Om een indruk te krijgen van de snelheid van de convergentie 

beschouwen wij de fout in de n+1 e iteratie: 

X - X 1 n n-
X - 0( =· n+1 X - <X n 

- I JJt4l t al!I 1111 t ~· JI 14 l I T 

- I 

daarbij bedenkend dat 

en hieruit vinden·We 

n n-1 

f n-1 
f Ol .. 

in een Taylorreeks 

0: 



f f n - n-1 xn - x 1 n- + l. X 2 n + X - 20< n-1 

dus 
xn - xn-1 

ff + ;; X + 
G n x A - 2D< f ,, o< 

n-1 

xn - xn-1 
voo r r O C ·:. f" ■ O " 

• 

vinden we dan: 

xn -

n n-1 
0( X - 2c< n-1 

fl X + X n n-1 

X - D( n 
f tf 0( 

e n c. x -ex P d.w.z. is de nieuwe fout de n 
p macht van de oude dan vindt men 'i✓oor p de ~ver1gel1f.jking 

2 
p - p - 0 1 + r:. 

dus ::> 1 .6 p .,. - = 2 •••••• I t -

5.3 Formule van Newton 

Bij gebruik van de iteratieformule van Newton gaat men u1t van 
een schatting van het nulpunt, trekt de raaklijn aan de l<:romme, 

snijdt deze met de as. Het snijpunt is de tweede schatting: 
hiermee gaat men verder. 

De iteratieformule lu1dt: 

X -n 
f xn 

r1 xn 

_, __ .,.... 

Allereerst behandelen wij enkele voorbeelden. 
Wij trachten daartoe wederom het nulpunt 2 te vinden van 

f X = X - 1 X - 2) X - 3 • 

Als beginschatting nemen wij x = 1.5. 

n 

0 

1 

X n 

1.5 

3.0 
• 

f t 
n 

-0.25 

1. 5 i1·1,et 11et nulpunt 2 maar 3 gee ft,. 

punt komen., waarop de iteratie 
convergeert naar x ~-·- 2. Daartus-

• 

proces convergeert niet, maar 
oscilleert zoals in. de figuur 
aangegeven . 

• •• • 
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Voor deze vergelijking zullen we dit uitrekenen. Stel om de 

vergelijking te vereenvoudigen x 
2 f X = X t X l - '1 _,,, g X l 

g 1 X T 1 

Daar g x' een oneven functie van 

x' is behoeven te 

s. 

De vergelijking van de raaklijn door X 1 is: s 

Y - f X 1 

s 
T r,, C a $ k •• I f 1 llf II 

X - X s 
s 

Het· snijpunt met de as .. 
1.S : 

ZOU ge 1 ijk aan - x1 moeten 
s 

Hieruit volgt voor X 1 • s. 

x' x' .,u " 

s s s 

x' 

zijn. 

+ 1 
5 ... , 

xi 
s 

+ 

s s 
- 0,.1 I ~ Ii I ooi ; I; II > 

o.447 

en dit 

In het x-vlak z1jn de kritieke punten dus x 1.553 en x 

Voor 

v.b. 

convergeert de iteratie naar x. ·- 2. 

n xn fn ff 
n 

0 1.6 .336 -.520 

1 2.246 -.231 -.818 

2 1.964 .036 -.996 

3 2.000 .000 

Vierkantswortel Gevraagd x - a 

Beschouw f x· 
2 x - a: f a 

Formule van Ne· ton: 
Xn - a 

X -n ....... ,,. ~x " "" 
n 

. ,. - , h, k ge he e 1 • 

k - 1 

k 

Delen zonder te delen 

en x 1 .. ~ x · n+ n 

1 

1 a ..... -··-
Xn 

lo "" 2' 
X n 

X n 
1 h + a . 
k 

1 Ge vraagd x ·- - ...... a 
1 

X: 

·.··· 2x -.. n 
? 

ax. n 
... - X 1& 

n 
2 - ax .. n 

• 

2.447 



Deze formule volgt oak uit de voorgaande door k 
ste llen. 

v. b. a 

n 

0 

1 

2 

3 
4 

5 

0.25 

xn 
1 

1.75 

2.73 

J.60 

J.960 

4 .. ooo 
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-1, h 1 te 

Tenslotte willen wij de convergentiesnelheid van de Newton

iteratie bepalen. Wij beschouwen weer de fout. 

X 1 -o<. X -cx-n+ n 

f ex .... O stellend: 

:f X n 
ft X 

n 

fl X. 
n 
1 

H .. X - o< f t n 

x-o<:f'oe. n 

in een Taylorreeks om· ex. , 

+ 1. X -. 2 n 

II 

2 r'1 

- o< -~ 
ff 

5.2 Stellen wij evenals in 
hier dus p , .. , 2 1.p v. p -~:-:; 1 .. 6 bij de "regu.la fals1. De 

Newton iteratie convergeert dus sneller dan de regula falsi. 

Men moet echter bij Newton de afgeleide bepalen. Is dit veel 

werk dan kan men beter de reg~la falsi gebruiken. 

Bij toepassing van de formule van Newton wordt dus de fout 
ongeveer gekwadrateerd, of \'1'at he tze lfde is: het aanta 1 goede 

cijf'ers wordt ongeveer verdubbeld. 

n 

0 

1 
2 

xn, ..,. 

1.4 
11 , lallll!IP 0_ !111. 

1.4142857 
' ,•,.,¢· 

waarbtj onderstreept zijn de goede c ijfere .. 
' . ' -, ·-

• 
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5.4 Methode van Bernouilli 

Met de methode van Bernouilli kan men het grootste in absolute 

waarde nulpunt van een polynoom bepalen. 

n 0 

5.4-.1 
2 3 n-1 Ste l dat wij een schatt ing kennen voor x., x , x , ••.. , x , 

i . n r g n-1-tal getallen. Dan zouden wij een schatting van x ~~--
nen vinden ui t: 

n = n-1 n-2 a 0x - a 1x - a 2x •.•. - an_ 1x - an. 
n n-1 Nu zijn dus bekend schattingen voor x, x , •.•. , x en hier-

mede zouden 
a n+1 = n n n-1 2 

ox 
Vervolgens 

Stellen wij xm wm aan: 
aov1 . m 

wm dan voldoen 

- a1wm-1 - a2wm-2 - - a w • • • n-1 m-n+1 - a w n m-n m?J.n 

5.4.2 

Deze recurrente betrekking 
de vraag is nu of deze rij 

k P o<. ;.-: 0 is ,, 

zijn de algemene oplossing \ran de recurrente betrekking 

Nu 

k k k k 
wk P4 0<.1 + P2 cx.2 + · • • · + Pn-1 o-:.n-1 + Pn o<. n 

nu 

., : ur M11rtr 11 

k. P2 ()(2 k 
+ ..... 

dus voor 
I o<1 t k+1 

en dus 
waarde van k is 

w 
,.-..., 

w k 

M.a.w. de reeks 
wk+1 

w k 
convergeert naar het grootste 

is. 

5.4.3 

De convergentiesnelheid vindt men gemakkeliJk uit de fouten: 

k+1. 

De fout wordt dus 1edere stap vermenigvuldigd 
• 

cx2 
met 

0{1 

• 
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!'e recurs iebetrekking wordt: vv · - 6w - 11w ..1.. 6w 

n n-1 n-2 · n-3 
Om deze te starten hebben wij nodig schattingen voor w 

O' 
o., 0, 1. Neem daarvoor resp. 

Dan vinden wij: 

m 
wm+1 

0 0 

1 0 

2 1 6 

3 6 4.25 
4 25 3.60 

5 90 3-33 
• 

6 301 J.21 

7 966 3.13 

Men ziet dat de fout 

Ook 

m 

8 

9 
10 

11 
12 

13 

w m 

3025 

9330 
28501 

86526 

261265 ., 

788970 

14 2375101 
15 7141686 

2 

w m+1 
w 

m 

3 .08 

3.06 

3.04 
3.024 
3.016 

3.010 

3 .007 

X 
stellen. Voor dit voorbeeld wordt de recursiebetrekking: 

w 1 

en men vindt: 

m 

0 

1 

2 

3 
4 

0 

0 

1 

w m 

1.833 
2.360 

wm+1 

1.833 
1.288 

1.127 

Factor 1 klopt. 

w '"' IIJI n-5 

m 

5 2.660 

6 2.822 

7 2.907 
8 2,951 

9 2.974 

w m+1 
w m 

1.061 

1.030 

1.015 

1.008 

te 

De ze met hode 

gelijk zijn. 

van 5 .4.,. 2 . 

ga.at niet op als nulpunten in absolute waarde 

5.4.3 geeft dan niet me8r de algemene oplossing 

De methode va.n Bernouilli geeft dus het grootste kleinste 

nulpunt van een polynoom. De convergentiesnell1eid is afhanke-

1 ijk van de verhouding van de grootste twee nulpunten: zijn 
deze b ijna ge 1 ijk dan is de convergent ie s lee ht,,, Men kan dan 

beter een andere methode, die van Graeffe 5,5· gebru1ken. 

De methode van Bernouilli convergeert altijd en fouten die 
men maakt dempen uit: maakt men een fout dan moet men voor 

straf me~r rekenen. 
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5.5 Procede van Graeffe Root squarin 

n ... Gevraagd de nulpunten van P x n • II> • + a "x + an· .• n-1 
stel de nulpunten van P x zijn n alle sterk in grootte versch11-
lend: 

X 
I n · • 

x1 >> x2 >> 
Dit sluit dus o.a. uit complexe 
Nu geldt dat: 

a1 
X 1 + x2 -

ao 
a2 

X + 2 ao 

a3 
X1X2X3 -

ao 

a. 
dus 1 ~ -

ao 

+ • 0 • • + xn ~ 

+ • • • 1111 ~ 

+ -" Ill e 9 If ' I r ,. 

nulpunten. 

- x1 

x1x2 

- X1X2X3 

enz. 

Zijn de nulpur1ten dus zeer sterk in grootte verschillend dan 

kan men dus op zeer eenvoudige wijze deze bepalen. 

Het precede van Graeffe nu bestaat in het transformeren van 

een vergelijking met ongelijke wortels in een met zeer sterk 

ve1zschillende en wel door op te stellen de vergelijking die 
• 

tot wortels heeft de kwadraten van de wortels van de oor,spronke

lijke vergelijking. Deze bewerking wordt herhaald totdat goede 

scheiding der 

Qt,.' at P X 
n n n-2 a 0x + a 2x 

wortels is verkregen. 

O zij, moet gelden: 
n-4 n-1 + a4x + •••• - a1x 

kwadratering geeft: 

+ 

+ 

De opbouw van 

·5.5.4· heeft 
1n 

2 n 
ao y + 

2 2n-4 a2 X 

2 2n-6 

2 2n-2 . 

2 2n-6 
41' • • .. 

.jli: I¢ 

aUIM-

de co~ff1c 11ntan is 

wortels + x • Stelt .,.. i 

duidelijk. 

met ala wortels 

2n-6 

2n-4 
X + 

over 
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5.5.5 is dus de vergelijking waarvan de wortels kwadraten 
zijn van die van de gegeven vergelijking. 

Men gaat verder en construeert de co~ffici~nten van de ver-

2m i 

2m 

, dus 

m • 

a1 
m 

2m a2 2m ~$-~ x1 ~ x2 ,·enz. , 
m m 

ao a1 

or m-maal wortel te 

teken na, dit kan door substitutie in de gegeven vergelijking 

gevonden worden. 

kan men zien of m hoog genoeg is 
opgevoerd: ism groot genoeg dan geldt zoals eenvoudig is in te 
zien: 

m+1 .. ,, 

De co~ffici~nten gaan op den duur kwadrateren. 
2 Voorbeeld 6x + 

m 

0 

1 

2 

3 
4 

m 

0 

1 

2 

3 
4 

1 

1 

1 

1 

1 

-
-
-
-
- 431 
m 

x1 
6.000 

3.742 
3.146 
3.014 

J.000 

a 1 
m 

6 
14 

98 
6818 

12258 

m 
x2 

1.833 
1.,871 

1.942 

1.991 
2 000 •• 

11x - 6 0 

282 

X3 
m 

.545 

.857 

.982 

.999 
1~000 

11 

49 

4393 
16 86433 

11530 19713 

-
-
-
-
- 282 

m 

6 

36 
1296 

16 79616 

12778 69056 

Het voorkomen van·meervoudige of complexe wortels geeft compli

caties. Dan zijn de benaderingen 5.5.2 niet meer geldig. 

We beschouwen allereerst 

Dan geldt 

a1 . 
-· ~ - !2x.. en 

Er geldt due niet 

we 1 ge ldt. dat 

8 2 _ 2 
. ·" 

meer da,t alle co~ffici~nten gaan kwadrateren; 
. . ; . . . 



a m+1 
I 1 
wel. 

I 

2 
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kWadrateren 

Ziet men een dergelijk verschijnsel, dan weet men dus dat men 

geldt dat alle co~ffici~nten 

''half kwadrateert'': 

· m+1 = 1 m 2 
ai 2 ai 

Men vindt een van de twee verge 1 ijkingen: 

a m 
i 

ai-1 
m ~ 

Voorbeeld 

m 

0 

1 

2 

3 
4 

ao 

1 

1 

1 

1 

1 

m 

, 

.x - 2 X - 1 

a1 
m 

- 4 

- 6 

- 18 

- 258 

- 65538 

ai+1 
m 

-
a m 

i 

a2 
m 

5 
9 

33 
513 

131073 

dat 

teert half: dat 

m a m a m 
' 1 ' 3 

wijst op x 2 

,,,i nil + 

2 - 4x + 5x - 2 

a3 
m· 

- 2 

- 4 

- 16 

- 256 

- 65536 

kwadrateren_; 

Wij 
"b - ~---. ---, 

- · 65538 2.0000 

X 1,1,• 

41 b 131-073' 
1.0000 

1 

of ook ______ .....::;._ · · · 1 • 00 0 0 
131073 

0 

Heeft men een k-voudige wortel k > 2 · dan treedt een dergelijk 

verschijnsel op. 
Complexe wortels geven grate moeilijkheden, zeals aan een voor

beeld duidelijk gemaakt zal warden. Stel wij hebben een paar 

complexe wortels: 
iy, x 1 .. - re en :x1+1 

• 

i\D re-·, 

+ •.. 

• 

• 
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+ ••• 

die oscilleert. Voert men nu m stappen van het Graeffe-proces 

x 1 en x 1+1 vindt men de twee vergelijkingen: 
m 

ai+1 

ai-1 m 

a m 
1 2m m 

- 2r cos 2 

t m x 1 _1 . Voor 

moeilijkheden wegens de meerwaardigheid van de bgcos. 

In dit geval waarin we alechts een paar complexe wortels 
hebben aangenomen, kunnen we gemakkel1Jk deze moeilijkheid 

a1 =--~ .. 

k 
als u het k 

ret?.lca 
Kennen we al le worte ls dan kunnen wij dus u bepalen en uit 

2 
r vinden wiJ het imaginaire deel + v. 

3 Voorbeeld x - x - 1 = O 

m 

0 

1 

2 

3 
4 

5 .. 

6 
m 

Dus 

ao 
m 

a1 
m m 

a3 
. m 

1 0 - 1 -1 

1 - 2 1 -1 

1 - 2 - 3 -1 .. 
1 - 10 5 -1 

1 - 90 5 -1 

1 - 8090 - 165 -1 

1 - 654 48430 11045 

Ill . = · · .. · ·.· 1 /64 - · . • .. 
•It.Ill 

2 r. ·- <l!!t_ ....... 
t;tb I; 

1 1 64 
- _ 1~11111 :: _: 4 p¢Om1.t l __ ,.,I I 11-=11.1 l lilts+ : 

65448430 

n .. ,,~ - O ~ 6624 

V ~·-, + 0 .- 5622 

- 066624 + 0.56221 
f/tiJff 1mJ; •1q1lil 

W11 IF 

Zou men p:;en gebru1k 11,. ; en van u en v dan zou men 'f moeten 
bepale.n u1t. co;s 64. · ·• 0,.68263 

hetgeen 6·4 .oploast.ngen ge-ett.~ 
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Wij hebben gezien dat het voorkomen van complexe wortels moeilijk

heden gee ft voor de bepa 1 ing van het argument, niet voor de be pa

ling van de modulus., Om de be paling van het argument te omze ilen 

kan men het volgende doen: Stel x = y + h, waarbij dat is de moei-
een reele h zo dient 

dat de volgorde van de nulpunten niet 

verstoord wordt. 

naire 

2 + v .. 
]_ 1. 

,2 ,2 
ui + vi --- ui 

resp. reefle en imagi-

y 1 zijn geldt: 

-
• 

hen en 
i 

kan 

waaruit men 
vinden .. Dan 

met bekende 

__ ,., 2-·~---------2··-· 1 

vi - + ,ri - ui . 

Bij toepassing van deze methode moet men dus tweemaal het Graeffe-

proces toepassen. Het kiezen van his een 
geen methode is aan te geven. Door Lehmer 
keld die met infinite-simale h werkt. 

3 Voorbeeld: x - x - 1 = 0 

Wij hebben 

Stel x ... y - 1 dan gaat de vergelijl<ing 

Toepassing van Graeffe geeft 

0 1 3 0 -1 - C. 

1 1 - 5 - 2 -1 

2 - 29 - 6 -1 
-~ _, 1 - 853 - 22 -1 

4 1 - 7 27653 - 1°()2 c.c. -1 

5 1 - 52 94788 90853 37978 -1 

t2 1 1 2 
d4302a en 'I tlj> 

r2 • 

52 94788 90853 

.,,, 1 + O. 754 . - o. 4 302 ~ -
-2 

V .. ~.t + 0 • 5622 
2,3 

Di t klopt met vroegere resulta ten. 

lastig probleem, waarvoor 
is een algoritrune ontwik-

2 3Y + 2y - 1-0 
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5.6 Methode van Bairstow. 
Polynomen rnet re~le co@'fficienten kunnen altijd geschreven 1tJorden 

• 

als product van lineaire en reele kwadratische factoren. Immers 

als wij hebben een wortelpaar u + iv dan komt voor de factor 

X - U - iv X - U + iv 
2 _ 2 2 2 

x - 2ux + u + v -·• x + PoX + qo • 

De methode van Bairstow 

palen en wel als volgt. 

. ',.,. 2 
X + px + q 

s te 1 t ons 1.n s taa t 

+ a 1x + a n- n 

n-2 n-3 + b X n-3 
5.6.1 

die uit gekozen schattingen een nieuw paar oplevert dat een 

betere schatting is, enz, 

Uit 5.6.1 volgen de vergelijkingen: 

ao Ai IIIF d 

a1 • + pbO 

a2 b2 + + qbO 

. 5 .6. 2 

a n-1 

Dus 

b n-1 + pb 2 n-

R ,. .. 4 

+ pbn-1 

b n-1 
' S .... b + 
n n-

+ n-. 

+ 

.. pb 2 + n-

qbn· o ,1,-c 

V<hor een re~le k:Wadratische factor van Pn.x 

+ R 

+ s 

geldt R 

5.6.J 

0, S o. 

van zul len \\1 ij 

stelsel: 

nu met be-

hulp van de regel van Newton oplossen het 

b + n 

b. . .. O· --=~• 
n-1 

(5.6.4 

baartoe zullen wiJ moeten nagaan hoe de rege 1 v.an Newt.on wordt 

voor het geval van twee verge l ijki.ngen met t,~ee onbekenden. 
'<lR·• .... : .. • . q ..... •· 

+ ..... . 
. ,- . . .. - . 

"" ._ .. ,,,,. _-"' . •, ... -

·7'. ·p·· . '\,,.I . ·. •.' . 
. ' ' . 

qo - q 

' . 

.' . . ' . . ' . ' . . ' - . ' . 
- . . . :·_,_ : - .. - ' . -··_ -_ .. ,: . . 

. . ,_ '. 

. . . . ·~·";\, . 'P' · .. 
. . . . . i_ ' :'. '. . -_. ,' ~- ._'' . 
. ' . ' ' . . . . ' 

. . ,- . " . . . 

,. P··· ·o· . -' ., ' . . . 

- , _., , l • 

. . . 

' _. . . . '. . : :: ·_ . '::, -_. : ' _. _; . . . .. -:--

Nu 
. ' ·. ·-_ _ ;':;_._. _: ' . 

·:: ' . ·-: ·' .. · ·_ '--: . . ' . 

'.. .. ' •·.-, -_- "- --,., --·,'.• , ..... _. ' ' . ,, .. _.,. .,. '"----- . . . -- . . . ,' ·,· '_ .. ,_, ·, .. 
. _ ... '.,,>,S:··, ·;- ... _-_' '" ; ', ',,-c,:. ·<"' ',f ' . - .• • '_._.,' , . ' ' ' . - .,, ' ' . .- . ·. " . ' ,, . . 
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dan vinden wij voor l\ p en 6 q de l ineaire 

verge 1 ijkingen 

oP 
~R p+l ~q+R cq 

0 5.6.6 

waarbij de argumenten van R, Sen hun afgeleiden zijn pen q. 

Om 5.6.6 te kunnen oplossen moeten wij de partiele afgeleiden 

van Ren S bepalen.Uit 5.6.3 volgt: 

oP oP 'oq ('\q 

--+ cs ~ b o n --o p 4 ' .L-C, p O p oq a q 

Hie de gaat 5.6.6 over in: 

OP 

·b 2 n 
c p 

, b 
C1 n-1 

(, q 

-- + p '.:\ q 0 . 

,b 
+ p 

<~\ n-1 5.6.7 
q 

1.; ii HRl,,?,q;uh Jtztr :11,:tn111 . 6. 
{~) q q 

+ b + pb ,._,., 0 
n n-1 

or door de eerste verge lijking p maal van de tweede af te trekken: 

cP 
Uit 

,, . 

?: p 

n-

5.6.2 

- b . -k-1 

4F¢ I w 

+ b ,.,:v~ 0 
n 

' 

5.6.10 

5 .6 .10 

lenb 

geeft een recurs1ebetrekk1ng . Als wij nog stel-

o k ,. 

c:1P 
dan gaat 

met c .· . -1 

Nu 

0
k·•·· 1··•· -·-_,. ~' 

. . . 
. . 

,, 5 6· 10 • ·. 4 : • • • · ... ·.· .· •.. over in 

~ .Q, e•·· ... ·n. · Co·· ·• '!~ ,"'• . 
·, •,, - .. '' < ' 

. 
. 

.. 

' ' 
" ,·'.: . ' 

. 

, b . . ~,. ·. 'ik 

. 'I '•F· ·. -
. ' . ,' . . .' .- ' ' . . . ·. . . . . ,- . . . ' . ': ' . .. ' ' .. ' . . . 

. ' .. ' ~. . ' . . . . - '. . .. ' '' . . ; .... ' .c' 

reeurs 1e1te lse l 



-(1 q 0 

0 0q C} 

Als wij stellen -

0 en 

q - 0 * q ',. ' q 

en 
Ob2 
d q 

oq dan 

'b 
k 

met 

=·' ... o P c) q . 

vinden 

Voor de afgeleiden in 5.6.9 vinden wij: 

Als wij 

C 
X 
n-1 -

X 

- C o 

n-2' 

- C .. 
n-1' 

,b 
d n-1 
d q 
, b 
c n 
2)q - C n-2 

nu een nieuwe ex 
n-1 definieren 

b cn-1 b - - . -c, p n-1 n-1 

n-

als 
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5.6.13. 

Wij 

dus volgens dezelfde formule 

·-- 0 gesteld wordt n-. 

als eerst met dien 
dan gaat 5.6.9 

verstande dat 
over in 

waaruit 

D 

6 p .. ,.,. 

en 6q .... 

. .. ,.. b 
n 

dus volgt als 

C2 X 
n-2 - 0 n-1cn-3 

1 
D 
-1 
D 

b C n-1 n-2 
b ex 
n-1 n-1 

- b c ·. 
n n-3· 

- b c 2 n n-

nieuwe schatting 

P' -··- p + l\p 
q' =q+6q 

waarmee men de bewerking herhaalt. D1t proces 1s kwadratisch con
vergent hetgeen men d1rect uit · ... 5 .. 6.5.· afleidt. 
Moeilijkheden treden op ala 1) rr= o of zeer kle1n 1.a .. ?11t, wijst op 

, ,. I 

Over de convergent1e K:4''.• en wij h1er n1et veel ze n; naar welke 

,,. . . .. , '· .• ' : ; . "1''. . . . . . . ' ' p en .. · q • . . ... . ... . . •· •·· .·•·•···· . ·.· · · · · ·.···.· ·· .. ·· .. · .. ·· ·•·•· .. · ·.·.· .· ·······•·. · · · ·.··• •·. · · 
.- . :_ . . ' ' . . ' . .;·. ' . . . ' ' . . . 

. . ' ' ' -; . -·• . . . 

Tenz 1 t . ·. ·· . "'· \.~·i ~.~ ·' · ii: ::•·· /t ,~. ,, /.·••··.•· .· .. ··· ... · .. :: •· · ·.··· .... • · q··. · = 0 beai,nne~ · · · ··•.·.·.· ··.· ·· d · .. ll,: &.f!J ~- ,.,, ~1,1 ~,)t!~ lf$8. A:,: .· . . . •• , ft. ..II!··"··· . P · ··. • , · ·· · .· •· .•· . e · ~ M;t. ·•• .\.il'4 ""'· 

' . . . . 
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coefficienten van het polynoom waaruit de kwadratische factor is 

u it. Bij een derge 1 ijke werkwij ze zal men prec is ·1e verl iezen: 

men doet goed om de paren pen q die men vindt met de oor-

zijn. 
4 ....., 

Voorbeeld 2xj X -
p 0 q 0 p - 2 

1 1 

-2 -2 -2 0 

-4 -4 -4 -5.5 

5 5 0 -6 
-6 -6 -9 .75 

D -- 16 D 27 
·-2 1.39 
1.5 -.91 

Hierna vindt men: 

b q 

-1.050 

- .993 
-1.000 

1.051 

.992 
1 .000 · 

te itereren totdat ze constant 

2 4x + 5x 6 0 - -
q - = 1.5 p -.61 q .,59 

1 1 1 

2 -1.3900 - .7800 

-3 -5.4379 -6.5037 

-9 2. 50 30 -3. 5071 

-1.4561 

D 39.56 
-.440 

.l ·-·~ q .461 

1., -1, -6 De 

De 
2 

X 

twee kwadratische factoren zijn dus 
2 6 - x + 1 en x - x - • 

De wortels zijn dus 

X4 .. ~ -· -3 

x2 2 

X3 -9 4 
l + ~ i \ 3. 2 



CURSUS WETENSCHAPPELIJK REKENAAR STER 

Vraagstukken Numerieke Wiskunde 

1. Gegeven x = -2; -1; 1; 2. Bepaal met betrekking tot deze 

basispunten de Lagrange-co~ffici~nten en leid af de uitdruk
kingen voor 

2 
f X dx 

-2 

uitgedrukt in de functiewaarder1 op bovenstaande basispunten. 

2. Bepaal met trapeziumregel, regel van Simpson 
1 

6 
f x dx met 

X 

0 

.125 

.250 

.375 

.500 

.625 

.750 

.875 
1.000 

In 5 decimalen geldt 
0 

1 

.79788 

.79168 

.77334 

.74371 
• 

. 70413 

.65632 

.60227 

.54411 

.48394 

x ·. dx = .68269 

1 
Bepaal tevens met behulp van differenties · f x dx en tevens 

0 
X 

f x dx voor x -- 0.250 0.125 0.750 
0 .250 

3. Bepaal voor f x uit no. 2: 

ft x voor x. 

f '' x : voo .. r· X· ..... b I I'/< lm1$ 

4. Bepaal f 0.20000 uit: 

. . . . . . . 

X 

• ~17520 

.25386 
""" "'l ; • . . .. .5·" . 

lit , .,,J. ••··· .... ·.·.· . 

·. '" ~o· · · ·•7 .. · ·a···· .. ,_. -_ - ~-~-'-_,:i_.:-.. : -; __ ." -_.-: 

' 

f X · 

.84147 

.86742 
89 •1 I'"') 1 -•- . . . -· Ci~ 

,91276 
.. 93204 
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r:, dee tmtilen .., 

1.rl 

-

- 4 

8. in 
I'°'\ 

/-~--" c::.. 
"3·x "-" 
• 

+ 

Beoaal .. in 5 de c irri£i len 

- + -

10. Bepaal rnet G11 E1effe in 5 (:lec·Lmalen de nt1lpunten \ran 

-
4 

0 "1 ' '- X - - 40 

1 1 .. Bepaal met Ba1rstow in :) decimalen de nulpunten van 
h 
V 

X + I 
·t "" 
' 

4 6x 

12. Bepaal benaderingen voor 

4 

-4 
dx 

•:::111ar .. "' 2" 
+ X 1 

met 4 en 

- 3 16x 

5-punts 

+ 
.· 2 35x - 53x + 30 

Gauss-formules e11 verge l ijk 

deze met de werkelijke waarde. 

exact 

wel met: 

e,n w . 

k 

van zo hoog mo,gelijke en 
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