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c·[_JRSUS 11~ETENSCI·IAPPELIJIC REKE1-JAAR~STER 

Vectoren i11 Pl:1·tte ----------------------------·-· --------·-

Defirlitie: vec ·tor 
•>n ••= 

ginpuni.: A 

word t ool{ 

war1 rvan 

en een Eind·punt Be 

aangeduid door een 

Op 

I~ 

v·ectoren 

D .. _;: I -': {) i'' ·t·. .; • . ,, • • • t.: 1 J.. 
. ., . 

.. • _I _,.... ........... • 
rv< ______ _ 

vonden: 

~11 (: ... e ind pur1 ·l.~ 

n1en 

• 

s om va 11 
' 

• 

. -- --• " ';, 

.,. .. .. ·rw ··; r~ : ... , .. ~ .. , ; ·:,·" f"r 
., .J,. ,.,.,;, l. , ...,_J _..,.. ,l. . " 

• 

• 

r 1 7 ·, , · .. . ,· ....... ,, 

door C·:en be-

vec .... 

-'l'Cl..,.. 
o--

Als CD, dan n 

l c, 
0 dus door middel van de 

'
1p8 ra lle log rari1rege 1 '1 

II. Vermenigvuldiging van ee11 

1) e fin i ·1~ i •:] : He t~ pro (Ju c t 
10hr 

van 

, •• e II' 

o<.a 
.. 
1.S I ".'l n g <"' ..l. {~ ., 1.) 

1 C)( 
I 

ma 8 1 d (:"; 
7 -

Is 

als 
ill i 2 •• 

a 4fJ 
• 

.. , -· 
vectoren a 

beide 

en o hE~ten eveni✓ iJdig als 0r 

-~. De nulvector 

r.r:1 t I v o lgt : 

a +- "b =--= 15 
1.2 

1.3 

Bij elke 
· 1 . lt 

a+o 
"'"II 

a + o 

a + 

• ,,,,, .. ti 

+ C 

·-- a 

-'1 8 

\ol, •1 • 

·+-• 
•2 iii 14' .. ,.,, 1 

b~rc 
'""· '*"' ,roor iedere a 

• 

bt?hoort een vector a, 
• 

• • • . ,., . 
\ i . 

• • 
• I ' , ' . . ' 

wordt 

J)e ol.8 " lS 

dGz~.:lfdc\ richting 

getr1 ller, ex: 

is dus TI'll:: t 

zocls t 

I tit I 

en /3 
I 

ied e-.:: re 
' 

• 

' • 

1. • 

• 

n:let 
• 

vec-

• 



Voor · -1 a schrijvcn we kart: -a tcgt:ng;,~stelde vector van a ; 

a lgemeen voo1: 
.,.. 111 1111 fl,! 

"'1 ') . .) v C) 1 g (:; 1... (:1 i r(~. c; ·G· 1.J. ~Lt (j {·.: ;3 1 [; e::tne r) (_• v c·~ r g (_; l i j l,{ 1·r1 t; a + x 

die 

a en 13"., n 1 . ·x~ 

1 . 1 t m 1 . 1-l

e en Abelsc 

Ui t II volg;·L~: 

Ill $ rr 

-N• 

o</3 • 

1 5 a '-X ~ <l • -~-
1 

,.,- • 1• • 

-:1 1 () .o a a Cl 

" J 

II 

·a··-t-o --1 ' r7 o( o<c1 u ... 

1 .8 o<.+(3 

D f " ·t" s ini ie: 

a ls er ·twee 

·-".:I --- o<..a (:.I 

·· 1 rce c 
,...1hlll✓ 

• 

.. •1 --'· ' -· 

+ DZb 

~1- /3 a 

g ro(j1) vorme·r:1. 

--·- """' -·· f' • ( ·,, () "' {X I~, ,.J ·.. J '.I • .. 'I 

• 

1c c11. s t r i b t1 t 1. c:: v ,..:.' 

2(: dist ri rJlJ. t i(:V1:_· 

lineair afhankelijk 

eigenscharJ 

eigenschap 

• lS van 
tn, , ..... 

a 1 

IP 

• 

en a 
2 

• 

li]10ai.r afhankelijk ·-·-
en 

,·1· 1 c• ( j,J getallen 

1.10 b + 
• 

I I,-,, 

o<. a n 1-i 

" . ,,, 

.. .. 

Opmerking. De nulvector 0 is lin8air 8fh3nk8lijk van ~lk willekeurig 

,... t . 1 ... , . ,. i V r:-:. r') t :'.) u ..... :.) \..,; ..L CI_, 
-- hc:et 

; Pt t...p- zq; 1J ;JII 71 &d:tllflYCll l 1 l L halliltlDi l -' 

1 .. t .. .,. ' 1 . " f h k ·1 ~ . 1 • a· i a s m1r1s "'.(;;rJ8 e2n vec·cor ~ ... rvan ineair a an e lJ~c J_s van e ovE:r ge, 

d • w • z • min s t en s 6 e t1 s rv a n is e c r1 l jN n E.: c1 i r 0 c; om b j. n a t i t . .: v a r1 d e ci v e rig o . 

Stelling 4 . ,,.1 . 
•4,c•!l 1,~'n-'S!",lf!tLit.U!,.,•• .. :ro:••, j ~·- l 11"•· i 

.. ._~ __... ·-· ' ' ' ' • . 1-.' ' 
. . . ' n stE;lsel vorme11, 

c1[,n is er eerJ 
, ' 

1 j_ n (j c1 i. rt-~ be t re kl,<: i r1 [~ 9e ge-

allemaaJ. nul zijn. Omg~ik0~!rd: 3ls er zo'n 
• 

. , -· lin(:;8 irE;: betrckl:(=~t}i~ 'lJc;st[18 t~ -~ (~lr:11-·: J..:3 ,,,_ ., ., ,a lineair n 
, 

(1 ,2 

niot alle gelijk aa11 0:, is e:en t'1c)cJ:1~f;E; cr·.1 voldocnd(-:: voorwaE1rde voor 

de afhankclijkheid dcjr vectoren 
• 

D " 1 I d ~•· btft us een aequivn 0n~e ei1n1 le voor a fhanke lijkr1e id van een 
' 



stclsel 

Er zijn 

dat 

1.11 
i' 11, Jpt 

D< a 
11 11 

-3--

ni2t alle O te vinden; zodanig 

0. 

Definitie: E~n s·telsel vector8n heet lincair onafhankelij1c als het 

stelsel ni2t lineair afhank~lijk is . 

. .....,.,. 
~~n lin~a1r onafhankelijk stelsel vormen 

mo E;; t; 
n 

Stelling 1.30 Wanneer tot cen st~lsel vectorun ~L nulvector behoort, 

d a n j_ s h ~ t s t c; 1 s e 1 l i 11 c n i r a 1-. h 8 n kc; 1 i j k • 

St8lling 1.4. Drie v0ctor0n in dl] ruimte zijn dan tn slechts dan 

lin0air afhankelijk, als zij evonwijdig lopen aan eunzelfde vlak. 

Sttlling 1o5. In de ruimtt; resp. hot platte vlak, zijn 4 resp. 3 
V t-::i C t O r / "'l 11 C':I t e e d s 1 ].. n . ....., 1.' y, '"' ",:) h ":) 11 1.r . ] .! l 1 ... v v IJ . _ 1 .l ~_; < _; ~ (.) J . .l. ('.{ l. r-·,. C: - .L . J '\. "' 

~ 

Is in dE: rl1im.·t(.: ::_:c::..r~J ·:;)1J.1--1·t () 5 de cJo·rsprongJ gegeven, dan ber1oort bij 

ieder punt P ~:e~ v~cto1~ bf, de plaatsvector van P. Omgekeerd behoort 

bij ie:dE::1"Je VfJctor i) .. c.;en punt P:; zodat OP .... p. Een fJlaatsvector is aan 

plaats gebonden, nam2lijlc in dit gsval het punt O als beginpunt. 

Een plaatsvector ~n ~en punt, die m~t ~lkaar in boveng~noemde cor

respondentie staan 3 worden weergeg~ven door d0zelfde lGtter: de 

plaatsvcctor V8n A is o enz. 

Wij gE-ven nu in de ruim.,cc.-: d0J oorsprong Oen cirie nic.~t in 
def 

een vlak 

Def in it i e : He t p u 11 t O m 1~ .. t 

OE 2 
def 
=.·-:: 

r a, 

e 
3 

du Cl 
1-l 

-- I 

t:: r1 e 
3 

vo rmen 

een coordinatenstelsel in de ruimtl~. D,~ ruchtcn door 0 

van h~t coordj_nat(:·nstelsel. 

grondvectoren of basisvectoren ~ 

Stelling 1.6. 
schrijven als 

1.12 a 

ll'1t& M'IIII: ... , ••• I., r ,t I A •• ,.,,,,. A' f ... 711., • •• pi... lll!F 

' 

Ieder0~ Vt~ctor ~ is 

3 ,::, 

lai $# Uijh:• llld Ill 

Men zegt_: 

en 

en 

in het coordinatenstelsel b~stoat 2en eeneenduidige afbeelding tus

St;n de punttJn van d 1..; rui111·tt~ c--.n de d ri(; ·ta l len ret! le ge ta llc11 • 



D .(::"Ji "t" <:.;1 n1 12: 

va11 
lf■ \:<t t: ,. • ••• , 

sen 
::'i • 'J 1 r .. ,. .. . .. ,,. 

Sch r i j f1"1 i j z-.:: ·-· • 

In d it c o or d i 11 E:l t 12 n s -'c l~· 1 r3 -· ~l g '"~J_ c~ -t;J: 

in 1.12 de coordinaten 

waa rvan de as-

StelJ.ing 1 "7 - -- 0,0,1 en O --- o,o,o 

Vl8 k: l\1Gem j_n 
.. 
1r1 

--

< ·1 Q .. u 
W I 

a 

- ..... •n •; r 

e 
2 

. ' 

·beide 

va llen . 

M ... ·1 '. . ' .. ' <) <'; en \, ,.." "rf (-•~ •1 I /''_._f ~ ,,., v•. - ~-••'\ -~ • ~ ... • __ . ~:_'1 .... ,(~•,::,\ .... -- .• ..., • 1.~ 

platte vlak d0 grondv~ctclr(=n ,,ormen varl het coordinatenstelsel be-
" l r, 

- 1:> 
I'/ 1 ·t // op £en ens ech seen ma-

de beide t8rmen zi,jn de compo-
• 

-·a~ k~ntallen 

Sc;l 

0 =-

---·-

• vJee r' 

0 JO 41 

a --
I 

a+b 

E0n rechte lijn l kan geg8vcn word~n door eer1 punt Pop 1 en een 

vector~, die evenwijdig is met 1. 

Dan g8ldt als x-p = a: 

Laat men i.n 

dt.~ lijn 1. 

Dcfinitie: ·1.13 met .... c-:, < A < c/..) " l3 

de rechte liJn_ 1 op punt e11 richting. 

'-" p .. 

ox. 

paramet~rvoorstelling van 

Opmerking. 1.13 geldt zowel voor de m~etkunde op de rechte lijn 

als voor diE! in hut platte vlak als voor die in de ruimte. In het 

" 
' 
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eerste geval heeft iedere vector ~~n kental, in het tweede geval 

t"'7ee, in het derde drj_e l,centallen . 

., 

Is 1 gegeven door twee punten Pp en Q q, dan kan men in 1o13 

voor a nemen 

1.14 a X=· 

o:f o< en met o< +~ =1 alle reele waarden 

d oorlopen., dan doorloo1)t JC de lijn 1. 

Defini tie! 1.14 2) of b) i8 een parametervoorstelling van 1 uit 

t·wee pun ten. 
~ 

... 
lS cla t 

- I 4 _. .. 

PX : 

beide pos1tie:f of den 
l 

QX dus X tussen Pen Q als 

< 1. Het midden ,,2·11 PQ behoort bij 

en 

Een vlal,<: ol. kan gegeven 1.1orden door een punt P p en twee onderling 

niet evenwijdige vectoren a en b, die evenwijdig zijn met 

d eze., da t x-p geschre::ven ka n word en in de vorm A a+ b, dus 
'Iii.I :rt 

x-p= a +f-t b of 
11 I •••• 

X p 1.15 

Definitie: 1.15 is e2n parametervoorstelling van ct op punt en 

vlakstelling. 

Is~ gegeven door drie punten P_p, Q q, R r, dan kan men in 

1o15 ~ vervangen door -~-pen b door r-p, zodat 

p 

Laat men .. 
in en /-' of c,l., fl en a alle reele 

waarden doorlopen, dan doorloopt X het vlak ~. 

Definitie: 

o<+ r,. + y; =1 is een 

punten. 

met - o.o<: ~,/-'<a;-;, resp. 

parametervoorstelling van 

- e,o < o< ) /3 < C/'j en 

het vlak t,1.._ uit drie 



--6 .. 
• 

2. Vectorruimte van willekeurige dimensie 

In de gewone ruimte kan men de vector a en het coordinaten-... 

drietal zie '1 .12 met e lkaar j dentificeren., we 

.. Met de coordinatendrietallen kan men 
; 

rekenen als met de vectoren zelf. Omdat het hier om drietallen 

gaat, noemt men de ruimte driedimensionaal~ 

Op dezelfde wijze zijn vectoren ~ in het platte vlak te identi

ficeren met coordinatentweetallen 

terminologie te krijgen, noemt men een plat vlak een tweedimen-

De metl1ode ,ran c1.e anal~rtiscl1.e meetkunde bestaat hierin, dat men 

v·an deze correspondentie tussen meetkundige en algebra!sche , 

begrippen systematisch gebruik maakt om een meetkundig vraag~ 

stl.1.k in een algebratsch om te zetten. De algebraische theorie 

d.er vec ·coren is ook om haar ze lfs wil van be lang., omdat het in 

sommige gevallen voordeliger is hnc1r onafhankelijk van de meet

kunde te bestuderen. Men behoeft zich dan b.v. niet tot reele 

getallen te beperken. De theorie geldt evenzeer b.v. voor 

complexe getallen. Wij zullen voorlopig echter onderstellen, 

dat de beschouwde getallen alle reeel zijn. Bij berekeningen 

met de twee .. - of drietallen kan men geheel van de meetkundige 

interpretatie afzien. Het ligt voor de hand nu ook coordinate}1. 
viertallen~ vijftallen enz. te beschouwen en daarmede over

eenkomstig te rekenen. 

Wij geven hier de beginselen van de algebra!sche theorie der 

vec ·coren., ge le id door de ana logie met de meetkundige beschou

wingen uit -'1. 

volgorde genomen, noemen wij een algebra!sche n-vector of, als 

geen misverstand te vrezen is, een vector. De 

. n 

vector : 

getallen waaruit 

een vector bestaat, heten de kentallen van de vector. De vector, 

waarvan alle componenten nul zijn heet de nulvector en wordt 

voorgeste ld door O. Twee vectoren zijn ge lijk, als ieder kental 

van de eerste gelijk is aan de overeenkomstige component van de 
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tweede .. 

Is a en b ~Pn dan is de som 

a + b . ,. -- . -

Is A een gehele dan is \ 

Al deze vectoren tezamen vormen de n-dimensionale ruimte R. n 
De begrippe.n rlineaire combinatie'' en 11 lineaire afhankelijkheid 11 

kunnen met behulp der defini~rende vergelijkingen 1.10 en 

1.11 en bovenstaande definities eenvoudig algebraisch 

geinterpreteerd warden. 

Een stelsel vectoren is per definitie weer lineair onafhankelijk 

al·s het niet afhankelijk is. Het is gemakkelijk na te gaan, 

dat de regels 1.1 t m · 1.8 uit .1 ook voor deze n-vectoren 

ge lden. 

We geven aan enige vec·toren uit R n een speciale naam: 

1,0., --·· , 0 

e - -- - , n grondvec tor 

hankelijk., 
.. -

... ·- -

O< - ~ ... 1.1 
e, n.l. a n 

dQ..~ 
++-. -

is altijd lineair 

Er z ijn nog andere sys temen waarin opte l ling en vermen igvul .. -

d iging met een getal gedefinieerd zijn en waar dezelfde reken

rege ls ge lden o 

2 n~-1 
1. Alle veeltermen f x = + ---

van graad ~ n - 1. Als fen g twee zulke veeltermen zijn, dan 
* 

wordt h = f + g gedefinieerd door h x = f x + g x 1 terwijl 

als J\ een getal is, het product k .. ~f gedefinieerd wordt 

door k x = A f x. een veelterm heet de 0-veelterm slechts 

dan als alle ex' s 0 0 

• 

2 .• Alle re~le functies f x, g x, --- , die gedefinieerd 



' 

. a. 

z ijn in he·t interva 1 O ~ x ~ 1., Opte 11 ing en ve rmen igvuldiging 

met~ gedefinieerd als bij het vorige voorbeeld 0-functie 

a ls f x =· O) 

Dit voert tot twee definities: 

Defo: Lineaire ruimte Een verzameling van elementen heet een -
lineaire ruimte als optelling en vermenigvuldiging met een getal 

';\ in die ruimte gedefinieerd zijn en voldoen aan de reken-

regels 1.1 t 1~8 uit § 1. Van elk tweetal elementen 

behoort de som tot de verzameling, terwijl dit eveneens het 

e~eval is met ieder element, dat gevormd wordt door vermenig*· 

vuldiging van een willekeurig element van de verzameling met 

een getal \. De elementen heten dan vectoren. 

Def. Vectorruimte Een lineaire ruimte die niet alleen uit de 

nulvector bestaat heet een vectorruimte als een 
tal vectoren bestaat, waarvan alle 
zijn. Zo 1n eindig stelsel vectoren 

lineair afhankelijk zijn heet een 

.eindig aan-
afhankelijk 

waarvan dus alle andere 

basis van de vectorruimte. 

Opm.: De vec~oren in e2n basis behoeven niet lineair onafhanke

lijk te zijnc 

Stelling 2.~ De n-dimensionale ruimte R 
. - - n 

is een vectorruimteo 

basis. 

Stelling 2.2 De verzameling der veeltermen van graad ~ n - 1 

zie blzc7,1o 

e 2 
-X .:i e 3 

4 

lS 
2 

X J 

.... n -•1 b ., · · -~ · · · · en x v o rme n e en as 1. s . 

Stelling 2.3 Als in een vectorruimte 

is, en elk dezer vectoren is lineair 
-··· ,, 

dan is ook 

1 ., 

Stelling 2.4 Uitwisselingsstelling van Steiri~. Laat in een 
• 

vectorruimte 
-

p ·· q der oorspronkelijke basisvecto-

• 

\ 



.,., 9 . 
-ren 

zijn bovendien lineair onafhankelijk, dan 

een lineair onafhankeli,jke basis. 

' -v e c co re n a 1 , ·· 4 ~ - --

he et deze basis 

Stelling 2.5 Als in een vectorruimte de basis a 1 ~ --- , a~ 

niet lineair onafhankelijk is, dan kan er door weglating van

een aantal dezer vectoren een lineair onafhankelijke basis 

van gemaakt warden .. .. . 

Stelling 2 .. 6_4In ean vectorruimte bestaat minstens een lineair 

onafhankelijke basis. 

als 
p -··· 

--
b -- · · ·- b '1' , q 
q. 

een lineair onafhankelijke basis, dan 1s 

Uit stelling 2.7 volgtJ dat in een vectorruimte het aantal 

vectoren in een lineair onafhankelijke basis, dus onafhanke-• 

lijk is van de keuze van die basis. 

Def.: Het aantal vectoren in een lineair onafhankelijke basis 

van een vectorruimte, welk aantal dus niet afhangt van de keuze 
., 

van die basis; heet de dimensie van de vectorruimte. Als deze 

dimensie n bedraagt spreekt men van een n-dimensionale vector

ruimteo 

Stelling 2.8 Laat een vectorruimte n-dimensionaal zijn. Dan 

ge ldt: 

-- ... 

n 
basis,, 

2 

Als 
een 

Elk --tal vectoren 

1 ijk. 

-
...... -~- . -~ 

3 

van een vectorruimte, dan 

een en slechts een manier 

+,, .. .. 
a .n 

,. 
1S 

een lineair onafhankelijke basis 

een willekeurige vector a op 

te schrijven als een lineaire combi-



a zie 1.10 

Als we een n-dimensionale vectorruimte hebben, kiezen we de 

vectoren van de een of andere lineair onafhankelijke basis 
,.. - ... • Een willekeurige vector a is 

dan volgens stelling 2.9 op een manier te schrijven als een 

.. _ '. -- J o< 
n 

a en de 
-

--- , o( e heten de componenten van a. 
n n 

We schrijven: 

a = o<1, --- j oln · 
In wezen is dus elke n-dimensionale vectorruimte identiek met 

de ruimte 

werdo 
vbQ 1 De beide verzamelingen van functies, op blz. 7 onder 

1. en 2o gedefinieerd vormen een lineaire ruimteo 
De verzameling van veeltermen, gedefinieerd onder 1. vormen 

volgens stelling 2.2. een vectorruimte met een.basis gevormd 

door de 1\rectorer1' 1 ·c· •·--- e gedefinieerd in stelling 2.2 . 
··1-' ' .1.l 

Deze basis is lineair onafha.nkelijk. De beschouwde vectorruimte 

is dan n---ditnensionaal. 

vb. 2 De verzameling van alle 

die gedei~in•l,::erd z i tjn in O ~ ;~ .{.. 1 

re~le f'unoties f x, g x 
.. 2 z ie . " is een 

lineaire ruimte. Eenvoudig valt in te zien, dat deze lineaire 

ruimte geen vectorruimte iso 

• 

Def.: Een deelverzameling W van de n-dimensionale vectorruimte 

eigenschap:, 

getal len 1' 

dat wanneer a tot W behoort ook A a 

-voor alle tot W behoort en 

W behoren, ook a+ o tot W behoren 3 heet 

ruimte 

ruimte is van de dimensie k, dan is k ,n. 

Opm.: Een n·-1 -dimensionale 

dat, als a en~ tot 

een lineaire deel-

vector--

. n genoemd. 

• 



deelruimte is van 

kan de:ze aa·r1f~:E~·vuld worden to~ :~en bas ls v 1 , - ~-- ~ vn voor Rn. 

dan is de verza1nelin§~ v·an al t1ur1 lineaire combinaties een 

lineaire deelruimte. We spreke11 van de door 

bepaalde 

dee lruimte. 

ruimte heeft een lineair onafhankelijke basis, bestaande uit 

een aantal van deze vectoren. De dimensie van de deelruimte 

die dus een vec·torruimte is is het maximale aantal lineaire 

Stelling 2.13 

- ··- a , p 
- ..... - - , 

dan is de deelruimte bepaald door 

identiek met de deelruimte bepaald 

- a als \ 

en a 1 twee willekeurige vectoren 

, 
deelruimte bepaald door 

" . ,. 
a 1 , ·- - - _j ak -t- a 1 , - .... ·- !, en dus wegens stelling 

2.13 met de deelruimte bepaald door 

Def.: Een stelsel betrekkingen van de vorm 

I 
I 

I 

l 

I 

I 
' ·y m 

---

---

+ a,_,, X 1n n 

+ a 2 X n n 

a 1x 1 + a 2x 2 + --- + a x m . rn . mnn 

· heet een homoeiene lineaire m.,n --transformatie 
.. ._ 0 _Id. _IS .. JIFI 1; l,illlll.lW 1nt4Tqaf 4 ;1¢1$&:P: :i_R l'lso 



geschreven: 

1 = 1, --- , m 

Door 
.. 

gevoega. 

wordt aan iedcre n-vector i een m-vector y toe-
3.1 is volkomen bepaald door het schema der 

a11 - ~ .. a.->,-,,- a 1n 
I 

I 

• 
' a: ,,., ...... ---=-, a m1 rrin 

Zulk een schema van n,1n gatallen, gerangschikt in m rijen, 

ieder van n getallen, noemt men een m,n -matrix. 

Bovenstaande matrix stellen we voor door da letter A. 

We merken hicrbij op, dat aan 

pre tat le gc:: ge·ven kan worden: 

ook na~ ~en andere inter-
_,, _,.. 

Laat in m-dimenstonale vectorruimte R den vectoren m 

a2 -
I 
I 
l 
l 

• 
\ 

a n 

en ook de vector y 

,p :n, ----

y -·· X a 
1 1 

- -- -
gegeven zijn en laat b 

, an zijn, dus 

'* IA> 

dan ts . 3. 3. u1tgeschreven in de kentallen identiek met het 

stelsel lineaire vergelijkingen 3.1 . 

y eet1 lineaire combinatie van 

vragen 
vraagt 

beataan., zodanig, dat aan 

men 

Men 

of 

dan 

3.1 



' ,, 

CR-A'13 

voldaan is, m.a.w. of 

die in 3.1 opgesomd staan, een oplossing hebben. Als dit stelsel 

een 

mensionale ruimte 

later nader ingaan. 

oplossing heeft, dan kan men deze oplos-

Wij t1ebben gezien, dat de ho1nogene lJ_neaire 

volkomen bepaald is door de matr·ix A. Ook on·1t~ekeerc ;;eldJc: 

Stelling 3.1. Hebben twee homogene lineaire m,n -trans.formatj_es de 

eigenschap, dat iedere vector x bij beide dezelfde beeldvector y 

heeft, dan hebben zij dezelfde matrix m.a.w. de matrix is door de 

transformatie bepaald . 

Voor het bewijs van deze stelling is het voldoende om de beeldv~cto

ren van den grondvectoren te beschouwen. Deze laatste g2ven getrans

formeerd n vecto1"1en van ieder m l{entallen .. Deze m x n kentallen., ge

plaatst in een schema van m rijen en n kolommen vormen juist de ma

trix, die bij de transformatie behoort~ Omdat de beeldvectoren be

paald zijn, is dit met de matrix eveneens het geval. 

De homogene lineaire m~n -transformatie 3 voorgesteld door het stel

sel betrekkingen 3.1 kunnen we verkort aanduiden door middel van 
de vectornotatie: 

... 
• 

Wegens stelling 3.1 spr~eken we nu naast de matrix A ook van de trans
formatie A. 

Opmerking. In 3~4 is x een n-vector en y een m-vector~ Van een on

derscheid in notatie tussen de vectoren uit ruimten van verschillende 

dimensie zullen w:i~.1 afzien zolang_, zoals bijv. in 3.4 geen misver
s ta nd ka n op·t rr-::d e1··~ • 

Gema kke lij k is in te z ien., d2 t .;;i~ 1<·1 ·t: 

I 

II 

A p+q 

A ex 
Ap_+ Aq 

cA x 

De eige11r~chappen(I en II karakteriseren een lineaire trar1sfo~natie 
volkomen blijkens: 

Stelling 3.2. Een transfor,matie T, die j_f.Jdere n-vector in een m-• 
' 

vector overvoert en de eigenschappen I en II heeft dus steeds ,· 
! T p·i-q , T , p +T q en T c x , -·~cT x ' 

is een homogene lineaire transforma-,,. 

i tie. 
' ' ' " n "' -
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voor het bewiJS van deze stelling stellen we dat de basisvectoren 

8 11' 8 21.,···,am1 ' 
8 2== 8 12.,a22' • • · ' 8 m2 '·., • ' 3 n· .. - n n mn voor een 

.... " 

vector x .. --x 1 e 1 +x 2 e 2 + .... +xnen: 

dus de vergelijking 3o3 ~ welke identiek is met het stelsel 

lineaire vergelijkingen 3.1 , dat per definitie een homogene line

aire transformatie voorstelt. 

~en ander eenvoudig te bewijzen gevolg van de eigenschappen I en II 
" - C" ll ..L ;.,_.) 0 

Stelling 3.30 Een homoger1e lineaire transformatie laat alle betrek

kingen van lineaj_re afhankelijkheid tussen vectoren bestaan. 

01)merking. Deze stelling is niet 13lgerneerJ geldig als rnen 11 afhanke-

1 . . k I f d O O r ff On <"'.) f h r.'.'l ··1 k e 11· ..: 1 ,. I 1 Ve rv ,-. r rr- t: l ,J · .. . c.:. <i 1 .. ,J :·•._ . c1 J O ,.i ., 
- - 1 2 als Y=AX met A -- 2 4 

toegepast wordt op de onafhankelijke basis vectoren 1,0 en 0,1 , 

dan geeft deze transformatie de afhankelijke beeldvectoren: 1,2 

en 2.4 .. Later op blz. 20 zullen we zien:) dat niet-singuliere ma

trices steeds onafhankeliJke vectoren in onafhankelijke vectoren 
overvoeren. 

Is naast de homogene lineaire m,n -transformatie A een andere soort
gelijke transformatie B gegeven, dan geldt als 

Bx 
q I J t 11 

Stelle11 we 
, ,,. 1 

Definitie. De transformatie C heet de somtransformatie van A en B. 

de matrix C wordt 
de som te nemen van de overeenko1nstige 

de matrices A en B. 

volgens 3.5 
elementen 

berekend door 
• 

Naast het begrip rr somtransforn1atie'r definieren we ook r1et be grip · 

''producttransforn1atie ''. 

3.2 



De 

y 
i i=1.,. .... ,m of y Ax. 

p,m ~tr8nsformatie, 

111 
~--· 

-- ;:.·' -
i= '1 

b ... 'l m 

! - l... l 

yin z overvoert~ door 

1,'}:::::1, " " • ., p of z 

~an kunnen wiJ z in x uitdrukl{er1 door substitutie: 

1n n 
• 

" ' "Gi,1- .... ,M 

bh, ' zh ' 8 ' , 
/ L __ .... __ --- • 

ll ,,, . . -• ..., k 1 l - I • 

m _,.,-...... 
' ·, 

. l X l / 
L.. -----l {: .{ ~ 1 l 

17 -- • -~-
-...-... 

-~ ,, ., 
"'-• ........ --
l{ 1 

m 

bl ea . kxl ni l L { 

b, " a ., k 
•~l l l \. 

-- .. 
" ... 
z -- ~eldt in verband met stel-, __ 

l(., •• ·• ...... --. 

11~= 1 

1 
0 1 , 8 " l 

rl l l ~{ 
h=1, ... ,p, k=1, ... ,n 

Definitieo I)e tr2nsformatie C }1eet cje prod 1.1cttransfo1~matie v'"3:7 Ben 

A eerst A en dan B toer>assen . 

Elk element chk van de matrix 
ieder element uit de h-de rij 

C wordt volgens 3.6 berekend door 

van de matrix B te vermenigvuldigen 

met het overeenkomstige elen1ent uit de k-kolom van de matrix A en 

de verkregen producten op te tellen. Men drukt dit kort uit door te 

zeggen, dat chk het inwendig product is van de h-de riJ van Ben de 

k-de kolom van A. 

(~ ~- • Ma t r i c; e s 
-

I-Iet begrip 

rijen er1 n 

11 matrix 11 is gedefi'l1J_eerd op b~Lz. '12 .. Ee11 m8trj_x met m 

kolo111rr1erj 1-)eet van de orde m biJ n of ee11 ' .. n1 ., n - ma t r l x • 

Is het aantal r:ijen g;E:li,:,_:lc aan r1,2t aantaJ. kolommen dan hee-'c de 1na-
• 

trix vierkant~ De homogene lineaire transforn1aties beschouwd in 
• 

~3 geven aanlej_ding to·t de volgende definities: 

Definitie~ Twee matrices A en B zijn geliJk als ze van dezelfde 

orden zijn en corresponderende elementen gelijk.A=B geldt dan en 

lJ l 

Definitie. Een matrix A wordt met een getal ~ vermenigvuldigd door 

ieder element van die matrix met het getal ~ te vermenigvuldigen 



uit II blz. '13 • Men scl1 rijVE: hiervoor r-;;r.: A of Ac1-. . Is dA=Ac:J., =C, 

Is c=O, rlan ontstaat een matrix~ waarvan alle elemen

aan nul. Deze matrix heet de nulmatrix en wordt aan-
ged1-,1id met O • 

~efinitie. De sommatrix van twee matrict~s A en B wordt verkregen 

door de overeenkomstige elementen van A en Bop te tellen. Men 

schrijve C=A+B. Dit geldt dan en slechts dan 

3.5 

·, ' '· ; • . ' . , .• ,-- ' 

" zie 

\ I i 1 ? \ I J+ I -ES •• t') r, ,-,, 
2 0 10 

, . - ") I \ J , - c:.... ' -- C I Voorbeeld. 2 ' L-- l 3 . - ~,,, I + -
\ I ..L + ;_~ / ·- 6 8; 

.., 
0 -1 2 1 .. / l 

0 -3 -10 :> / ' I -' \ ' 

6 -31 ' 
-4 0 • 

Uit deze definities volgen de volgende eigenschappen • 0 

4.1 
4.2 

4.4 

4.5 

4.6 

4.7 
4.8 

A+B=B+A optelling is commutatief 

A+B +C=A+ B+C optelling is associatief 
A +O ::::::: .A 

tegengesteld aan cJe overeenkomstige in A, waarvoor 4.4 
A+ -1 A=O 

• 

'1 ;A ···A; o .A=O ; ex 0::::::0 

o( A + B = 1:>( A + i:J.-. B 

d-- + 1·:3 A~= cl-. A+ 113 1~ 
, 

1e distributieve eigenschap 

2e distributieve eigenschap 

' • 

Dat de vergelijkingen 

de vergelijkingen 491 
1 ,. 1 

t 
t 1.8 bi~jzondere gevaJ.len zijn van 

4.8 ziet men in door matrices met '1 

rij te beschouwen, die te identificeren zij·n met vectoren. 

Opmerl{ing. Ui t volgt~ dat de verzameling van alle 
m.,n -1na·trices voor vaf3te m E.?n n eerJ l:l.neaire ruimte vorn1e11. Ze 

vormen zelfs een vectorruimte. 

Definitieg De.productmatrj_x C van een p,m ~~trix B met een m,n -

• 

k::: 1 , • . . ., n . uit de 
elementen van Ben A verkregen met behulp van 3.6 . 
Men schrijve C=BA. 

-35 
-5 

I , 
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• \ 
' \ • 4 t') ·-1 2 I 0 3 ; ' 

C. I ;__ 

Voorbeeldo 3 -7 1 
(') 

-3 0 -C) ' I 

I \ 4 
' 

2 -1 5 
. 

1 J \ J _,, 
I \ 

I 
l 

\ l 

3 1 
,, 

' \ 
\ 

, 
I \ 

4x2 4x3 - f ·1xr; 2x1 
• r7 9 l 

2x3 1x1 + 2x3 + 2x0 + l ' I - - • , \ ~--- ) 
4 6 

_,_SOI 

f3x3 81c 1 I 3x2 + 7x3 + 1x1 3x3 7x0 + 1x5 I - - -, \ 
I \ • 

2x2 - 4x3 - 3x1 + 1x3 2x3 + 4xo - 3x5 + 1x1 I} \-8 -8 
' 

I31\ 

-- .,.,.w:111 ••-•••• a t -

• 

dus een n,1n -matrix, is dus 

BA gecjefinieerd, 1naar deze matrices zijn in het algemeen nj_et aan 
1 <) I ., 

OOK Dl8t 8LS ffi=Do 
• 

1 2 3 4 \ 

niet C O IlUTl U ·ta t i V i. t e :l. t I \ 
" ., j \. 

I 

\ 2 5 -2 - ,;1 J • I '-
' • \ 
• 

' ( -1 ·•r 3 ' • 
' i_) 9 ··l X 4 2·x1 I -1 2 I \ 

\ l-... . c.. X .... ' -I , I ' \ 
I l 
' t I t J __ l_~ -- \ 1) .._.~. ·3 h, '"'r '~.) - r- 1 --- 3 I " I )y ' ") J{. I 

••• - ·- ' 
1...- • \. .I\. c:_ J (_I·• I 

, I 

•• • -

• 

( J .. t yr., \, I ,.) < lj. \ 
, ,·-.. \ r ·3 -~: '1 .l .. ( .l.L }'' I~ 

) ''x ,f°' 1 ·3 ,A 1 ' f I ' ' • ' 
,, I Ji c • I \ ' I } < (._ . ' 2 c:.....u 

• ' I -"' I -· ♦ ) ... - l •• > ) 
I 

,. 

{ ' \ 
' \ •• \ - - I 

• - -
J \ ' 

t ) • I 
' \ '\. 

) ( 
• ,-l r.:... ,.) X ,,, 1x2 2·x2 1 -· -·· , ~) 

r ) 
- ✓, \ / ' I :x= ~,; ) \ ' I • .... \ ~·. • • \- . ,~, .,. - ,.. ' . ) - • - • I 

' ' L- t •.- I ., I t~ .... • , • ' 
\ ... '. . . ' 

J+ 
• 

4 I 2 I 3 
, \. 2 • 

3 ( • 

dus • 

2 5 \-~ ---1 j I f') -1 I \ 0 5 • • \ I - ,· c .. I ' , ...... , ,, 
' 

\ ' { • ••, 

r· b \ 0 1 (' b \ • b a \ I (":\ I 8 ' 
\ \ \ I ,) I ( . 1 

\ I I 
I ' 

) -- • • 
I 

\0 
--- I 

\ 
' \ 

\, 
•• 

1 - () 1 r·i r·~ C d I (' I ' l . 
,I .• ,.A ' \,..,. l 

' ' ' 
•• I 

dr·1 t voor iec.1erE:- rr1r1 ·t·L...,~i_x A 1,.r0.~ldt 0A=A0=0. ,._, 

is .. 

tJ r C)d u c ·t v 8 ~-1 

:o u s b e l1 a l ,, r~·-:· 

a fwijking 

• L 

2 
, 

' ( 
Voorbeeld. j 

\, ,1 

4 

2 

z o n d e 1-1 c:l ;,:1 Jc E3= e 1·1 v a r1 b e i d e (; 

is f;r ook in c3it opzicht 

✓ 

2 -· )~. ' \ ,-' 
• 
' 

I 0 2 --

Geldt de conm1utati8ve we·t voor matrices dus in het algemeen niet, de 

associatieve wet is stE:ed~ v3r1 kracht. Dit ziet men het gemakkelijkst 
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Laat A een l'.J , 1n - 1na t r ix en C 

Lela t verder x een willekeurige n-vector 

Is dan u ..... c By--Dy, dus U=DAx. 

Is -v·e rde r BP .. =.b1
, dctn is ·z-=B·y· BAx·-, Fx., dus 

"" ..,, 

iedere x~ Volgens stelling 3.1 is dan 

"f) .. t _l, .. 
lS 

;:onder 

Ook 

DA -- CF' of CB A 

de associatieve 

BA 

wet , 

C 

dus 

,Tr-) 0 r c~1ubbc.:: lz inn ig;he :Le 

n ..,J.=i' i.:, == 
J....1 ,..,J .L. - - f.\B Fl., .... 

' • I I ' ..J • 

'In • -

U=C Z--CFx. 

Verder gelden nag de volgende eigenschappen: 

4 .10 

1~. '11 

!~ .12 

"1\ B 

f:.\. B+rJ 

.A {-:i< B 

~= J-\B+AC 

B+C J\ == BA+CA 

Bijzondere matrices: 

a Kolo1n en r i j 1na t r i c e s . 1£ E:: r·1 m n t 1: ix n1 r:-: t n (:~ 1 em e r·1 ten 
, I 

E~e11 ( n ~ ·1 
t • 11 -• I ~..,., t 111'1"•------ j )t~ 

i } 

1' ., (; ·.,, 

t I \ • . L. J 

Het rE:chtE:~L'll~Ld 

' ' 

•'; J ") .t • .. r_ 

• 
, I 
' l 

I Y I -· ... " .. 

V c1 o r b E: e :.t. cl e r1 V '1 'l-''1 , . t 
' ' 

I 
• ' 

I 
I I • 

·i I 
~ 2 -· 3 • •"°) .,, 

• 
- · 1 l ' I C-• I 

' •• _, 
l. ' -

r- .~ --~ ·1 ' . •·-~ l -· . } ' -.... --- I 
• • .• 

\ ).~ \ I 

i 

2 
' l • I ' 

11. ' \,_ 

s 
'~ ,._ 

; ' .) 

_} 
• •• I I ,_ 
-

( ,~) 'j (; t~-
' • 
' (~ ' • ,-• 1 r· ···1 ,...l ' -5 ' 

) 
' 

I - - - _) --~ I • ( .. I 

I --- \ 
\ ' ,r 

4 ', 20 \. • 
• 

' 

z i ~) 

VOCJr 

CBA. 

J_ r1 1 k o 1 om ., 

' 

I 
' 

een 

"(; ., ... 
' .( '- 1 

X,.-, 
C 

i 

X 
[) 

ii ll 

' , 

I 
• 

te identifice-

4 --6 
~"" 0 L. 3 • 

8 --12 

5 \ ' 

--1 () ,- ~20 
\ 

f ) 
\ 

( -:) \ 3 5 2 2 -'1 4 2 ., 1 lL t t 
' 

)1 ( ' . ' , ( I 2 
I ·- -2 ' \ u J • L J ... 

'· -- j \, I ,-

geldt voor nroducte11 van 
' 

speciale rr1atrices: 

• 
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matrix x lcolom ·- kolom 

r1. j 
.. ' rlJ x ko 1 or11 :.:= 

kolo111 x 

De getransponeerd8 
f 

iil8 t l~iX, de 
T het Q 

lS 

t.:e r1 ko 1 om 1na t 1:- ix en 
, 

/'1 2 l 

.A. T Voorbeeld. !1. ls A /1 0 cJ a 11 - I ·---- I 

/ ' \ 
-· ··1 

-1 :) 
' ... 

Gemakkeli~jk • lS te 

Stelling 4.'1: 
J a J_s l1et 

C Een vierkante matrix, 

naa 1 0 0 ' ZlJn, een diagonaal matrix 

Voorbeeld. 

• • • • 

Voorbeeld" 

. - ;\ I , . 
... ' . " 

Een ma tJ~ix P}. 

van l1et tyMpf; 

,, 
2 I 

I 

0 
\ 0 

• 
\ 

\ /) (_ • 

Voorbeeld. Scheef: 

0 
"l 
~, 

( . 
• J 

() 

0 0 \ 
I 

\ 0 (~) 

0 C.) 
I 

0 2 ' , 
I 
' 

l. 

----------· --

1 
1 
3 

.1· ✓1 
I 

" I i 

0 '2 I 
• 

-1 
(l 

-8 

() .... 
() 
_,..l 

-3 ' 
8 
2 _I 

• 
' 

,. 
• 

.J i'• 
u ' 

• in 

• I 1 -'1 I 

2 0 

p rocl uc ·c 

we J_ ge-
n c) E'r:1d 

en e ,, t;· r, red ig E:= 1
:{ o J_ c)mrne n 

.- J s~ c.:l . 
·1 oe 

var1 een 111a trix 

\ 'I 
:) • 

I 
I -1 , 

I 

AB • Zln l1eeft. 

buiten de hoofddiago-

wan rv:..1 n ,:::. lle elementen 

e lf t : en r. r· ·n '°'.':I "') (l' .. Ji,., ' ~· 1 . .. _,. ,,__l V I ..• :. ;., <> 
i • .,.t L 

('.) ) i 
••• 

i 

l - .:} 

·2 

.,_ -' .,,.... W i' J. l u C L . . ..L 
' 

• 

i en 

rr 
A--A 

J 
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,rier1~ante 
f GE: ld t voor tvJee 1na t ric. !::; r~ .A. en B., G8 t AB=BA==I., da n he ten z i J 

evenals de bijbehorende transformaties elkanders inverse. 

Een matrix heeft hoogstens ~6n inverse. 

Stelling ~-. 2., Is namelijtc zowel B als C een inverse van A, dan 

BAC=IC=C, maar oak BAC=BI=B, dtis B=C. 

De inverse van A wordt, zo zij best1at, 
-1 ~us: Heeft de matrix A een inverse A , 

I. 

.. 
lS 

-1 -1 Opmerking. Later zullen we zien.s dat uit Pl. A =I altijd A A,·~:I volgt. 

Bij de definitie van de inverse kunnen we dus met een van de verge

lijkingen AB=I of BA=I volstaan. 
vierkante 

Definitie. Een matrixA,die geen inverse heeft, wordt singulier ge-

noemd. Is er wel een inverse, dan heet A: niet-singulier. 

Stelling 4.3. Is de matrix A niet-singulier, dan voert de transfor

matie A onafhankeliJke vectoren in onafhankelijke vectoren over. 

Als de getransformeerde van onafhankelijke vectoren nameliJk afhan-

gens stelling 3.3 weer in afhankelijke vectoren overgevoerd warden, 

doch dez0~ zijn weer de vectoren waar we van uit zijn gegaan, die 
c)nafhankelijl,c ondersteld t,~,g1,.,e1·1. 

Dit valet direct 

4~2. 

A. e 1~ B v i c~: r ka n t e r11a t r ~L c e s v a n d e -
_ 1 _ 1 _ 1 z E: 1 :c· d E·: o rd e 0 

A AB= B IB=B B-I en stelling 



5.1 

5.4 

Stelsels lineaire vergelijkin en. 
' 

Beschouw in een m-dimensionale vectorruimte 

• 

en 
b 

a 1 '1 'a 21' · · · ' 8 m1 
8 12" 8 22.s • · · " 8 m2 

Wij onderzoeken nu of er 

danig, dat 

b 

of uitgeschreven in de kentallen: 

• 

• 
b 

m 

.. - a /l .-1 x,,,, + a ""' 2x 2 + .. "' • + a .-1 x 
l I I I I TI 11 

a X .L r."l X 
,-1 ,.-1 I (., 2 I"') m 1 1 m c... 

+ a X 2n n 

+ • .-. + 8 X ,. 
· fill r1 

verkorte notati8~ 
n 

b. 
l 

a~ ,.X , 
lJ J 

. 1 .... 1 , . ~ . , m • 

CR--A 21 

de n +'1 vec toren: 

zo-

5.3 of 5.lt is een steJ.sel van m lineaire .Y,er.et~-~.~--'1"Ktqg~n met 
. . ' 

heten de 

bekende termen,, De geta llen a. ~ i=1 3 .... .>'m ; j~ ... =1.,. "' • , n even-. . --- lJ 
eens bekend heten de coefficienten der onbekenderl • De m,n -

>- -- ... 

matrix A van de coefficier1Jcen a .... 
lJ • 

• 
' 

~i1 8 i2 · · "' a . - . • lJ . 

a .. • mJ . 
' . 

he.et de ··. coefficientep -matrix of kleine matrix,. behorende bij 
· .-_ -.,-\.·. _.;:-~- ~t-··· ·· - · ,, -._ -__ ,- _, ·-·-••r . 11rif•:;, !. ],,1 ■..,...-.i111,11_, ;J .. _ .. __ f.,_ ,.fl! '",1','t'! ■ •f!I,,_ 

i , :;i·,~,~t,stelael · 1.ineai,re vergelijkingen 5 •. 3 
• · ... · .. ' ·:':>';).,': ii,:;, ;1

' /. • • ii .·· . ·. •·• · .. ' 



• • • 

het element uit 

uit n getallen. 

d . e i . e i r J er1 

Aan elke riJ 

.. 

de Je kolom van A. Elke rij bestaat 

kunnen wij dus eet1 vector toevoegen 

uit een n-dimensionale vectorruimte Rn· De vector a 11 ,ai2 , ... ,a 1n 
heet de ie rijvector. De kolornrnen zijn voor te stellen door den 

vanuit zijn gegaan. De 

vector. 

waar wij in het 

vector 

begin van deze kiragraaf 
• 

heet 

Zijn in 5~3 de bekenae termen alle O., dan noemt ment .. het{ stelsel 
•r 

lineaire vergelijkingen 

O, dan heet het stelsel 

., 
homogeen; zijn de bekende tenmen niet alle 

' niet-homogeen of inhomogeen ;_ ----------- ' ' 
l 

• 

WiJ zullen nu de voorwaarden onderzoeken 
I 

oplosbaar is 

venom de oplossin~en te bepalel16 Wij merken direct bp: 
... r 

aa_pge-

Stelling 5.1. Het linea ir afha;nkelijk 
':',. 

' -JD 
• • • 

"see no-
• 

• 

• 

dige en voldoende voorwaarde voor de oplosbaarheid yan het stelsel 

5.3 . 
VoClrbeeld 1. 

kingen: 

1 
' . 

M O 4 

ffegeven het stelsel lineaire verg lij-
. J 

• 
I 

i Met behulp van de 4 
2 ~ 8 2 

-2 
3 ~ f 

en b= 2 
4 ' . 

l.. s h r::. t s t Ci J ("'I i:... 1 +· ,. . i--t (~ 1,-, • ..., • l· J ... T c:, r· 
~ i ~ - .. u ..... .., . \.._, 1 "" •. ,.l ,_,,, 1 J l. . .. v c· .~ 

De vectoren 

a'J een 
.) .,,. / 

op een 

van a 2 en 

ir) de vorm: 
--

st<:=.=l waar-

vergelijkingen heeft oneindig veel oplossingen. Waren de vecto-

alle elkander ge-
weest, dan zouden wij in dit geval in het algemeen twee der onbe-
kenden ' 

kun11en kiezen. 
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voorbeeld 2. Gegeven het stelsel vergelijkingen: 

.. 

Met behulp van 
b 1 

de kolomvectoren a 1= 

- • het b ... ,. b2 l.S stelsel te schrijven in de vorm 

b. 

De vectoren 

Zij spannen dus een lineaire deelruimte 

2 
1 
3 

0 
3 
2 

' 

en 

• 

gelijkingen heeft dan geen oplossing en wordt onoplosbaar of strijdig 

genoemd. 
• 

dan is bop ~~n en 

geweest, dan zouden wij in dat geval in het algemeen een 

zodat dan 
het stelsel oneindig veel oplossingen gehad zou hebben. 

Beschouwen we weer het algemene stelsel vergelijkingen 5.3 of in 

vectornotatie 5.2 en onderstellen wij, dat het maximale aantal 

lineair onafhankelijke vectoren onder den vectoren 

dan spannen deze vectoren, die vectoren zijn van 

• 

gelijk is aan k, 

volgens stelling kin 
' 

op. 

Er zijn nu twee mogelijkheden: 
.., .... 

in Dk, dus bis lineair afhankelijk van de vectoren I • 

In dit geval is het stelsel 5.3 oplosbaar. De deelruimte, opgespan-

nen door de n+1 vectoren 

a 4 .,a 2 ,., •• .,an, b 

is.clan .identiek met dP deelruimte D . . k 
Het m~,ximale .. aanta.1 vectoren van II 

. . ·,: . '•'. . -. 

'.. __ ••,_,..:•;.}>-r::,:,\.-,;,::•.(c\•.·.'.:,:•i·:r,,;\,•·,•-.::•C,( :;•._·•:'::••,,,·:··,:·_;, ,• :•·••-·•. • ,C • . •a• • , . ., 

. ,-,- ---.- ... .-..... _:,, __ :·:.L·'.-,<·,._···,;.··.,;··, __ ·.,: -··-,.·,,- _., -- ---- -- -_, , ·.· -·\· __ ._ ,:_·_ -

de 
opgespannen door n 

, dat een lineair 
aan k. 

. 

vec toren r· ·. 
onafhankelijk 



,,, c, ,m• -. . . . de vecto-

ren I·. riet 21telsel(5 .. 3) is dan or101)losbaar. liet n1ax1male aa,·1tal 

vec t,:>rer1 van 

k+1. Uit hct bovenstaandc volgt: 
ett ... 11' · c:: '2 0 • e 1 . ng :> • _ • He t s"ll t ~·;1 1 c '::} l J. .., ,, i..,. ' t:: i,,:, t,, of in 

vectornotatie is dan en slE::chts d,Jn oplc)sbaar a~l .. s het maxima-

le aar1tal vector11 E~11, dat eer'l l:ineair onafhar1kelijk stel::iel vormt van 

Met 

en ·. II 

behulp van de volgende definities kunnen wiJ 

voldoer1de voorwaarde voor het oplosbaar ziJn van 

deze ·r1odige 

het stelsel 

en 
eer1 

Definitie. Rang van een matrix. Hieronder verstaan we het maximale 

aantal kolomvectoren van de matrix, dat een lineair onafhankelijk 
stelsel vormt. De rang van ee,11 matrix is dus \rolgens stelling 2.12 

gelijk aan de dimensie van de deelruimte, opgespannen door de kolom

vectoren. 
Definitie. Aar·1gevulde matrix · of grott1 matrix., behor1 er1de bij het 

stelsel 5 .3 . Dit is de m.,n-1-1 ·. -matrix B uit A verkregen door ran-

~i~g met de vector o , 

"' 

dus 
b 

1 
b f""I ,,,., -

Am1 ;.1m·2 e, • • 
8 rr1n bm / 

Uit stelling 5.2 volgt dan: 
Stelling 5.3., Iiet stelsel lir1t~a:lre,1ergelijkingen 5.3 is oplosbaar 

als de rang van de grate matrix B gelijk is aan de rang van de 

kleine matrix A en onoplosbaar als dt rang van B ~~n hoger is dan 

de rang van A. 
Opmerking. Uit st8lling 5.3 volgt direct, dat het stelsel 5.3 op
losbaar is als b nulvectar is. Een homogeen stelsel is dus steeds 

oplosbaar. Dit resultaat is ovcrigens triviaal, aangezien de nul
vect,ot' steeds ,,)plossing is van eer1 homogeen stelsel,, IVIen spreekt 

· . van de r1ulop:l~ossing. 

,lij zullen nu eerst een a lgeme11e meti"':ode geven voor hc::t bepa len 
"·,c' 

van de rang van een matrix: 
' .,. 

·•, ··•.•·. ··.·. -~ h.·. · nu't.,1,ii h" · 1· e·· r· t•··· oe·· w· · ·e·· ·er· a· e··· ma··. t• "~ ix ,'_--,,-~-',';_,_,::-,,~~--\'..•_•,,~S-•,•.·•"- -_.• .,. 1 .•' ,! .•.:_, :' .-•_. ,• -,-.-: _: ,_ I .-_ · --_. ',,' ·. :ti ... ·. A in de algemene gedaante, gegeven 
' ' ' 

' ' . .. . .. _ .. ; - -

,, .. 001' ',•;> ••. : ,. ,, 
• .,_ ·-·, C "_ _,'•\ -~, /;• -,•,.•:•:• •·_:_,·•; ,'-':·.'' -:°' ,· '·. ', . ;,:•,"_ _· •, 
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A -

Als de rang van deze matrix gelijk is aan k, dan is k per definitie 

het maximale aantal kolomvectoren, dat een lineair onafhankelijk 

stelsel vormt. 

Stel nu, dat r het 1naximale aantal rij\Jectore1·1 van de matrix A is., 

dat eet1 lineair or1afhankelijk stelsel vormt .. 

g ·~ldt r 1 
<t:;. I · i{. 

Om dit te bewi.Jzen merken we eerst op, dat de rn riJvectoren, die 
111!1 I HI 

we voor de eenvoudigheid even voorstellen door v1 ,v2 , ... ,vm, een 

deelruimte in een n-dimensionale vectorruimte Rn bepalen, waarvan 

de dimensie volger1s stelling 2.12 gelijk is aan r1et maximale aantal 

Op de matrix A kunnen we nu zekere bewerkingen toepassen, zonder 

dat het getal r verandert: 

Stelling 5.4. De volgende bewerkingen mogen op een matrix toegepast 

warden, zonder dat het getal r het maximale aantal rijvectoren van 

de matr.'1ix, dat een lineair o,1afhankeli~Jl< stelsel vormt · verandert: 

van een riJ met een getal ~ O, d.w.z. ~~n 

der 
0 2 • 

~iJvectoren v~ wordt 
J.., 

Het optellen van een met een getal vermenigvuldigde rij bij een 

als 
40_ Het 
Bewijs: 

weggelaten warden; 
verwisselerl van twee riJen. 

uit stelling 2.13 resp. 2.14. 
0 - - . 3 · : a 1 s v ~ 0 v era 11 cl er~ t . ., ·· . 1 bepaalde deelruim-

Voorbeeld 3. Bepaal r van de matrix 
2 1 
1 2 
1 -4 

3 1 
-1 0 

.. ·•. . ·- •-

9 2 

. Oplosa1ng: Twee maal eerst·e rij a ftrekke11 van de derde rj_j gee ft: 
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deze 
.. matrix drie maal tweede .. ' 

2 '1 3 1 In nieuwe rlJ 
' 

1 2 -1 0 optelle11 biJ de derde • • geeft! 2 1 3 1 
riJ -6 1 2 -1 0 • 

-3 3 0 
0 0 0 0 

• 

2 1 3 1 De oorspronkeliJ"ke matrix heeft dus d~zelfde r als , 1 2 --1 0 
waarv8n de twee riJvectoren lineair onafhankelijk zijn, dus r=2. 

Stelling 5.5. Het getal k het maximale aantal kolomvectoren van 

de matrix dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt verandert 

niet, als we op de rijen een van de bewerkingen uit stelling 5.4 
toepassen. • 

doch zonder de a J.gemeenheid te schaden 
' 

onderstellen we, dat we de elementen van de eerste rij met 

vermenigvuldigeno De kolomvectoren 5.1 : 

• 
• 

• 

gaan dan over in geheel andere vectoren: 

b ... 
. 1 
D 

.. 
.. 

' ' 

A 0 

ge

vanwege ~ 0 . 

Elke lineaire afhankelijkhej_d, die eventueel bestaat tussen de vec-
,,,. Nf11 ll 

omgekeerd. Het maximale a8ntal J.ineair onafhankelijke vectoren in 
Wt I &II . 

a 1 , ..• ,an is dus gelijk aar1 het 

vuld igj_ng met 
tweede riJ van de matrix 

een getal ~ optellen biJ de eerste riJ. De 

• na ve rmenig-

kolomvec to-

ren a 1 , ... ,an gaan· dan over in geheeJ. ar1dere vectoren: 

' 
C n 

. eonter zo., 
. ' 

. - . . : 

' • 

a ., .... o tussen de oars p~onn n 
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. C ·=0 n n 
tussen de nieuwe lcolomvectore1·1 en omgekeerd. 

3° en k niet verandert als 

we een riJ weglaten, die uitsluitend uit nullen bestaat, en dat k 

eveneens niet verandert, als we twee riJen verwissel8n. 

Overeenkomstig stelling 5.4 en 5.5 geldt natuurlijk oak: 

Stelling 5. 6.. Het geta 1 k ve ra nde rt n iet a ls we op de l{olommen van 

de matr·ix soortgeliJlce bewerkingen toepassen als op de riJen warden 

toegepast in stelling 5.4. 

en 
Stelling 5.7. Het getal r verandert niet als we op de kolommen de 

bewerkingen uit stelling 5.6 toepassen. 

Samenvattende komen we dus tot de volgende stelling: 
Stelling 5 .. 80 De volgende bewerkingen mogen op een matrix toegepast 

WOI1den, zonder dat de getallen r en k veranderen: 

van een rij of kolom met een geta l 

van een riJ of kolom, vermenigvuldigd met een 

getal /\ biJ een andere riJ of kolomo 

bestaat. 

Nu bewijzen we, dat voor elke matrix A 

Met behulp van stelling 5.8 kunnen wiJ 

matrix A als volgt vercenvoudigen: 

weggelaten. · 

of twee kolommen. 

zie 5.5 k= r : 

zonder dat k of r verandert~ 

uit r1ull8n bestaat vvordt 

het element in de link8rbovenhoek, eventueel na verwisseling der 
rijen op deze plaats terecht gekomeri ongelijk is aan 0. 

0 3 . De elementen van de eerste rij warden door 
0 . 

4 . De elemer1ten van de tweede r·ij vJ01-'"lden ma al de 

=0. 

gelijk a an nul 

gemaakt. De eerste kolom is nu 110,0, •.. ,0 . · 

Men noemt dit proces het schoonvegen van de eerste kolom van een ma

trix met behulp van de eerste rij. 
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bestaat, dan wordt deze weggelaten. 

Nadat de eerste kolom is schoongeveegd, gaan we de tweede kolom 

schoonvegen en wel als volst: 

d • i. 
kolc;m eventueel na verv\Jisseling op deze plaats gekomen ongelijk 

is aan O. Zijr) de tweede e11 volgende kentallen van de tweede kolom-

vector alle O, dar1 late11 v1e deze kolom,1ecto1~ eenvoudig weg, omda t 

deze dan een veelvoud is verder 

met de derde, eventueel vierde kolomvector, enz .. 

Daarna de 

komstige elementen van de tweede rij. 

Door deze bewerkingen is de tvveede kolom rlu 0,1,0, .. o .,0 " 

Schoo11vegen van de derde, vierde, .. ~ kolom gee ft tenslotte een ma tri1 

van de gedaarJte: 

0 0 ... 0 

0 Q 

0 0 0 . . . 1 

b 1,q+1 
b 2.,q+1 

of een van getransponeerde gedaante. 

In ieder geval komt men op een eenheidsmatrix, ordej 

links of boven~ als deel van de resulterende matrix. 

Het maximale aantal riJvectoren en ook het maximale aantal kolom
vectoren van deze matrix, dat een lineair onafhankelijk stelsel 

vormt~ is dan gelijk ann q. Doch de bewerkingen., die geleid hebben 

tot deze matrix hebben de getallen ken r van de oorspronkelijke 

matrix, onveranderd gelaten, zodat q=r 
Dus: 
Stelling 5.9. De rang van een matrix is niet alleen gelijk 

• stelsel vormt, maar ook gelijk aan het maximale aantal rijvectoren • , ' 

da t ee_n linea ir ona fha11kelijk stelsel vormt. 
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De bewerkingen in het bewiJs van deze stelling doen een middel aan 

de hand om op 

Opmerking. In 

systematische wiJze de rang van een matrix te bepalen. 

kolommen; 

en schoon 

hct 

men lean 

voorgaande is dit gebeurd door het schoonvegen van 

echter natuurlijk ook de rang bepalen door de rij-

te veger1~ zoals in het volgende voorbeeld: 

Voorbeeld 4. Bepaal de rang r van de matrix 
1· 3 

-1 
2 
1 
0 

1 1 2 
0 -2 1 
1 3 -1 
0 -2 3 
1 -1 1 

gee ft de ma tr j_ x 

geeft de matrix 

0 
-1 
-1 

1 
-3 

0 
-1 
-1 

1 
\ -3 

0 
-1 
-1 

1 
• -3 

van de eerste riJ mobov. tweede kolom 

1 0 0 
0 -2 1 
1 2 -3 
0 -2 3 
1 -2 -1 

1 0 0 
0 0 0 
1 4 -4 
0 -4 4 
1 4 -4 

1 0 0 
0 0 0 
1 1 -1 I 

0 -1 1 
1 1 -1 

0 

J 

• 

4 0 _ _ Schoonvegen van de derde rij mabov. derde kolom geeft 
de matrix 

50. 

1 

0 1 0 0 
-1 0 0 0 

0 0 1 0 
0 1 -1 0 

-2 0 1 0 , 

\·Jeg lat en van de vierde 
' 

0 1 0 
\ 

-1 0 0 
0 0 1 
0 1 -1 

-2 0 1 

1-<:o 1 om geeft de matrix 

De laatste maJcrix heeft drie rijvcctoren en oak drie kolomvectore 11 

die een lineair onafl1ankelijk stelsel vormen. De rang r van de matrix 
. . . ' 

· is derha lve 3. ,i 



verstaan, dat de 

matrix B. 
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Het oplossen_van een niet-homogeen stelsel lineaire vergeliJkingen. - --•- ,. ' 

Ti\Tee s te lse ls vergE; 1 iJkir·Jgen zi __ Jn ge lijkvva a rd ig a ls beide s te lse ls 

dezelfde oplossing bezitten3 dcWoZ~ dat een oplossing van het ene 

stelsel tevens oplossing is van het andere stelsel en omgekeerd. 

Gemak1{eli~Jl{ vc:1lt irl te zien., dat een stelsel lineaire vergelijkingen 

overgaat in een ander geliJkwaardig stelsel lineaire vergelijkingen, 

als men op de vergelijkit1gen van het eerste stelsel bewerkingen toe-•

past overeenkom3tig die genoemd in stelling 5.4, daar toegepast op 

de rijen var1 een matrix, dus door de volgende bewerkingen: 

het vervangen 

ontstaat door 

het ver~vange11 

ontstaat door bij 

van een der 

alle termen met een getal A~O te vermenigvuldigen; 

van een vergelijking door een vergelijkingJ die 

elke term van die vergelijking~ maal de overeen-

komstige term van een andere vergeliJkir1g op te tellen; 

waarvan alle coefficienten en 
de bekende term gelijk aan nul ziJn; 

Als we dus -var1 ee11 stelsel lineaire vergeliJkingen de rangen .. v-an de 

bijbehorer1de kleir1e en grote matrix bepalen door van de grate matrix 

lzolon1men scrJ0011 Jee vegen met rijen d .m. v. de bewerkingen in stelling 

5.4, dan herleiden we de matrices tot andere, die behoren bij een 
. 

stelsel lJ_neaire vergeliJkinge·n, dat geli<.ikwaardig is met het oor-

spronkeli(Jke,, Zodoende kl1nnen vve n,3dat de matrices voldoende 
vereenvoudigd zitJt1: 

0 
1 . Met betlulp van stelling 5D3 constateren of het stelsel striJdig 
is of nieto 

0 
2 ~ Met bel1ulp van het meer eenvoudige geliJkwaardige stelsel verge-
lijkingen, de eventuele oplossir1g en bepaleno 

Stellen we, dat r 1=rang van de grote matrix en r=rang van de kleine 
matrix dan geldt dus: 

als r'=r, dan oplossing en; 

r' r+1, geen oplossing. 
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volgt, 

van de 

zullen wij hier 

stelling waar 

5 .. 3 

hebben en 

dus 

heeft 

laat 
• 
• geldt 

deelruimte bepaald 

dat1 

door 
hepa a lc1 door a 1 , .... ~3n,b is iden

Voor de dimensj_es r' - -

C.::i l , c, 
• ,,I_ ~...l 

de 

-, -- n ,..., 

l' + ,/\ . 1 ' . V Cl r· 
' 

--

l(C) J_ or11v e ct o rer1 van de 

ona ~fha n ke 1 i j ke 

hi (j

vec toren 
r 

ans fha nke 1 ij ke kolomvectoren 

+ +o a a :- "'l .. " .. • ., .,"". 

r1 • 

.L. 

t> C • lS ee11 van 5.3 

/'I 
I 

' I 

(,,/"") l 

va r1 

' " 

1 -1 2 

0 a 0 

0 0 D -1 

0 0 0 ' ' \ 

eerste rij • 
.. rlJ 

0 

0 

0 

0 

'1 

0 

0 

door 

0 

0 

1 

0 

a 

0 

0 

0 

a 

volgende 

1 0 1 0 

0 :a -1 

0 :3a -3 
a-1 :2a -2 

en de vierde rij 

0 

• 

0 
0 

0 
0 

.. 
0 

- 6a+1 

a• -1 

3 
2 

a 

a 

• 



CR-A 32 

De tweede kolom is met de tweede riJ, de derde kolom met de derde 
" . rlJ 

ste 

en de vierde kolom met de vierde rij schoongeveegdo Uit de laat

matrix blijkt!, dot r--1-1 ':::~l:., zodat volgens stelling 5.3 het stel-
. = 6a+1 =a-1 = . 

Voor a=O en a=1 wordt de tweede matrix resp. 

'1 -1 2 1 C, 1 -1 2 1 • 1 • 0 

• 

0 0 0 0 .. -1 0 0 0 • 0 
0 0 

0 0 -1 0 
,..) en 0 0 0 0 0 -0 • 

"' -,.::, • 

0 0 0 -1 e -2 0 0 0 0 • 0 
' " • 

Voor a=O is r=3 er1 r'=4, zoals eenvoudig is te verifi~rerlo Het stel

sel heeft dan dus geen oplo28ingo 

Voor a=1 is r=r'=2. Het stelsel is dan oplosbaar. Er zijn oneindig 

ve~1 oplossingenj n.l. de oplossingen van het gelijkwaardige stel

sel: 

L 

als we stellen 

Beschouwen ive 

=1 

=0 
0 

., 0 aa tl lS 

vector in dan is cen vectorvoorstelling van 

X 

x--

X 1 .9 X 2 , X 3 :; X 1.~ 

of .. 

ken ta lleri van 

de oplossing: 

een 

Worden deze vectoren de zgn. oplossingsvectoren opgevat als plaats

vectoren var1uit een vast punt O in R4 , dan beschrijven de uiteinden 
' dus ee:·j R2 in R4 , niet door 0~ 

Opme r·'l::in.g. Onder de oplossingsvectoren van een niet-l1omogeen stel-

sel ~<Jmt niet de nulvector voor, zodat deze vectoren in ieder geval 

dus geen lineaire deelruimte vormen. 

Het oplossen van homogeen stelsel lineaire vergelijkingen. 

We beschouwen een stelsel van m homoge2n lineaire vergelijkingen met 

n onbekenden: 
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ook "v'Jel geheten het biJ het niet-homoger)e stelsel met bekende 

termen niet a gereduceerde stelsel. 
een oplos

si~g is:; darJ j_s Ax= 

x x 1 ,x2 .,.~.,xn 

ook een oplossing 
o en 2 . a ls 

xt= 

ook eer1 oplossing, zodat alle oplossingsvectoren van een homogeen 

stelsel tezamen een lineaire deelruimte van R vormen. n 
V0or hE.~t 1-1<Jmogene stelsel geldt uiteraard r'=r. Dus (5.7 heeft 

alti~1d een oplossi11g 3 al was l1e·t alleen maar de nuloplossing. 

Onderstel, dat de rang van de bijbehorende matrix A ~zie 5.5 

lijk is aan r. 

ge-

Analoog aan 5.2 geldt 3 als we de kolomvectoren van A voorstellen 

5.8 

Zie 5 .. 1 
·-

• • 

x,, a 1 +x 2a 2 -1 •• 0 +xna n=O . 

We onderscheiden nu twee gevallen: 
, 

0 1 o r=n. De kolomvectoren vormen een lineair onafhanl,elijk stelsel, 

zodat aan 

vo J.d oet; 

5.8 of 

zodat aan 5.8 ook voldaan wordt voor niet elke X=Oo 

... -.. x n 

Om de dimensie van de linBaire ruimte gevormd door de oplossings-

0 

vec to11 E::n va 11 te bepA len, 

eerste r 

nemen wiJ gemakshalve 

r=rang van A een 

aan, dat de 

linea ir ona f-
W I: I 

l1an1{eliJke basis vorn1i.21~J v.::11·1 c1e de2lruimte 

apgespanneno 

ll\J i j s c h r j_ j v e n 5 .. 8 r1 u ~L n d c-~ v t; rrn ~ 

5.9 x 1 a 1 + x 2 a 2 + " " ., + 1c r n r - x + 1 a +~ .. ., . --x a .. r r 1 11 n 

Bij elke keuze 

rechterlid van 
r+ n 

5o9 op 6~n en slechts ~~n 

is de vector in het 

manier in de lineair 

onafhankelijke basis uit te drukken, zodat bij elke keuze van 

Stellen we dat 

ondubbelzinnig bepaald zijn. 

v~,v 2 ,oo•~v de n-r oplossingsvectoren zijn als 
1 n-r 

• 

X ·n 

= o • ., =X =0 n 
= . o o =X ==0 n 

= ...,r 
n-
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de opJ_ os s j_ngsvec tor van 5. 8 : 

11-r n-r 

Elke o~lossingsvector is dus in de lineair onafhankelijke basis 

0 _uit te drukken. 

Opmerking. De oplossing v wordt dan van de 

lineair afhankelijk gerJoemd. Is van een of ander stelsel lineaire 

vergelijkingen een oplossing x niet te schriJven als een lineaire 
combinatie van p oplossingen 

van de p oplossingen lineair onafhankelijk. 

n-r 

q oplc-~aingen hetan lineair afhankelijk als minstens ~~n dier oplos-
• 

singen afhankelijk is van de overige, anders lineair onafhankelijk. 

De oplossingsvectoren vormen dus een n-r -dimensionale deelvector

ruimte van Rn en aangezien ieder stel van n-r lineair onafhankelijke 

vectoren va11 deze n-r -dimensionale ruimte volgens stelling 2.8 een 

basis voo,_· deze ruimte vormt, geldt 

Stelling 5.11. Is van een stelsel homogeen lineaire vergelijkingen 

met n onbekenden de rang van de bijbehorer1de matrix gelijk aan r, 

dan vormen de oplossingsvectoren van t1et stelsel een n-r -dimensio-

ke oplossingsvectoren kan een willekeurige oplossingsvector door 

lineaire combinatie verkregen worden. 

l\fij n0emer1 een stel van n-r onafhankeliJke oplossingsvectoren een 
volledige oplossingo 

Dat iedere oplossing een lineaire combinatie is van n-r onafhanke-
n-r Jijke 01)lor)singen geeft men wel weer door te zeggen, dat er ,~ 

: 0 p 10 S S i 11 g (; l l Z i ,J l~; ~ 

Uit stelling 5.11 volgt: 

• 

' 
• 

1°. Als van een homo~een lineair stelsel het aantal onbekenden n . 

grotet· is dan het aa11tal vergelijkingen m, dus 11 > m., dan is ook n > r= 

de ra11g va·r1 de biJbel1orende matrix., omdat de rang r hoogstens geliJk 

is aa11 l1et aantal vergelijl-<:ingen m. Dan is dus n - r > 0., zodat er in 

dit geval altijd oplossingen verschillend vGn de nuloplossing zijn~ 
dan slechts 

het aa1·1tal onbekerJden gelijk is aan de rar1g van de bijbehorende ma

trix. 
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• 

geen stelsel lineaire vergelijkingen: r=r', altiJd n-r der onbeken

den willekeurig gekozen kunnen warden, want elke oplossing van het 

niet-homogene stelsel is te verkriJgen door bij een vaste oplossing 

hiervan een oplossing van het biJbehorende gereduceerde stelsel op 
te tellen. Immers: 

De algemene oplossing van het gereduceerde stelsel is volger1s stel

ling 5.11 vastgelegd zodra n-r onafhankelijke oplossingen bekend 

ziJn. Zi,jn deze dus bekend en 1 oplossing van het niet-homogene stel

sel, dan kunnen we door combinatie alle oplossingen van eer1 niet-

homogeen stelsel verkri.Jger1. We lichter1 dit toe aan een voorbeeld: 

Voorbeeld 6. Bepaal alle oplossingen van het stelsel 

-1 

• 

5x2 = 1 

nadat reeds bekend is, dat x 0 1,2>3 een oplossing is. 

Oplossing: We behoeven nog slechts alle oplossingen van het bijbe

horende gereduceerde stelsel op te schriJven. Eenvoudig valt in te 

zien, dat voor zo'n oplossing: 

X 1 
••1 •• r 

zodat x = 2 3,1,5 3 

een oplossing is. Elke oplossing van het gereduceerde stelsel is 
van de vorm 1 _ van 
he.ic gc-;geven stelsel is dus: x = x 0 + 'A.xr of 

X 1,2,3 ~1-- A 2 3,1,5 3 of 

meetkundig: De oplossingsvectoren x op de liJn 1, die· 
gaat door het punt 1,2J3 , evenwiJdig aan 

We geven nu ee11 voo1:ber.::ld varJ het oplossen van een homogeen stelsel 
lineaire vergelijkingen: 

Voorbeeld 7. De ke11talle11 

uit R4 voldoen aan: 

2 
a X 1 - -l-

ax1 - + X3 
x1 + 2x2 + ax3 
X 1 + ...,r 

✓\.3 

+ 
+ 

0 

0 

""' 0 

0 

• 

• 
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Bepaal voor verschillende waarden var1 a de dimensie en een lineair 

or1afhankelijke basis va11 de deelruimte der oplossingsvectoren. 

Oplossing: We herleiden de matrix van het stelsel als volgt: 

-4 2 2 
a -2 1 1 
1 2 a O 
1 0 1 1 

✓ 

V) 

2 a -2 
a -1 

1 
1 

-4 
-2 

2 
0 

0 
0 
a 
1 

0 
0 
0 
1 / 

VJ 

2 a -2a 
a -1 

a 
1 

0 
-2 

0 
0 

0 
0 
a 
1 

0 
0 
0 
1 

• 

Eerst is de vierde kolom met de vierde rij schoongeveegd en daarna 

de tweede kolom met de tweede rij. 

We onderscheiden nu de volgende gevallen: 

1°. a O, a~2 : r 4, dus alleen de nuloplossing 0-d imer1s io17a le dee 1-
ruimte . 

0 / ; 
2 • a=2 : r=3. De deelruimte der oplossingsvectoren is dus een een-

dan is 

De deelruimte bestaat dus uit de vectoren i' ~ 2,1,-1,-1 en 

hiervan is 2,1,-1,-1 een basis. De deelruimte is dan dus 4-

dimensionaal. De verhouding der onbekenden is in dit geval be

ke11d • 
• 

deelruimte van R4 . 

De deelruimte der oplossingsvectorer1 bestaat dus uit de vectoren: 
- X ' = i\ 2,-1,0.,-2 +.u 0,0.,1.,-1 o 

,/ . 

Hiervan is 2,-1,0,-2 en 0,0,1,-1 een lineair onafhankeliJke 

basis. De deelruimte der oplossingsvectoren is dan dus 2-dimensio-
11aal<) 

Voor het geval, dat het aantal 

1 " .. J_nea ire 

geldt de 

stelsel gelijk is aan 

volgende stelling: 

vergelijkir1gen van het homogeen 

het aantal onbekenden n, dus m ...... n., 

Stelling 5.12. Laat het niet-homogerle 

gereduceerde stelsel ziJn: 
stelsel en het biJbehorende 

I 
n , .. 

n 

J='1 
dan geldt: 

0 
1 • Als 

a . ·~ lJ 

II 

enkele oplossing. 

X 
J 

0 ., 

slechts de nuloplossing heeft, dan heeft I 
; ,, 
een 



0 2 . Als meer 

is I of onoplosbaar, 

oplossingen heeft dar1 

of I heeft meer dan 

vJil 
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de nuloplossing, dan · 

een oplossing. 

van stelling 

II nuloplossing, 

5.11 zeggen, dat r=n en dus r=r'=n. Er is dus voor I 
/ ~ . 

volgens stelling 5~3 minstens een oploss1ng. 

Stel er zijn minstens twee oplossingen van I, dan is de verschil

vector van deze oplossingen oplossingsvector van II, dus de nul~ 

oplossing, zodat de twe2 oplossingen van I dan identiek zijn. Er 

is dus sl~chts ~&n opJ_ossi11g van I D 

I ~6n er1kcle oplossing heeft, II 
slechts de nuloplossing heeftp Stel, dat I slechts ~~n oplossing 

t1 
II eer1 oplossing verschillend van de 

nuloplossing heeft, dan is de som van deze twee oplossingen tevens 

oplossing van I, die dus verschillend van x 1 , ... ,xn is, in tegen

spraak met het ondersteldeo Dus als I ~~n oplossing heeft, dan 

heeft II f3lechts de 11uloplossing. Heeft II dus meer oplossingen 

dan de nuloplossing, dan kar1 I niet ~~n enkele oplossing hebben. 

I is dus 6f onoplosbaar als r'=r+1, volgens stelling 5.3 6f 
h ft d I' ., 1 ~ ·1 1 /\ 1 h t :J d ee meer an een op ossing a. s r==r ~ n- 1, vo gens e c,er e ge-

vol~ van stelling 5.11 . 

Nog enkcle toepassingcn: 

1 .. Met bel1ulp van het begrip '1 ra11g van cen matrix' 1 ku11nen \·Jij een 

nieuwe voorwaarde afleiden voor lineaire afhankuliJkheid van een 

stelsel vectoren. 

Om d e g e d a c h t e n t e b c:: p ;-3 l e 1·1 , r1 em en 

Volgens de definitie van lineaire 

zitjn a,b er1 c" afhankelitJk als er 
, - ··-· 

0 

0 

... 0 

,-:;1... a 2 

1.--:I .. a 4 -- 0 

we n=4 en 3 vectoren a,S enc. 

afhankelijkheid gegeven in 

g e ta 11 e r·J ot ... :; /3 e n be s ta a r1 :; n i e t 

Deze vier homogeen lineaire vergelijkingen in de drie onbekenden ~, 
• 

~en · hebben volgens het eerste en tweede gevolg van stelling 5.11 

dan en slechts dan een andere dan de nuloplossing, wanneer de rang 

va~1 de coefficientenmatrix kleiner dan 3 is. Deze matrix heeft dezelf

de rang als de matrix 



a 1 a2 83 a4 

b2 b4 
,. 
l; 1 c2 c3 c4 

die de gegeven vectoren als 

cier vectoren a,b en Co 
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ri,jen heeft .. Deze matr·ix heet de matrix 
• 

Algemeen kunnen we dan de volgende s·telling uitspreken: 

Stelling 5.13. m vecto1/)E:r1 zj_jn dan en slechts dan onafhar1kelijk., 

als de rang var1 hun matrix mis. 
Gevolg: 11+1 n-vec-tc)r·~e1-1 zi~1n dus r-1teeds c1fhankelijk., in overeen---

f3 temmir)g 

2. 

Stelling 5.14. Uit m vectoren kan men hoogstens m onafha11kelijke 

lineaire combinaties vormen. 

BewiJs:_wc~ beschouwen weer het vereenvoudigde geval van 3 vectoren 

a,b erl c er1 vormen daarmee de vier lineaire combinaties: 
// . -I d °'18 + I 

e o(2a + j'2C \ 
') .. 

i .. <X3 c-3 + ,,~ 

• 

g (>( 48 + 1-'3 4 b + 

De drj_e l1omogene vergeli .. jl{ingen rnet vier onbekenden 
/' c<1x1 ~- (-x. 2x 2 ' , X 1 °'3 .. 3 + c<.~.x4 0 

•' /3,1 X 1 + ird 2x2 + /---14 X4 0 ' ~ 

Y1X1 + '\ ,, + + l1+X4 0 ,10X2 
, 'I c_ 

hebberi altijd eerJ andere dan de nuloplossing wegens het eerste ge

v O :1 g V (j l l f-; i:: e 11 i tl g 5 Q 1 ~1 ; Ve 1~m el I i g -v L: l d if]; t~ mer) d e Ve C t O r 1 en c1· ., ·e·, f en g 

c.:n x 4 va :r1 zu lk eer1 op_"Los s ir1g, da r1 vinden we 

-• i I 

xd+xe+ 1 2 
,,,.,_. 

0 .. 

De V i e l') 1 in ea i re C Om bi 118 t j_ f; s a- .9 2 ., ·r:· en g z i ,,J tl du s a f ha n k E~ 1 i j k • 

Opmer!{ing. We spreken ook van lineaire afhankeliJkheid va11 vergelij

kingen. Enige vergelijkingen van een homogeen lineair stelsel heten 

afhankelijk, resp. onafhanlcelijk, als hun coefficientenvectoren af

hankelijk resp. onafhar1keliJk ziJn~ 

Stellen we de vergelijlcingen van r1et stelsel lcortweg voor door : 

• 



als e2n identiekL bctrekking van de 

c::. m 

+ J\ 
m 

L 
iTI 
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dus af'har1kelijk, 

VO l,,ffi: 

--- C ,.....,. I 

zijn. Ook nocmt men dan 

Bestaat 

vergeliJkingen en evenzo de functies onafhankelijk~ De begrippen 

□ fhankelijk en onafhankelijk kunnen we ook definieren voor vergeliJ

kingen var1 een niet-homogeen lineair stelselc We beschouv1en dan de 

op nul herleide vergclijkingen van dit stelsel en passen op deze 

dan de bovenstaande defi~ities voor afhankelijk - en onafhankelijk-

heid toe, geldig voor vergeliJkingen van een homogeen lineair stel

sel .. Ono·LJlosbaarll·1eid van het stelsel is hier t1iet uitgesloten. 

3. Stel U en V ziJn twee lineaire deelruimten 
' 

De doorsnede van U en V notatie: u,~v is de deelruimte, die alle 

vectoren bevat~ die zowel tot U als tot V behoren. De vereniging 

van U en V _notatie: Ut_iV is de deelruimte:J die bestaat uit alle 

vectoren u+v, waarbiJ u tot U en v tot V behoort. 

vectorcn: 

b 1.,2,3.,1 en 

cf 2,2,-2,p en de twee deelruimten: 

U : X V · : X 

Be f) c1 a 1 v o o r v e rs c 1·1 i 11 C; 1·J d e w a a rd er) v a 1--1 p c9 e d o o 1: s n e d e U ,·, V en d e 

\ 1 e re n i g i r1 [s U l_J V , F:: l s me cl e v a r·1 be id e d e d i me r1 s i e e 11 e e 11 1 i r1 E~ a i r on a f -

har1kelijke basis~ 

<)plossing: v c:l 1·1 U u V is a , b ., c en d . 1r1! e 1;3 s s E:: 11 st e 11 in g 

5 .. 13 tof: er·J vj~r1c1e1·1 da1·1 de dj-_merlsie er·l eer, lit1ec1i·r onr-3fhankelij-ke 

b.::1si3 o ls volgt ~ 

I' ' 
' 2 1 -3 -1 2 1 -3 -1 0 1 7 I 

3 2 -~ 0 
L,'J -1 0 5 )+ G0 -1 0 5 L-

I 1 2 3 1 -3 0 9 3 0 0 -6 -9 
2 2 -2 p -2 0 4 ~)+2 I 0 0 -6 n-6 J.; 

is de dimensie van 

Uuv geliJk aan 3., In di.,c laatste geval wo1~dt een lineair onafhanke

lijke basis gevormd door de vectoren: 0,1,7,7, -1,0,5,4 en 

0,0,-6,-9 . 

Om U AV te bepa len, zoel<cn we a lle vec toren 
• 



-

ci in1et1sie van de 
(:C)it 

lJ l,J V 

stclseJ. te 

V r)Q r~ 

-
het de 

-

.. 

st:eller1 

,.,,,..\ e"'- ,, -9:, ~,,.,, 
j • . ,, 

1 

zt1l ler1 

lT UV 

d •ue, 
I u de 

om-
is 

voor P- -3,·· .. - . 

. 

tot 
s taa t. opl()sba:a rr1eid 

te o~Jlossingen beoa le·n. .. 

p ra ct i ,J \{ 

verge 1 i tj k.ingen rjik1~iJlS 

c11e ir1 de:: volgen-e<:;htcr, 

we t;rJt oplosbaarheidavoor-
eenvoudiger karakter. Deze 

'Joorc1e:e l - direct la ter1 

is niet 
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,,-

b. l)eterminanten 

Zi.j gegeven 2 vergelijkingen met 2 onbekenden: 

6.1 
,~ ..., .. 
Cl ~ .r, '1 

-

en wordt gev:1aagd deze vergeli~·~~i11gen op te J_osser._., dar1 vindt men, 

wordt., als oplossing 

X - llllll' 

2 

lossen van het stelsel 6.1 een belangrijke rol. Voor deze 

king gaan we nu een andere schrijfwijze invoeren: 

Men noemt dit getal de determinant van de 2.,2 -matrix 

het op

uitdruk-

Oak de tellers van de rechterleden zijn nu in determinan-

tenvorm te schriJven en wel geldt: 

zoda t a ls weer 

~o, de oplossing 

in de vorm: 

6.2 van het stelsel 

ven 

83 a2 t a ,..i 83 I 

6.2 
b2 b.1 

J 
X 1 

..) ·x • ---· * a 81 a? 
, 

2 a 1 a2 . -
. -b b2 b •--:J 1 c .. 

Wenst men het stelsel 

a 1x1 + a2x2 + 83X3 
,..., 
l.i l, 

1+ 
6.3 I + + bll • • 

! 

c1x1 + C0X2 -f- ··- C 1.~ 
C. . 

6 .. 1 ook te sc ririj-

op te J.ossen, dan kar1 dj_t gebeuren door eliminatie van eerst een 

en daarna nag een tweede onbekende. Het is echter oak mogelijk twee 

onbekenden tegeliJk te elimineren. Doen we dit met de onbekenden 
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doen aan: 

a2p + b2q c2 
6 .. 4 

a3p + c3 

6.4 is van dezelfde als 6.1 zodat als 
a2 b2 

0 geldt: vorm , a") 
_) 

c2 b2 
' ia 

2 c2 

p 
C3 

q 
83 c3 

. "' .. • 

a3 
.a2 

a3 

Daar geldt: 

- C 1 

• • a2 
C4 -

83 
.. 

l I C ri a c2 a2 a3 a2 82 I 

2 Aangezien c:.. en b - , 
. b2 C 'J . c2 C3 C3 c2 C3 a3 • 

I 
.., 

' 

.J • 
• _) 

geldt eveneens: 
• 

b2 a0 a3 a2 a3 a2 83 
81 

t-

+ c1 x1 b4 + -..,, 84 -
b2 

-
c2 C3 • 

c2 c3 c2 c.3 02 C3 

+ 
82 

:4 b2 
• 

We definieren nu op dezelfde wijze als bij een 2J2 -matrix de de-

terminant van de 3,3 -matrix , als de coeffici~nt van 

bovenstaande vergelijking: • 

a1 a2 a3 
b2 a2 a2 a3 

6.5 b2 - b + c1 81. 
b2 c2 c3 1 c2 c3 

• 
C 1 c2 C,:,. 

_) 

Voorbeeld '1. 
b 2 0 
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andere producten, waaruit de determinant volgens 6.5 gevormd wordt, 

zi.in nul .. 
V . 

Opmerking. Sarrus gaf een regel aan om direct een determinant van 

een 3.3 -matrix te berekenen. Hij schreef namelijk het volgende 

schema op 
c\.-:1_ a'2 ,..¾ 1 a 2 

' _. ,.,.. __ r _, 
1 /" . ' ,,,. 

C ·1 · C'2 "-,~- 1 ,c 2 

en vormde er de 6 door lijnen aangegeven producten uit. De drie pro

ducten in de het teken +, de andere drie 

het teken -, in overeenstemming met het laatste lid van 6.5 . 
We gaan nu over tot de algemene definitie van een determinant van 

een n J n -mat1,.,ix 

we in deze paragraaf een eenvoudige determinantentheorie or1twikkelen 
, 

en vervolgens deze tr1eorie toepasset~:, o.a. bij het oplosser.i van 11··· 

neai.re vergeliJkir1gen . 

. Om. eer; eenv oud i.ge *Qi td rukking te kunnen geven voo r eer1 dete t''Inir1ant 

.schouwen hiertoe een eindig aantal, bijv. n elementen. Deze elemen

ten kunnen we op verschillende wijzen in een rij rangschikken. 

Onder een permutatie van den elementen verstaan we nu een zekere 

Zijn de elementen, zoa ls hier genumrnerd, dan kunnen we ons tot ge-

ta llenpermutaties beperken, dus bij 3 elementen tot de zgn 3-permu

taties: 123,312, 2 3 1, 2 13,132 en 3 2 1 bij n elementen 

spreken we van n-permutaties . 

Twee willekeurige getallen in een getallenpermutatie vormen een in

versie, wanneer het grootste getal in deze permutatie voor het klein

'Ste staat. 

Voorbeeld 2. De 5-permutatie 2 3 5 4 heeft de 4 inversies: 

2 1, 3 1, 5 1 en 5 4. · 

~naloog voor een permutatie van de elementen 

van 

inversie, als het _ex voorafgaat aan die met 

lagere index, Ook hier kunnen we on~.b~perken tot de getallenpermu-
s, 

' ' . 

der ind ices., . gevormd ui t de geta llen 1, 2, •.. , n. 
. . . . 
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Men noemt een permutatie even, als het aantal inversies in die per

mutatie even is 3 anders oneven nul is per definitie even, zodat de 

de natuurlijke volgorde even is: 

men spreekt in dit geval wel van de grondpermutatie • 

voorbeeld 3. De permutatie 

Twee even of twee oneven permutaties heten van dezelfde soort of 

van dezelfde pariteit; een even en een oneven permutatie van ver

schillende soort of pariteit . 

Eenvoudig is in te zien, dat permutaties de volgende eigenschappen 

bezitten: 

a Verwisselt mer) in een permutatie twee opeenvolgende elementen. ook 

wel geheten bet uitvoeren van een transpositie , dan gaat zij in een 

l)ermutatie ·van de a::1dere soort over. 

• r"\ u Verwisselt men in een permutatie twee willekeurige elementen, dan 

gaat zij in een permutatie van een andere soort over . 
• 

verwisseling 

c Er zijn evenveel even als oneven permutaties. 

de permutaties 

en oneven 

verwisseling der eerste twee elementen der even permutaties. 

Met behulp hiervarJ geven we nu de definitie volgens Leibniz van de 

determinant van een n-matrix determinant van de ne orde : 

Definitie. Onder de determinant van een n-matrix A d.i. een n,n -, . 
•• 

in het we het eindresultaat 

algemeen het getal, verkregen volgens het volgende voorschrift 

eerste determinantenregel: 

Vorm alle n! producten van n factoren, die een elemen·c uit iedere 

rij en een element uit iedere kolom van A als factor bevatten. 

Rangschik de factor:en van ieder product r1aar de ri.jen, in de na tuur.,,. 

lijke volgorde. Voorzie het product van het teken +of-, al naar 
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de kolom-indices een even of een oneven permutatie vormen. Tel daar

na de resultaten op. 

Notatie: det. A of 

l 

det .. A IA 
I l 

A .. In formule: 

~11 · · · 8 1n 

a ...., .•. a ·n , nn 

Je som wordt uitgestrekt over alle permutaties 

getallen 1,2, .... ,n. 

[en bepaald product in deze som krijgt het teken 

het aantal inversies is in de getallenpermutatie 
door de kolon11nd1ces van de a's in dit product. 

der 

.. 
-1 J, waarin j 

gevormd • 

Opmerking 1 De bovengegeven definties van 

28 en 3 8 orde zijn bijzondere gevallen van 

de determinant van de 

6.6 . Een 1-matrix 

beva Jc 1 e•le1nent en de waa rde van de determinant van deze matrix, 

een 1e c)rde cJeterrr1inei·1t, is juist dat element .. 

3 11 8 12 
~ 

c, 13 a 14 is: 

8 21 8 22 8 23 8 24 
8 31 8 32 8 33 834 

I a4-, 8 42 8 43 8 44 I 

+ 

-24 
Het rechterlid van 6.7 bestaat uit ieder van 4 fac-

• 

toren, waarvan 12 het teken + krijgen en 12 het teken -, in over

eenstemrning met de tigenschap c der permutaties op blz.44 .. Het is 

~uidelijk, dat men in het algemeen alle producten, die nodig zijn 

om de determinant van een n-matrix te berekenen~ verkriJgt door de 

kolomindices alle n-permutaties te laten doorlopen met de rij indi

ces in een bepaal~e vaste volgorde, bijv. de natuurlijke volgorde. 

Dan ontstaan n! producten, waarvan de helft het teken + en de helft 
het teken - krijgt. 
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2 De definitie van de determinant van een matrix geldt alleen 

voor vierkante matrices. Aan niet-vierkante matrices wordt geen de

terminant toegevoegd. 
3 De elementen van een matrix behoeven niet noodzakelijk ge-

tallen voor te stellen. Voldoende is het, dat de elementen van die 

aard zijn, dat de bewerkingen optellen, aftrekken en vermenigvuldi

gen kunnen worden uitgevoerd en de gewone rekenregels gelden . bijv. 

in de vorm van functies . • 

Tenzij anders vermeld zullen wij in het volgende aannemen, dat de 

elementen getallen voorstellen . 
• 

4 Hoewel de determinant van een matrix, gevormd uit getallen, 

niets anders is dan een getal, spreken we toch van een bepaalde riJ 

of kolom van de determinant, daarmee bedoelende die bepaalde rij of 

1colom van de matrix, waa rbiJ de determinant behoort. Evenzo spreken 
we van rj.j- en kolomvectoren van de determinant. 

Verwisselen we in een product twee factoren, dan gaat volgens eigen

schap b der permutaties op blz.44, zowel de permutatie van de rij

indices, als die van de kolom-indices in een van een andere soort 

over. 

Zijn de rij-indices in de natuurlijke volgorde even permutatie, 

dan krijgt dit product volgens de eerste determinantenregel het te

ken + dan wel het teken -, al naar de permutatie der kolom-indices 

even of oneven is, zodat we kunnen concluderen tot de volgende re
gel, de tweede determinantenregel: 

Definiti9. Onder de determinant van een n-matrix A algemeen element 

a 1k verstaan we het getal, dat berekend wordt volgens het volgende 
voorschrift: 

Vorm alle n! producten van n f'actore11, die een element uit iedere 

rij en een element uit iedere kolom van A bevatten. 

Voorzie het product van het teken +, als de rij- en kolom-indices 
permutaties van dezelfde soort vormen, anders het teken 

Tel de resultaten op. 
' 

In f orm.ule : . . 

A "'"""'. 
• ,, 
a a n1 • • • nn 

De som wordt uitgestrekt over alle permutaties 

• 

der ge-

tallen 1, ..• ,n. Omdat n! producten gevormd moeten warden, houden we 
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echter wel wil
i+j 

.. de getallenpermutaties 

,1A'A..,1,,'-:: • • ,uh 
Willen we 

vast. 

it'1 de som in het r8c~1terlid van 
• 

J\ 's ook 

d 2 ,..,lJL I s a 11 e p e rm u ta t i E; f~ d e r r:~ tJ t, r1 11 E:: 11 1 , • . . ., r: la t e !'"'. d o o r 1 open ., d a n 
,/ -

moet deze som nog gedeeld word8~-. door n! 

Opmerkingo Een term 

t)ehul 11 v\18a rv211; de d ete rrnina 11t ·vc)lg;en s de ee ri s te 

minantenregel berekend wordt, zonder teker1. 

der producten met 

of de tweede deter-

berekening van de determinant het teken -, 

omdat de riJ-indices in de natuurlijke volgorde staan 

tatie der kolom-indices 2 4 1 3 een oneven permutatj.e 

sies r De term kan ook geschreven 

en dt~ 'Derrnu-... 

is J inver-

Hiervan vorme11 de rij-indices 3 2 4 1 een even perr1-1u·t:r~.tie 4 inver .. , 

sies en de koloCT-indices 1 4 3 2 een oneven permutntie (3 inver-
• 

sies; beide permutaties ziJn dus van verschillende soort, zodat 

de berekening Vc1'i:·1 d0: df.~tcrrr1inar1t het teke11 

- krijgt in overeenstemming met het bovenstaande~ 

lTi t de t1.veede dete rm ina n ten rege 1 volgt d irE.1c t, da ·t: bij de berekening 

van een determinant de rijen hierin volkomen dezelfde rol spelen 

3 J s d e l.-c o 1 (; r:1ri. e r1 , z o d ,8 t 

S+;~:: 1.J.i~·}p:: 6., 1. De dt:.)term:Ln,int vari €-:-en m~'.·trix ver1a11dert nir-:•t a ls men ------·-··-· --

81 82 ~ I I a ""l b ,,.,, r, 
(._,,; 'I ~1 

1/o•.)rbeeld >-1 
"') I _/ 

C) • 
b b ,.:) 32 C 2 2 c.. 

C -1 C0 r• 83 b,,, .-. 'J3 \..,,, '·1 
i C. ) ' I •✓ _. 

Van1-"1ege de symmetrie van de tweede det " · .i 11 L ·1 dt ·b . :. (:: rrn i 1·: ::1 rJ ~ E: n s c t:- · : n g g E.1 
.... ,. o --

vend i en , d a t i e d e re s t e 11 in g , d i e 11 o o r d e r~ J_ 
1
j L· ·r! , ... r ::111 (; E:: r1 c~, E-: t e rm in a n t 

bewe zen is, n ood za l-ce 1 i j k oo k v o or de ko ·1 or,1rr1e11 gf1 ld t:, cr1 r_~m1;e ·t<:ee rd • 

De stellingen, die we :Ln het volgende zullc:~·1 11:1 .. t~s·r:r-:e::ken vocJ:1 J~ijer1 
• 

en oak voor kolommen 3 zullen we daarorn 1,n het 3.lg0~1een ul~chts be-
•h-

hoeven te bewijzen voor de riJen 01~· v;,_)or 00; 'l{ 1Jlomr:,1811 [t l.leen 0 

' 

• 



·we merken op, dat de determinant van een n-matrix A een homogene 

lineaire functie is van zijn rij- 2r1 kolomvcctoren. 

10 

Stellen we een zekere rij- kolom- vector of kortweg gezegd, een 

rij kolom vt:111 A voor door x E~11 J.E1te1·1 we de andere riJen kolomn1en 

constant, dar1 is de determir1or1·t, van A eeri r1omogene lineaire functie 

x de elementen van de rij kolom 

d.w.z. \Toor te stellen door 

, vJaa rbiJ geldt: 

f ....... 
X 

"t ,Cl 
·''\ 

.•. X -- ! • .L • 

, 
f(x+y ·- .i-. ( ·y, I T y .•. \ \. ' ... 

' 

zodat de volgenjc s·t~llingen gelden: 
Stelling 6.2. VermGnigvuldigt men alle elementen van een rij 

kolom van A met~, dan wordt det. A met~ vermenigvuldigd. 

Voorbeeld 9. 
a 1 a 2 a

3 a 1 a2 a3 

b2 

c-1 c2 ~ c1 (') C 'J c3 '-' 2 
I ' _., ' 

' • 

Dit geldt ook als )\.,..o, zodat in het algemeen geldt: 

Een determinant met een rij of kolom nullen, is gelijk aan nul. 

Stelling 6.3. Is een rij kolom van A de som van twee vectoren a en 

~, dan is det.A de som van de determinanten der matrices,_die uit A 

ontstaan~ door de rijen kolommen achtereenvolgens door a en b te 

vervangen .. 

Voorbeeld 

Opmerking 
-.. 

A met ,\ , 

6.11 

a 1 a2 

10. b2+c~ 2 

d1 

b j_ ,j s t e 11 i r·1 f; 

dar) vvordt elke 

., 
00 

C. 

6.2. 
• • rlJ 

a3 a1 a2 a r-i 81 a 83 ) 2 
-· b1 b2 + c,, C (") 

C: CJ 
I d d2 
I 2 

Vermenigvl1ldigt men alle elementen van 

met~- vermenigvuldigd, zodat 

Is nu A een alternerende matrix, dus T A ·--A:J en " lS r1 oneven, dan 

geldt volgens 6.9 
T det.A .... det.A = det. -A 

en dus det.A - O of 

n -1 det .. A - - ciet .A 

Stelling 6.4 .. De determina1:1t van ee1-1 t:1lternE:'r\~ndc::: rnotrix ""vE1n oneven 

orde is nul. 
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Verwisselen we ·twee riien van de n1strix A n1,~·t elkander~ zodat een {.) .,, 

r1 i E; u ,,J e ma t r ix A t o ·o t s ·t c1 .:1 t , d ,':, n rn e ri kc:: r·i w (; op > d a t e 1 k i:, t e rm van 

det .A ool< voorkomt a ls ter11t vt=-1r-1 dt~t .Ar er1 orr·1isE:k,:~-:erd 4 Voorts geldt:; 

volgcns de determinantenr~gela~ d8t iedere term in det.A het tegen

gestelde teken krijgt als diezelfde term in detoA 1
o Dit op crond 

van de eiger1schap b der permutaties op blz944~ D8arom geldt: 

S t e 11 in g 6 . 5 o VE-.:: rw i s s 8 J_ t 1n e:: 1•; in e e r1 111~J t r') ix twee v\l i 11 eke u rig c' r i ;J en 

kolommen , da11 gaat d2 dcJterminant var1 ziJn matrix ir1 zijn tegsn

gestelde over. 

Voorbee ld 1 '1. 
3 32 33 83 a0 31 I 

1 c,_ 
• 

b b2 b -1 - b ·1 b'J /\ .. 
:J ' :) c_ I ' I 1 

.-, c·; r·1 c . i 
(' ,-, c: f"', C ' ( _.. .-1 • ' I 

1 ' .) • I • I j ') t."' I c._ _J I _,, • • 

• 

rijsn 
v·3n d8 

k O 1 0 mrn :.. r... }, "' e f' t d· <'.'.::I ....... 1 \ 1 ---. ·1 <·r -t- 11 ·1.· -4- ~ • +- e.) 11 ·i'; r, g r:. ~:.:. }- J' .. "✓• ~ r·, •;·· 1~ ,_ ... s E~ 12· n g i l t..,.. .l .. .l ...._; . ;J (,:( i. , ,.; - - .'~:') ,. • • . \.) , .;, v ..... , -::, ,. J ,, _, ~.) •• (j C:: . 11' i::) , , 

(j ( t f = c] E' J- I' ' == . ,l •. t (\ d t 
r c 1., • A==Cl e11 cl us 

Stelling 6.6. De determinant van eer1 matrix met twee g6lijke riJen 

kolornmen is nul. 

U it d e s t e 11 in g (:: ·1) 6 . 2 ., 6 • 3 e r1 6 .. 6 v o lg t nu : 

Stelling 6.7. Telt men biJ een riJ kolom van een matrix een andere 

riJ kolom vermc-·11igvuldigp met ee11 6 etal /\ op, da11 beh{)Udt de deter

minant van de matrix dezelfds VJ83rde. 

Voorbeeld 12. 

want 10,5,5 

en 

,Stelling 6.8. 

2 

4 

2,1,3 

' 

2 3 

3 j 
' 

Vo rn1£·.:11 de ri j 

I 
• 

1 

10. 

4 

2 3 

5 5 

2 1 l 

J 

kolom -vcctorer1 van e~n matrix een 

lineair afhankeliJk stelsel, dan is de determinant van die matrix 

n11l. 

Voorbeeld 13. 
0 

-a 

-b 
a ls 

l 
,.,.. 
tJa 3b 

0 C 

-2c 0 
8=b=C=0 volgt 

Uit Stelling 6.8 volgt: 

Stelling 6.90 Is de waarde van een determinant ongc~liJk aan nul, 

+ 

dan vormen de rij kolom --vectorE:D een lineair onafhankelijk stelsel. 

Deze stelling is ooic omkeerbaar: 
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Als van r.:en detern1i.nant de riJ kolom -vectoren 

vor~m8n, dan is de waarde van de 

determinant ongcli~lr aan n11l. 

Be ,,v i J s : \v c· u.itfsaande van lin2air onafhanke-
• 

~l i j k (:: 1~ i .i c n • d . u t t A 21~e .rlnina n I 
• • 

t" den· orde 
,.,.___ - y l l. i ~ > .. ~ ·, r-:· ,~ , r · •l ··, ,·, 'f: ,_., ,. .... _--., ('I ·, ~..:. r ,-,.,:., r-,. -~, · · . .::\ r· E: f~ D _ 1. n C-:8 r· 

on a f ha n ke 1 :i j k st r:: 1 ,_: t·:: 1 , (,:. r1 c1 u. s Ej e :~1 J_ j_ 11 (··.: ~:1 ·i 1:-1 o r1 ,1 i''h2 11 kt..: 1 i J ke ba r:1 is VR 11 

e e 1'1 R • t,J e n gaan nu de gror1tjvectore11 
"" • , n illl! 

in deze basis uit-

drukken. 
• fs r)o1·l c~i ·v 2 c r, ci 1-1 

,, ,, ......... 
Minstens een der /\ 's moet -0 zijn. Stel 

r, 
Verva nger1 vve nu in A de rl,.,, ri JVec tor door 

" o•• A ,1'\ ~ r. -

va!1 de stellingen 6.2 en 6.7> dat de n ie 11we n1a t rix 

heeft, wanrvan d8 waarde geliJk is aan ~ Kdet.A. r 

bli~Jkt op grand 

c=er1 determinant 

De z e n i e t.1 vJ e d E: t e r1-c1 i 1) a n t 11 t.: e ft v,J e e 1:- n 1 in <-.: 8 i r o r1 a f ha r1 ke 1 i j k e 

vectoren. Een der rijvectoren ve rva nger·1 \AJe i·1u i11 deze deter-
\I l l ttt 

;n i r1 a n t d o o r 1 e 2 • " · · c o n1 b in a t i e 
.... , 

~ 

l SJ bevat dan twee 

uit det .A \rerlva~1gen door de gror1dvectorer1 

kunnen we alle rijvectoren 

uit R • Door eventuele n 
verwisseling van rijer1 bliJkt ter1slotte: 

1 0 () . . 0 

det o A const. 0 0 0 

• 

0 0 0 . 

De c on s ta r 1 t e :ii~ · · o d us d e t . /.\. /. O .. 

Gevolg: 

0 0 

.. 

Stelling 6.11. Als de waarde van een determir1ant gelijk is aan nul, 

dan vormer1 de riJ kolom -vectoren van die determinant een lineair 

a fha n ke J_iJ l{ s te :Lr.;0; l. 

De stE;llingen 6 0 8 t n1 6 .11 k1innen ive samenva tte11 tot: ·-
St E: 11 in g 6.12. Dt::: rijen kolorrimen van een determinant vorn1en dan 

en slechts d-,'111 een linea i1~ ori[l fhanl-celi,jk stelsel, a ls de waa rde van 

die determinant ongelijk is aan nul. 

Stelling 6.12 kunnen we nog een andere vorm geven: 
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Aangetoond kan nameliJk warden, dat geldt: 
• Stelling 6.13. 1Scn vi.erkarJte matrix is dan en slechts d(':11~ singu-

lier als de biJbehorende determinant geliJk ls aan nul. 

Bewijs: 1 Indien w0 de n-n1atrix voorstellen door A, darj moet eerst 

worde11 aar)getoond:, dat uit det .A·-=O volgt, dat A geen ir1v·erse heeft .. 

Om dit te bewiJzcn, merken we op, dat de kolorrLvector'en, die we voor-

afhan-

r - r•- r - n n 
Interpreter0n w<-.;.. A al.t, set·, homogeen li11c:;:1irc: (n,n -transfor111atieJ 

dan geldt voor de tranr3for1natie va~ d~i basisvectoren: 

e r 

• • •• 

• 

t s Sill 

-- A e 1 ~ 

.... 
:...-:-. \j 

• 

e r 

--
A e ..... ,. \T r ~ .,. .,, n 

afhankeli 1jk zouden 

2 Aangctoond moet nog worden~ dat als A geen inverse heeft 
de t . A :-.:: 0 • 

Om dit te bewijz0n s·tellen we de rang 

dan echter 
van A gelijk aan n. De ma

volgens stelling 5.10 of 
5Q12 oplosbaar, zodat Adan W8l een inverse heeft 3 m.a.w. de rang 

van A is ~ n; de kolor11vectc)r(::n V()rmen dus een lineair . afhanke

lijk stelsel en dus volgenE stelling 6.8 geldt~ dat det.A=O. 

Opmerking. M0t behulp van d0 productstelling voor determinanten 

die we zo dadelijk zulle1~ bet1andelen, zal het bewijs van stelling 

6.13 langs zeer eenvoudige weg gegeven kunnen warden . 
• 

Uit stelling 6 .12 (~'r1. stclli.i.1g 6. "1~3 vol.gt: · · ·:. . · ··~ · ·. :: · 

Stelling 6., 14. De rijer.1 1<:olon1men van een v:lerkante matrix vormen 

dan en slechts dan een lin~air afhankeliJk stelsel als de matrix 
singulier is. 

Een anderc·belangrijke stelling, die uit de ontwikkelde theorie kan 

warden afgeleid, is de volgende: 

Stelling 6.15. Als van de n-n12trices A en B de matrix A niet-S1ngulier 

is en Bwillekeurig., dan geldt:de rang van AB= de rang van BA= de 
rang van B. ' 
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• 

. . -

Bewijs: Stel AB=C. 

De stelsels vergelijkingen 

I Bx - o en II ex 0 

matrix opgevat als een homogene lineaire transformatie hebben 

dezelfde? oplossingen, want uit 

Bx 

ex 
O volgt 

O volg~t 

ex ~- 0 en ui t 

Bx 

Is r de rang van B, dan heeft I volgens stelling 5.11 n-r li

ncair onafhankelijke oplossingsvectoren, II heeft dus eveneens 

dit aantal lin~air onafhankelijkc oplossingsvectoren, zodat de rang 

van C dan oak geliJk is aan r. 
\Al(-:: rnoete,--1 nu ·n tJ[~ a ant onen, d at de ra 11g van BA 

~ n-r 
(', ..i... . ... - 1- _--- 1 , 

De vectoren w. ziJn nu lj_neair 
l 

ona fhankeJ.i,jk 

III Dx = O. 

D gelijk is aan r. 

I gevormd 

J 

stelling ~-.3. 

Laat p een_oplossing zijn van 

Dan is D~=O, dus BAp=O, zodat Ap aar1 I voldoet. Ap is dan een 

zodat 
.,,, t1 

Ap + .+ V ♦ • -r n-r 
• • ,.\ . 

• . 1 . .. ' 1v 
• • 

en dus p ►r-A A · n-r n-r 

. + 'rt \-v of p - . 
0 • n-r n-r 

Iedere oplossing van 
lineair onafhankelijkc 

steJ.ling 5.11 eveneens 

III is dus een lineaire combinatie van de 

n-r 
de rang r') heeft. 

Uit stelling 6.1.,3 en stelling 6.11.~ vc>]_gt 

Stelling 6.16. De rang van een n-rr1atr,ix is dan f.:11 slechts dan gelijk 

aan n als: 

a De matrix niet-singulier 

of hiern1ede aequivalent 

b De bij de matrix behorende determinant ongelijk is aan nul. 

en in verband met stelling 6.15: 

Stelling 6.17.· 1 Het product van twee ni2t-singuliere n-matrices 
is niet-singulier. 

2 Het product.van een niet-s~nguliere en een singuliere n-matrix is 
. singulier. 
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0 pm e r k i 1-1 g . In s t e 11 in g 6 . 1 1 

( vv e r., ct o 1·~1 d e· r r3 t e 1 d ;,, d a t d e s i 1 · g u 1 i ere en 

niet-singuliere matrices vierkante matrices van de n 8 orde waren. 

Dit werd uitsluitend gedaan om productvorming der matrices mogeliJk 

te ma ken. Het vierkant zijn volgde reeds ult de definitie 4, blz. 

20 . In het vervolg evenwel, zullen we telkens, wanneer matrixpro

ducten warden gebruikt in gevallen, waarin omtrent de aard der fac

toren niets expliciet is vermeld, als vanzelfsprekend aannemenj dat 

productvorming mogelijk is, zodat dan toevoegingen als bovenbedoeld, 

achterwege kunr1en blijven, Stelling 6.17 biJv. kan dan geformuleerd 

warden voor singuliere en niet-singuliere matrices zonder meer. Dat 

deze matrices vierkante matrices ziJn van dezelfde orde wordt dan 
stilzwijgend aangenomen. 

Stelling 6.18. De rang van het product van twee matrices is kleiner 

dan of gelijk aan de rang van iedere factor. 

BewiJs: Uit de definitie van een matrixproduct volgt, dat de riJ

vectoren van het product AB der matrices A en B lineaire combinaties 

zijn van de rijvectoren van B. Bijv. als A= a. en de rijvectoren 
lJ 

eerste 

n n kan men uit m lineaire onafhankelijke 

vectoren hoogstens m onafhankelijke lineaire combinaties vormen, zo-

dat de rang van AB kleiner dan of gelijk is aan die van B, de tweede 
factor in het product. Beschouw vervolgens 

ook rang AB~ rang A, 
want bij transponeren van een matrix verandert de rang niet. 
Hiermede is het bewijs voltooid. 

Opmerking. stelling 6.18 

rang AB~ rang B., zodat rang AB rang B. Evenzo is rang CA····rang C. 

Zijn A en B beide n-matrices, dan vinden weals bijzonder geval stel

ling 6.15 terug. 

Bestaat bij een matrix A een matrix B met de eigenschap, dat AB=BA 
. . 

eenhe~dsmatrices zijn, dan kan worden aangetoond, dat dit impliceert, 

dat de beide eenheidsmatrices matrices zijn van·dezelfde orde, en 

dus, dat de matrices A en B vierkant zijn . 

. Onderstel nameliJk., dat A van het type m.,n · is en dat m~n. De pro

ducten AB en BA zijn beide gedefinieerd, zodat dan B van het type 

n.,m··. moet zijn. Hieruit volgt, dat BA een eenheidsmatrix is van de 
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e 
n orde. Wille11 we onderscheid rnaker1 in de n,:)tatie voor eenheids-

matrices van verschillende orde, dan kan dit biJv. gebeuren door 

het symbool I een index te geven, overeenkomende met de orde der 

Als A de rang r heeft, dan geldt r ~ m ~ n ~ r; de laatste ongelijk

aan n. 

Dus m=n=r. Hetze lfde resul ta at geld t a ls n ~ m. We n1a l{en dan gebruik 

van de vergelijking AB=I. 
. m 

De matrix B met bovengenoemde de 

vierkante matrices. Dit was volgens het bovenstaande een overbodig 

gegeven, omdat de definierende vergelijkingen dit reeds impliceer-
' 

den. Gaan we echter in de definitie van een inverse matrix wel uit 
/ ,. 

van een vierkante matrix, dan kan warden volstaan met een der ver-

of = zie opm. blz.20 . Immers uit bijv. 

=I volgt, dat de riJen van I lineaire combinaties zijn van de 

rijen van A, zodat Adan volgens stelling 5.14 noodzakelijk een 
rang moet hebben gelijk aan de orde. Er bestaat dan dus een matrix 

In 4 4 definieerden we een singuliere matrix als een vierkante ma-
• 

trix, die geen inverse heeft. Ook niet-vierkante matrices hebben 

volgens het bovenstaande geen· inverse. 

Indien we nu voor het vervolg afspreken, dat een singuliere matrix, 

een matrix is vierkant of niet-vierkant die geen inverse bezit, 
dan bestaat de verzameling der singuliere matrices dus uit de verza

meling der niet,,,-vierkante matrices, aangevuld met de verzameling 

der vierkante matrices~ die geen inverse bezitten. 

Deze zelfde verzameling verkrijgen weals we de matrices beschouwen, 

waarvan het stelsel der rijvectoren en dat der kolomvectoren niet 

beide lineair onafhankelijk zijn. Ook op deze wijze hadden de singu

liere matrices dus gedefinieerd kunnen warden . 
• 

Een niet-singuliere matrix kunnen weals gevolg hiervan, definieren 

als een matrix, waarvan zowel het stelsel der rij~ectoren als dat 

i der kolomvectoren lineair onafhankelijk zijn. Een niet-sin,gulit::re 

!matrix wordt dan dus gedefini(:urd nls een vierkante 1natrix 1:.iet 
1'· ,;-. . ' . 

:_; ; . : . 

i:rang gelijk aan de orde. Deze matrix heeft den inv~rs~. E2n 
(.''-,_'";_ . 

' ' . ' 
('," ' 
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niet-singuliere matrix is dus een volgens het bovenstaande noodza

kelijk vierkante matrix, die een inverse bezit onze oude defini

tie van 

We merken nog op, dat de stellingen 6.13 t m 6.17 van deze para-
d ,._ .... 

graaf ook geldig bliJven als we nieuwe definitie van een singuliere 

matrix gebruiken. Het product van singuliere matrices behoeft niet 

singulier te zijn. Wel geldt, zoals gemakkelijk valt te verifieren: 

Stelling 6.19. Het product van singuliere n-matrices is singulier. 

Een nulmatrix O definieerden weals een matrix, waarvan alle ele

menter1 11ul zijn. Voor iedere matrix A geldt., dat AO=OA--0, \'1aarbij 

ondersteld wordt, dat de nulmatrices in de producten van zodanige 

typen zijn, dat matrixvermenigvuldiging mogelijk is. Dus als A van 

het type m,n is, dan zijn de drie O's in de bove11staande verge

lijking onderscheidenlijk van het type n,n, mJm en m,n . Opge

merkt dient te warden, dat terwijl een eenheidsmatrix altijd vier

kant is 3 dit voor een nulmatrix niet het geval behoeft te zijn. 

Definitie. Een matrix A=-0 heet nuldeler~ indien er een matrix B 0 

bestaat, zodanig, dat AB=O en of een matrix C 0, zodanig dat CA=O . 
• 

Een nuldeler is een singuliere matrix en omgekeerd, m.a.w. 

Stelling 6.20. Een matrix +O is nuldeler dan en slechts dan als 

deze singulier is. 

BewiJ··s: Laat A= a .. ,. een singuliere matrix . 1J 
m.,n en onderstel eerst., dat m ~ n. Volgens 

dat het stelsel vergelijkingen 

( 

6.11 
J 

a 1x~+a 2x2 +.~~+a x =0 \., m I m mn n 

0 zijn van het type 

stelling 5.11 geldt, 

nltijd andere dan de rluloplassingen bezit. Laat Been matrix zijn 

van het type n,r, waarvan alle kolomvectoren oplossingavectoren 
I 

nulvector zijn van 6011 ~Danis BO en AB=O, zodat Adan nul-

deler is. 

ner is dan het aantal kolommen. Er bestaat dan dus volgens het voor-
gaande een matrix 

. -, . . . . - =0, dus 
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dan ook nuldeler is. 

Opmerking. Als m=n, dan is er zeker een matrix Ben een matrix C, 
,. 

beide zO, zo dat AB=O en CA=O. 

Het omgekeerde van de stelling volgt uit het feit, dat de matrix

vergelijking AB····O impliceert, dat iedere kolomvector var1 B oplos

sing is van 6.11 '. Als A niet-singulie1--i is., dan heeft dit stelsel 

alleen de nuloplossing en dan zou gelden B~o. Geldt CA=O en A niet-

singulier, dan zou eveneens C=O moeten zijn. Akan dus slechts sin

gulier zijn. Overigens volgt dit resultaat ook reeds uit de verge

lijkingen AB=O en CA=O, indien we beide leden van deze vergelijkin-
/ , 

gen voor resp. achter met 

kingen volgt dan B=O en C=O, zodat Adan geen nuldeler kan zijn. 

Voorbeeld 

2 2.,-5,3 

14. De matrix 
·2 -5 3 

A .... 1 4 -1 is singulier, omdat 

+ 3 1.,4.,-1 

Aan de vergelijking 

niet-nulmatrices B 

AB=O en 
-7 0 0 

5 0 O 
13 O 0 

2 

CA=O kan 

, C 

dan warden voldaan 
2 3 -1 
O O O of door 
0 0 0 

door de 

B-.. -C = 
, 14 
-10 
-26 

21 
-15 

-7 
5 

13 
zodat A dus zeker een nuldeler is, in overeen-

-39 
stemming met stelling 6.20. 

, 

Na deze korte uitweiding over matrices keren we thans weer terug 

tot de algemene deter~inantentheorie. 

We voeren eerst enige nieuwe begrippen • in: 

Definities. Een submatrix of deelmatrix van een matrix A, is een 
• 

matrix, die uit A ontstaat door in A enige riJen en of kolommen, 

weg te laten. Bijzonder belangrijk zijn de vierkante deelmatrices; 
hun determinanten heten onderdeterminanten van de matrix A. 
Onder de deelmatrix A .... 

-----·-- lJ verstaan we de matrix, 

kolom wcg te laten. 
die uit A ontstaat 

door de i 8 rij en de je 

Is 

de 

vierkant. Det. A - . lJ heet 

We hebben reeds opgemerkt, dat det.A een homogene lineaire functie 

is van ZiJ~·n element a .... Beschouwen we in het b1°J··zonder een b.epaalde . . 1J . . . 
i b .. .. d ie . . d k d. t A h .. , r J, 1.JV. e ·.. r-1.J, ·. arl unnen 1rJe voor e .. · sc r1Jven: 

, 
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m. heet de coefficient van 
. l J -·--------- detoA of de " m1r1 o 1~ van A bij het 
element a. , . . lJ 
Wat is het verband tussen de det.A. en m .... ? 

l J l ,J 
Om dit te vinden gaar1 we in det.A de 1e riJ achteree11volgens met 

alle erbovcn staande riJen verwisselerl tot zij bovenaan staat, en 

' 

vooraan staat. De matrix, die rJu ontstaat, noemen we B. Deze matrix 

heeft het elemer)t a .... linksbovenaan. Volgens stelling 6.5 geldt dan lJ 
wegens i-1 rijverwisselingen en j-1 kolomverwisselingen 

6.13 det.B 

Nu is duidelijk, dat in det.B de som der producten, die 

ten, J"uist geliJ'k is aan a .. , det .A ... 
lJ lJ 

a . . 
lj 

bevat-

Volgens 6.13 is dan in det.A de som der producten, bevat-
ten, gelijk aan 

6.14 

i+j 6 -1 a .. ~ . 12 geld t: lJ 
m .. ·. 

lJ 
i+j 

-1 det.Ao, , 
lJ 

waarmede het verbarld gevo11den is. De coeft .. icier--lt van a .. in d,et .• A 
~ , - l J 

. . lJ 
is dus A en voor 
det.A. ,,: A ... :i da11 geldt dus volgens 6.12 en 6.14, als A eer1 

l J l J · 
vierkante matrix is: 

6 .15 A A .. ,,, + 
l1 

1+2 
-1 a i2 

,'\ i+n 
- I 8 • in 

" 

en evenzo~ bij verwisseling van de rol der rijen en di<~ der kolommen: 

6 .15 T A 2+ j ! \ 
• 

.. 
rlJ vgl. 6.15 ., resp. 

naa r de je k: .. Jlom vgl. 6. '15 r • 

Bewezen is dus: 

,Stelling 6.2'1. De determinant var1 eer1 mat1,,ix is gelijk aa11 de som 
' 

der producten, die men verkrijgt door ieder element van zeicere rij 

of kolom 1net ziJn 0i~~~l:TJ minor te ver1nenigvuldigen. 

Een belangrijke aanvulling van stellj_ng 6,21 geeft: 

Stelling 6.224' Vermenigvuldigt n1erj de elementen uit zekere rij ko-
.• loin 

,een 
van een matrix met 

andere rij · kolom, 

de minoren der overeankomstige elementen van 

dan is de som der producten nul. A 
• _;--, ' 

., . 
·L ,_ 
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Be 1rv i J s : St e 1 ., d a t vv i j v a r1 d e ma t r i x A d e s om v a n d e p r o d u c~ t e 11 be -
e palen va11 de elementen van de i rij met de minor8n van de avereen-

komsti~e elemer:ten uit de ke riJ i k, dan is de uitkomst volgens 

stelli11g 6.21 gelijk a111 je determir1nnt van de matr,ix A 1 , dis uit 
P. ontstaat door . e . e 

zo te laten. A' heeft dus twee geliJke rijen en dus gel~t volgens 

stelling 6.6, detoA'=O, wffarmede het bewiJs geleverd is. 

Het bewijs verloopt ar1aloog voor kolommen 

Ir1 formule. als i k: 
~ 

6016 -1 k+'1 (1 -!-- -1 
l,c+2 

Al{2 + ... + a ., .,,1 8 12 ~ ·k-1 1. 

en analoog., als • 

k J 

1·+k ,-., +1--
6 .16 ' -1 -1 

C . t"l 

A2k + - :-l +" ... + (_. 2 j 
I 

-1 

n+l-c -'1 p'- 0. a ~ 

tl J 11 

Stelling 6.21 en 6.22 kan zeer kart in formule warden weergegeven 

door invoering van het Kronecker delta-symbool . , gedefinieerd 
lJ 

als 1 voor en 0 

16 1 : 

voor i j. D2n geldt dus volgens de vergelijkingen 

n 
A .. 8 

lJ 

6.17 n 
A 

A .. ------------------··---------------
V d .. e 

e l 
-1 ~n. 

A moet 1 ziJn, dus j 
i:c·-;;---, 

-1 
a k,, 

l 
1 . 

2. Het inwendig riJ van A 1net de 

Ui t 6 .17 · 

6 .18 

zijn voor i j, dus 

volgt, 

-1 
akj 

dat hieraan voldaan 
m .k 

J 
. A 

-1 

als men 

je kolon1 van 

• 

.. e -1 . neemt, dus als men voor de J kolom van A kiest de minoren van de 

A • 
• 

. A· isongelijk aan O., wegens stelling 6.13. 

rijen e11 oie der·- kolomrn.en • 
_- ' 

. !.>:enzelfde rcdcn2ril1g geldt a ls men de rol d er 

verw1~s .. e··1. t · 
. . . . - .. : ;;· 

. p .. . . .,,. " 
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Daa r A volge11 s 

hierui t: 

hoogstens een inverse kan hebben, volgt 

Stelling 6.23. e De j kolom rij van de inverse van een 

matrix A bestaat uit de minoren v2n de elementen guliere 

kolom van A, alle gedeeld door A • 
' 

niet-sin-

d j e ... 
er · riJ 

Berekening van een determinant. Toepassing van de determinanten

regels hierop geeft zeer veel rekenwerk, omdat reeds biJ betrekke

lijk kleine orden van de determinant het aantal termen zeer groat 

wordt zie bijv. 6.7 . Door stelling 6.21 wordt nu de berekening 

van de minoren der elementen van zekere rij of kolom, dus tot de-
e terminanten van de n-1 orde. Combineert men deze methode met de 

toepassing van stelling 6.7, dan kan deze methode zeer veel verbe

terd warden. Het streven is, zoveel mogelijk elementen uit een be

paalde rij of kolom nul te maken, waardoor een groot aantal termen 

van de determinant zal wegvallen. Aan het volgende voorbeeld zullen 

we dit verduidelijken. 

Voorbee ld 15. 3 2 4 5 
-1 2 1 3 

6 O 4 2 

4 4 -3 1 

l 
4 O 3 2 

-1 2 1 3 

6 0 4 2 

6 o -5 -5 

2 
4 3 2 

3 
4 3 2 4 -2 -1 

2 

5 
-- . -4 

6 4 2 

6 -5 -5 

-2 -1 

21 5 

M ti 4 3 2 • • •• 4 0 : . 

6 -5 -5 21 

-4 -10+21 

· waarbij de bewerkingen 1 t m 5 resp. voorstellen: 
• 

1 : rij 1-rij 2; rij 4 - 2x rij 2 stelling 6.7; 

0 

5 

2 : ont~~ikkelen naar de tweede kolom stelling 6.21; 

3 : factor 2 uit de tweede rij stelling 6.2; 

2 

2 

1 

-5 

4 : kolom 1-3 kolom 3; kolom 2-2 kolom 3 stelling 6.7; 
5 : ontwikkelen na3r de tweede rij stelling 6.21 • 

5 

Der· tie. Als r de rang van de matrix A is, dan wordt onder een 
' '_, . . ' 

hoofdmatrix van A verstaan, elke deelmatrix van 
- "· . ;, , .. ,""'' 

waarvan de determinant *O is. 
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Opmerking. Als deelmatrix van een matrix Akan hier en in het ver

volg zo niet anders is vermeld , eventueel ook optreden de matrix 

A zelf. Men spreekt dan van een oneigenlijke deelmatrix. 

Dat een matrix met rang r wel steeds een hoofdrnatrix bezit, doch 

ni.mmer een matrix van orde > r, vJc1arvar": de determir1a11t. O is., is 

de inhoud van de volgende stelling: 

als A minstens ~in niet-singuliere deelmatrix van de order bezit, 

doch niet een niet-singuliere deelmatrix van hogere orde. 

Bewijs: Laat Been niet-singuliere deelmatrix van A van zo 

groat mogelijke orde s. We zulle11 bevvi(jzen., dat s=r M ••• rang van A • 

Des rijen van A, die des rijen van B bevatten, n1oeten lineair 

onafhankelijk zijn, want als ze lineair afhankelijk zouden zijn, 

dan waren de riJvectoren van B dat ook, waardoor B singulier. 

A bevat dus minr:3ter·1s olj.nt:::alr onafhankeliJke rijvectoren, zodat 
geldt s -!:: r. 

We gaan nu aantonen, dat ieder stelsel van s+1 rijen van A lineair 

afhankelijk is. Laat n2melijk C een deelmatrix van A zijn, gevormd 

uit s+1 rijen van A. De rang van C is kleiner dan s+1~ want anders 

zou C juist s+1 lineair onafhankeliJke kolomvectoren bevatten, zo

dat er dan een niet-singuliere deelmatrix van A zou moeten bestaan 

van orde s+1 in strijd met hetgeen, waar we vanuit zijn gegaan. 

s+1 rijen moeten dus lineair afhankelijk ziJn. Icder stelsel van 

s+1 rijen van A is dus lineair af,hankelijk en daarom geldt r ~ s+1.., 

zodat samenvattend geldt: s ~ r <: s+1 en dus s=r, hetgeen te bewijzen 

was. 

OpmerkingQ Veelal wordt de rang van een 1natrix A gedefinieerd als 

de orde van de grootst mogelijke niet-singuliere deelmatrix van A. 

Stelllr1g 6.24 geeft weer, dat deze definitie aequivalent is met de 
onze. 

Stelling 6.24 wordt toegepast bij het zoeken naar een hoofdmatrix 

van een gegeven matrix A. Deze hoofdmatrix moet volgens genoemde 

stelling een niet-singuliere matrix zijn van zo hoog mogelijke orde. 

Willen we onderzoeken, of een niet-singuliere deelmatrix van A 

hoofdmatrix is, dan moet dus worden nagegaan of alle vierkante deel

matvices van A, waarvan de orde 1 hoger is, singulier zijn of,hier-
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mede aequivalent, een determinnnt hebben gelijk aan o. Is dit h8t 

geval, dan geeft de orde van die niet-singuliere deel.m1trix van A 

dus juist de rang van A aan. Op deze wiJze k8n dus ook de rang van 
een matrix warden bepaald. 

De volgeride stelling z3l het rekenwerk belar1griJk kunnen vereen
voudigen: 

6 e Stelling J.25. Is Deen vierkante deelrnatrix van A van de r orde, 

zodanig, dat detaD+O, waarbij iedere r+1 -matrix, die uit D door 

randen met ee;.·) rij er1 een kolom uit A ontstaat, de determinant 0 

heeft, dan geldt~ dat iedere r+1 -matrix van A de determinant O 

heeft Dis dan dus een hoofdm8trix van A . 

Opmerktng. Js A ~en. n.,n 
• • I ,., ~ • I., 

-matrix, dan wordt ondersteld, dat r niet 
' •• 

gelijk is aan m of n. 

Bewijs: Gemakshalve zullen we onderstellen, dat D gevormd wordt 

door de eerste r rijen en eerste r kolommen van A. We zullen nu 

aantonen, dat een willekeurige rij van A, stel de ke, een lineaire 

combinatie is van de eerste r rijen van A, voorgesteld door: 

8 r1 · · ·arr· · · a rn 

Het volgende stelsel vergelijkingen in 

p .-1 a 1 + .... +p a 
1 r r rr ak ~r 

heeft volgens stelling 5.10 altijd een oplossing. 

Iedere rij van A is dus een lineaire combinatie van r rijen en 

dus geldt volgens stelling 5~14, dat ieder stelsel van r+1 rijen 

afhankelijk is. Volgens stelling 6.24 is dan ook iedereonderdeter .... 

minant van A met r+1 rijen gelijk aan o~ hetgeen te bewijzen was. 

Voorbeeld 16. De matrix A_ 

' 

12 5 9 7 7 
2 1 2 8 19 

13 6 7 9 7 
5 2 4 2 1 
2 1 1 3 5 
6 3 2 4 1 

heeft de rang 3, 
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... 

aangezien bijv. de onderdetermin2nt van de 3~ orde rechtsonder 
: 4 2 1 

1 3 5 
I 2 4 1 
randing van 

!6 I 

113 7 9 7 7 9 ' . ~' I 
I 

{ 

4 1, 2 0 '1 r-· 2 /I 
(_ _) T I 

1 1 3 ~-- , 2 1 ') j r.; 
.) I ' _,, 

4 ' 6 • ') 2 1 ! r) 4 I 1 ' ..) j c:.. 
t 

1 • 

' 

! 12 9 7 
en I 

r- L~ 2 gelijic :J 
0 r:_ 1 3 5 
t) 2 1+ 1 

te gaan. Een h<:Jofc]rr.s t rix 

Opmerking. A bevat 6 
4 

Vc:l n 

' 

We behoeven hier dus slechts 

A 

t~rwijl alle 6 d~terminnnten, die uit 

-

! • ('; 8 
• 

I 1 ·') 19 ' 2 (:) 19 r- 9 7 (1 l L- ... .., '-- :) 
j I 

2 4 , ... .-1 l 5 4 0 1 2 4 2 1 C. 1 • '-
1 

1 1 3 s· 0 -1 3 5 1 1 3 5 :, • 

'-- I 

3 ') 
(_ 4 1 6 2 4 1 3 2 4 1 

' • 

" " .-.. zoa J_s ger.i2kkeliJk • ZlJn ... l ""'· 1/'"\ I ) 1S na (: (:.l 1 I .. , 

" dus biJV. 
1+ 2 1 lS 
1 

.-, 
5 :J 

0 4 1 , ...... 

de 4e orde. 75 or1derdeterminanten van _ 

6 determinanten het nul zijn te 

-

verifieren om tot het nul zijn van de overige 69 determinanten auto

matisch te kunnen besluiten. 

In dit voorbeeld is gebruik gemaakt van de volgende stelling, die 

direct 11it de stellingen 6.2L~ en 6.25 

Stelling 6.26. Een matrix A hE:eft dat1 

,,olgt: 

en slect.1.ts 

' 

dan de rang r als 

er een vierkante deelmatrix D bestaat van de order met det.D O,zoda-

een 1-colom 111 t A 

Opmerking. Ondersteld is r ::>O. Het gf:V::=11., dat r--C1 treedt slechts op 

bij een nulmatrix. 

Volgens de definitie op blz.59 is in Stelling 6.26 Deen hoofdma

trix van A. Stelling 6. 26 houdt dus een zeer eenvoudig voorscr1rit\t 

in om een hoofdmatrix en dus ook de rang van een matrix te bepalen. 

We zullen nu de ontwikkelde determinantentheorie toepassen op de 

theorie van stelsels lineaire vergelijkingen. 

Eerst geven we een opsomming van de ,voc;,r· ans doel belangrijkstE= 

eigenschappen van deze stelsels, afgeleid in de vorige paragraaf: 

E1. Een homogeen stelsel van n lineaire vergelijkingen met n onbe

kenden, heeft dan en slechts dan een andere dan de nul- of 

triviale oplossing, als de kleine of co~ffici~nten- matrix 

van het stelsel singulier is, a.i. als de determinant van deze 

matrix nul.is. ' ' .. 
- . ' . 
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ruimte 
E2. De oplossings an e8n homogeen stelsel lineaire vergelijkingen 

met n onbekenden heeft de dimensie n-r, waarin r de rang van 

de kleine matrix is. 

E3. Een niet -homogeen stelsel van lineaire vergelijkingen heeft 

dan en slechts dan een oplossing, als de rang van de kleine 

matrix gelijk is a~n de rang van de grate of aangevulde 

matrix. 

E4. Is seen vaste oplossingsvector van een niet-homog_een stelsel 

linea ire verge lijkingen en is t een op loss ingsv 1:·c -1~ or ,, . h~. bi jbe-

loss ingsvec tor van het niet-homogene stelsslv Als t alle oplos

aingsvectoren van het gereduceerde stelsel doorloopt, dan door

loopt s+t alle oplossingsvectoren van het ni~t-homogene st~lsel. 

ES. Een niet-homogeen stelsel van n lineaire vergelijkingen met n 

onbekenden heeft dan en slechts dan 6~n oplossing als de kleine 

matrix niet-singulier is. 

De eigenschappen E1 t m E5 zouden existentietheorema kunnen warden 

genoemd voor stelsels lineaire vergelijkingen, daar ziJ slechts 

voorwaarden aangeven voor het bestaan van oplossingen van deze 

stelsels, en ons niets vertellen over de m8thode om deze oplossin

g8n te vinden. 

De meeste methoden om een stelsel lineaire vergeliJkingen op te 

lossen zijn variati£s van de methode van successieve eliminatie 

der onbekenden. De determinantenstellingen 6.21 en 6.22 doen ans 

een middel aan de hand om langs systernatische weg de oplossingen 

van een stelsel door middel van eliminatie der onbekenden te bepa

len: 

Beschouw eerst een stelsel van n lineaire vergelijkingen met non

bekenden: 

8 11x1 + 8 12x2 + ··· + 8 1nxn 

a21x1 + a22x2 + o•• + a2nxn 

X + + +a X 8 n1 1 8 n2x2 • .. • . nn n 

de co~ffici~nt van het element a . 
iJ 

in de determinant van de coefficientenmatrix A van het stelsel 

6 .19 , dar1 verinenigvuldigen we de eerste vcargeliJl-cing varl 6 .19 .· 
t d 1 .. k" e 1 · ·• wee e verge 1.j. ing met n . verge.· 1J "" .. · 

. . _. '·.) . ·_ 

. . . . ' , 
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king met op. 

Volgens 6.17 geldt nu, als A = det.A: 

6.20 
l Al X .. ' 1 

Het rechterlid van vergelijking r r)o tJ • C. is d0 uitdrukking, di0 w0 

krijgen., 

kolom: 

indien we de volgende d8terminant ontwikkel~n naar d0 

• 0 • • • • 

Ind it:;n we a ls ve rm2n igvuld ~LgE:·cs voo1~ dE: verge lij kir1[sE.:n ( 6 .19 a ch

te reenvolgens nemen de cogffici~nten van dt~ elem~:r1t8r van de tweede, 
e . d e rd e , • . • ., n k o 1 om v a n A ., on ts ta a n n - .-··; '✓ E= r g e l i j k j _ n g ,.:'! r.i , d i e s gm en 

me t 6 . 20 8 J. n v·:) J. f-?~ 1_~ 1{1,1·t: 1 l:-1 .:: -.. 1 w () r~ cl f.: !··, 1_l it~ f; (; c3 rt.1 lc t, : 

6.21 

-
D ~ ·1 r1 .. ,.t::. 1 dt .. \ l s , .1 . s .... 8 a r~ i ~--- r..1 2 i k o _ o r11 v ,,-:" r. v· ::i r1 g~ en ·w o r .1 

. C. •· I ' ~· / 

Op d e z e w i j z e z i ,j r1 a 11 t~ on be k,:; n d E-.: 11 o 1.-.1 (:: c 11 n a 

h t 1 ,..) t 1 ~ "k . "l . . ., e g ev a n=:J / t·1 g e i J g e· f; im i 1:·.1 c: E:: ra • 

Als nu A fo, geven de vGrg~liJk1ngen 602·1 , indien we beide 

leden delen door A, de oplossing van h8t stelsel (6.19, omdat 

er in dit geval volgens eigenschap E5 blz.63 juist een oplossing 

bestaat en iedere oplossing van 6.19 zeker een oplossing is van 

6.21 . Beschouw nu het algemene geval van een stelsel van m verge-

lijkingen met n onbekendcn: 

6.22 
n ~-

/. ··
j--1 

C .. 
l 

i=1, 2 ... .,m • 

Als d8 rang van de kl~ine matrix A en die var1 de grate matrix, aan-

geduid met A', niet gelijk ziJn, zijn er volg8ns E3 geen oplossin

gen. Het stelsel is dan strijdig. 

Onderstel nu, dat A en A' dezelfde rang hebben. Volgens stelling 

6.24 heeft A een niet-singuliere deelmatrix van de order. Door 

zonodig de vergelijkingen van het stelsel anders tc ordenen en de 

I 

onbekenden anders te n· ·r . eren, kan word en a angenon1en, da t de r, r -

matrix in de linkerbovenhoek van A niet-singulier is. Aangezien de 
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matrix B., gevormd door de eerate r rijen van A' ook deze niet-singu

liere deelmatrix bezit, volgt uit stelling 6.24, dat B de rang r 

heeft. Aangezien oak A' de rang r heeft zijn de laatste m-r rijen 

van A' lineaire combinaties van de eerste r, zodat de laatste m-r 

vergelijkingc~n van 6.22 lineaire combinaties zijn van de eerste r. 

Dus iedere oplossing van deze eerste r vergelijkingen is een oplos

sing van h2t gehele stelsel 6.22 . Als we in de eerste r vergelijkin-

gen van 

ontstaat 
6.22 

waarvan de coefficientenmatrix niet-singulier is en dat dus volgens 

E5 een oplossing heeft, welke oplossing bepaald kan worden met behulp 

van determinanten, zoals in het voorgaande is uiteengezet. D~ gevon-• 

den waarden aan 
<:;n 

dus van het stelsel 6.22. 
We krijgen dan voor elke keuze 

lineaire d.z. 1c graads functies, terwijl all6 oplossingen van 

geven. Yergelijk E2 en E4, _.blz .63 . 
De gevolgde methode voor het oplossen van een stelsel lineaire ver

gelijkingen kan zowel worden toege·past op homogene als op niet-homo

gene stelsels. De vorm van de oplossing staat bekend als de regel 

van Cramer. Bij Bumerieke behandeling zal men vaak en in ieder ge

val als het aantal vergelijkingen vrij groot is, afwijken van deze 

oplossingsmethode. In de practijk namelijk zal de uitwerking der oe

terminanten niet zelden buitengewoon bewerkelijk warden, zodat dan 

de directe oplossingsmethode door eliminatie op de gebruikelijke 

wijze, sneller tot het doel voert. Vaak ook gebruikt men geraffineer

de d~recte methoden bijv. de relaxatie-methode 3 die met minder 

werk de oplossing leveren, Bij de behandeling van de numerieke wis

kunde wordt op deze zaak nader ingegaan. 

Zoals we gezien hebben is een stelsel lineaire vergelijkingen dan en 

slechts dan oplosbaar ale de rang van A gelijk is aan de rang r' van. 

A'. Heeft A de rang r, dan bezit A volgens stelling 6.24 een niet

singul:iere deelmatrix., die we H zullen noemen ,van de orde r. Door 

deze matrix te randen met een rij •en een 

ces waarvan de d•eterrninant gelijk is aan 

kolom van A ontataan matri-• 
o •. Volgens stalling 6 •. 26 

.,, 
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heeft dus A' dan en slechts dan een rang r', die gelijk is aan r, 
♦ ' 

als alle matrices, die uit H ontstaan door rar1ding met een r1J van 

A' en de kolomvector, gevormd door de bekende termen, de determi

nant O hebben. 

We geven nu de volgende definitie: 

Definitie. Onder eet1 karaktcr·lstieke matrix var.1 een stelsel 

lineaire vergelijkingen verstaan we een matrix, die uit een hoofd

matrix H van de coefficientenmatrix A ontstaat, door H te randen 

aan de onderkant met de coefficienten van een der vergelijkingen, 

waarvan geen co~ffici~nten in H staan, en aan de recht~rkant met 

de bekende termen. 

De determinant van een karakteristieke matrix is een karakteris

tieke determinant. 

Bij een bepaalde hoofdmatrix behoren dus m-r karakteristieke deter

minanten. 

Uit het voorgaande volgt, dat het nul zicjn van alle karakteristiek& 

determinanten eerj nodige eri voldoende voorwaaJ~de is, voor het op

losbaar zijn van 6en stelsel lineaire vergeliJkingen. 

Samengevat geldt dus: 

Stelling 6.27. Is gegeven een stelsel lineaire vergelijkingen en 

is H een hoofdmatr~ix van de co~ffici~ntenmatrix A, dan geldt: 

a Is een der karakteristieke determinanten niet nul, dan 

heeft dit stelsel gee11 oplossing de vergelijkingen zijn 

strijdig · . 

b Zijn wel alle karakteristieke determinanten nul, dan heeft 

het stelsel oplossingen en wel kan men aan n-r onbekenden~ 

waarvan geen co~ffici~nten in H staan, willekeurige waarden 

toekennen; de overige r onbekender1, waarvan wel coefficien

ten in H staan, zijn lineaire functies van de eerstgenoemde 

n-r. 

Deze stelling wordt wel de stelling van Rouche g~noemd . 
• 

Om de oplossingen van het stelsel te vinden, beho~ft men slechts 
de r vergelijkingen te beschouwen, waarvan de coefficienten in H 

staan. In deze vergelijkingen brengt men alle onbekenden waarvan 

geen co~fficiijnten in H ataan, naar het rechterlid en lost daarna 

met behulp van de regel van C.ramer, de overige onbekenden op. 
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Voorbeeld 17. 
Los op het stelstl vergelijkingen: 

- 3x + 7 2 
.) - X3 -9 ',. • 

x1 + x2 + XJ ...... 0 , 

Oplossing: MEr:1 r1eeft hier 

2 -3 5 
A ' ... 0 5 -1 -10; 

1 1 

• I 7 -3 5 2 7 5 
• ' 

-9 5 -.-1 -30;. 
• ! 

A2l ('l -9 ,j 2l); I -- l ._) 
I 
• 

0 1 0 1 I 

2 -3 1t 
• I 

' 

0 5 -9 10. 

1 1 Of 

De regel van Cramer lcvert dus: 
• 

IA 3; _,. -2 en X -
3 --~- = 

Al 
-1. 

Voorbeeld 18. 

x1 
r·) . + X3 0 ..... c..X,...) , -

X ·-. r + X4 0 - A3 -. 
2 .. 

XJ - 2x4 + X 0 ,I 

5 

Oplossing: 
,; 

1 2 1 0 0 
De ··rr · 1·· coe ic t::n-

0 heeft de 3., • 
0 1 -1 rang een tenmatrix 
0 0 -2 1 

-2 1 

hoofdma t rix 
,. 

0 1 -1 l.S , d f1 determinant hit::· rva n 1a ge lijk aan 1 ., 

0 0 1 

nnen we dan in 
• 

· regel 

van C' vame r : 



X .. 
1 

1 

x2 - 0 

0 

j 
1 

X3 
,, 
v 

() 

lijk voJ.daan 

0 

-Xl~ 
-

-2 

1 

0 

'.Jx ·x L ,. -,, C: 
l!- '.) 

.... 2 

"1 
(j 

1 

-1 

-1 
/ 

I 

0 

-XJ+ 

-- X4 

I 

Voorbeeld ·19. T,os OfJ het 

/ bx2 ax..., + I l l 
• l-,--x-' 

1 'l X ---- • • I ~ ' • 1 I '~· ~ ,0 
• ,4 .;, ~-' • 

I r"l .. - _L dxr < 
', ./ , .. ~1 • 

,'' 
I , ...... 

~~ 

dX'1 
l <.:::>y ,,. ... ~ (..( ... 2 • 

Oploss i11g: 

De determj_nant 

t8 zijn aan - a+b+c+d 

+ 
+ 
+ • 

• • • l, , . 

a 

b 

cx,..3 -• 

CJ y .. ) 
) -

!) "'(,"'" -~ .\. 3 
.. 
0 "}\~ .. .. , 

--

b 

C 

C d 

c1-b+c-d 

+ 

+ 
...L 

I 

+ • 

X5 

Xr:: • -
-) .~ 

• 

(_; Y~ Jr 
-· ' 

"'"«IC,.,... . ' . . __ !.,,\,,! 
,;_," 

C 

Cl 

l 

hy 
•. I ' .~,..,.., ', . _I I 

-r 

' • • ,, 
\. . 

I\. '-+ 

a 

b c 

• , 

--
,,._,,_ 

--~--

l 

' 

( 
• .. 
J 

a-c 
t ' • 
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noodzake 

-~1 

1 
• 
I 

~1 

-"1 
I 

bliJkt bij uitwerking gelijk 

• 

a Is a +b+c+d 

dan is l A I 
• • 

Oen a-b+c-dJO, terwijl niet gelijktijdig 

fo biJ refel onderstelde coHffici~nten. 

a C ·n b d -- ,._.J, A 11a .. -~ ~ ,., ·. , 

Er is dan 
., ,,. 
een oplossing en daar de vergeliJkingen bij cyclische verwisse-
ling der onbekenden niet veranderen, is de oploss1.ng dan: 

-1 

b Is a+b+a·+d=O, dan is het stelsel strijdig, zoals direct blijkt 

bij optelling der 4 vergelijkingen. 

• 



• 

C Is a +c=b-1-d o, dus 

- a+c 2 a-b + 

d=a -b+c, dan is 

.... 

8 b C 

A -·0 en b c d 
c d a 

determinant dus 
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lftt "" 

hoofd-

determinant van A , tenzij a=b=c er-1 d'!J.S =d • Zijn dus a, b.,c en 

hE~t stel-

sel is van de eerste 

d 

e 11 d e d e r d E~ "t T e:J. rm~ n d e, r ri me -!- d e· f-- '1' AT s:.:... (';:::}. ~! \,-."\ ' r t ...l r (.l' ('..; 1 -..L· ·\ k ..f..1..11 ('1' L,.. :::-, .. J.,., .!:l kt e r ; s ,., . ., V , •· ..i. . ,.,t • V .. .JV\/ ...... - ., - , ,..,. ... ::i * ,J (7:, , a;,._ .4 ::-1 .,J.. 

tieke determinant dus O . Merl 

Even goed had men 

Is a=c en 

tieke determinanten O zijn cr1 

'I vindt dan: x 1 =X-=· ., .... 'C· , J a T 

dan vindt men, dat de karakteris 
'1 

a+o , waarin X /, 
i 

of 

e Is a=b== 
kunnen 

1 
a . Drie der onbekenden 

willekeurig warden aangenomen. 

In het geval van een homogeen stelseJ. zijn alle karakteristieke 

determinanten steeds nul, zodat dit stelsel dan steeds oplosbaar 

is een triviaal resultaat, want altijd is er de nuloplossing . 

Een belangrijk bijzonder geval treedt bij een homogeer1 stelsel op 

als r=in.~,n-1. Een df::r onbC::kende11 kan dan willekeurig gekozen warden .. 

Stel bijv. x . De andere onbekenden warden homogene lineaire func-n 
ties van x ~ dus X~=Cx. Hierdoor is de verhouding der onbekenden n 1 n 
cJus bepa a lc1 • 

Voorbeeld 20. 

Los op het stelsel vcrgelijkingen: 
I 

0 

0 

Oplossing: n=3; m . .,.,2, r~=2; een hoofdmatrix is 

1.tJe vinden dan, volger1s de regel van Cramer: 
! 

X3 2 1 • 

X3 
X3 1 '.) X3 '1 T" 

x1 x3; x2 .. . • • • 

5 1 2 1 2 

3 1 3 1 

1 : 2 : 5. 

2 

1 
3 

5 

2 
1 

, 

• 

l 

• • • 
' ! • 

Hetzelrde treedt uiteraard op bij een stelsel, waarvan de co~ffici~r 

tenmatrix vierkant is, met rang 1 lager dan de orde, zoals bijv. iP 
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het volgende voorbeeld: 

Vc,<)·rbt..~eld 21 • 

Los op h8t stelsel: 
,,• 

X 5x I'"") 
l 

X3 0 I - "j 

\ 1 c:. 
• ,, 
' ,,/ • y • ¥ X3 0 • ... --t - /' j - - r. • 

' ) \ C • 

,.,_ 0 
-

Oplossing: De determinant van de matrix 

A --1 ..... _-1 • ~ 

lS u. • • 

• ' • 
J 

l~ 
I 

\ 1 () / - r ~-• 

-1 1-:-: " • 

Een hoofdma t 1->ix 
• ·- _,J 

p:,., • I van lS 1 1 
Dan geldt dus Orval.gens de regel 

van Cramer: 
' . 

-x3 -5 -x3 

X3 2 I XJ 1 
x1 X.-') 

., 
x2 x,, -- -·" - ·- j 

•; 

3 
., -- -

:.) -" 
,, 

'1 -5 1 -5 ' 
,.,, -

1 1 '1 

2 : "1 

Stelsels lineaire vergeJoijkingen kunnen door midclc::l 1.Jclrl inat~:(lic~~s 

zeer kort warden uitgedrukt: 
n --

Het stelAel vergelijkingen . 
,.L_ •• ,._., 

Et C, ,,X .=(:;" 
lJ J l 

is op grond 
j:::: ·1 

van de definitie van het matrixproduct blz.16 g e l i ,j k\AJ a a rd . i. g t1 a n 

de matrixvergelijking: 

waarin A v1eer de co~fficif:1ntenmatrix 8 ... J.J 
is, die WE~ op willen lossen, bestaande uit 

x 1 ,x 0 , ••• ,x, te identj_ficeren mt)t de 
'- n 

\ 

voorstelt, X de matrix 

1 r i , j ·\.r ,1 r1 r1 c➔ 1 em~:;: n t e n 

C Ct e 111a t r ix ., be s ta a n d e· u j_ t~ 1 r i j v a n m · ~ ·";, ,,._, ,. :-. n .:. 

J·" r) (:, n t l!? f J" C .:l 'J'l (:::. !"' m :-. t (1 ~ r i' j V ('.\ 0 ~'- 0 1., 
- ~ .,, • 4 c ·~ ""' , e __ .. e , "' .. • , ... , ""· .. 

zijn dus kolomvec torl~11 .. 
.. 

Het oplossen van het stelsc:::l \rt21,.,gE:lijl,{i11ger1 is hiermede tE.:r'11ggE::-

brr1cht tot het 

A en C gegeven 
:?: 

oplosse1'1 v·an dl: matrixvcrgeli~;king 6~23 naar X als 

zijn. Als m=n en A niet-singulier, dan kan dj_t gebeu-
:;;::-

f' ren door de beide led en van 
:,d 
-''"'' ·f(]'
',!.,,-i 

6.23 



6.24 

Uit 

X g 

l 

,·~-~ 
m ... 

6 .18) en 

n 
'-..' 
L ____ 
Q ~-1 -

J 

C " 
J 

,-• 
(".,t 

" lS 

...... 1 
• 

C " " .. 
::.J J 

... a ,: .. :. ........ 

-

6.24 

1 
' 

• A • 
• ' • • • I • • I 

Val er.,_ • 
t'.:J l.1 • 

n 
. ....... 

L.- m 
6 

1 J 
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6.23 is 

• 

r, ~: i '-' " 
. l ,J ...... 

d j_e men 

' . -. 
ui t~ A VC:: rkrj_ j gt door hit; ·,")i 11 de i c~ l-::1.Jl ()ITT te vc~r~~2ngtn door de kolom-

we1.kE-: dett=.:rmir.1811t 1AJf·;; genoe1r1d 11.0 b 1) C:. r.·1 A ,. ! ., Z O d G t 
]~ 

J\. 0 

l. in o\re1~eenstemming ~12t 

op te lossen r1c-=-tar 

warden als de 

3 .. < X ,, 
lJ J 

'··-· n 

C D 

l 

NI I IA 

( 6" 
\ , 0 21 . 

is dui .. deJ.iJk~ dat indien ge-

, , X n 

op analoge wijze ber8kend kunnen 

stelsel 6.22). Verkeren we bijv. 

in het geval, dat c1c _ _:. mat1,.:·i.x ?_1 ~ niet-singulier i~3, dan is het rE;
··- J 

s u 1 ta at d at de v e c i: ,:, 1.~:~t 1···, J•: ., h on1og e en 1 in ea i r·· ku~ r) c.:~r1 vJC) r,c:1 t~: r'- lt i tge -
t} 

drukt in de vectoren c .. We lichten dit toe aan een voorbeeld: 
l 

Voorbeeld 22. 

toren zijn van 

gen: 

...... 

2e 
1 

- e 2 -
-+ 2e 3 -- 2e 2 + 

0.,1.,0 en e .1 ..... 
~ 

0.,0,·1 ba sisvec-



fl 
1 5 -3 

,- I -f' 
2 -'1 2 

,,. 
-2 I 

3 
e1 .,, It I Fl -

2 5 •i 
-J -

1 -1 2 

3 -2 1 

t 
i 

' 

E, '1 
• 

J ,----· 

'1 r. 
• - i 

2 

3 -2 

--··-

'J L 

1 

I 

2 

1 

3 

-· ' i 
C,. 

/"', 

_') 

De betekenis van de dGtE:rminanten in 

die elk een kolom vector8n bevatten, 

ir 
1 -3 

'{,;' r) 2 
c.. 

' 4,\ 1 L3 
" I 

~ 

'"" ' V"""' .._ • 
' -~,,,I' } -· 

- -1 
,_ 

• ,.,,J 
,~,-

r-, / 
, " -c~ l 

' 

sch i e d t ov ere en koms t ig cJ e 1) c r(::: ke 1·:1 in;~ v- s 11 G t-:\l'J one ~le tct J. l f;n d c: t t! i:Jr~·ii.113 1:1 t: & t') 

We vinden dan: 

In de analytische meetkunde wordt veelvuldig gebrL.ik gemaakt 

determinanten9 Is biJv. in van 

van een plat vlak <)(. op ·punt t:ri vlakstelling vergelijk 1.15 

X .. 

Dit betekent hetzelfde 81s de drie getallenvergelijkingen: 

a }\ + • 
T p .-1 

1 , , , 

) 
! 

+ b2JA. -x2 + 'Pry • ,. , -- - . 
, 

._::, t .L 
-,,-..,. . .._ ...,,,. +- ,., 
(_) 3 "-··i..· - -~ 3 1-.) ··1 I ' . ~ . l. ., ) 

,~ 
·' 

_, 

Een punt X ligt dan E:n slechts 

kingen in~ en,!u. een oplossing 
' • 

gelijk aan 2. 

0 

--· tl --- • ~, . .,, 

- ~. 
( ' -- , ,, 

in ol.... dit st2lssl vergeliJ-
--

~)X-- X= 

matrix 

De voorwaa rde voor l1F.!t oplosb8a r1 zijn is dan volgens stelJ~ing 6 .2 
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81 X ~-p 
~ ·1 

a2 x2 .. ,, P2 0 . Dit is de vergelijking van het vlak o( 
,,.. 
(j 3 

Ontwikkelt men deze determinant naar de laatste~kolom, dan blijkt 

is in Het is gemakkelijk te bewij

zen, dat oak iedere vergel1.jking van de eerste graad een plat vlak 

voorstelt~ 

Is_~_door d1~ie v1,.,ijgelegE]t1 ·punten P JQ er1 B~ [sel-.;even., dan nemen we 

a-·q p en b=·r-P., waardoor de vE'.1~g,.::liJking ,.r,qn het platte vlak over

gaat in 

x1-r) "1 

x2-P2 

X3-P3 

I 

Door de determinant in het linkerlid om te vormen, vinden we voor 

de vergelijking van het vlal{ 

1 1 ·1 

P1 q1 
.. ..,...,, -v ,. '1 .'\. 1 

6.25 • 

Het linkerlid van iti een functie van de 1e graad in x1 ,x2 en 

6.25 X .. 3.} l) 1 a t ,, l .1 k' v· o o r en 3 a n g e z i e r1 a a n d c z E.: v e r g e -· 

p1 .,q
1
. of~ r.!, 

- . .L 

de determinant in l1et linkerlid van (6.25 gelijke 

kolommen liggen c1c p·ur}ten P .,Q en R i·n da t vla k., zoda t 6.?5 dus 

inderdaad het vlak PQR voorstelt . 



sen van een stelsel lineaire ver·geliJlcir1t=:sen n1et bc0h11:lp vc1n cleterrni

nanten, geniet bij niet al te grate stelsels zie opm. blz.65 soms 

de voorkeur boven de gewone elin1inatie-met1~1ode 1'sc:11oonve~~et1'1 van 
, =•a"" 

kolommen van de birj het stelsel behorenc)e rnatricE:s, ~ :) blz.30 e."J, ·. 
~ 

Met name za 1 de determinsntenn1ethode n1et v,ruct1i~ ~c1;1nne11 wor"der1 toe-

gepast bij het oplossen van stelsels lineaire vergeliJkingen van 

niet te ingewikkelde vorm, waarbij de co~ffici~nten en of de beken

de termen variabele grootheden voorstellen, die in onderling ver

band staan, en waarbij het de bedoeling is de bijzondere gevallen, 

die zich kunnen voordoen nader te onderscheiden, zoals dit bijv~ 
h t 1 ?-

0 e geva was in Voorbeeld 19J blz.boo De bij de oplossing van het 

in dit voorbeeld optredende stelsel te onderscheiden gevallen a 

t me zouden veel minder eenvoudig zijn 3fgeleid indien de gewone 

eliminatie-methoden wPren toegepast. De determinanten-methode heeft 
'--' , 

in het algemeen dat 
,. 

vergelijkingen op systernati~1ct1e ',~,Jj_Jze 1 oe oplossingen lzo deze be-

staan kunnen vJoroen 8 fgelei(J. Bovendie11 '~can \rolgt2DE3 een eenvoudig 

proc~d~ het stelsel op str1ijdigheid warden onderzocht, n8melijk 

door berekening va~ 
., ae karakterj_stieke determinanten . 

determinanten de ~e·terminant van het nroduct van tw~~,Ma~rices is 

het 

0 r·, e· p n 
~ t:·' Jl'..,,.11 ,tlj 

gende transforrr1atj_es: 

/lb 
l • 

"t r -::) Y" 
\.'(.,,1.1 

verwisseling van twee kolommen van A; 

, voeren we eerst 

matrix 

~\1~_~1 P .. en met een :factor vermeni~vuldigde rijvector van opt e J_ 1 ~11'1 g ( .! i _ u 

A bij een andere; 
2b. optelling van een met een factor vermenigvuldigde kolomvector 

van A bij een andere; 
38. vermenigvuldiging van een 

3b. 

de rang van een matrix invariant. 
' . . . . 

' . . . ' . : . ' . 
. ' .• _,- _.,·, .,-_,-,- -



D,.·+'initi"t=:i .LI C _.. -- - ._, • 
'f 1 .c:.en matrix A heet geliJkwaardig of 

matrix B als A 

acl1ter elkaar uitgevoerde elementaire 

als A geliJkwaardig is m~t Bd 

Stelling 6.28. 

a en 

b 

C 

\ 

C ) 

waa rd ighe id. Om b 

elke matrix A geldt 

a 1 s A r"-..' B ., jj a n B 1 --..i A ; 

a 1 s A r-...; B e 1 1 B /'-,} C d ,~1 n f1. r0 C . 

elem.transformatie T kan wor~e11 door een 

een 

ac1nta 1 

ArvB 

te tonen, dat elke 

-1 formatie T , de is de inverse van de transforma-
tie., 

ling 

die twee ri 1Jen verwisselt de transformatie die dezelfde verwisse

uitvoert. Als T de transformatie is die k maal de je riJvector 
optelt bij de dan bestaat de inverse transformatie 

telling van -k maal de 
r~ 

" ,-: 
J riJvector biJ dE: if:. ~L\ls ·r de transt'"'ormatie is 

die een rijvector 

transformatiE· die dezelfde 

fac~tc)r k 

. ,. t t 1 ~ ld " t Al " riJvec or me K vermenigvu 1g. · s A nu 

wordt getransformeerc d O O r ........ ,... r ·c' e r~ r-·, ,,. V'" V O l ,...,. re 1- ,.. · _,..:i • . t ·r· A n c• ,(''I ....., .,,....,,.., r, t 1" e ,... 7 n B ,_, I ' 1 -·' • ' .... ..; I I ,., r' I ,,, i l t·. r· • . • ' : ; i • ' ' ; r1 . ~ .. ,_ c., _, ,. ~·-•-..... ~t--:.)•·"' ,,•J ,,.,, __ ..,, _,.,,., ... ~~ .,. ~, """'·.,,,,i .'f' :...,, 

b 

symmetrische en de transitieve wet. 

nieerd vc)or een 
-cien, die re f 1. <:~ x i. e f 

e qui va 1 {:::n t i:2- 1~;~·..: lat ie . De E;e nv o·L1Ci ig s ;c e equivalent it~ -re :la i; i(:~ is ui te r-

8 A r cl d e g e 1 i ._i k 11 e id s 11 2 1 a t i e ., d o c h e r z i ,_·; 1··i v e 1 e r) ~:1 c~ e t·1 E: • G c: J. i ~! k,,J a ;1 r cl ~i g -

-van 

Voorbeeld 23. Een matrix heet congruent met een matrix B als e1~ een 

niet-singuliere mat1~1x P dat .T 
PAP -·B .. 

Bewijs, dat deze congruentie van matrices een eouivalentie-relatie is. 

a 

b Uit 

heeft: A== 

C 

I een1,1e id sma t rix 

daar r bii (,, 

·zie opgave 

=· C volgt 

een 

rp 
of QPA QP · -=c op grond 

• .c 

eer·j inverse 

.. . }t 1 van stell1ng ..,. . · .. ·, .b 1·. ~ i/1··9· · · · .,, ... , 
;,:_· -~1 ._-:,: . -~ •.. }s. ·-. ..-<;,:· '--:: ,: --\ii·_ .. , r:; ,--,_ii-. 

' ' :. : ; ., . . 

. . ::: ,,._ : ' : -
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stelling 6.17, blz.52. 
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is QP ook niet-singulier, volgens 

,... 

v a n e en n1a t r ix s y· s t e ma t is c 11 be~ ~1-:i ~ 1 a:1 d· o ·'"'I ·r" I • t:"' <,.,! ( .~ . , \,_, 

scl1oonvee;en van rijen of kolommen. I-iet f;t;incipE:: was c1e matrix dr:,or 

toepassing van elementaire operaties er1 schrapping der nulriJen en 

nulkolommen te transformeren in een matrix van eenvoudige gedaante 

blz .28 . Indien wr~ de nulrijen en de r1ulkolommen niet schrappen, is 

volgens 5 iedere m,n -matrix A van de rang r door elementaire 

transformaties over te voeren in een matrj_x B van de volgende gedaante: 

B ---·- _ .. 

• 

0 •• D 
0 ,. . 0 ,. .. • • • 
• .. • .. 
r\ 
\.,I Cl • ,, 

,,l 

I 

0 
.,, 

" 
• 

r (1 
1. •• ) • -.._, , ev8neens s2rnengesteld uit 
n -, 

/ I 

• ' ., _. 
.. • v 

111 .. • f 
(1 / • " "-·" 

·n ,,,. . .J.... 1. ,-; L, de eerst8 r elementen ind~ hoofdd1agonaal 

canonische vorm van A die eenduidig bepaald is. De rang van een ma

trix is dus geliJk aan het aantal enen in de hoofddiagon8al van je 

bijbehorende canonisc~e vorm. 

') 
_) 

;1 1 2 
De 5,4 -matrix -1 0 -2 

2 1 3 -1 

0 -2 3 
0 - "1 

de rang 3. De car1onische vorm van deze matrix is derhalve 

1 0 0 0 
0 '1 0 0 
0 0 1 0 
0 0 0 0 
0 0 0 0 

Stelling 6.29. Twee matrices van hetzelfde type zijn dan en slechts 
' -, 

sc11e vorm .• 

Bewijs: Als A~JB,, dan hebben A en B volgens het voorgaande dezelfde · .. · 
" ' ' . 

rang. Omgekeerd geldt, dat als A en 
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B' als canonische vormen, dat rang At=rang A =rang B=rang B'. Dach 

vanwege de vorm van A' en B' moet gelden A';B'. Op grand van stel-

ling 6.28 c volgt dan uit A1'-JA' en B'"'-'B: AA..JB. 

Stelling 6.30. Iedere elementaire transi~or,,1natie van een matrix Akan 

verkregen warden door Ate vermenigvuldigen met een niet-singuliere 
matrix. 

Onderstel dat A een matrix is van het type m.,n. Bewijs: 

a Laat E een matrix voorstelJ.en, die uit r zie blz.54 ontstaat 

De ma trJ.x 

van de ie 

11.1 i sse 1 ing 

EA is de~ de matrix, die uit A ontstaat door verwisseling m 
e en de j riJ; AEn is de matrix, die uit A ontstaat bij ver-

.. ~ (_'\ p 
van de.: iv ell de j .... l{olom. IJe mntrices ~~ en E zijn niet-rr1 n 

verkregen warden door linksvermenigvuldiging van A met een niet-sin-

1:-:;11liere matrix; iedere elementaire tra11sformatj_2 van 1.lE:t tJ1pe 1b kan 

verkregen warden door rechtsvermenigvuldiging van A met een niet

singtiliere matrix. 

b een vierkante n1atrix van de order voorstellen met alle 

elementen van 

r· i ~.:1 en d e -
li,ik aan O. De n·1at1~1x }i1 A is darJ de ma·crix, cliE:~ 11it A ontstaat door . m 

t 1 1 · k 1 d .e u .. J\ •. ~ d .. e op e ..J.. 1 n g; v a n .. ma a e J r i ~1 ,, rt r "'w.. ti ~L J e 1 ; 

die uit A ontstaat door optelling van k maal de 

AF is de matrix, n 
.,e k 1 A b'. 1 ko om van lJ 

1na t ric E': s 1i1 .:.. m ~r! F ziJr niet-sinqulier. Iedere elementaire ~ - c~ ' ' .... 
transformatie van het type 2B kan dus verkregen warden door links

ver~enigvuldiging van A met een niet-singuliere matrix; iedere ele

mentaire traPsformatie van het type 2b kan verkregen worden door 

rechtsvermenigvuldiging van A met een niet-singuliere matrix. 

c Laat G een vierkante matrix van order voorstellen met alle eler 
menten van de hoofddiagonaal 

.. d .. e ., " d .e k l in e i r1J en ie i o. 01n 2 

menten zijn gelijk aan O. 

1, uitgezonderd het element 
' 

dat gelijk is aan k; 8lle andere ele-

vermenigvul-, 

ontstaat 

niet-singulier. Iedere elementaire transformatie van het type 3a kan 
• . 

dus verkregen worden door linksvermenigvuldiging van A met een niet-

singuliere matrix; iedere elementaire transformatie van 11et type 3b 
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kan verkregen warden door rechtsvermenigvuldiging van A met een niet

singuliere matrix. 

Hiermede is het bewijs geleverd. 

Aangezien het product van twee niet-singuliere matrices weer niet

singulier is stelling 6.17 geldt bovendien: 

Stelling 6.31. Is A een willekeurige matrix, dan bestaan er niet

singuliere matrices Pen Q, zodat PAQ=A', waarin A 1 de canonische 

vorm is van A. 

We merken op, dat de matrices Pen Qin stelling 6.31 niet eenduidig 

A I R RA 1 :, d a n i S J i S A1 "' "i 

zodat A' voor iedere niet-singuliere matrix R. 

Definitie. Onder een elementair2 matrix verstaan we iedere matrix van 

het type EJF of G kzO, omschreven in het bewijs van stelling 6.30. 

Stelling 6.32. Een matrix is dan en slechts dan niet-singulier als 

hij geschreven kan warden als het product van elementaire matrices. 

Bewijs: Als A niet,,-singulier is, is zijn canonische vorm een eenheids

ma trix I. Volgens stelling 6.28 ·b kan I in A getransformeerd warden 

door elementaire transformaties en dus geldt volgens stelling 6.31 
A==PIQ:PQ,., .waarin P en Q de p1--ioducten zijn van elementaire matrices. 

Het omgekeerde geldt wegens stelling 6.~7. 

Stelling 6.33. Een matrix A is dan en slechts dan gelijkwaardig met 

een matrix Balser niet-singuliere matrices Men N bestaan, zodat 
MAN· -.. B. 

Bewij s: Als A rvB, hebben beide ma trices volgens stelling 6. 29 dezel:fde 

canonische vorm. Er bestaan dan dus niet-singuliere matrices P,Q,R en 

niet-singulier zijn, op grand van stelling 6.17. Volgens stelling 6.32 
geldt omgekeerd dat als B,=MAN, waarbij M en N niet-singulier zijn, M 

en N producten zijn van elementaire matrices, zodat A getransformeerd 

kan warden in B door een eindig aantal elementaire transformaties toe 

te pa ssen, en dus Arv B. 
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We kunnen nu op eenvoudige wijz~ de genoemde productstBlling bewij~~n • 
• 

E~rst bewijzen we een speciaal geval: 

Stelling 6.34. Als Been 0lementair£ matrix van d8 orde n is 8n A 
• 

een willekeurig-e vierkante: 1na trix va11 de orde n, dan geldt 
'; • 

AB 
l 

t BA I 
' 

Bewijs: a Als B 0en elcmentairs matrix 
t 

()an is i B =-1 en BA 
• • 

B verwisseling geeft van 

geldt dus in dit geval. 

tvJE:e 

A , daa r 

rijen of 

is van het type E blz:77, 
vermunigvuldiging van A met 

kolomm2n V8n A. D~ stelling 

b 

van A met 

Als B van het type 

B heeft tot gevolg dat bij een 

en VErm8nigvuldig1ng 

ri~ of kolom van A een met 

een 

Dus 

getal vermenigvuldigde andere rij of kolom wordt opget8ld. 
I I I ' 

= I BA = ! A · .. ,. A . B . • 
; ♦ 

C A 1 B .. h t t- y p ,.-.l G d " ..... '. B ! ~ . . 1 d . i s 1 s v a r. . c v ,._. , .. a n i ,::. . = K c: n v e r:112 i.1 lg ..,Ju · i g n g 

van A met B heeft tot gevolg dat een -.-: r k o J. om v ;:[ r 1-~ r-.1~ t d c c on ... 

Hiermede is het bewiJs voor 

Opmerking. Volgens stelling 6. 28 b en 6 .3'1 j_s elke n1atr·ix A te schr.ij••· 

ven in de vorm: 

A 

waarin de cis en D's elementaire matrices zijn en A' de canonische 

vorm van A. 

Herhaalde toepassing van stelling 6.34 geeft 
• 

A -- C s • • • D t • 

• 

Daar elke C en elke D een de.t2rminant heeft /.0, geldt A -/0, dan 

slechts dan aJ_s A' 760. Nu geldt ,r-, • -:t:-0 dan en slechtf1 dan als de 

rang r van A gelijk is aan n orde van A J dus dan en slechts dan 

als A n1et-singulier is, zodat bewez~n is, dat een m8trix dan en 

• 

en 

• 

• 

o, zoals reeds eerder is aan-
• 

getoond stelling 6.]3 . 

Nu de productstelling voor determinanten algemeen: 

Stelling 6 .35. Als A en B vierkante ma trices zijn van de 

geldt AB l = A B # 
• 

E: n orde, dan 
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B . " evJlJ s: a Als A en B beide singulier zijn, is AB dat eveneens, zodat 

clan geldt: ' I 
J A =0., ! B =0 en AB =0 en dus AB -- A B ; 

b Als A niet-singulier is, dan geldt volgens stelling 6.32: 

toepassing van st8lling 6.34 geeft dan 

in b 

C 

bij 

B 

Als A singulier, B niet-singulier, 

toepassing van stelling 6.34: AB 

matrices zijn. Herhaalde 

' I • 

A B ; 

dan geldt analoog als 

BA A· B . 
• 

De productstelling bevestigt het feit, dat het product van twee ma

trices dan en slechts dan niet-singulier is, als beide factoren niet-
. l"' .. 0 1r 6 singu ier ziJn. ~e zicn 

inverse, dan geldt, d2t de determinant van de inverse matrix guliJk is 

De productstelling 

afgeleid: 

de determinant van de nstrix& 

voor determinanten kan oolc 

Beschouw de cletern1:i..!1P:l1t,., die gevormd is uit 4 V3kkE:·n: in het vak 

links boven staat de 1:12t;:")ix A, rechts onder de; matrix B voor, 1\1,2lkE: ?na

trices we de productstelling willen aantonen; verder staat in D rechts 

boven Oen links onder -I, dus 

D -1 • 

0 • 
. - 1 

• 

Iedere t8rm uit Dis ook wat het teken betreft, gelijk aan het pro

duct van een term uit A en een term uit B; omgekeerd komt elk de-
• 

en tel ze daarna bij de eerste riJ op. Vermenigvuldig vervolgens de 

rij op. Zo doorgaande b6reiken we, dat links boven O komt te staan, 

terwijl rechts boven de matrix C=AB komt. Nu geldt dus: 

D 

-- -- - ..... .... .... - ... 
0 •. 0 0 

-1 0 
• 

• 
0 .:..1 b 
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Breng de eerste n kolommen geheel 11aar rechts, dan geldt 

D "" -1 

dus D A B C AB • • 
2 2 2 2 

Voorbeela 24. Bewijs, dat ' 

2 () 2 2 
a2+b2 

c.. a +b 
2 3 

2 2 2 2 a,~+b4 _,; 

2 
at\+b 2 

3 2 
a4+b4 

2 

' • 

2 t 
• 

0 1 1 a a 1 ...., 

Bewijs: I 

2 
82 a . '1 0 

2 
2 2 2 2 2 0. 

1 0 b2 b4 ..... 
c3 

2 
a4 84 1 0 0 0 0 0 

r 

Uitwerking van het linkerlid geeft juist de determinant, waarvan we 

he t n U 1 Z l.. .:; n --1 , 1 a ... r-· .. 11 
J J . v .. .... - . -· ' . 

Voorbeeld 25. 
.. sin 

.. sin 
.. ,3 --l- ,:-:J...1 " ') -1- -'l I ' ,-3 + ... , ... f 0 s J.n SlrJ f ·• r:"1 ., n 

j ._, i:) .L V 
'. l ,. j-....' t (J 
• ' 

I 

.. . <X_. "' 13 ' 
;., )"' + },,,. r sin v· "t- , sin r·+ ~·

1 "L n I '-•. .. ) -
f! . . ' 
ti 

/~ 

. 

Bewijs 
. I • t JI' ! .. .,., . t_·-j.__ f) • ; ,,,.-;, cos 0 sin cos cos . ., I ,..., C) Cl ,, /·J • 'I,, .... \, . ." .. w -· ._, . .. 
• • 

sin 1::--: P. ;:) s 1. !·1 t .. -J t .. • I 0 C 0:1 
' sin sin Y-. ...;,.1 -.:__ ... 

_.. . .. 
I~-

• • • 
/ J'/ () 0 0 0 sin ~a~ j ,...,. :...., I 

Uitwerking van het linkerlid geeft juist de determinant waarvan we 

het nulzijn wilden aaDtonen~ 

Voorbeeld 26. Bewijs~ dat 
I 

' ? 2 r, 2 
'1 +ac +a 

C. t 

1 + 1 +ab+s '-b C • 

2 2 2 L~ 2 2 2 2 
a-b b 1 1- a b-t-a b 1+b +b 1+bc+b c A-C C -

2 2 2 2 1J. 
\ 

+ ac+a c '1+bc+b c f 

a2 
t) 2 

l 

1 1 1 1 
a,_ 

'1 a a 
Be~J,i j s: Het linkerlid 

.. 
lS 

b2 b2 b '1 b 1 b a C 

2 2 2 2 
1 b C C C C C 

1 

1 

1 

a 

b 

C 

is een determinant va11 Vandermonde en gelijk aan 
2 

C 

n 
C. 

• 

• 

o. 
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c-a c-b b-a , waarmede het beWiJs gel8verd is. 

Opmerking. De a lge111ene gedaante van ecn dc:terminant VP1t1 Vandern1onde 

is 1 

1 

2 n-1 · 
a 1 ... a 1 

2 n-1 a ~ 2 ... 1_,0 
.... ~ 

... .... .... -- -- - ... ... 

a n 
2 n-1 I 

I 

Deze is gelijk aan het product van n 
2 n-1 

De productstelling kan warden uitg8breid tot rechthoekig~ matric~s. 

Is A een m,n - (3D Been n,m -matrix, dan is AB ~~n (m,m -mntrix. 

Het heeft dan zin tc vragen naar det.AB. We onderscheiden de gevallen 

m,,. n en m < n. 

'1. Is m > n., dan v2randert AB ni2t 1 wanneer wij A. Ran de rechte·ck8nt 

met m-n kolorrunsn, ge·hc:el uit nullen bestaande, E;n B aan de ondBrkant 

met m-n ri,jen uit nullen tot m,m -matrices aanvull~n. De deturminan-

ten van de zo gevormde m,m -matrices ziJn nul, en dus geld~ 

de productstelling: det.AB=O (vergcliJk Voorbeeld 24 en 25. 

Stelling 6.36. Is A een m,n -matrix en Been (n,m -matrix en ism ~n, 

da 11 is det .AB,=0. 

Opmerking. De juir:Jtheid van dez~= :Jtellir1g l~:an dir(;ct worde11 ingc:·1.•~;!l 

door op te merken, dat d0 rijen van de productmatrix AB lineair~ com•» 

binaties zijn v2n de riJen van B. Volgens stelling 5.14 bevat AB dus 

volgens stelling 6.8. 

2,. Voor het geva 1 m < n 

Stelling 6.37. Is A een m,n -n1ot1..,ix f::n B ec-:11 (n,m)--rn1:,trix en ifJ m< n, 

clan is det .AB gelijk aan de som ,,rnn de producten vr1r1 OVt::reenkon1t1i~ .. lf~e 

ond8 rde--cern1ina ntE:11 ui t A er1 

Onderdeterminanten van ds me orde van de m,n -matrix A en de n,m -
matrix B heten overeenkomstig als cle ·l:{olort11·r1~·r1 ,1an A, waaruit de eerate 

onderdeterminant gevormd isJ dezelfdE.: nu1nmers dragez1, als de rijen ve:n 

BJ waaruit de tvJeede onderdeterminant bestaat. 

We zullen de stelling toelichten aan 

~.· stelling zullen we achterwege laten, 

een voorbeeld. Het bewijs van de 

aangezien dit ons op dit ogenblik 
• . ,:, 
;•\< ,_ 
,;'- ', 
'",; 

i te ver zou voeren. 
il):· 



; . 

/Voorbeeld 27. 

2 2 
a 1 +a2 +. 

2 
_ n n 

2 
+ •.. + · n n 

n 2 n 11 • 2 
"( µ • ,---··- 2 Of p / b 

,--- ' + 
/' 

' • L 
' _.. ; 

~. 1 " .. . ,, - 7 l 
{,, ..,,.,, _ _.._ -

1 - .. 
1 ' 

l -- " 1 I ·1<1<..k<:n J , ' .. l ... "' ' .... ' .... , 

• 

3 '1 'c.'l '""'I \ / 

31 b1 '· .1 2 • • •'-""n n n 2 Bevvijs 
"I\'"' "'"'"' • -= Lil 

• • . ....... 
• a """ b / p • l .. , "· ·•.,t 

l A, ,11 

b .• r\ ]. ' .J. 
I 

., 
1 1--.1 c:. l • • • r. 1/1 .. 

• n n 2 • b~ ' b* ,-:-, ) 
b a l ,_ • " --· .... 1 l l n n i · .. · 1 ~1 I 

Toepassing 

lid gelijk 

van stelling 6.37 geeft dat dE) determinant van het linkE:·r-
" is :1an 

... _ .. _.._ J. .. \,. '. . 

n 
-...... ,. 

i=1 

n ,. 
~n 2 t', 2 

_._..._....,. __ 
:;.. ' • fP c.. ~ ,., 

a ./ b b ':;I , 

--t - ,,, l.i 
• 

" • .. .• 
..L • l /. l l 

_ .. _-,._,_ -•-- •·· ,.-.,. 

i 1 • 1 1 $1•,k~n l • • 

Het n 
2 

de identitcit is ook geCTAkkelijk 

som van 
rechtstr~~ks tc verifi~r6n. 

reele geta llen 

Opmerking. Zijn a en b vectoren in R en n. ~n bi n 1 .J.. 

v~ctoren op 8(~n Cartesisch co~rdi11ntenstelsel, dnn is 

va~ d~ ongelijkh~id van Cauchy-Schwarz: 
~n F ~ het product der lcn~ton 

. ·~-,.. "• "l,""'111 

Het linkerlid gedeeld door het rechterlid van dez0 -
is per 

de~~nitie de cosinus van de hoe1c di0 de vectoren a ~n F insluit~n. Het 

gelijkteken geldt dan en 

richting vallen cos O 1 

toren orthogonaal 
• 

slechts dan als de vectoren ~··en~ in 
. Is het inwendig product 0, dan zijn 

, . l'"" ' ' , ' J . , ...... 
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1~ Eigenwaarden en eigenvectorcn 
T p ~ +- 1 , , c:1 C, L; \.. homogene lineaire n,n -transformatie zijn 

re~le n-dimensionale vectorruimte met vierka·r1te 
ma tr,,ix recJ_e met betrekking tot de basis 
e:=~_.,= '1.,0., •.• .,0 , 

lJe zulle~ in Rn de een-dimensionale deelruimter1bepalen, die 

j_11variant blijver1 bij de tr(3nsf~orrnatie ·t. Het is duidelijk., 

invar:1_an·t blijft bij --c·, als deze deelrui1nte opgespannen 

wordt door~ een vector X gegeven in matrixvorm als een matrix 

van 1 rij met n elcmer)ten geliJk aan de resp. re~le kentallen 
re· zie blzo70 J die door getransformeerd wordt 

" 7 ''l -~L c:;en 1'"lceel veelvoud da t eve;·,tt1eel O mag ziJn van zichzelf. 
d j_ e 11 er, c] a a 1: om t e z o eke n n a a r a 1 J. is VE'C t<)rerl varl Rn, ongelijk 

een re~el getal is. Dit 

in matrixnotatie: 

de r1ulvec tcJt"J 3 d t .. rAT k·•r ,, , z o a ;\.. · .. )\. ., w c::1 a J~ :L. n K 

7.1 

I')f1Zt~ vergeli.jl{ir1g is eauiva lerJt 1-riet het stelsel van 11 r1amogene 

l i 1-J E.~ a i re g e ta 11 e r1 v (:; r g e 1 i :J k i n g C:': r·J : 

..... ..... ......_ - ..... - -- - -- ... - .... .... 
. 

-f-a 2x2~l- •• Q + ··. y, . 
.. l 

-k 

met coifficiintenm~trix A--kI~ 

st,3J_sel h2eft dan en slechts 

)~ =0 
1·1 . -

• 

dan een andere dan de 

1 () c, s ·1' n g :::i 1 ,·:, iJ - k- I f . .) l • :.::, j c;~ .. l ! 1.. l. • _ singulier(] matrix is 

nulop

bijv. 
,... 1 ·1 , r'\ .,.., ✓, l t .) .: . ~ • f:-:~ c:. .::: i l • l( Tl10 E.' 1 

• 

... ,.:'). ii A , ,.I 

gevonden 

• 

-- -- -
a /l 

ll l 

zijn van de vergelijking 

0 

7.3 voldoet, kan 

oen van 
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De ontwikkeling van de determinant A-k I in het tweede lid van 

7.3 
ten. 

A. een complexe matrix is n oplossingen voor kin het complexe 
vlak, 

komen 

in te 

die niet onderling verschillcnd behoeven 

onde1~ 

te ziJn; eventueel 

dat alleen de re~le oplossingen voor k biJ een re~le 
.. zien, 

matrix A kunnen leiden tot re~le oplossingsvectoren van 7.2, on

gelijk de nuloplossing. Want stel dat k=a+ib, dan zou de exiaten

tie van een reele opJ_ossing van de eerste vergeliJking van ·•· 7.2 
bij nulstelling var1 het imagina11~e deel va11 het 

linkerlid .. · De overige 

zodat of b=O 

vergelijkingen 

etl clus k reee 1 

gever1 onaloog: 

- r1 v 

hetgeen nie·t. ka;.1 optreden, omdat 1.AJe de nuloplossi11g hebben buite11-

gesloten. 
~ 1 \ri-
~--... J • 

In de practi,•.il-c j_s 11et nuttig om ook de
1
,/niet-reel€ wortels van ·. r{ .3.·.• 

~n de beschouwingen te betrekken. Deze niet-re~le wortels zullen 

bij subsitutie voo~c· k in 7 .2 niet-reele oplossingsvectore11 leve-

d .. ld ·· ... A.X
1r 1 xr T ren, le VO 08£! 8c3n ... =~{ • 

Stelt nu A eet1 

t ransforma tie 

complexe matrix voor van 

in deze paragraaf verde~ 

een homogene lineaire -
kortweg aangeduid met 

lineaire transformatie in een complexe n-dimensionale vectorruim

te C verzameling van alle vectoren met n complexe kentallen, dan 
n 

spannen allE oplossing8v2ctorer1 van ·r.2 ·, ongelijk de nuloplossirlg, 

~nvariante een-dimensionale deelruimten v~n Cn op. 
Deze resultate11 zulJ_e11 we samenvatten in stelling 7 .1, doch om c_je 

~ormulering hierva1·l zoveel mogeliJ1< te vereer1voudigen, voeren we 

eerst enkele definities ir·1 • 
• 

Defin1ties. Als A een vierkantc matrix is van de 

menten in hGt c 01~r1:Jl0:xe vla k., l1eet dE: determi1,.1ant 

e . . n orde ine t e le-
, I 

l A - x I l tj e ka r a k -

te l~sti~eke ~ t ·n~nt \1.a•n· A- De ontwikkeling. van deze determinant - r , - < .. ,, e , c rm i · ,., • , . ._. 

is een veelterm van de ne graacl i11 x., de karakteristiel{e veelterm 
. . ., . . . . . . . . 

van A. De vergelijking 

king 

tie ke wo rte 1 B va 11 A. Deze ~1orte ls \A1order·1 g.•ewoonliJ l<: de ~~~,;~::,1:.~.~!~•~-~-f:~:. 

genoemd. 
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keen eiger1waarde van A, dan wordt iedere complexe vector X van 

C die ongelijl-c 
n r 

is a a n d e rJ u 1. v e c t o r e 11 d i e v o 1 d o et a a r-J de v e r g e 1 i j -

eige11kolom • 

We merken op, dat wegens het singulier zijn van de matrix A-kI, 

bij elke eigeni·Jaarde van A minstens ~~n eigenvector van A behoort, 

en dat iedere scalaire vermenigvuldiging *O van een eigenvector 

een eigenvector oplevert, die met dezelfde eigenwaarde correspon

deert5 zodat 

Stelling ·r--. 1. a 

c1E: bas is 

() "'I r--, 0 0 0 r"-, ··1 B-_"L ._·) E': 11,;f~ e i" ge ·11"Jrva a rd e· val:. A . ~ ' .5 ··.f • .. .. J ✓ , • .. q ; J , • • .. , i. .. , ., C, < • - - •• - beh<.)Ort 

A spa 11 t 
blijft bij 

b ,:l • .., r t , 
fie. .J .r. l X v a 11 eE::1·1 1 inea ire t rc111 sf o r1mc;1 tie --r-- van 

BiJ elke retle eige11wanrde van A~ alleen biJ deze., 
.I' ., 

een 

b 1 i j ft bi j T . 

Voorbeeld 1. Laat A. zijn 

door de karakteristieke determinant 

te stellE-:n: 

cl O O r d e: e i g E; 11 V (:1 c. ·t () l 1 
( 1 :, j~ • 

E\1e11zcJ br~hoort b~1tj' de eir;enwaarde l~==1-i in de c 2 e<2n t;er1-dirnensio

nale deelruimte 3 die wordt opgespannen door de eigenvector 1,-i • 

De deelruimte van R of C , die bestaat uit alle vectoren, die bij n n 
een lineaire tra1~sformatie overgevoerd warden in de 11ulvector, heet 

de kern van deze transformatie. 

Als nu~ een lineaire transformatic is, met bijbehoronde matrix A 

s ingul ie r 17 is da 1~.1 een zgn. 

A een eigenwaarde, die gelijk 

singuliere transformatie, dan heeft 

Iedere corresponderende 
• 
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eigenvector spant een invariante deelruimte op, die door t overge-
voe 1'"ld v~o rd t 

d a r 1 rt 1......, a 11 n e · · 
- l ~~ L--' ._ ... - J L l 

in de nulvector. Dus als ~ si11gulier is 

de lineair onafhankelijke eigcnvectoren 
met mai:rix 

\t1·ar1 A, die 
respondere:1 1net 0., 

de kern va r1 ·top. 

Het is verdcr duideliJkj dat een 

s lee 11 ts c1a t1 eer1 VE:c tor, onge 1 iJ l,<: 

lineaire transformatj_e dan en 
de 11ulvector~, 

deze t r3nc1 fQY1ffir:it • .. C 1 ~J - l CJ l 8 bij 

aan 

een matrix behoort, die een eigenwaarde be-

Stelli11g 7. 2. 

c:::. .:L• O' C, ti V p C t Orr~ ri -~ - C:-) ,·, • .._ .,, , .__ 1 , • 

Bewijs: Laten we aanncmen, 

lende eige11waarden van eer 1 

er1 dat eer1 eigenvector 

k m .. 
He t be w :"'1w J s ,, 0 e r E: 11 

........ 1 ' ( 8 v 

orde, 

biJ 
' . 

. .c_ 

afhankelijk zijn. Er • lS da r1 alti:Jd r to vi~c~en 1~~<m 

'\ T O 7 ,-;- , :": n ' .'J ;:: 
• .J.. ; .... '- . . '-.,i . 

" . .1 

··r, T ' . . 
c +c \. . .1-, • ., -- O, n1e t .• .,.., , v ·:::, J .... , l~, .. 1 

o. 

V C. 1-in1.c.'.> 1-··, '~l ,;':'•' '...1' 1 J -Lr 1 i' O' ~~ l .... ; w (-:: rl E· ~ (.) \' t-':. rop·· e 1 i j' 1{ inf~ ~l J. n ks rfl e t A , 
i....-.,,. ,,.., .., . '-- , -- < ... "\ ._. .. - "-·• t:_~ t: .... ......,, ..... .; -- ' c_, 

ldt . I"'"' . r dan e,e .· . 

g e 1-:1 s '"t II ,.,,, : I I C: /, ~-,. "1 /\. ~ •1 I.J 2 ~·-... r,;:.1 ). 2 . .. 
l , l 1_. 

d j_ g v e rd <-=~ r, en -'c r~ e k l ~1 e t resultaat van II af, dan ont
- r 

c::itaat · ]' 'I' ·. a _ : C '1 
, ·, ~r · ~l in ea i r~ 

i -·-1 _., 2 51 • • .. ~ r v o 1 g t u j_ t d e 

X r+1 

I"'") 

c.. • 

' l Ci 
l ..J 

·\.r- ,r ·x.c 7 l -J n 
.('1.1 :, ✓.\.. 2 -" • " • J, 

1 rr1 •-' ... -
t c..:: lJ ~-:· ·"1 i J z •=: r1 w a s .. 

str:~ lJ_i11g 6. :33 

r~ r,i+1 r' 
l I,.. v··r·,.,,·--.r ,:_::; r·') !f . , ~ ·. " J , .. , n.i:~#i::!"'r·+1 :..J'• 

is een matrix Adan en 

N bsstaan, zodanig., d~t B•·. MAN Een eq_1,.,1ivalenti.e in engere zin 
Ci · . . . • 

opals de matrices M er1 ~ zodani~ gekozen i "1~ -~ 



• 

dat ze elkaars inverse zij11, cjus fllt:~ er eer·) niet-singulier.e matri,: 

p bestaat, zodat 

B .. 

Zoals we is het ti " 1 fl ., 1 ti specia e · equiva en· e van 
. 

ma t r i c e s , d i e i 11 a e e i g e 11 w a a rd e t l1 e o ·r i e e e r1 be 1 ;:3 r ; fs 1~ 1 tJ ke t"io 1 s pee 1 t .. 

Tene inde voo r 11et vervolg var1 dE;Z~ f.)3 ragraa f de tern1inologie niet 

node loos ingc:;wikke ld te ma ken, 21.,1.llen vJe nu kortweg t3pr1f.::ket1 van 

eq_uiva ler1tie zonder meer als we de speciale 
,.,, 

eauivalentie bedoelen. 
J,. 

In gevallen, waarin de equivalent1e dient te warden opgevat in de 

ruimere bete 1~enis (blz. 75 e.v. 221 dit expliciet erbij vermeld 

worden. Dus: 
• lS 

niet-singuliero matrix P 1Jestaat, r"J 0 t·~ I"":i _!::; y,··1 c,, f o l"":lm, ''.'.I t ; ~ v a r J ,,~ ·,.,.,,. ~ ~:,1 1, . 4.) ,_ _,,, t. ~ C;J ,,,1 . ...;,..., ,,# 

. .,, 
., "'.. ' ' . i " ]..... ' --

.t· . - . : \ _. i.i t' - ..... 
A 

'j""l - I c, D i.~, i) ,,. '¼d t l,JI pl· 
A.. 1 .._ J ., 1r ,..,.. l \ff '""1f" 

A genoemd met betrekking 

Oprne rkin,g . C;p g ror1c: V8t1 
_-1 

"Q~- P· · · ' A P~- n1 o·-__ t;':.J, --J...J,. .. JV, . , ~c . . 

b8 s C; f3 i r1 e e 11 C _ C, e r· f.: () r1 r, .., 
. j 

niet-singuliere matrix P bestaat, 

z j. E.~ c~) o 1c o ·pg a v e 8 3 ¢1 D <:·: b :i_ j 

de matrices A en B zijn dus equivalent~ 

in Zill V8 n 

f l . i . •· 
V .'."', M1• ,_ rrt,.·) t· ·1~1 -L c t...-.. o~" i· r.:~ r 1 ,,:1 r-: ~J."'l 01-r1 ·1., ~-. · • (: • · :( 1 ' : l O •• t J .. ::i 

C ' I l ~ .... ,,, ~-J ...., __ .., -~ - ""' - .... < ~,...,_ - - ~.. .., 

\,. ' • -~ - ,; !,, -

~-,... C\,,, me CG-- • 0 I •. !~,lJ• ... I),,~·' , . .,, .... ,::·J'--·•·'-'~-l\,.,x_J(,. t, .. J ,., -.,-.. ~ ""·. • • 

m:.--e ;-
c l; s l) "C (:: g e ··- \,,, , <.:1 . 1.::) - . ~- - r ,. J., 011 "-' . -·· .L \. - .I. ,1 ,_ ,~ .. J J. . -- V 

cler dubbelzinnlf6l-1t~i(3 

waarde11. 

Bewijs: a 
. -1 i . Als BP AP, can 

determinanten 
I -1 1 .. 'P·. 

B __ 1p.- iA- ,· ._ 
. l I - I ' 



C 

I t · A-xI P -1 -1 P AP-xP IF1 

-1 
P AP-2cI -1 P AP hebben dus dezelfde 

tieke veeltern1, dus dezelfde karakteristieke vergel1.1-
¼.,,~·, y 

king en dui3 ook 

dezelfde eigenwaarden. 

Opmr-:::: -~~ l.r .L-n g a 
.i. '- L ,\._ . A c~n B behoeven niet noodzakelijk dezelfde eigenvec-

toren te bezitten, want als X een eigenvector is va11 een matrix A, 
bE~hor211de biJ 

1 i e re mEJ t 1·l ix 3 

ej_genwaarde l{ er1 Peen willekeurige niet-singu-

' w -· 

- ... 1 rr1 
p ~. '/ 0 f ~{ 

• dus een eigen-
Ve C ·t O r Va :ri p ~- 1 fa .. F) 

X behoort me·c bet r·E:·k1~r.i:·1g tt.)t de mat 1."):ix A. Dac1 r., P eer1 ~J1t.1i]~l:elceurige 
< t " lo ' " ~ :J -1 T . nie -singu 1.er~c: ma·crix is, treec,t lC P in l1e·1~ algen·1eer· r11et 

3 ls E.~igenvec to1~ var·) 1\ o·~). 

b Zoals reeds opgemerkt bestaat er tussen de matrices A en 

B, die behoren biJ 

tot verschillende 

eenzelfde lineaire:-: tra1-1sforrnatie met betrekking 

lineair onafhankeliJke bases in een C
0

, een 

relatie van te vorm B 

nu dus spreken van de eigenwaarden van een lineaire transformatie 

in een Z8kere ruimte, daarmee bedoelende de eigenwaarden van de 

matrix, behorende bij T met betrekking tot een willekeurige li-

n ea i r ona f11a n ke 1 i j ke bas is . De e igenwa a rd en zi ,J n irr1r1t ·i·)c! ~1~:o .1~·c·12 I I -

kelijk van de keuze 

·v o o r· bee J_ c1 

dan is de 

-1 /3 -2/3 -3 -1 -1 3 --
_? .. 3 -·1 10 1 ,_ 

• 0 
B=P- 1AP -1,/3 1,/3 2 -1 -1 

-2 
1 -1 3 13 C 0 1~ 1;··· __ -1 -) -:, .... 

• 
' 

Nu geldt inderdaad a \A 
- 3 - k 11. _ f 1 - k 

B 

• 
' 

3 .. rJia t r i c e s :1 
" • , 1 

b 

C 

zeg~:., rJe diagonaa lvorm. 

. - ' 2 -1-k , 0 

A en B dezelfde eigenwaarden 1 en -5. 

. • 



gegeven matrix tot een diagonaal1natrix door middel van e~n oqui

valentie-tranRformatie vergeliJk Voorbeeld 2 . ~eze reductie zal 

niet 

matrix 

. " 

Z lJD. 

dat e G r1 v i E:: r ka r: t e 1na t r ix ~A. v a t ., 
.., 

ae 
e 

r1 ordE= 
J• 1 t • n , C,in 1- 0 n°~l ma r~ix LJ u~u 0 
A • U t.~ ,,J ,l ~· _,l ' . .-'\ L J U 

cl ~:, A ::::. • :"I " 17 oa :::"1 r1 ig .!.. '- A ., 

dater een niet-singuliere 

Volge~3 stelling 7.4 hebben 

A e11 D da r1 de zt~ J~ fd e e igc.:n\\18 a rd e1~. De e iger1vJa a r·d en var, een d iago

na alma t rix zijr) de elemc~1ten in de hoofddiagonaal. De diagonaal
elemei·1tf:;1~·1 va1·1 J) zijn dus juist de eige11vvaarderJ ,,ar·1 A, zodat geldt: 

S t (::: 11 in g r7 Q 5 . .A.lt3 e(:n matrix A E:iquivalent is met eer·1 diagonaal-

matrix D !J 

, 
c~~ a r·l 7 ,.. 1 

·- t-"":l 

D 

~ waa ri11 

, 

Ui t; volgt 

La at A--: 

• " ' ~ 

, ' ' '1 "1 
,..... 
~J r .,.,. ',) ! I ,. • 

.. • 
• 'I • 
I ) 

'1 \ ,·, 
' • 

,....., n-, 

SD VO lgt;!ll S 

T 0 T 

rr • 6 

k, .. 
l 

,_ 

,I' 
, 

0 
• 
0 

r-1 -►...I ;'1 r) L 
• 

, ,. i 
•··· 

' 
, 
"i ri . - .. 

.--· -·· -
I ...,., {_,_ 

.. 
,~, 
:.:i ,,.] I~") • 

i. '--

0 • .. • 

k2 0. • 

• • .. • • • • • 
o. • .. .0 

' 

( )) 

::-, \, 
.:) lot • "'I r1 
..... 
' ,~) • r) 1·) .. 

c_. ,.. . 
.. • 

I 
' 

• .. s 
llD II 

( 1·· 
\ . -

" is, 
., " 

ri ie u' 

() 

() 

• .. 
kn 

.. 
', (~",) 

J 

. A ZlJn var1 · • 

k,,) " .. 
• ._ 

fll • 

lll t, 

1 

zijn ciie 

dc1t de 

met de 

• / ' ' ' ,. • '' "'l (""\ r· "'~' , ' D e e l"'.A 

k. i= , c...:) .... , • , ........ · ,,. · 
l ~~- i·· ·~· :, , • f:,'O!II .'O!J, .• If _ .. , 

.- . ,,_ .. • . " A..' . . • ' 
. ...._ ........... ;<. .,, p . . '. . . ,,_ ,,,... " . 

' 

(:: :LE;~ en vJ ia a ·r- -

·"" -d e11 k , .• 
l 

kolom vec tore11 bezit, geldt zodat A equivalent 

met een diagonaalmatrix, m.a.w. 



Stelling 7.6. 
1 e ·o t z j_ J 1~ v a ·,_1 

Een nodige en voldoendc voorwaarde voor het equ1va
een complexe matrix A van de nc 

naalmatrix, is dat An lineair onafhankeliJke eigenvector~n bezit 
" . :""'\ " -1 . 

eer1 diagonaalmatrix is als de kolomvectoren van S lineair onafhan

kelijke eiger1vectoren van A ziJn. De diagonaalelcmenten van de dia

gonaalmatrix z1jn de eigenwaarden van A. 
e Opmer1ci11g. Als A_ ee11 reele vierkarlte matrix is van de n · orcle., be-

hoeven de diagonaalmatrix en de diagonaliserende matrix S zo deze 

bestaan 
zijn. Alleer. in dit geval is interpretatie van de resultaten moge

lijk in een Ro . n 

,r o o ·r bee 1 c 3. Volgens voorbeeld 
--------
111 a t r ix i s a 1 ~ ') S = 

1 0 
O -5 

-1 -2 
--1 1 

r-::n A 

moeten de kolomvectoren van 

van A. dat 

Voorbeeld L~. Reduceer de volgend8 mntrix 

gonaalmatrix door middel van een 

V :::. r g ~~1 l ..:1• .) l,;,. i'• n g,· • t:.: :,- .. , ,_\._ • 

'4-k 2 
-5 3-k 

-2 
2 

4 '1-k t 
' 

0 

De eigenwaarde11 ziJn 

Nu zijn,.? 

e igenvec tor·c:r1 bi j resp. 
-1 transformatie S AS met 

,. 1 0 0 
• 

0 O 5 

_____ ,..;;;;;____ . 
lend zijn karakteristicke 

" "'" . 0.. - _i 

- . 

, · 11-· · ·· ·hil 

veelterm product van versct1illende 

Stel, dat bij deze 

den eigenvectoretJ 

matrix A biJ dE~ r~ ,, t:+~-.. r 1::·, •"" ·h , 1• 1 ii;~~, ·r , d· e-,;;;ii ,:::. i. · g·•. ·e·., r1 w a cl ,~ ij ,~ rl i ,, .I""% \ .. .ii ._.Jb._ - .... __ \I' ,. 1 . -__ ' 'J;t' · . 'ta ·- - '; -· • _,..., - ~ ¥ 
ft . . ' ~ '¥'' "f'~ ' ('!?.:'i· 

if . . 

·c:t 1r:·1 1. C1 ti d US V O 1 c.?~ E; t1 S ·( 7 • 1 .·• : 
•~·•. . Cr -~-/f 



I AXT 
l 

Stel da·t Y. 
J 

vector, die 

II Y .A = le Y 6 J ·1 . J 
ge1'1 oemd Q 

i= 1, ... , n 

~an geldt volgens I: 
Ia 

Ila 

T rr, 
'- 7 CX .... l· y ,r _:_ 

r~ 

Uit Ia en Ila 

III 

daar k i 
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alle on 0aeliik de ~,,1_ ttl . tliA.,1. 

de eigenr1jen bij A 

(n rijen vat1 eigenrlijen . T en X ",,. 
\.. I 1jk;:lf. 

m rr m / t ' ' ,. . ..L ·. 

< • G t) 

Als zekere 

N 01 .. n1e er 1·1u zo da t 

V 
l l 

y A Xrr 

.. 
1 da 11 l > ri , '!> .. • •• .,, 

k1 , -
k -- • ,, 

2 

IV en V: 

• 
fi/ 

) " 1c 
n , 

1r1 overee11stemming met stE!llirlg 7 .6, 

. 

l . .., 
b C:\ u ,-, l 1 ·; 

V elkaars inverse zijn 

uit 
die gevormd is uit n riJen van 

ee11 1 inc;a ire 

lijke basiei 

transformatie :t.,o.v. een zekert~ 'lineair onath,anke--

behorerlde matrix de orcle ri 

ler1de eigenwaarden,door geschikte 

lijke. basis zo 
. ·. : -' . 



. _, .. 
.i'''. 

,- "' 

,' '' . . 

. f rl t ra 11 s o rmee r .. .A, da t de 1~esul tere11dt·: ma tri·x de a 1~a€;onaa 1.\1{:>rm 
t- 111, f:~ e·) .::. ~;i r·1 +··. i,1,J ,;~~ : , 

¾.. ,i - 'II ,_.. ~ ,,4 c:J .,., l..,.0 ., 1, ,.....,_, "'"',* 

Als 

de matrix niet equivalent te z:'.l_Jll ro.ei~ ee11 diagc)1i;Jf1 l1r1c:it1~ix. 
. '1 1 
_ 1 _ ... 1 . bijv. heeft de 

vectoren J " ziJn van de • 1\ bezit 

hankelijl-ce e ige11v ec Jc o rer1 en 

c,-c 

kan dus volgens stelling 

vale~t z ijn rnet e e i''\ 
"'j 

=1 • 1 t ~ a 1a[_~onaa n1a rix. 

Iede re ma ·t rix 
t• 

lS echter vJel 

driehoeksvorm heeft dat de 

C)f bove11 de hoofdcJiago11aal, 

Stelling 708. Laat A ______ ,..;;;;;. ___ _ 
corn.plexe 111.e t 

matrix p ' me-c c 01n1J lexe 
' , • 

0 12· 
-

• 

0 kt') • • 
i:::::. 

• • • • • • .. . • 

0 

,. 
zie 

.b1n 

• b2n 
.. . .. ., 

. k 
11 

. ·, ' . 4 '~ t i rna r x, 
slechts nullen onder 

• 

BewiJs: 

de 

Laat e e ·r1 e i gen v e c t o r v a 11 A z i j n , d i e c •O r·1 
·1~' (,: s po ,~ia ·e e i~ t r:11 ei t 

van A, ens een niet-singuliere n-matr1x, waar-

T= T 

eerste lcolomvector 
-1. die van S J\.S is 

ook de eerste 

s- 1 A,S= 

Hierin 

ma Jc rix 

0 

0 

lS 

e11 

I)aar volge11s 

er1 s- 1AS-xI 

Voor 

dat 

' 

---

J~ 1" 
dat 

1"' c::_1 1., 

·A-XI 

. 

,"l 
I 

J t:l i 
... , (;l ·+: 1 ;f ~ 1: ) 
. ~,JV ¾-""' 

' -- .-
. 

eer-ste 

·-Al ~"" .'''? ".li,,,,:ip 



elementen 3 dus 0 

; 

K n 

Als nu R 
1 0 

0 C::1 
waarin O , t ·~ . ni;,,,.1_m3 rices , dan geldt 

SR 

k..-1 
I 

0 

Hierm<.::de is 
-1 

P 'AP van f.~ 

• •J , 

- . 

met P=SR is 

Opmerkinr~en: 

.. 
0 

1 

0 

,, 

0 .. ., 0 

1-c 1 
' 

0 

b 1n 
b 

211 
0 1> • 

k 
r.1 

-1 0 I -til,.,,.. 
0 ({ 

een 1na trix 1 die de drit:hoeksvorm 

A als de diagonnalelementen. 

met zijn getransponeerde, geldt evenee~s, dat elke matrix ook 

8quivalent is met ee11 m<":1trix., die ,cje dri2.ho-2ksvo1~m heef·t met 

nullen boven in plaa~s van onder de hoofddiagon~al. 

b Uit het bovenst3ande volgt, dat geldt: 

, 
~J ·1 I') • ' • n IC.. 

7.7 
_.,,, 0 k X b P 'AP-xI I 2- • • " n l""' • C:: l ' 

0 0 . " . 0 k -x · 
n 

Daar P=P- 1AP-xI heeft de matrix in het rechterlid van 

7G7 volgens stell1ng 6.29 dezelfde rang als A-xI en wel voor 

iedere waarde van x. 

eigenwaarde met multipliciteit s 

wortel is van de karakteristieke 

van A of, zeals men wel zegt, 
d.w.z. dat kA een s-voudige . I . 

. I I , . 

vergeliJking ·• ·· · ·~ -·· · .·. · - ' · 
. ' 

een juist s maal optredende lineaire factor in d~ factoront~1nd1ng 
• 

van dE: karakteristieke vcelterrn l1.-xI · ; als S=-:1~, 

voudig, anders meervoudig (2,3, ... -voudig_ , dan 

( 7. ·7 GOn38l ver) de matrix in het rccht~rlid van 

k 1 -x voor 
• 

Juiet s elementen 
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geliJlc 

geeft dus een matrix van de rang 

ool-c .)- n-s. I:·i t bc:.:t0l{er1·t, d2 t a llE~ (; if;8r1vec tor·en, diE: cc,rrBspor1de-

rcn met cie met de nulvector, 
een vectorruimte vormen va11 dimensit: p met ~: ~ p .·~ s (·~;-dimensionale 

het bijzonder, dat bij een enkel11oudige eigenwaarde van een matrix 
steeds ee~ 1-dimensionale eigenruimte behoort. 

Het kan voorkom.&·n, d2t bifj een s-voudigc1 eif~e11vvaardc van een matrix 

A e c n 2 i g e:: n r u. irr1 t 0 be ho o r' t , d i c: e e 11 d im E· n s i 8 h <'.:-' e ft 1{ 1 e in e r a a n s . s > 1 .. ·• 

E0n matrix wordt wcl defect g8noemd, als r1iet bij alle eigenwanr

den va11 de m2trix 0en eigenruimte behoort van eerl dim~nsi0, di~ 
• 

gelijk iP. 2r:r: c1e multipliciteit de1., bijbehorende eigen1,,1aarde ·.•zie 

voorbeeld 5 en 7. 

In verb8nd rr1et stellint~ 7.2 ,geldt, dst eer1 1·1-1nBtrix da·n en alecr1ts 

d3t1 dE:fect is, 3ls r1E.~t maximalG na11tal lineair 011afhankel1jke ei

genvectoren 1-cleiner dnn n is of op grand van stelling 7.6 als er 
geer) cquivalentie bestaat met een diagonaalmatrix. Zoala we atraks 
zulle1-i z:i(:·i.1, zijn reelE:: symmc:;•trische matrices t1ooit defect en dus 

steeds equivale~t met een diagonaalmatrix. Bij een s-voudige eigen
waarde \.ra11 ee11 ret.:le symmetrische matrix bchoort dus altijd juist 

een s-dimensionale cigenruimte stelling van Weierstrasz. 

V b ld ~ 1 0 oor ee . ~- De matrix 
1 1 

heeft de karakteriatieke vergelijking: 
C l 

) l 0 
::: . i ., .. ,,, • L ~ -,,,. -

waarde 1 behoren de eigenvectoren O,t, dua een j-dimenaionalc 
.. " . eigenruimte,, 

t f . 

lent met ee11 diagonaalmatrix. 

lijl<ing: 

1-k 
1 

-1 

4 

'1 4 6 
1 ~, -3 

-1 2 6 
heeft de kar8kteristieke verge-

Bij de 2--voudige eigenwaarde 3 vinden we de eigenvectoren u1t de 
~ 



• 

defect en daarom wel equivalent met een 

Voorbeeld 7. B~wj_js, dat de m8trix A 

is met een diGgon22lmatrix dus defect . 
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diagonaalmatrix .. 
1 2 -4' 

r O -1 b niet equivalent 
}.1 . 

. o~ een matrix P, 

die A door middel van ee11 equivalentie-transformatie trai1sformeert -
in een matrix, dil~ de driehoeksvorm h~eft. 

Oplossing: a VolgeDs stelling 7.6 zal A slechts dan equivalent 

zijn met eeri diagonaalmatrix als A 3 lineair onafhankelijke eigen

vectoret1 bezit. De eige11i1Iaardt:::·1··1 v.en f:1 vinder; we uit de karakteris-

tiE:ke 1 ~ k., V c. r o- ,:.~ · 1 1 i n rr • ,;;.., 0"-" V l. c;, • 

'1-k 2 _ ll 
2 I 

0 -1-k 6 0 of k-1 k-2 0 k 1 k2 "1 • 2 •. .. , ... , 
" .. , , 

0 -1 4-1{ t 

De eigenvectoren, die bij de eigenwoArdc 1 behorer1 zijn alle van 

het type t,O,O en vormen dus een 1-dime~sionale eig0nruimte. A 

is dus defect ~n dus niet equivalent met eer- diagonaalmatrix. 

b Ind ien we voor P een matrix nemen J waa r.va n de eerste kolom de 

eigenvector 1,0,0) van A is : 

P= 

de 

zie 

van 

1 

0 

0 

,I' 

en v\J(~: J. z o., dat een eigenvector is van 

een diagonaalmatrix 

- 6 c ~ 
is een eigenvector 

0 2 
/ 

j b's willekeurig, doch zo, dat P niet-singulier is. 

0 

Als we 

P- 1AP 

1'' 1 2 
0 1 

-f 
0 -2 

' 

Als f·x 

matrix, 

bijv. nemen 1 . ...._ 

b21 (J 12 
-

1 0 0 
-1 1 2 -4 

0 2 0 .r,1 u -1 6 
0 1 1 () ...., 4 - . I t 

-4 
I ' 

-4 ~1 0 0 1 n 
j J 

3 0 2 0 0 2 -. 
""'· , ... u ..,; 

1) 0 1 .., 
' 

I I 0 t) 
\... 1 

,.'1 m m- · =a X .,1...a x · 1 ..1.. +a; . 0 l 1 •Ill••·· m 
dan definieren we f A 

J.. ·a A .. m-1 
. i . 1 . . 

,• 

O; dan geldt inderd.aad, dat 

1 {") 0 1 t'\ 0 
,,,,, 2 -4 1 0 0 \) l 

~ • 

0 2 n (.,,..' l 
0 0 -1 6 0 2 0 ,,, u ---\_., '"'.> 

(:;. 

n 1 ..,.1_ 0 l 1 () -1 4 0 1 1 .... , • -· I 2 V ' 

de driehoeksvorm heeft. 

veelterm is 

als 

.. 
' ,,,...,l ...,_ 1. x en A een vierkante 

-

• 
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Toelichting: Als n een positief 0 eheel getal is 2n A een vierkante 

matrix, da 11 word t h(·:t symbool P!"1 :, evE:::na ls in r.1.c~t gt::va l, da t we met . 

gctallen te maken h2bb6n, gcbruikt om het product AA ... A van n fac-
toren A 11i t 

hiervo11 kunnen we negatieve en nulmachten van een sin-
guliere matrix A d(jfini2r8n 

Voor iedere niet-singuli0re 
m n m+n r m .r~e ld t dus .A_ • A.. ~---A 0n t P,. 

~ \ 

r1= /\ mn 
.t-·l.. • 

Nu gelden de volgende stellingon: 

door -n -1 n o 
C\ = A :.in A I .t-. . -- e . • 

A t~n gehel0 g2tallen m ~n n 

3 t e 11 in g 7 . 9 . A 1 n 1 ;,- ·i r 
1-C C: 1 

,-. Z i .; ''") Va n e e Yi n -ma t r i X ____ _.,.;;;;;._.,;__....;;;,_ 

A s·n f x een v2t::ltr::·rmj dar1 ziLj1··1 de eif,'.;en,Al3Rrderj v311 1 ... A juist 

f ., f 

Bewijs: Laat de n-m3 triC{::S B en C de drichoc.~ksV<)1'"l1n l1ebbt~n met de:: 

nulelementen onder de hoofddiagonnal. L3at verder de diagonaalele-
<o n resp. ZlJn: 

1 c n n gGldtJ dst BC mente11 

erl B+C eveneens de driehoeksvorm hebban, ook met nul8lementen onder 
de hoofddiDgonaal, en wel met resp. de: diagonaaleJ.ementen 

• ("' -, :"'I .... ., ..:.i , • I . "' Ir, ..L r-i. ·"'i ,:..) - , r:r .... r· n ..L ,·, 
' " ":) • 

Als nu P een r1iet-E3:i.nguliere matrix is rnf:jt P 'AP de driehoeksvorm 

steeds moge~ijk om zo'n P te vinden volgens stelling 7.8, dan 

... e VI . 

dia-

wordt dus f A door middel V3n een equivalentie-tr~nsformatie ge-
transformeerd in een matrix, di6 de driehoeksvorm heeft met diago
r1aa lelementen , ... ,f kn . Deze disgon8alelementen moeten .... 
dan vol.rrens •---• stclline; 7. 4 de eigenwaarden van f(A zijn, zoals t8 be-
wijzen was. 

Stelling 7.10. Als A een n-matrix is, die equivalent is met een 

diagonaalmatrix en f(x de karakteristieke veelterm va~ A, dan geldt 
\ 

dat f A -·· 0 ►• = nulmatrix . 

Btwijs: 

hoofddiagona8l van~ zijn de Nu 

geldt) evenGls in het bewijs 
-1 --f P AP =f D • 

n 



• 

" lS 

V pn _. .. , 

Dach da 1 

:::::: f 

zoals te 

. -r 7 .. ~"' . ::,.t.· ,- ·". ,~ , 

~ " 
de ei,[senv~aarden 

We toetsen deze r1t(=.:lling aan het, volgende voorbeeld: 
r, A 

\Toorbeel.d 8. NeerrL voor A de m9trix • L:~oals t~e·eds c ' I • 
/\ r\ 

en straks bewezen zal warden, is elk0 

door een equivalentiG-transformr:1tie 

I ,:::: I 

" . ,,,,. 

\I 
2-x 

1 
1 :::::. , .: 2 .. 
-x Nu geldt inderdaad 

3 1 0 
0 -1 

5 4 
4 5 - 8 4 

4 8 + 3 O 
0 3 

.... - ' 

Hamilton, welke zc:gt, dat nls A een 

is met ka ra kteristieke veel term f .. x. 

king,, 

0 0 \ 
0 0 

1 2 

¼~;#' 

bren-

Het bewijs van dfjze c1l~:;emcr1 e stf;lling z1 .. 1llet1 \ve nchterw,ege l,ite,r1. 

De stelling van Cayley-Hamilton geldt dus ook voor matrices die 

niet equivalent zijn met eer1 diagonaa.ln1atrix .·. defecte matr~ices · .• 
·.· *1 2: -4 

Dit toetsen we a~n de defecte matrix O -1 6 ·· van voorbeeld 7. 
/"'\ a>1 )i , 
IJ - ! "1" "" 

De ka ra kteristiE:ke veel·term is 

l~ 
' 2 ' . 

-4 \ I 2 (' """ \ 

1 2 '1 ,-, ,-- \ ·, 

1 f") I l 
\..J I \ } ,::.. \ ') .,_,, 

I 

:t 
.,,, -

0 6 0 ·"· c: /'H\ '1 6 .{)¾;\ , ... ) _,.,,"(,\ 

1 • c, I ' . ~"'."\' 

• • - ,,. . ,,',ijiil'if,f - - l I \,,I - I - '¼v~i 

• 

4 0 1 4 I ,(") ,·"', ,,,..,_ I 
0 1 0 ('1 ,,., \. ' "'" - I - \.I /I t.,,.,, I . __ ,, l ""'" $ , 

2 l"'.;i _l4, I 
t'1 ', #$\ i""\ 

4 I 0 ,A, 
• 

-4 
.. 

2 'I"\ 0 • 

0 2 1 G u \,,,t l .,I - ' V 
I . i 

• - - • 

• f i#"fi> () ~~ 0 () "'1)•!\ 

~: t· 

6 0 ,f) f"") 
• . ' 

0 2 0 -3 -) J - \.,I ..... "' ' V 'Jiw_,,1 • 

""' 
,...,.,_, ~ . ,,_ - • ' . 

0 ~, (""' ,:::, ("'\ ' 
,""I, 2 • 

1 l"'\ ,:) 1 ,' l 
0 '1 ~ 0 "' -c:, - ,,) 

. . 
-O!j.'# ;;,,,/ -' _, .. 

o·pmerking. De t ·11 .. s e· l,.1ng van 

gehele ma-~~t va,~1 ,~pr1 n-m···a~~rix Aa i "' .( J. ,. . ~ ... ~ ,_;,, ~ "" ' . ·, ~' - --· riiff 

2 
.,. ··- . . . n,,,,. 1 

J. 1" u ·1 ::Jc t::: ri j. rL .l~ , !1. , !'1. , • • • , .I,... .~ 
2 3 

voor de 
• 

~ a ls een 11neaire c~omb111atie 



~ - 4A - 3 I 
2 . 

4A -3A -- 4 4A-3I enz. 

Uit 

geen ons in staat stelt ook de negatieve gehele machten van Ate 
h .t • sc ..... r ..L JVt-Jn a ls eer1 1 in (..: a i re c o in b :l n a t i e \i' n n A c:;: n I • 

Voorbeeld 9. Bercken langs deze weg de inverse van 

1 2 3 
A 4 1 5 

6 2 3 

Oplossing: De karskteristieke veelterm van A is 
1-x 2 3 

3 2 o 2 3-x 
-x +5x +29x+35, zodat volgens de stelling van Cayley-Hamilton 

geldt: -1 =0 en dus als A bestaat: 

A-1· 1 r--
.·. 2 27 10 22 -5 -10 -1.5 

_ 32 20 37 -30 -10 -15 
•• 

,,. .. 29 0 
~, 
l.J -'( 0 '7 -'1 5 0 1 5 1 + 0 -29 C) I 18 -15 ~7 18 35 -~ 7 1 5 welke ! ~ 

-- _.I , I 

0 0 -29 2 10 -7 2 35 2 7 1 5 I 

' ...,,, 

matrix ook blijkt te voldoen. 

Opmerking. Is A een niet-singuliere n-matrix, die door een equiva-

stelling 7.6 een 

matrix met als-kolomvectoren lineair onafhankelijke eigenvectoren 

sitieve gehele machten van A., zo3ls boven uiteengezet. Met name 

in voorbeeld 9 bracht de berekening van de karakteristieke veelterm 

Bij defecte matrices is, zoals we gezien h8bben op blz. 95, volle

dige diagonalisatie onmogelijk. Wel kan iedere vierkante matrix 

door middel van een equivalentie-trensformatie in de driehoeksvorm 

warden 

bewijs 

middel 
' 

hat 
• 

zullei4 we nj.et geven,, dat iedere vierkante matrix A ooor 
. " ' ' 

van ean equiva lentif;~t-ransformatte getransforme~rd. kan 1t-vor 
' 



j_ n <:: en z g n • r 
I c a n on i s c h ::=:• ..,..,n ~ ,4... r i ,r 11 

"! i · ........ J., f •..• G . .{\. , a. ,, een matrix met de volgen-

de eigenschappen: 

4. 

alle elementen onder de hoofdd-i-aaon~~1 zijn· ~~ .. .....1,.. 0' . ,< ... l CJ ;. V, 

de diagonaalelementen zijn de eigenwaarden var1 A; 

a llt= t:lemente·11 buiter1 de ho_.,fddiagonaal zijn O, ui'~gezonder-d 

eventueel die 2lementen, die direct grenzen aari tw~e gelijke 

d iagonaa le lementen; 

deze laatste elementen die dus direct 

diagonaalelementen zijn O of 1. 

grer1zen aar1 

Een matrix, die deze vier eigenschappen heeft, heet een Jordan
canonische matrix. Iedere matrix A met complexe elementen is dus 

equivalent met eer1 matrix J van de d 1--aiehoel{svorm: 
• 

F 1 0 19 • • 0 

0 F2 0 •• 0 0 

• • • • • .. . • • 0 ill' ~ 

0 0 0 11' 
• • • .J. r 

Elk t'kastje'' F. in J door de hoot,ddiagor1aal is ee?n vierkante ma-
i 

trix. en heeft de vorm: 

0 0 0 ... 0 

0 

0 

/'I 
I 

' k. 
l 

komen alle £\ iger1wa n rden 

Gelijke eigenwaarden kunnen in de rij minder vaak voorkomen dan de 

1.f\Ja a rv oo r 

Er doen zich de 

. ~ 

h ·e·. ·e·· ·~ r·· .. t .~ l·. ,e f"li '·L,,,,l ·t· R 

0 

0 

0 

als 

0 

0 

k1 
0 

0 

0 

0 

k4 
0 

. ' ·t 

0 

""' 
k4·· ' . 

volgende gev~11,n .. voor: 
.. 

' 
. . . ,. ' . 

... ·.; .... · ~J• · viJ.·. W 

·e vtan de 1 c,:rde 
. . . e . • .. 

De Jor,aa n-can,,r1is c: l~i.e v c)rm 



2 

3 

4 
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3-dimensionalu eigenruimtb; 

c:I ... = .-1 /1". I .:i l ., 

eigenrui1nte; 

c(t")= 1 : bi j 
c:.:.. 

0en 1-di~ensicnJle 8igenruimte; 

..,,,... ...... 0 : bi j 

bi ., ~l 

2-dimensionale eigenruimte; 

k4 behoort een 1-dimensionale eigenruimte. 

Voor bijv. '"...... ::::::: 1 i s 

-- - -
• 

F 1 0 0 1 0 0 0 
0 k 0 0 0 J 0 F2 0 -
u n· .. ' 

0 .{ 0 • C ' 

' 

0 0 0 0 ·u· 
' 

0 0 0 0 k4. 
1 k4 

De drie kastjes 111 F en .. < dan ZlJD rie s p. ; • .L.1J ·2 0 J , 0 

1 

k4 

De bij een matrix behorcnde Jordan-canonische vo~m is bepaald op 

Ook geldt, dat twee matrices dan en slechts dan equivalent zijn 

al·s ze dezelfde canonische vorm hebben afgezien van de volgorde 

bewiJs van deze eigenschappen zullen we 
terwege laten, 

Ook op de reductie van matrices tot andere standaardvormen zal 

niet nader worden ingegaan. 

4 R ••1 t. " l k- • . e e e . s -y mm e -' r J~ s c .1. e ma G r l c e s • 

In dit gedeelte zullen we ons bezighouden met een zeer belangriJke 

klasse van matric<-~:s: dE:: ret-ile symmetrisc1~1f)._ Zoals reeds vermeld 

zijn deze matric(::S 8teeds door een (Jq11j~v'Jlentietrans1""'ormatie in de 

diagonaalvorm over te brengen . .__ 

Een symmetris<J11e metri·x .A. is een mat1~ix Eigenschap-

pen, die vaak warden toegepast, zijn de volgende: 
'1 . 

a. ) A ls A symme t ri f.~C! lj is 7 .i. s .£~ - · .. , zo d A ZE: bes taa t, eveneens symme -

ti ~ , -~ T -1 -1 T r s c 1 .. \ 1~. · • •· 1~ .~ A ; 

b Het product AB van twee s~1mnE::;·t1~1scl1e matrices A er1 Bis dan en 

s le CJ,-, t f, d 8 n 8 ymme tr is Ch a 1 E¾ AB=BA A '"" .· .~ . ...... .· . ·. . 

--·- ---- ·• ,#! - LL ... I 11 t .. JI -- $. ti 'Ill •tl1!W ...... ,..._ .... 

. ., 

' 

1 ·· De canonisc·l1e vorm van een matrix d.ie door een equivalentietrans.,u, 
··. formatie in de diagonaaJ.vorm is te brengen., is a·us cleze dia.go- · 
naa 1 vo rm . a fge z :1.en · van de· volgorde der eigerwaa :raen 1n de . n,oofd- ·. · 

···· ·•···.·· .sl.latgona a 1 · .. · ... 
. ' ' •- . -... ' .• .- ' . ., . .. . . .... , 

.. ' ' ., . . . . . 



• 

In het bijzonder volgt uit a 

in het niet-singuliere geval, 
en b 

ook iederE:: 

van e e 11 s ~1mme tr is ch 2 n1a tr· :i_ x e v c 11 e er 1 [3 s y1nm et r is(! h is . 

Stelling 7. 11. 

A zilin reeel. 

Bewijs: vergelitjk 

waarde is. Dan reldt voor een daarbij behorende ei~e11vector X: 
t...~ 

1 )CA= l.·cX 13 ;.1 d u s o o l( 

XA 

Uit 

Uit 

Dus: 

( 1 

2 volgt: 

k-lc 

k ret:el. 

Dan r )C 

Alvorens de theorie verd2r tc: ontwikkelen gever) we eerst een nan

tAl defir1ities 1net eigensc~l1oppe·t1 bf.:.treffende de begr:i.pr)en inwer1d:tg 

telijk reeds vroeger· ter sp1~ake gekornen zie bijv. blz .83 , : 
Laat in een R X= n 
vecto1:·en zijn componenten i.n he:·~~- ve1"lvolg meestnl genoemd coordi-
naten 

met basisvectoren 1.,0., ... ,O, 0,1,0., ... ,0 , .• .., O.,. •• il'.,0.,•1,i;wor'dt 

in 11et vervolg geen andere basis genoemd, dan wordt ondersteld, dat 

de co~rdinaten zijn gekozen t.o.v. genoemde basis~ 

Don is: 

3 • 

4. 

X·Y *'"'"' ·• "'~,... - A 
1 ilhiW · .- W. - - . . - . 

het inwendig product van de vectoren X en Y. 

Lengte van de vec·tor X: -
eenheidsvector heeft 

Hoeke tussen twee vectorer1 

Orthogonaliteit van twee vectorcr1 

9 golijlc if3 aan 

X·Y Y•X ... ... ',. 



5 . 

6. 

7. 

• 

8. 
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, 

·-

Ie dere vecto1'"}ruin1te V811 din1ensie r > o bezit r doch riiet rrieer dan 

r onderling orthogonale vectoren O; in iedere vectorruimte R n 

da t bes taa t ui t n onderling orthogona le vec "'coren. 

heidsvectoren. zo•n basis kan ~ltijd geconstrueerd warden uit 

een willekeurigc basis bijv. d.m.v. het zgn Gram -Schmidt or

thor;ona 11sat1E1proccs . 

< r ond€1 rling orthogona le eenheidsvec

t o rer1 zijn in eer·1 vectorruimtev'v3!~:c~li111ensie r, clan bestaan er 
dat de r vecto

of een zgn. Car

tesisch co~rdinatenstelsel bepalen voor V af te leiden uit de 

uitwisselingsstelling van Steii•1itz, stelling 2.4., blz.8 . 

Al s de n ri jen va 11 een v ic rkn r1te m,~ trix 

meerd orthogonaal stelsel vorn1en in een 

P van or•d~ n een genor-

R . don geldt volgens·· n' .. · · ..... 

De n kolornvectoren vc1n P vor,mcr.i t:veneer1s ee11 genormeer1d ortho

gonac:1 l stelsel in R • n 
Een 111a trix P 111ct ppT=I heet een orthogorla le matrix . . = • 

10. De inverse = de getrsnsponeerde van een orthogonale matrix ia 

orthogonaal. Het product van twee of meer orthogona'lc n1atricee 
is orthogonaa 1. De determina11t van een orthogona le matrix ) ... s in 

volstrekte waarde gelijl{ aa11 1. 

Stelling 7,'12. Als A cen rf.:ele symmetrische matrix is, dan bestaat 
een 

t c. n 
gens stelling 7 .11 re~el is, is er een re~le eenheidseigenvector 

voorgaande punten 8 en 9 bestaat er een orthogonale matrix S, waar-
T . . . ·, 

de eer
eerste kolom van 



-1 

matrix 

. Bovendien is wegens 

-1 S AS sy11unetrisch., zodat 
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0 , waarbij in het rechterlid 

1s van de orde n-1 met eigenwaarden 

orthogonale matrix is van 
-1 

0 
\ 111 1 

··R R= 

de orc1e n-1, die 

dan is SR met R= 

0 ~ v .. -

1 ,0 
OQ 

0 
-1 

4 0 
OQ 

0 
o D • Deze laatste matrix is een diagonaal111atrix., daar D 

een diagonaalmatrix is. De orthogonale matrix P·~SR diagonaliaee,rt 

dus A. Hiermede is het bewiJs geleverd. 
Opmerking. Dat stelling 7.12 in het algemeen niet juist is voor 

niet-symmetrische en voor niet-reele ma trices ziet1 wij resp. aan 
1 i en i··· · -1 ·. Beide matrices bezitten i -1 • 

niet twee lineair onafhankelijke eigenvectoren, en zijn derha1ve 
volgens stelling 7.6 niet equivalent met een diagonaalmatrix ver

gelijk ool{ voorbeeld 5 • 

Volgens stelling 7 .6 zijn de kolo!nvectoren van P eigenvecto1~en von 

J\.. Deze kolo1nvectore11 zijn onderling orithogonaal., do,g1#) P eer1 ortho, ... 4 

gonale matrix is, zodat vergelijk syll.N.W.II blz.CR 38 

Stelling 7 .13 Een re~le syn1met rise he matrix van c,e orde n hee ~t n 

onderling orthogonale eigenvectoren. 

Omgekeerd is het duidelijk., (Jat E1ls we 1·l ondet"ling ortt1ogon~:le ,~~e.n~ 

(~ igc•11vec toren van A ku11nen vinden, de matrix P, die sam,enges te 1.d 

is ui t deze kolomvec toren en die dus orthogonaa 1 is., A t rons:t~o t~-

meert in de diagonaalvorm. 
Het probleen1 van de diagonalisering van een re~le symmetrische 
1natrix., is hiermede teruggebracht tot dat van het vinden van n on,,,. 

gen geven hiervoor het middel: 



den van 

Bewijs: Laat 

2 1 '1 2 1 • . ,' ·•C . . 2 -·. 2·~2 
0 n· a·~:,," ~, _. - .. ¥~ -~fl ~ 

c.. 1 , ,::, .. ,,1 en S,::, or,thoi;t)r1a al 
zijn. ~ 
Stelling 7.15. Als keen p-voudige eigenwaarde is vnn een retile 

stelling van Weierstrass op blz.95 • 

diagonaalmatrix is., waarin k juist p maal 

• 

en Pen 
De oplossingsruimte van de vergelijkingen: 

·•· !,. \ .. c;i""" "'-•· ... 

i . d ·h,,,,, f ""Jiil 1· n ··e' 00 ~/·--o--n . ·. . . · . · . · ·. U \ ..L Cl O l iJ C,l C::i · 

een 

..•. ,~,. ' ',, ,! '' ,,',, ~, \ ' 

oo k c] e t~:; r·,g n -t:)., · 1 

n, 
.· A-l<I x 1·.o 1s derhalve 

van de di111ensie n- n-p ···p, zodat er volge11s ,punt 6, blz. ~10,3 p1 ,C:!"l 

niet meer da n p onderling orthogona le eer1heidsvectore·n in deze 

ruimte bestaan. Dit zij11 dan p uiteraard niet eenduidig ti8pl!i3ltte 

onderling orthogonale eigenvectoren van A. 
Uit stelling 7.15 volgt., dat met elke enkelvoudige wortel van de 

karakteristieke vergeliJ~king .. van A een ·.·.op~, eer1 factor+ ·1 na be--~. 
- --

paalde eenheidseigenvector van A correspondeert en oet een 
p-voudige wortel p onderling orthogonale eenheidse~envectaren. 

Daar volgens stelling 7 .14 eigenvectoren, die corresponderer1 met 

verschillende eigenwaarden van A, onderling <,rthogonaal ziJ11, b~-

een diagonaa lmatrix 

11s• !l1j + ""' *""o ~" ·~ 'i!l'li'" 1' n 
tezamen een orthogonale matrix P vormen., we 111.'.e J>. ..,rans~ .f·,,.ee,"' .,i 

'-11\·p· v olgens P z•}. · • 

zen naa r de 

volgende aan de 



5. Homogene lineaire transformaties 

l n ~ 

ine.3 ire n.,n - t rans f 1 o rina t :1. e Laat ~ een homogeen 

met vierkante re~le symrnetris cl1e matrix p.,_ elementet1 

coordinatenstelsel 

De transformatie die in R een vector n 

een zekere basis in de R. n 
X in de vec t(Jr 

m m 
is dan voor te stellen door de matrixvergelijking Y1 =AX~ of 

Als A t.o.v. een zekere basis in R een dia~onaalma-n ""· 
trix is met alle dan stelt de 

corresponderende transformatie t; een 1'ui trekking 1
' V<Jot~. ,,,rec:'t~c)rer, 

in de rich ting der ba sisvectoren warden 1 · "',.. --r · ~ ·~ •. ~ ·· ~r'1 ·' rrr 

Vulaigd .. Eventu•eel "·1 ord~n deze -r1ect-o.r·e··n ''r.'!~m··e""'-e··d·~,, 1..,,.t''f.··,~,c0 
vv r;:; \I • Ou i ii,':.:, . t ,~n, 1 \ 0 ,.v 

~ 1 ~ doch ook in di t geva 1 spreekt mer1 van een t1it1~ekki.nfs. 

Als we nu onder een positief definiete syni..n1et1:~1sct1e m.a'trix een 

Stelling 7. '16. 
formatie ·r.: van Rn positief 

. . I . .. . . . , 

Als X ~x1 ,xo,. •·· .,xn,,,. 
C . "' 

voorstelling van een 

F-stelsel is, geldt 

Als in het 1 it1 teer lid 



x! 
l 

p., X, 
j=1 lJ J 

of in matrixnotatie: 

7 .10 T 
--- PX of 

We hebben nu dus Y=XA, Y'~YQ, X'=XQ, zodat 

CR-A 107 

Y- 1 y~ -xAr-. , - 1 
.. - \t.:/_; ...... . '~l = X Q A 0, ,r l D -- .(\. ' vergl. de opmerking op blz.88 • 

Ten opzichte van de nieuwe F-basis heeft de met A equivalente 
van t: dus de diagonaa 1 vo1"lm. Daa r de diagonaa lelemen-.,. 

ten van deze matrix de eigenwaarden van A ziJn, zijn deze elemen

ten positief, zodat ~ dus een uitrekking voorstelt. 

Opmerking. Als A de matrix van -C is t.o.v. ee11 genormeerd ortho

gonaal stelsel., is de nieuvJe basis eveneens genormeerd orthogo
naal., aangezien P orthogonaal is .. De uitrekking vindt daarom dan 

plaats in onderling orthogonale richtingen. 

Zander bewijs geven we hier nog de volgende stellingen: 

Stelling 7.17. Een re~le symmetrische matrix A is dan en slechts 
dan positief definiet als er een niet-singuliere matrix Q bestaat, 

zocJanig 3 da ·t A= 

Stelling 7 .18. Iedere reele niet-singuliere mati~ix A kan gescl"•1re-

ven word en a ls een product A .. PS, waa rin P orthogonaal is en S 

posi tief definiet symmetrisch. · P er1 S wo1~cJen bovendien eendui.d1g 

door A bepaald een bewijs van deze stelling is vervat 

in voorbeeld 10., blz.109. 

Opmerking. Ook kan bewezen 

Orthogona le transformatie. Hieronder verstaan we eer1 hon1ogeen 
dat de oorapron-

ke li J ke vector en de beeldvector bij tranaformatie "t dezelfde 
. "Ix·, :. (' A 1· · · 

de bij -r behorende transformati€matrix ·•·. 

trix A t.o.,v. 
too.v. ieder 

-- ' ' . - - - ~ 
t,;:.2 • • . ' .. : ' •.. : ··~ ·. . "~ 



De determinant van een orthogo11ale matrix is in volf,trelcte 'Waarde 

l 

, 

A. ·="~1 or 
A -1. Deze eigenschappen zijn invariant biJ co~rdinatentransfor

matie van de ene genormeerde orthogonale basis naar de andere. 

tie. 

Deze definj_tie komt overeen met de definitie, dat 

een homogeen lineaire transformatie is, waarbiJ lengten en dua ook 

hoeken , alsmede orientaties invariant blijven. 

vJe zullen nu als voorbeeld eens alle orthogonale transformeties ir, 

R2 bepalen. 

Laat A een orthogonale transformatie zijn met 
., ·· 8 11 8 1~? · 

matrix . a·· '°! .• . , • 
. .,.. 1".) 1· ,~ #".') ? ..... 

t:,,., G ~ 

De ko l.._...~ ....... 

lorn van de transformatiematrix cos o/ en sin o/ stellen en die in de 

bovendien onderling 

sin (j+'f =0, zodat 

. ..,. .· . •. i ~ 
_. /11"1!_t/r ' -- ', ., 

orthogonaal, dt1s cos <f sin \f 1~f;in 'f cos 

... - of yr ,, ·· 1t - <f .. De mat :rix wordt du.t~ 
• cos Cf -sin cos <.f 

sin (f cos 'f sin (j -CO·S <f 
• In het eerste geval ie · .A..•1,, 

' . 

dus de transforrnatie eigenlijk orthogonaal. In het tweede 

A -1, en de transformatie dus gespiegeld orthogonaal. 

In het 
in het tweede geval is 

daarr1a het geheel over een 
beteker1·1s van ee·n 

R nader te bepalen: 
e:n da t A t 4',0 ,~,,·. eer, o:r,tnc,go-

, · ... ·. - . 
'1.· •. ·, . !A .. _ . ., .-..• ·: •,_ ·-"•_•,,, .[' • ·@, "ff,'-:_ ~' ·1_"'· ~~' ;~-- Ii>, 

· · ,, , • .Ji!, · •· .il'!Jl1l' e S·: · d· '. 1· !!i:11, . . . . , ., . . . . '• , , ' . ' . :,!!1,1,;' o/11' l!. . ·.· r'"\ .. .· . .. . , .. iii~ ,_. 
- _-1~~~~ y, _·-(,i:_.1 .·_- ~- ·i e_· ;-~--- -, . 

t .. h La a Ver · · ·• • , · ·, · •· . , . . a . ., ' . . ' . ' . , " ' . 
0 ymm.e r is c · · · · ·· ·· · , ·, · · · · · · · ·· · ·· · , .""...... . ' ~ )_, , . , . . ' . . . . . ' , ' ' :_' ',, . _, ' I. ' 

.._.. ' . .• . . .·. ···•······· ... ·.· ... ·•· ... \ ·<'. ',': ·.•· :.•i ... :,,:,•,;, ' .. ··• .. ·•···.·····.·· ... ···.· .. ·· .•... · 
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/i 

waarin R de orthogonale matrix ().- 1 PQ is en D ee11 dia[~onaal1natrix 

met alleen positieve diagonaalelementen. 
f"'ii" . i f ,j, db 

.,, Ji 

dan krijgen we een nieuw genormeerd orthogona8lstelsel, ten opzich-

te waarvan de homogeen lineaire trar1sformatie t (die een vector X 
in een vector '-1 overvoert voor1'J"_ .. esteld- ·k~)#) T.\1 0.r, .. ◄ e .. r· r1 r-Jo•" ''-""if'RD· ..L _. · 0 - .. <~ • J VV V ., \A ., ~-•,., '1..-J>'( 1- _JI t. k. 1>f m,..J'\..i . _. 

Dientengevolge 
met ma t1~i·x RT 

is T equivalent met een ortho~onale transformatie -

king met matrix D eveneens t.o.vo de 

orthogonale transformatie een rotatie is of een rotatie gevolgd 

door een spiegeling, geldt het volgende resultaat: 

Stelling 

t " " ma ie in 
7 .19 .. Iedere niet-singuliere homogeen lineaire transfor

of equivalent met een rotatie gevolgd cioor een uit-

rekking of met een rotatie, eerst gevolgd door een spiege11ng en 

daarr'.2 c:1oor een uitrekki11g. 

Voorbeeld 10. Gegeven in een 
/1 
1 
1 

-1 ..., -, 
1 "'; -t 

1 1 

Gevr.aagd wordt a Ate schrijven als product van een orthogonale 

matri2c P 
. T de meetkundige beteke1,is van de met A corresponderende homogene, 

lineaire transformatie. 

Oplossing: a Volgens stelling 7.17 is , t7•·· - ,i,;U1 
' . . ' - : -

3 '1 -1 
'1 3 --1 posi tief definiet symmetr·isc.r1 .. 
1 /1 ··-:r 

- I ··1 .-,· 

e e 1.~1 tl e i cJ :'3 t.; j_ [Ce n v e c t o re r1 var1 
1 , ;~ 

l)e orthogonale matrix Q 

0 

a J_t~ kolc)mvec to1,.,C)n t '1ansfor~mee1~t 
. 0 . 

n a a lma tr ix D· .~ ,_,, 4 0 
0 0 1 

.. 1 2= .. = 2 0 0 .· 

·. ··O·· ·O·· ·· ·1·· .... · ·.• .· · 
. . . . ' ' . 

• • • • • • • • • ·• • C •• 

·- ' 'Sc 

, 1 "'1 
j . 1 

' 
A 1 1 

. 

"1 
.,,., 
f - t 

. . _:,..:-.:. __ .:: .. :/.>\;_:,.,-:··-'. "'. _:, . ,-

. -----,.- .:_ -. -_:.:,.·-:_:-·:·: ____ :··:1;·:·:,-._:,,,_-::',:~:A_:-'._-'.-. _ _:::·-:_:_:::,<:·-_>:-f:·---,.;: .. --,- -'-:·_- __ -_;,_ ... --_ .:· _' _ -. --~ _ .-·\>_-_-:·-_--_::· .- ,,_-::•_. ___ --~:-~,~<*,,:_: __ ,._ .. -_~/,;_ >:·---;·•._ 

• • . 

' 

.. 
' ; 

S equivalent is met . D~.·,,·· ... · ......... ·····• ... ·•·.··••· ... ···•···· .. ··•• .. ·•·I::;:•,.:·t!:''·•.·.• .. · ... •··•·•···· ..... •.·•·· ··•··•.•··· .... ·· ··· .. ·,.· ...•...... ·• .. ··.··. ···••·• .. ··•·•··•····••··i•.•···•··· .. ·.··•.··.•·· ., ......... ····•· .. · ··.··. ·•· .•·. 

·1 ·'" 
' . . - . . ' . . . ' . . . ,'. 

' ' ' . . ' . . . . ',,. . . 

"" 1 - -' 
• 

. 

1 ·"' -• • 

1 ,1. 
;t 

' 

,,, .. 
I 

41. ' •• .. 
' • 

A • 

' t I 

·~ffl_ 
'· ·- 'lo 

• 
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Ook=geldt 

orthogonaal, 

symmetrisch 

De g·evraagde 

5 
3 
1 

- ,111 

3 
1 

-5 

zodat 
1 
1 
1 

\.. 
' ' 

I • 11 

T 1 

I ,:) ;..) l,J @ Pis dus 

stelling 7.18 is hiermede tevens bewezen . 

positief definiete symmetrische matrix sis dus 
1 1 ....... - 2 2 
3 3 
5 1 

• 

3 3 
1 5 

en de orthogonale matrix P--AS- 1= 

"f -j 
. .,,I 

1 2 
3 

.,,,~, . 
C .J, ' 

I .,,,,, 

2 ;1 

3 J ''1J •-:=~ 
I j ,.., 

\ 

2 2 1 5 1 -1 
I 

3 - - DJO• I 1llll'f.ll, ,U; 

3 3 3· • 

-1 -1 3 1 ..., 

1 1 ') 2 ., 1 c:· .~1 
-1 c.. :J ,... ., 

3- -
1 3 3 

'7')-4 j 3 1 :; 
2 1 2 1 1 5 
3 3 3 -3 3· 

,.,.., 
' ' v ' ' ' t.., / l, ' = l¾-1 -- ,11 Sol k .,,,. 

• ➔- ·- ...r" ' ; 1 o I ' - b U Ii 

{;. p c, 
w 

-
2 

... direct j_f:;; te ver1fi~ren1., In dit biJ·zondere gevanl ge.ldt F·S SP, zoals· 

b Stel -c is een homogeen lineaire - ~ ~, · · · f_·. • .. ·· 

1,0,0, E0 = 0,1,0, 
ik-

g el d t 

( 7 .12 XA of 

De e ig0.=11 :L ijke o rthogona le trans format i•e met or,thogor1a le 111a t r1x 

L . .· . . 

vectoren in een zekere richting R · de richting der rotat1e-as in-

var:Lant laat. Dat er in het algemeen zo 1 r1. riohting R bestaat volgt 
p 

• 

rn 
I.,J._I =0, 

of RP==R. 
' 

·t11·• 

bij 

met a e rE)·i:::~t tie-as, 

den, waarover b1j 

blijft invarisnt···· "· ·de··ara111ogai·101,k e te v1n-
we. •··· ,,. . !\l . "'11 .. ~ 

. ' ··.,_Jr,:•'.·Ji ,_·---_-::·_,_---,-: ·,_-- __ ·:,-_---·-,.'• ,,--- .. ,; ,_r }_i,: . .: ,-, •'_.•_._-{':'· ·,,_c.·:- ::-·• 



• 

rotatie over in de vector 1,0,-1 . De cosinus va~ de hoek e tua-

sen 1,1,0 en 1J0,-1 is volgens punt J, blz.102 geliJk aan 
1.1~r-1 .o+o ~ 1 

....... , 

r. 2 ,. . 
;_,,. .. 

1 
.. ., ' 2 " e is dus 60° . 

Om de as in de rich·ting va11 wordt duo over een hoek van 

van 1,1,0 naar 1,0J-1 • De mat~ix 
1 en, 

bij behoort een'Juitrekking''.'met een factor 1 in de richtir1g (·1,-.1J~1; 

der rotatie-as 1,-1,1 is een eigenvector1 van S behorende biJ de 

eigenwaa rde 1 

gen gelegen 

tatie-as. 

,. 
in 

en een uitrekking met een factor 2 in alle richtin
heJc vlak =0, dat orthogonaal is met de 

De transformatie 
., 
lS het commutatieve .·· product v,an de 

rotatie: 

dee rt 

ting 

stelt 

I""") 
c.. . ..... x 
3 3 
1 

2 

en de uitrekking: 

. c or•r'eSf)Oti-

met een dras1.ingaho,elc·va11 oi i.nmJ,·:; a·· . pt 

. . " . ·. ' ' . ' .•. · . . . "" . . . . • ' , :iii i 1 ; "'l CF' !":~ $ l· ·. ' . . ·~ ~ .1, ·C"'t ~.' ) t.' "'··.,... lfli~l -
. . . • _ . -... --

1 
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