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CURSUS WETENSCHAPPELIJK REKENAAR

Lineaire Algebra en Meetkunde

§1. Vectoren in het platte vlak en in deA£§r1é~dimensionale) ruimte

Zij O (de oorsprong) een vast punt in vlak of ruimte.
Definitie: Een vector is een gericht lijnstuk (een bijl) met
' "0 als beginpunt en een willekeurig punt als eindpunt.

Dit betekent, dat een vector een bepaalde lengte heeft, nl. de
lengte van de pijl en een bepaalde richting, nl., de richting van
de pijl. |

Is A het eindpunt van een vector, dan dulden we deze vector aan
met OR of kortweg OA. Een vector wordt ook dikwijls aangegeven
door een enkele letter (evt, geindiceerd), voorzien van pijl-
tje of streepje, bijv.'é, vV, X, Bn, W, enz. De 1lijn, wasrop de
vector ligt, is de drager van de vector.

Onder de nulvector O verstaan we de vector, waarvan O zowel het
“begin- als het eindpunt is.

Op vectoren kan men verschillende’bewerkingen ultvoeren;

1. Optelling

Onder de som van twee vectoren a en b, geschreven als
3 + b, verstaat men de vector, die zijn eindpunt heeft in
het hoekpunt ¢ van het parallelogram OACB met OA = 3 en
OB = b tot zijden.

2. Scalalre vermenigvuldiging

Onder A3 (of Ax & of A.3), dat is h2t product van de
vector @ met het reéle getal A (een scalar), verstaat men
de vector, die zijn eindpunt heeft in het punt, dat ontstaat
door het eindpunt van a t.o.v. O met A te vermenigvuldigen.
Dit betekent, dat & en Aa dezelfde drager hebbeh, terwijl
de lengte van Aa gelijk is aan YA[ maal de lengte van a.
Is A>0 dan heeft Aa dezelfde richting als a, is A< O dan
heeft A& tegengestelds richting. Is A = O dan levert scalairg
vermenigvuldiging de nulvector op. *
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Eigenschappen van de optelling:

a (optelling is commutatief)

(1.1) a+b=">0+

(1.2) (2 +b) +¢c =38+ (b +c) (optelling is associatief)
Er is één vector x zodat a + X = Aa. X is de nulvector O:
(1.3) a+0=a2a,

Er is één vector X, zodat @ + X = O. Deze X is gelijk aan
(-1)a, kortweg aangegeven door -a (tegengestelde van a):

(1.4) . 3 - a=0.

Opm. (1.3) en (1.4) volgen direct uit het feit, dat de
vectorvergeli jking

a+x==50
eenduidig oplosbaar is naar X voor elk tweetal gegeven vecto-
ren a en b, namelijk x = b + (-4). Het rechterlid noemen we
b ~ 2, het verschil van b en a. Algemeen schrijven we voor
(=A)a kort: - Aa. De vergslijkingen (1.1) t/m (1.4) houden
in, dat de verzameling der vectoren tegenover de optelling
een commutatieve (of Abelse) groep vormen.

Eigenschappen van de scalaire vermenigvuldiging:

(1.5) (Aw)d = A(ma)
(1.6) 1.2 = a; 0.3 =0; A0 =0
(1.7) A(a +B) = N&8 +Ab  (1e distributieve eigenschap)

(1.8) (A +u)a = Aa + 3 (2e distributieve eigenschap)

Definitie: Een vector b is een linesire combinatie van 51 en
52, als er twee ref€le getallen o en o, bestaan,
zodanig, dat

(1.9) b =oa8, +« i, .

Men zegt ook, dat b in dat geval lineair afhankelijk is van

Ld

a, en f,.
1 2
Algemeen: b is lineair afhankelijk van de n vectoren

51, 52,...,5n, als er n getallen oy, &, -

o3 dh bestaan,

zodanig, dat .

(1.10) b =e,a, + Xy Foaas F X B i

)

n

(of: b is een lineaire combinatie van a,.8,,...,8
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Opm. 1) De nulvector O is dus lineair afhankelijk van elk

willekeurig p-tal vectoren 51,...,ép
2) Is b lineair afhankelijk van a, dan is b = ea.

Definitie: Het stelsel vectoren 51, 52,,,5,5n heet lineair
" afhankeli jk, als minstens één vector ervan lineair
afhankelijk is van de overige, d.w.z. minstens één
ervan is een lineaire combinatie van de andere
vectoren (n:>1).%) '

Hieruit volgt:

Stelling 1.1 Als de n vectoren 51"°°’§n een lineair afhan-

kelijk stelsel vormen, dan bestaat er een
lineaire petrekking tussen deze vectoren:

(1.11) oyay + &8, + ... +eta =0,

waarblj de n getallen aq,.,,,an niet alle O
zijn. Omgekeerd: Als er zo'n lineaire betrek-

king bestaat tussen n vectoren a,,...,a_, dan

s
is het stelsel gevormd door deze vectorgn
linealr afhankelijk. M.a.w. de gegeven linesire
betrekking (1.11) met et,,...,%¢ niet alle 0, is
een nodige en voldoende voorwaarde voor de af-
hankeli jkheid van het stelsel vectoren
51""’én° Een aequivalente definitie voor
lincaire afhankeli jkheild voor zen stelsel vec-
toren 51,...,§n luidt dus: Er zijn coé&fficié&nten
0%,,,,;xh te vinden, niet alle O, zodanig, dat

aan (1.11) voldaan is.

Stelling 1.2 Wanneer tot een stelsel vectoren de nulvector
behoort, dan is het stelsel lineair afhankelil jk.

Stelling 1.3 Drie vectoren in de ruimte zijn dan en slechts

dan lineair afhankelijk, als zij in eenzelfde
vliak zijn gelegen.

Stelling 1.4 In de ruimbe resp. het platte vlak zijn ¥ resp.

&

3 vectoran steeds lineair afhankeli jk.

xyAls n=1 bestaat het "stelsel" uilt 1 vector, dat per definitie
lineair afhankelijk is als de vactor gelijk is aan de nulvector.
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Definitie: Een stelsel vectoren heet lineair onafhankeli jk,
"~ als het niet lineair afhankelijk is,

Hieruit volgt onmiddelli jk:

Stelling 1.5 Als de n vectoren 51""’5n een lineair onafhan-
keli jk stelsel vormen en als X484 t ... bt a =
= 0,

= 0, dan moet noodzakeli jk: oy = ey =&

Opgaven:

1) Is a lineair afhankelijk van b en b lineair afhankelijk
van ¢, dan is a lineair afhankelijk van c. Bewijs dit. Is
c ook altijd lineair afhankelijk van a?

2) De vectoren a, b en C vormen een lineair afhankelijk stel-
sel. Volgt hier noodzakelijk uit, dat a lineair afhankelijk is
van b en ¢?

3) Bewijs dat a, b en ¢ dan en slechts dan een lineair afhan-
kelijk (resp. lineair onafhankelijk) stelsel vormen, als

a + b, b en ¢ een lineair afhankelijk (resp. lineair onafhan-
kelijk) stelsel vormen. ’

L) Bewijs, dat als @ en b een lineair afhankelijk stelsel
vormen, het stelsel gevormd door &, b en een willekeurige
vector ¢ eveneens lineair afhankelijk is.

5) De vectoren a, b en ¢ vormen dan en slechts dan een
lineair afhankelijk (resp. lineair onafhankelijk) stelsel als
x8, b en ¢ een lineair afhankelijk (resp. lineair onafhanke-
1ijk) stelsel vormen (o % 0),

6) Gegeven is:
1. a2 is lineair afhankelijk van b en ¢
2. b is lineair onafhankelijk van a en ¢
3.8 % 0.

Bewijs, dat ¢ lineair afhankelijk is van 2.

7) De vector a is lineair afhankelijk van ©. Bovendien is ¢
lineair afhankelijk van 8 en 6. Is 8ltijd © lineair afhan-

keli jk van a en C? ¢

#
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8) Gegeven is:

1.8 $ 0

2. b is lineair onafhankelijk ven a

3. ¢ is lineair onafhankelijk van a en b

4, d is lineair onafhankelijk van &, b en ¢.

‘Bewijs, dat a, b, ¢ en d een lineair onafhankelijk stelsel
vormen.

9) De vector a is lineair afhankelijk van © en ¢ en bovendien
lineair afhankelijk van b en d. Vormen b, ¢ en d een lineair

afhankeli jk stelsel?

10) Gegeven is:

1. a is lineair afhankelijk van b, ¢ en d
2. b is lineair afhankelijk ven ¢ en 4
3. a en d vormen een lineair onafhankelijk stelsel.

Bewijs, dat ¢ lineair afhenkelijk is ven 3 en d.
Indien gegeven 3) wordt weggelaten, is dan ¢ nog noodzakeli jk
lineair afhankelijk van a en d?

Z21j O weer in de ruimte het vaste punt, dat we de oorsprong
noémen, dan behoort bij ieder punt P een vector 0P, de plaats-
vector van P. Omgekeerd behoort bij iedere vector p een punt P
in de ruimte, zodat OP = p. Een plaatsvector en een punt, die
met elkear in bovengenoemde relatie staan, worden veelal weer-
gegeven door dezelfde letter: de plaatsvector van A is a enz.
Wij geven nu in de ruimte de oorsprong O en drie niet in één
vlak gelegen vectoren: EEA = &4, Bﬁé = 52 en 5E5 = 53 (dus
51, 52 en 53 lineair onafhankeli jk wegens stelling 1.3).
Definitie: Het punt O met de drie plastsvectoren e,, &, en 53
- vormen een cobrdinatenstelsel in de ruimte. De

rechten door O langs €,, €, en 53 heten de assen

van het coSrdinatenstelsel. &4, €, en 53 heten de

basisvectoren (of grondvectoren). O heet de oorsprong.

Stelling 1.6 Iedere vector a is in de ruimte op één en slechts
é

4 s . y L)
een wijze te schrijven als

(1.12) 8 = o8, + Xe, d3e3
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Xgs Ry m3 zijn dus eenduidig bepaald bij gegeven a, Men zegt:
in het codrdinatenstelsel bestaat een eeneenduidige afbeelding
tussen de punten van de ruimte en een drietal re&€le getallen,

Definitie: In de ruimte zijn &, «, en % in (1.12) de
' coBrdinaten van het eindpunt A van a in het

codrdinatenstelsel, waarvan de assen langs 51, 52
en 53 vallen. In dit co8rdinatenstelsel heten deze
getallen m.i %5 e? oy de kentallen van a; de drie
vectoren “164’ %s€, €N “3

(d.z. de projecties van a op de assen; projectie-
richting bij projectie op een as 1is evenwijdig aan
het vlak door de beide andere assen, oy, %, €N “3
zijn de van teken voorziene lengten der projecties).

53 de componenten van A

Schrijfwijze: O = & = (aﬂ’“Q’dB)'

Het punt A wordt ook wel aangegeven door A(a). In het betref-
fende cobrdinatenstelsel geldt blijkbaar:

e, = (1,0,0);5 €, = (0,1,0); 53 = (0,0,1) en 0 = (0,0,0);
(p,0,0) is een vector langs de eerste coBrdinantas, (0,9,0)
langs de twéede en (0,0,r) langs de derde as. Met de
vectorkentallen kan men rekenen als met de vectoren zelf;

Stelling 1.7 Als a = (“49“2’“3)9 dan is Aa = (A°H’A“2’A“3);
in het bijzonder -3 = (-mﬂ,-aQ,—aé),

éls % = (mq,«g,aB) en b = (ﬁH’ﬁE’ﬂB)’ dan is

‘a + b o= (oc,l +/3,I,o<.2 +/52,oc3 +/33),

d.w.z,

Vectoren worden opgeteld door de overeenkomstige
kentallen van de vectoren op te tellen en worden
met een scalar vermenigvuldigd door de kentallen
van de vecfor met de scalar te vermenigvuldigen.

Evenzo in het platte vlak: Neem hierin twee vectoren 51 en 52
(beide # 0), asngrijpend in een vast punt 0, de
oorsprong en wel zd, dat ze niet langs dezelfde
1ijn vallen. Men kan dan zeggen, dat de lineair
onafhankeli jke vectoren 51 en 52 in het platte
vlak de basisvectoren vormen van een cobrdinaten-

stelsel, bepaald door O, 51 en €,. Elke vector &

2&
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in het platte vlak is op één en slechts één
wijze te schrijven als & =<x451 +-d252; de beide
termen zijn de componenten van a (projecties van
a op de assen door 51 en 52)50»1.1 en o, zijn zowel
de kentallen van a (van teken voorziene lengten
der projecties), als de codrdinaten van A in het

al

il

betreffende codrdinatenstelsel indien OB
Schrijfwijze: O = 3 = (mﬂ,dé), Weer is:
A8 = (Asty,Ao,) en als b = (B f): @ + b =
=(“4-*ﬂqﬁm2-+ﬂ2);5ff(oﬂﬂs(pﬁﬂ is een
vector langs de as door e,; (0,9) een vector

langs de as door €,; éq = (1,0), 52 = (0,1).

2
Omdat het in de gewone ruimte om codrdinaten-drietallen
gaat, noemt men deze ruimte driedimensionaal. Schrijf-
wiljze voor deze rulmte: R3°

Het platte vlak noemt men twee-dimensionaal: RQ,

2) Veelal maken we gebruik van een bi jzonder soort

3)

coBrdinatenstelsel, een Cartesisch cobrdinatenstelsel.
Hierbij zijn de assen onderling loodrecht, terwijl de
basisvectoren op deze sgsen alle de lengte 1 hebben.

In R2 spreken we bij een gegeven cobrdinatenstelsel
dikwijls van: x-ag en y-as door O (of van X,-88 en X,-
as) i.p.v. de assen langs 51 en 52, Een punt wordt dan
voorgesteld door P(x,y) (of P(xq,xg)), De eerste
codrdinaat x (of Xq) heet de abscis van P; de tweede

vy (of xg) de ordinaat.

In RB: x-as, y-as, z-as door O (of X4-88, X,-88, x3-as);

Punt P(x,vy,z) (of P(X49X23X3))° x, y en z (of x,, X,
en X3) de cobdrdinaten van P,
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We maken dikwil jls gebruik van vectoren om meetkundige figuren
en hun elgenschappen te beschrijven:

1) Zoals reeds gezien: een punt A kan worden sangegeven door
het uiteinde van de plastsvector a = OA, Dikwijls gebruiken
we hetzelfde symbool (aq,ag) of (aq,ag,aB)ﬁ dat de vector a
aanduidt in R2 of R33
RB bijv. kunnen de symbolen A, A(a), A(31:32:a3) of (a13a2,a3)
alle worden gebruikt om een punt A aan te geven met codrdi-

voor het aangeven van een punt A, In

naten 84,8, €n a3 bij een zeker cobrdinatenstelsel;
(a = 0k = (a1982’83))°

2) Een rechte (d.i. rechte 1ijn) 1 door O0: Zij 8 +# O een vector
langs 1 (de drager van a). De rechte 1 is dan de meetkundige

plaats van de eindpunten der vectoren:
(1.13) X = Aa (-ew<Aeoo),

3) Een rechte 1 niet door O kan gegeven worden door een wille-
keurig punt P(p) op 1 en een vector a//1(a + 0).
Een punt X op 1 heeft de plaatsvector x = OXx. Dan geldt

X - p =Aa en dus
(1514) 32 = 5 + Aa (-—004)\46@),

De vector a is een richtingsvector van de rechte 1; de nul-

vector treedt niet als richtingsvector op; de kentallen van
a heten richtingsgetallen van 1. (1.13) is een bijzonder
geval van (1.14), neem bijv. p = 0. (1.14) is dus een algemene

voorstelling van een rechte 11jn.

Definitie: (1.14) met -w<ieow 18 een parameter-voorstelling van

een rechte op punt en richting (punt: “(B); richting: &).
A ls de parameter. Als het getal A alle re&€le waarden
doorloopt, dan doorloopt het eindpunt X van x alle

puntén van 1,

Opm., (1.14%) geldt zowel voor de meetkunde op een rechte 1ijn
(R,I)y als voor die in het platte vlak (RE)’ als voor die in
de ruimte (R3)° In het eerste geval hebben de vectorén één
kental, in het tweede geval twee en in het derde geval drie

kentallen,




WR-AQ

In plaats van "parametervoorstelling" spreken we ook wel van .

een vectorvoorsgtelling.

Is een rechte 1 gegeven door twee punten P(P) en Q(§)

(ulteraard niet samenvallend), dan kan men een parametervoor-

stelling voor 1 afleiden bijv. door in (1.14) voor a te

nemen de verschilvector g - p. We vinden dan:

(1.15) a)

X =(1-A)p + XA of ook b) X =op +fq
(Tw</\<°a ‘ (-m-ﬂ?(.,ﬁ(ao;

Lt+B= 1)

Laat men in (1.15) Aresp. o« enB met « +/43 = 1 alle moge-

1lijke re€le waarden doorlopen, dan doorloopt het eindpunt X

van de vector x de lijn 1.

Definitie: (1.15) a) of b) is een parametervoorstelling van een

rechte uit twee (niet samenvallende) punten (punten:

F(p) en Q(q)).

Stelling 1.8

De meetkundige betekenis van de getallen « en /3

in (1.15) b) is, dat FX : X = -B:e, dus X tus-
sen P en Q als o en 3 beide positief of in verband
met o + 3 = 1: enB 1. Voor « = 1, 3= 02X = P;
=0, = 1-X = Q, Het midden M van PQ behoort
bij oe= B =%: OM = m = 3(p + q), d.w.z. meetkun-
dig: de diagonalen van een parallelogram delen
elkander middendoor. Zij ot en (3 ¢ O en tegengesteld
van teken, dan 1igt het bi jbehorende punt X niet
tussen P en Q.

Een vlak e kan in R3 gegeven worden door een punt P(p) en twee

lineair onafhankeli jke vectoren & en b, die evenwijdig zijn met

o . Op grond van stelling 1.3 is de voorwaarde, opdat X(x) in «

ligt, deze, dat de vector X - p geschreven kan worden in de vorm
A2 + b, dus X - D = A8 +ub of

(1.16) X = 5 + Aa +/u5 (-—€><7< A,/,u<ca)n
Een vector X in een vlak door O is dus eehvoudig voor te stellen
door ‘
(1.16') x =Aa +ub (neem in (1.16) p = 0).
("‘-“( }\’/"‘:<°"
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Definitie: (1.16) is een parametervoorstelling van een vlak op

punt en vlakstelling (punt:}%ﬁkvlakstelling:/7 aenb).
A en s zijn de parametefé, Indien A en alle reé&le
waarden doorlopen, dan is het vlak de meetkundige
plaats van de eindpunten der vectoren Xx.

Is het vlak « gegeven door drie (niet op één rechte gelegen) -
punten P(p), Q(a) en R(r), dan kan men een parametervoorstelling
voor o afleiden bijv. door in (1.16) & te vervangen door 4 - D
en b door r - p, zodat

(1.17) a) }E=(’I—A—/u)f) + Aq +/uf of

-0 LA, L0

b) X = &p + f3q + pr
_ac(_otjﬂgf’(oo;
=+ 8+ =1
Laat men in (1.17) Aen u resp. o ,Beny met «+43+= 1 alle
mogeli jke re&€le waarden doorlopen, dan doorloopt het eindpunt
X van X het vlak o .

Definitie: (1.17) a) of b) is een parametervoorstelling van een

vlak uit drie (niet op één rechte liggende) punten
(punten: P(p), Q(g) en R(r)).

De vergelijking van de rechte 1ijn‘Lﬁq) in R,

Volgens (1.14) kan de rechte 1 door een punt P(p) en// a gegeven
worden door de parametervoorstelling: X = p + Aa.

Als a = (aq,ag)j P = (pq,pg) en x = (x,y), dan geldt dus volgens
stelling 1.7:

(x,7) = (pgs05) + AMag,8,) = (psp,) + ((hay, Aey) =

= (pq+-Aa1,p2+ Aag), zodat (aangezien 2 vectoren dan en slechts
dan aan elkander gelijk zijn als de overeenkomstige kentallen
overeenstemmen) geldt:

(1.18) X = pgt Aa1; ¥ = pot Aag

Hierin zijn x en y de coBrdinaten van een willekeurig punt van
¢
1. Elimineren we A uit (1.18), dan blijkt, dat de codrdinaten

x en y van elk punt (x,y) van 1 voldoen aan de vergelijking:
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(1.19) ag(x"p/]) = a/](y"pz) = O,
We noemen (1.19) de (cobrdinaten-)vergelijking van de rechte in
R,-Duze 1ijn gaat door het punt P(qupg)‘en is evenwijdig aan de

richtingsvector a = (aq,ag), Z2ijn de richtingsgetallen a4 en‘a2
van 1 beide # 0, dan is (1.19) ook te schrijven als:
X=-p =P
(1.20) . 1 - 2
| 1 B
Omgekeerd stelt, zoals kan worden aangetoond, elke vergell jking

van de eerste graad in X en y:
(1.21) ax + by + ¢ = 0,

waarin a en b niet beide O zijn, de vergeli jking van een rechte lija
in Rg
wordt daarom ook wel een lineaire vergelijking genoemd.

voor, Een vergelijking van de e graad, zoals bijv. (1.21),

De 1ijn vcorgesteld door (1.21) is evenwijdig aan de vector
(v,-a); een richtingsvector is dus (b,~a); ~b en a zijn richtings-
getallen van 1; het quoti&nt - & noemt men ook de richtings-

, b
co8fficiént van 1(- % = tangens van de hellingshoek van 1 met de

positieve x-as).”

Als in (1.21) c¢=0, gaat de 1lijn door O. Is ¢ # O, dan gaat de
lijn niet door 0. Is a = 0, dan is y = /b, een 1ijn evenwijdig
aan de x-as, y = 0 is de vergelijking van de x-as (par. voorst.
X-8s: X = Ae, = A(1,0) = (A,0); punt op de x-as dus voor te stel-
len door (p,0)). Als b = O=x = -°/a, 1ijn evenwijdig aan de
y-as: x = 0 iz de vergelijking van de y-as (par. voorst. y-as:

X = AEQ = M0,1) = (0,A); punt op de y-as dus voor te stellen
door (0,q)). )
Evenwijdige lijnen in R,: Als gegeven zijn de 1lijnen l,l en 12:

2
148 a4x +bgy +c, =0 (a1 en b, niet beide 0)
12{ 8% + by + ¢y =0 (a2 en b, niet beide 0),
dan zijn de 1ijnen 14 en 12 evenwl jdig als a1b2 = agbq,

Is a, = a, = 0, dan beide lijnen // x-as.

Is by = b, = 0, dan beide lijnen // y-as.

¢
Als een A4 O is te vinden, waarvoor: ay = Aag, b, = Ab2 en

¢y = Acg, dan vallen 11ven 12 samen.,

¥) Indien men de richtingscoé&fficiént - %—gelijk aan m stelt, is
elke rechte, die niet evenwijdig is aan de y-as, voor fte
stellen door de vgl.: v = mx + n.
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De vergelijking van het platte vlak (R,) in R3

Het vlak o door het eindpunt van a, en // b en ¢ kan volgens
(1.16) worden gegeven door de parameter-voorstelling:

X = a +Ab +mc.

Als a = (aq,ag,aB)j b = (bq,bgbe), c = (04,02,03) en X = (X,¥,2),
dan volgt (x,y,z) = (a, + Aby +mcy, 8, +7)\b2 + M o

ag + Ab3 +/uc3), dus

x =a, + ﬁb1 +/uc%;' y = a5 +)\b2 + pC

(1.22) B N
7 = a3 ; b3 +/u03.

Hierin zijn x, y en z de cofrdinaten van een willekeurig punt
van ot ., Elimineren we A en u uit (1.22), dan blijgkt, dat de
cobrdinaten x, y en z van elk punt (X,y,z) van o voldoen aan een
lineaire vergelijking in X, y en z, dus een vergelijking van de
vorms:

(1.23) Ax +By + Cz +D = 0,

We noemen (1.23) de (cofrdinaten-)vergelijking van een plat vlak
in R..

Omgeéeerd kan worden sengetoond, dat elke lineaire betrekking in
X, yen z: AXx + By +Cz +D =0 (A, B en C niet alle 0) de ver-

gelijking van een plat vlak in R3 is.

(0,9,r) = q(0,1,0) + r(0,0,1) = q52
in het (y,z)-vlak (vlak door de y-as en z-as, ook wel genoteerd

+ reB is een punt of vector

als YOZ-vlak). De vergelijking van dit vlak is x = O. Evenzo voor
de andere codrdinaatvlakken:

y = O: de vgl. van het (x,z)-vlak (= X0Z-vlak).

0: de vgl. van het (x,y)-vlak (= X0Y-vlak).
(p,0,r) is een punt of vector in het (x,z)-vlak; (p,q,0) een

Z

Il

punt of vector in het (x,y)-vlak. De 1lijn x = a + A(0,qg,r) is
// (v,z)-viak; x = a + A(p,0,r) is // (x,z)-vlak en

x =a +A(p,q,0) 18 // (x,y)-vlak.

Het vlak voorgesteld door (1.23) gast dan en slechts dan door O

alsg D = 0. 1

0 dan vlak // x-as (de x ontbreekt in de vergelijking):;

Is A =
Is B = O dan vlak // y-as (de y ontbreekt in de vergelijking);
Is C = 0 dan vlak // z-as (de z ontbreekt in de vergelijking).
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Ontbreekt bijv. de x in de vergelijkiﬁg van een vlak, dan is
de resulterende vergelijking in y en z (of eventueel alleen in
y of alleen in z) de vergelijking van de snljlijn van het vlak
met het (y,z)-vlak, gegeven als een R, in een R,; analoog als
y of z ontbreekt.

A en B beide 0=z = -D/C, vlak // (x,y)-vlak

A en C beide 0-»y = -D/B, vlak // (x,z)-vlak
B en C beide O—x = -D/A, vlak // (y,z)-vlak.

i

Een rechte in R3 kan niet door één cobrdinatenvergelijking wor-
den voorgesteld, zoals in R2 (wel door 2 vergelijkingen, name-
1ijk als snijlijn van twee vlakken).
De parsmetervoorstelling heeft het voordeel, dat we door één
betrekking de 1ijn kunnen voorstellen (zie opm. blz. A8), zowel
in R, als in Rj. '

De x-as kan in R, of worden voorgesteld door de par. voorst.:
X = A51 = A(1,0,0) = (A,0,0); punt op de x-as: (p,0,0); of door
2 vergelijkingen: y=0, z=0,
Evenzo de y-as of door X = %52 = A(0,1,0) = (0,A,0); punt op de
y-as: (0,9,0); of door x=0, z=0;
de z-as of door X = AéB = A(0,0,1) = (0,0,A); punt op de z-as:
(0,0,r); of door x=0, y=0,.
In het algemeen kunnen we zeggen, dat indien we werken in een
ruimte van zekere dimensie, een hierin gelegen ruimte van 1 di-
mensie lager, voor vTe stellen is door 1 cobrdinatenvergelijking,
van 2 dimensies lager door 2 codrdinatenvergelijkingen enz.
Evenzo is er een verband met het aantal parameters in de para-
metervoorstelling van de deelruimte., Het aantal parameters is
namelijk juist gelijk aan de dimensile van de fjlet::lr’uimte.‘6
Samengevat kunnen we het volgende overzicht geven van de voor-
stellingswijze van punt, lijn en vlak in R2 en RB:

¥) Men zegt wel, dat de linecaire deelruimte bestaat uit oo
punten, als k de dimensie van de deelruimte is,

k

A
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{x . X = Py
punt /// y = pg // J = p2
(Ro)\\\\ \\\\Z = p3
X = (X y) (pqspg X = ( 9ysZ) (p15p23p3)
ax+by+c=0 %o x40, yic. z+d,=0 (a c, niet
y+c=0 (2 en b niet 8 4x+by+c  z+d, 12C5
rechte // beide 0) // 8 x+ e 4z +d,=0 aile drie O voor
1in(RYN 5 = 54 05 (540) \\ 7 TRt e i=1,resp.1=2)
% = 3+ Ab(b$0)
ax+by+cz+d=0 (a,b,c niet
N X Ab+ /u (b en ¢ een lin.
onafh.stelsel)

x),In R3 kan een rechte ulteraard ook door twee vlskken worden voor-
gesteld, beide in de parametervoorstelling.

De betekenis van de begrippen "lineaire combinatie"” en "lineaire (on)
afhankelijkheid" voor de meetkunde, blijktoauitde volgende eigenschap-
pen, die bijv. in een RB gelden:

1) Twee rechten zijn dan en slechts dan evenwijdig, als hun richtings-
vectoren afhankelijk zijn.

2) Een vlak door O wordt gevormd doof alle vectoren, die een lineaire
combinatie zijn van twee lineair onafhankelijke vectoren.

3) De rechte x = @+ AU is dan en slechts dan evenwijdig met het vlak
X =b + uv + YW, als u een lineaire combinatie is van V en Ww.

4) Twee vlakken X = @ + AT +ul en X = b + ¥V + pw zijn dan en slechts
dan evenwijdig, als £ en U lineair afhankelijk zijn van v en w (ook
v en W lineair afhankelijk van t en u).

5) De eindpunten der vectoren a, b en ¢ liggen dan en slechts dan op
één rechte, als b-a8 en ¢c-a een lineair afhankelijk stelsel vormen,

6) De eindpunten der vectoren a, b, ¢ en d liggen dan en slechts dan
in één vlak, als b-3a, ¢-3 en d-3 een lineair afhankelijk stelsel

vormen.,

¢




WR-A15

Voorbeelden:

In R2

Vb 1)

Vb 2).

Vb 3)

Vb 4)

L3
°

Beschouw de rechte x=(1,2)+ A(3,1).
Het punt (10,5) ligt er op, want (10,5)=(1,2)+3(3,1) (A=3).
Het punt (-2,-1) ligt er niet op, want voor elke A is
(-2,-1)#(1,2)+A(3,1). _
Het snijpunt met de x-as vinden we uit (p,0)=(1,2)+A(3,1)=
=( 143X, 2+A), dus A+2=0->A=-2, zodat p=-5 en dus snijpunt met
de x-as: (-5,0). Op analoge wijze vindt men dat (O,é) het
snijpunt met de y-as is.
De vergelijking van de rechte volgt na eliminatie van A uit:
x=1+3 A
{y=2+k .
Resultaat: x-3y+5=0. Richtingsvector dus inderdaad (3,1). De
van teken voorziene stukken, die van de assen worden afge-
sneden, verhouden zich dan als 3:-1, zoals ook het geval is

(-5 en %0«

Een rechte is gegeven door de vergelijking: 2x+y-3=0. Om een
parametervoorstelling te vinden, stellen we x=A, dan is

=-2A+3; en dus x=(x,y)=(A, -2A+3)=(0,3)+(A,-2A)=(0,3)+A(1,-2).
Deze vergelijking kunnen we ook als volgt vinden: Neem een
punt van de rechte, bijv. als x=0-y=3, dus (0,3). Richtings-
vector is (zie blz. A11): (1,-2).

Dezelfde vraag bij 2x+3y-7=0. Stel nu x=3A, dan is y=—2A+Zg
dus een parametervoorstelling: §=(xjy)=(3kj—2x+%9=(0,7/3)+
+A(3,-2).

(0,7/3) is een punt van de rechte; (3,-2) een richtingsvector.

Gegeven zijn de twee rechten 1,: x+2y+3=0 en 1,: 2x-3y-8=0.
Bepaal het snijpunt van 1, en 1,: x+2y+3=0 en 2x-3y-8=0 -+ x=1y=-2,
Snijpunt (1,-2).

Als de twee 1lijnen door middel van een parametervoorstelling

waren gegeven, bijv.

¢

1yt i=(—330)+A1(2,—4) en 1,: i=(4}0)+A2(3,2), dan moet voor
het snijpunt (x,y) gelden: (x,y)=(-3+2kqj-A1)=(4+3A2,2A2), dus
~3+2A1:4+3A2\ '

)~>A1;2; A2=-4, en dus (x,y)=(1,-2).
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In R.:
n R

Vb 5) Beschouw de rechte x = (1,1,1)+ A(0,1,2).
Het punt (1,3,5) ligt op de rechte, omdat (1,3,5) voldoet aan
(x,7,2)=(1,1,1)+ A(0,1,2) voor A=2. Het snijpunt van de rechte
met het (x,y)-vlak volgt uit z=0=1+2A-A=-%, en is dus het
punt (1,%,0). _
Het snijpunt met het (y,z)-vlak zou moeten volgen uit
x=0=1+ A .0. Er is geen x die hieraan voldoet; er is dus geen
snijpunt met het (y,z)-vlak. Inderdasad klopt dit, want de
richtingsvector is (0,1,2) en dus is de rechte // (y,z)-vlak
(blz. A12), omdat (1,1,1) niet in het (y,z)-vlak ligt.
liordt gevraagd de rechte door (7,0,3) evenwijdig met de gege-
ven rechte, dan is: x=(7,0,3)+ A(0,1,2) hiervan een parameter-
voorstelling.

Vb 6) Beschouw het vlak x=(1,2,3)+ A(0,1,1)+.(1,0,-2),
Uitgeschreven x=(x,y,z)=(1+x,2+ A ,3+A -2 u). ,
Voor het snijpunt met de y-as moetix=ng=O~¢A=-5,/u=-1. Dit
snijpunt is dus (0,-3,0).

De vergelijking van het vlak wordt verkregen door A en 4 te
elimineren uit x=1+,, y=2+)\,'z=3+)>—2/u.

Direct zien we in, dat geldt 2x-y+z=3. Dit 1is dus de verge-
1ijking van het vlak. Voor elk punt van de snijlijn met het
(x,y)-vlak moet z=0 zijn, dus de vergelijking van deze snij-
1ijn, beschouwd als rechte in het (x,y)-vlak, luidt 2x-y=3,
In de ruimte stelt deze laatste vergelijking voor het vlak
door de snijlijn en evenwljdig asn de z-as.

Vb 7) Het snijpunt van de rechte uit Vb 5) met het vlak ult Vb 6)

' verkrijgt men door x=(1,1,1)+ A(0,1,2) in te vullen in de ver-
gelijking van het vlak 2x-y+z=3. Dan is 2.1-(1+A)+(1+2 A )=
=3-3A=1 en het gevraagde snijpunt is (1,2,3).

Vb 8) Een vlak heeft de vergelijking 2x-4y+3z=12,
‘ Gevraagd wordt een parametervoorstelling van het vlak. Stel

y=A <en z=2m, dan 1is X=2A =3t +65X=(2N =3 ae+0, A ,2 )=
=(6,0,0)+ A(2,1,0)+(-3,0,2) een parametervoorstelling.

Het vlak door (1,2,3) // gegeven vlak heeft dus als een par.
voorstelling: x=(1,2,3)+ A(2,1,0)+4(-3,0,2).
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9) Gegeven zijn de twee vlakken
ol x+y=1 en oy 2X ~y+z=3,
Gevrasgd wordt een parametervoorstelling van de snijlijn van
*, en ot
Stel x=A, dan is y=- A+1 en z=-3A +4, dus
x=(x,y,2)=( A,=A+1,-3A +4)=(0,1,4)+ A(1,-1,-3) is een

parametervoorstelling van de snijlijn.

10) Gegeven de vlakken oL x=(0,1,0)+ A(1,2,1)+ (-1,0,1)

en oyt X= A(1,-1,0)+x(1,-3,-2).
Gevraagd de 1ijn door (1,1,0) // a2an de 1ijn, bepaald door
®q enot, (d.w.z. // snijlijn van %, encxg), Bepaling rich-
ting snijlijn van o, en o )\1(1,2,'1)+,u4(~1,o,1)= /\2(1,-1,0)+
+/u2(1,-33—2)m«>>\q=>\2:/»1=—/u2, Dus richting snijlijn is //
(1,2,1)+(-1,0,1)=(0,2,2)=2(0,1,1). Een parametervoorstelling
van de gevraagde 1ijn is dus: x=(1,1,0)+ A(0,1,1).

Opgaven

1)

3)

%)

5)

7)

8)
9)

Op de zijde AB van driehoek OAB ligt een punt P tussen A en B, zo,
dat AF:PB =2:u . Druk de vector OF,met behulp van de getallen 7
en 4 , uit in de vectoren OA en 0B.

Bewijs, dat het punt A = (3,4) ligt op de rechte x = (1,5)+h(2,;ﬂ):

Bepaal de vergelijking van de rechte x = (2,1)+ a(1,3). Bepaal de
cobrdinaten van de snijpunten van deze rechte met de cobrdinaat-

assen.

Geef een parametervoorstelling van de rechte, die als vergeliljking
heeft x+3y-2 = 0.

Bepaal het snijpunt van de rechten

X = (2. 1)+ 2(1,3) en x = (0,-3)+ n(1,1).

Idem vij de rechten:
x = (1,2)+ M-6,9) en x = (7,-5)+ n(4,-6).

Bewijs, dat de volgende rechten door €én punt gaean:
x = (0,2)+ 2(-1,1); x = (3,1)+ ~n(-5,3); x=a(1,-2). .

Gevraagd de rechte door A = (-1,1,4) en B=(1,2,3).

Geef een parametervoorstelling van het vlak, dat gasat door het
punt A = (1,2,1) en evenwijdig 1s aan de rechten:



10)

11)
12)

13)

1)

15)

16)

17)

18)
19)

20)

21)

22)

23)
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x = (-6,2,0)+ n(1,1,1) en x = (5,1,3)+ »(6,2,1).

Gevraagd het vlak (vergelijking en/of parametervoorstelling) door
de oorsprong O en de rechte x = (1,-1,0)+ a(2,1,1).

Gevraagd het vlak door A = (1,2,1), B = (-1,1,4) en C = (5,-2,1).

Geef een parametervoorstelling vén de rechte. die gaat door het
eindpunt van a = (2,1,1) en evenwijdig is aan b = (1,;1,0).
Bepaal de snijpunten van deze rechte met de drie codrdinaat-
vlakken.

Bewljs, dat de volgende drie punten op ¢én rechte liggen:

A = (6913'3)3 B = (O:“2ﬁ3) en C = (1053;'7)0

Het lijnstuk van A = (4,-1.2) tot B = (3,-3,5) wordt verdrie-
voudigd. Bepaal het eindpunt.

Bewijs, dat de volgende vier punten een parallelogram vormen:
A =1(3,3,3), B =(1,2,-1), C = (4,1,1) enD = (6,2,5).
Gevraagd wordt de vergelijking van het vlak, waarvan een
parametervoorstelling luidt

x = (0,1,2)+ a(1,-1,0)+ «(0,1,1).

Bepaal het snijpunt van de rechte 1 en het vlak V:
1 :x = (1,2,-1)+ »(2,1,0) V : 2x-y+3z = 6.

Geef een parametervoorstelling ven het vlak x-2y+3z = 4,
Bepaal in parametervorm de snijiijn van de vlakken:
x-z=1 en 2x-y+3z=5,

Bepaal een parametervoorstelling van het vlak door de rechte 1
en evenwijdig met de rechte m:

1:x=(1,2,3)+n(4,5,6); m:x=(7,8,9)+ 2(7,5,3).

Bewijs, dat de rechte x = (0,7,6)+ a(-1,1,1) evenwijdig is aan
het viak x = (6,1.2)+ a(1,2,3)+.(5,1,3).

Bewijs, dat het vlak
i = (09235)+ W(1,5,—2)+/L(157,3)
door de oorsprong gaat. ' !

&

Onderzoek of de volgende viertallen punten in één vlak liggen:
1) (332918)5 (15"234)9 (5}012) en (23"3:"4)°
2) ("43"233)3 (193)“2)9 (0339—2) en (53“250)0



2h)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)
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Gegeven zljn de rechten:
13X =(1,-3,0)+ a(2,1,-3) enm : X = (1,0,-1)+ a(0,-2,4).

1) Bepaal het vlak door m, det.evenwijdig is aan 1.

2) Ga na, of de rechte x = (8,-1,~-3)+ »(4,-1,0) 1igt in het
onder 1) genocemde vlak.

3) Bepaal het vlak door O en m.

4) Bepaal het snijpunt van 1 met het onder 3) genoemde vlak.

Een vlak « heeft in de ruimte de vergel jking 2x-4y+3z = 12,
Gevraagd: 1) Een parametervoorstelling van «.
2) Een parametervoorstelling van de snijlijn van«
met het vlak B , gegeven door de vergelijking x+y=1.

Bepaal de vergeliljking van het vlak door het punt P(1,2,-1) en

2X -y +z=1

de 1ijn 1 :.{X_y+2222

Gegeven de punten A(1,2,3), B(4,5,-3) en het vliak V met de ver-
gelijking: 2x-y+3z=4,

Gevrasgd het snijpunt C van de 1ijn AB met het vlak V en de ver-
houding van de 1lijnstukken AC en CB.

7ij gegeven in het platte vlak of in de ruimte de driehoek ABC
met zwaartepunt Z.
Als OB=3, O0B=b, OC=C en O7=7, bewijs dan, dat 7 = %(a+s+a),

Gegeven in de ruimte het viervlak ABCD met zwaartepunt Z. Als
OBi=3, 0B=b, OCU=G, OD=d en 0Z=Z, bewljs dan dat z = g{a+5+3+d).

Gegeven zijn de punten:

A=(0,-2,3) enB = (6,-5,1) en de rechte 1:

1 :x = (0,1,2)+ 2(-1,1,3). '

1) Bewijs dat A noch B op 1 ligt.

2) Bepaal de meetkundige plaats van het zwaartepunt van driehoek
ABF, als P de rechte 1 doorloopt. '

De middens der zijden van driehoek ABC zijn D, E en F (D op BC,

E op CA, en F op AB). Een punt P in de ruimte (in of buiten het
vlak door A, B en C) wordt met D, E en F verbonden. Men bepaalt
de punten Q, R en S zo, dat PQ=k.PD, PR=k.PE, PS=k.PF.

. (k is een re€el getal)
Bewijs, dat AQ, BR en CS door €én punt T gaan, en dat PT door het

zwaartepunt Z van driehoek ABC gaat; druk de verhouding PT:PZ in
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k uit. Welke meetkundige eigenschappen kan men afleiden voor k=1
en k=-27
Breidt deze opgave uit door de driehoeck te vervangen door een
viervlak (het midden van een zijde van de driehock te vervangen
door het midden van een ribbe of door het zwaartepunt van een
zijvlak van het viervlak, enz.)
Welke meetkundige eigenschappen kan men voor bijzondere waarden

van k nu afleiden? L

Stelt men in een Rg de linkerleden van de vergeliljkingen van twee

rechten: a,x + bqy + C, = 0 en a % + b2y + Cp = O voor door 1,I en
l,, dan stelt de vergelijking: ‘

2

(1.24) Aly+a1l,=0 (-00<n, so<o0)

juist alle rechten voor door het snijpgnt van de beide 1ijnen 11=O
en 12=O (eventueel 1,l en 12 evenwljdig, dan snijpunt oneigenlijk

(in het oneindige)).

Deze verzameling lijnen door één punt vormt de zgn. lijnenwaaier,
1=O en 12=O.

Zo vormen in R3 alle vlakken door de snijlijn van twee gegeven

bepaald door 1

vlakken een zgn. vlakkenwaaler. Als de vergelljkingen van de beide

vlakken, analoog als boven, resp. voorgesteld worden door v1=0 en

v2=0, dan 1s deze vlakkenwaaler te geven door de vergelijking:
(1.25) AV, MY, =0 (-0 < n, 4 <00),

Beschouwen we drie vlakken in RB’ die 1 punt gemeenschappellijk heb-
ben, dan vormen alle vlakken door dit punt, een zgn. vlakkenschoof,

Zijn de vergeliljkingen der drie vlakken resp. v1=0, v2=o en v3=O,
dan is de vergelijking van deze schoof:

(1.26) AV MV, YV =0 (-c0<n, m, v<o0).

In de vergelijkingen (1.24) en (1.25) is voor de bepaling van een
lijn of vlak ult de waaier alleen de verhouding =~ : w van bhelang,

- s o o T

‘e zeggen wel, dat de waaler bestaat uit oo! elementen. In de vlak-
kenschoof, voorgesteld door (1.206), daarentegen is een vlak bepaald
aoor twee verhoudingen »: u« : ¥ , De vlakkenschoof bestaat uit 002
vlakken (vergelijk blz. A 13). Er is een zekere dualiteit: In R,:
punt ¢+ 1lijn; in R,: punt <» vlak; lijn <> lijn. B

In R2: alle punten op een 1lijn (oco!' veel) «» alle lijnen door een
punt (oo ', liJnenwaaier).

3 alle punten op een 1lijn (oo!')«s alle vlakken door een 1lijn
(co', vliakkenwaaier).
?)

3 alle punten in een vlak (oo
(002, vlakkenschoof).

«» alle vlakken door een punt
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Voorbeelden

Vb 1)

Vb 2)

Vb 3)

Opm.

Gé;faagd de 1lijn door het punt P(-1,2) en het snijpunt Q van

11 : X+y = 0 en 12 : 3x-2y = 5,

We kunnen hiervoor eerst het snijpunt Q bepalen van 11 en 12,
d.i. (1,-1) en dan de vergelijking opstellen van de lijn door
(-1,2) en (1,-1)." '
We kunnen ook de lijnenwaaier beschouwen, bepaald door 11 en
1,. De vergelijking hiervan is volgens (1.24):

A(x+y) + u(3x-2y-5) = 0.
Substitutie in deze vergelijking van (x,y) = (-1,2) geeft
A -12u4=0, zodat de vergelljking van de gevraagde rechte is:

12(x+y) + (3x%-2y-5)=0 of 3x+2y-1=0.

Gevraagd het vlak door P(1,1,2) en de snijlijn van de vlakken

V, : x-y-z=3 en V, : X+y+2z=l,

De vlakkenwaaier bepaald door V_, en V2 heeft volgens (1.25)

1
tot vergelijking:

Ax-y-2-3) +u(x+y+2z-4) = 0,

Substitueer hierin (x,y,z) = (1,1,2),dan volgt -5% +2.u=0,
zodat de vergelljking van het gevraagde vlak is:

2(x-y-z-3)+5(x+y+2z-4)=0 of Tx+3y+8z-26=0,
Gegeven de drie vlakken x=0, y+z=4Ven X~y-2z==4,
Gevraagd het vlak door de x-as en het snijpunt van deze drie
vlakken, '

De vlakkenschoof bepaald door de drie vlakken heeft volgens
(1.26) de vergelijking: '

AX + u (y+z-4) + v(x-y-2z+4) = O,

Een vlak gaat door de x-as, als in de cofrdinatenvergelijking
de x niet voorkomt, teéwijl ook de bekende term O is, dus:

A+y =0 en -Lu +hy =0, dus A :aw:v=-1:1:1. Het gevraagde vlak
is dus x-(y+z-U)-(x-y-2z+4)=0, dus 2z=0, het codrdinaatvlak XOY.
Blijkbaar ligt dan het snijpunt van de drie gegeven vlakken

op de y-as. Inderdaad, want het snijpunt is (0,4,0).

Een rechte 1lijn 1 in RB’ gaande door het punt P(pq,pg,pB) en

—

met richtingsvector a = (31382333) kan worden voorgesteld door

X = (X,y,2z) = p+na =(p1+ha1qb+na2,%+n33).
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De prichtingsgetallen a,,8, en a3 van 1 zijn niet alle O,
Blijkbaar geldt: x = pq+-ma4; y = p2+?\a2 en z = p3+7\a3.

Zijn a,,a, en a, alle #0, dan geldt (vergelijk blz. A12):
172 3
x-D; ¥-Dp  Z-Dy

(1.271) - = ===
a, a, a3
Deze vcrgellgklngen stellen drie platte vlakken voor, n.l.:
X=Py Y-Po
V1 P73 - Ta ?
1 2
i
' : = E
2 a,l d3
y-p z-p
vV, 2 3
3 EP a3

Elk punt (x,y,z) van de 1ijn 1 ligt ook in de vlakken V,,V, en V3.
Deze vlakken gaan dus door 1.
Volgens blz. A12 is het vlak Vqﬂ z-as. V,
vlak van 1 // z-as. Projecteren we 1 evenwijdig aan.de z-as op
EEEWXOY~v19k isn ~ntstaat de projectie 1" van 1. De vergelij-
kingen van 1" zijn: '

is het projecterend

X-P y=p
a g = 73 2 s 2=0.
1 2 |
De vlakken V2 en V3 zijn de projecterende vlakken van 1 j/ y-as,resp,
// x-as. '
Is van de richtingsvector Eé(a,,az,aﬁ) van 1:
1 7 V=P~ ’ Z"'p3
a,=0, a,#0, a,#£" —~ 1 /| Y0Z-vlak: vglen x=p,, == .
1 2 3 _ 12 a, a3

a, =0, a?=O, aB%O-w%l /| z-as: vglen x:p%,y:pg..(zmas:x=0,y=o).

a_=0, a2¢o, a3=0 -1 /| y-as: vglen x=p1,z=p3, (y-as:x=0,2=0),

a1¥o, 8,=0, a,=0 -1 J/ s-asr vglen ¥=Py,2=Py. (¥-as:y=0,2=0).

2 3 '
X"pq y”pg
— — / VY, =
81¥O, ag%O, a3=0 —+1 / 0¥~ vlak: vglen z= Py o i
X Z-
a.40, a_=n, a.40 1 Jj X0Z-vlak:vglen y=p,, —21 = 27P3
i 2 o) 2 a 4 83

Behalve door twee projec™earende vlakken kunnen we een rechte lijn
ook bepalen als snijlijn van twee willekeurige vlakken
Een rfechte 1lijn kan bijv. gegeven worden door de vergelijkingen:

vV, : a,x + bqy + ¢,z + d 0

1 1 17

= O.

/l

V2 : PEX + bgy + Coz d

2
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Elimineren we hieruit achtereenvolgens x,y en z, dan vinden we
de vergelljkingen der projecterende vlakken van 1 resp. /[ x-as,
y-as en z-as, Het projecterende vlak van de snijlijn van V1 en
V2, dat evenwijdig is aan de z-as, heeft bijv. tot vergelijking

(aﬂcz-ach)x + (chg—becq)y»+ (dch-dgcq) = 0,

Is ach—a201=b102-b201=0 en dqcz-dgcqﬁo, dan 1s bovenstaande

vergelijking strijdig (geen oplossing voor x en y). De vlakken

V1 en V2 hebben dan geen punt gemeen en zijn dus evenwijdig
(voorwaarden zijn ook nodig voor evenwijdigheid), \\/’,1 en V2 dus

evenwljdig als er een getal = #0 bestaat, zd dat:

a, =na b, =2b,, ¢, =nrc

o: By p N doch cfi,l %‘ndg.

1

V, en V., vallen samen, als ook nog d

, . =rd, (vgl. blz. A11).

1

Enkele metrische eigenschappen in R, en R

2 3

Definitie: Het inwendig product (7,B) van twee vectoren a en b

is een reéel getal, dat als volgt wordt gedefinieexd:

In R (a,Db)

o a, b tasb,, als a = (aq,a2) en b = (bq, o)

In R3 : (a,%) = a1b1+agb2+a3b3, als a=(a1,a2,a3) en b=(b1,b2,b3),

Eigenschappen van het inwendig product:

1) (a,b) = (b,a) %) (7,F) > 0 als 340
2) (7,5+%) = (7,5)+(3,%) 5) (,0) = 0
3) A(8,7) = (»8,B) 6) (,5)°¢ (3,5 (F,F).

De eerste 5 eigenschappen volgen direct uit de definitie. Eigen-
schap 6 berust op de ongelijkheid van Schwarz (zie opg.13 Analyse).
In een R2 en een R3 kan met behulp van de stelling van Pythagoras
en de cosinusregel worden afgeleid, dat bij een Cartesisch colr-

dinatenstelsel voor de lengte |a | van een vector a en de hoek ¢

tussen twee vectoren a en b de volgende betrekkingen gelden:

(2.1) |51= V(7,8)= Va,“+a,? in R,
,& cos ¢ - —(E.F) _ _(5.5)

- - —_— !f.
V(z,5)(5,5) 18l
Meetkundige betekenis: het inwendig product (4,b) is gelijk aan

2

3 iq R

— ? 2_1_ °
of —\/a,] +a,"+a 35

de lengte van a vermenigvuldigd met de lengte van de projectie



Vb 1)

Vb 2)

Vb 3)

Vb 4)
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van b op a. Deze laatste lengte wordt positief gerekend, als
de projectie van b op a valt in de richting van a; valt de
projectie in de richting van -a dan moet de lengte van de
projectie negatief worden genomen.
De vectoren a en b staan loodrecht op elkaar (of.zijn ortho-
gonaal), als (@,5)=0 (want cos 90°=0).
Opm. Wegens de ongelijkheid van Schwarz is

(28,D0)
V(z,5) V(5,5)
als een cosinus zou kunnen worden gedefinieerd als we de meet-
kundige voorstelling willen vermijden (bijv. in een ruimte

g 1, zodat de vorm tussen de modulusstrepen

van hogere dimensie dan 3).

De afstand van het punt A=(1,2,3) tot het punt B=(3,-1,-4)
is de lengte van de vector (1,2,3)-(3,~1,-%) = (~-2,3,7), dus

V(-2)2432472 = Ve,

De rechten

X = (1,2,-1) + a(3,-1,2) en X = (0,1,4) + a(1,5,1)

Zijn loodrecht, omdat het inwendig product van hun richtings-
vectoren (3,-1,2) en (1,5,1) gelijk is aan O.

Willen we de hoek ¢ berekenen, die de vector (2,2,1) maakt
met de y-as, dan geldt:

2,2,1),(0,1,0)) _ 2

2
V9.1 ’

Gegeven zijn het punt P = (-1,2,3) en de rechte 1:
1:x = (=-1,14,-3) + n(-1,222).

sos p = L

Gevraagd wordt de afstand van P tot 1,
De verbindingsrechte van P met een willekeurig punt op 1 heeft
als richtingsvector:

(=1,%,-3)+ 2 (-1,2,-2)-(-1,2,3) = (-»,12+2%,-0-2%).

Deze verbindingsrechte en 1 zijn loodrecht, als het inwendig
product van hun richtingsvectoren nul is, dus als

~1,= A+ 2(12+22)-2(<6-2%) = 0 =+ 9 = =36, dus r=-4,
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De projectie @ van P op 1 is dus (-1,14,-3)-4(-1,2,-2)=(3,6,5).
De afstand van Q=(3,6,5) en P=(-1,2,3), de gevraagde afstand,

is dus
V4e4200° 2 6,

Verder is van de loodlijn PQ op 1 een parametervoorstelling
X = (=1,2,3)+ n(4,4,2) of ¥ = (-1,2,3)+ n(2,2,1),

Pepaal de afstand van de rechten

1: % =(0,1,0) + a(2,1,1) enm : ¥ = (0,-1,3) + n(1,2,1).

Neem op 1 een willekeurig punt L{2n,1+n, ) en'op m een wille~-
keurig punt M = (/A,~1+2/m,3+/w). De verbindingsrechte LM, waar-
van de richtingsvector is (2n-u ,2+7-2u ,~3+7n - ), 1s loodrecht
op 1 en m, indien voldaan is aan

2(2n- ) +(2+a=2 ) +( =3+n= ) = O en
(2n - )+2(2+8=2% )+ (=3 +n- AL )= O,

Hieraan is voldaan voor » =u=1. Het punt (2,2,1) op 1 en het
punt (1,1,4%) op m hebben dus de eigenschap, dat hun verbindings-
lijn (met richting (1,1,-3)) loodrecht op 1 en m is,

" i vf““"'“ﬁ
De (kortste) afstand van 1 en m is dus V 1+14+3%= V11,

Gevraagd alle vectoren, die gelijke hoeken maken met

a = (2,2,1) en b = (4,0,3).

De vector X = (x,y,z) voldoet, indien

(a,x) _ _(b,x)
15'}-i§§ IBWJEW s dus als
ex+2y+z _ Ux43z

s, dus als x-5y+2z=0.

311 5lx|
Dit vliak is de meetkundige plaats van de eindpunten van de ge-
vraagde vectoren: de vergelijking van het bissectricevlak van

a en b. Beschouwen we de dragers 1, en 1, van @ en b dan bestaat

1 2
naast dit bissectricevlak nog een tweede bissectricevlaky lood-
recht ,op het eerste, en waarvan de vergelijking gevonden kan

worden uit:

ex+2y+z _ _ 4x+3z

3 5

fi
o

e VIX+DBY+T7 2



Vb 7)

Vb 8)

.Gevraagd alle vectoren in R
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Gevrasgd alle vectoren in Rg, die loodrecht staan op de vector
(1,2).

De vector X = (x,y) voldoet, indien x + 2y = 0. Dit is de

vergelijking van de meetkundige plaats van de eindpunten
der gevraagde vectoren, dus de vergelijking van de loodlijn
door 0 op (1,2).

59 die loodrecht staan op de vector
(1,2,3).

x = (X,¥,%) voldoet, indien x + 2y + 3z = 0. Dit is de ver-
gelijking vanh het loodvlak door O op de vector (1,2,3).

Evenals in het voorgaande, zullen we in deze paragraaf verder
onderstellen, dat we onze beschouwingen uitsluitend zullen
betrekken op Cartesisch: (ook wel genaamd orthogonale) codr-
dinatenstelsels:

Normalen: Beschouw in R2, de rechte 1 gegeven door de verge-
lijking ax + by + ¢ = 0O,
De 1lijn 1’door 0 evenwijdig aan 1 heeft dus de ver-
gelijking ax + by = 0. De betekenis van deze ver-
gelijkiﬁg is ook, dat het inwendig product van de
vectoren (a,b) en (x,y) gelijk is aan O (vergelijk
Vb 7), dus beide vectoren loodrecht op elkander.
Blijkbaar geldt de volgende stelling:

Stelling 2.1 De rechte ax + by + ¢ = 0 steaat loodrecht op de

vector (a,b), de vector dus met kentallen gelijk
aan de co¥fficignten van x en y in de vergelijking
van de rechte. Omgekeerd heeft een rechte 1 lood-
recht op een gegeven vector v = (vq,vg) een

lineaire vergelijking in x en y, met co&fficiénten
‘van x en y gelijk aan de kentallen v, en ¥ van V.

Het bewijs van de laatste bewering volgt hieruit, dat, indien

A (aq,ag) een vast punt is op 1, en X (x,y) een willekeurig

punt op 1, het inwendig product van de vectoren X - a en v
gelijk is aan O, dus 0 = (x~a,v) = (X,v) - (2,v), dus

Y



merking:
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VX ot V¥ + ¢ = 0, waarin ¢ een constante is gelijk aan~(5 5).
De rechte door het punt P (x4,y,) + vector (a b) # 0, heeft
dus tot vergelijking: a(x- xq) + o(ynyq) =

Analoog geldt in R, (vergelijk Vb 8):

5

telling 2.2 Het vlak ax + by + cz + d = 0 staat loodrecht op de vector

merking:

(2.2)

(a,b,c), de vector dus met kentallen gelijk aan de co&ffi-
ciénten van x, y en z in de vergelijking van het vlak. Omge-
keerd heeft het vlak loodrecht op een vector v = (Vg5 Voo %a
een lineaire vergelijking in X, y en z met co&fficiénten
zgn X, ¥ en z Jjuist gelijk aan de kentallen V4s Vo €N vzvan
V.

Het platte vaak door het punt P Cxﬂ, Y4 4)_L vector (a,b, c)

# 0 heeft dus tot vergellgklng f(l"X ) 3(v~\1} + ofz- ?ﬁ/ w O-

We nemen eens azn, dat z £ 0 een vaste vector is in RQ of R3 eE o
dat d een constant re&el getel is. We beschouwen alle vectoren x,

die voldoen aan de vergelijking:

—

(e,x) = d.

Volgens blz A 2% en 24 moet dus de lengte ven = (een vast getall),
vermenigvuldigd met de lengte van de projectie van X op a (voor-
zien van het goede teken!) gelijk zijn aan de constante d.

De lengten van de projecties van alle vectoren X op a zijn dus
constant, n.l. gelijk aan g’ . |

In R2 liggen de eindpunten van alle vectoren X, die voldoen aan
(2.2) blijkbear op een rechte lijn 1 4 2 en in R5 in een plat
viak V & a. Is d positief, den snijdt 1 of V de vector a in een
punt, dat ligt van O uit gezien in de richting‘van de vector a.
Is d negatief, dan snijpunt in de richting van -2, is d = 0, dan
1 of V door 0. Ook omgekeerd geldt als het eindpunt van x op 1

of in V ligt, dan voldoet X aan een vergelijking van de vorm (2.2).

Vergelijking (2.2) is dus in R, de vergelijking van een rechte
en in R3 de vergelijking van een plat vlak. De vector a Heet een
normaalvector van de 1lijn 1 of het wick V.

Onder deze normaalvectoren zijn er twee met lengte 1:

Is in Ryt & = (a,b) en x = (x,y), dan is (2.2) te schrijven als



WR - A28

ax + by = d.

a b ~ -3 -b | =zijn
De vectoren |— 5 o en TR e e S
( Vo= 40= V a=+p2 ) (’y‘ a® 112 vV a2+

de beide normealvectoren, genormeerd op lengte"lo

Evenzo in Ry: vergelijking (2.2): ax + by + cz = d, als a =
(a,b,¢) en x = (x,y,2), is de vergelijking van een plat vlak in
R o

>
De vectoren

f a b. c ‘
J 2 2 5 ' \Jf2 2 2 J2.? 2 en
V a~ +b +c a"+b" +e a +b +c

( -2 s b s =2 : ‘) zijn weer de beide normaal-

_ ' 55
J;2+b2+02 Va2+b2+62 %é2+b_+c

vectoren met lengte 1.

Vroeger hadden we reeds op andere wijze aangetoond, dat t.o.v.
een willekeurig coﬁrdinatenstelsel, de vergeli jking van een
rechte in Rp 0% van een plat vlak in Rf van de eerste graad is

in de veranderlijken. Het blijkt nu, dat t.o.v. een Certesisch
cofrdinatenstelsel de co&fficiénten van de veranderlijken een
bijzondere betekenis hebben, namelijk dat ze de kentallen zijn
van een normaalvector van de rechte in R2 of het plaﬁte vlak in
R _ i

Als in R, een vector a = (a,b) # O met de positieve x-as en posi-
tieve y-as (d.w.z. t.o0.v. de richting van de eenheidsvectoren

51 ené’2 langs deze assen) de hoeken maakt‘ix en cLy,-dan geldt

volgens formule (2.1):

la[oleql || y lal. fe ! [z]
2 7 -
(cos dX+ cos oky.—.’l),

Analoog in RBz Als & = (&,b,c) # 0 met de positieve cobrdinaat-

assen %, Y,enh Z, de hoeken maakt’d.x, d\y, dﬁz, dan is
a b f
cosckX = e—— cos:iy =0 cos:iz = 3 .
Y fal 2]

2

(cosaix+ cos d®,+ cosggi =1).

Deze cosinussen heten de richtingscosinussen van}Ei




(2.3)

(2.4)

2.5)
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een vector # ngegeven is, dan kunnen uit de

Als in Rgof in R3
kentallen van de vector de richtingscosinussen worden afgeleid.

De richtingscosinussen zijn evenredig met de kentallen.

Beschouw nu de vergeliljking:

(n,x) = d, met n een gegeven vector, lengte 1: }ﬁ} = 1 en d een
constant re&el getal.

De rechte lijn of het platte vlak door (2.3) voorgesteld, staat
loodrecht op n en snijdt de drager van n in het punt P, waarbi]
d de lengte is van OP, voorzien van het juiste teken. Is d posi-
tief, dan richting van OP = richting van T; is d negatief, dan
richting van OP tegengesteld aan die van n; is d = 0, dan O = P:
lijn of vlak door de oorsprong van het cobrdinatenstelsel.

Zij in R, e\de hoek, die n maakt met de positieve kx-~as, gemeten
in positieve richting (d.i. tegen de wijzers van de klok in), dan
is dus n = (cose\, sin®). De vergelijking (2.3) heeft dan de
gedaante: |

x cosel + y sine~s - d = 0.

Als in (2.4) d » O wordt genomen (door vermenigvuldiging met
+1 altijd te verkrijgen), dan noemen we (2.4) de normaalverge-

1lijking van een lijn in R2°

o« 1s de hoek, die de normaalvector uit 0 op 1, in de richting
naar 1 (als 1 door O, dus d = O, dan normaalvector in een van de
beide richtingen * 1) = 'L met de positieve Xmés, gemeten in
positieve richting, d is de afstand( ) 0) van O tot 1. Is de ver-
gelijking van een rechte in Rg gegeven door de vergelijking

ax + by + ¢ = 0, dan kan deze vergelijking eenvoudig tot de
normaalvergelijking worden herleid.

Deze normaalvergelijking luidt namelijk 19§%%%%%~ = 0.

Het + teken in de noeme als ¢ <0; het - teken als ¢> 0., Als ¢=0
+ of - teken.
Analoog in R5: Is d 30, dan geat (2.3%) over in:

-

X cosel + y cos8/{* + zZ cosy - d = 0,

Deze vergelijking noemen we de normaalvergelijking van een vlak

5 -

V in R
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Hierin zijn o, 3 en ¥ de hoeken, die de normaal uit O op V in de
richting naar V (als V door O weer één van de beide normeaalrich-
tingen) met de positieve cobrdinaatassen maaskt, en d de (niet
negatieve) afstand van O tot A. Evenzo kunnen we als de vergelij-
king ven een vlak V in R5 gegeven is door de vergelijking

ax 4+ by + ¢z + d = 0 deze tot de normaalvergelijking herleiden:

ax + by + ¢z + d

== : e = 0. Het + teken in de nocemer, &als d{'O;
i\/éd+ be 4+ -

het - teken als d).On Als d=0 + of -
teken.

Als de normaalvergelijking van een rechte 1 in R2 gegeven 1is door
de vergelijking (2.3) met d 20 en P (xq,yq) een willekeurig punt
in R, is met 0P = iﬂ(xq,yq)y den is (ﬁ;iﬁ): de lengte van de pro-
Jjectie van §1 ofiﬁ, voorzien van het goede teken. Moet deze lengte
positief worden gerekend in verband met de richting van n, dan is
de (positieve) afstand van P tot 1 gelijk aan ‘(ﬁ;§1) - d|. Is
(n, Eq) niet positief, dan is deze afstand van P tot 1 gelijk aan
- (n, Eq) + d. In beide gevallen geldt dus

telling 2,3 De afstand van een punt P Lﬁ,yp tot een 1lijn 1 met normaal-
vergeli jking

(n,x) ~d =0, d3»0, X = (x,y)
is gelijk aan:

f (n,xq) -al , als §4 = (X43Y4)~

Maakt n met de positieve x~as een hoekd , gemeten in positieve

richting, dan is n = (cos oo, sind ). De normaalvergelijking van
1 gaat dan over in x cosd+ y sinel- d = 0, en de afstand van

P (x4,¥4) tot 1 wordt: {x4 cos sk + y, sinot - d I,

Op geheel overeenkomstige wijze kan men in R, aantonen:

3

¢

elling 2.4 De afstand van een punt P(Xq,yq,zq) tot een vlask V met nor-

maclvergelijking

(n,x) ~d =0, day0, ¥ = (x,vy,z) is gelijk aan

4 /~ - o o oy —
(2.6):  [(n,x,) al, els x, = (X4574524)
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Zijn de hoeken, die n in R3 met de positieve coordinaatassen maakt,
resp. gelijk aan &, # en J/ , dan is n = (cos «,cos B, cos J) (ver-
gelijk blz. A 28). De normaalvergelijking van V gaat dan over in

X COS &4y CcOS s +2 c08 4 -d=0, en de afstand van P(xq,yq,zq) tot V
wordt : | xchSfx+chOS/3+zqcosgf~d{ . '

De afstand van een punt P tot een rechte in 32 of tot een plat vlak
in RB verkrl jgt men dus door de codrdinaten van P in fte vullen in

het betreffende 1lid van-de normaalvergelijking van de 1lijn of van

het vlak, en van het resultaat de absclute waarde te nemen. De beken--
de term d in de normaalvergelijking (2.4) of (2.5) is juist gelijk
aan de afstand van O tot de 1lijn of het vlak,

Opm,1) Het bewijs van stelling 2.3 en 2.4 had ook op de volgende
wiljze kunnen worden geleverd:
Stel de normaalvergelijking van de rechte 1 in R2 of het vlak V in
Ry is (vgl.(2.3)):

(n,x)-d=0 met | 0 | =1.
De loodlijn uit een punt P(P) op 1 of V heeft een parametervoorstel-
ling X=p+ An. _ |
We bepalen nu eerst het snijpunt Q van deze loodlijn met 1 of V.

Hilervoor moet gelden:
(H,E+xﬁ)md=o~«%(E}5)+;\}H{2_d=o — n=0-(0,D), want |n}=1.

Dus Q is het eindpunt van de vector p+{d-(n,p)}n.
De afstand PQ is de lengte van de vector {d-(n,p)}n.
Aangezien | n'|=1, 1s deze lengte dus | d-(%W,7)], hetgeen te bewljzen

was,.

2) Is de vergelijking van een rechte 1 in RE: ax+by+c=0, dan 1s de

afstand van een punt P(xﬂ,yq) tot 1 dus gelijk aan
ax1+by1+c

Va2+b2

ax+by+cz+d=0, dan is de afstand van een punt P(xq,yq,zq) tot V gelijk

ax1+byq+czq+d |

Y ag+b2+c2

Is de vergelijking van een plat vlak V in RB:

aan

3) Aangezien volgens het voorgaande in R, de afstand van P(xﬁ,yq) tot
een rechte 1 gelijk is (H,fq)—d of d—(ﬁ,iq), al naargelang P ligt aan
de andere kant of dezelfde kant van 1 als 0, geldt dus,; dat de 1lijn
met normaalvergelijking (7n,X)-d=0 of x cos ®x+y sin & -d=0 het platte
vlak R2 in twee delen Verdeelto Voor punten P(x,y), die aan de andere
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kant van O liggen als O, geldt x cosa& +y sin«-~d > O, terwijl voor
de punten, die aan degelfde kant van 1 liggen als 0O, geldt

X cos a+y sine -d=< 0O,

Op analoge wijze kan men, in R3 aantonen, dat een vlak V met nor-
maalvergelijking x COS & +y COS fp +2 cos 4 -d=0 de ruimte R3 in twee
delen verdeelt., Voor de punten P(X,y,z), die liggen aan dezelfde
kant van V als O geeft substitutie van x,y en z in het linker

1id van de normaalvergeiijking een negatief antwoord; voor de pun-
ten aan de andere kant'wordt dit 1id positief bij substitutie van
de cotrdinaten.

Ondersteld is hierbij, dat het cobrdinatenstelsel zodanig 1is geko-
zen, dat de oorsprong hiervan niet lizt op de scheidende lijn of in
het scheidende vlak.

Voldoen de codrdinaten van een punt aan de normaalvergelijking van
1ijn of vlak in R2 resp. RB’ dan ligt dat punt blijkbaar op de lijn
of in het vlak, De afstand van het punt tot de 1lijn of het vlak is
dan 0, zoals ook volgt uit de stellingen 2.3 en 2.4,

Hoek tussen twee lijnen in Rg_gg_ggé§§Q_§ygg_y}§gggg_}§_§3;

Zijn (3,X)=c en (D,X)=d

de vergelijkingen van twee lijnen in R2 of van twee vlakken in R3’
dan zijn de vectoren a en b normaalvectoren. De hoek ¢ tussen de
lijnen resp. tussen de vlakkenﬂis dus dezelfde als de hoek tussen
de vectoren a en b. Volgens formule (2.1) is

(2.7) cos @ = ~§-§g~
la].|b}

Is in R, : a= (81982)’ =(bq,b2) en X=(x,y), dan gaan de gegeven
vergelijkingen over in

aqx tagy = ¢ en b1x+b2y=d,
terwijl (2.7) wordt:
a.b . +asb
(2.8) cos @ = 41 272 —

' N AN
J;1+82 V%1+b

Hieruit volgt in het bijzonder 1

aqb1+a b =0,

Zo zljn de twee lijnen a

&
1& lg dan en slechts dan als

Yy=C¢ en a,xX- -8, y= =d dus orthogonaal in Rgo

1x+ag o
Zoals reeds opgemerkt op blz. A11 heet m

L e b Gd et beve W s e et b oo

=t V== 3 ~i de richtings-

1) Met ¢ is bedoeld een van de beide hoeken, dus een hoek of z'n
supplement,
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: b
co€fficiént van lq en evenzo my=tg P == Bi de richtingsco&fficiént

van 1,. Uit (2.8) volgt: 2
2 2
(m.m,+1) .2 2 (m,~-m,)
0052¢ _ 21 2 5 , en dus th@ _ 31n2¢ - 1~co§ e _ 172 5 .
(m1+1)(m2+1) cos“yp cos“ ¢ (1+m1m2)

Verstaan we onder ¢ de scherpe hoek tussen 1,l en 12, dan is dus:

l’l’l,l--m2

’l+m,]n12
(eenvoudig ook af te leiden met behulp van de tangensregel voor de
tangens van het verschil van twee hoeken).

Uit (2.9) volgt weer in het bijzonder 1,41, als mymy=~1, dus als

de beide richtingsco&fficiénten elkaars tegengestelde inverse zijn.,

(2.9) tg ¢ =

Is in Ry : Eé(aq,ag,aB), Eé(bq,bg,bB) en X=(x,y,z), dan stellen de

vergelijkingen (&,x)=c en (Db,X)=d de vergelijkingen voor van de vlak-

ken:
Vq : a1x + asy + 332 = C
V2v: qu + bgy + bBZ = d,
terwijl voor de hoek ¢ tussen V,l en V2 geldt (voor p: zle noot blz.,
_ . 32)
a1b1+agb2+a3b3v

cos p =

J 2 o 2 [2 2. 2
.a1+a2+33. V%j+b2+b3
Hieruit volgt weer in het bijzonder: V_1i V, dan en slechts dan als

1 2
b b+ab=0.

@ 2Ppt8305

+a

171

Voorbeelden

Vb 1) De rechte door het punt P(41,2,3) loodrecht op het vlak
3x-4y+5z=3 is
X = (1,2,3) + n(3,-4,5).
Vb 2) De rechte in R2 door het punt (1,2) en loodrecht op de vector
(2.1) heeft tot vergelijking 2(x-1) + 1.(y-2)=0 of 2x+y-4=0
(zie opm.blz. A27). '
Ve 3) Het vlak ddor P(2,4,1) en loodrecht op de rechte ¢
x=(0,-1,4)+ A(3,2,5) heeft tot vergelijking: 3(x-2)+2(y-4)+5(z=1)=0
of 3x+2y+5z2-19=0.

Vb 4) Gevraagd het vlak door de snijlijn van V_ en Ve

V1 s xFy+2z=4 en V. : 2x-3y+z=1 en

2
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loodrecht op het vlak o : 3x-l4y-Tz=9,.
De normaalvectoren van de vlakken, behorende tot de vlakken-
waaier, bepaald door V,1 en ng kunnen worden voorgesteld door:

(A+2,4 , * =34 ,27 +4 ). Voor het vlak uit de waaicr, dat lood-
recht staat op « , moet gelden 3(A+2.)-U(n-3 . )-T(27 +4)=0

of 15 x =114 .
De vergelijking van het gevraagde vlak wordt dus:

11 x+y+2z-4)+15(2x-3y4+2-1)=0 of L41x-34y+372-59=0,

Gevraagd de scherpe hoek tussen de rechte 1 en het vlak V,
gegeven door:

1:%=(1,2,3) + »(1,1,¥6), V : x-y+z = 12.

De gevraagde hoek ¢ is het complement van de hoek tussen de
vectoren (1,1,N/8) en (1,-1,1), dus
sin ¢ = 1-14v6 =1 p = 30°,

Ve W3 @
Gegeven zijn de wlakken:
V @ 2x+y+2z=1, W : 6x-4y-z=5 en U : x+3y+z2+2=0.
Gevraagd wordt:
de snijlijn
1) De vergelijking van het vlak dod?™ & ¥an V en W en door O.
2) De vergelijking van het vlak door s, loodrecht op U.
3) De coBrdinaten van het snijpunt S van s en U.
4) De vergelijking van het vlak door S loodrecht op de vector
(1,2,-3).

5) De vergelijkingen van de projecterende vlakken van s.

Oplossing:

1): De vergelijking van de vlakkenwaaier, bepaald door V en
Wois: »n{2x+y+2z-1)+ u(b6x-4y-z-5)=0. Opdat een vlak hier-
van door O gaat, moet gelden -» -54 =0, zodat de verge-
1lijking van het bedoelde vlak is:.
-5(2x+y+22-1)+(6x-4y-2z-5)=0 of 4x+9y+112=0.

]

2): Als een vlak van de vlakkenwaaier uit 1) loodrecht staat
op U, moet gelden: 1. (2A+6, 4 ) +3 (A =4t ) +1 [ 2n= a4 )=0 of
(A= pe =0 —>N = 4 , De vergelijking van het bedoelde vlak
is dus (2x+y+2z-1)+(6x-Lby-2-5)=0 ~+ 8x-3y+z~6=0,
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¢ Aan de drie vergelljkingen van V,W en U voldoet X= %, y==1,
2.2 -1 en 2
T T’
: De Yergelijking van het vlak door S loodrecht op de vector

(1,2,-3) heeft tot vergelijking (x- %)+2(y+1)—3(z- %):O of

Tx+1by-21z+27=0. Deze vergelijking had ook afgeleid kunnen

Z= zijn dus de cobrdinaten van het snijpunt S.

worden door de vlakkenschoof te beschouwen, bepaald door V,W
en U: '
(2% +y+22-1) +u (6x-Ly-z-5)+ v (x+3y+z+2)=0,

Een vlak uit deze schoof is loodrecht op de vector (1,2,-3)
als '
(22 +6u +v) i (» “hu+3 v )i(2n —w +v)=1:2:-3,

Hieruit volgt x : w :v =81:-20:-77 en de vergelijking van het
bedoelde vlak:
81(2x+y+2z-1)-20(6x~4y-2-5) -TT(x+3y+2+2)=0 of Tx+14y-21z+27=0,

5 is de snijlijn van V en W. Beschouw de beide vergelljkingen
van V en W, Eliminatie van x uilt deze vergeliljkingen geeft
Ty+7z+2=0, Dit is het projecterend vlak / x-as. De beide andere
projecterende vlakken / y-as en / z-as worden verkregen door
eliminatie van y en z uit de belde vergelijkingen, Dit leidt
tot de vlakken:

MUx + 7z - 9 = 0 resp. 14x - 7y - 11 = 0,

Bepaal de oppervlakte van & ABC, als A=(4,1), B=(0,4) en
C=("/]3"'3)'
Van de zijde AB is de lengte c= V?A—O)2+(1—4)2=5,

Een parametervoorstelling van de 1ijn 1 door AE is

X = (x,¥) = (0,4)+ »n(4,-3)—> x=4n, y=b-3%n .
De vergelijking van 1 is dus 3x+4y-16=0 en de afstand h, van C
tot 1:

b 3(=1)+k(-3)-16 3 _ 31
c ~ 5 °
\/32+42 31
Dus oppervlakte A ABC : —]2=c.h0=~]2-—.5. = = 155 .

Gegeven het vlak V : 2x-y+2z=6 en het punt P(4,9,5),
Gevraagd de projectie van P op V.

De vector a = (2,-1,2) staat loodrecht op V en is dus evenwijdig

aan de loodlijn uit P op V neergelaten. Een vectorvoorstelling
van deze loodlijn is dus
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Wil=-A 3G

X=(%,7,2)=(%,9,5)+ n(2,-1,2), dus x=4+22,y=0-2 ,z=5+2x.
Substitueren we deze waarden in de vergelijking van V, dan
is
2(44220)-(9-n)+2(5+22)=6 of 9a=-3, A=~

1T a1 1

oy a5 )'*"‘"' )
(33}933 3)

en de projectie is

Wl

Bepaal de. afstand van het punt P(E,—B,#) tot de 1lijn 1:

1 . x+1 _ y-1 _ 2Z+3
3 T2 4

Vectorvoorstelling van 1 : X =(-1,1,-3) + n(3,2,4)..

Een willekeurig punt Q van 1 is voor te stellen door
(=1+32,1+23%,-3+42). Q@ 1s de projectie van P op 1, als de
vector (-3+3n,4+2n,-T+4n), die gelijk en evenwijdig is aan
het lijnstuk PQ, loodrecht staat op 1, dus op de vector
(3,2,4). Het inwendig product van deze vectoren is dus nul,
zodat 3(-3+3n)+2(4+22)+4(~T+42)=0., Dit geeft = =1 en dus
Q(2,3,1). De afstand van P tot 1 is dus

Po = V(2-2)24(343)24(1-1)2 = 35,

Gegeven het vlak V : x+3y-4z+5=0 en de punten A(2,2,3) en
B(4,2,1). Gevraagd de vergelijking van het vlak W door AB en
loodrecht op V.

Stel @ = (2,2,3) en b=(4,2,1), dan is b-a=(2,0,-2), De vector

c=(1,3,-4) staat loodrecht op V.
Een vectorvoorstelling van het vlak W is dus

x=(x,y,2) = (2,2,3) + »2,0,-2) +u(1,3,-4),

Hierult volgt x=2+27+m ; y=2+1u,;z=3—2%—%ﬁb. Elimineren we
hierult » en 2 , dan vinden we voor de vergeliljking van het
vliak W : x+y+z=T,

Bissectrices en bissectricevlakken:

i mn gy o0t S ot Sy S e DS By S S et e et mee et gt s G B o et Mt T e e W5

Van twee (snijdende) lijnen 1, en 1, in R, zijn de normaalvergellj-

kingen gegeven door:

P X cOs & +y sin &, -d, = O

{ T 71

Hl ¢ ?os m2+y sin &2—d2 = 0,

&

De afstanden van een willekeurig punt P(x,y) tot 11 en 12 zijn res-

pectievelijk:

pq =|x% cos &ty sin m1~dqi en p, =|x cos x,+y sin «

2—d

p
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De meetkundige plaats van de punten P(x,y), die gelijke afstanden
tot 1,I en l2 hebben, is de figuur gevormd door de beide bissectrices

van de hoeken, die 1,I en 12

De vergelijking van de bissectrices 1uidt’dérhalve:

met elkaar‘maken.

| x cos o,+y sin mq—dﬂ = | x cos a,t+y sin agédgi .

De ene bissectrice heeft dus de vergelijking

X COS8 m1+y sin &x,]-d,l = X COS m2+y sin mg—dg, en de andere

X cos &« +y sin &, -d, = -(x cos & o+ 31ncx2—02),

Opm.1) In verband met de opmerking 3) op blz. A 31 kan men nagaan,
welke vergellijking blij de ene bissectrice en welke bij de andere
behoort (door beschouwing van een punt op een van de bissectrices

en na te gaan of de lLinkorleden van 11 en 12 positief of negatief
moeten worden gerekend in verband met de ligging van dat punt t.o.v.
de oorsprong O van het codrdinatenstelsel on 11 &ri 12 (beide niet -

gaands door 0)).

2) De beide bissectrices staan loodrecht op elkander, want

(cos &, -cos mz)(cos 0 +COS & )+(sin &, -sin ®,)(sin %, +8in m2)=

=(cosgm +8in®e, ) - (cos2x +sin%m )—1—1*8
"M 1 2 277 T
3) Zijn 1,I en 12 niet door normaalvergelijkingen gegeven, maar is
1,l : 81X+82y+83=0 en 12 : b1x+b2y+b3=0, dan 1s de vergelijking van
de belde bissectrices:
;a1x+a2y+a3§ - i b1x+b2y+b3}
J .2, .2 \ 12,3.2
a +a, b,]+b2
4) Zijn 1, en 1, evenwijdig, dan is er slechts één "bissectrice",

___Ge 1ijn 1 // 1,I en l2 en gelegen midden tussen deze.
Op overeenkomstige wljze kan men in R3 aantonen:
Als de snijdende vlalkken V,l en V2 tot vergelljking hebben:
V1 : 81X+82y+832+84=0 en V2
king van de belde bissectricevlakken, die in R3 de tweevlakshoek,

qu+b2y+b32+b4=o, dan 1s de vergelij-

en V., middendoor delen:

gevormd door V1 5

(gelijkstelling van de
131X+32y+832+84{ lqu+bQY+b32+b4‘ absolute waarden der
= « linkerleden van de beilde
Vag+32+32 \/b2+b2+b§ vergeli jkingen in de
L1723 17273 normaalvorm)

Deze beide vlakken staan loodrecht op elkander, want als

a = (31932933) en b = (b1:b23b3) geldt:
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(E+ b &
iwl Iel lal |

Zie verder opm.1) en 4) boven, die ook hier m.m. van toepassing zijn.

= 1-=-11=0 (VOlgehS (2«1))'

ol ol

); (z.8) _ (5,B
Voo |

Zijn in 33 twee lineair onafhankelijke vectoren a en b gegeven, dan
is de vergelijking van de beide bissectricevlakken van de dragers
van @ en.b (d.z. de vlakken door O, die de beilde hoeken gevormd door
deze dragers loodrecht middendoor delen) dezelfde als boven indien

84=b4=02
EDl_1EDL L 1EDL L LEDL e o)
FElCEE T 1EL 05| (eo2))

Ook deze vlakken zijn dus weer orthogonaal (vergelijk vb 6) blz,A 25),

Opgaven

Bewijs met behulp van vectorrekening, dat de drie hoogtelijnen
van een driehoek door één punt gaan.

Bepaal de vergelijking van de rechte in Rg, die gaat door het snij-
punt van de rechten 11x - My +36 = 0 en 3x + 4y - 22 = 0 en 1lood-
recht staat op de rechte door de punten A(-2,3) en B(6,-1).

Bepaal in 32 de vergelijkingen van de rechten, die gaan door het snij-
punt van de rechten x + y =2 en X + 8y + 2 = 0, en die tot het
“punt (3,-%4) de afstand 3 hebben.

Gegeven is het opunt A(0,2). Op de x-as ligt een punt B en op AB het
punt C zo, dat het product ven de lengten der 1ijnstukken AB en AC
gelijk is aan 16. '

Bepaal de vergelijking van de meetkundige plaats van C, als B de x~-as
doorloopt.

Gegeven zijn de punten A(6,0,-2) en B(1,-4,0) en de rechte 1 gegeven
door X + y =0, BxXxX+y +2="T. ,
Bepaal de vergel.jkingen en bereken de lengte van de kortste verbin-

dingslijn van de 1lijn door AB en 1.
¢

Bepaal de’ vectorvergelijking van de 1ijn 1 door het punt P (2,1,-3)
loodrecht op het vlak V met vergelijking 2x -y + z = 2,
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' WR~A
Bepaal de hoek tussen de lijnen 1 en m: 29

12 ;C = (’1,1,2) +’>§(5:4:3)
m: 32. = (23"1:0) + A(S:"Bsq) .

Bepaal het snijpunt van het.vlak U: X + 3z = 2 en de 1ijn 1 door het
punt (6,7,1) loodrecht op het vlak V: -x + 2y = 7.

Ontbind de vector p = (5,8,-3) in een vector, die loodrecht staat op
het viak V: x + 2y - z = O en één die in het vlak V' ligt.

De 1lijn i heeft tot parameﬁervoorstelling:
X = (0,1,~1) + X(1,1,2) en de lijn m: X = (3,1,2) +A (2,-1,1).

1°. Toon aan, dat 1 en m elkaar snijden .
©. Bereken de hoek tussen 1 en m.
30, Depaal een parametervoorstelling en de vergelijking van het vlak

V door 1 en m.
1°, Bereken de codrdinaten van de projectie van het punt P(-1,6,0) op V.

Bepaal de vergelijking van het platte vliak, dat evenwlijdig is aan de
snijlijn van de vlakken x + 2y + 4§ =0 en x -~y - 2 - 2 = 0, lood-
recht staat op het vliak x + y + 22 - 3 = 0, en gaat door het punt (1,2,2)

Bepaal de vergelijking van de meetkundige plaats van de rechten, die’de
drie rechten 1, m en n, gegeven door 1l: x =1, y =0; m: y =1, 2 = 03
n: x = 0, z =1 snijden.

Bepaal de hoek tussen de vlakken U: 2x + 2y -~ z = 5 en V, dat gaat door
de twee punten (1,3,-3%) en (4,0,0) en evenwijdig is aan de y-as.

In R3 is gegeven het vlak V: x + 2y+ 22 = 9,

a) Geef een parametervoorstelling van het vlak V.

b) Bepaal de cobrdinaten van het voetpunt van de loodlijn 1 uit O op V
neergelaten.

¢) Bepaal de rechten door 0, die liggen in het vlak x = O en die met de
onder b) génoemde loodlijn 1 een houek insluiten, waarvean de sinus

eali’ln 1s san 3~5n , ¢

4

In R3 zijn de volgende twee rechten gegeven:

I: x +2y -z =0, 2% ~'y + z =1
m: X - 3y + 52 =0, 4x - 12y + 52 = p.
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a) Onderzoek voor welke waarde(n) van p de rechten 1 en m
elkaar snijden.

b) Bepaal voor de onder a) bedoelde waarde(n) van p één dér
hoeken, die door 1 en m worden ingesloten.

Bepaal de afstand van het punt P(1,10,1) tot de 1ijn 1:
X =14, z =5,

Gegeven de lijnen 1: x =0, y + 2 = 1

enm: x =1, z = 0,
Gevraagd de lijn, die 1 en m loodrecht snijdt en de kortste
afstand tussen 1 en m.

Gevraagd de vergelljking van de meetkundige plaats van de
punten, die gelijke afstanden hebben tot het punt F(%p,o)

en de rechte door A(—% ,0) evenwijdig aan de y-as.

Bepaal de hoek tussen de 1lijn 1 en het vlak V:
1 x = (1,2,3) + (1,0,7)
Vi X+ 3y + 22 =5,

Gegeven de vlakken
Vo o2x o+ 2y -z = 1en v, bx + 3z = 5,
Gevraagd de vergelijking van het bissectricevlak, dat de po-

gitievey- as (d.i het gedeelte van de y-as vanuit O gezien

in de richting van de eenheidsvector op de y-as) snijdt.
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Inleiding: In $§ 1 en 2 hebben we gezien, dat men door een
systematisch gebruik van de correspondentie tussen meetkundige -
en algebraische begrippen, een meetkundig vraagstuk in een al-.
gebrafsch om kan zetten (de methode toegepast in de zgn. Analyﬁ
_tische Meetkunde)., Immers een "meetkundige" vector kan in een
twee-resp. driedimensionale ruimte worden geidentificeerd met
een rijtje van twee resp. drie getallen, en met deze codrdina-
ten twee- en drietallen kan worden gerekend als met de

vectoren zelf, ,
De algebrafische theorie der vectoren is evenwel ook om haar

zelfswil van belang, en kan in vele gevallen voordeliger worden
bestudeerd onafhankelijk van de meetkunde, omdat men zich dan
geen noodzakelijke beperkingen behoeft op te leggen in verband
met de aanschouwelijke meetkundige interpretatie. Zo kan men bv,
evengoed complexe getallen beschouwen i.p.v., re€le getallen, en
" ook cobrdinatenviertallen, vijftallen, enz. invoeren i.p.v.
alleen twee- en drietnllen.

We zullen nu de beginselen van de algebraische theorie dezer

gegeneraliseerde vectoren geven, hierbij geleid door de analogie -

met meetkundige beschouwingen uit het voorafgaande.

Een geordende verzameling (rij) van n getallen Bgseees 8y

noemen we een (algebraische)n-vector of veelal kortweg, in

gevallen waarbij de "dimensie" n vaststaat of er niet toe doet,
een vector.Een vector duiden we aan d.m,v. een letter met een
pljltje of streepje er boven en schrijven dan bv, a =(a1,...,an),
I waarin het rechterlid de rij voorstelt van de n '
getallen a4, ...,arlin de gegeven volgorde,

Deze n getallen heten de kentallen (of ook wel coBrdinaten of

elementen) van de vector, De veator met alle kentallen gelijk

aan O heet de nulvector en wordt voorgesteld door 0. Twee vec-
toren zijn dan en slechts dan gelijk, als leder kental van de

eerste vector gelijk is aan het overeenkomstige kental van de

tweede,
¢

De optelling wordt gedefinieerd door:
ta1”"’ an) + (bﬂ”“’ bn) = (31 L IPRERY a, * bn)’
De scalaire vermenigvuldiging met een getal » door:

m(aq,..., an) = (maﬂ,...,x an),
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Het is gemakkelijk na te gaan, dat voor deze optelling en
vermenigvuldiging de rekenregels (1.1) t/m (1,8) van §7 van
kracht zijn.

Zij n een zeker vast natuurlijk getal, dan vormt de verzame-
ling van alle algebraische n-vectoren per definitie de n-

dimensionale vectorruimte Rn (of ook wel genoemd de Cartesische
ruimte Rn).

Als we ons beperken tot reé€le getallen voor de kentallen van
vectoren, dan is R1 te interpreteren als de getallenrechte,

R2 als het gewone vlak, R3 als de gewone ruimte (zie § 1).
Naar analogie met deze Cartesische ruimtenvan dimensie 1, 2 en
3 kunnen we ook in Rn, ny 3, een meetkundige terminologie
invoeren, We doen dit bv. voor n = 4: (0,0,0,0) heet de
oorsprong O; de vectoren (aq,0,0,0) vormen de x-as (of x4-as)
alle (0, a5, 0,0) de y-as (of xg—as); alle (O,O,aS,O) de z-as
(of x3—as); alle (0,0,0,ay,) de t-as (of xy-as). :
Alle (aq, CH 0,0) vormen het (x,¥)-vlak; alle (aq,O,aB,O)
het(x,z)—vlak enz.; van het (x,Y)—vlak zijn de vergelljkingen
z =t = 0; van het (x,z)-vlak de vergelijkingen:y¥ =t = O,
Alle (aq, 85, ag, 0) vormen de (x, ¥, z)-ruimte ("grondruimte")
Alle (aq, a5, O,a4) vormen de (x, ¥ ,t)-ruimte waarvoor dus

z = 03 enz,

De verzameling vectoren x = (aq, 855 23s au) +7KV1’V2,V3:V4)

met a variabel vormt een rechte. De verzameling X= a + AV + AW+¥U

met N, en ¥ variabel, vormt een ruimte, Als we bv, ult dezg
laatste parametervoorstelling de~m,ﬁnen)fe1imineren( door be- -
schouwing van de vier codrdinatenvergelijkingen) dan krijgen
we de codrdinatenvergelijking van deze ruimte:

ax + by + cz + dt = e, Dit is weer een lineaire vergelijking.
(In het algemeen kan men zeggen, dat een Rh—1 (ook wel génaamdk
hypervlak) in Rn voorgesteld kan worden door &én lineaire ver- "
gelijking in de n codrdinaten).

Opg.Bewijs, dat het snljpunt van de rechte door de eindpunten van
a="1(1, 2, 3, 4) en b=(0, -1, 2, 2) met de (x,¥ ,z)-ruimte
(grondruimte) gelijk is aan (-1, -4, 1, 0),

Opm. De genoemde rechte snijdt noch het (x, y }-vlak, noch het

(x, z)-vlak, noch het (y ,z)-vlak, In Ry ziJn een rechte en

een vliak in het algemeen dus kruisend,
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Voor de definitie van de begrippen "lineaire combinatie" en

"lineaire (on)afhankelijkheid" kan worden verwezen naar g1,

blz. 2 en 3; deze definities kunnen met behulp van de op

blz. 41 gegeven rekenregels voor optelling en scalaire ver-

menigvuldiging van vectoren eenvoudig algebraisch worden ge-

interpreteerd.

Opm. Volgens stelling 1.1 is de existentie van de betrekking

PP + ,.,.4—anan = 0

met (& ., oo, &. )t O een nodige en voldoende voorwaarde voor
1 n’vy g

de lineaire afhankelijkheid van het stelsel éectoren 51,...,5

n?

deze elgenschap kan dus ook worden gebruikt»als definitie

voor lineaire afhenkelijkheid van een stelsel vectoren; per

definitie 1s een stelsel lineair onafhankelijk,als het niet

lineair afhankelijk is.

1, 2, 3, 4) is een lin, comb. ven (1, 0,0,0), (0,0,1,0) en
0,1,0,2).

OpgiBewijs:

a) (2,7) is een lin.comb. van (1,0) en(0,1).

b) (4,5) is een lin, comb. van (1,2) en (2,1).

c) (0,1) is e=n lin.comb. van (1,1) en (3,2).

d) (2,2) is een lin.comb. van (0,0) en 1,1).

e) (1,2) is een lin, comd. van (3,6).

£) (3, -4, -1, -6) is een lin. comb, van (1,2,3,4) en (2,-1,1,-1),
(
(
(

0,1,2) is een 1lin, comb. van (1,2,3) en (1,1,1),

Opm, Inplaats van "lineaire combinatie van" zeggen we ook

"lineair afhankelijk van".

Opg.2 Bewijs:

(1,2), (3,9) zijn lin. afhankeldijk.
(2,1,0), (4,2,3) zijn lin. onafhankeli jk.
(1,0,0), (6,7,0), (1,2,3) zijn lin. onafhankelijk.

a) (4,6,2,2), (1,0,0,0), (2,3,1,1) zijn lin. afhankelijk.
e) (1,2,3), (1,3,2), (2,5,6), (1,1,1) zijn lin. afhankelijk.
) (1,0,2,0), (2,1,0,0), (2,1,1,0), (0,1,2,3,) zijn lin.onafh.
Opg.3 a) Druk v =(-4,5,10) lineair uit in a =(2,3,4) en b=(5,2,1).
b) bruk v =(6,5,8,6) lineair uit in a =(5,4%,-2,1),
b =(1,2,3,0)ncH7,9,-3,-4).
¢) Druk v =(5.-2,3) lineair uit in a=(1,2,3), b=(2,1,1) en

(-3=(‘1,0,’|).
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Opg.l4 Bepaal X zo, dat de vectoren:

&=(1,2,4), b =(2,%x ,5) en ¢=(3,% ,X)lineair afhankelijk zijn

Opg.5 Twee vectoren (s O) met dezelfde drager vormen een lineair

afhankelijk stelsel en omgekeerd: als twee vectoren (# 0) een
lineair afhankelijk stelsel vormen, dan hebben ze dezelfde
drager. Bewijs dit. ,

(a, en &, (# 0) hebben dezelfde drager als a, =:152.)

Aan zekere vectoren uit Rn wordt een speciale naam gegevens:

We noemen (1,0,...,0)= éq, (0,1,0,...,0) = 52,...,(0,...,0,1)=
- e e e

n’ :2 :-0~3n )

grondvectoren(eenheidsvectoren) van Rn’ zijn lineair onafhan-

= én . Deze vectoren €,,..., €, genaamd de (1

kelijk (waarom?) en elke vector 3 = (aq,...,an) is lineair

afhankelijk van deze vectoren: a = aseq + .o +oay én‘

De volgende eilgenschappen kunnen eenvoudig worden bewezen:
1. Wanneer een aantal van de p vectoren V ,...,Gp lineair
afhankelijk zijn, dan zijn Vq,",ﬁp lineair afhankeli jk.

2. Een stelsel'vectoren, dat de nulvector bevat, 1s altijd
lineair afhankeli jk.

3, Zijn de vectoren V., ..., Vp lineair onafhankelijk, de

vectoren vq,...,Vp,B lineair afhankelijk, dan is b lineair
afhankelijk van V¥ ,...,Vp.

pzijn lineair onafhankeli jk;
Aqsesesnp alle #0, dan zijn ook 7\1VH:"-’“pvb lineair
onafhankeli jk.

5. Gegeven: aﬁ""’vp5%ﬁ‘# 0; V, niet lineair afhankelijk van

4, Gegeven : Vq,...,%

2
V3 33 niet van V, en Vé; ...3 Vpniet lineair afhankelijk
van V. ,---,VpgﬁoDan zijn VH, Vé, cees Vp lineair onafhan-

kelijk.

Opg.1 Repeteer de opgaven 1 t/m 10 van §1.
Opg.2 Bewijs, dat de volgende redenering onjulst ls:

€

Uit 1) %a lineair afhankelijk van V., 35, en Y, en 2)

EH, Vo s ?@ lineair onafhankelijk, volgt:

EH linealr afhankelijk van ih. Laat dit door een tegenvoor-

beeld zien,
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Om te onder=oeken of een stelsel vectoren lineair afhankelljk
is of niet, maakt men dikwijls gebruik van de volgende eigen-
schappen:

(zie ook opg. 3 en 5 § 1, blz, 4)

1. 2a4,...,8, zijn lin. onafhankelijk dan en slechts damw als
8qseeesay + 31""’al’°°"5n lin.onafhankelijk zijn.

2. YRR zijn lineair onafhankelijk dan en slechts dan,
als 51,...,a %K,...,én lineair onafhankelijk zijn.(e=#0),

Door herhaalde toepassing van de beide stellingen kan het

onderzoek naar lineaire(onafhankelijkheid van een stelsel

vectoren herleid worden tot het onderzoek van een ander

eenvoudiger stelsel, Het systematisch uitvoeren van dit pro-

cédé heet "schoonvegen'.

Het is een eliminatieproces, waar we later op terugkomen, en

dat we hier aan een enkel voorbeeld toelichten:

Vb. Zijn a= (-1,1,1), b= (1,2,3), ¢c=(5,1,3) lineair afhankeli jk?
Passen we het schoonveegprocédé toe ap deze 3 vectoren, dan
schrijven we de vectoren onder elkaar en vegen de tweede kolom
gevormd door het tweede kental van elke vector, schoon:

a=(-1,1,1) a =(-1,1,1)
b= (1,2,3) ~=> 1 Db-2a =(3,0,1)
¢ = (5,1,3) c-a =(6,0,2)

Nu blijkt ¢ - a = 2(b - 2a), dus 3a - 2b + ¢= C: De vectoren
zijn lineair afhankelijk.

Opg.1 Bewijs door middel van "schoonvegen", dat de drie vectoren
a=(1,2,3), b=(2,7,0).¢=(1,2,-1) lineair onafhankelijk zijn.

Opg.2 Bewijs, dat de vectoren a=(7,8,0,0), b=(1,2,4,3), c=(1,-2,-4,-3),
a=(0,0,4,3) lineair afhankeli jk zijn.(Deze vier vectoren
Tot nu toe hebben we optelling en scalaire vermenigvuldiging
(met de rekenregels (1.1) t/m (1.8) van §4) beschouwd bij

1. Vectoren in RQ.

3’
3. Rijtjes (aq,...,an) d.z. vectoren in R _.

2. Vectoren in R

Er zijn nog andere systemen, waarin dezelfde rekenregels

gelden, bv, ¢

4., Mle veeltermen f(x)= a, + a x+ agx? + anX:n van graadsn,
bv. als n = 4 alle veeltermen van de vorm ao+ agx + a2X2 +
a3x3 + ayx

5. Alle re€le , alle continue of alle differentieerbare
functies f(x), g(x), ... gedefinieerd op een zeker interval,

.
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6. Alle lineaire vormen in een zeker aantal variabelen n,

bv. als n = 5 alle vormen van de gedaante

ag%q +t 8%y + agxy +toayx) + agxe. (zie ook blz.53 e,v.) -
7. Alle rijtjes (aq,...,an) met n een vast natuurlijk getal,

die voldoen aan ag tay, + ... +a = 0. Optelling en

scalaire vermenigvuldiging der rijtjes op de gewone wijze

gedefinieérd. |
Dit geeft aanleiding tot de volgende definities:
overdrachtelijk vectoren genaamd) heet een lineaire ruimte,
als optelling en scalaire vermenigvuldiging er gedefinieerd
z1Jjn, en voldoen aan de regels (°.1) t/m 1.8) van §1.
Opm, Dit betekent: Van elk tweetal elementen behoort de som
tot de verzameling, terwijl dit eveneens het geval is met
ieder element, dat gevormd wordt door vermenigvuldiging van
een willekeurig element van de verzameling met een getal A,
Bovengenoemde voorbeelden onder 1., t/m 7. zijn lineaire
ruimten (bewijs dit).

- T - G - -

ult de nulvector) heet een eindig-dimensionale vectorruimte
(hier kortweg vectorruimte genoemd) als er een eindig aantal
vectoren is aan te geven, waarvan alle andere vectoren lineair
afhankelijk zijn. Zo'n eindig stelsel vectoren heet een basis
voor de vectorruimte.

Opm. We beperken ons tot vectorruimten met eindige dimensie.,
Er zijn leerboeken, waarin men het begrip basis definieert,
uitgaande van een stelsel lineair onafhankelijke vectoren,
waardoor dus elke basis per definitie lineair onafhankelijk
is. Volgens onze definitie hoeft een basis niet noodzakeli jk
lineair onafhankelijk te zijn (zie opg. 2 onder).

Bewijs, dat Rn een vectorruimte is ,(de grondvectorenéq,...,é

n
vormen een basis.).

In Ry vormen 51,52 en 53 een basis, doch bv. &, ,C,éB s€5 +é3
ook, Bewijs dit, ¢

&

In 51,..., Gk een basis, en is elk van deze k vectoren lineailr

afhankelijk van de 1 vectoren ﬁq,...,% dan is ﬁq,..., W

1 1

ook een basis, Bewijs dit.
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Opg.l4t Bepaal in R5 een basis voor het hyperviak (zie blz, 42 ):

x4 + 2x2 + 3x, + 4x4 + 5x 0.

3 5 7
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Is in een vectorruimte 61”"’Bp een basis en zijn
91,...,§q lineair onafhankelijk, dan is @ 4§ p terwijl er

een basis is te vinden, bestaande uit v,4,...,Vv,  en p - q

a

L]

der basisvectoren 51 t /m Ep

Bewijs: P2 1 en vast. Volledige inductie naar q. qz1
(anders niets te bewijzen).

Ty =2 51 + .. mpEp(want b,s...b  een basis);
v4 # O (volgens eigenschap 2 blz, 43 ); er is dys minstens
_ q - A, o -

Vas Boseees Ep een basis is (vgl.opg.3,blz. 46 uitwisseling van

51 tegen 61).
Stel het bewijs 1s geleverd voor g= g- 1, dus 9 - 1 ¢ p en

q_ﬂ’Eq""’bp is een basis (b's eventueel opnieuw
genummerd ) . Gq
niet in 51,...,50_1 wegens de lineaire onafhankelijkheild der

V o0 V
/‘J' 3

v's., In de zojuist genoemde basis komt dus minstens één vector
b voor, dus 9 € p.

- _ — o el = . !
vq_jﬂﬂvq + ... ﬁaq_ﬁrq_1 +_7hbq _+ . +'hp?p, niet ?11e Aals
zijn O, bv. qu¢ 0. Nu is bq qQ’ bq+1""’bp uit te

drukken, Deze vormen dus een basis. Hiermede is het bewijs

in V/‘_’..OJV

geleverd,

Een linealr onafhankelijke basis is een basis bgsenesh

E
____________________________ p

waarbij ©4,...,b  linealr onafhankelijk zijn.

1%

STELLING 3.2

- o o o—_ v e o oo

Als in een vectorruimte een basis 61""’Ep niet lineair
onafhankelijk is, kunnen we er een linealr onafhankeli jke
basis van maken, door een aantal b's weg te laten.

Bewijs: Schrap een b als hij lineair afhankelijk is van de
ovérigen; hetgeen overblijft is nog een basis (vgl. opg. 3 blz.
46 ), Ga door tot er niets meer te schrappen valt. (schrap

steeds één b tegelijk!) |
Gevolg: In elke vectorruimte bestaat minstens één lineair

onafhankeli jke basis.
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Is 61""’6p een lineair onafhankelijke basis van een
vectorrulmte, dan is elke vector van deze ruimte op één en

slechts één manier te schrijven als een lineaire combinatie
van degze b's.

Bewijs: Is a =»m151 + o +mp5p =}Hﬁj e +/“p5p’ dan_is

dus ook (Ag- )by + o0 + (mp —,wp)bp = 0 en omdat de b's

lineair onafhankelijk zijn dus: “1=/M%""’“p =/wp-

———— D o v e -

Vormen zowel 51,...,5n
ke basis, dan is n = k,
Bewijs: Volgens de stelling van Steinitz is n ¢ k, doch ook

k ¢ n en dus n = k.

als 51""’Bk een lineair onafhankelij-

Het aantal vectoren van een lineair onafhankelijke basis van
een vectorruimte hangt dus niet af van de keuze van de basis.
Dit aantal heet de dimensie van de vectorruimte, Deze dimensie
geeft dus aan het maximale aantal vectoren van de vectorruimte
dat linealir onafhankelijk 1is,

Een n-dimensionale vectorruimte duiden we aan met Rn. Kies

in een Rn een lineair onafhankeli jke basis, bestaande uit de

n basisvectoren S PR RN Elke vector a is een lineaire

n

combinatie van €qse0058, ¢ a = a4€4 + .. F an€y

De getallen ag,...a, zijn (t.o.v. de beschouwde basis) de

kettallen(of codrdinaten)van a; de vectoren aqéq,...,anén
heten de componenten van a. We kunnen dus met betrekking

tot deze basis schrijven: a =(a1,...,an)551 =(1,0,.;;,OL...,
e, =(0,...,0,1).

Conclusie: de beschouwde n-dimensionale vectorruimte is dus
in wezen volkomen identiek met de eertijds (op blz. 42 )
gedefinieerde ruimte Rn. (we hebben dan ook geen onderscheid
in de naamsaanduiding gemaakt).

STELLING 3.5

Zijn in R de vectoren 91,...,9 lineair onafhankelijk, dan

n

vormen ze een (l.o,)basis.

Bewijs: Ga uit van een (1l.0.)basis e4,...,& en wissel uit,
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STELLING 3.6

- . e vt - . -

Elk (n + 1)-tal vectoren 51""’6n+1 In R 1is linealir
afhankelijk. (Volgens eig.? blz. 44 ) geldt deze stelling
dan voor elk aantal vectoren p > n; zie ook stelling 1.4
blz. 3).
Bewijs: volgens de stelling van Steinitz zou lineaire afhan-
Beschouwen We in R_ de k vectoren 61”"’§k , dan kunnen zich
dus de volgende gevallen voordoen:
1. k > n: stelsel lin.afh. volgens stelling 3.6.

Het kan een basis zijn, doch dit hoeft niet.

2. k= nen de v's lin.onafh,: stelsel een lin.,onafh.basis
volgens stelling 3.5.
3, k=n en de v's lin.,afh.: stelsel geen basis op grond
d. k¥ ¢« n: stelsel geen basis { van stelllng
3.2 en 3.4 .

STELLING 3.7

Een (niet uitsluitend uit O bestaande) lineaire ruimte

- 1s dan en slechts dan een vectorruimte, als er een getal m

bestaat, zd dat elk m-tal vectoren lineair afhankelijk is.

Bewljs:

1. "dan" (voldoende voorwaarde): Laat elk m-tal vectoren
linealr afhankelijk zijn. Stel, dat er geen basis bestaat,
dan is er bij elk aantal vectoren een nieuwe vector te
vinden, die van de vorigen niet lineair afhankelljk is.

Op deze wijze echter kunnen we (volgens eig. 5 blz, 44 )
m lineair onafhankelijke vectoren vinden,

2. "slechts dan" (noodzakelijke voorwaarde): Laat de ruimte
een vectorruimte zijn van dimensie n; kies nu m=n + 1
en pas stelling 3.6 toe.

Bewljs, dat de verzamelingen in voorbeelden 4., 6, en 7. van

blz,.45 enlf resp. kunnen worden opgevat als een R s

n+1
Rn én een R, _ - Geef van elk dezer ruimten een basis aan,

Bewijs, dat de ruimten uit voorbeeld 5., wel lineaire ruimten
zijn, doch geen vectorruimten (aanwijzing: 1,x, x2,...,.....

lineair onafhankelijk).
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Gegeven in Ry de 4 vectoren v,, 52, vy en Vys v, en 52 lineair
onafhankeli jk, evenzo 53 en 54. Bewijs, dat er een vector w# 0
moet bestaan, die lineair afhangt van 91 en 52, en evenzo tege-
1ijk van V3 en vy .

In Rn zijn n + k vectoren gegeven. Dan zijn er hieronder k
te vinden, waarvan elke lineair afhangt van de n overige.
Bewijs dit (zle bewijs van stelling 3.2).

Deelruimben (Een (niet uitsluitend uit de nulvector bestaande)

deelverzameling van Rn.met de eigenschap, dat tegelijk met v en
w ook steeds v + Ww-en v (voor iedere A ) tot de deelverzameling

behoort, heet een 1ineairewdeelruimte van Rn(dikwijls eenvoudig

"deelruimte" genoemd).

Opg. Bewijs, dat deze deelruimte weer een vectorruimte is.

(we kunnen dus spreken van "dimensie" vam de deelruimte).

1. Een rechte of plat vliak door O in een R Ts een (1, resp.
2-dimensionale)deelruimte van Rs (een R, resp. R,).
Een rechte of plat vlak in RB’ niet door O gaande, vormt
volgens bovenstaande definitie geen deelruimte van R3.

2. Voorbeeld 7. blz. L6 is een deelruimte R,_, van R _.

(elke lineaire deelruimte R van Rn vormt een door O

n-1,
gaand hypervlak in R (zie blz. 42)),

STELLING 3.8

- - e -

Is Rk een k-dimensionale deelruimte van Rn, dan is k g n;
als k = n, vult Rk de mehele Rn op.
Bewijs: Een basis voor Rn is ook een basis voor Rk’ dus
uitgesloten is k » n, zodat k s n, Alleen als k = n, liggen in
Rk n lineair onafhankelijke vectoren, die dan ook een basis voor
Rn vormen, Alle vectoren van Rn liggen dus ook in Rk en omgekeerd,
zodat Rk en Rn dan identiek zijn. (we hebben dan niet met een

eigenlijke deelruimte te maken).

STELLING 3.9

Is Rk een deelruimte van Rn’ dan heeft Rn een basi§
VgseessVy 7:+1""’§n’ zd, dat V4s...,V, een basis voor
Rk vormt, °

Bewijs: Kies een basis G1"‘°’§k voor Rj. Deze basis is lineair
onafhankelijk. Neem nu een basis 61""’5n voor R, en pas de



WR-A 51
stelling van Steinitz toe voor uitwisseling.

Zijn 51,...,5 p(desnoods lineair afhankelijke)vectoren in R,

b
dan vormt de verzameling van al hun linealre combinaties een
deelruimte. We spreken dan van de door V,,...,V, bepaalde

deelruimte of van de door V,,...,V. opgespannen deelruimte,
M [~

STELLING 3.0

o 2t t200 i

De in R door de vectoren 51,...,5 opgespannen deelruimte

heeft een lineair onafhankelijke basis,pbestaande uit een aan-
tal van deze v's. De dimensie van deze deelruimte (die ook
vectorruimte is) 1s gelijk aan het maximale aantal vectoren van
51,...,§p, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt.

(Als 51""’§p lineair onafhankelijk zijn, dan is de dimensie
van de opgespannen deelruimte juist gelijk aan p).

Bewijs: 61""’§p vormen een basis voor de deelruimte. Pas dan
Stelling 3.2 toe. Het overige deel van de stelling volgt hier-
uit, dat er niet meer onafhankelijke v's kunnen bestaan dan de

dimensie bedraagt.

Vb. In R3 is de verzameling vectoren x=72 U een deelruimte van

dimensiel; de verzameling x = av +u = een deelruimte van di-
mensie 2 ( § 1; U,v en w vaste vectoren,n en a variabele
getaller (parameters)).

Opg.Bewijs, dat de vectoren a = (3,2,3,5), b=(2,-1,4,7), ¢=(5,8,1,1)

en d =(6,11,0,-1) in een deelruimte van R4 liggen van dimensie
2.

Twee stelsels vectoren heten equivalent, als zij dezelfde deel-

ruimte opspannen. De volgende twee stellingen laten zich een-
voudig bewijzen (vgl. de beide eigenschappen . en 2, blz. 45),

STELLING 3.

o i o o o 1 T o’

Als in R vk een w111ekeur1ge vector uilt gegeven vectoren

vq,...,v is, dan is voor :* 0 de deelruimte bepasald door

_b
vq,a..,Vk,...,vp, identiek met de deelrulmte bepaald door

vq,...,ﬂvk,...,v (de twee stelsels vectoren zijn equlvalent)

STELLING 3.

Als in R, de vectoren §k en Gl twee willekeurige vectoren

zijn uit de gegeven vectoren 51,.. dan 1s de deelruimte

p’
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bepaald door 51,...,§k ""Vl""’vp identiek met de deelrulmte

bepaald door 61""’§k + Vl,,..,vl,...,v ,en dus wegens de

&
vorige stelling ook identiek met de deelruimte bepaald door

VAgsesssVy +AV 5.0,V ,...,7 . (de genoemde stelsels vectoren

pﬂ
zijn equivalent).

Men maakt van deze bzide ctellingen dikwijls een systematisch
gebruik bij de bepaling van de dimensie vaﬂ$gen lineair on-
afhankelijke basis voor een lineaire deelruimte, als deze
deelruimte is vastgelegd doormiddel van een stelsel vectoren,
dat men wenst te transformeren in een eenvoudiger equivalent
stelsel vectoren (een "schoonveeg" proces, zie Vb, blz. 45, 53
en blz., 55 ).

Bewijs, dat het stelsel %a,b c dz met a,b,c en d de vectoren
uit o onrave on Dl aquivalent is met het stelsel{a -3¢,
b - 4c, c, d

We schrijven te equivalentie wel als volgt:

{;,s,a,a}z» { -33, B-43, & d} a,a}m

PO

en ook equival<nt met het stelsel {c, "}.

U is de deelruimte, die opgespannen wordt door de vectoren
a=(1,2,3), b= (1,-1,2) en c=(2,7,7).

1. Bepaal de dimensie van U,

2., Stel een lineair onafhankelijke basis voor U op.

3. Druk elk der vectoren a, b en ¢ uit in deze basis,.

Gegeven zijn de vectoren:
a=(2,0,1,1), b=(3,-1,0,2), = =(-1,1,1,3) en 3=(1,3,5,15).

1, Bewljs, dat 2, b en ¢ lincair onafhankelijk zijn.
2., Druk a4 uit in a, b en c.
3., Schrijf alle vectoren op van de deelruimte, opgespannen

door a, b en ¢.
Y4, Geef een voorbeeld van een vector in qu die niet in de
onder 3. genoswde deelruimte ligt.

Gegeven zijn de vectoren .
a =(1,0,2,0), b =(2,1,0, o) ¢ =(2,1,1,0), d=(0,1,2,3).
“. Bewijs, dat a, b, ¢ en d een lineair onafhankelijke basis

voor R4 vormen,
2. Druk v =(6.3,2.0) vit in Adeze basis,
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3. Vorm een lineair onafhankellil jke basis voor RM’ bestaande uit
v en drie der vectoren a, b, ¢ en d.

Lineaire vormen

— W o . o o e

Beschouwen we bv, alle lineaire vormen in n varisbelen
XqsXpsevesXps dan vormen deze een vectorruimte, want als

L = agxq4 + ... + a X en M= b1X1 + eas bnxn er toe behoren,

dan zijn L+ M= (a; + bylxy + ... + (an + b )x, en AL =
ﬁé%f%1 weer linealire vormen in de n variabelen
en behoren dus eveneens tot de verzameling (vgl. ook Vb.6 ,

nasXy t ol F

blz,. 46), Een lineair onafhankelijke basis wordt gevormd

door de vormen KgsXpseeesXy De gebruikelijke rekenregels

n
gelden voor deze lineaire vormen, De theorie der vectorruimten,
bv, datgene wat in verband staat met lineaire afhankelijkheid,

ken hier zonder meer worden toegepast. Zo is bv. direct te zlen,

dat de linealre vormen

Ly = 3x + by - 2z
L2 = X + by + 2z
L3 m 2X -y - 32

afhankelijk zijn, aangezien Iﬂ - L2 - L3 =z O.

De geldigheid van de volgende stelling stelt ons in staat
tot"schoonvegen".
STELLING 3.713

Lqs Lg, L3 lineair onafh, <=3 L1 + LE’ L2, L3«1in.onafh.
als «#0:

L

L L3 lineair onafh., «— mlw, LE’ L3 lineair onafh,

1 T2°

Vb.De volgende twee stelsels lineaire vormen zijn volgens deze
stelling Of beide afhankelijk, Of beide onafhankelijk. We zien
gemakkelijk in, dat het tweede stelsel lineair afhankeliljk is,
dus het eerste stelsel is dat ool :

Lq = -X 4y +2 qu -x ty +z
L2 = X +2y + 3z en L2—2L15 3x +z
L3 = bx + vy + 3z L3— L,= 6x +2z . .

We zoeken een eenvoudiger stelsel lineaire vormen, dat met
L,],LE,L3 equivalent is. Daartoe behoeven we slechts de
coéfficienten der lineaire vormen in een schema te plaatsen

en schoon te vegen:
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-1 1 1 -1 1 1 -1 1 1) <-4 1 0 )
1 23 |~ 3 0 1wl 3 0 1™\ 3 0 1 :
5 1 3 6 0 2/

“ix + oy
Het resultaat is dus het stelsel lineaire vormen{

3x + z °
Het onderzoek komt eigenlijk neer op het zoeken van eenesnvou-
dige linealr onafhankelljke basis voor de deelruimte, opge-

spannen door Lq, L, en L

2 3°

Opg.Geef een eenvoudig stelsel lineaire vormen equivalent met:

a) Ly = x +2y + 3z, L, = 2x + 7y, L3 =X+ 2y -2 .

b) Ly = 2xq + X5 + 3% + Xy, Lom x4 + 2X5 = Xg, Lgmlx,-hxatoxg+ax

e e N et R e s - I it - - — - - o oo o o i

Laat U en V twee lineaire deelruimten van Rn zijn.

We kunnen nu twee nieuwe ruimten aangeven:

1. De doorsnede D van U en V (notatie D = Un V), bestaande
uit alle vectoren, die zowel tot U als tot V behoren (D is
weer een linealire deelvectorruimte van Rn).

2. De vereniging S van U en V (ook wel genoemd de door U en

V opgespannen ruimte S, notatie S = UuV), bestaande uilt

alle vectoren, die te schrijven zijn als U + Vv, waarin u

tot U en v tot V behoort. (S is de kleinste lineaire
deelvectorruimte van Rn’ die zowel U als V bevat).

De volgende belangrijke betrekking bestaat tussen de dimensies:

STELLING 3.4

. oy > by s ot Tow ot e

Zijn U en V twee lineaire deelruimten van Rn en D resp. S
de doorsnede resp. de vereniging van U en V, dan geldt
dim U + dim V = dim D -~ dim S,
Bewijs: Kies een lineair onafhankelijke basis 51,...,ak voor D,
Vul die enerzijdc aan (stelling 3.9) tot een lineair onafhanke-
1ijke basis voor U: .
a1""’ak’ ﬁk 4 qs+++sUy; anderzijds tot een lineair onafhanke-
1ijke basis voor V: ¢
Qs ievslys Ty o g esiy
Daar elke vector uit S van de vorm u + Vv is, is aq,...,ak,

— -~ — 4 s o :
U 4 qoeeesUysVe 4 qaeeesV  PEN basis voor 8. Deze basis is

lineair onafhankc’iik.
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Onderstel nl., het volgende verband tussen de vectoren d, U en Vi
T g eee AT FR gl g e ATy S

P Vi1t coe A e

De vector gevormd door het rechterlid

is een vector van V, doéh is ook wegens het linkerlid afhanke-
lijk van de basis van U, en behoort dus tot U en V, en dus tot
D. Dit betekent, dat deze vector afhankelijk is van de d's
alleen, zodat Ay q = «+v =72y = 0, (Stelling 3.3). _

Maar dan geldt: d,d+ ... +d,d =4 7 4+ ... fﬁbmgmvf
hetgeen voert tot alle #''s en ook alle 's O, omdat de
vectoren d met de vectoren Vv tezamen een lineair onafhankeli jk
stelsel vormen.

In het gegeven verband tussen de vectoren d, U en Vv zijn alle
coéfficiéntend,an enu dus noodzakelijk O, zodat deze vectoren
een lineair onafhankelijk stelsel vormen. De genoemde basis
voor S is dus lineair onafhankelijk, zodat dim S = k + (1 - k)
+ (m-%k)=m+ 1 - k,

Verder was dim U = 1, dim V = m, dim D = k, waaruit de betrek-
king tussen de dimensies direct volgt,

Opm, Het kan zijn, dat D slechts uilt de nulvector bestaat.

De stelling blijft dan doorgaan als we dan aan D de dimensie

O toekennen.

Vb.Gegeven zijn in R4 de vectoren:

a= (2,1,-3,-1), b = (3,2,-1,2), ¢ =(1,2,3,1) en d=(2,2,-2,p),

alsmede de twee deelvectorruimten U en V, opgespannen door de

vectoren a en b, resp., ¢ en d, resp. dus voor te stellen door:
U: x = zqé + “25 ;5 Voix =,w15 +,uéa.

Gevraagd wordt voor verschillende waarden van p de doorsnede

UNYV en de vereniging UUV te bepalen, alsmede van beide

rulmten de dimensie en een lineair onafhankelijke basis.

Oplossing: Een basis (mogelijk lin,afhankelijk) voor UVYV
wordt gevormd door de vectoren: a, b, ¢ en d. De dimensie en
een linealire onafhankelijke basis voor UUV kan ult het

kentallenschema der vectoren a, b, ¢ en d door herleiding

(schoonvegen) eenvoudig als volgt worden afgeleid: ‘

&

2 1 -3 -1 2 1 -3 -1 o 1 7 7

3 2 -1 2 10 5 4|1 0 5 4
12 3 1/1-3 09 3 /[0 06
2 2 -2 p -2 0 4 p+2/ \O 0 -6 p-6
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Voor p + -3 vormt dus UuV de gehele Ru,de dimensie is dan dus 4.\\
Een lineair onafhankeliljke basis wordt bv. gevormd door de
vectoren a, b, ¢ en d met p 3} -3; voor p = -3 is de dimensie
van UUV gelijk aan 3. In dit laatste geval wordt een lineair
onafhankelijke basis bv. gevormd door de vectoren:

(0,1,7,7), (-1,0,5,4,) en (0,0,-6,-9) (of (0,0,2,3) ).

Om UnV

waarvan

te bepalen zoeken we naar alle vectoren X“(X1’x2’X3’x4)
de kentallen voldoen aan:
2 m1 + 3m2 = Mgt aﬂg

Il

=gt 28, = 210w,
R T By
=A, + 2%2 =pq R,

Eliminatie van A en a, geeft 2 vergelijkingen waaraan d, en g

moeten voldoen, namelijk (na enig gereken):

21 my + (18—p)m2 =0

21 mq + (12-3plwy, = 0 .
Is p#-3, dan voldoet alleenﬁﬂ=#2= 0; de doorsnede UnV bestaat
dan alleen uit de nulvector (volgt ook uit stelling 3.4,

Gzie ook opm. blz., 55), aangezien voor p # -3: U u V een
Ry vormt),Voor p = -3 is sy +tun = 0. De doorsnede UnV bestaat
dan dus ult de vectoren x = s (-1,0,5,4): dim. 1, basis (-1,0,5,4).
Zoals boven gezien is voor p = -3 de vereniging van U en V
3~dimensionaal., Ook in dit geval dus overeenstemming met
stelling 3.% (2 + 2 = 1 + 3),

De deelruimte U wordt opgespannen door:

a =(0,2,3,-1), b =(0,2,7,-2) en ¢=(0,-2,1,0).

De deelruimte V wordt opgespannen door:

p =(1,2,0,1) en q =(2,2,1,2).

Bepaal de dimensie van en een lineair onafhankelijke basis

voor de doorsnede UnV,

Wat vormen de volgende vectoren:

=A(1,2,3,4%) + u(2,-1,0,2) + v(4,-3,-1,-1)

~(1,2,3,4) + u(2,-1,0,2) + »(-1,8,9,8) ‘
(1,7,0,2) + a(2,5,1,73) +4(4,7,5,77) + v(-1,2,-5,7)
A, en v veranderlijk in R, ? vzile plz, L42),

1. %
2. i
3.

met
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Opg.3 In R4 wordt de deelruimte U opgepannen door de vectoren

a =(0,1,2,3) en b =(2,-1,0,-3);

de deelruimte V door p =(1,-1,-1,5), d=(0,1,2,-5) en

r =(4,-1,2,5).

1. Stel een lineair onafhankelijke basis op voor U en V.

2. Doe dit tevens voor de vereniging UuV en de doorsnede
UnvVv,

§ 4, Lineaire vector-transformaties (I)

Def.: Een stelsel betrekkingen van de vorm
( - -
Vq = 8qq%q T 8% e F 8Ky
+ ... + &

Vo = 8nq%Xq t 855X,

(4.1 -

X
2n'n

Im

i

+ ...+ 8 X

am1%1 + am2x2 mn n

(Y

heet een homogene lineaire (m,n)-transformatie. (I.p.v.

"transformatie" spreekt men vaak van "afbeelding"; het
woord "homogene" wordt dikwijls weggelaten; men spreekt
dan van lineaire (vector)transformaties).

Verkorte schrijfwijze van (4.1):

n
¢
(4.2) yy = £=% I (1 =1, ..., m).
(4.,1) voegt aan iledere n-vector x = (xq, coes xn) een m-vector
(y1, se o ym) als beeldvector toe. Deze transformatie is vol-

ledig bepaald door de m n getallen 8445 8qps eees @ of, in-

mn
dien we deze getallen rangschikken in een schema van m rijen

en n kolommen door de matrix

811 842 s+ Pp
8pq 8pp -+ 8pp .

L] ° L] L3

m1 am2 “*c @
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Deze matrix met m rijen en n kolommen heet een (m, n)-matrix;
de getallen Bqqs eees amnﬁﬁﬂ elementen van de matrix.

Opm.: Aan (4.1) kan ook een andere interpretatie worden gegeven;
Laat in een R de n vectoren

8.,' = (a/I/I: 321: s 0y am/])

ay = (312’ Bops eees ame)

O
]

n - (a/ln’ agn’ e 92 03 am)

benevens de vector

§ = (yqa 2043 ym)

gegeven zijn, en laat y een lineaire combinatie van 51,
eeos én zijn, dan zijn er n getallen x4, ..., x  te
vinden, zodanig, dat

(4.3) 7 = %48, + xp8, + oo+ x B .

Deze vergelijking, uitgeschreven in de kentallen, 1is
identiek met het stelsel lineaire vergelijkingen (4.1).
Zijn omgekeerd de vectoren 51, cees én gegeven, dan kan
men zich afvragen of de vector y een lineaire combinatie
van deze vectoren is. Men vraagt dan dus of er getallen
X4qs +ees X bestaan, zodanig, dat aan (4.1) voldaan is,
m.a.w, of die m vergelijkingen met n onbekenden Xgs sees

x_, die in (4.1) staan opgesomd, één of meer oplossingen

n’
toelaten. Een oplossing kan men opvatten als een oplos-
singsvector x = (xq, cees xn) in een R_. De theorle der

lineaire vergelijkingen volgt later,

Zoals gezien, is de homogene lineaire (m,n),-transformatie (4.1)
volkomen bepaald door de matrix A, Ook omgekeerd geldt:

¢
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Stelling 4.1: Hebben twee homogene lineaire (m,n)-transformaties

de eigenschap, dat iedere vector X bij beide de-

zelfde beeldvector y oplevert, dan hebben zij de-
zelfde matrix (m.a.w. de matrix is door de trans-
formatie bepaald).

Voor het bewijs van deze stelling is het voldoende om de beeld-
vectoren van de n grondvectoren in Rn te beschouwen, Deze laatste
geven getransformeerd n vesicIlnvan ieder m kentallen, Deze mx n
getallen, geplaatst in een schema van m rijen en n kolommen
vormen Jjuilst de matrix, die bij de transformatie behoort. Omdat
de beeldvectoren bepaald zijn, is dit met de matrix eveneens

het geval.

De transformatie (4.71)kunnen we naast (4.2) ook met behulp van
matrix-vectornotatie verkort als volgt weergeven (zie ook§ 5):

(4.4) y = Ax .

Wegens stelling 4.1 spreken we naast de matrix A ook van de
lineaire transformatie (of afbeelding) A.

Opmerkings In (4.4) is X een n-vector en y een m-vector, Deze

dimensies worden zonder meer bepaald door de afme-

tingen van A, Overal daar waar geen misverstand kan

optreden omtrent de dimensie van vectoren uit ver-
schillende ruimten, zoals bijv. in (4.4), zullen we

van een onderscheid in notatie van deze vectoren, in
het algemeen afzien,

Gemakkelljk is in te zlen, dat de volgende eigenschappen gelden;

a) = Ap + Ag

1l

I) A(p +
cX)

(11) A cA(x). ¢ = scalar,

It

Deze eigenschappen (I) en (II) karakteriseren een homogene
lineaire transformatie volkomens blijkens: ¢

Stelling 4 . 2: Een transformatie T, die iedere n-vector in een

m-vector overvoert en de eigenschappen (I) en (II)

e
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heeft {(dus steeds T(p + Q) = Tp + Tq en T(ecx) =
¢T(x)), is een homogene lineaire transformatie.

Bewijs: Stel de basisvectoren 51, cess én worden orergevoerd in

resp. 51 = (aqq, B5qs eees amﬂ)’ a, = (312, 8po ...,ama),

vaes B = (aqn, Bops e amn)' Een vector x =
(xq, Xps ees xn) = X484+ Xp€p + .. F xne-n wordt dan
overgevoerd in:

-— -

y = Tx = T(x1 4+ X oo + X € ) =

2 2 nn
1?e1 + xeTe2 + ... * fnTen =
X1a1 + X2 2 ses T xnan,

dus de vergelijking (4.3), die identiek is met het
stelsel (4.1), dat per definitie een homogene lineaire
transformatie voorstelt,

We kunnen dus ook een lineaire transformatie (afbeelding) ken-
schetsen als een transformatie (afbeelding) met de eigenschappen

(I) en (II).

Een ander eenvoudig te bewijzen gevolg van de eigenschappen
(1) en (II) is:

Stelling 4.3: Een homogene lineaire -~ ansformatie laat alle

betrekkingern vnn lineaire afhankelijkheid tussen
vectoren bestaan.

Opmerking: Deze stelling is niet algemeen geldig als men in

deze stelling "afhankelijk" door "onafhankelijk"
vervangt, bijv. als y = AX met A = (g ij),
Toepassing van A op de lin, onafh, basisvectoren
(1,0) en 0,1) geeft de afhankelijke beeldvectoren:
(1,2) en 2,4), Later zullen we zien, dat bij bijzon-
der soort matrices, nl, de niet-singuliere matrices,
lineair onafhankeli jke vectoren in lineair onéfhan—

kelijke beelvectoren worden overgevoerd (zie
stelline 5.3),
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Is naast de homogene lineaire (m, n)~transformatie A een trans-
formatie B van hetzelfde type gegeven, dan geldt als

V4= AX en §2 = Bx : 51 + 52 = Ax + Bx,

Stellen we §1 + §2 = CX, dan geldt in verband met stelling 4.1
dus

(3.5) ey = @y + oy (=1, ..., m3 k=1, ..., n),
waarbij Chk het element uit de h® rij en k€ kolom is van de
matrix C, behorende bij de transformatie C, die X in §1+§2

overvoert,

Def.: De transformatie C heet de somtransformatie van & en B,

Elk element Cye Van de matrix C wordt volgens (4.5) berekend
door de som te nemen van de overeenkomstige elementen 8y €0

b van de matrices A en B, We schrijven C = A + B.

hk
Naast het begrip "somtransformatie" defini&ren we ook het

begrip "producttransformatie"”. Beschouw hiertoe de transformatie
(4.,1) en daarnaast nog een (p, m)-transformatie, die de m-vector

y in de p-vector z overvoert,

We stellen de (m, n)-transformatie, die X in y overvoert,voor door
(4,2), resp. (4.4): :

n
Y1 < k=1 agx, (L=, ..., m), ¥ = Ax,

De (p, m)-transformatie, die y in z overvoert, wordt voorgesteld
door:

m
Zy = é‘ b,¥; (b=1, ..., p), = By,

Dan kunnen we z in x uitdrukken door substitutie:

m m n
Z, = Z; by, = Z; b, . ,Z: a., X ) =
h g hivi = hi K=" ik™k
m n n m ( )
> [ 2h b a.x>=Z: (f;b.a>x h=1, ..., P)»
= 24 hi“ik"k =1 \ 121 hi™ik k ? ?

o/
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n - - 2
Stellen we Zy, = gZﬁ Cop¥i » 2 = Cx, dan geldt in verband met
stelling 4.1:

il

(4:6) oy = B bppaye (0= 1, e ps k= ),
i=

Def.: De transformatie C heet de producttransformatie van B en A

(let 3Bk¥olgorde: eerst A en dan B toepassen op het object).
de : :

Elk element Cri Van de Matrix C wordt volgens (4.6) berekend

door ieder element uit de h° rij van de matrix B te vermenig-

vuldigen met het overeenkomstige element uit de k° kolom van

de matrix A en de zo verkregen producten op te tellen, (Men

drukt 4dit kort uit door te zeggen, dat Chk het inwendig

product (of scalair product) is van de h-de rij van B en de

k-de kolom van A& (zie Rlz, 23,70 )).

We schrijven C = BA,

Def.: Zij A een homogene lineaire transformatie van R in R!',
Het beeld (of beeldruimte) van de transformatie (of:
het beeld van R bij A) is de verzameling van alle vectoren,

die op tenminste €én manier als A(V) kunnen worden geschre-
ven, waarbij v tot R behoort° (Een dergelijke verzameling
kan men voorstellen door{ &(7)! 7€R], € betekent hier
"behoort tot").

De kern (of nulruimte) van de transformatie is de verza-
meling van alle V€ R met A(v) = 0§ (dus de verzameling
{5!56Ren!ﬂ§)=53).

Zonder bewlijs zilJj hier nog de volgende stelling gegeven:

Stelling 4.4: Bij een lineaire transformatie (afbeelding) van

R in R' zijn beeld en kern lineaire deelruimten
van R', resp. R, en de som van hun dimensies is

de dimensie van R,
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Opgaven.

1) Gegeven is in 32 de homogene lineaire transformatie x'= AX,
waarbij A(1,0) = (2,1) en A(0,1) = (-1,3).
Gevraagd: A(2,0), A(1,1) en A(1,-2).

2) Van een homogene lineaire transformatie A in R3 is gegeven,
dat de basisvectoren éq, 52 en 53 overgevoerd worden in resp,:

re, = (2,1,3), A 52 = (-1,2,1) en A 53 = (-1,0,2).

1) Bepaal de matrix A,

2) Bepaal de beeldvector van (1,1,1),

3) Welke vector heeft als beeld (0,3,6)?

4) Bepaal het beeld van de lijn gegeven in de parametervorm:
x = (1,0,0) +2(0,0,1).

3) Naast de transformatie A uit opgave 2) beschouwen we de
homogene lineaire transformatie B, waarvan gegeven 1is:
B(2,1,3) = (6,4,3), B(-1,2,1) = (2,3,1), B(-1,0,2)= (1,2,2).

1) Bepaal de matrices B, BA en AB,
2) Had BA ook zonder transformatievermenigvuldiging (vgl.
(4.6)) direct opgeschreven kunnen worden?

4) In R3 met éq, 52 en 53 basisvectoren, voert een homogene
lineaire transformatie deze vectoren over in resp. (1,2,-2),
(291:2) en (29‘23'1)0

Toon aan, dat elke vector in R, na transformatie 3 maal zo

3

lang wordt, (éq, 52, 53, zijn cartesische basisvectoren.)

5) Van een homogene lineaire transformatie in R3 is gegeven, dat
(1,1,0).~§ (1,0,2)
(23091) - (3;152)
(1,-1,1)— (2,1,0).
Waarom is de transformatie door deze gegevens niet bepaald?

6) Gegeven is in R3 een homogene lineaire transformatie,; waarbij
de basisvectoren 51, 62 en 53 resp, overgaan in (1,2,4),
('1939‘5) en (5JO:22)° i

e
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Bepaal:

1) Een lineair onafhankelijke basis voor de beeldruimte,

2) De dimensie van de beeldruimte.

3) Een lineair onafhankelijke basis voor de nulruimte,

4) De dimensie van de nulruimte.

5) De betrekking, die bestaat tussen de dimensies van de
nulruimte en de beeldruimte,

Door de homogene lineaire transformatie met matrix
2 8 5
A= 1 3 2
17 1 1

wordt R3 afgebeeld op een deelruimte van R3°

Geef van deze beeldruimte:

1) Een lineair onafhankelijke basis.

2) De dimensie.

3) De vergelijking, waaraan de kentallen van de vectoren
moeten voldoen,
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§5~Matrices.

Zoals gezien in §4 verstaan wij onder een matrix A een recht-
hoekig blok van mn getallen 8445 Bqps sees amné

11 B2 0+ fp
f21 fo2 rr fpp

Een dergelijke matrix heeft m rijvectoren of rijen en n kolom-
vectoren of kolommen, en wordt een (m,n)-matrix genoemd, De
rijen worden van boven naar beneden, de kolommen van links naar
rechts geteld als men de i° rij (i=1,...,m) of k% kolom
(k=1,...,n) beschouwt. De afmeting m heet de kolomlengte,

n de rijlengte van A, Als m = n heet de matrix vierkant van
de orde n; we spreken dan van een n-matrix. Een(m,n)-matrix
heet van de orde m bij n.

De getallen 24 4 (1=1,...,m3 J=1,...,n) noemt men de elementen

van A. Men schrijft kortweg A = (aij)e

Een (n,1)- resp. (1,n)-matrix (dus een matrix bestaande uit 1
kolom, resp. 1 rij) is te identificeren met een n-vector, en
wordt genoemd een kolomvector (of kolom), resp. rijvector (of rij)@

Een nulmatrix is een matrix, waarvan de elementen alle gelijk
zijn aan nul, Deze matrix kan zowel vierkant als rechthoekig

zijn. Is het een (m,n)-matrix, dan stellen we deze nulmatrix

wel voor door Om,n (veelal worden de indices m en n ook wegge-
laten; de O wordt dan zowel gebruikt voor het getal O als voor

de nulmatrix 0; dit geeft i.h.a. geen aanleiding tot misverstand),

Twee matrices A = (aij) en B = (b,.,) heten gelijk als ze de-

iJ

zelfde kolom~- en rijlengten hebben, en corresponderende ele-

menten gelijk zijn, dus A = Be—?ai. = bij voor alle in aan-

merking komende waarden voor i en J.




De theorie der lineaire transformaties gegeven in,§4, geeft

aanleiding tot de volgende definities van basisoperaties op
vectoren en matrices: (zie ook de voorbeelden op blz. 67 en 68)

1) Som: Als A = (aij)’ B = (bij)’ 1=1,...,m5 J
dan is de (m,n)-matrix C = (Cij) met c

'1:---;m3

A en B: C

2) Products: Als A

van B),

3) Product

Cy s =
LJ

per definitie het product van A en B

Opm,: Uit de definitie van het
volgt, dat dit product alleen dan gedefinieerd is,
als het aantal kolommen van A gelijk is aan het aan-
tal rijen van B (dus rijlengte van A = kolomlengte

van een matrix met een getal:

4) Product

Als A = (aij) en g een getal (scalar), dan wordt
Ag = C
(vgl. (II) blz. 59).

Opm,: Hebben A en B dezelfde afmetingen, dan wordt
A - gB gedefinieerd foor A - gB = A + (-g)B, Het
rechterlid is dan gedefinieerd door achtereervolgens
de definities onder 3) en 1) toe te passen.

van een matrix en een vector:

Als A = (a‘,l
(X1’X2""’Xn)’ dan wordt y

A en B moeten dan noodzakelijk beide vierkant zijn en van
dezelfde orde.
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- /]:onosns

J=1,..esn per definitie de som van
A+ B (vgl. (4.5)).
J, 1 =1,i005m; J=1,40.,n €n B =
ceusny 3 =1,..4,p, dan is de (m,p)-
(Cij) met

= 1,000,M3 J = T,.00,5P

AB (vel. (4,6))
Als AB en BA beide gedefinieerd zijn (als p = m) en :

AB = BA, dan heet het product commutatief, )

matrix product AB

gedefinieerd door c,., = g

=13‘°03m; j=13¢'¢99n el’lX-’—g

Ax gedefinieerd door
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jel

yi = g;ﬁ aikxk, i= 150aegm (Vgl° (4‘4) en (4'2))'

Vatten we x en y op als matrices van 1 kolom (orde

n bij 1 resp, m bij 1), dan komt deze definitie over-
een met de productdefinitie onder 2). Het product

van een matrix met een kolom 1s een kolom:

(m,n)x (n,1) = (m,1). '

b) Als A =(a,.), 1 =1,,0ssm; j=1,...,nenys=

1J
(yﬂ,ygg...,ym), dan wordt z = yA gedefinieerd door
m
Zi = g 7 ykaki, i = 13000’n a

Vatten we y en z op als matrices van 1 rij (orde 1
bij m resp. 1 bij n), dan komt deze definitie weer
overeen met de productdefinitie onder 2), Het product
van een rij met een matrix is een rij:

(1,m)x (myn) = (1,n), '

5) Vectoroperaties: Als x, u en v n-vectoren voorstellen €n g een

scal a:f'f,jl an

wordt x = u+v gedefinieerd door Xg = Uy + Vi

i=7,...,nenx = gudoor x, = gu,, 1 = 1,...,n

i
(bijzondere gevallen van 1) en 3) als X, u en v

worden opgevat als matrices, bestaande uit 1 rij of

1 kolom),
Vb, ad 1) (? 3 2'> (3/1 2 -A‘> 0 5 -2
19 0 -1/ \ o0 1 o/ 1 u -1/ -
ad2) /4 2 -4 2\ /2 3 79
3 7 14 8{([3 9 ) -y 6 |.
2 4 -3 15 -8 -8
/1

vb, niet commutativiteit:

. /1 2\ /3 b 12 3 4 \/1 é) 1M 26
2 5/ \-2 -1/ T \-b -3/%\ 2 -1/\2 5/1-4 -9
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wel commutativiteit:

96 - 0-C I

ad 3) -%{ —4
0 1
1 0 2 0 -2 7 A
2l 4Pl o122 1)l 8/T {0 -3)*
10 -35 6 =31
-10 -5/ 7 -4 o/

ad 4) a) /4 1 6 20
3 2 (_4 = 10 @
1

i

i
(0¢]
2
(@)

N O
=
[0}
O

0 6
2 -1
b) (4 -2 1Yl 0o 4 )= (7 =14),
‘ -1 -2

ad 5) zie§§ 1 - 3.

Uit voorgaande definities volgen de volgende rekenregels (5.1)
t/m (5,12) voor matrix-operaties: (hierbij wordt verondersteld,
dat de afmetingenvan de op elkaar opererende matrices zodanig
zijn, dat de betreffende operaties een gedefinieerde betekenis
hebben.)

(5.1) A+ B =B+ A (optelling is commutatief)
(5.2) (E+B) +C =2+ (B+ C) (optelling is associatief)
(5.3) A+ 0 = A, 0 = nulmatrix,

A heeft een tegengestelde matrix (-1) & of -A, met elementen
tegengesteld aan de overeenkomstige van A, waarvoor (5.4).

(5.4) A+ (-1)A =0
(5.5) (a ) = a(bh) a en b scalairen
(5.6) 1. A; O,A = 0 (links is O het getal O, rechts een

nulmatrlx); a,0 =20




(5.7) a(A + B) = ah + aB
(5.8) (at+b)A = ah + bA

(5.9)
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z distributieve eigenschappen, -

Opm,: Dat deze relaties (5.1) t/m (5.8) generalisaties -
zijn van (1.1) t/m (1.8) ziet men in door matrices met 1
rij of 1 kolom te beschouwen, die te identificeren zijn
met vectoren,

Uit (5.1) t/m (5.8) volgt ook, dat de verzameling van alle
(m,n)—matrices bij vaste m en n een lineaire ruimte vormen.

Ze vormen zelfs een vectorruimte (Bewijs dit).

Het is duidelijk, dat voor iedere matrix A geldt OA =

AO = O, Het product van twee matrices kan evenwel ook O
zijn, zonder dat een van beide factoren O is. Dus behalve
t.a,v. de commutativiteit (zie vb. ad 2) blz, 68) is er
ook in dit opzicht afwijking met de gewone getallen-ver-
menigvuldiging,

w.: (2 ®\/2 -4\ _ o o\) .
1 2j-1 2 0o 0y

Geldt de commutativiteit dus in het algemeen niet, de
associatieve wet voor matrix-vermenigvuldiging is wel steeds
van kracht, Dit ziet men het gemakkelijkst met behulp van
de homogene lineaire transformaties:

Laat £ een (m,n)-matrix, B een (p,m)-matrix en C een (g,p)-
matrix zijn, en verder X een willekeurige n-vector.

Zij y = Ax, z = By, u = Cz,

Is CB = D, dan is u = CBy = Dy, dus u = Dix,

Is verder BA = F, dan is z = By = Bix = Fx, dus u = Cz=CFx,
zodat DAx = CFX voor iedere n-vector x. Volgens stelling
4.1 geldt dan D& = CF of (CB)A = C(BA), Dit is de associa-
tieve wet voor de vermenigvuldiging:

(cB)A = c(BA) .

H

Zonder gevaar voor dubbelzinnigheid kunnen we voor beide
leden van deze vergelijking dus schrijven CBA. Ook is nu

/e
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het product van meer factoren ondubbelzinnig bepaald,
bijv. ABCDEF = A(BC)(DE)F = (AB)(CD)(EF) enz.
Haakjes mogen dus op willekeurige plaatsen in een product

worden ingezet.
Verder gelden nog de volgende eigenschappen:

(5.10) (ah)B = A(aB) = a(4B)
(5.11) A(B+C) = AB + AC

} distributieve eigenschappen.
(5.12) (B+C)A = BA + CA

Nog enkele algemené begrippen,

a) Zoals gezien zijn vectoren te identificeren met matrices van
1 kolom of van 1 rij (kolomvector resp. rijvector, zie
blz, 65).
Voorbeelden van productvorming van rijen en kolommen:

2
1) (5 2 =3) (}1>== (-4), Het getal -4 als enige element

van de matrix in het rechterlid is het inwendig product
der twee vectoren (5, 2, -3) en (2, -1, 4),
In het algemeen verstaat men onder inwendig product (of

scalair product) van 2 vectoren (aq, .,egan) en
(byse..sb, ) het getal agb tasbot...+a b (zte§ 2, plz, 23),

2) /2 | 0 b -6
) (52 -3)={-5 2 3].
¥ 20 8 -2

Algemeen geldt:

matrix x kolom = kolom (zie blz., 68 ad 4)a))

rij x matrix = rij (zie blz. 68 ad 4)b))

rij x kolom = matrix bestaande uit 1 element(zie boveﬁR
kolom x rij = matrix met evenredige rijen en kolommen

(zie boven@).
€

i ; . T
b) Getransponeerde matrix: De getransponeerde matrix A~ van een
matrix A wordt gedefinleerd als de matrix, waarvan de rijen

e
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identiek zijn met de kolommen van ~; dus als A = (a , en
- (5T . -
= (aij)’ dan geldt: aij = a’

;i. In het bijzonder qs de
getransponeerde van een rij(vect

O

r) een koiom(vectcr) en om-
gekeerd.

1 2\ - /1 -1 3\
Vb.,: Als A= [-1 0 ), dan A" = ]
3 -1/ /

m B
Is A vierkant, dan wordt A" dus verkregen door wenteling
van A om de hoofddiagonaal,

Gemakkelijk is aan te tonen, dat geldt:

BTAT (natuurlijk alleen dan als de af-
metingen van A en B zodanig ziin,
T da& het product AB zin heeft.)
. T
en (A+B) = A+B

T
Stelling 5.1: (AB)

¢) Een vierkante matrix, waarvan alle elementen buiten de
hoofddiagonaal gelijk zijn aan nul, heet een diagonaal-

matrix (de hoofddiagonaal van een vierkante n-matrix

wordt gevormd door de elementen a,,, ang""°’ann)'

> 0 0 0
{o 1 0 o0
Yo.:l' 9 0 0 o0 !
0 0 0 2

d) Een driehoeksmatrix is een vierkante matrix, waarvan-
boven of .onder ds hoofddlagonazl alle elementen

nul zijn, In het eerste geval heet de matrix een onder-

driehoeksmatrix; in het andere geval een bovendriehoeks-
.

matrix., )

) 1 o\ )/4 o 0
Vb.: 1 ; oyl o o 11,
3 2 0 0 1

e) Een eenheidsmatrix I is een diagonaalmatrix met alle ele-

menten op de hoofddiagonaal gelijk aan 1. Is het een
n-matrix, dan drukken we dit wel 2zd uit, dat I = I =

in
(6.5)s 153 = 1500050, waarin het Kronecker—symbool<fij

ij

Zijn alle elementen zowel boven als onder de hoqfddlago—
naal gelijk aan O, dan is deze "driehoeksmatrix een

e

diagonaal-matrix (zie onder c)).
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gelijk is aan 1 als i = j en anders O, De naam eenheids-
matrix wordt gerechtvaardigd door de eigenschap
(5,13) IA = AT = A,

f) Een vierkante matrix A van de orde n heet symmetrisch als
T
)

= agy (zodat A = A”), scheef-(of anti) symmetrisch of

= —aji (i:j = 1:°°-5n)°

a. .
1J
alternerend als a.

i
Bij een alternerende matrix zijn dus alle elementen op
de hoofddiagonaal gelijk aan O’(aii = -aii)‘
1 2 3
Vb,: Symmetrische Matrix: 2 0 1 H
3 17 =2
0 y -2
Alternerende matrix: [-4 O 1 .
2 -1 0

(Een vierkante matrix wordt wel scheef genoemd, als aij=

-aji voor i # j, terwijl de elementen op de hoofddiagonaal
niet alle O zijn, vb.,: 17 -1 =3

17 0 8 ) .

3 -8 2

g) Inverse matrix: Indien A een vierkante matrix is dan heet

B inverse van A als AB = BA = I, B is dan ook vierkant,
terwijl A ook inverse is van B (A en B zijn elkanders
inverse). Een matrix heeft hoogstens €én inverse, blijkens

Stelling 5,2: Is zowel B als C een inverse van A, dan is B = C,

il

Bewijs: BAC = (BA)C = IC = C, maar ook

BAC = B(AC) = BI = B, dus B = C.

De inverse matrix van A, zo deze inverse bestaat, wordt
=] -1
voorgesteld door A ., Heeft A dus een A

. A dan is
{nverse ?

deze bepaald, en geldt:
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Opm,: Later zullen we zien, dat uit a1 altijd
NN volgt, Bij de definitie van de inverse ‘
matrix B van A kunnen we dus met één van de verge-

lijkingen AB = I of BA = I volstaan.

Een vierkante matrix A, die geen inverse heeft, wordt
singulier genoemd. Is er wel een inverse, dan heet A
niet-singulier,

Vb,: Singuliere matrix: (i j);

a b\/1 2 1 0
er is geen matrix met o s 4 )=\og 1/

Niet-singuliere matrix:

ke> ,

0 5 3 3)10
E?vers%> want o 5 2 1775V o /7

h) Orthogonale matrix: Een vierkante matrix A heet

orthogonaal als ATA = T of AT = A'q, dus als de getrans-

poneerde matrix gelijk is aan de inverse (die dus moet
bestaan),

~
cosy siny cosy -siny
Vb,.: Orthogonale matrix: , ; inverse: . A

~-sing cosy, siny cosy
Uit ATh = T (=8AT, zile opm. boven ) volgt, dat de
kolommen (rijen) van een orthogonale matrix de eigenschap
hebben, dat het inwendig product van twee verschillende
kolommen (rijen) gelijk is aan O, terwijl het inwendig
product van een kolom (rij) met zich zelf gelijk is aan
1 (zie blz. 62).
We kunnen deze eigenschappen ook een meetkundige inter-
pretatie geven, Hiertoe leggen we eerst op de ge?ruike—
lijke wijze in Rn een metriek vast, zoals we dat gedaan

33

hebben h1§2 voor een R, en een R dus door uit te gaan

2

e
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van een lineair onafhankelijke basis voor Rn’ bestaande

uit de n basisvectoren 51,52,..,, én en loodrechte stand

en lengte zo te definiBren, dat deze 51""’én onderling
loodrecht zijn en de lengte 1 hebben.

De op blz, 70 gegeven definitie van inwendig product (a,b)

van 2 vectoren a = (aq,...,an) en b = (bqs'-':bn)‘

(a,b) = a,b +...+a _b_ voert tot de definitie van de lengte
- 171 n_n - e

|a] van een vector 3 in R : | al =\ (a,a).

a heet loodrecht op b (a en b orthogonaal)als (a,b) = O,

@ heet de hoek tussen a en b als cosp = a,b .
£ = a,a)(b, ’

0
loodrechte stand van 2 vectoréﬁYEEmt dus overeen met een
tussengelegen hoek (¢ van 90°, (zie§ 2, blz, 23-24; de
eigenschappen 1) t/m 6) van inwendig product, gegeven in
§2, blz, 23 gelden ook algemeen hudezeRn).

We kunnen dus ook zeggen, dat de kolommen (rijen) van een
orthogonale n-matrix n onderling loodrechte eenheids-

vectoren ioorstellen in de gemetriseerde vectorruimte Rn‘

Opm.: Geldt alleen ATA = AAT, dan heet A normaal. Een

matrix, die wel normaal is, doch niet orthogonaal,
is bijv. ellea niet-orthogonale symmetrische matrix.

Stelling 5.3 1Is de matrix A niet-singulier,dan voert de trans-

formatie A lineair onafhankelijke vectoren over in
lineair onafhankelijke vectoren (zie ook opm,
blz. 60).

Bewijs: Als de getransformeerden van onafhankelijke
vectoren. 1amelijk afhankelijk zouden zijn, dan
zouden deze door de inverse transformatie A'q(zie
opm, 1) blz, 75) volgens stelling 4.3 weer in af-
hankelijke vectoren worden overgevoerd, doch deze

. zijn dan weer de veitoren, waar we van zijn@uitge—

gaan (immers X = A" 'A x), die echter lineair

onafhankelijk ondersteld waren,

.
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1 _ p7 -1

Stelling 5.4 (AB) =B A (A en B beide niet-singuliere

matrices van dezelfde orde,)

Bewijs: Dit volgt direct uit: (B_1A~1) AB = B"q(A-qA)B =
BB =8B = Ien stelling 5.2.

Opmerkingen 1): Wegens de correspondentie: homogene lineaire
transformatie <5 matrix (zie§ 4) kunnen we ook
verschillende typen van homogene lineaire trans-
formaties onderscheiden. Zo zijn twee homogene
lineaire transformaties elkanders inverse als de
bijbehorende matrices elkanders inverse zijn; een
homogene lineaire transformatie is orthogonaal,
als de bijbehorende matrix orthogonaal is; enz,.

2): In het algemeen heeft het pas veel zin de begrip-
" pen "symmetrisch", "antisymmetrisch" en "ortho-
genaal” op de aangegeven wijze te defini&ren als
we uitgaan van reéle matrices, d.w.z. matrices,
waarvan alle elementen uitsluitend reé€le getallen
voorstellen,
elementen complexe getallen voorstellen) is het
zeer nuttig om naast deze begrippen ook nog
andere te definiéren:
Uitgaande van een complexe matrix A = (ai,) defi-
nisren we dan eerst de matrix AT = (aﬁj) als de

matrix, waarvoor a?j = 551 (aji is de toegevoegd
complexe (of geconjugeerde) van ay, ). A" heet de
gecon jugeerd getran: van A. (alleen als

A redel is, geldt AT = a'),
Als A® = A heet A hermitisch; als AT = -A heet A

2Fn = T or AF = a0,
b3
Voor het bijzondere geval, dat de matrices reéel

zijn, komen de termen hermitisch en unitair dus

resp. overeen met de op blz, 72 en 73 gedefini-

/.




Opgaven,

1) Zij gegeven
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eerde begrippen symmetrisch en orthogonaal:

een re€el hermitische matrix is dus symmetrisch,
een reéel unitaire dus orthogonaal.

Wij zullen ons in het algemeen beperken tot
matrices, die reéel zijn, hoewel een groot gedeel-
te van de theorie ook gewoon van kracht is.  als

we complex werken.

een homogene lineaire (0,n)-transformatie A in Rn:

yi = giﬁ aikxk (i=1,...,n),

waarin IR het element voorstelt uit de i° rij en de k€ kolom

van de bij de transformatie behorende matrix A,

A voert de n ~rrondvectoren 51’52’°"’én over in resp.

a1 = Aeq) 82= Aez,o..gan=Aen.

Bewijs dat

- ?Q T _ '
a; = L 8y € (i=1,...,n),

waarin aig het element is uit de iF rij en de x° kolom van de

getransponeerde matrix AT van A,

. R - - - . o s s
2) Als de véctoren_eq,ee,...gen een lineair onalhamkelijkebasis

vormen in Rn’ bewijs dan dat de vectoren fq:fg:--':fn dan

en slechts dan eveneens een lineair onafhankelijke basis in

Rn vormen,

als

n
F. =7 a,.6. (i=1,...,n)

met ay elementen van een niet-singuliere n-matrix
(i=1,...50;

j=1:~--3n)°




3)

%)

5)

6)

7)
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Bewijs, dat als een matrix A een inverse heeft geldt:
(Ai)—1 _ (A—ﬂ)T.

Is de inverse van een symmetrische matrix weer symmetrisch?

Bewijs, dat een vierkante matrix, die twee gelijke kolommen

of rijen heeft, singulier is.

Verifieer door vermenigvuldiging, dat (AB)C = A(BC), als
a a c
A = 11 12 , B= 1éj> €11 12 ]
801 fp2

Bewijs, dat als een niet-singuliere onder (boven) driehoeks-
matrix een inverse bezit, deze inverse ook weer een onder
(boven) driehoeksmatrix is.

Bewijs verder, dat het product van twee onder (boven) drie-
hoeksmatrices weer een onder (boven) driehoeksmatrix is.

Gegeven is in R2 de lineaire transformatie x' = Ax, bepaald
door
x''=x - 3y
y!' = 2x + y.
1° Bepaal de matrix A.
Druk de kentallen x, resp. y in de kentallen x' en y' uit,

o

Wat is de inverse matrix A_1°

4° Verifieer, dat A” A = AA™T = T,

N N o N P
Gegeven is de homogene lineaire transformatie, waarbil]

&

(1,1 (L) 5 (1,2) > (- £1).

Toon aan, dat de transformatie orthogonaal is.




9)

10)

11)

12)

13)

14) Bepaal XY' en X'Y als X = (2,-1,4,6) en ¥ = (1,0,-2,3).
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Stellen de kolommen van een matrix onderling loodrecht
eenheldsvectoren voor, dan geldt hetzelfde voor de rijen,

en omgekeerd,

Een homogene lineaire transformatie A in R3 heeft tTot

transformatiematrix

-2 a e

1° Als nog gegeven is, dat de kolomvectofen van de matrix A

onderling loodrecht zijn, bepaal dan a, b en c.

20 Bepaal de vectoren, die door A getransformeerd worden

in een reéel veelvoud van zich zelf.

Gegeven: )
2 C -1 2 1 4
A= 1 5 2 , B= (-1 -1 2 .
-2 1 d 3 0 1

Bepaal A°, AB, BA, en B2,

Schrijf alle vierkante matrices X van de orde 2 op, dle

voldoen aan X° (=xX) = (g ?), a# O,

il

C—egeven:lx,1 2y1~y2+3y3, Xy = y1+2y2-y3 en

Vq = z1+22, Vo = 247255 y3 = 221+22.

Druk X  €n X, uit in z, en z, door gebruik te. nmaken van

matrix-vermenigvuldiging,

&

.//




15)

16)

17)

18)
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Leid uit stelling 5.1 af, dat als A = BB B

/] 2.0'
T T T_T
A" = B ... BBy .

P dat geldt

Bewljs,

1° Als P een willekeurige matrix is, is ?PT symmetrisch,

2° Als L en B symmetrisch zijn, is AB dan en slechts dan
symmetrisch als AB = BA.

2 -1 3

Als A =] -1 5 21, en X = (Xﬂ’XE’XB) en Y = (y1’y2’y3)’
3 2 -1

bepaal dan in uitgeschreven vorm de kwadratische vorm

XAXT en de bilineaire vorm XAYT.

Gegeven in R, de vectoren u = (2,2,4,-5) en v = (5,3,-1,1).
Aangenomen wordt, dat de basisvectoren onderling loodrecht
zijn en alle de lengte 1 hebben.

- Bereken:

19)

20)

1° De lengte van U en de lengte van V.
2° De cosinus van de hoek tussen U en v.
30 De parametersA en M zodanlig, dat de vector

w= (5,-5,0,0) +A G + uv zowel loodrecht is op U als op V.

Bepaal de inverse van de matrix

OO A
NO-~O
OWOoOnn
WO o

Los de matrixvergelijkingen AX = O en YA = O op (0 = vier-
kante nulmatrix van de orde 3), als ‘

P

1 0 3
A =12 1 1 .
17 -1 8

Is A singulier? y,
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21) De som van de elementen van de hoofddiagonaal van een

— it —

spoor A = 841 + a + ... *+ a

22 nn*
Toon aan, dat

spoor (AB) = spoor (BA), als A een (m,n)-matrix
en B een(n,m)-matrix is.

22) Laat I de eenheldsmatrix zijn van de ne orde, ¢ een getal,
en v een rijvector met n kentallen (v is dus een kolom-
vector). Beschouw de matrix

P=1I_ -c¢ vTv .
1° Bewijs, dat P symmetrisch is,
2° Indien de vector v genormeerd is op lengte 1 (d.w.z.
VVT=1), bepaal dan de waarde(n) van ¢ waarvoor de matrix
P tevens orthogonaal is.

23) Gegeven de matrixy,

A=

"= PENELCV FEN 0[P )
Ul W

Wl N

1© Bepaal de inverse matrix A"/i (de matrix A is een zgn.
Hilbert-matrix; de inverse er van bestaat uit uitsluitend
gehele getallen).

2° 15 &A™ symmetrisch?

24) Een links-circulerende matrix A, hier kortweg genoemd een
L-matrix, is een vierkante matrix A van de orde n met de

volgende eigenschappen:




25)

26)

27)

28)
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B,k T Bikr Bi41,1 T = Ts.neon=T).

I (i,k
a b ¢
(bijv. voor n=3: ¢c a b ).
c a

b

40 Bewljs, dat het product van twee L-matrices weer een
L-matrix is,

o0 Bewijs, dat de vermenigvuldiging van L-matrices commu-
tatief is.

In Rn is ven lineaire transformatie A gegeven., Het beeld Vah
de vector v wordt aangeduid met v', A is zodanig, dat er bij
elke v een getal A bestaat, zodanig, dat V' =AvV,

Bewijs, dat A onafhankelijk is van de keuze van v,

Tedere vierkante matrix A kan worden geschreven als de som
van een symmetrische matrix en een alternerende matrix.
Bewljs dit, '

Bewijs, dat de reé€le matrix S dan en slechts dan alternerend

-1

is, als de matrix A = I+%3)/,.-8) ' orthogonaal is,

Kies vervolgens S = ﬁg g) en bepaal A,

Bewijs, dat de bijbehorende lineaire vectortransformatie A
in R2 een draaling voorstelt om de ocorsprong van R2 in zich
zelf, Wat is daarbij de meetkundige betekenis van de groot-

heid t?

In R2 zijn gegeven de lineaire transformaties D en P, D is

een draaiing van O over een hoeky =‘%-in positieve zin;

P is een projectie op de x-as,

1° Geef de matrices voor D en P,

2° Laat door matrixvermenigvuldiging zlen, dat het inwendig

product (DPv,PDV) = O voor elke vector v = (x,y). ¢

3°“Geef hiervan een meetkundige interpretatie,




29)

30)

31)

32)
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In R_ i n Vs VasVosVy sV :
o Ry is van de vectoren Vﬂ’VE’V3’V4’V5 gegeven:
17 Geen van deze vectoren 1is de nulvector.

39 54 staat loodrecht op 55.
»° 51,62 en 54 zijn lineair afhankelijk.
62 en 54 zijn lineair onafhankeli jk,

Bewijs, dat 63 en 65 lineair afhankelijk zijn.

Voor welke waarden van A is de transformatie ‘met matrix

2 14 v,
A. 110 -5 vy orthogonaal?
11 2 V3

Bewijs dat het product van twee orthogonale matrices
(van dezelfde orde) weer orthogonaal is en dat dit
laatste eveneens het éeval is met de inverse van een
orthogonale matrix. (orthogonalematrices van dezelfde
orde vormen dus een multiplicatieve groep (ook een
additieve (zie blz.2)).

- Geldt iets dergelijks ook voor niet-singuliere symme-

trische matrices?

Bewijs, dat het stelsel betrekkingen I volgt uit het
stelsel II en omgekeerd:

[(aqa, t b1b2 = 1 { aq2, T CyChy = 1
c,c, +dd, = 1 b, b, + d,d5 = 1

I 172 172 I { 172 172
asc, * b2d1 =0 a2b1 + c2d1 =0
[ &4C5 + qug =0 \aqbg + qug =0

33) Bewljs de associatieve eigenschap (5.9) door middel

van matrixvermenigvuldiging.

&

91, 62 en 53 staan twee aan twee loodrecht op elkaar,
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34) Bepaal van de matrix

yooo2 4 1
30 20 45 12
20 15 36 10
35 28 70 20

de inverse,

35) Bewijs, dat een vierkante n-matrix dan en slechts dan
niet~singulier is, als de rijen (of de kolommen) n

lineair onafhankelijke vectoren in een Rn vormen.
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8 6. Stelsels van lineaire vergelijkingen

Ter inleiding beschouwen we, evenals in § 4, in een m-dimensi-
onale vectorruimte Rm n vectoren 51’52’°“"én’ alsmede een

vector b , voorgesteld door:
([ 3

it

(a/‘/l)a2flj 2 o o °}am/])

[\
il

o = (24058505 0058,5)

(6.1) %

Dle o
|

n (aﬂn’a2n”"’amn>

- (b/]g b2 ,onogbm) °

o'l
|

™

We stellen ons de vraag of de vector 5 linealr afhankelijk 1is
van de n vectoren 51 t/m én’ d.w.z, of voldaan kan worden aan
de vectorvergelijking:

(6.2) Xqa, txpa, t ...t xa =D

voor zekere keuze van de getallen XgsXpseoosX o Schrijven we

(6.2) uit in de m kentallen van linker en rechterlid dan ont-

staan, armede equivalent, de volgende m lineaire vergelijkingen:

[ T apXy T Tay X, = Dy
BpqXq tasXy to... Fas X = by
(6.3) ¢ -
Laquq + am2x2 + ... F aman = bm 5

of in sigma-notatie:

n
(6.4) ;Z% ay 4% = b, , (i=1,...,m).

Als resultaat hebben we gekregen een stelsel vergelijkingen
(6.3) of (6.4), bestaande uit m lineaire vergeliljkingen met
n onbekenden X,,X,,...,X . Slechts in het geval, dat deze

XgseaosXy zodanig gekozen kunnen worden, dat alle vergelij-
kingen van het stelsel, na substitutie van de keuze in de
linkerleden, overgaan in geliljkheden, kan de vraag over de
afhankelijkheid, die wij in het voorafgaande gesteld hebben,

bevestigend worden beantwoord.
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De rechterleden, de getallen bq t/m bm van het stelsel, noemt
men veelal de bekende termen: de vector b wel de vector der

bekende termen,
De (in het algemeen eveneens bekende) getallen 2y 5 (i=1,...,m;
j=1,...,n) heten de cogfficienten. De (m,n)-matrix A van deze

coefficienten:
411 89p 21n
8oq 8pp ... Bpy
(6.5) A=} -
am1 am2 ot amn

heet de coefficilenten-matrix of kleine matrix behorende bij het

stelsel (6.3). De in de inleiding genoemde vectoren éq,..q,én

vormen de n kolomvectoren van A, Met behulp van A en de kolom-

X b
vectoren X= ;1 en B =[-71)wordt (6.3) of (6.4) in matrix-
notatie: “n m

(6.6) AX = B (of als transformatie opgevat: Ax = b, wvgl.
blz. 59).

Een rijtje (cq,na,,cn) van n getallen (vector van een Rn) heet
van het stelsel (6.3) een oplossing of oplossingsvector als de

substitutie X =Cqs e v e X =Co alle vergelijkingen in geli jkheden
?vervoert; X =Cqs Xp=Cphy... X, =C 18 dan een oplossing of
x=(x1,.,a,xn)=(cq,...,cn) ~en oplossingsvector.

Het stelsel heet oplosbaar , éénduidig oplosbaar, strijdig (of

onoplosbaar), als het respectievelijk minstens één, preciles

één, geen enkele oplossing heeft,

Het stelsel (6.3) heet homogeen, alsderechterleden Dgsee.sb
alle gelijk zijn aan O, Zijn de rechterleden niet alle O
(dus b # 0), dan heet het lineaire stelsel niet-homogeen (of
inhomogeen).

m

We zullen nu onder toepassing van matrix- en vectortheorie de
algemene voorwaarden onderzoeken, waaronder het stelsel {6.3)

oplosbaar is. Tevens zullen we methoden aangeven voor het be-

palen van de onbekenden in geval van oplosbaarheid,
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Uit het voorafgaande volgt direct de volgende stelling:

Stelling 6,1, Het lineair afhankelijk zijn van b van de kolom-

vectoren a,,8,,...,a, (zie (6.1)) is een nodige
en voldoende voorwaarde voor de oplosbaarheid
van het stelsel (6.3).

Vb.1. Gegeven het stelsel vergelijkingen: {4x1+x2~2x3 = 2
2x1+5xe+3x3 =4
Met behulp van de kolmm@ctcmn_éqé(g),52=(;), §3=(_§)
en 5=(§> in het stelsel teschrijven in de vorm:
X151+X252+X3§3=E .

De vectoren 51,52,53 en b zijn vectoren in R Geven we aan de

20
onbekende X, een willekeurige waarde, dan kunnen wij, daar 52

en a, een lineaire onafhankeli jke basis in R2 vormen, de

3

vector 5—x451 op één slechts één manier schrijven als een

3

den wiJ dus één stel waarden van Xy en Xg, z$ dat

b—x,]a,l=x2a2+-x3a3 m.a.w. het gegeven stelsel is oplosbaar en

heeft oneindig veel oplossingen. Waren de vectoren 51,52 en
a
3

dan zouden wij in dat geval in het algemeen twee der onbeken-

lineaire combinatie van 52 en a,. Bij elke waarde van x4 vin-
en b onderling twee aan twee lineair afhankeli jk geweest,

den willekeurig hebben kunnen kiezen,
2x =

1 b4
Vb.2, Gegeven het stelsel vergelijkingen: x1+3x2 = b2
3x1+2x2 = b3 .
_ 2 _ 0
Met behulp van de kolomvectoren a.={ 1], a,={3 ] en
sy st Ees
b={b is het stelsel te schrijven in de vorm X,a_,+X,a8,=b,
b2 1771 7272
3

De wvectoren 51 en 52 vormen een lineair onafhankelijk stelsel
in RB" Z1j spannen dus een lineaire deelruimte ngan R3 o?.
Ligt b niet in D2, dan 1s b niet lineair afhankelijk van a4

en as. Het stelsel heeft dan geen oplossing en is dus strijdig.
Ligt E wel in D2, t )
schrijven als een linealre combinatie van a, en a,, die een

dan 1s b op één en slechts één manier te

l.0. basis voor D2 vormen, Het stelsel heeft dan 1 oplossing
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en is dus eenduidig oplosbaar. Waren de drie vectoren 51,52
en b onderling twee aan twee linealr afhankelijk geweest, dan
zouden wij in dat geval in het algemeen één der onbekenden
X4 en x, willekeurig hebben kunnen kiezen, zodat dan het stel-

sel oneindig veel oplossingen gehad zou hebben,

In het homogene geval is het stelsel altijd oplosbaar: (0,...,0)
is immers dan altijd een oplossing, de zgn. nuloplossing van

het homogene stelsel.

Voor een homogeen stelsel geldt:

1. Is (x,,...,x ) een oplossing, dan ook (qu,...,Kxn).

2. Zijn (X1’°"Xn) en (x%,,.,,xé) oplossingen, dan ook
(x1+xa,,.,,xn+xé).

Dus de som van twee oplossingen van een homogeen stelsel is

weer een oplossing: N maal een oplossing eveneens. Gevolg:

Stelling 6.2 De verzameling van de oplossingsvectoren (de op-
lossingsruimte) van een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen

met n onbekenden is een lineailre deelruimte van een n-dimensio-

nale vectorruimte,

AR (6 3)-

(1) E: PR S (i=1,...,m) een niet-homogeen stelsel, dan
K="
heet
n

(I1) Z:aikxk=0 (i=1,...,m) het bij (I) behorende homogene of
k=1

gereduceerde stelsel,

. -1 1 t .
Stelling 6.3 Is x =(x,,...,X_) een oplossing van (I) en
X —(xq,.,,,xn) een oplossing van (II), dan is

-

x=x'+x" weer een oplossing van (I).

Omgekeerd is het verschil van twee oplossingen van
(I) een oplossing van (II), dus elke oplossing van
(I) is te verkrijgen door bij een vaste oplossing

van (I) een zekere oplossing van (II) op te tel-

len.

n n

n
. f
Bewijs: 1) Is éé% aikxifbi , 2 11 k =0, dan )_a k(xk k) =b. ,

k=1 k=1
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Geef
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- =t =y .
dus X = x + x" is een oplossing van (I).

t

n : n n
1
2) Is é;% a;, %, =0y 52% a;,%,=b;, dan ég%aik(xk-xk)~0,

dus ¥" = X-%' is een oplossing van (II).

{)xq + Xy o+ XB = 2

2X~ + X

2 3 =

alle oplossingen van (I). Dit kan als volgt:

Een oplossing is bijv. (1,0,1). Beschouw nu het gereduceerde

stels

el:

i
O

'X1 + X2 + X3
(11) xg = Xp =

2x2 + X3 =0 .

O

(II) heeft als oplossingen: X =Xp= N, Xy -2 A. Inderdaad

"~ voldoet (A, n,-2n) voor alle A . Fen dergelijke uitdruk-
‘king, die in parametervorm alle oplossingen van een stel-

(6.7)

sel oplevert, noemt men wel de "algemene" oplossing van het
stelsel. Van (II) is de algemene oplossing (A, A,=-2 7 );
die van (I) is in verband met stelling 6.3 dus

(1,0, 1)+( A, A, =2 N )=(1,0,1)+ A (1,1,-2)=(1+ A, 2 ,1=2A).

Meetkundig beeld: De oplossingsruimte van een homogeen stel-
sel met n onbekenden is een lineaire deelruimte, dus een lijn,
vliak etc. door de oorsprong O van Rn° Uit elke basis voor die
deelruimte kunnen we onmiddellijk de algemene oplossing con-

strueren door lineair compositie.
Voor het inhomogene stelsel geldt dit niet. We krijgen de
oplossingswectoren van het inhomogene stelsel door bij de
oplossingsvectoren van het homogene stelsel een vaste vec~
tor op te tellen (stelling 6.3).

{
Beschouwen we weer het algemene stelsel vergelijkingen (6.2):

x1a1 -+ X2a2 + see T X

jud]

= Db
nn 4
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en onderstellen wij, dat het maximale aantal lineailr
onafhankelijke vectoren onder de n vectoren
(1) 51’52"‘°’5n gelijk is aan k, dan spannen deze vec-
toren, die vectoren zijn van Rm volgens stelling 3.10
een lineaire deelruimte Dk van dimensie k in Rm op.
Er zijn nu twee mogelijkheden:

1).b ligt in D, dus b is lineair afhankelijk van de
vectoren (I). In dat geval is het stelsel (6.3) oplos-
baar. De deelruimte, opgespannen door de n+1 vectoren

(11) 51,52,0,,,5n,5

is dan equivalent (zie blz.51) met de deelruimte Dk
opgespannen door de n vectoren (I). Het maximale aantal
vectoren van (II), dat een lineair onafhankelijk stelsel

vormt, is dan eveneens gelijk aan k.

2).b ligt niet in D, dus b is lineair onafhankelijk van de
vectoren (I). Het stelsel (6.3) is dan onoplosbaar. Het
maximale aantal vectoren van (II), dat een lineair on-
afhankelijk stelsel vormt, is nu gelijk aan k+1.

Naast stelling 6.1 hebben wij volgens het bovenstaande
nu ook het volgende criterium voor oplosbaarheid van een

stelsel:

Stelling 6.4 Het stelsel (6.3) of in vectornotatie (6.2)
is dan en slechts dan oplosbaar als het maximale aantal

vectoren, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt van
(I) en (II) hetzelfde is.

Met behulpvan de volgende begrippen kunnen wij deze voor-
waarde eenvoudiger ulitdrukken.

Rang van een matrix. Hieronder verstaat men het maximale aantal

kolomvectoren van de matrix, dat een lineair onafhankelijk stel-
sel vormt. De rang van een matrix is dus volgens stelling 3.10
gelijk aan de dimensie van de deelruimte, opgespannen door de

kolomvectoren.
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Aangevulde (of grote) matrix behorende bij het stelsel (6.3).
Dit is de (m,n+1)-matrix B uit A van (6.5) verkregen door

rechts te randen met de kolomvector b, dus

aqq Bqp e Bqy By

8oq Bop v 85, Py .
(6.8) B = . .

am1 am2 cee amn bm

In verband met stelling 6.4 geldt dan:

Stelling 6.5 Het stelsel (6.3) is dan en slechts dan oplosbaar
als de rang van de grote matrix B gelijk is aan

die van de kleine matrix A. Hieruit volgt, dat
het stelsel onoplosbaar is als de rang van B één
hoger 1s dan de rang van A.

Opm.s: Uit deze stelling volgt ook direct dat een homogeen stel-

sel steeds oplosbaar is. (zeker de nuloplossing, zie b1z.87)

Als nu de rang van A gelijk is aan k, dan is volgens het boven-
staande k per definitie gelijk aan het maximale aantal kolom-
vectoren van A, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt.
Stel nu, dat r het maximale aantal rijvectoren van A is, dat

een lineair onafhankelijk stelsel vormt, dus r de dimensie van
de vectorruimte opgespannen door de rijvectoren van A, dan kun-
nen we bewijzen, dat k=r. Stel namelijk k> r. Kies nu in A,
zijnde een (m,n)-matrix, r rijen, waarin de anderen lineair zijn
uit te drukken (stelling 3.10). Kies verder k lineair onafhanke-
lijke kolommen. Beschouw nu de (r,k)-matrix A' als "doorsnede"
van de beschouwde r rijen en k kolommen. De k kolommen van deze
deelmatrix A van A zijn lineair afhankelijk (immers ze vormen

k vectoren in Rr met k sr, stelling 3.6). Dan kan eenvoudig
worden aangetoond, dat deze zelfde kolommen maar dan uitgebreid

tot kolommen van de gehele matrix A eveneens lineair afhdnkelijk

&
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moeten zijn (gevolg van de lineaire afhankelijkheid (m-r) overige
rijen van A van de  beschouwde r rijen). Doch deze k kolommen
waren lineair onafhankelijk ondersteld, hetgeen dus een tegen-
spraak impliceert..Door nu ook de getranSponeerde‘matrix van A
te beschouwen en daarmede analoog te werk te gaan, bewijzen we
evenzo, dat ¥ » k onmogelijk is, dus k=r:

Stelling 6.6 maximale aantal kolomvectoren van een matrix,

e
g

(:_)J
o

byt
oo

2en lineair onafhankelijk stelsel vormt, is
gelijk aan het maximale aantal rijvectoren, dat
een lineair onafhankelijk stelsel vormt. (m.a.w.de
dimensie van de ruimte opgespannen door de rijvec-
torenis gelijk aan de dimensie van de ruimte opge-
spannen door de kolomvectoren = de rang van de
matrix).

Opm. In de definitie van het begrip rang op blz.89 kan overal
"wolom" dus ook door "rij" worden vervangen.

We zullen nu een tweede bewijs geven voor stelling 6.0,
dat ons tevens een middel aan de hand doet om langs
systematische weg de rang van een matrix te bepalen:
Hiertoe merken we eerst op, dat op een matrix zekere be-
werkingen mogen worden toegepast zohder dat k of r ver-
anderen., We beperken ons in de aanvang tot r en zullen
voor de eenvoudigheld de m rijvectoren van A even voor-
stellen door ﬁq,ﬁg,aoo,ﬁm, Bij welke bewerkingen r onver-
anderd blijft, vertelt ons de volgende stelling:

Stelling 6.7 De volgende bewerkingen mogen op een matrix worden

toegepast zonder dat het getal r verandert;
1°. Het vermenigvuldigen van een rij met een getal a0
dwz? een der rijvectoren §i wordt vervangen door
AV, -
20, Het Sptellen van een met een getal vefmenigvuldigde
rij bij een andere rij, dwz. Gi wordt vervangen
door §i+'x§j (i£3) - ‘
“ 37, Het weglaten van een rij, die geheel uit nulelemen-
ten bestaat, dus als %izﬁ, dan kan Gi weggelaten

worden,
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49, Het verwisselen van twee rijen,

© en 2° volgen direct uit stelling 3.11 resp. 3.12.

volgt uit het feit, dat de door de vectoren

v, obsespannen deelruimte niet verandert

Bewljs: 1
3o

v/ljlllj
.als een der vectoren hiervan, voorstellende een

nulvector, wordt weggelaten,
4° is triviaal,

Deze stelling laat zich gemaklzelijlt toepassen bij het bepalen
van de rang van een matrix, zoals uit het volgende voorbeeld
blijkt:

2 1 3 1
Vb. Bepaal r van de matrix A ={ 1 2 -1 O .
1 -4 9 2

Oplossing: De bewerking, die 2 maal de eerste rij aftrekt van
(d.i. -2 maal de eerste rij optelt bij) de derde rij en vervol-
gens 3 maal de tweede rij optelt bij de derde rij geeft de

2 1 31N\
matrix: [ 1 2 =1 0 |, waarvan de rang r dus volgens de vorige
0O 0. 0 O

stelling moet overeenstemmen met de gevraagde r van A. Van de
gevonden matrix is één rij een nulrij, terwijl de beide andere
lineair onafhankelijk zijn, zodat r=2.(Vgl. Vb,blz.45,)

We kunnen bovendien aantonen, dat de bewerkingen vermeld in

stelling 6.7 ook k invariant laten:

Stelling 6.8. Het getal k verandert niet als we op de rijen
van een matrix de bewerkingen toepassen vermeld in stelling 6.7.

Bewijs: 1°, Zonder de algemeenheid te schaden, onderstellen we,
dat we de elementen van de eerste rij van de matrix met N0
vermenigvuldigen., De n kolomvectoren Eﬁ,..,,éh, gegeven op blz.
84 gaan dan cver in de n vectoren B&,..,,Eﬁ, waarvan van elk
het 2e t/m m€ kental overeenstemt met dat van de overeenkomstige
oorspronkelijke vector. De eerste kentallen zijn echter met %
vermenigvuldigd, Het is nu eenvoudig in te zien, dat elke be-
¢

trekking 7W55+"“+Rngﬁ=6 tot gevolg heeft, dat ook
345a+.ﬂ.+Rn55=6; en omgekeerd (i,v.m.A#0).

Elke lineaire afhankelijkheid, die tussen de vectoren 51,...,55
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zou bestaan, weerspiegelt zich dus bij de vectoren Eq,...,Bh;
en omgekeerd, Het maximale aantal lineair onafhankeli jke vecto-
ren in 51,...555 is dus gelijk aan het maximale aantal in

—E/],.c'}b

n

20. Ook als we een rij van de matrix na vermenigvuldiging

met een getal A optellen bij een andere rij, zien we eenvoudig,
dat elke betrekking kqg +,.;+'An§55tussen de oorspronkelijke
kolomvectoren tot gevolg heeft eenzelfde betrekking tussen de
nieuwe kolomvectoren en omgekeerd.

3% en 4°, Gemakkelijk is in te zien, dat k niet verandert,
als we een rij weglaten, die uitsluitend uit nullen bestaat

en evenmin als we twee rijen verwisselen. -

Overeenkomstig de stellingen 6,7 en 6,8 geldt nu dus natuurlijk
ook: _

Stelling 6.9. Het getal k verandert niet als we op de kolommen
van een matrix soortgelijke bewerkingen toepassen als op de

rijén worden toegepast in stelling 6.7.

Stelling 6.10. Het getal r verandert niet als we op de kolommen
de bewerkingen uit stelling 6.9 toepassen.

Samenvattend komen we dus tot de volgende stelling:

Stelling 6.11. De volgende bewerkingen mogen op een matrix
worden toegepast, zonder dat de getallen r en k (gedefinieerd

volgens b1z.90) veranderen:
. Het vermenigvuldigen van een rij of een kolom met
een getal %O,

2, Het optellen van een rij of een kolom vermenigvuldigd
met een getal A, bij een andere rij of kolom.

30. Het weglaten van een rij of een kolom, die geheel uit
nulls bestaat.

4°, Het verwiscelen van twee rijen of van twee kolommen,

Nu het bewijs van k=r: Door de in stelling 6.11 genoemde opera-
ties (bij herhaling) toe te passen kunnen we een matrix door
een eenvoudiger vervangen (met dezelfde k en r). Dit gebeurt

weer wolgens een "schoonveegproces' (zie § 3). Ult stelling
6.11 volgt, dat de matrix A als volgt kan worden vereenvoudigd,
zonder dat de getallen k of v veranderen:
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1°. Elke kolom en elke rij, die uitsluitend uit nulelementen

bestaat, wordt weggelaten,

2%, 7o nodig worden de rijen zodanig Verwisseld, dat 844
(d.1. de aanduiding voor het element in de linkerboven-
hoek, eventueel na verwisseling der rijen op deze plaats
terecht gekomen) ongelijk is aan O, |

30. De elementen van de eerste rij worden vervolgens door

a4 gedeeld.,

49, De elementen van de tweede rij worden verminderd met 459
maal de overeenkomstige elementen van de eerste rij; de

nieuwe a wordt dan O,

271
Op soortgelijke wijze worden de nieuwe 831’841"°°’am1
gelijk aan O gemaakt door in plaats van de tweede rij,

de derde en volgende prijen te beschouwen.

Het gevolg is, dat de nieuwe eerste kolom, afgezien van het
eerste element, dat gelijk is aan 1, uitsluitend verder be-
staat ult nullen. Het proces, boven weergegeven onder 1° t/m
40, noemt men het schoonvegen van de eerste kolom van een ma-
trix met behulp van de eerste rij.

5

o} . <5 s . . . .
. Indien er nu een rij 1s ontstaan, die uitsluitend uit nul-

elementen bestaat, dan wordt deze weggelaten (nieuwe kolom-
men met allemaal nulelementen kunnen niet optreden).

Nadat de eerste kolom is schoongeveegd, gaan we de tweede kolom
schoonvegen, en wel als volgt:

60. Zo nodig verwisselen we de tweede rij met een volgende rij,
zodat het element'822 (d.i. de aandulding voor het element
in de 2% rij en de o€ kolom, eventueel na verwisseling der
rijen op deze plaats terecht gekomen) ongelijk is aan O.
(Zijn de tweede en volgende kentallen van de tweede kolom-
vector alle O, dan laten we deze kolom eenvoudig weg, om-
dat dan bekend is; dat deze een veelvoud is van de eerste
kolom (pas stelling 6.11 2° en 3° toe). We gaan dan verder
met de derde, vierde kolomvector enz. tot zover voogbtzetiing
mogelijk is.)

Daarna delen we de elementen van de tweede rij door a

227

waarna de nieuwe 250 dus gelijk aan 1 wordt. Vervolgens
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verminderen we de elementen van de eerste, derde, t/m laat-
St? rij resp. met aqg,a32,.,.5am2‘maal de overeenkomstige
elementen van de tweede rij. Door deze bewerkingen bestaat
de nieuwe tweede kolom nu uitsluitend uit nulelementen, uit-

gezonderd het tweede element, dat 1 is,
7O.Eventuele nieuwe nulrijen worden weggelaten.
Schoonvegen van de derde, vierde,., kolom geeft tenslotte een

matrix M van de volgende gedaante:

0 . 0O b

1 Lt -+ Py
R S

. S lo '

o .. 01 bq,q+1 . . bqp

(of een van getransponeerde gedaante, indien de rijen waren
schoongeveegd met kolommen, wat natuurlijk ook had gekund, zie

Vb. onder). '

In ieder geval ontstaat een eenheidsmatrix, bijv. van de qe orde
links of boven als linker resp. bovengedeelte van de resulterende
matrix. ‘

Het maximale aantal rijvectoren, en ook het maximale aantal ko-
lomvectoren van M, dat een lineair onafhankelijk stelsel vormt,
igs gelijk aan g (de p-q rechterkolommen van M kunnen tot nulkolom-
men gemaakt worden door herhaalde toepassing van stelling 6.11 20).
De bewerkingen die tot M hebben geleid, hebben de getallen k en r
van de oorspronkelijke matrix A onveranderd gelaten, zodat g=k en
g=r, en dus k=pr, waarmede stelling 6.6 opnieuw bewezen is.

De voorafgaande beschouwingen hebben ons tevens een middel aan
de hand gedaan om op systematische wijze de rang van een matrix
te bepalen door middel van een schoohveeg-pfoées. In plaats van
kolommen schoon te vegen kan men uiteraard ook de rang van een
matrix bepalen door rijen schoon te vegen (met behulp van kolom-
men), zoals in het volgende voorbeeld:

YB. Bepaal de rang van de matrix A =/ -1

-1 1
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Opl.: 1) Schoonvegen van de eerste rij m.b.v, de tweede kolom,
gevolgd door schoonvegen van de tweede rij m.b.v., de

eerste kolom, geeft de matrix:

0 1 0 O
-1 0 0 0

-1 1 4 -4

1 0k ou f°
-3 1 4 <4

2) Delen van de derde en vierde kolom door 4, gevolgd
door schoonvegen van de derde rij m.b.v, de derde
kolom geeft, bij weglating van de laatste kolom be~
staande uit nullen, de matrix:

0 1 0

-1 0 0 »
0 0 1

0 1 -1 |

2 0 1

Direct zien we, dat deze matrix de rang 3 heeft, zo
dus ook de gegeven matrix A.

Opm,! In vele gevallen zal het bij de bepaling van de rang van
een matrix voordelig zijn de geoorloofde bewerkingen, die de
rang invariant laten deels op de rijen en deels op de kolommen
toe te passen, afhankelijk van de gedaante der matrices, die
tijdens het proces worden gevormd:

2 3 4 1 2 3 & 1 2 3 4
Vb. 135 6|+ 0 1 2 2}=+10 1 2 2| =
2 1 4 0 2 1 4 2 0 5 10 10
10 0 0 1°0 0 0 1 0 0 o\ (1 o
. > ~>‘ s—». °
s 0 1 2 2]={o 1 2 2 o 1 2 o700 4
0 5 10 10 O 0 0 0

rang 2.

Volgens stelling 6.2 vormen de oplossingsvectoren van ,een
homcgeen stelsel lineaire vergelijkingen een lineaire deel-
ruimte van een vectorruimte. Tussen de dimensie van deze deel-
rulmte (die ook een vectorruimte is) en de rang van de co&f-
ficiéntenmatrix van het stelsel bestaat een belangrijk verband,

dat nu zal worden afgeleid:
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713 éi 8 3%=0, (i=1,,..,m) het homogene stelsel, en de rang
van de coéffici&ntenmatrix ﬁm(&ik} gelijk aan r.

Geef de kolommen van A weer aan met 51,...,55 en laat (het-
geen geen schade doet aan de algemeenheld) een lineair onaf-
hankelijke basis van de door deze vectoren opgespannen deel-
ruimte bestaan uit de vectoren 51,...,5 . .

r
Zij nu RppqoeersX, D-T gegeven getallen, dan zijn KysenesX,
zo te bepalen (en wel op eenduidige wijze), dat (X1’7°”xn)
een oplossing van het stelsel is., Immers de vector

W= X% '+Xn§ﬁ is lineair uit te drukken in de basis

r+1Pppat e

a,],...,ar.:w=7\,la,]+...+7~%aP met eenduidig bepaalde xq,...,xr
wegens stelling 3.3. Neem nu X1=—7ﬁ,°..5XP=~RP en we hebben
de oplossing iﬁ(““qs"°3“XP:XP+1a"':Xn
Beschouw nu eens de speclale oplossing Ei bepaald door xj=1,

= = = = =X = e et B 1 T 4
Xr+1""'“xj-1_xj+1“"°‘Xn“0 voor k1 dgn, Elke 08}0381ng i:m
nu dus te schrijven als een lineaire combinatie van Kppqseees¥pe
Deze laatste vectoren zijn echter lineair onafhankelljk, zodat
n-r de dimensie is van de oplossingsruimte en de algemene oOp-
lossing dus n-r vrlj te kiezen parameters bevat. Men drukt dit

N=I' oplossingen zijn; als pr=n

wel uit door te zeggen dat er
dan 1 oplossing: de nuloplossing.(Vgl. blz.13). De algemene
oplossing kan met n-r parameters en niet met minder worden ge-
schreven, ‘

Opm. Uit het bovenstaande volgt ook direct, dat een wilillekeu-
rige oplossingsvector van het stelsel verkregen kan worden uit
een lineaire combinatie van een willekeurig (n-r)-tal lineaire

onafhankeli jke oplossingsvectoren van het stelsel. Dus:

Stelling 6,12. Is van een stelsel homogeen lineaire vergelij-
kingen met n onbekenden de rang van de bijbehorende co&fficién-

tenmatrix gelijk aan r, dan vormen de oplossingsvectoren van
het stelsel een (n-r)-dimensionale deelvectorruimte van Rn' Uit
iedere set van n-r lineair onafhankelijke oplossingsvectoren
kan een willekeurige oplossingsvector door lineaire combinatie
worden verkregen (als r=n treedt alleen de nuloplossing als

oplossing op.)
) ¢

We noemen een set van n-r lineair onafhankelijke oplossingsvec-
toren Vq,.,.,ﬁh_r een volledige oplossing. Een willekeurige op-~

lossingsvector v van het homogene stelsel is dus te schrijven
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in de vorm; v=k1v1+%2v2+...+mn_Pvn_r.
Uit stelling 6.712 volgt:

©, Als van een homogeen stelsel lineaire vergelijkihgen het

aantal onbekenden n groter is dan het aantal vergelijkingen
m, dan is dus n»m en dus ook n*> r, waarbij r de rang is
van de bijbehorende coé&ffici&ntenmatrix,

In dit geval zijn er dus altijd oplossingen verschillend

/]

van de nuloplossing.

2 . Een homogeen stelsel lineaire vergelijkingen heeft dan en
slechts dan alleen de nuloplossing, als het aantal onbeken-
den gelijk is aan de rang van de bijbehorende co&fficiénten~-
matrix.

Uit stelling 6,3 en 6,12 volgt:
Stelling 6.13, Indien van een niet-homogeen stelsel lineaire
vergelijkingen met n onbekenden de rang van de co&fficié&nten-

matrix gelijk is aan r en VO een oplossingsvector is (een par-
ticuliere oplossing), dan is elke oplossingsvector ¥V van het
stelsel te schrijven in de vorm:

VsV RV AV, b e R A Ve s

o 1

waarbij Vq,.,.,v n-r linealr onafhankelijke oplossings-

n-r
vectoren zijn van het bijbehorende homogene stelsel.

Opm. Heeft een stelsel lineaire vergelijkingen dus 1 oplossing,

n-r

dan zijn er direct ook o oplossingen (zie blz.97 ; als n=p

dan juist 1 oplossing: in geval van boven dus alleen‘VO).

Voor het geval, dat van een lineair stelsel het aantal verge-
lijkingen m gelijk is aan het aantal onbekenden n, dus als m=n,
geldt de volgende belangrijke stelling:

-y . " - A - tme W e W g S

Laat een niet-homogeen stelsel lineaire vergelijkingen met het
bijbehorende gereduceerde stelsel resp. voorgesteld worden door:
. 4

(1) }:1 8y §%5=by (i=1,...,n) .
j=
‘b

(II) Z’i aijxj=0 (j—=/‘:-°-:n):
J:
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en v en r' resp. de rang van de kleine en van de grote matrix
van stelsel (I) zijn, dan geldt: ‘

1°. Heeft (II) slechts de nuloplossing (d.i. als r=n), dan is
(I) éénduildig oplosbaar.
I)

2%, Heeft (II) ook andere dan de nuloplossing, dan is of (
é

onoplosbaar (d.i. als r'=r+1), of (I) heeft meer dan
oplossing (d.i. als r'=r¢n-1), en dan zelfs oneindig

én

veel, Gelijkwaardig hiermee is:

37, Is (I) eenduidig oplosbaar, dan heeft (II) slechts de

nuloplossing.

Bewijs: 1°. (II) slechts de nuloplossing, dan volgens stelling
6.12 r=n. De rang van de aangevulde matrix is 2 die van de
coéfficiéntenmatrix (zie blz.89), kan echter niet groter zijn
dan m (het aantal rijen van de aangevulde matrix). Wegens m=n
zijn de rangen van beide matrices dus aan elkaaf gelijk.

Uit stelling 6.4 en de opmerking bij stelling 6.13 volgt dan
het gestelde., 2° en 3° volgen direct uit stelling 6.3.

Gelljkwaardigheid van stelsels lineaire vergelil jkingen

Twee stelsels van lineaire vergelijkingen met dezelfde onbe-

kenden KgsenosXy heten gelijkwaardig (of aequivalent), als

elke vergelijking van het eerste stelsel een lineaire combi-

natie is van de vergelijkingen van het tweede stelsel, en om-
gekeerd elke vergelijking van het tweede stelsel een lineaire
combinatie is van de vergelijkingen van het eerste (het aantal
vergelijkingen van beide stelsels mogen verschillen).

Gemakkelijk is in te zien, dat een stelsel overgaat in een
aequivalent stelsel, indien men op de vergelijkingen van het
stelsel bewerkingen toepast overeenkomstig die, welke in stel-
ling 6.7 worden toegepast op de g;ggg'van een matrix. Aequi-
valentie treedt dus op bij toepassing van de volgende bewer-
kingen op de vergelijkingen van een stelsel:

O 0 3 i3 .
17. Het vervangen van een der vergelijkingen door een verge-

}ijking, die ontstaat door alle termen ervan met een ge-

tal n #0 te vermenigvuldigen.
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29, Het vervangen van een vergelijking door een vergelijking,
die ontstaat door blj elke term van de vergelijking A maal
de overeenkomstige term van een andere vergelijking op te -

- tellen, '

37 . Het weglaten van een vergelljking, waarvan alle co&fficién-
ten en de bekende term gelijk zijn aan nul,

4°, Het verwisselen van twee vergelijkingen,

Het is gemakkelijk na te gaan, dat geliljkwaapdige stelsels
dezelfde oplossgingen moeten hebben.

Als we dus van een stelsel lineaire vergeliljkingen de kolommen
van de grote matrix schoonvegen door toepassing van bewerkingen
genoemd in stelling 6.7, dan herleiden we deze matrix tot een
andere, die behoort blj een stelsel lineaire vergelijkingen
aequlvalent met het oorspronkelijke steléel. Zodoende kunnen
we nadat de matrices geschikt vereenvoudigd zijn op eenvoudiger
wiljze:s
1°. Met behulp van stelling 6.5 constateren of het stelsel

strijdig is of niet:

Als r' = rang grote matrix en r=rang kleine matrix, dan

geldt:

r'=r: het stelsel is oplosbaar,

r'=r+l1: het stelsel is strijdig: geen oplossingen.

29, Met behulp van het verkregen aequivalente stelsel verge-
lijkingen de oplossingen bepalen, zo deze er zijn,

Het volgende voorbeeld moge dit toelichten.

Vb, Gevraagd voor verschillende waarden van a het volgende
btelsel vergelijkingen op te lossen:

X1 + X2 + x3 = ] _
2x, + (1-a)x, + 2x3 = a+2
-X4 - X, +Zax3 = da+1 .

Oplossing: Beschouw de grote matrix (waarin begrepen d% kleine
matrix links van de verticale streep):

&
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1 1 1 1 1 g { 1
2 1-2 2 at2 }=+{ O -1-a 0 a
-1 -1  2a {kha+1 \NO 0 R2a+1iha+2

(SchoonVegen van de eerste kolom met de eerste rij.)

Stel a#-5. Deling van de laatste rij door 2a+1 geeflt
1 1 1 g
0 -1-a 0 a .
0 0 1 2
Een met het oorspronkelijke stelsel aequivalent stelsel ver-

gelijkingen is voor a#-3 dan:

Xq + x2 + x3 = 1
~1+a)x2 = a
X3 =2 ,
Dus x;=2. Als a tevens #-1, dan x,=- ?%E en X =1-Xp-%g= 5%5 )
Dus als a#-% en #-1, dan één oplossing: X == T%g N T%E ,

X3=2,
De gevallen a=-% en a=-1 dienen apart te worden beschouwd:

o
. a=-3 dan x.=1 en X

1 o 1=—x . In dit geval is r'=r=2, Er zijn
oneindig veel oplossingen (001). Elke oplossingsvector X kan
worden voorgesteld door X = (0,1,0) + A(1,0,-1) = (A,1,-2);
vgl. stelling 6.13,

(0,1,0) is een particuliere oplossing van het stelsel, terwijl
" X=A(1,0,-1) de algemene oplessing is ven het bijbehorsnde ho-

mogene stelsel (als a=-%). De eindpunten van de oplossings-

[4

D O

vectoren X van het gegeven stelsel liggen op de rechte 1lijn
door het punt (0,7,0) met richting (1,0,-1); parametervoor-
stelling: X=(0,1,0)+ a(1,0,-1).

o . 1 s e 4 .
2. a=-1. Het stelsel is strijdig. Immers in dat goval is

r'=3 en r=2, Dus geen oploasingen.

Samenvattend:

O 5 B . - - . , 2
1. a#-4 en tevens #-1: stelsel eenduidip cplosbaar: €én oplos-
a

w5 »2). Meetkundipe betekenis: de drie’

—— g
sing: x=(- T

“platte vlakken in R,, voorgesteld door de dric vergeli jkingen

van het stelsel, gaan door 1 punt.

29, a=-1: stelsel oplosbaar: o1 oplossingen: x=(0,1,0)+A{1,0,~1).
Meetkundige betekenis: de drie platte vlakken hebben een rechte
1ijn gemeen, waarvan deze oplossingsvergelijking de parameter-
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voorstelling is.
30.,a=~1: stelsel strijdig: geen oplossing. Meetkundige

betekenis: onder de vlakken zijn twee evenwijdige vlakken,

die dus geen punt gemeen hebben.

e hebben gezien, dat geiijkwaardige stelsels. dezelfde op-
lossingen hebben. Het omgekeerde is voor niet-homogene stel-
sels niet algemeen waar: bijv. in geval de belde stelsels
onoplosbaar zijn en niet gelijkwaardig. We kunnen echter wel

bewijzen, dat geldt

Stelling 6.15., Hebben twee stelsels van lineaire homogene
vergelijkingen dezelfde oplossingen, dan zijn ze gelijkwaare

dig.

Bewijs: Zijn de stelsels (I) en (II), dan vormen we uit (I)
een nieuw stelsel (III) door er een willekeurige vergelijking
van (II) onder te schrijven. De rang van de co&fficié&nten-
matrix kan hierdoor niet veranderen omdat de oplossingsruimte
niet verandert. De onderste rij moet dan een lineaire combi-
natie zijn van de overige rijen. Dus elke vergelljking van
(II) is een lineaire combinatie van de vergelijkingen van (I),

hetgeen uiteraard ook omgekeerd geldt.

Voorbeelden
1. Voorbeeld ter toelichting van stelling 5.13:

Bepaal alle oplossingen van het stelsel:

3xq + 5x2 = 13
—2x1 - 2x2 - x3 = ~9
4x2 -3x3 = -1,

als reeds bekend is, dat VO = (1,2,3) een oplossing is.

Opl.: We schrijven eerst alle oplossingen van het bijbehorende
gereduceerde stelsel op. We zien eenvoudig in, dat voor zo'n
oplossing geld%t: 4x2=3x3, 3%x,4=-bx5, zodat de algemene oplossing
van het gereduceerde stelsel geschreven kan worden als

71= n(5,-3,-4). De algemene oplossing van het gegeven stelsel

X=V=VO+V1=(1,2,3)+ A(5,-3,-4) of =(1+5%,2—3a,3-4%).

&

Meetkundige interpretatie: De oplossingsvectoren X in R, be-

palen een 1lijn 1, die gaat door het punt (1,2,3) en die even-
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wijdig is aan de vector (5,-3,-4) in R,; de parametervoor-
stelling van deze 1lijn wordt gegeven door de oplossing van
het stelsel: X=(1,2,3)+ A(5,-3,-%). De drie vergelijkingen
van het gegeven stelsel zijn in R3 de voorstellingen van
drie platte vlakken, die gaan door de rechte 1. De vlakken
zijn dus vlakken van een vlakkenwaaler (zie blz.20): inder-
daad is 2(3X1+5x2-13) + 3(—2X1-2x2—x3+9) = 4x2-3x3+1.

Opm. In plaats van de vector VO=(1,2,3) hadden we in de op-
lossing een willekeurige andere oplossingsvector van het
gegeven stelsel kunnen nemen. E

2. Voorbeeld ter toelichting van stelling 6.12:

2
2ax, + 4x2 + (a+1)x3 = 0
ax,I + 2x2 + X3 = 0
x1 + 2x2 + ax3 = 0 ,

Bepaal voor verschillende waarden van a de dimensie van en
een lineair onafhankelijke basis voor de deelruimte der op-
lossingsvectoren in R

3 .
Opl!.: We herleiden de coéfficiéntenmatrix van het stelsel als
volgt tot aequivalente matrices (d.z. matrices van dezelfde
rang) :

22 U4 a1 2a%-2a 0 a-1 als 23 o 1
a 2 4 || a1 0 -ar1| 22 [ 22%a-1 0 o0 |-
1 2 a 1 2 a 1 2 a
2a . o 1
(a=1)(2a+1) 0 0 |,
1 ' 2 a

Ve onderscheiden nu de volgende 3 gevallen (in verband met
de aanname a#1 in de herleiding, en het element (a-1)(2a+1) in
de laatste matrix):

o

1°. a#1, #-%. Dit geeft r=3. In dit geval heeft het stelsel dus

alleen de nulopleossing (n-r=3-3=0), .

o) . . . . ‘
2" .ca=-3, Dit geeft r=2. De oplossingsruimte is 1-dimensionaal

(nwr=3-2=1, oo’ oplossingen), en wordt gevormd door de vec-
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toren Eﬁ(xq,xz,XB), Waarvoor -x,+x;=0 en x1+2x2-%x3=0,
zodat X= A(4,-1,%). Een basisvector van de oplossings-
pruimte is dus (4,-1,4). De onbekenden Xqs%psXg hebben

in dit geval de vaste verhouding L4:-1:4,

3, a=1. Dit geeft r=1. De oplossingsruimte 1is 2-dimensionaal
(n-r=3-1=2, 0 ° oplossingen), en wordt gevormd door de
vectoren Ee(xq,xz,XB), waarvoor x1+2xg+x3=0, zodat
Eé(xq,xg,xg) = (xq,xz,—x1~2x2)=x1(1,O,-1)+x2(0,4,-2)=

=’H(1’O"1)+ xe(o,ﬂ,-z). Een lineair onafhankelijke basis
voor de oplossingsruimte wordt dus bijv. gevormd door de
beide vectoren (1,0,-1) en (0,1,-2).

Meetkundige interpretatie:

In 1°: de drie viakken, voorgesteld door de drie vergeliljkin-
gen van het stelsel, gaan door 1 punt (de oorgprong). In 20
hebben de drie vlakken een 1lijn gemeen door de oorsprong in

de richting (4,-1,4); ze behoren tot een vlakkenwaaler met deze
1ijn als drager. In 30 vallen de drie vlakken samen,

3. Los op het stelsel:

{ x1 + 2X2 - x3 =

2x, + 4X2 -3x3 = 0,

Opl.: Direct is duidelijk, dat x,=2, In verband met x1+2x2=3
is de algemene oplossing dus X = (Xq,Xg,XB) = (3—2X2,x2,2) =
= (3,0,2) + x5(-2,1,0) = (3,0,2) +2(~-2,1,0). De vector (3,0,2)
is een particuliere onlossiig van het stelsel, terwijl
A(~2,1,0) de algemers oplociing van het gereduceerde stelsel
is. (Stelling 6.13). ér X, of X, is willekeurig te kiezen

(oo/l oplossingen); Xg is echter vast (=2). Dit houdt verband

met het feit, dat van de paren kolomvectoren van de co&ffi-
1 2 =1
2 4 -3
door de eerste twee lineair afhankelijk is en de beide andere

ciéntenmatrix van het stelscl ( ) het paar gevormd

paren lineair onafhankelijk.
&

Opme rkingen

10. Uit het begrip "rang" van een matrix volgt direct, dat
m vectoren ieder met n kentallen, dus liggende in een Rn’

dan en slechts dan een lineair afhankelijk stelsel vormen,
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als de rang van hun matrix (d.i. de (m,n)-matrix bestaan-
de uit m rijen met iedere rij de n kentallen van elke
vector) kleiner is dan m. Gevolg: n+1 (of meer) vectoren
in een Rn vormen steeds een lineair afhankelijk stelsel,
in overeenstemming met stelling 3.6.

EO.Elk lineair onafhankeliljk stelsel vectoren waarvan elke
vector een lineaire combinatie is van een gegeven m-tal
vectoren, kan hoogstens m vectoren bevatten (gevolg van
stelling 3.10). Dus hebben we meer dan m lineaire combi-
naties van m vectoren, dan vormen deze combinaties altijd
een lineair afhankelijk stelsel.

BO.We spreken ook van lineaire (on)afhankelijkheid van vepr-

- gelijkingen; m vergelijkingen van een homogeen lineair

stelsel heten afhankelijk resp. onafhankelijk als de m
vectoren gevormd door de co&fficiénten van elk der vergelijkin-

gen een lineair afhankelijk resp. een lineair onafhanke-
1ijk stelsel vormen.

Stellen we de vergelljkingen van het stelsel kortweg voor
door: L1=O, L2=O,...,Lm=0, dan zijn deze vergelijkingen
dus afhankelijk, als er een identieke betrekking van de

vorm: : —
x1L1 + x2L2+...+ Lm==O

bestaat, waarin niet alle A's gelijk zijn aan O. Bestaat

deze betrekking alleen voor A= 12=..ﬁ=hnfo, dan heten de

vergelijkingen onafhankelijk, Ook spreekt men van lineaire

T R L R R R e Py )

L,‘,...,Lm (zie blz.53 e.v.) volgens dezelfde definitie.

De begrippen afhankelljk en onafhankelijk kunnen we ook
definiéren voor niet-homogene lineaire vergelijkingen. We
beschouwen dan van een stelsel niet-homogene vergeliljkin-
gen de op nul herleide (door de rechterleden naar het lin-
kerlid te brengen) vergelijkingen van dat stelsel en passen
op deze bovénstaande definities toe voor afhankelijkheid

en onafhankelijkheid, geldig voor een homogeen lineair

stelsel,
{

MO.Dooy herleiding van een gegeven stelsel lineaire verge-
lijkingen tot een van eenvoudiger gedaante (schoonveeg-~

reductieproces) waren we in staat op eenvoudige wijze de
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oplosbaarheid van het stelsel vast te stellen en in geval
van oplosbaarheid de oplossingen te bepalen.

Uit theoretisch standpunt is het van belang op te merken,
dat met behulp van determinanten eveneens eenvoudige Op-
losbaarheidsvoorwaarden en oplossingsmethoden kunnen wor-
den gegeven, De theorie der determinanten, die hieraan
ten grondslag ligt, zal in de volgende paragraaf worden
behandeld.

Opgaven

1) a) Vormen de elementen uit iedere rij van een matrix een
rekenkundige reeks, dan is de rang van die matrix hoog-
stens 2. Bewljs dit.

b) Bepaal a,b en ¢ zo, dat het stelsel:

[ X+ v +2 +u=20

X+2y +3z +4u
2x4+3y +4z +5u =
5x4+7y +9z +11u=
i 7x+10y+13z+16u=

i

QO o W

oplosbaar is. Bepaal de algemene oplossing.

2) Heeft een (m,n)-matrix A de rang r, dan bestaat er een
matrix X van de rang n-r, zd dat AX=0, doch niet een
matrix X van hogere rang, die aan deze vergelijking vol-
doet., Bewijs dit.

3) Bepaal voor alle wearden van a en b de oplossing(en) van
het stelsel vergelijkingen:

X + 2y + 4z =0
2x + ay + 8z =0
bXx + y + 2z = 0 (examen 1959) ,

L) Gegeven is, dat het stelsel vergelijkingen:

il
o

x,l + 3x2 + x3 + 2x4

il
@)

X +bx., + X4

2 3
X, + 4x2 +3x3 +axy = -b
X1 + 2x2 - x3 + X4 = 1

&

tenminste 2 bplossingen heeft. Bepaal a,b en de oplossingen
in vectorvorm,




X, + @ax

singen gevraagd:

2X + 93y + =z
2X + 3y

oplossingen,

9) Los op:
1+t %

-2X _+10x

2

2x, + (a+’1)x2 + (a-’l)x3

(a-1)x,

+ 3x2 +2%
+ 4x2 +ax

+4x

Bepaal de waarde(n)

3
3

+ 2%

it

5) Gegeven is, dat het stelsel vergelijkingen:

i

oplossingen ongelijk de nuloplossing bezit. Bepaal a en
een lineair onafhankelijke basis voor de oplossingsruimte.

Gevraagd te onderzoeken voor welke waarde(n) van a de
volgende stelsels strijdig zijn, oplosbaar en eenduidig
oplosbaar. In de laatste twee gevallen worden de oplos-

) |

van a, waarvoor het stelsel vergelij-

meer dan één oplossing heeft. Geef bij de gevonden a de

Los op het stelsel vergelijkingen:

en beschouw alle gevallen, die zich kunnen voordoen,
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2x,l + x2 - 3x3

it

4x1 +ax, - 6x
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10) Gegeven het stelsel:
2

[ a X, - 4x2 + 2x3 + 2%y =0

| axq - 2x2 + X3 Xy = 0
X, + 2x2 + ax3 =0

\ X, + x3 toxy = 0.

Bepaal voor verschillende waarden van a de dimensie van
en een lineair onafhankelijke basis voor de oplossings-
ruimte,

11) Van het volgende stelsel is bekend, dat het twee ver-
schillende oplossingen heeft.

X, + X, - axy = -4
2x, + X, +Eax3 = 7
v 3}:,1 +2x, + 4x3 = 3,

Bepaal a en de oplossingen,
Hetzelfde vraagstuk maar dan voor het stelsel

x1 - X5 + 3x3 = 1

X, +ax, + 4x3 = g~

x,I - x2 + ax3 =1,
1 2 3 8

12) Gegeven(?a 1 -1 ~1) heeft de rang 2. Bepaal a en b.
0 b 25 2 a 3 b
Evenzo voor de matrix ( 1 0 a 3 ) .
-1 2 14 1

13) Heeft een stelsel lineaire vergelijkingen de oplossingen
J— — . [,
X en x" en is X' + X" ook een oplossing, dan is het stel-

sel homogeen. Bewijs dit,

14) Bewijs dat stelling 6.15 ook voor inhomogene stelsels
geldt, als aan het gegeven wordt toegevoegd, dat ze min-
stens €én oplossing hebben,

15) Bewljs, dat als een stelsel vergelijkingen strijdig is
a)&de rang van de kleine matrix kleiner is dan het aantal
vergelijkingen;

b) de vergelijking O=1 een lineaire combinatie is van de

‘vergelijkingen van het stelsel.
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16) Zij gegeven de matrix-vergelijking AX=0 met A=(m,n)-matrix

en X een kolom bestaande uit n elementen, als onbekende.

1) Toon aan, dat de oplossingsruimte identiek is met de kern
van de bij de matrix A behorende transformatie A (zie

blz.62).

2) Leid uit stelling 6.12 een bewijs af van stelling 4.4.

8§ 7 Deferminanten

Inleiding: Zij gegeven 2 vergelijkingen met 2 onbekenden:

(7.1)

b1 X

4 bo Xp

31 .'X_,"-l- 32 X2 = a5

]
o
-

en wordt gevraagd deze vergelijkingen op te lossen, dan vindt
men, als aqbg-agbq # 0 ondersteld wordt, als oplossing:

ajbg--azb3

(7.2) *17a4b

p=asby

o i i

De uitdrukking aqbg-aebq in de noemers van 7.2 speelt bij het
oplossen van het stelsel (7.1) een bijzondere rol. Voor deze

uitdrukking voeren we

a,] a2

een andere schrijfwijze in:

b. b is het symboolvoor de uitdrukking a4b2'a2b4°

1 72

a, a
Men noemt dit getal de determinant van de (2,2)—matrix(b1 bg) .

1 72

0ok de tellers van de rechterleden van (7.2) zijn nu in deter-

minant-vorm te schrijven en wel geldt:

a3 an
b3 bg = a3b2-a2b3 en
a1 s
zodat als weer
b, by

a,f a5
= a b -a,b
by by 810378379 -

# 0 ondersteld wordt, de oplossing (7.2)

van het stelsel (7.1) ook te schrijven als quoti&nt van defermi-

IS

nanten:
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a, a

83 8o 1 %3

v _1PsPel _1PaPs]
(7.2) %q a, a s %o a, a
1 72 1 72
by by Py Py

Met behulp van determinanten kan de oplossing dus zeer eenvou-
dig worden genoteerd.

Wenst men het stelsel van 3 vergelijkingen met 3 onbekenden:
a1x1+a2x2+a5x5=a4

(7.3) DX 4 +DpX o +bsX5=b)
c1x1+c2x2+c3x3=04

op te lossen, dan kan dit gebeuren door eliminatie van eerst een

en daarna nog een tweede onbekende. Het is echter ook mogelijk
twee onbekenden tegelijk te elimineren. Doen we dit met de onbe-

33
die voldoen aan:

; , a,pt+b q=c
(7.4) { 2 BB
a3p+b3<}-c3

kenden X, en x dan proberen we twee getallen p en g te vinden,

(7.4) is nu van dezelfde vorm als (7.1), zodat als

2y Dy :
a b £ 0, volgens (7.2) , geldt:
3 73
s be‘ ay Cp
_ _f.llo.?__ _j}_:é_
b = a~ D ’ =735
2 2 2 72
-
23 P | 23 P
Aangezien (aqp +b4q-eq)x1=a4p+b4q—04 geldt:
L %22 %% |2, _ |% P 2 o 2p bo
e b MNa. ¢ Na. b 1T co bl Pula. el C4lal bl
3 73 3 73 3 73 373 3 73 >
5 Cs b2 - b2 b3 a2 02 B an a5 o ag b2 B a5 a. Lat
aar 03 b5 - Co 03 ’ a3 03 - o 03 aj b3 - b2 b3 ge
. .
eveneens: ,
b, b an~ a a, a b~ b a~ a
2 73 273 2 23 2 °3 2 85 |82 &
(7,5)(a ' - b +e X, =a -b 1c .
1 Co 03 1 Co 03 1 b, b3 1 4 Cy C 4 Co 03 o hz
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We defini&ren nu op dezelfde wijze als le een (2,2)-matrix
a4

- N . : 8, 5
de determinant van de (3,3)-matr1x b b, b3 ., als de co&ffi-
01 Cs 03 '
ci&nt van x, in het linkerlid van (7.5):
a, a,a
1 7273 b, b a, a
(7.6) | by by by |=aq 2 2| b, |2 2l+o "2 3|
, 3 1 Co 03» 11eo c3 1 b2 b
C, Ch C 5
172 %3
_a,‘bgcBa a502- 2 03+a3b1c2+a2b304-a3b204, zodat
1 8283
(7.7) Xy = 5 s, en analoge uitdrukkingen voor X, en
123 X4, mits het getal in de noemer # O
b, b2 b3 3
c. o o wordt verondersteld (vergelijk
1 72
2 (7.2)").
Opm, Sarrus gaf een Eegel aan om direct de determinant van
een (3,3)-matrix b 01 op te schrijven, HlJ stelde name-
2 2 2 o
3 3 €3

liJk het volgende schema op
ad %Efﬂ 2
\b\g<c qbz
en vormde er de 6 door de lijnen aangegeven producten uit. De

2 ©3

de andere drie het teken -, in overeenstemming met het laatste

drie producten in de richting a, b krijgen elk het teken +,

1id van vgl, 7.6.

We gaan nu over tot de algemene definitie van een determinant van

een vierkante n-matrix (zgn. determinant van de n® orde)., Daarna
zullen we in deze paragraaf enige determinanten-theorie ontwik-
kelen en vervolgens deze theorie toepassen o.a. bij het oplossen
van stelsels lineaire vergeli jkingen.

Om tot een eenvoudige uiltdrukking te komen voor een determinant

e . R
van de n- orde, voeren we eerst het begrip permutatie in.
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Beschouw hiertoe een eindig aantal bijv. n elementen, Deze ele-
menten kunnen we op verschillende wijze in een rij rangschikken,
Onder een permutatie van de n elementen verstaan we nu een

zekere rangschikking van deze elementen, Zo bezitten bijv. 3

3

a2a1a3, a,]aBa2 en a3a2a1. Zijn de elementen zoals hier genum-

merd, dan kunnen we ons tot getallen-permutaties beperken, dus

elementen 8,458, €N a de 6 permutaties a1a2a3, a3a1a2, a2a3a1,

3

bij 3 elementen tot de zgn. 3-permutaties: 12 3, 3 12, 2 3 1,
213, 1T32en 32 1 (bij n elementen spreken we van n-permu-
taties). Twee willekeurige getallen in een getallenpermutatie
vormen een invergie, wanneer het grootste getal in deze permuta-
tie védr het kleinste staat.
Zo heeft bijv. de 5-permutatie 2 3 5 1 4 de U4 inversies 2 1,
31, 5 1en 5 4, Analoog voor een permutatie van n elementen
Bgseeesdyt een tweetal elementen in een permutatie
au1 am2 e %un van ags...,a, vormt een inversie, als het ele-
ment met hogere index voorafgaat aan die met lagere index. Ook
hier kunnen we ons weer beperken tot de getallen-permutatie

a1 %p ove & der indices gevormd uit de getallen 1,2,...,n.

Men noemt een permutatie even als het aantal inversies in de
permutatie even is, anders oneven (nul is per definitie even,
zodat de permutatie ay 85 «.. a, waarbij dus de indices in de
natuurlijke volgorde, even is; men spreekt in dit geval wel van
de grondpermutatie). Zo is bijv. de permutatie <31253.3&15a,1alL even,
daarentegen a3a5a4a,]a2 oneven,

Twee even of twee oneven permutaties heten van dezelfde soort

(of pariteit); een even en een oneven permutatie van verschil-
lende soort (of pariteit).
Eenvoudig is in te zien, dat permutaties de volgende eigenschap-

pen bezitten:

a) Verwisselt men in <en permutatie twee opeenvolgende elementen
(ook wel gehe“en het uitvoeren van een transpositie) dan gaat

. .zij inneen permutatie over van de andere soort.

b) Verwisselt men in een permutatie twee willekeurige elementen,

dan’gaat #j eveneens in een permutatie van de andere soort.
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over.
e¢) Er zijn evenveel even als oneven permutaties.

Met behulp van het begrip permutatie geven we nu de definitie
volgens Leibniz van de determinant (van de n® orde) van een

n-matrix A:

Ferste determinantenregel: Onder de determinant van een n-ma-

trix A (algemeen element aik) verstaan we het eindresultaat (i.h.a.
een getal) verkregen volgens het volgende voorschrift: '

Vorm alle n! producten van n factoren, die een element uit
iedererijeneen element uit iedere kolom van A als factor be-
vatten. Rangschik de factoren van ieder product naar de rij-
en in de natuurlijke volgorde. Voorzie het product van het
teken + of het teken -, al naar de kolom-indices een even of
een oneven permutatie vormen. Tel daarna de resultaten op.

Notatie voor de determinant van A: det A, det(A), d(A) of AL

In formule: g oo a,‘n
(7.8) det A(=det (A)=d(A)=]al)s =
. . an,l v 00 ann

J
=§:04) aﬂmq 8o o

De som wordt uitgestrekt over alle permutaties Khg B woe By
der getallen ’15_2,,,,,1@° Een bepaald product in deze som krijgt

2 e & o no(‘

het teken 7(~)J, waarin J het aantal inversies is in de getallen-
permutatie gevormd door de kolomindices van de a's in dit pro-
duct. Zo kunnen we voor det A dus ook schrijven

det A =Z sgn ¢ ﬁ aicr(i)’
alle permutaties - G  «o- 6, Van de getallen 1,...,n. De tekenflnc-
tie sgn ¢ is 1 of -1 al naar de permutatie ¢ (i) even of oneven
is.

waarin de som zZich uitstrekt over

Opm. 1) De bovengegeven definities van de determinant van de o€
en 3° orde zijn bijzondere gevallen van (7.8). (een 1-

smatrix bevat slechts 1 element en de waarde van de deter-
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‘minant vdn deze matrix is Juist dat element,

Opsg. Schrijf alle 4 ! =24 producten op van de determinant van
een Y-matrix voorzien van het goede teken en controleer
hierbij de bovengegeven permutatie-elgenschappen a-c.

2) Het is duidelijk, dat men met behulp van de eerste deter-
minanterregel alle producten, die nodig zijn om een
determinant van de n® orde te berekenen, in het algemeen
verkrijgt door de kolomindices alle n-permutaties te la-
volgorde, bijv. de natuurlijke volgorde,

Dan ontstaan inderdaad n ! producten, waarvan de helft
het teken + en de helft het teken - krijgt.

3) De definitie van de determinant van een matrix geldt
alleen voor vierkante matrices. Aan niet-vierkante ma-
trices wordt geen determinant toegevoegd.

4) De elementen van een matrix behoeven niet juist getallen
voor te stellen, Voldoende is het, dat de elementen van
dien aard zijn, dat de bewerkingen optellen, aftrekken
en vermenigvuldigen kunnen worden ulitgevoerd en de ge-
wone rekenregels gelden (bijv. functies van een of meer
veranderlijken). Tenzij andere vermeld zullen wij in het
volgende evenwel aannemen, dat de elementen getallen
voorstellen,

5) Hoewel de determinant van een matrix bestaande uit ge-
tal-elementen, niets anders is dan een getal, spreken
we toch van een rij of van een kolom van de determinant,
daarmee bedoelende die bepaalde rij of kolom van de ma-
trix, waarbij de determinant behoort. Evenzo spreken we
van rij- en kolomvectoren van een determinant, (het aan-
tal rijen (= aantal kolommen) van een determinant, d.i.
de orde van de determinant, noemt men ook wel de graad
van de determinant.).

Verwisselen we in een product van de determinantvorm twee@facto-
ren, dan gaat volgens elgenschap b) der permutatiesop blz,112,

+  zowel de permutatie van de rijindices,als dle van de kolomindil-
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ces in een van een andere soort over. Zijn de rijindices in de
natuurlijke volgorde (even permutatie), dan krijgt dit product
volgens de eerste determinantenregel het teken + dan wel het
teken -, al naar de permutatie der kolomindices even of oneven
is, zodat we komentot de volgende regel:

Tweede determinantenrsgel: Onder de determinant van een n-matrix
A (algemeen element aik) verstaan we het getal, dat berekend
wordf volgens het volgende voorschrift:

Vorm alle n! producten van n factoren, zodanig dat in elk
product een element uit iedere rij en een element uilt iedere
kolom van A als factor optreedt. Voorzie het product van het
teken +, als de rij- en kolomindices permutaties van dezelfde
soort vormen, anders van het teken -. Tel de resultaten op.

In formule:

a . a
M °° 1n A
. +Jj
(7.9) det A = =) (-1)*a a teea .
. o, B, o o
any cev B 1P1 %282 nPn
De som wordt uitgestrekt over alle permutaties ﬁ,1ﬂ2 ,a./an

der getallen 1,...,n. Omdat n! producten gevormd moeten worden,
houden wij bij alle producten de permutatie %y Koo & vast

n
(echter wel willekeurig). De term a a
N Xy pq %22

e 9 6 al

%pn Ay
krijgt het teken (=) , als i resp. J het aantal inversies voor-
stelt in de getallen-permutatie o, & ... & (vast) resp.
ﬁ/‘ /3200-: /an (lOpend)-
Willen we in de som in het rechterlid van (7.9) niet alleen de
B 's doch ook de w's alle pormmtaties der getallen 1,...,n laten

doorlopen, dan mcct Jo A4=2n crkregen som nog gedeeld worden door

i+

n.:.
Opm, Een term van een deferminant is een der producten met be-

hulp waarvan de determinant volgens de eerste of de tweede
determinantenregel berekend wordt, zonder teken.

Uit de tweede determinantenregel volgt direct, dat bij de bereke-
ning van® een determinant de rijen hierin volkomen dezelfde rol

spelen als de kolommen, zodat
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Stelling 7.1 De determinant van een matrix verandert niet als
men de matrix wentelt om zijn hoofddiagonaal (dus bij verwisse-

ling van overeenkomstige rijen en kolommen). In formule:

T

(7.10) det A® = det A,

Vanwege de symmetrie in de tweede determinantenregel geldt boven~
dien, dat iedere stelling die voor de rijen van een determinant
bewezen is, noodzakelijk ook voor de kolommen geldt, en omge-
keerd. De stellingen, die we in het volgende zullen formuleren
voor rijen en ook voor kolommen, zullen we daarom in het alge-
meen slechts behoeven te bewijzen voor de rijen of voor de ko-
lommen alleen.

D kR ]

een zekere rij (kolom}van A voor door X en laten we de andere
rijen (kolommen) constant, dan is de determinant van A een homo-

gene lineaire functie van de kentallen xq,xe,,..,x van E} dw.z.

n
voor te stellen door

det A = £(xq,e.00%,) = f(x), waarbij geldt:

A F(xX)

(7.11) £(X) + £(3).

F(X+y)

Il

{ (A x)

Hieruit volgen de volgende stellingen:

Stelling 7.2 Vermenigvuldigt men alle elementen van een rij
(kolom) van A met n , dan wordt det A met » vermenigvuldigd.

Opm.1) Een gevolg is, dat een determinant met een rij (of kolom)
nullen, gelijk is aan nul.

2) Vermenigvuldigt men alle elementen van een n-matrix A
met A , dan wordt elke rij met A vermenigvuldigd, zodat

(7.12) det (A A) = a7 det A,

Uit deze vergelijking volgt dat voor een alternerende ma-~
trix A van oneven orde n geldt: !

det A=det AT=det (-A):(—ﬂ)ndet A=-det A, zodat det A=0
en dus: de determinant van een alternerende matrix van
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oneven orde 1is nul,

Stelling 7.3 Is een rij (kolom) van A de somvan twee vectoren
a en b, dan is det A de som van de determinanten der matrices,

die uit Aontstaan, door die rijen (kolommen) achtéreenvolgens
door a en b te vervangen.

Stelling 7.4 Verwisselt men in een matrix twee willekeurige

rijen (kolommen), dan gaat de determinant van de matrix in
Zzljn tegengestelde over.

Bewijs: Verwisselen we twee rijen van de matrix A met elkander,
zodat een nieuwe matrix A’ ontstaat, dan merken we op, dat elke
term van det A ook voorkomt als term van det A' en omgekeerd.
Voorts geldt volgens de determinantenregels, dat iedere term in
det A het tTegengestelde teken krijgt als diezelfde term in detA',
Dit op grond van de eigenschap b) der permutaties op blz.112,

Beschouwen we het bijzondere geval, dat de matrix twee gelijke
rijen (kolommen) heeft , dan volgt uit stelling 7.3 bij verwis-
seling van de twee gelijke rijen (kolommen):

det A = -det A' = -det A, zodat det A = 0 en dus:

Stelling 7.5 De determinant van een matrix met twee geli jke

rijen (kolommen) is nul.

Uit de stellingen 7.2, 7.3, en 7.5 volgt nu:

Stelling 7.6 Telt men bij een rij (kolom) van een matrix een

andere rij (kolom) vermenigvuldigd met een getal » op, dan be-
houdt de determinant van de matrix dezelfde waarde .

Stelling 7.7 Vormen de rij (kolom)-vectoren van een matrix een

lineair afhankelijk stelsel, dan in de determinant van die
matrix nul.

0O 6a 3b
Vb. | =a O ¢ |= 0, want ¢(0,6a,3b)~3b(-a,0,c)+3a(-b,~2¢,0)=0;
-b -2¢ 0 (als a=b=c=0 volgt direct: det is 0).
4

Uit stelling 7.7 volgts
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Stelling 7.8 Is de waarde van een determinant ongelijk aan
nul, dan vormen de rij (kolom)-vectoren een lineair onafhan-
kelijk stelsel.

Deze stelling is ook omkeerbaar:

Stelling 7.9 Als van een determinant de rij (kolom)-vectoren
een lineailr onafhankelijk stelsel vormen, dan is de waarde van

de determinant ongelijk aan nul.

Bewijs: We bewijzen de stelling uitgaande van lineair onafhan-
kelijke rijen. Stel de rijen van det A (van de n® orde) voor
door 54,52,,,,,5h, Deze vormen volgens het gegeven een lineair
onafhankelijk stelsel en dus een lineair onafhankeliljke basis
voor een R_. We gaan nu de basisvectoren Eq,Eé,,e,,Eh in deze
basis uitdrukken. Stel dat voor e, geldt:

54 = “45%+'h25é+ ,,.+'hr§£+ ,,,+7\n5ha Minstens één der n's
moet # O zijn, stel 'Kr# 0. Vervangen we nu in A de yod rijvector
door E&, dan blijkt op grond van de stellingen 7.2 en 7.6, dat
de nieuwe matrix een determinant heeft, waarvan de waarde gelijk
is aan ‘mr x det A.

Deze nieuwe determinant heeft weer n lineair onafhankelijke rij-
vectoren. Een der rijvectoren (# 54) vervangen we nu in deze
determinant door s €5 is een lineaire combinatie van
aq,a2,o.o,ar_q,eq,ar+1,..;,an, Ee determinant, die nu ontstaan
is, bevat dan twee rijen e, en ey, Op deze wijze voortgaande,
kunnen we alle rijvectoren uit det A vervangen door de basis-

vectoren uit Rno Door eventuele verwisseling van rijen blijkt

tenslotte: 1 0 ~mmmmmm 0
det A = constante x | O 1 O =--- 0} _ . ocion.
coccesccsscaas te.

0 =====-- o 1

1
De constante)is £ 0, dus det A £ 0 g.e.d.

Gevolg:

Stelling 7.10 Als de waarde van een determinant gelijk 1s aan
‘nul, dan vormen de rij (kolom)-vectoren van die determinant een

lineair afhankelijk stelsel.

et s e v o - —— -

1) zijnde een product van factoren # O.
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De stellingen 7.7 t/m 7.10 geven samengevat:

Stelling 7.11 De rijen (kolommen) van een determinant vormen
dan en slechts dan een lineair onafhankelijk stelsel, als de

waarde van die determinant ongelijk is aan nul.

Deze stelling kunnen we nog een andere vorm geven. Aangetoond
kan namelijk worden dat geldt:

Stelling 7.12 Een vierkante matrix is dan en slechts dan sin-
gulier als de bijbehorende determinant gelijk is aan nul.

Bewijs:1) Zij A een n-matrix, dan bewijzen, dat uit det A=0
volgt, dat A geen inverse heeft, Om dit te bewijzen
merken we op, dat de kolomvectoren van A, die we
voorstellen door vq,vg,,,a,vn, volgens stelling 7.11
een lineair afhankelijk stelsel vormen. Minstens een
dier vectoren is dan in de andere uit te drukken:

Stel w. _'A1v1 Fooot A 1+°°°+7‘nvn .

r- 1Vr 4" r+1 r+
Interpreteren we A als een homogene lineaire (n,n)-
transformatie dan geldt voor de transformatie van
de basis-vectoren:

V,|= Ae,‘ 5V2=A82, © 5 e s o0 000 ,Vr=Aer, o 00 ,Vn——-Aen, ZOdat

Aer=vr=A(7s,ie4+“,+‘Ar ST S r+1+°°°+“nen)’

Stel A heeft een inverse A-q, dan geldt dus

- G — - _ —
=A Ae_= - |
eL=A Ae = et N, qe gt 48 qTe e R 8L

zodat de basisvectoren dan afhankelijk zouden zijn,
m.a.w. A heeft geen inverse.

2) Aangetoond moet worden, dat uit het gegeven, dat de
n-matrix A geen inverse heeft, volgt det A=0. Om dit
te bewijzen stellen we de rang van A gelijk aan n.
Volgens stelling 6.4 of 6.14 is dan de matrixverge-
lijking A X = I (of XA=I) (eenduidig) oplosbaar,zo-
dat A dan wel een inverse zou bezitten. De rang van
A is dus kleiner dan n; de kolomvectoren van A' vormen

dus een lineair afheank-lijk stelsel en dus volgens
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stelling 7.11: det A = 0, g.e.d.

Opm, Met behulp van de product.- stelling voor determinanten, die
later zal worden afgeleid, zal het eerste gedeelte van
bovenstaand bewljs langs zeer eenvoudige weg kunnen worden
gegeven,

Uit stelling 7.11 en 7.12 volgt nu dus:

Stelling 7.13 De rijen (kolommen) van een vierkante matrix vor-

men dan en slechts dan een lineair afhankelljk stelsel, als de
matrix singulier is.

Uit stelling 7.12 en 7.13 volgt nu-ook:

Stelling 7.14 De rang van een vierkante n-matrix A is dan en

slechts dan gelijk aan n als

a) A niet-singulier of (hiermede aequivalent)
b) det A # O,

Een andere belangrijke stelling, die uit de ontwikkelde theorie
kan worden afgeleid, is de volgende:

Stelling 7.15 Is A een niet-singulierematrix en B een wille-

keurige matrix, zd4 dat productvorming AB mogelijk is, dan geldt:
rang van AB = rang van B.

Evenzo: Als B een matrix is, zodat productvorming BA
mogelijk is:

rang van BA = rang van B,
Bewijs: Stel AB=C. De stelsels vergelijkingen:
(I) Bx =0 en (II)C X =0

(matrix opgevat als een homogene lineaire transformatie) hebben
dezelfde oplossingen, want uit

0 volgt ABx = Cx = O en uit
1

oy
il
I

CX = 0 volgt A~ CX = Bx = O.

54

Is nu r de rang van B, dan heeft (I) volgens stelling 6.12

(n-r) lineair onafhankelijke oplossingsvectoren (n=aantal ko-
£

lommen yan B of van C); (II) heeft dan ook juist dit aantal

lineair onafhankelijke oplossingsvectoren, zodat de rang van
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C dan ook gelijk is aan r.

Voor het bewijs van het tweede gedeelte van stelling:7.15
stellen we eerst BA = D, Stel verder, dat (n - r) lineair
onafhankelijke oplossingen van (I) gevormd worden door de
vectoren va,..., Vh_r, en dat A"“Vi = Wi, (1 = 1,..., n-r),
De vectoren Wy zijn nu volgens stelling 5.3 ook lineair on-
afhankelijk, Laat de vector p een oplossing zijn van
(III) DX =0 .

Dan is Dp = BAp = O, zodat Ap aan (I) voldoet, Ap is dan een

: AD = ALV v
n-r’ Ap 1V 1 +"‘+'1n—r Vn-rf
“

+ ...+ Y =AW, +... W .
n-r A Vh-r 1V 4 + xn-r wn-r

lineaire combinatie van §H,..., v

- -
en dus p = KqA 2

Iedere oplossing van (III) is dus een lineaire combinatie van
de lineair onafhankelijke vectoren W&,..., Wﬁ—r’
ledere linealre combinatie van deze laatste vectoren een

terwijl ook

oplossing is van (III), zodat dan D = BA volgens stelling
6.12 de zelfde rang r moet hebben als B, q.e.d.

Uit stelling 7.1 en 7.15 volgt direct:

Stelling 7.16 Het product van twee vierkante matrices
‘ van dezelfde orde is dan en slechts dan
niet-singulier als beide matrices niet-
singulier zijn.
Opmerking. In bovenstaande stelling werd gegeven, dat de
betreffende matrices van dezelfde orde waren, Dit werd uit-
sluitend gedaan om product‘vormﬁgvan.de’matrices mogeli jk
te maken. In het vervolg evenwel, zullen we in gevallen, waarbi]
sprake is van matrix-producten en omtrent de afmetingen der
factoren niets expliciet is vermeld, dikwijls stilzwijgend
aannemen, dat product-vorming mogelijk is, zodat dan extra
vermeldingen over de afmetingen, zoals bijv. in de vorige
stelling, achterwege kunnen blijven. QOok zullen we vaak
als we over de determinant van een matrix A spreken, stil-
zwijgend onderstellen dat A dan vierkant is, want alleen
een vierkante matrix heeft een determinant.

¢
Stelling 7.17 De rang van het product van twee matrices

A en B is hoogstens gelijk aan de rang van elk der factoren,
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Bewijs: Uitvde‘definitie van matrix-product volgt, dat de rij-
vectoren van-AB lineaire combinaties zijn van de rijvectoren

van B. BlJV als A = (ay ) en de rijvectoren van B: bq, 32..., b,

1104 + a8y, B, toeet 840 by,

Volgens opmerking 2 blz 105 kan men uit m lineair onafhankeli jke

dan is de 1 .rijvector van AB: a

vgetoraihoogstens m lineair onafhankellgke comblnatles ‘vormen,
zodat- rang AB . rang B, de tweede factor van het product AB,
Beschauw, vervolgens (AB) i BTAT Volgens ‘het voorgaande rgeldt:
rang, (AB) ¢ rang AT en dus ook rang AB - rang, A, -want’ bij
transponeren van een matrlx verandert de rang nlet. Hlermede: is

het-. berJS geleverd S E »_¢».@ o it';bxan*;fﬁ

Ogmerking 1) Heeft een matrlx A de 1nverse “A 1, dan geldt volgensst
7 17 ener213ds' rang AB rang B, doch ook anderzijds
in verband met B = (AB) rang AB 3 rang B, zodat
rang}AB = rang B. Evenzo is rang CA = rang C.

We viﬁden‘dan als bijzonder geval stelling 7.15 terug.

2)Bestaat bij een matrix A een matrix B met de eigen-
schap, dat AB en BA eenheids matrices zijn, dan kan
. worden aangetoond, dat dit 1mp11ceert, dat beide
‘eenheids matrices van dezelfde orden zijn, en dus,
dat de matrices A en B vierkant zijn. Onderstel
namelijk, dat A van het type (m,n) is en dat m s n.
‘De producten AB en BA hebben'béfekenis,'26dat dan
B van het type (n,m) moet zijn. BA is dus een eenheids
matrix van de n® orde. BA = In’ Als A de rang r heeft,
dan geldt volgens stelling 7.17 : n & .r en dus i.v;m.
mé¢n: regmengr, zodat m = n. Eenzelfde resul-
taat wordt verkregen als we onderstellen n ¢ m (maak
dan gebruik van de vergelijking AB = I ) De matrix
B met bovengenoemde eigenschappen hebben we in 8 5
blz., 72 de inverse A -1 van A genoemd. Er werd daar

uitgegaan van vierkante matrices, Volgens het boven-
staande was dit een overbodig gegeven, omdat de defi-
nigrende vergelijkingen dit reeds impliceerdén. Gaan
we 1in de definitie van A_1 wel uit van een vierkante
matrix A, dan kan worden volstaan met één der verge-
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1ijkingen A" "= 1 or 4774 = T omdat de ene verge-
1ijking uit de andere volgt (zie opmerking blz. 73).
Immers uit bijv. I volgt dat de rijen van I
(bestaande uit basisvectoren) lineaire combinaties
zijn van de rijen van A, zodat volgens opmerking 2
blz, 105 de matrix A dan noodzakelijk een rang
moet hebben gelijk aan de orde. Volgens stelling
6.14 moet er dus een matrix B bestaan met de elgen-~
schap AB = I. Doch dan geldt: B = IB = (A A)B =

2~ NaB) = 4771 = 477, zodat uit AB = T dus volgt:
AA’q = I, Een analo~> bewljs voor A—qA = T als ge~
volg van aa~" = I.

In B 5 definieerden we een singuliere matrix A als een vierkante
matrix, die geen inverse heeft, d.w.z. er is geen matrix B met

de eigenschap, dat AB zowel als BA eenheids matrices zijn. Met
deze definitie hebben ook niet-vierkante matrices geen inverse.
Indien we nu afspreken,dat een singuliere matrix een matrix is
(vierkant of niet-vierkant) die geen inverse bezit, dan bestaat
de verzameling der singuliere matrices dus uit de verzameling der
niet-vierkante matrices, aangevuld met de verzameling der vier-
kante matrices, die geen inverse bezitten. Deze zelfde verzame-
ling verkrijgen we als er de matrices beschouwen, waarvan het
stelsel der rijvectoren en dat der kolomvectoren beide linealr
onafhankelijk zijn, Ook op deze wijze hadden de singuliere matri-
ces dus gedefinieerd kunnen worden,

Een niet-singuliere matrix A kan dan gedefinieerd worden als een
matrix, waarvan zowel het stelgel der rijvectoren als dat der
kolomvectoren lineair onafhankelijk zijn., Een niet-singuliere
matrix is dan noodzakelijk vierkant en heeft een rang gelijk aan
de orde, Deze matrix heeft een inverse A—q met de eigenschap dat
AA~ = AnqA = I, en dit is de definitie die gegeven is in 8 5.

We merken nog op, dat de stellingen 7.12 t/m 7.16 van deze para-
graaf ook geldig blijven als we de nieuwe definitie van singuliere
matrices gebruiken., We merken echter wel op, dat het prqguct van
twee §inguliere matrices dan niet meer singulier behoeft te zijn,
@ijv. bij vermenigvuldiging van een rij_.en een kolomvector met in-

~

wendig preduct # U .0n product ven 2 vicrkante singulire matri-

ces 1is volgens stelling 7.16 wel altijd singulier,

- o .
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Een nulmatrix O defineerden we als een matrix, waarvan alle
elementen nul zijn, Voor iedere matrix A geldt, dat AO = 0O
en- OA = O, Opgemerkt dient te worden, dat terwijl een een-
heids matrix altijd viefkant is, dit voor een nulmatrix niet
het geval behoeft te zijn,

Definitie Een matrix A (#0) is nuldeler, indien er een matrix
B # O bestaat, zodanig, dat AB = O en/of een matrix
C # 0, zodanig, dat CA = 0.,

Nu geldt:

Stelling 7.18 Een matrix (#0) 1s dan en slechts dan nuldeler
als deze singulier is,

Bewijs: 1) paat A =(a;,) ven singulisie (m,n)-mrtriz zije (# 0) en
onderstel eerst m £ n, Volgens 20 op blz. 98 en stel-
ling 7.4 geldt, dat het homogene stelsel vergelijkin%g

en:

altijd andere dan de nul-oplossing bezit, Laat B een matrix
zijn van het type (n,r), waarvan alle kolomvectoren oplossings-
vectoren (# nulvector) zijn van bovenvermeld stelsel,

Dan is B # 0 en AB = 0, zodat A dan nuldeler is.

Als n¢< m beschouwen we de matrix AT, waarvan het aantal rijen
kleiner is dan het aantal kolommen. Er bestaat dan dus volgens
het voorgaande een matrix ¢t # 0, zbdat ATCT = 0, dus (CA)T =0

en CA = O, zodat A dan ook nuldeler 1is,

1@13 m = n, dan 1s er = rer een matrix B en een
matrix C, beide # 0, zddat AB = O en CA = O, Dit
is ook het geval bij m # n als r kleiner is dan

het minimum van m en n).

2) Het omgekeerde volgt uit het feit, dat de matrix -
vergelijking AB = O impliceert, dat ledere kolom-
vector van B oplossing is van bovengenoemd stelsel,
Als A niet-singulier is heeft dit stelsel alleen de




WR-A 125

nuloplossing en dan zou gelden B = 0. Geldt CA = O
en A niet-singulier, dan eveneens C = 0. A kan dus
slechts singulier zijn. Overigens volgt dit resul-
taat ook reeds uit de vergelijking AB = O of CA = O
indien we de leden van deze vergelijkingen védr resp.
achter met A_q vermenigvuldigen, zo deze zou bestaan.
Dan ontstaat B = O resp. C = 0, zodat A dan geen
nuldeler kan zijn.

2 -5 3
Voorbeeld De matrix A =<‘1 4 - 1 }is singulier, omdat
T 2 3

2(2:-5:3) + 3(1:4:‘1) - (7,2,3) = (0,0,0). Aan de
vergelijkingen AB = O en CA = O kan dan worden voldaan

-7 00 2 3 -1
door de niet-nulmatrices B = 5001, ¢ ={0 0 01

14 24 - 7 13 0 0 0 0 0
of door B = C ={-"0 - 15 5 ), zodat A dus zeker
-26 - 39 13

nuldeler is, in overeenstemming met voorgaande stelling.

Opgaven
1) Bewijs, dat
899 842] | %12 843
844 312 243 8oq Bop| | Bpp 803 y
854 8op 2p3| _ . 5;; » als ag, £ 0.
854 83p 833 854 8op 8op 8o
a a
831 %32 | %32 %33

(Snelle methode om determinant van de je orde te berekenen).
2) Bewijs, dat de determinant
cos (@ +&) cos (6 +f) cos(e + /)
sin (& +®) sin (6 +8) sin(e +)) onafhankelijk is van 6,

sin (g - )y) sin (/ -0 ) sin(a - f)

%) Bewijs, dat als u en v functies zijn van x en v = %, geldt
vit= D/uu, waarin D de determinant is:
ui 1 '311’ '511,
D=ju''2u' u| ¢
‘u' u 0

De functies u en v worden minstens drie maal differentieerbaar

naar x ondersteld. Het aantal aantal accenten bij u en v geeft




)

5)

6)

7)
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de orde van differentlatie naar X aan.

Gegeven is het stelsel lineaire vergelijkingen Za kxk" b
k="
(i =1,..., n) met det (aik) # 0. Het determinantenquotient:

0 u1 oo e un
b,a

1711, .. aﬂn
b a

® o o a
n nl nn iz een homogeen lineaire functie van

Bqq e 24y uq, Ugs oo un en dus te schrijven als
ceeccscssess C Uy *t CplUy + ... +oC U
a4 cec 8pnn
Bewijs, dat de oplossirg van het stelgel is: x3=c, (i=1,...,n),
Bewij§, gat/de/determinant van Vandermonde;
2 b o a
2 b° ¢® a°| = (a-b)(a-c)(a-d)(b-c)(b-d)(c-d).
a3 b3 03 d3
Breid deze opgave ult tot een willekeurig aantal rijen en kolom-
Bewijs dat: men:
a) |0xyz
029V (x+y+2)x-y-2)(y-2z-x)(z-x%x-7y).
y 2z 0Xx
zyx 0O
b) |xpagr1
axs t 1
abxul=(x-a)(x-Db)(x~-c) (x-4).
abecx
abecd
e) sin a sin b sin ¢
sin 2a sin 2b sin 2¢| =
sin %a sin %b sin 3¢

= 8 sin a sin b sin c(cos b-cos a)(cos c-cos a)(cos c-cosb).

De lengten der zijden van een driehoek zijn a,b en c. E

Bewljs, dat de oppervlakte van de driehoek gelijk is aan %

van de wortel uit
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| e

b c
¢ b
0 g ’

o’
o o0 O

a O

8) Als A een vierkante matrix is met alle elementen boven (of
onder) de hoofddiagonaal gelijk aan 0, is]A]lgelijk aan het
product van de elementen in de hoofddiagonaal van A,
Bewijs dit.

9) Bewijs, dat voor matrices A en B van de 2% orde geldt:
lABt =lAl.iB§.(Deze eigenschap zal later algemeen worden
bewezen, )

10) Bewijs, dat als A een vierkante n-matrix is met rang r<n,
er een matrix B # O moet bestaan met de eigenschap, dat zowel
AB = O als BA = O, Bewijs, dat als r = n-1 deze matrix B op
een factor na eenduidig bepaald is, Wat is de rang van B in
dat geval?

[

We keren thans terug tot de algemene determinanten-theorie en
voeren eerst crnige nieuwe begrippen in:

Def .Een submatrix of deelmatrix van een matrix A, is een matrix,

die uit A ontstaat door in A enige rijen en/of kolommen weg
te laten, Bijzonder belangrijk zijn de vierkante deelmatrices;
de determinanten van deze matrices heten subdeterminanten of

onderdeterminanten van A.

Onder de deelmatrix Aij verstaan we de matrix, die uit A ont-
staat door weglating van de 2 © rij en de je kolom, Is de
matrix A vierkant, dan is Aij eveneens vierkant,

det A, ;= %Aij{heet de onderdeterminant van A bij het ele-

ment a. ..
1J

We hebben reeds opgemerkt, dat de determinant 1Al een homogene
lineaire functie is van zijn rij-of kolommenvectoren (blz. 116).
Beschouwen we een bepaalde rij van A, bijv. de 1€ rij, dan kun-

nen we als A vierkant is voor iA! schrijven:

+ ,..4m,_a f

(7.73) bl =m o, + ... in®in®

+ m, .a, .
1371

mij heet de coefficient van aij of de i, j-cofactor van

A of de minor van A bij het element aij'
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Wat is het verband tussen mij en Aijgg

Om dit verband te vinden gaan we in |Alde i® rij achter-
eenvolgens met alle er boven staande rijen verwisselen
tot hij bovenaan staat, en daarna de je kolom met alle
links er voor staande kolommen, tot deze voor aan staat.
De matrix, die nu ontstaat, noemen we B. Deze matrix
heeft het element aij links bovenaan. Volgens stelling
7.4 geldt dan (wegens i-1 rijverwisselingen en j-1

kolomverwisselingen):

(7.14) B = (-1)*72 |4} = (1)),

Nu is duidelijk, dat in ‘B} de som der producten, die
2, . bevatten, Jjuist gelijk is aan aileijL Volgens
(7.14) is dan in lA{de som der producten, die a,. bevatten

i+] .
aij ]Ai.), dus volgens (7.13):

gelijk aan (-1) 3

(7°45) mij = (_,])i'i'j ;Aijl’

waarmede het verband gevonden is.,
Als A een vierkante matrix is van de n° orde volgt uit

(7.12) en (7.15) ¢

(7.16) |al= (-1t aqla ]+ (—1)i+2aiglAi2,+.,.+(-1)i+naiiAinL

en evenzo bij verwisseling van de rol der rijen met die
der kolommen:

(7°16)'£A*=(—4)1Fjaﬁj lqul + (-1)2+ja2ﬁA2J+..uﬂnﬂ)n+janj$Anj‘.

We hebben hier de determinant van A ontwikkeld naar de

1€ rij (vgl. 7.16), resp. naar de 3% Kkolom (vgl.7.16)").

Bewezen is dus:
8telling 7.19 De determinant van een (vierkante) matrix is ge-

lijk aan de som der producten, die men verkrijgt door ie-
der element van zekere rij of kolom met zijn eigen minor
te vermenigvuldigen, waarbij de minor van Abij het slement

aij gedefinieerd kan worden als het rechterlid van 7.15.
Vormen we de matrix M = (mij) der minoren van A en daarvan
de getransponeerde C = MT (dus Cji = mij) dan voldbet deze

‘matrix C volgens stelling 7.19 aan de volgendebelangrijke

relaties:
(7.17) AC = CA = Al I,
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De matrix C heet de geadjungeerde matrix van A. Is A
singulier, dus |A| = 0, dan is AC = CA = 0 (Heeft A de
rang n-1, dan is C juist de op een factor na bepaalde
matrix B van vraagstuk 10, blz.127 ).

Een belangrijke aanvulling van stelling 7.19 wordt gege-
ven door:

Stelling 7.20 Vermenigvuldigt men de elementen uit zekere rij
(kolom) van een matrix met de minoren der overeenkomstige

elementen van een andere rij (kolom), dan is de som dezer
producten gelijk aan O.

Bewljs: Stel, dat wij van de matrix A de som van de producten
bepalen van de elementen van de 1€ rij met de minoren van
de overeenkomstige elementen uit de x® rij (i#k), dan is
de uitkomst volgens stelling 7.19 gelijk aan de determi-
nant van de matrix A', die uit A ontstaat door daarin de
x® rij te vervangen door de i® rij (en de i® rij zo te
laten). A' heeft dan dus twee gelijke rijen, zodat volgens
stelling 7.5 geldt: lA’l: 0, waarmede het bewijs geleverd
is. Een analoog bewijs voor de kolommen i.p.v. de rijen.
In formule als i # k:

(7.18) (-1 a o e (2, Lo e e (-1 Pay la )= o

en analoog als J # k:

te_q4y1+k _1y2+k _qyhtk _
(7.18) ' (-1) aqj‘Aqki +H(=1) " ap Lag,l+. o+ (-1) anj}Ankl- 0.
Stelling 7.19 en 7.20 kunnen we d.m.v. het Lronecker delta-sym-

bool Zij (gedefineerd als 11 voor i=j en O voor i #£ )

volgens (7.15),(7.16), (7.16)', (7.18), (7.18)'" .in
formule als volgt weergeven:

n
n »®
fé% 833 Mk < lal ik

Inverse A-1 van een matrix A

¢

. s -1 -
Als A een inverse natrix A heeft, dan noceten wegens
¢ -1 .
AA = I de volgende eigenschappen gelden:
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1) Het inwendig product van de i€ rij van A met de 1€

-1 . -1
kolom van A moet 1 zijn, dus égq aip By = 1.

2) Het inwendig product van de i° rij van A met je kolom

-1 . . . . -1
van A (i# j) moet 0 zijn, dus gé; i Ay = 0.

Uit (7.19) volgt, dat hieraan voldaan is, als men kiest:

- Iilas

(7.20) 8]} = i
dus als men voor de j€ kolom van 2”7 Kkiest de minoren van
de elementen der je rij van A, alle elementen dan nog
gedeeld door |Al.
[A] is ongelijk aan O volgens stelling 7.12.
Eenzelfde redenering geldt als men de rol der rijen en
die der kolommen verwisselt.Daar A volgens stelling 5.2
hoogstens één inverse kan hebben, volgt hieruit:

Stelling 7.27 De je kolom (rij) van de inverse van een niet-

singuliere matrix A bestaat uit de minoren van de elemen-
ten der j° rij (kolom) van A, alle gedeeld door de deter-
minant van A.

Of uitgedrukt met behulp van de matrix M der minoren van
A, resp. de geadjungeerde matrix C van AKzie blz. 129)

(7.21) a~" =T%T M = T%T c.

Opmerking Als gevraagd wordt van het stelsel van n vergelijkingen
met n onbekenden: Ax = b de oplossingen te bepalen voor
een vaste set aijiqmaar voor variabele vectoren b, is het
goed de inverse A te berekenen en dan gebruik te maken
van de vergelijking x=A" b ter bepaling van de individuele
oplossingen (inderdaad geldt: Ax = A(A‘qb) =(AA-1)b=Ib=b)”
Om de inverse van A te bepalen is het rechterlid van
(7.21) voor enigszins grote matrices in de practijk vol-
komen onbruikbaar, Zo ook de daarmee samenhangende deter-
minant oplossing (regel v. Cramer, zie later), 21s oplos-
singsmethode voor niet kleine stelsels vergelijkingen.

De eliminatie (schoonveeg)-methode is dan de aangewezen
weg, zowel voor het oplossen van een stelsel, als voor het
kepalen van de inverse van een matrix. Op deze zaken komen

apdere
we later terug. We zullen dan bovendien/%ethoden leren ken-

nen voor het bepalen van de inverse (bijv. gebaseerd op het
theorema van Cayley-Hamilton, of Jangs itcraticve weg.)




