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15. Reeksen

Stelling. Is f(a) analytisch in een gebied G, dan is ook f'(a)
analytisch in G en ‘

£1(a) = 5= J‘ £a)_ 4, (15.1)
K (z-a)

waarbij K een gesloten kromme is die met het binnengebied
geheel in G gelegen is,

Bewijs
Volgens (13.15) is

_ 1 £(z)
f(a) = 2ni ‘£ z-a dz

f(a) is een continue funktie, dus er is een getal M zodat [f(a)l <M
voor a op en binnen XK. Zij a+h een punt binnen K.

f(ath) - f(a) _ _1 fl £(z) _ £(=z
h 2ni v h ‘z-(a+h) 2z~

)
a) dz

1 £(z)

= 2ni v (z-a<~h)(z~a) dz.

Dus
|£lash) - £(a) _ 1 J‘ £(2) 4, =
h 27 K (z-a)z
h £(z) M
l dzl < £
2ni X (z_a)z (z-a-h) N 2n pzp-[h”
waarbij £ de lengte van K is en p = min [z-al.
z €K
Dus
£'(a) = lim f(a+h)h- fla) _ 2;1 J‘ f(Z)z dz.
h- o g (z=a)

Op dezelfde wijze tonen we aan

2 £(z)

dz
ZWiK(

fn( ) -
: z-a)’
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zodat f'(a) analytisch is in G.
(Opm. hiermee is 13.5 bewezen.)

Gevolg

Een in G analytische funktie f(a) bezit afgeleiden van elke orde,
deze afgeleiden zijn zelf analytisch in G en

I;‘——!. f(n)(a) = 2;]-_ f( f(zz)1+1 dz (n >/O) (1502)
z~a)

K
(Bewijs dit laatste inductief)

Stelling. Is f(z) analytisch in een cirkelvormig gebied G met
middelpunt z = O, dan kan voor elk inwendig punt a van
G de funktie f(a) geschreven worden als een convergente
machtreeks:

w o(n)
£(a) = > £ (0) .n (15.3)

1
n=o ni

(Taylor-ontwikkeling rondom z = 0).

Bewijs
Zij C een binnen G gelegen cirkel om z = O met straal R, terwijl a
binnen C ligt.
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Op en binnen C is f(z) continu, dus is er een getal M > O zodat
|£(z)|< M voor z€ C. Verder is »p l-az-l < 1.

1 N M
IRN|\<§-;E p R—r—r_a 2nR

dus 1lim R_ = O want p < 1, dus

constante . PN,

N
N- o
£(a) =5 S voor lal < R,
n=o

We kunnen voor a elk punt van G nemen, dus voor R de straal van G.

R is de convergentiestraal indien op de rand van G een singulier punt
van f(z) ligt; dit is dan het dichtst bij z = O gelegen singuliere
punt.

Gevolg
Is f(z) analytisch in Z,s 2 = C het dichtst bij z, gelegen singuliere
c punt van f(z), R = lc-zol, dan geldt voor elke a
2 met (a-z | < R:
z
R/ O e(m) e,y
f(a) = 2 -—————Q— (a- -z, ) (15.4)
n=o
(Taylor-ontwikkeling om z,3 convergentiestraal R)

Onder een gehele funktie verstaan we een funktie die een machtreeks-
ontwikkeling bezit met oneindige-grote convergentiestraal.

Breekt de machtreeks af, dan is de funktie een gehele rationale funktie
of polynoom en in het andere geval een gehele transcendente funktie.

Stelling van Liouville (15.5)

Is f(z) analytisch voor elke z, en is er een getal M > O zodat
| £(z) | £ M voor elke z, dan is f(z) constant.

Bewijs

f(z) is in een machtreeks te ontwikkelen met oneindig-grote
convergentiestraal (f(z) is geheel), want f(z) heeft geen eindige
singuliere punten:

(n)
© f (0)
:E:: n!

£(z) = (zie 15.4)

n=0

[L

(M) oy (1 L f£()az) 1 M __ M
= £ (o)l-lzui%} | < o~ R = 2,

Zn+1 2n Rn+1
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Het linkerlid is onafhankelijk van R; het rechterlid nadert tot nul
als R»«» enn > 1.

Dus
f(n)(O) =0 voor n > 1,
zodat
f(z) = £(0) voor elke z.
Hoofdstelling der algebra (15.6)

Een polynoom van de graad m » 1 heeft minstens één nulpunt.

Bewijs

Stel f(i) =a  +az+ ...+ amzm (a #0;5m>1).

Uit f(z) # O voor elke z volgt dat z) ot gehele funktie is. Nu
is —T—T begrensd in een omgeving van z = « (want |~T—Tl'* 0 voor
|z]|+=), dus overal begrensd.

Met (15.5) volgt dan ?{%7 = constant, dus f(z) = comnstant, in
tegenspraak met de veronderstelling dat f(z) een echt polynoom is.

Gevolg
Een polynoom van de graad m is te schrijven als het produkt van m

lineaire funkties.

Bewijs
Is f(z) een polynoom van de graad m, en is z,een nulpunt, dan is
£(z) deelbaar door z~z,:

£(z) = (z~2,) g(2)
waarbij de graad van g(z) gelijk is aan m=1. En zo voort.
Gevolg
Elk polynoom van de graad > 1 neemt elke waarde minstens éénmaal aan.

Want is £(z) het polynoom en ¢ een willekeurig getal, dan heeft de
funktie g(z) = f(z)-c minstens één nulpunt.

Opmerking: Een gehele transcendente gunktie hoeft geen nulpunten te
bezitten, bij voorbeeld e”.

Analytische voortzetting

Stelling. Zijn de funkties f(z) en g(z) (15.7)
in een gebied G analytisch en is f(z)=g(z)
in een omgeving van z € G, dan geldt £(z)=g(z) in G.

Geen bewijs.
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Laat gegeven zijn
. een funktie f,(z) gedefinieerd in een gebied G
. een funktie f,(z) gedefinieerd in een gebied G,
e D=G, N G, is een gebied
o in D is £,(z) = £,(2).

e definieren in G = G, v G,

() Jeo-{a s o
£(z) = .
fz(z) in G2
(Dit mag want in D stemmen f, en f, overeen.)

Het is duidelijk dat f£(z) analytisch is in G.

f1(z) heet de analytische voortzetting in G, van f,(z), f,(z) de

analytische voortzetting in G, van f,(z) en ook: f,(z) en £,(z)

zijn elkaars analytische voortzettingen.

Voorbeeld
£,(2) = (-D" 2" in G2zl <1
n=o

£(2) =5 («1)? —1 — (z-1)P
2 ; (1+1)27

in G,: lz=1 1 < V2

1+2

f(z) = — in G, v Gz'

Voorbeeld
£(z)

i

T}Z ontwikkelen we om z = QO:

f(z) = 2“’ z® voor lzl < 1.
n=0

Om 2 = =1:

S I T
£(z) = 5y = 3 gzo ( > ) voor |z+1| < 2.

Hier is de convergentiestraal gelijk aan de afstand van het dichtst-
bijzijnde singuliere punt tot het middelpunt.
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Reeksen van Fourier

Stel f(z) is voor |zl < R te ontwikkelen in een machtreeks om z = O:

£f(z) = Ef: @ z"
n=o

Met o = a' + ib' en z = r e 0:
n n n
iey _S— ' s ¢y W0 _ind :
f(r e7) = ;:o (a} + ib!) r* e Irl <R

u(r,0) + iv(r,0)

L]
u(r,0) = E (aé cos né - b! sin ne) r°
n=o

o3
v(r,8) = E (bé cos no + aﬂ sin ne) r®.
N n=0

+

Stel r vast, u(r,0) = u(e), v(r,0) = v(8), a = aa P, b = b; e,

5] = = - i
u(0) g:o (an cos nb bn sin no)
- .
v(e) = §=° (bn cos nf + a_ sin nd).

Dit zijn de geconjugeerde reeksen van Fourier.

Beschouw de trigonometrische reeks

00
+ a os + b i .
c, 5-1 ( n© nx , Sin nx)

Veronderstel dat deze reeks convergent is met som s(x). De reeks is
periodiek met periode 2n, dus s(x) ook.

Omgekeerd zullen we zien dat vele funkties die periodiek mod 2w zijn,
in een dergelijke reeks te ontwikkelen zijn.

Stel dus gegeven

s(x) =c  + %z;,(an cos nx + b sin nx). (15.8)

We vermenigvuldigen beide leden met cos kx (k geheel >0) en
integreren de reeks term voor term. (Op het bewijs dat dit geoorloofd
is, gaan we hier niet nader in. De reeks dient uniform te convergeren.)



o _
J s(x) cos kx dx =

Nu is
cos nx cos kx dx

-N
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T
cOJ\ cos kx dx +

-T

TC
coskxdx+bnj‘ sin nx cos kx dx} .

-7

OV B

T
J {cos(n+k)x + cos(n-k)x} dx
-n

Op dezelfde wijze bewijst men:

']
sin nx cos kx dx

*n

%
J sin nx sin kx dx
-n

%
f s(x) cos kx dx =

R

2nals n =k =0
= T als n =k >1 (15.9)
0 als n £k
=0 voorn 20, k>0 (15.9)
nalsn=%k2>1
= (1509)
0 als n # k.
2uc° als k = 0
Toa als k > 1.

Vermenigvuldiging van (15.8) met sin kx en integratie geeft:

7T
s(x) sin kx dx =

=T

Stellen we co =

o
]

k =
-

1

bk=1‘T

«T

%
j s(x) cos kx dx, k

b

kalsk}'l.

-;-ao, dan geldt dus voor de coefficienten

>0

n
J‘ s(x) sin kx dx, k > 1.
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Opmerking: Is s(x) een even funktie, dan is

:
= -2
b, =0ena = u11 s(x) cos kx dx. (x > 0)
o

Is s(x) een oneven funktie, dan is

T
[o]

U
a, =0enb = QJ\ s(x) sin kx dx. (x >1)

Omgekeerd. Stel f(x) is een funktie periodiek mod 2rn en integreerbaar.
Voldoende is dat f(x) gedefinieerd en integreerbaar is voor |x| <=.
We kunnen dan f(x) periodiek voortgezet denken.

De getallen

T
1
a == J\ f(x) cos kx dx (k > 0)
N (15.10)
1 P .
by = = J\ f(x) sin kx dx (k > 1)
n

heten de Fourier-coéfficienten van f(x). (15.10: formules van Euler).
De reeks

1 = ;
3a, + %_1 (an cos nx + b sin nx) (15.11>

heet de reeks van Fourier van f(x). Of deze reeks convergeert, en
of in geval van convergentie de som der reeks gelijk is aan f(x),
moeten we nog onderzoeken, '

Voorbeeld

De zaagtandfunktie. f(x) = x voor |x| <®n, en verder periodiek met

een periode 2x.

Dus f(x) = x - 2n% voor (2n-1)m < x < (2n+1)n. f(x) is een oneven

funktie, ‘
a

0 wvoor n > 0.

n
7 n+1
_2 . _+2(-1)
b = KJ‘ x sin nx dx = =S=——0. (n > 1)
()

Dus de Fourier-reeks van g(x) = % x is

co n+1
E S:l%___ sin nx.

n=1
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We zullen aantonen dat inderdaad g(x) de som der reeks is, dus

o
E::L'—q——sinnx=l voor |x| < =m.
n=1 n

n

Opgave a) Teken in één figuur de grafiek van de funktie %x en die

van de funktie sin X - 1 sin 2x + 1 sin 3x - % sin 4x,

2 3

voor |x} < =m.

Stelling., Is f£(x) gedefinieerd en differentieerbaar met continue
afgeleide voor [x| < m, met uitzondering van een eindig
aantal punten waar f(x) een eindige sprong maakt, en
zijn a en b de door (15.10) gegeven Fourier-coefficienten

van f(x), dan is de Fourier-reeks van f(x) convergent en

Lo

1 : 1
5 agt §=1(an cos nx+ b  sin nx) = 3 {£(x+0) + f(x-0)}.
Opmerkingen:
o F(c+0) = 1lim f(x)
Xic
f(c=0) = 1lim f(x),
Xtc

o« In een punt waar f(x) wel continu maar niet differentieer~
baar is, maakt f(x) een sprong ter grootte nul.

o De in de stelling genoemde voorwaarde is een voldoende
voorwaarde.

o f(x) is in In niet gedefinieerd; in &én dezer punten mag
f(x) een willekeurige waarde aannemen.
Indien men f(x) in beide punten wil definieren dan door
dezelfde waarde in verband met de periodieke voortzetting.

Bewijs
Denk f(x) periodiek voortgezet met periode 2n. Stel voor willekeurige ¢
N
1 .
sN(c) =3a + EL (an cos nc + b sin ne).
We dienen aan te tonen dat lim sN(c) bestaat en gelijk is aan

1 N-—=o
5 (f(q:O) + f(c=0)).
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Door substitutie van de formules (15.10) vinden we voor 8y(c) een
integraal-uitdrukking

want

of

n N x
sg(e) = 511-; J‘ £(E) 4 + > {%J‘ £(Z) cos nZ cos nc 4Af +
: n=1

- -
1 ("
+ - j £(2) sin nZ sin nc d;}
-7

T N :
1 J () [ +3 cos n (e-0)} az
n=1

=1 .Suuf(z:) 2in :’i‘;{;&:g) a (15.13)
-7
g:_r_:_ cqs ny ="Re %\;l"_ einy = Re {eiy i—};zf%}
= Re e'M':y %}
- mﬁ‘;; Re {% o (N+H)iy _ % eg,iy}

= TBT%T; {sin (N‘P!') J = 5in%y}

| N
> cos ny = z—gi—;-;_—y- > {sin (n+?) y - sin (n-3)y)

n=1

sin

= 5-—1—-;; {sin (N+}) y - sin 4y]}.

Van de uitdrukking (15.13) moeten we nu de limiet nemen voor New ,
We maken gebruik van het

lemma van Riemann-Lebesgue: (15.14)

zijn a en b constanten en is g(x) continu op [a,b], dan geldt

en ook

b .
1lim g(x) sin Nx dx = O,
N-» 0o 5

1lim g(x) cos Nx dx = O,

Nos o



PD-108

T
Bewijs. Iy =f g(x) sin Nx dx = TN g(y%l sin (Ny+x) dy
&5
L L
= j N g(y-f-.%) sin Ny dy = = jN g(x-ﬂ%) sin Nx dx
= T
a-ﬁ &-ﬁ
b n
= - IN -J‘ {g(x-ﬁ-ﬁ) - g(x)} sin Nx dx +
a
a
- 3(x+’-1%) sin Nx dx + g(x-il‘ﬁ) sin Nx dx
a-E : -
N N
dus

12Ty € ]éj @(X%) - g(x) ) ein Nx dx | +

+ | g(x+"ﬁ) sin Nx dx | + | g(x-t%) sin Nx dx | .

a b

=
=A=

ZijJ € > O gegeven,

g(x) is continu op [a,b] dus begrensd: lg(x) | <M en bij elke ¢ > 0
is er een N; te vinden zodat voor elke x en N > N, geldt:

lg(x+p) - gx) | <c.

Verder is |sin Nx| < 1
Dus

b
IEINI<J ls(x-'-%) ~ g(x) || sin Nx|dx +
.a '

+r Ig(x%) || sin Nx| dx +J‘b lg(x-c%)ll sin Nx|dx
n

I
a5 A b-N

< (b"a)s + ZM %o

Het lemma is niet direct toe te passen op de integraal in (15.13)
omdat de functie

1.
£ée) 2 sin 3(c-E)

niet overal continu is.

»
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Stel f(Z) maakt sprongen in 84y 859 eeey &y en stel a, <c <a

j j+1°
We schrijven de integraal uit (15.13) als de som der integralen over
[-m,a,1, [a 53,1y sc0y [ak.K]. Met uitzondering van de integraal over

[aj,a

j+1] is op elk dezer integralen het lemma toepasbaar, zodat
a

hEX!
lim sN(c) = lim % J‘ £() sin(N+%) (c~¥) ar.
J

N o Neoo 2 sin ¥ (c-¢

£(z)

De funktie 5 sin-}(b-{fris niet continu in f = ¢, maar de funkties

g(zin'%féfzg) en g(gin-%§232?) zijn resp. links- en rechtscontinu in

£ = ¢, omdat de limieten

£(Z) - £(e¢-0) . f£(E) - £(c+0)
2}2 2 sin #(c-Z) O éiﬁ 2 sin #(c-Z)

bestaan (en resp. gelijk zijn aan <f'(c-<0) en =f'(c+0)).
Dus is ook de funktie

1 ¢ =
ey {r) 72 ey - £(c-0)}

linkscontinu in ¥ = ¢, Analoog voor rechts. Toepassing van het lemma
geeft

. 1 ¢ 1 c -k

itzo ;'J‘ (c=¢) {f(g) 2 sin #(c~f) ~ f(c”o)} °
a

J

e sin (N+3)(c~Z) dZ = O,

lim %
N—soo

> sin 3(c-F) % ©

a.
J (e o
= £(c=0) lim '1‘y sin(N+d) (e=F) 4
N-sco ¢ -g
%3

want de limiet in het rechterlid bestaat. Namelijk

lim Jp sin(+3)(e=B) 47 - (¢ - g = 21)
N+ c-Z

%3

&
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lim

Lin fc'aj) ein(Me o)
Now OT+%)(c-aj) ek fg—i%-’-‘- dp = 3=
° 0
(zie onder)
Dus .
Ha o f pe) PRI ar - 1(e-0)
%3
en analoog a
;Eﬁ, % J~j+1 £(2) §i§§gfizéfg ) @ = 3#£(c+0)
&

zodat _
1lim sN(c) = $(£f(c-0) + £(c+0)).
N-soo

Hiermee is (15.12) bewezen.

We berekenen op twee manieren de integraal van Dirichlet:

f si:;p: dp = in‘ (15.15)
0

iz
» Met complexe integratie wan de funktie £;~. Zij K de volgende

contour: van z = R langs halve cirkelboog om z = O in Im(z) 3 O
naar z = =R, langs reele as naar z = =5, langs halve cirkelboog
om 7z = 0 in Im(z) L O naar z =6, langs reéle as naar z = R.

eizz. eiz
f———dz=21ti.res(van-—:’mz:O):Zwi.m
P z c
K O
~ R

-R
Dus .
eiz eJ.'bt:":Le.'].[)e:rLe P eip 3 eiv"
— Az + de + —— du + - dp = 2ri.
z 6 10 B »
C ) o 6

C hebben we in Im(z) > O genomen, omdat dan

eiz
lim J\ " dz = 0. (Ga na)
Roo C
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dus j, em
T du = ni

L
(@)

(uiteraard; integrand is oneven)

f 603 B dp

{1}
k)
°

f si;l B dy

o Beschouw de functie van p
I(p) =£ﬂ 52'-;1_}1_ e gy,

(voor p > O uniforme convergentie)

arlp) _ | inp e P* gy = - —1
dp s L p? +1

en I(p)-0 als p-w,
Dus

I(p) = arctan p "'i“

en
sing -1
o

1(0)
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Opgaven
a) Bewijs:

Is f(x) periodiek met periode p, onder dezelfde voorwaarden als
in de stelling (15.12) op bladzijde 106, dan is

3 {f(x+0) + f(x-0)} = 1l 4-2“ (a_cos ELNX .y gin g_1_:_n_x_)
2 2 o = n P n P

a P cos
nl _2 2nnt
. }- pj 2(t) g, 228 gt

b) Bewijs:
iu voor ¢ > O

-7"1: voor a €< O

¢) Bereken de Fourier-reeks van de funktie (periodiek met periode 2n)

£f(x) = sin %x voor - n K x < *®,
d) Ook van f(x) = x sin x voor - T £ x < W,
e) Ook van

x voor 0K x
f(x) =] 1 voor 1 <x
3=x voor 2 <

»
AN A
W=

met f(x+3) = £(x).

We beschouwen opnieuw (zie bladzijde 92) de integraal

2a) = 5o [ £2) oy

c

waarbij £(z) analytisch op en binnen de cirkel C om z = O met straal R,

o

ena=r ei(p. f(a) = £(r ei(p) = ulr,p) + iv(r,p).
u(R,p) = gle); v(R,p) = h(p).
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f(a) = ulr,p) + iv(r,9) = (e)r+ ihtquﬂ)j de

(" =— ! in(e-8)) .,

g;j {g(0) + 1h(e)}{§n=:° (ﬁ) inle }de
%

19
A" J (g(6) + 1n(0)) o120=®) g ()

-
(r < R; uniforme convergentie)

z = R?/& 1igt buiten C, dus

£(z) _ (8) + ih(e) _
o=21tij.z-32/a ,“21(\[ f R JENCR) 48 =
=T
I g(e) + ih(8) a0 =
T 2=n R (4 _ & ~i(p-08)y i(¢p-0)
- R
=5 j{s(e) + in(e)) L o1(0-0)S (my® -inle-0)yg _
o n=0
= %%}: (%)nf({g(e) + in(e)} e~in(v=0)4g (**)
n=1

qt

g(8) en h(8) zijn periodieke funkties met periode 2=,
Stel a en b zijn de Fourier-coéfficienten van g(8), c, en dn die

van h(9). Uit (*) en (**) volgt
u(r,p)= iao+ %Z(%)nr{g(ﬁ)cos n(p=-06)-~h(6)sin n{p-6)} 46
n=1

v(r,p)= -‘-zc°+ -—Z(E) J\ {g(0)sin nlp~0)+h(8)cos nlp=-6)} do.

o0 ¥ (1
%g(ﬁ)nf (g(6)cos nlg-0)+n(6)sin nlg-6)) 6 = 0

=T

"
o

Z(r j {~g(0)sin n(p=0)+h(8)cos n(p-8)} 4o

-
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en hieruit:

" e ’ - :
ulr,p) = iao + %21 (%)nj g(8) cos nlp-6) dod
n=
-
n
l =. (& ;
= ga  + E;; (R) {an cos np + bn sin np} (15.16)
1w ,pr.n ("
vir,p) = ico + = § - (ﬁ) ‘J\ g(®) sin n(p-8) dd
n=

-7

Jo + ng” " (a_ sin mp - b_ cos np}  (15.17)

De reeksen zijn convergent en de relatie geldt als r < R.

Hiermee zijn de harmonische funkties u(r,p) en v(r,¢) voor een punt
binnen de cirkel uitgedrukt in de reeksen van Fourier voor een punt

op de cirkel.

Laten we het punt a langs de straal naar de rand gaan (f is analytisch,
dus g en h zijn nette funkties), dan krijgen we de reeksen van Fourier

voor g(p) en hip).

Bewijs zelf: d =a 3 ¢ = -b voorn > 1,
} n n n n

Voorbeeld

De funktie f(z) = log (1+z) is in elk punt z # =1 regulier.
Zij r <1, lel < =,

f(r eiw) =log (1 +r eiw)

co n-" .
z LZ%l——— i B u(r,q) + iv(r,¢),
n=1

(1)

- -]
n
dus ulr,9) => ———— r cos ny
n=1

oo n-1
vir,o) =:E::-£:ll—-— r® sin ne.

n=1 n
-
_ (1"
Dus (vgl.boven) a = o

de ons bekende zaagtandfunktie h(y) = }¢. De geconjugeerde hiervan is
dus

(n 21) enb =0, Voor r = 1 is v(1,¢)

log (1 + et9) - g

I
~
{
Py
~

i}

gly) = cos ng

~Fig + e%iw) = log (2 cos 1¢).

]
=
o

()
N
(0]
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16. Konforme afbeeldingen

Door een analytische funktie w = w(z) wordt een afbeelding tot stand
gebracht van (een deel van) het z-vlak in het w-vlak.

Een voorbeeld hiervan is de lineaire transformatie w = %ﬁ—f—%.
Laten K, en K% twee krommen zijn in het z-vlak met snijpunt Z,s

: ] ?
en w , K1, K% de beelden.

Stel K, : z = f(o)
Kz s zZ = E(T)"

dan
K} : w=F(o) = w{f(a)}
K} : w=G(1) = wig(t)}.

Beschouw de raaklijnvectoren t, en t, in z, resp. tf en t} in We

De richtingen van deze vectoren worden gegeven door %%, %%,

do dz"do dt dz"dT

4,(K1 'Kz) = arg df _ arg g _ arg (g—g/g%)

do dt
dF dG dF 4G
L(K!,K!) = arg 35 - ArE g7 = a (EE/E?)'
Dus in de punten waar %% # 0, is de hoek tussen twee krommen gelijk

aan de hoek tussen de beeldkrommen zowel in grootte als draaizin

(E; is t.o0.%. t over dezelfde hoek gedraaid als E; t.0.v. gzn.l. over

1

gaw *
de hoek arg dz)' (*)
Verder is

dw
[yl = 'a; e,
dw

¥ — —

0] = 18 I1e,

dus de door de raaklijnvectoren opgespannen driehoeken zijn gelijk-
vormig.

&
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1
gevormde driehoekjes infinitesimaal

Zijn z, en z, punten op K, resp. K, met beelden w, en w, dan zijn
2 2
gelijkvormig. (**)

de door Zoy Z,9 3, CRLW . W o4 W

Een afbeelding met de eigenschappen (*) en (**) noemt men konform.

Samenvattend: ‘
De door een analytische funktie w = w(z) gegeven afbeelding is in

de omgeving van een punt z, konform indien %% in z, bestaat

en ongelijk aan nul is. - (16.1)

Voorbeeld. w = z geeft geen konforme afbeelding; de draaizin der
hoeken is tegengesteld.
De funktie w = z is dus niet analytisch.

Voorbeeld, W = ——=¢ == =
De afbeelding is konform in z # - % als ad-bc # 0.

Voorbeeld. De transformatie van Joukovski,

1 1
W = 5 (z + ;) | (16.2)
is analytisch in z # O.
dw 1 1
dZ = 2 (1 - zz)'
aw = 0 voor z = ¥ 1.
dz

Het beeld van de eenheidscirkel z = ele, -n <6 Ln is het

)
. /"\A N
\0/ -1 - o) 1
-D Z‘Uca«b M"v’ea’k

lijnsegment w = cos 6 of -1 L w £ 1, waarbij =1 < w < 1 dubbel-
overdekt is.
De afbeelding is konform voor z # % 1.

6
Het beeld van de concentrische cirkel z =7 ei s * constant,

w =+ (r eie . o e-ie)
T2 T
1 1
of {u—Rew-z(r+;)c056
1 1
v=Inw=3 (r - ;) sin6 .
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Dit is de ellips
v . v
1 12 1 1,2
E (?+;) E (r-;)

°

Deze ellips is ook het beeld van de cirkel z = % eie met dien verstande
dat de beelden van r e16 en % éia gespiegeld liggen aan de regle as.
Y
v
(o
G

’

E=G’

w.viak

z-vlak
Zowel het gebied O < [z| < 1 als 1 < |z| worden afgebeeld op het w-vlak
waaruit weggelaten -1 L w L 1. +
Het w-vlak wordt dus op de punten w = = 1 na, dubbel overdekt,
Dit is ook te zien door bij gegeven beeldpunt w het origineel te

bepalen: z = W ¥ VW¥7. w = = is het beeld van z =0 en van z = o,
De gevonden ellipsen zijn confocaal; de brandpunten zijn
1 1.2
¥ vE (I‘-F:II:)2 - % (r-;) =21,

Het beeld van een halfstraal z =r eie, O0<r, 8 constant, vinden we

door eliminatie van r:

2 2
u - Y = 1

cos?8 sin?8

dit is een tak van de hyperbool met brandpunten t 1, waarvan
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y
P - =~
/ol OB
[ %] .
V- n
D
F ~1 -7
z-vjiak w-vjlak

de asymptoot een hoek 6 met de u-as maakt(volgt ook uit de konformiteit
der afbeelding).

We kunnen ons dit als volgt voorstellen.
Het gebied |z| < 1 en het gebied lz| > 1 worden afgebeeld op twee

afzonderlijke w-vlakken: W, en Wz‘ In beide vlakken onderscheiden we

aan het segment -1 < w < 1 een boven~- en onderkant en de bovenkant in
W, of W, wordt geidentificeerd met de onderkant in W, resp. W,.
Het aldus ontstane oppervlak noemen we het Riemann-oppervlak behorende
bij de funktie w = % (z+%). Met elk punt w van dit oppervlak correspon-

deert één punt z. Dit Riemann-oppervlak bestaat uit twee bladen. Het
segment =1 < w < 1 is de coupure

1 B Wz

c

al
o

z-viak Wy boven w2
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Opmerking: Een randwaarde-probleem voor een dubbelgeteld lijnsegment
of voor een ellips kunnen we dus transformeren in een randwaarde~
probleem voor de cirkel. Op de oplossing passen we dan de inverse
transformatie toe,

We beschouwen de transformatie vah Joukovski nader.
Stel

z=r e = o o1f
w=d (@, om0y | oen ok 10)
{u = cosh y cos @
of X X
v = sinh usin 6.

Met L =1 + 10 is hierdoor een konforme afbeelding gegeven van het
{-vlak in het w-vlak, op te vatten als het product der afbeeldingen
1

Lz met z = eC en z »w met w = 3

(z+2).

Door de afbeelding
(16.3)

wordt het z-vlak oneindig vaak overdekt: elke strook

-% +2kn< 6K ~-n + 2(k+1)n, k geheel, wordt afgebeeld op het z-vlak,
Hierbij gaat de puntverzameling {p=0, -n+2k <6 £ -n+2(k+1)n } over in

de eenheidscirkel in het z-vlak, de punten met p > O en u< O
opvolgend in het buitengebied en binnengebied van die cirkel.

De inverse afbeelding [ = log z is een meerwaardige funktie (hier
oneindig-veelwaardig).

Is ¢ = (log z), de éénwaardige funktie met - m < arg [ < ®, dan
corresponderen via de funktie [ = log z met punt z de punten

g = (log z), + 2kmi.

)
k=2 E
n D/
E
k=1
1 /C_I G
~ks0 a/1®
U
=T |
k=-1 N M
3
g-vlak | vlakken 1Z, bove;w elkaar,
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.Om het bijbehorende Riemann-oppervlak te vinden, beelden we elke strook
af op een afzonderlijk z-vlak: Zk.

Aan de negatief-reéle as in z& onderscheiden we een onder- en bovenkant.
De bovenkant in % wordt geidentificeerd met de onderkant in Zene
Dit oppervlak heeft oneindig veel bladen.

Voorbeeld. De functie

w = 2%, n geheel > 1 (16.4)

n-1

met de afgeleide dr is voor n = 1 in elk punt konform

nz
dz
(uiteraard) en voor n > 2 in z # 0., We zien dat arg w = n arg z en

arg dw (n-1) arg z.

Met elk punt z correspondeert één punt w, maar het w-vlak wordt n maal
overdekt,

2 vlak a0~ vlake

Elke puntverzameling z =r ele, k 2r < 6 < kel 2n (k = 0,1,000,n=1)
n n

wordt afgebeeld op het w-~-vlak.
De inverse funktie

1 1
Y Hlogz
zZ2 =W =€

is een n-waardige funktie.
Nemen we als coupure weer de negatief-reele as, dan ontstaat het
Riemann-oppervlak als volgt.

Zk: n< 0 g %ﬂn worden afgebeeld op het w-vlak W

De punten met k

(k = 041500.,n=1). Aan de coupure onderscheiden we weer een boven~- en
onderkant en de bovenkant in W, wordt geidentificeerd met de onderkant
in Wk+1 voor k = 0,1,...,n=2, de bovenkant in Wn_1 met de onderkant

in Wo. Dit Riemann-oppervlak heeft dus n bladen.

Dwarsdoorsnede.
a Mww>o M <o
1 N
2 O
£ 1\-2'

mn-i
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Voorbeeld. w = z°2.

C/ ~/\A JE

Opmerking: Voor n- « is
9

z =wia 1+ 1 log w
n

dus n(z=1) ~ log w,

Het Riemann-oppervlak gaat voor n-e« lijken op dat behorende bij
L = log w,

Voorbeeld

We beschouwen de 'lens'" in het z-vlak gevormd door twee congruente
cirkelbogen door z = =1 en z = 1 die een hoek o met de reele as maken.

= % Zg‘ﬂ
z-véak Aﬂ_uaxk

Is er een funktie w(z) die als beeld van de lens de eenheidscirkel
geeft? Voor a = 0 zal dit de funktie

1 1
) z = i'(w + ;)

zijn,
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Vanuit elk punt z op de lensfiguur (z # ¥ 1) zien we het segment
-1 £ z £ 1 onder een hoek n~a, terwijl dit voor het beeldpunt in is.

Anders geschreven arg(z-1) - arg(z+1) = arg ——::2 = [ eq
en arg(w=1) - arg(w+1) = arg wi% = %u
dus apg "=l - & arg 221
& w+1 ~ 2(n-a) 2¥8 217
0.1 2 - %i‘-‘- .
dus (zie bo )EZl = (&= 2in-a of 221 _ (E:l |
us \z ven ey E-:;‘- o e Ml S o
Py 1
Controle: @ = 3T =P W=z
N w=1 2= A . 1 1
@ =0 = == (_z+‘l) waaruit volgt z = 3 (w + ).

We bepalen -dl'-.

dz »
We1 .4 z=1
log 577 = 2n-a) log o
( 1 - 1 ) _d_.!’_ = 11 ( 1 - 1 )
W w+1’ dz - 2(m-a) ‘z-1 z+1
- dw n w?a1

of

dz 2(11’-0-) 22-1

De afbeelding is dus konform in de punten z # ¥ 1. Dit is niet in
tegenspraak met de boven gevonden hoeken n -a en in « De lijnstukken
vanuit w = £ 1 naar punt w zijn niet de beelden van de lijnstukken van
z = ¥ 1 naar punt z.

Het gedrag in de omgeving van z = 1. Stel z=1 =7, w=1'= o
2a
2-"%
Lo (=TT
2+( 24w
2(1-2) ~2(1-&
1 1 4= 1 n 1
of 58 (1 + 'Z-C) = ('a-m) (1« 20))

.« (1-(1-By + 522 G-B) 2 + L. )
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Dus in de omgeving van z = 1, = 0O:
20,
2£2 201-%)
c= 2 w + eso °
« _
argc= 2(1"'1?) arg w + oo
1
arg w = -2-*n:=;argg = M=0.,

Randwaardeproblemen voor een lensfiguur zijn met behulp van bovenstaande
transformatie op te lossen.

We noemen hier een stelling, die direct volgt uit de afbeeldingsstelling
van Riemann. '
Iedere gesloten kromme K die een enkelvoudig-samenhangend gebied omsluit,
is met dit binnengebied konform af te beelden op de eenheidscirkel met
binnengebied. De afbeelding is eenduidig bepaald, indien we van een wille-
keurig punt binnen K en een richting door dit punt als beeld de oorsprong
en de richting der positief-reele as voorschrijven.

- Voor een bewijs zie men bijvoorbeeld Z.Nehari, Conformal Mapping (New

York, 1952), bladzijde 175 e.v.
De stelling leert dus dat twee dergelijke krommen met hun binnengebied

konform equivalent zijn.
Er bestaat een numerieke methode ter bepaling van deze afbeelding voor
het geval K een bijna-cirkel is (d.w.z. K ligt in een ringgebied).

Zij K gegeven door
z =T (1 + ef(0)) ele, r, constant.
We willen K met binnengebied G door een funktie w = w(z) afbeelden op

C: w=Reiq’

met binnengebied D, waarbij de constanten R en de funktie $(6) bepaald
moeten worden. -
Stel w = 2z + ¢F(0) en ¢ =0 + €¢(8).

Dan is F(8)
-7;—)

log w = log (2 + ¢F(B)) = log z + log (1 + €
= log r_+ 18 + log(1+ e£(8)) + log(1 + cE%?l)
= log r + 16 + ef(8) + ¢ Fif) + 0(e?)

_ : 11 s )
= log T+ i0 + ¢f(8) + cro m e F(@)+ 0(e?)

-if
log r + i8 + e¢f(®) + ¢ er F(O) + 0(e?2),
i o

Anderzijds is log w = log R + i0 + ie¢
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-i8
log R + iy = log r + ef(8) + ¢ F(o) + 0(e?)
o
R=r°
1p = £(8) + = ™0 F(8) = £(8) + - (G,(8) + 1 G,(8))
o o

;
0 = £(8) + 7= G,6)

9(8) = = a,(e).
o

Hieruit volgt G, (8) = - r_ f(8).

(o]

G is een complexe funktie op de eenheidscirkel, dus (zie 14.10)

of

1 (2" 1
G,(8) = 5= G, (x) cot 5 (8-x) dx
o
1 2" 1
p(0) = 57 f(x) cot 5 (x-8) dy
[o]

(voor integraal CHW nemen).

De afbeelding

ei(6+8¢(6))

w,(z) = r,

geeft een eerste benadering van de gevraagde afbeelding.
Zij K, het beeld van K bij de funktie w, (z). Op K, kunnen we dezelfde
methode toepassen.

Opmerkingen

Men kan ook werken met geconjugeerde reeksen van Fourier
i.p.v. met de geconjugeerde integralen.

Een randwaardeprobleem op een langgerekte kromme L kan aangepakt
worden als volgt. Neem een lijnstuk binnen L. Transformeer het
lijnstuk in een cirkel (Joukovski). Hierbij gaat L over in een

bijna-cirkel, (::::::::::::::::§

Iets dergelijks bij een profiel-kromme L, die in één punt P niet
glad is. Neem een lens die in P aan L raakt. L

G

Transformeer de lens in een cirkel (zie boven). Hierbij gaat L
over in een bijna-cirkel.
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Met de geschetste numerieke methode kan men een benadering vinden van

de afbeelding van een vierkant met binnengebied op een cirkel met binnen-
gebied. Men kan deze afbeelding ook verkrijgen met de formule van
Schwarz-Christoffel door het boven halfvlak af te beelden op het vierkant
met binnengebied, want dan levert de inverse afbeelding hiervan, gevolgd
door een lineaire transformatie, die het afbeeldt op de cirkel met
binnengebied, de gevraagde afbeelding.

We proberen hier rechtstreeks een funktie f te bepalen die het halfvlak
Im w > 0 in het we-vlak afbeeldt op een rechthoek ABCD met binnengebied
in het z-vlak.

B N

z=vlak w-vlak

Ly B

Stel A, B, C en D zijn de beeldpunten van z = 0, 2z = b, 2 =b + id,
z = id en stel

£(-1) = 0, £(1) = b, f(-;;) = b + id

id met 0 < k € 1.

£(-)

De hoeken ter grootte m bij A', ... moeten overgaan in hoeken ter
grootte 4nx bij A, ... . We proberen daarom (vergelijk de afbeelding

z = W in de omgeving van w = 0)

dz _ c
W ) w1 we) (e

en wel, in verband met de verandering van het argument van de betreffende
factor en het gegeven b > 0, 4 > O,

%:7 = e - (1+w)%(1-w)%21+k1fl)%(=1"-kw)% ale -1 < vt
i (1+w)’}(w-1 )%::1+kw)%(1-kw)% als 1W<y

) (1+W)%(W-1);21+kw)%(kw-1)% aie % <
) (-1-W)%(1-w;;(-‘l-kw)%ﬁ-kw)? als w < - 11?
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=% als - % <w < =1,

) (-1-w)%(1-w)%(1+kw)%(1-kw)§

We gaan na dat de funktie

w .
z = f(w) =;Y g(C) dg
-

de vereiste afbeelding tot stand brenst.

f(=1) = 03 f(w) is reeel als =1 < w < 1; stel £f(1) = b (eventueel door
vermenigvuldiging met een constante); f(w) is gelijk aan b vermeerderd
met een zuiver-imaginair getal als 1 < w < %; stel f(%) =b + id

f&'(C) ag =f g(C) df (substitueer L= %—),

1 u

i o

J1 g(C) dg = %[ g(C) dC j‘ g(r) a; =\y g(C) a

dus f(-%) =b +4id - b = id.

1?7. De transformatie van Laplace
Vooraf iets over de gammafunktie

r(z) = 4\ e~V 27 dv,

waarvan de convergentie aangetoond kan worden als Re z > 0.

Voorlopig nemen we z reeel, dus
(17.1)

® 00
r(x) = J’ eV v 1av, x>o.
o
Blijkbaar is I'(x) >0 als x > 0. Partiele integratie geeft

. - o
J*be-v Flax = [V v 11+ (x-1) J‘ e’ vx~2dv,
P [s] o
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dus

Ir(x) (x=1) I'(x-1), x > 1 (17.2)

en
r(x)

% r(x+1), x > 0. (17.3)

We berekenen enkele waarden.

r(1) = ‘Y eV av = 1,

o
dus met (17.2) en de afspraak 0! = 1,
r'(n) = (n-1)!, n geheel > 1, (17.4)

(De gammafunktie, één van de funkties van Euler, is een generalisatie
van de faculteit-funktie n!)

©O ©0
- - Y
I‘(:]a-)=J\evv;“rdv=2yeu du (subst. v = u°)
o
dus 2 2 ° x? ® ey?
(r) =u{re'u du}2=l+f ¥ dxje-y dy
o )
® op2?
= (poolcodrdinaten) = &4 l de J‘ e Trdr ==,
)
r(%) = Vn (17.5)
Voor x £ O bestaat de integraal in (17.1) niet.
Voor x < O definiéren we I'(x) door de relatie (17.3) geldig te verklaren
voor x < 0., Bijvoorbeeld

2 4 4 1 4
I‘(-%) = - -3- I‘(-E) = + 3 P(-a_-) = -5 Vr.

Inx =0, =1, =2, ... heeft I'(x) enkelvoudige polen, hetgeen men kan
afleiden uit (17.3)

r{s) = % (1 +6),

r(-1 +6) = r_,]—la-;g'r('l +6), enz.,
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(x)

Opmerking
In sommige boeken vindt men de funktie N(x) = I'(x+1).

Opgaven.

pry

a) Bewijs: TI'(m + l) - fam)t Vr, m geheel >,0.
2 P

2m
b) Bewijs: TI'(~m +’%) = (-1)" %EE%%L Vi, m geheel >1, ook geldig

voor m = O,

De transformatie van Laplace wordt gebruikt bij het oplossen van
differentiaalvergelijkingen., Ter inleiding beschouwen we de diff.vgl.,

F1(t) + a F(¢) =0
-at

waarvan de oplossing gemakkelijk te vinden is: F(t) = F_ e

als F(0) = F_. °

Vermenigvuldiging met e geeft
Fr(t) e"Pt 4 & F(t) P = 0.

Stel p zo groot, dat we kunnen integreren tussen O en o

i
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o0
j\F'(t) e Ptit + a f F(t) e P¥ gt =0

0

of [F(t) e Pt & (p+a) f F(t) e Ptat =0
° (o]
v F
dus \fF(t) e Pt ¢ = 2,
p+a
o]
Nu is Jwe-(p+a)t dt = A
ra p+a
dus F(t) e-ptAz F, o~ (pralt
of F(t) = F_ 2%,

Onder de Laplace-getransformeerde van F(t) verstaan we de funktie
van p:

L(Ft)) = f F(t) ¢ Pt at, (17.6)
s |

als deze integraal voor voldoend grote p > O bestaat.
Men toont gemakkelijk aan

L7 +F)= L{E)} + £(5)

en

L E) =c L) (17.7)
Jﬂ F(n)(t) e Ptat = [F(n'1)(t) e°ptjm + p‘y F(n'1)(t) e Ptat
o o Y%
dus

Lr® @) = - 7m0 v p L(FV)) @y 1)

en hieruit

L™ (1))

n-1

p? LiFe) -5 oI F oy (17.8)
j=

i

(n >1)

Voorbeeld.

Een massa m, bevestigd aan een veer met veerconstante C, beweegt zich
lineair onder invloed van een kracht K(t).

K(E)

NN



Voor de plaatscoordinaat x(t) geldt dan

2
m -:-t—f = K(t) - C x(t)

of
m X(t) + C x(t) = K(%).

stel £{x(t)} = x(p), dan is (zie 17.7, 8)

m(p?2 X(p) -~ p x(0) = x(0)) + C x(p) = k(p)

mp x(0) +m ;(O) + k(p)
mp? + C

}_C.(p) =

PD-130

x(0) en x(0) moeten dus bekend zijn, en we dienen de funktie te kennen
waarvan het rechterlid de lLaplace~getransformeerde is. We moeten dus een

tabel maken. Stel f(p) = L{F(t)}

F(t) f(p)
g8 I'(n+1)
n+1
P
n n!
t pn+1
at 1
e —y
cos bt —B
p2 +b2
sin bt b
p2 +b2
cosh bt . S
p? =b?
sinh bt 2" .
p° ~b
eat F(t) f(p-a)

n > -1

n geheel > 0

(17.9)
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Voor het terugzoeken zijn nog van belang

F(t) £(p)
.(n_-:]ﬂ_? eat tn-" .(__1_)...5 (n geheel >/1)
p-a
eat cos bt —p=2
(p~a)? +p?
%- eat sin bt ———-—%—-—;
(p-a)’ +b
Opgaven.
. Bewijs: {t sin bt} = —2B
i (p? +02)?2
N 2 .2
en Lt cos bt} = R -b
(p?+b2)?
Berekeningen.
ny, _ ( .n -pt .. 1 (. . \n -pt 1
. dam - f AT ‘—-pn”j (pt)™ ePta(pt) = —Lr T(ne).
o )
. n geheel > 0 =T (n+1) = n!.
R TICCNN (e S TR I
o p-a

« Stel s(p) =o€{sin at}, c(p) = o (cos at }

(-]

-pt . 1 -pt ® _p
e sin at dt = -=— [e cos at] - & c¢(p)
a o @

s(p)
0
=--;T-§c(p).

Ook s(p) = = 1 [e'pt sin at] + 2 ¢c(p) = 2 c(p).
Y o p P

Hieruit volgt s(p) = 25' ol c(p) = —B—.
p +a p°+a
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Ook als volgt te zien

iat 1
of of{cos at + 1 sin at} = P—-ﬂi—.
P +a
_a at -aty 1 1 i _ P
o o\f{coshat}_ztf,(e + e }‘2(pa p+a)" r—
p-a
ée{sinh at}) = —>—,
p2-a?
. L2t r(t)) = f e~ (P=a)t piyy at.
0
=1
o : a‘f( 11'1-—11F eat g } = f(p=-a)
_ 1 n-1, _ a
als f(p)-x{mt }—pn.
’ at
o f,[e cos bt} = f(p-a)
als f(p) = Jf[COS bt} .
Analoog voor eat sin bt.
Stelling - (17.10)
Indien voor Re p = p_ de integraalkr e Pt F(t) dat = f(p) bestaat,

o
dan bestaat zij voor alle p met Re p > Py- Bovendien is in dit halfvlak

f(p) een analytische funktie van p.

s . 1 s :
Opmerking: Dus 5in 7p kan niet als beeldfunktie optreden.
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Bewi jo: /4/
77

b

ol
1
I

a «p t
lim ‘f e ° F(t)dt bestaat, dus bij gegeven € > O is er een b zodat

a ~»0o ®op t

P
alle a > b Ife ° F(t)atl <e.
a

a _ a =-(p-p_ )t -p t
5 e~Pt p(t)at =j e ° " ¢ ° m(t)at.
o} [

Zij €4 > O gegeven

« -(p-p )t ® -p T
1| omPt F(t)atl=|-fe ° a(f e ° F(r)ar )
a a t

~(p=-p )t -p 1
=1-fe ° (ﬁ ° F(r)dr}at
t

a

" =(p~p_)t -p,t
- (p-p,) j‘ e ° {re ® F(zx)dtlat |
a t

-(p-p )t -P,T
e |- (p-po+1) e {] e F(x)dat }at |
a t

Slp-p 1l Jle i) e F(t)dzldt
a

J“‘Ie-(p-po)t

$|p-p°+1| € ldt < e,
a
als a > b, en Re p > Po°
Dus f(p) bestaat voor Re p > p . Analoog bewijzen we dat dggp)

bestaat voor Re p > Pye

Uit het voorbeeld op bladzijde 129/130 blijkt, dat we niet alleen bij
een beeldfunktie de originele funktie dienen te kenmen, maar ook de
funktie waarvan de getransformeerde het product van twee beeldfunkties
is.
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R @
Stel f(p) =j‘ e~Pt F(t)dat, g(p) = fe'Pt Gg(t)dt.

o o .
Gevraagd de funktie H(t) waarvoor geldt

| é“e-pt H(t)dt = £(p) glp).

We veronderstellen F(t) en G(t) absoluut integreerbaar over [0,=).

j\e-pt F(t)dr j‘ e™P% G(r)az

[} o
fn fe""(”’:) F(t) G(¢)dv dE.
t=0 &=o0

Stel Tt =1, t =1 + Z.
Uit 0 K 7 en O L £ volgt voor de integratiegrenzen O L t en 0 L 71 L t.
Ock meetkundig te zien.

Dus

£(p)g(p)

£(p)g(p)

jﬁ f e PY P(x) G(t-r)dt ar
t=z0 T=0

t
l‘ F(t) G(t-t)dz).
=0

1]
?6

De>uitdrukking
t
I P(1) @(t-t)dr (17.11)

=0

heet de convolutie-integraal (vouw-, Faltung) van F(t) en G(t), aan
te duiden als F(t)*G(t).

Du
i £ (ree)} L la(e)) = L{F(t)*a(e)).

Bewijs zelf:
F(t)*a(t) = G(t)*F(t).

v

Voorbeeld
gl s e 2 L0
p -
. .
I {j ePT P(t=T)g 3 _ L (bt _-2_% (e=2bt 1))
o

=$C{-2-% (% - 7Pty - l’(%— sinh bt } .
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Voorbeeld

t
of{f F(rdarl=L (F(£)} . £ (1} == L (F(£)D.
[+

1
P
Dit is geen nieuws: stel F(t) = $'(t) dan is

t
L] Fras)= L1 - 9(0) = L)) - L 6(0)
(o]

en %ot {r(t)} = % o (91(£)) = % (pL{ o (£)) - 9O},
Voorbeeld
Een massa m, bevestigd aan een
/// veer met veerconstante C, beweegt
///* zich lineair onder invloed van een
) ( kracht K(t) en een demping (bv.
=TI YTV r— 3
pa| K(t) door een vloeistofbreker). Op het
pd Eﬂa ', tijdstip t heeft m de uitwijking
/// x(t). Voor niet te grote uitwijkingen
7 is de veerkracht gelijk aan -Cx(t).
De demping veronderstellen we gelijk
/ aan "DX'(t)o
Dus
m x"(t) = K(¢t) - C x(t) - D x*'(¢t). - (17.12)
Opmerking
Een dergelijke vergelijking vinden we bij een electrisch circuit.
R
E(t)

L L q"(t) + R q'(t) + F q(t) = E(t).

Met x(p) =€ (x(t)) en k(p) =&£ {K(t)} vinden we

(m p? + Dp + C) x(p) = (mp + D) x(0) + m x*(0) + k(p).
(17.13)

We beschouwen (17.13) nader.
Is het rechterlid als geheel op te vatten als het beeld van een
opgedrongen kracht ?
x'(t)
De termm x*(0) -

x'(ti<maakt in t = O een sprong ter
grootte x'(0) (zoiets als een
oneindig grote versnelling: een stoot). t—>
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In plaats van x'(t) beschouwen we de funktie

0 als 0 K t < T-6
1

u(t) = 35 (t=T+8) als T-b £ t £ T+b
1 als T+6 < ¢t

en in plaats van x"(t) de afgeleide van u(t):

0 als 0 <t < T-6
a(t) = é% als T=6 < t < T+&
0 als T+ < ¢t
u(t)

T - %
T+d
E(p) = fd(t) e-ptdt = élb- j e-ptdt = e‘pT _s._j;;Lll_b_R
o g P

1im d(p) = e"PT; 1im 1im d(p) = 1.
6V o Tdo 6V o

d(p) is de beeldfunktie van de funktie d(t), die we beschouwden i.p.v.
x"(t). .

lim d(t)
b¢/o
groot voor t = T),

def

5(t=T): de b~funktie van Dirac (nul voor t # T, oneindig

Slordig geschreven

‘ jpe’Pt 6(t-T)dt = e PT,
Q
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Voor T = O is het beeld van de '"versnelling" 6(t-T) gelijk aan 1.
x'(0) is hier een veelvoud van en m x'(0) is dus het beeld van een
kracht. ‘

Opmerking. :
Omdat d(t) = é% u(t), verwachten we lim u(p) = 1 e'PT.
6o P f
- * -pt
u(p) = u(t) e *-dt
°
T+6 @0
= é% (t=T+05) e Ptat & j\ e-ptdt
T=6 -6
= (na enig rekenwerk) = —1; e~PT sinh &p
bp
lim u(p) = 2 e PT~ lais 7o,
6V o P P

De term (mp + D) x(0)

x(t) maakt op t = O een sprong ter grootte x(0) (zoiets als een
oneindig grote snelheid op t = O: een onbegrensde positieve versnelling
gevolgd door een onbegrensde negatieve versnelling).

In’plaats van x*'(t) beschouwen we nu niet de funktie d(t), die sprongen ,
maakt, maar de funktie (0 < ¢ < 6):

-
0 als 0 € t € T=b-¢
1
T6e (t=T+b+¢) als T-b~c < t £ T=-b+¢
a (t) = 513 als T-b+e < t < Tab-c
1
'EEZ(t'T'b'C) als T+b~-c  t £ T+b+e
L‘0 als T+b+e < ¢

in plaats van x"(t) de afgeleide d’(t) van d (t), opvolgend gelijk

1 1
aan 0, Toe’ 0, = Ty 0.

lim 4,(t) = a(t); lim d,(p) = d(p).
evo ebo
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d, (¢)
T
| e
b 51 | ]
. ||
1 | h—
lT-6" T , T+6 | -t
] \
] ’ |
]
| | |
| t
| |
1 - t
I
i
L——-——
d, (p) =J a,(t) e™P* at
o
1 T=b+¢ e_pt 2t 1 T+ 6+ € -pt at
T Lbe ~ Lbe e
Te b€ T+6.€
1 =pT
= (n.e.r.) = 53; e”P sinh pd sinh pe.
lim aa(p) = % e"PT gsinn pb; 1lim 1lim Eé(p) =p e~PT,
evo 6¥o evo

Voor T = O is het beeld van de "versnelling' lim ]jfi d}(t) dus p3
Ovo Evo
px(0) is hier een veelvoud van en mpx(0O) het beeld van een kracht.

lim lim 31(p) = e-PT; voor T = O is het beeld van de "snelheid"
6vo cbo

dus 1§ x(0) is hier een veelvoud van en Dx(0) het beeld van een kracht.
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De vergelijking (17.13) luidde:

mp x(0) + D x(0) + m x'(0) + k(p) .

;(p): 2
mp° + Dp + C

We bepalen eerst de originele funktie van

1 1
Hp) = mp? +Dp+C ) ( +-2-)2img - D
P P*om m - Lm?
2 --'D—t ]

c..D _ 1 “Zm _ cC_ D
E>l+m2° F(t)-—mme sin ot met w=-\/ = P’

Dit is een gedempte trilling [N/

\_/ ~
D
2 vl

S, Ft)=lte®
B 4y m

Kritisch gedempt
c p? 1 1 1 D2 C
- =, f(p) = ( - > met B =\/—— - =,

D d D
(5=~ Bt (= + B)t} ]
1 { 2m 2m _ 1 “om

F(t) = >mp L° - e = ap° sinh gt

Bovenkritisch gedempt l’/\
Opmerking

Voor D = O hebben we een ongedempte trillings; voor K(t) = O vrije
trillingen; voor K(t) # O gedwongen trillingen.

Stel gedempte trillingen, 4mC > D?,
D
w1
"'"}‘m"‘:k(P) L ;3— e 2® gin wh)
mp? +Dp+C w
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D(t-t)
= o (f K(t) - 1 o sin o (t-t)dt }.

J

&

De factor (*) in de integrand is op te vatten als de uitwijking

op t tengevolge van een stoot op 1.
' D

D x(0) + m x'(0) - £ o) - Dx(O)) tainw“
mp? + Dp + C
D
mp x(0) 4 (1 "ot
= {m x(0) (— e sin wt)}

mp? + Dp + C at ‘mw

= {x(0) e 2m (cos wt = 2 gin wt)}.

2mw
Samenvattend
. ot -:a%(t-t)
x(t) = ;‘;j K(t) e sin o (t-t)dt
° D, _D
, ;
+ x'(0) e 2@ gin ot + x(0) e 2 (cos wt + L sin ot)
w 210
(17.14)
Twee gevallen
® vrije gedempte trilling zonder beginsnelheid
'é%t D
x(t) = x(0) e (cos wt + =— sin wt).

2mae

periodieke opgedrongen kracht K(t) = K cos Qt; x(0) = x*(0) =

K (* -ﬁ%(t-r)
x(t) = — cos Q1 e sin w(t-1)dt.
l

Dit laatste geval behandelen we nu onafhankelijk van de Laplace-
transformatie, De vergelijking luidt

mx"(t) + Dx'(t) + C x(t) = K cos Qt. (*)
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Omdat x(0) = x?(0) = O bezit de homogene vergelijking alleen de nul-
oplossing.

We kunnen (*) oplossen door substitutie vam x = B, cos Qt + B, sin Qt
of van x = A, cos (Qt + @) en bepaling van B, en B, (reéel) resp.

A (recel) en ¢.

Door substitutie van z = A eigt in

m z"(t) + D z'(t) + C z(t) = K, eigt (**)

en bepaling van A (complex) vinden we ook de oplossing: x = Re (z).

Want nemen we naast (*) de vergelijking

my"(t) + Dy'(t) + C y(¢t) = Ko sin Qt

en stellen we z = x + iy, dan voldoet z aan (**) terwijl x = Re (z).

Substitutie van z = A e*2% in (**) geeft

Ko ) K° e

4 = =
c-ma?+in@ \/ (C-m@?)? +D?Q?

als ¢=arg (C - mQ?+ iDQ).
De oplossing van (*) is dus

X ei(Qt-«p)
0

x(t) = Re -
\/ (c-m@*? +p? @*

= A, cos (Qt - @)

K
0

\/—EC-sz)z +Dz Q’

met A, = A =

en | ¢ =arg (C - mQ% + iIQ).
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(kleine D)

De opgedrongen kracht en de trilling (complex) in één grafiek:

z(t)

De vergelijking voor een electrisch circuit met spanningsbron E(t),
zelfinductie L, capaciteit C en weerstand R in serie luidt (als
A I(t) de stroomsterkte, Vo het spanningsverschil

over de condensator is)

E(t)
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a _I(t)

E(t) = L T + R I(t) + Vg (*)
of, met F(t) = 9—§§31.
a’r ar
L E-t—- + R =— at ¥ 6 I =7r(t). (17.16)

Vergelijk dit met (17.12): L ~ massa, R ~ dempingsconstante, %~ veer=-

constante, F ~ opgedrongen kracht. De oplossing wordt op analoge wijze
gevonden.
Is de begintoestand gegeven door

dl
E(0) = Eo’ I1(0) = Io’ L(az)o = Eo = R I° - Vb(O)

dan volgt met de Laplace~transformatie

(Lp* +Rp + 3) T(p) = Lp T(0)+ R I(0)+ L I'(0)+ F(p)
(17.17)

We beschouwen speciaal weer het geval dat voor de vrije trilling geldt
’ I(0) = 1'(0) = 0, dus F(0) =

en dat voor F(t) geldt
iwt)

F(t) = Re (Fo e

Met de lLaplace-transformatie volgt

F.p

(-
F(p) = Re (F, 5‘ el0t=pPt 444 - 2
o

pi+w?

dus
Fop

I(p)

(p?+w®)(Lp%+Rp + %) )

iot

Met de "complexe rekenwijze' stellen we I(t) = Re’ (Io e ) en vinden

na substitutie

F Jlot
I(t) =

€3
a-mzL + iRw
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F cos (0t - ¢@)
= (17.18)
i/ ('6 -0'L) +Ru?

waarbij ¢ = arg(% - w?L + iRw).

Deze oplossing bestaat voor iedere t; de "Laplace'-oplossing per
definitie alleen voor t > O. We vergelijken de oplossingen. Stel
(breuksplitsing)

FoP = Ap + Bw P Q

I(p) = .
(P) 2 +w2 P'a1 + p-az

(p’+w’)(Lp’+Rp+%) P

\ [ R?
waarbi j Gy == -2131-‘ z Z%— - L—1(5 » zodat
L

u.(l: a.zt
I(t) = A cos wt + B sin wt + Pe + Q . (17.19)

De termen
A cos wt + B sin wt

vormen de oplossing £17.18).
(Eventueel te verifieren; met de breuksplitsing volgt

1 2
_ (-é--m L)Fo Fo

ST 2.2 2.2 2 2.2 Co8 @
(a-w L)“+w R \/(é—w L) +0°R

en analoog voor B.)

A

De laatste twee termen gaan naar nul als t naar oneindig gaat omdat

Re a1’ 2< 0 als

R? 1 R? 1
:I-.’_ < Ic* B a1,’ < 0 als %D > ok Deze termen corresponderen met
inschakelverschijnselen. (Is %zi_i = f15 dan zijn er termen
R R
e e
Pt e 2 4+ Qe 2l )

Voor grote t zijn de oplossingen (17.18) en (17.19) dus weinig verschillend.

In het algemeen is (17.19) een stabiele oplossing als Re a, < O en
Re a, < 0,
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In het algemeen krijgen we een stabiele oplossing als de nulpunten van
de noemer in de uitdrukking voor I(p) in het halfvlak Re p < O liggen.

Om voor de lLaplace-tranformatie een omkeerformule te kunnen bepalen,
beschouwen we dit eerst voor de Fourier~transformatie.

Bij een funktie F(x) is de Fourier-getransformeerde

(- -]
fla) = \[ eiux F(x) dx. (17.20)
- o -
We veronderstellen weer JK [F(x) | dx < .
Bewijs zelf
-]
inx ,d F(x) _
je ( = ) dx = = 1af(a).

-0

Bijzondere gevallen zijn de cosinus~ en sinustransformatie

F(=x) = F(x) =>f(a) = 2 J~ cos ax F(x) dx
o
F(ex) = =F(x)=>f(a) = 2i fsin ax F(x) dx.

o

Het probleem is nu: vindt bij gegeven f(a) de funktie F(x) terug.
We maken hierbij gebruik van de

Stelling (17.21)

Is F(x) gedefinieerd en differentieerbaar met continue
afgeleide voor elke x, eventueel met uitzondering van een
eindig aantal punten in ieder eindig segment, en is

J‘ |F(x)|dx <~ dan is (integraal van Fourier)

%(F(x-O)+F(x+O)) = é% J: da J; F(E) eia({-x) ar.

Bewijs: Ter inleiding het volgende.
Zij r een positief reeel getal en stel

G(x) =

F(x) wvoor Ix| <r
G(x+2r) overigens.

Dan is (zie bladzijde 112)

&

—(G(x-O)+—(G(x+0)) 2 +-zz:(a cos 525 +b sin !¥5
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met a r cos
n 1 xnf
o bn}"}' I G gin 7 %%

-1

dus (uniforme convergentie)

Hi-

r 0
%(G(x-O)+G(x+O)) j a(z) [% . gctm un(;r-x)] a

=X

r [~}
- \]‘ G(E) Z cos n—n—%i)‘dl

ar
-7

Z®00

r oo
= [To@) @& S % cos B x)).

-7 N==co

(De oneindige som gedraagt zich als een 6-funktie.)

Door de limiet te nemen voor r—+«= gaat G(x) over in F(x) maar is het
zonder meer niet duidelijk dat het rechterlid overgaat in de integraal
van Fourier met cosa (£-x) in plaats van eia({-x)'

In grote trekken loopt het bewijs als volgt.

'élu_ fda rF(C)cos a(l-x)d = 2-11‘- lim F(E)dr cos a (£ -x)do

N
N oo N

GO
1 sin N(Z-x)
® N—eo E)dg l"x
De funktie
Sy kE
sin N(Z-x) - 0 als Z=x+ T k geheel £ 0
L-x N als E=1x

gedraagt zich voor grote N als de bd~funktie.
Opgave: Teken de grafiek voor N = 2 en N = 10,

Zij € > O gegeven.,
Bij € is een getal M > O te vinden zodanig dat

|Z=x| > 1 voor £ < -M en voor £ > M

en mdat voor A > M
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~A A
IS r() L2 JEx) g s} IFG)I a8 <f ¢

“*oo . ™00

en

= sin N(E-x) 1
lAj r(z) 22 JEX) o) < L,

Het interval (-A,A) splitsen we in intervallen die geen discontinuiteits-
punt bevatten. Stel k intervallen

(~A,c), (cyd)y o0oy (a, x=0), (x40, b)), «0., (d,A).

Voor elk tweetal opvolgende discontinuiteitspunten c en d met x¢ [c,d]
vinden we op grond van het lemma van Riemann-Lebesgue (blz. 107): bij ¢
is een getal Nc te vinden, zodanig dat

d
sin N(£-x) 1
IJ F(¢) = de | < 5K €

als N > Nc.

X=0

F(z) Sin N,(f-,d - ] F(i) F(x 0) gin N(E-x) &

+ F(x-o)f ‘—’E‘E{!%ﬁ ar .

Op grond van hetzelfde lemma is er een getal Na' zodanig dat

lf F(C)-F(x 0) sin N(C-x) &l < l+—11€ €

als N > N_,.

N(x=a)
f sin N(;-x & = O = NE-x)) = IS si;k a - %
o

als N-ow (zie 15.15), dus is er een getal Na" zodanlg dat

€ alsN>N,,.

-0
|| sin KN-SZ::—X) dE - %nl

l+k
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X=0

lf r(g) S2MET) g Ly p(x-0)1 =

x-o ~0

[ f F(E)Efix'(’) sin N(Z-x)af + F(x-0){ ﬂ%i;ﬂ‘-)- i - %‘u}l <
a a

1 1 1

TEE*Y =3¢ als N > Na = max (Na,’ Na")'

Analoog is er een getal N, zodanig dat

b
If F(:)ﬂn——tN—f—E—'—’QdE-%«:F(mo)l < sc als N > N, .

==
X+0 2k
Dus als N > max (M, Nc’ Na’ ees), dan is

| ‘r F(Z) L"g—fgxﬂ‘— at - %n (F(x=0) + F(x+0)}| <
1

1
c+k.2kc+-ac-c.

i

‘De omkeerformule is nu snel gevonden.
Stel F(x) continu in x.

F(x) = -gn—J do. f F(Z) cos a(E-x) dE.

whd =00

Analoog
= %J; da L F(Z) sin a(f-x) d£,
waaruit ' o oo
=21u fe -imx daJ;F(z) o1%C gy
dus s _
F(x) = -;;f e™3% £(4) da. (17.22)
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Vaak vindt men ook:

Cf(a) === | 1% rz) az
=

F(x) = — J? e-iaxf(a) da
Van J

(omkeerformule der Fourier-transformatie).

Bijzonder geval.
5(-x) = F(x) = £(a) =\[ 2 [ 7(&) cos az @
o

dus f(=a) = f(a)
dus

F(x) =,\[E-J‘ f(a) cos ax da.

De Laplace-getransformeerde van F(x) is

£(p) =J‘ e"P¥ r(t) at.

o
Stel p = u + iv .
i .
f(u + iv) =\f' e'in e-ut F(t) dt.
o .
Stel a = =v; gla) = f(u + iv)
"t F(t) als t >0
@t) = 1, als t < 0.
oD
Dan gla) = j et G(t) at
.}
en (17.22)
o0
. ~lax
G(x) = 5n J\ e gla) da
- -
of

L =ux
_ 51_] oIV f(u 4 dv) av = J©  F(x) als x>0
T ) als x <0
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of JP e(u+iv)xf(u+iv)d(iv) =

-0

2

F(x) als x > 0
0 als x < O,

Dus, als £(p) = fm e Pt F(t) at
]
dan

eP* £(p) dp =

3

Yiie {f(x) als x > 0

Y<is 0 als x < 0.

Dit is de omkeerformule der Laplace~transformatie (17.23).

De integratie is langs de verticale lijn Re p = v in het complexe vlak,
waarbij y zodanig dat rechts van deze lijn geen singuliere punten liggen.
Overigens is y willekeurig te kiezen in het convergentie-halfvlak.

Dit laatste is in te zien door integratie wvan eP* f(p) dp langs de recht~
hoek in het convergentie-~halfvlak met hoek-
punten +
- i
'Y.,’2 P

A Y2 en de limiet te nemen voor p= = ,

=aXx

Voorbeeld TF(x) = e (x > 0)
£(p) =‘f e~P¥ oatyy - E%Z (Re p > Re a).
o
Met (17.23) en Yy > Re a
1 Y4ie oPx e?* als x>0
2ni \f p-a dp =
Y=o 0] als x < 0,

We tonen dit nog afzonderlijk aan. Zij R > 0, C, en G, de cirkelbogen

K, X =Y +R e met %n <06 < %w resp.
ol U - 2n g0 g an
A ~ 2" Y T X 2™
a \\\ K, K, is het contour: van Y ~ iR recht-
I \ lijnig naar y + iR en langs C, naar
Y 1 y - iR,
/
e K,: van v ~ iR naar v + iR en langs
T — C, naar v - iR. Neem R alvast zo0 groot

dat a binnen K, 1ligt.
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in
of I® +t Rt(cosO +i sin 0),.  i8 YRR o
1 e " e iRe 40 + 1 & _ 4t = eat
2ni 2+ R el® T 2si | p-a " T % ¢
4m Y Y~iR
De absolute waarde der eerste integraal is gelijk aan
1 i 0 4 0 1
o eYt eRt cos elRt sin ae| <
27 1 -8 N
=(y=-a)e ~ +1
I R
o 5
< I ¢ oRt cos O 1 e < - oYt okt co8 8.4
N 2% -10 N 2%
[=(y=a)e ~+1}
hw An
] )1 4 In '
=;_eytj‘ GRt cosede=% YtJ oRE COB® s (0 1 o)
b1 °
P Rt (5-1) %x
<% e’ j e a¢ = 0 L Mg
o
I S - Rt 2¢ .
lim === e'% (1 - e F%) -0 als t > o.
R—oo 2Rt
Dus voor t > 0 1is
pt y+ieo pt
1 1 e at
1im e A = e e
R-»co 2ni p-a dp 2ni p-a dt e -
K Y=ise

Voor t < O vinden we analoog

en
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Een direkte berekening van de integraal (t > 0)

5 )

F(t) = 5%2 eptf(p)dp_= é%-e*t ‘[ elst £(y+is)ds

-y <dso

kan moeili jkheden opleveren, ook bij gebruik van numerieke methoden.
Evenals in het laatste voorbeeld beschouwen we in het complexe p-vlak
de contour K: van Y=-iR rechtlijnig naar y+iR en langs de halve cirkel=-
boog C terug.

+iR
C:p=y+Re’, jngog 17

! < %" 3*{
Dan is (t > 0). \\\

P(t) = 1m i (] &% £(p)ap - fept £(p)ap). | y-iR
Resco K c

N

Laat nu voor f£(p) op C gelden:

£(p) ~ 0(R"%) als R = .

Lemma van Jordan (17.24)
Is op C

£(p) ~O(R™®) als R-
dan geldt

J\ept £(p)dp ~ O(R'b) als R~ o
¢

Bewijst verloopt als in het laatste voorbeeld. Zie bijvoorbeeld
Gustav Doetsch, Einfuhrung in Theorie und Anwendung der
Laplace-Transformation, Basel=1958, S.157
of G.Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation, Basel-1950,
Band I, S.224.

Tabellen vindt men bijvoorbeeld in GsDoetsch, Anleitung zum
praktischen Gebrauch der Laplace~Transformation, Munchen=1956 .

- Dus als £(p) ~ o(R" ) voor R «, dan is (t > 0)

F(t) = 1im EII ~f Pt f£(pldap

R'-Dw K

= gom der residuen van eptf(p) voor Re p € vy,
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Toepassi

Op bladzijde 144 hebben we voor het beeld van de funktie I(t) gevonden
= F.p
I(p) = 2

(p? +?® ) (Lp® +Rp+%)

Met de omkeerformule volgt

ioo pt
1) = 5k .
| (p? +0? ) (Lp? +Rp+5-)

y=ie

De singuliere punten der integrand zijn

+ R + R 1
= o« 31 = o e - wmm—
p1 92 wen a 2 2L 417 LC

2
Stel -l%‘-z- < £E § neem dus y > 0. Aan de voorwaarde uit het lemma van

Jordan is voldaan, dus I(t) is gelijk aan de som der residuen van de
integrand in p,, P,» @ €0 G,

:weiwt iwe-imt
I(t) = FO 1 + 1
2iw(-Lu? +Riweg)  2iw(-Lo’ ~Rivsz)
a,t t
a,e c:n.‘.ea‘2

+ + .
(o +0? )L(a, -a, ) (a; +0? )L(a, ~a, )}

1 R R ¢
Stel B = E-E‘T,zodat a’1,z=-§-f-ima1-a3 = 2183
24?) = - Ray - 2+ L=+ Bl
L(of+¢°) = - Ra, c+mL-+2L-c+w’L-RiB.

Merk verder op dat 13(24-'5) = Re {2z} en %(z-'z-) =1 Im {2},

iwt =10t
I(t) = 1 F { 2 - —_— }4-

20 | (. 1eioR)  (F=u" L-iuR)
R
e R ipt R =1Bt
, o aptiPle T (5-ifde
21 R 1 R 1 2
4FTOH LRIP oot IeRLP
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int
Fo Re 3 e }
3~m2L+in

R ipt
F =t (-—-+18)e
0 2L Im{ } .

+ — e
7
B 2240’ L-1RB
F + ip
I(0) = F_Re :]-—--2—1—-—— + -B—o Im{l—#—a—L————
=o' LeiuR S5 2 L-1Rp
1 R B R 1
Fo('é-w’L) F 2'L (ZL G =+ L) P

+
(-?;-n-u;‘.I..)""o»uozR2 B (——-—Hn L) +R?p?

U A2
_ Fo(cmL) F( wL)
=71 2.2 2.2 2,1 R .
(-E-w L) «+w' R ( —Hn 21)? +R (i-é-zl-'r)
De noemer der laatste breuk is gelijk aan
R 3 2 1)
R gt s G- v R @ - s B
41, 4L

dus gelijk aan die der eerste breuk, dus I(0) =

De golfvergelijking

We leiden deze vergelijking af voor geluidsgolven in de met een vloeibaar
medium (bv. een gas) gevulde ruimte, onder nog te noemen veronderstele-
lingen. We denken ons een rechtsdraaiend rechthoekig coordinatenstelsel
ingevoerd. De massadichtheid geven we aan met p(x,y,z,t); de druk in
punt r = (x,y,2) op tijdstip t met p(x,y,z,t). p is een funktie van pj

de betrekking wordt gevonden uit de toertandsvergelijking. (Voor een
jideaal gas bij isothermisch evenwicht is p = Cp, bij adiabetisch even-

wicht i8 p = Cp P V), De lucht is in beweging; plaatselijk treden /

verdunningen op. De snelheid der lucht in punt r op tijdstip t geven we
aan door de vector

= (u(x,y,z,t), v(x,y,2z,t), wix,y,2z,t)).
s!:am )

y I j e ®
De stroomvector Iis dus gelijk aan py (bv P

£ uuoouo&,&z,w “n
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‘We verwaarlozen de viscositeitskrachten (geen wrijving; ideale vloeistof),
dus in elk punt werkt de druk op een vlakje door dat punt langs de
normaal en is in alle richtingen gelijk.

Beschouw een blokje met hoekpunten (X,¥,2)se0eq(X+8x,y+4y,42).

De kracht op linker- em rechtervlak

7 ~
5 ie
p(x,y,2,t) & Az resp.
-P(x,y+Ay,z,t) Ax Az’

: y dus de y=-component van de kracht op
het blokje is in eerste benadering
x

=(p(x,¥4+2,t) +-%¥ by ¢ Az o+ p(x,y,2,t) &x Az = - %g Ax Ay Az.

De y=-component der versnelling is %%, de massa van het blokje

 pxAyAz, dus -~ indien er verder geen krachten op het blokje werken -
geldt ’

0 dv
- 35 &x Ay bz = phx Ay bz Gy

of .

[« 7
314
]

]
Sk

en analoog

du' 9
pEE T T ox
pﬁ_”_’;_:__aﬂ
at 0z
dus
dy
PIT = - grad p (18.1)

Opmerking.|Zij f(x,y,z,t) een funktie van de plaatscoordinaten em de tijd.

%% is het locale differentiaalquotient,
%% is het totaal differentiaalquotient.

af _of, atdx fdy fds 3t
Gt “ 3t T dx at " 3y at * 3z at ~ at T Y-grad f.

De vergelijkingen worden dan
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p%% + V. gradu -

ox
p-gz +V.grad v = = 9p (18.2)
at X 2y .

9 +V . grad w -2

We veronderstellen dat alle snelheden, drukveranderingen en dichtheids~
veranderingen klein zijn, dus kleine trillingen. We kunnen dan kwadrae
tische grootheden verwaarlozen. De vergelijkingen worden dan

Pyp = -~ grad p (18.1a)
Dit zijn drie vergelijkingen; er zijn vijf onbekenden nl. u, v, w, p

en p.
We veronderstellen dat %§ in eerste benadering co*stant is,

d .
3% = ¢? (18.3)
dus grad p = ¢ grad p . (18.3a)

De massa die gedurende een tijd At door linker-~ resp. rechtervliak
in het blokje wordt gebracht, is

p(x,y,2,t) bx 8z v(x,y,z,t) At
resp. -p(x,y+4y,2,t) Ox Az v(x,y+AYy,z,t) At,

resulterend in eerste benadering in

- 9—(-%1“ Ay Az At.

Door alle zes vlakken dus

d(pu) , 3a(pv) . d(pw)
< (Rt 3yt Tas

) Ax Ay Az At.

Dit moet gelijk zijn aan
{p(x,57,2,t + At) = p(x,¥y,2,t))} Ax Ay Az

=22 Ax Ay Az At.

=3t
d(pu) L 3(pv)  3(pw) _0p _
Dus ax  * T3y " ez tat - 0O
of = p divyv + v . gradp + %%-: 0 (18.4)

of (zie boven) p div v + %% = 0.
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(Voor een onsamendrukbare vloeistof zonder bronnen i %% = 0, dua

div v = 0.) 4 '

We verwaérlozen de kwadrafische grootheid v . grad p, dus

13p :
div ¥y + <35 = O (18.4a)
Uit (18.1a2) en (18.3a) volgt
4
p3g=-¢ gradp
gv ' '
— . _ &% grad = e a2
of 3% = > = = ¢2 grad (log p)
ay a9 log p
Tm— TR 2 2
of Yo c? grad (—5p==).
Uit (18.4a) volgt div y + 23 P . o,
i 1 ¥x
Du d d T s e—
8 gra v !' o ﬁtz

Stel er is een snelheidspotentiaal: v = grad ¢
dan is

of (integreren; de integratieconstante f(t) stellen we nul in het
oneindige dus overal nul)

1. 99
A @ e = O. 180
@ = o | (18.5)

Dit is de golfvergelijking.

Opmerking.] We vinden deze vergelijking ook wvoor de componenten der
electrische en magnetische veldsterkte van een electro-
magnetische veld (vacuum; geen ladingen).

Dan geldt nl.

CY: OE
ﬁ=rot§;ﬁ=-rotg
div H=0 5 div E = 0,
*E OE
Hieruit Fye i rot —& = - rot (rot H)

AH - grad div H = AH
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_ a’ni
dus AHi - -3:; =0
Oin :
AE, - prvel 0 i = x,y,2).
We veronderstellen dat
o(X,¥,2,t) = o(x,5,2) e 10% (18.6)
dus @(x,y,z,t + %F = w(x,y,z,t)' een trilling. w is de cirkel-

frequentie, w = 2nv, v is de frequentie. Substitutie van (18.6) en
(18.5) geeft de vergelijking van Helmholtz ‘

Ap + K2 ¢ = O, ‘ (18.7)
Hierbij is k = -gl . o (18.8)

(18.7) gaat over in de ons bekende vergelijking A¢p = 0 als k = O
dei, als w = O (geen beweging) of ¢ = w» , %% (o) (incompreaaibel
medium). Een oplossing ¢ van (18.8) moet voldoen aan:lim ¢ is een
oplossing van A¢ = O, .'k"

We zoeken particuliere oplossingen van (18.7) en proberen de me thode
met gesepareerde variabelen, stellen dus

o(x,7,2) = X(x) Y(y) 2(2). (18.9)
Substitutie geeft

”
%? + %T + %; + ko0,

Elk der quotiénten is constant en de som dezer constanten is - k',
Elke keus van de constanten levert een oplossing van (18.7); we eisen
voor een oplossing ¢ wel dat ze naar nul gaat als we r = (x.y,z) langa
een willekeurige weg naar oneindig laten gaan.

Stel vooreerst

Xw

'I" Z"
"'-Y—=-32,—Z-=-Yz

met a, B, Y Te€el £O0en a® + P2 + ¥ =1k,

Dan is (in complexe vorm)

X = A o9 4 71X
., I =B etPx B, e~ 1Px (18.10)
z=c o +q oYX,
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dus één der ovlossingen is (A, = B, = C, = 0)

0 - 4 B, C, ei(ax-l»ﬁy-wz)

of, als g = (ax,B,yy) =k n met Iml =1

en A = ABC,,
q’ = A ei(goa)
en
© = A ei(g._z:-wt) = A eik('g.g-ct).

Bij vaste r stelt ¢ een trilling voor in r. Bij vaste t krijgen we
een momentopname van deze trilling in elk . punt. Het getal k(u.r-ct)
geeft de trillingstoestand aan, het is de fase der trilling. 1
Alle punten waarin de fase gelijk is aan f voldoen aan m.r = ct + T:'f :
de normaalvergelijking van een vlak. Het vlgk (golffront) staat

loodrecht op 1 eh ligt op een afstand ct + i van de oorspronge.

Neemt f met 2n toe dan hebben we dezelfde trillingstoestand in een vlak
dat op een afstand % evenwijdig loopt aan het vorige vlak.
De golflengte is dus gelijk aan A = == = === = =

We zien verder dat bij variabele t de fase zich voortplant met een
snelheid ¢ langs de normaal m. Deze trilling 1s een lopende vlakke golf.

De eerste top der golf ligt in het vlak m.r = ct, de eerste knoop in

het vlak w.r = ct + -2-;%. De fase O correspondeert met een massaverdichting,
de fase n met verdunning.

Bij de gekozena, B, Y hebben we nu één der basisoplossingen besproken.

De andere oplossingen treden ook op als we voor o. en/of B en/of y de

tegengestelde waarde kiezen, Nemen we verschillende waarden voora, B,
v dan is ock een lineaire combinatic

o = za et(@or-ut)

oplossing van (18.7).
Opmerking.| Oock de keus

. S T - T
=49 7=-FF=-7

meta, , B,y recel £0 en -o2 + P +y® = k? leidt tot

een oplossing.
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X = A, e*1* 4 A, e~ ¥

'Y en Z als boven,

Stel a4 > O, De oplossing e ¥ is fysisch niet aanvaardbaar
voor x > O, de oplossing e~ ™ * niet voor x < O.

Neem bijvoorbeeld x > 0, A, =B, =C =¢C, =0,

= AzB1 e-a,x-t-iay-iwt‘

Bij vaste x een golf in de y-richting. Deze golf éempt uit
in de xt-richting. (Gaat een lichtgolf over van een medium
naar een ander medium met kleinere brekingsindex, dan is er
totale reflectie indien de invalshoek groter is dan de
grenshoek, In feite wordt nog wel een deel doorgelaten:

een vlakke uitdempende golf)

Neem in (18.10) 4, =B, = C, =C, =0 en laat a en B de verzameling

der redle getallen doorlopen., We kunnen schrijven (a?+B?= k?),
a=kcos8,B =ksinb, 00 < 21, Dan zal
-~

2n
o ___i eik(x cos 8 + y sin 6 = ct)de . (18.11)

een oplossing der golfvergelijking zijn. De vlakken van constante fase
bij een bepaalde 8 zijn de vlakken ] (cos 9, sing, 0)
’ y

0
2z — X
Stel x =r cosp, y =r sinyu. \\\

2n .- . 2=}
_ e-iwtj‘ oikT cos® -p)de - e-lmtj kT cos O g
o fad
2n
=ipt J‘ ikr cos ©
e e
)

40,

We normereny . Voor r = 0 is ¢ = 2n e~iut

i

Stel ¢= 2x e 10t J (kr), dan is

2n
4 - ikr cos ©
Jo(kr) = 5= e

[+

de. (18.12)

Jo(z) is de Besselfunktie van de eerste soort van de orde nul,

&
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. an '
Jo(kr) S I {cos(kr cos 8) + i sin(kr cos 8))} 4o

°
k19
é% \f {cos(kr cos 8) + i sin(kr coe 0)} 46

-n
1 ("
= = {cos(kr cos 6) + i sin(kr cos 6)) 46 .
Stel 6 =1 - g
L3 s
cos(kr cos 8) de =\Y cos(kr cos x) dy
}

FLs

rm
J sin(kr cos 9) de

" J

o

° oin
-~f sin(kr cos x) dy,
()

o\
N

n
cos(kr cos 6) de. ' (18.13)

dus

A

Jo(kr) =

Reeksontwikkeling voor Jo(kr).

}K o0 ") 2V

_2 1t z: (=1) (kr cos 6) _

Toler) = J. (v-o (av)1 ) 40 = (uniforme convergentie)
o

¥
2 EfL. (-1)v(kr)2v ™oy

[¢]

. ¥
2 n -
I, = X coszve de (vz1i§ coszv 16 d(sin 0)
o o

V=2

2v="1 &n " 2
= [cos 8 sin 6] + (2v=1)(1= cos?0) cos 846
o

[o]

-

(2v=1)(I,_4 = I,)

2v=1
v ~2v v

=~
L

dus

1 1 _
Io =3 T 11 = Ern, I2 = 3g ®.

- (2”'1)(2V’3) 90w 3.1 I - (2“)!
2”.(2”‘2) seoe #02

dus
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y.
m 2v, (2v)! n
I =‘y co8<Ve 40 = =¥l = s y > 0. (18.14)
V% 22v.(v!)2 2 7
Gevolg - v
3 ey =5 421, (k2 (18.15)
° v=o (v1!) _

Deze reeksontwikkeling is bij grote kr voor numerieke behandeling
niet erg bruikbaar. Daartoe leent zich beter de asymptotische ontwikkeling
der integraalvoorstelling(zie later). De funktie Jo(kr) is dus een
oplossini van de vgr Sligking A + k29 = O,

De vergelijking (1 -6

Ad + k’lb =0
luidt in cilindercoordinaten (r,0,z)

2 2 2
_a_g...,l.a_‘l’.....l.u,.a_‘?_,.kzq,go (18.16)
or

r or ! 20? 322

(ga dit na) e
Substitutie wvan

¢ = R(r) D(8) 2z(z)

geeft

R"  R' LAl 2

B #rR-l-r-——-zD.-b 7 + k =0 (18.17)
aus L 15 constant, stel = A': 7 = B, e 4+ 3,072,

2n1|
r2(R"s - R?)
R

+ %; +r? (A4k?) =0

dus %; is constant, stel = - n?; stel n geheel om oplossingen cos n@
en sin n@ te krijgen waarvan de periode een deler van 2% is.,
De vergelijking voor R(r) luidt nu

2
R+ 2R + A 4k -BE)R=0
r r?

£, alsp =r VAT + k7 en 8(p) = R (—E—),
[+ als o

1 n?
6"4--5 &¢ +(1-;2—)6=0.
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Noem p weer r en & weer R. De vergelijking

1 5 o’ _
R" + =R' + (1 - rz) R=0

(18.18)

is de vergelijking van Bessel voor funkties van de orde n.

We laten eerst ziem dat J (r) een oplossing is van de vergelijking
als n = 0, en bepalen daarna voor willekeurige n de oplossing.

- 4 dar -
n=0, i (r dr) +rR=0.

L r) ¢ ap) = § e"P* R(r) ar

(18.19)

g =pG(p)o- R(0)
X(rg—g}:f e-prr%?dr-*:-(—%iwe'pr%gdr
| = - f% (p G(p) - R(0)) = - f% (p G(p))
HEgE e =pdrB1-6cPH -2 ooy

Eﬁ{r R):-%G(p)-
Substitutie geeft
(p2+1) G'(p) + p G(p) = O

d G(p) _ _pdp
G(p p? +1

Dus een oplossang is

r=0

Dit is een meerwaardige funktie. Voor de coupure nemen we het segment

1
G(P) = ®
T
['ioi]- N
1. e-g-log(pz-n-‘!) _ e-%'w’
Vp2+1

We definiéren rechts op de snede (waar p?+1 reéel > 0 is) w als de
gewone logarithme, zetten arg(p?+1) continu voort, zodat links op de

snede w gelijk is aan
log(p?+1) + 2mi.
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Dus Ga(p) = als p rechts op de snede
Voo
=1 als p links op de snede.
Vp’+1

Voor Re p = 0, Im p > 1 is p’+1 recel < O, en heeft Vp*+1 het argument
Jn, dus Vp?+1 = 1 V=(pZ+1).

&

Voor Re p = 0, Im p < =1 is Vp!+1 = - i V-Zp5+1 R

Met de omkeerformule volgt

1 Y$ieo
2ni
y=ie

R(r) = G(p) e dp

waarbij y > O, want de singuliere punten van G(p) zijn +i en =-i.

Beschouw weer de contuur K bestaande uit lijnstuk L van y-iR
naar y+iR en de halve cirkel C naar links op L.
Uit (17.24) volgt

1 ‘
1277 | o) Fap - 0 4k
g \J

R(r) = 1im = | G(p) &% dp.
R 2ni
—.‘m K

zodat

Binnen K liggen twee singuliere punten; we mogen K vervangen door een
willekeurige contour om +i en ~i en nemen hiervoor K°*:
het lijnstuk van 6«i naar 6+i, halve cirkel om i naar 4
=8+1, lijnstuk naar ~6-i, halve cirkel om -i naar b6-i.

1 pr 1 pr
R(r) = = ur e G(pldp = lam = KY et G(p)d
2ni K P 5V o 2ni p/cep

1 i oPT 1 =i oPT 1 i oPr
=), Pt 2::5.1: TP, T ®
% i p° +1 =p* +1 Rl p* 41
o ir cos 0 T,
| E=———=d W cose) = %f '™ ©%% %48 = g_(r)
n Vi-cos? 0 o

(zie 18.12)

dus Rgr) = Jo(r).
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Laten we y naar nul gaan, dan vinden we dus

1 3o &PT o o 1 i oPT .
Zri P =51 P

Jyo VI =
of i 5 N
e L P I AP
20l i VTaT il VT M, phT
i  pr =i pr
1 \r' e 1 J‘ e
" dp = 5 | ———— dp = (p=-ir)
Sa P L R N Y L)
-1 =iAr
= 2ni da
y AT
doo feo
[ e [T
TR dp = dp = (p=iA)
2Ri A W 2ni A T+
1 °° irr
= S aa
Ceml) wrT
1
4 ‘yi ePT 4
2ni ;i V;T:T 2 o
Stel o
iAr
BV ) = ,—f-{_f = _ aa (18.20)
1 W1
en =iAr
Hga)(r) = 5§.f” g dA (18.20a)
1 VATZR

H§1)(r) is de funktie van Hankel van de 1° soort van de orde nul.
HéZ)(r) is de funktie wvan Hankel van de 2° soort van de orde nul.

(De funkties van Hankel heten ook wel Besselfunkties van de derde soort.)
We vinden dus uit (*)

. H§1)(r) + Hﬁz)(r) =23 (r) (18.21)

H£1)(r) en Héa)(r) complex geconjugeerd. (18.22)
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Een andere vorm van de Hankelfunkties vinden we door de substitutie
A = cosh p '

H§1)(r) = %i’m eiT cosh ¥ g, (18.23)
[+

De integralen in (18.20) zijn niet absoluut cbnvergent. We tonen de
relatieve convergentie aan.

J e dh=fMdl+ifEMdl.
VaZ-A VAT -1 VaZ -1

A* =1

o0
In plaats van .[ sin Ar d\ beschouwen we J‘“ sin Ar dA = f 25!-_;_1 dy.
1 1 r

(zie ook blz. 110/111)

(2k+2) =% . (2k+1)=n 2(k+1)x
sin y dy = sin y dy + I sin y dy
- 2kx y 2kn y (2x+t)n 7
1 (2k+1)n (2k+2)=®
<'2-E§ sinydy-l-m sin y dy =
2k=n (2k+1)x
1 1 1

kn - (k+)n - k(ke1)x®

De integraal wordt dus gemajoreerd door een convergente reeks.

Analoog voor de andere integraal. De integralenm in (18.20), dus ook die
in (18,21), zijn dus relatief convergent.

Opmerking:

N N ‘ N
J‘ s:.ny_dy=_j d cos ¥y _ _ (cos N_cos r) _J\ coszdy.
T y T y N r o Y’

Ook hieruit blijkt de convergentie.

Men kan aantonen dat de funktie H§1)(r) voldoet aan de vergelijking van
Bessel van de orde nul
R"+1R' + R =0,
r

Stel'r = r, + irz, r, > 0 en stel

= ir, coshp=-r, coshy
R(xr) =j eir coshp.du - r e ! 2 du.
° o
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= if coshy eir cosh p du

:l.r cosh n dn _r (sinh u)z eir cosh ¢ dn

2 o0

4a’R _ J‘ (cosh 11) oir cosh g dp
o
3 o

=-R-—f sinh p d (eif €08h B,

= = R = 11; [sinhueir cosh p.] + %f cosh ej'r cosh dp
°

R+O-1R'
r

dus R voldoet aan

R" +1R' + R =0,
r

, tot O naderen, dan nadert n—ai— R(r) tot H§1)(r), en Hf,”(r)

zal aan dezelfde vergelijking voldoen.

Laat_nu r

Omdat H((,a)(r) = Hohj(r), zal ook Héa)(r) aan de differentiaalvergelijking

van Bessel wvan de orde nul voldoen.

19, De funkties wvan Bessel
We hebben gezien dat de funkties

n n
_ ir cos © 2
Jo(r) = Zni d “‘f cos (r cos 6) de
- (=1) (g_)Zk
(k1)? 2
iAr g0
(1) _ 2 e . 2 ir cosh u
H, (r)—ni:fl -———)\-1 dx-nije dp
1 o
B2 (r) =;I—§-J 2 dn = ﬁ-f -ir coshp 4,
& 1 V)sz-'] °
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aan de vergelijking
R" + 1 R* +R=0
o

voldoen.

Beschouw de differentiaalvergelijking van Bessel van de orde v
(v willekeurig > 0)

2
In(r) + 23 (x) + (1 =« L) J(x) =0 (19.1)
r i
of
' d 2 2 _
ra;(rJ') + (rf=v") J =0,
A k
Stel J =r E.akr (ao;éo)
k=0
= k+A
Jd = _;_ ak r
k=
Jr=3 _ (k#) a k+h-1
k=
4 o 2 K+A=1
i (r J%) E (k+A) a, .

Substitutie geeft

0 0 -]
Z (ks }\)z a rk+k "Z a, rk+).+2 - 2 a, rk+k =0
k=0 k=0 =0 .

5“ {((k+2)? ~v?}) a, rkd‘ +S a o rk”‘ =0

=0 k=2
dus
(k+A=v ) (k+A+v) a, = 0 als k = 0 of 1
“ay > als k > 2
of
(A=v) (A+v) a, =0 (19.2)
A +1=v) (A+14v) a, =0 (19.3)
(A +k=v ) (A+k+v) a, = =a, 5, k> 2 (19.4)

a, #0 dus (19.2): Ay = v, A, = =v,
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Ay = V.

Dan (2v+1) a, =0
en k(2v+k) a, = -8 o k2.

“B-2 ’
V)O%&,‘ =Oenak=m (k>/2)

dus Aorer = 0 (k > 1)
-a
TRk |
B %k T RR(vek) ez |
a.. = ('1)k a = (°1)k vI .
2k Akk!(v+k)(v+k-1)...(v+1) i 22kk!(v+k)! °

(ook geldig voor k = 0),

Een oplossing van (19.1) is dus

' ©  (-1)K ) 21: (-D¥ r
J(r) =r' = vl
e ;:L_?: 22 )1 Y gk’(’”‘)’

of als Jv(r) = —%zv J(r),
v

o« (-1)k r V+2k
Jv(r) = §k=o IO ‘2') (19.5)
[A, = =v]Dan (1-2v) a, = 0
‘ k(k-2v) a, =-a ., k>2.

L =
Stel v # 5. Dan a, =0, dus a,, 4 =0 (k > 0).

Stel 2v # geheel.

)
2k = TE(k-v) (k >1)
(-~ N RN TN
3 o.

22K 1 (kev) (eTmv ) oo (1=v) O 22y (wvek)1

a

Dus de tweede oplossing van (19.1) is

oo k
I(z) = r-vZ (=1)" (=vw)! r2k

k=0 2251 (=vek) 1
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1

of, als J (r) = : J(r)
-V 2"V(-v)1
) 00 (-1 )k r =-v+2k
J_v(r) = kgm (E) . (19.6)

Jy(r) is de Besselfunktie van de eerste soort, van de orde v.
v
J,(r) = (%) x gehele funktie in r.

v! is geschreven voor I'(v+1).

De algemene oplossing van (19.1) is dus A.,Jv(r) + AZJ-v(r) als 2v #

geheel; hierbij mogen A, en A, funkties van v zijn.

1 2

2\0 = seheel’ v = n = 0'1’2’000 [ 4

Ock nu is a, ., =0 (k 3 0). De eerste oplossing (zie 19.5) is

O (g me2k
Jn(r) = Ek:o KT (ne) T ('2-) . (19.7)
n
Rond z = O hebben we Jn(r) ~ 51!- (%) .

Bewijs zelf:

J_(r) = («D)? 3 (r),  n geheel. (9.8,

Dus A, = -n geeft geen tweede oplossing.
De recurrente betrekking wordt voor A, = -n:

k(k-2n) a, - (k > 2)

"2

waaruit volgt a, = 0, in tegenspraak met de veronderstelling.

ay = geheel, v = m + -;—, m= 0,725000 »
De oplossj.ngen zijn
o0 k 142k
_ (_1) r mé+5+2
Jm-«-—l— - §k11m+;+k5! (2)
= (19.9)
& ’ [ (-1)k r -m--}-l-?.k

To(med) = 2 E(aa-g0T @



Bewijs (gebruik opgave op blz. 128)

J_l_(r) = \,f—; sin r

Jd (r) = <. cos r

-% "y
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(19.10)

Alsv nadert tot nul, naderen J (r) en J_,(r) tot Iy (r). De vergelijking

van Bessel van de orde nul (en van de orde n, n geheel) heeft echter

twee oplossingen.

3dJ, (r) Jy=J _y
) ,de limiet van

voor v—- 0,
v =0 2v

Beschouw (

. k v +2k
-
L) =3 _man @ -

[
OJ‘, oo (_1) (r v+2k {10 r -W (v+k) 1 }
v gg:kllw-lﬂ g 2 (Vek)!

a-—(u-" )1

Stel ¢(@) = (x willekeurig)

wl=ph-)t
logp! = logp + log (u=-1)1 3
differentiSren geeft
¢@H)--+¢@L
Elders wordt bewezen
(1) =

waarbij vy de constante van Euler is, gedefinieerd door

y =lin (1++4+

1
ln 5 34-...+n--1c:g'n)

Y = 0’577 215 66"" 901 532 5000 ®

(19.11)

(19.12)
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k
DI S {ugg-uy+z:)}

°© keo (x1)2 - =1

~~
21
s
!
[T IR

k
(y + log £) J (r) - 1) ( L2k ( o) (19.13)
2" "o g (k12 2 3;1 J

0d
= 2 (¥
Io(r) ‘n(Bv o

is de funktie van Bessel van de tweede soort van de orde nul
(ook met notatie Nb(r)).

Yo(r) voldoet aan de vergelijking van Bessel van de orde nul, en verder
geldt

n§1)(r) - B () = 21 ¥ () (19.14)

zodat (zie 18.21)

B V) =5 () + 17 (r)

(19.15)
@) =5,(r) - 11 ().

Zonder afleiding geven we de Besselfunktie van de tweede soort
(Neumann~funktie) van de orde n. Hierbij is y' = e'.

Yn(r) = %Jn(r) log L;E- +
1t [ (0 r2k Bog KR
"?(E)kZ[W() St Xp kI
=0 p=1 =1
1 =0 31 (nx-1)1 r 2%
-z ('é') g—-f,—'—- (=) (19.16)

~ (n-1)! ry-n
Rond z = O is In(r) - (2) , n#£oO
~ rr
Yo(r) log 5= .

Yn(r) voldoet aan de vergelijking van Bessel van de orde n.
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De Hankel-funkties van de orde n zijn
B @)
12 (r)

J (r) + i¥ _(r)
n 1 . (19.17)

Jn(r) - iYn(r)

Gemodificeerde Besselfunkties van de orde nul zijn (zie 18.15 en 18.23)

1 r.2k
Io(r) = Jo(ir) = kZ-_-o -(-l:-!-)—a- (-2-) P (19.18)
K (r) = Eai Hf)”(ir) =f e~T coshy 4 (19.19)
[o]

Ga na dat beide funkties voldoen aan de vergelijking

2 2
i_x.,.l.d_l_-ﬁ ...9-)1:0 met n = O,
drz r dr r?

Voor een numerieke berekening van funktiewaarden zijn bij grote r
van de betreffende reeks veel termen nodig.

©0
Een (gewone) reeks E un(r) is convergent voor r €A, indien voor elke
n=

N
r€dA lim u_(r) bvestaat.
N-s o n= n

Een voorbeeld hiervan is de Taylorreeks bv., om x = O, die convergeert
als 1im Ry(x) = O:

N+ oo
N xn (n)
f(x) = E E—" f (0) + RN(X)
n= :
N+1

met RN(x) = %mﬂ- f(N+1)(6x), 0 <98 <1 (Cauchy)

of (Lagrange)

)
=
Pan
®
L
i
l..;
o
=
Pand
™
i
(34
g
=
o
~~
(™
ry
-
A
~~
ﬂ
N’
f« )
¥

Afleiding van de laatste vorm

X
£(x) = £(0) +f fi(t)at = £(0) -r £1(t) d (x-t)
: °

o

X b4
£(0) = [(x=t) f'(t)]o +J (x=-t) £m(t) dt
[o] .

£(0) + x £1(0) - %fx £1(t) d (x-t¥f
[o]
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= £(0) + x £1(0) + % x2£1(0) + .00 + iﬁ'x f(N)(O) +

X

" ﬁ% (e-8)F 2™ 4y a¢.
(] .

Voor numerieke berekeningen kunnen divergente reeksen soms ook gebruikt
worden. Zo'n reeks kan bijvoorbeeld ontwikkeld worden uit de integraal-
voorstelling der betreffende funktie.

Voorbeeld

dA. (r >0)

-r)‘
Beschouw de funktie F(r) =j? ex
1

oD
0 < F(r) <~f e T ax - % Pt
1

Partieel integreren, zodat r in de noemer komt.

-rA
e
stel F (r) = j? - dA (k > 1)
1 A
B A R Y
Fk(r) =2 - T ) )‘k d(e ) - r e - r k+1(r).
n n+1
Fir) =2 e =L ey .. 4 LZ%%TEi e’ 4+ ('1)n+1(n+1)! Fleo
T r? r | r
1 _-r 1 .21 31 (<1)"n1
= - (1 =% 5 - + o0e ¢ ) + R
r r r3 oD n
1 -rA
=DM (e
met Rn - rn+1 An+2 dh.

u
De reeks E (-1)kk! is divergent (IEE-I = %), maar voor numerieke
k=0 r k=1
berekeningen zeer bruikbaar.,

IR(r% < Snx)t (n+1)1 J$ e'rkrdl - (n+1) 1 e T,

n+1 ] rn+2

Nemen we bv. r = 1000, dan is |R1(1000)l < % . 10.8 dus F(1000) is,

door twee termen te nemen, te bepalen in 8 decimalen nauwkeurig.
Voor r = 10'1 is de fout te groot; in dit geval een andere methode volgen.
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Opmerking.

=TA =TA -n
F(r) =f S—a =f S d(rh) -.-f — a %27 B1(r)

1 T

(de exponentiaal-integraal).

We leiden dezelfde formule nog op een andere manier af.
Stel A =1 +p .

~r(1+pn) n n+1 n+1
F(r) = | So—— au = o7 -ur{ 3 i, )b
(r) | Top B =e | e ;]E:o( ) ople 1?_“ }du

n 00
= e'rzz:(-1)jj‘ uj e " 4 + R
j=o A "
‘.on
= e3> (-1
=0 r

T j i
= e g(-']) ;'3’71-+Rn

1+1r @r)d T a@r) + R = (zie 17.4)
A :

+1 n+1
(-1 T B__ o7BT

waarbi j Rn = X Ton dp
zodat IR_| < e-rjwoun+1 e T dp = (ne1)t e .
n o rn+2

1 R
Hierboven is Epe niet vervangen door een reeks, maar door een polyanoom

plus correctieternm.

Terwijl we bij een klassieke reeks |R_(r)l klein proberen te maken dcor

bij vaste r n groot te maken, probereﬁ we bij een asymptotische reeks
Rn r)| klein te maken door bij vaste n r groot te maken.

Behalve asymptotische convergentie voor r-—s= kennen we ook asymptotische
convergentie voor r- Tos namelijk als bij vaste n lim R (r) = O.
Y-r

Bijvoorbeeld °

convergentie als lim Rn(r) =0

1 ~» o

asymptotische convergentie voor r-0 als lim Rn(r) = 0.
r-o0

Voor een nette funktie is de reeks van Taylor zowel convergent als
agymptotisch convergent voor x— 0, (n$1)
Wat dit laatste betreft, stel n vast en |f'2¥ /(x)] < M. Dan is
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an(x)l

"

% x
L |l x-t)® £ D) at| < & IL (x-t)® at] =

n+1

T 1

We leiden nu voor Ko(r) een asymptotische ontwikkeling af voor grote r.

K, (r) —.r =r coshy 4. (COSh bE A)J dA
VT
0= e (1 )
= f il - L e‘rr e"‘rp'% (1+ p,)"Zr dp.
o u@+2) V2 o '

(144w~ 7 o (=D WF
i %;k (1)

met X () dif x(x=1)(x=2) oo, (x=k+1)

en R = G::]Tﬁ (1+ 0 _g)-n-i (_}g)nﬂ (Cauchy).

Kolr) = ,/1—5 e-rL HTTHS g Gy B« R } a
1 er 2 1 1 ~ r k-%
= — e oy (-3 —j\ e # du +
E *=o k (x) ak J B Q’n
met g = LT [T (v s
}r W k-1 4 ;T::;yﬂ o=t xk"} ax = :132? I'(ked) =
1
= (zie 17.2 en 17.5) = ;’ET{ (k-})(k) r&)
1
= F7 D
1y, 3 1 1 1
3 5y T ey = D) een (Fka) () (kD) oot ()
k {(2k=1) (2k=3),..1]2
| - con[ iy
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dus

n 2 ;2. 2
K ( ) = _1" -r v_- (_1)k 1 3 ...(2k-1)
ot v_a_e Zok__"';! x i +Q

n 2
= e-r\ ,_lt_ Z (_1 )k 1 c3 ooa(zk-1) 1 ) . (19.20)
2r k=o k! (Br)k + n

1 -7 1 \r nr n+§-
Q== 7
V2 2" (ne1) e (1-|-3r0;x)m'i |
1 _-r -pr  n+d 1 e’ 3
— e — dp = r(n+=).
V2 2n+1(n+1)!\£j ) ' SR (21‘)1”'i gt

(19.20a)

Bij vaste n en gegeven ¢ > O is een r, te vinden zodanig dat uit
r > r, volgt: Q‘n <¢. De reeks is asymptotisch convergent,

-r 1 9

Grafiek Ko(r’

- X

-r
. ~EE - o) =
Ko(r) > 03 Ko(r) 2 (r )s in r = O heeft Ko(r) een

logarithmische singulariteit.

1) 2
Ho (r) = —~ Ko(-ir).

ir
(M, .. 2 n_e 1 9

. o
(1) \[2 i(r-g) 1 9
of H (r)~ = {1 + BiF " 73851 4+ e0e)} als reew

dus (zie 18.22) (19.21)
-i(r"ﬁ) 1 9

(2) 2
HO (r)~ ;1—1: e {1'- 311‘ - 1281.2

+ ooo} alg r-e
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dus (zie 19.15; we nemen alleen de eerste termen)
\/iL ', o E -
Jo(r) ~ \[ 7z cos (r E) als r— o
n
Yo(r) «.\’E% sin (r - E) gla Te o o

Zijn p en o de n-de nulpunten > O van Jo(r) resp. !6(r). dan is dus

(19.22)

1
+ nn en ~ n
pn~%n Op~ LT+ BT.

Grafiek

Jo(r)

N .

| ‘\:i\i—’/////’ 2n ‘\\\EI\,,////’ hn N5 L,

Y,(r)

/\ SN~
7 on 3n \\\\\fi////// 5n

De amplitude dezer golflijnen gaat voor r-« naar nul als 1

Vr
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20. De golfvergelijking (vervolg)

Jo(r) en Yo(r) waren r-afhankelijke oplossingen van de vergelijking

2 2
M+M+k2¢=o,k=2
ax? ay2 c

Oplossingen van

.éz_w.'.-azl-lu:O
%2 ayi' acz atz

zijn - y
i(kp~ 5+ = wt
H§1)(kp) e-imt ~ \’__2_5 e ll- als p > ™
i(-kp+ ﬁ -wt) (20.1)

19
(2) -iwt \[2
H (kp) e ~ \zp ©

als p-—+w»,

H(1) beschrijft een divergerende golf (fase constant=>p - ct
constant)
H(Z) beschrijft een convergerende golf (fase constant=yp + ¢t

constant).

De cofactor j&_is als volgt plausibel te maken. De energie in de golf
P

is constant; energie ~ (amplitude)?; de energie wordt verdeeld over

steeds grotere cirkels waarvan de omtrek evenredig is met pj

dus energie ~'%. Dus amplitude ~ j&_(oneindig lange 1~ dimensionale
p N

stralingsbron).

De drie-~dimensionale golfvergelijking luidt

2 2 2 2
a¢+a¢+a¢__1_u=o

ax? dy?  0z?  ¢? ot?

of met o(x,y,z,t) = ¢(x,y,2) g-iut

2 2 .2
9_‘2+M+M+k3¢ =0
ox? ay?  oaz?

Stel ¢ alleen afhankelijk van r = Vx?2 +y2 +22 en schrijf de vergelijking
in bolcoordinaten

a9 (. 8¢ 24 -
fergie (r ar) +k¢p =0 (20.2)
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' of

of
i) + 22, k?2¢ =0
ar? r 3r
a? "
;—-’- (r¢) + k2 r¢ = 0, : (20.3)
T

De oplossing is
+

r ¢(r) = o~ 1k
of

¢(r) = % o -:i o~1kr (20.4)
en

o(r,t) = % (L er-ot) +__:; Gilre k) (20.5)

Amplitude? ~ energie. ~ (boloppervlak)'1 ~ -1—’
. r

dus amplitude ~ =. (Stralingsbron in de oorsprong)-

In dit driedimensionale geval gaat ¢ naar 1 als k naar nul gaatj

in het tweedimensionale geval gaat ¢ naar Iog r als k naar nul gaat.
Dit is in overecenstemming met de vroeger gevonden r-afhankelijke
oplossingen van A = O,

De gevonden oplossing (20.5)

A ik(r-ct) ~ik(r+ect)
T e _

olr,t) = 2 e

voldoet dus aan

A0 22 13
RS R R T (20.6)

De reele divergerende oplossing is (dezelfde letters voor andere
constanten)

B

9y (r,t) = = cos k (r-ct) + % sin k (r-cﬁ).

Dit is een lopende golf. De plaats der knopen, punten waar de
wuitwiking nul is, is veranderlijk met de tijd.
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Oock de funktie

@, (ryt) = = cos kr om0t g sin kr e'lwt,

Hik

die ontstaat door eerst de reele ¢-~oplossing te nemen, voldoet aan
(20.,6), en dus ook

=3

ps(r,t) = = cos kr cos wt + g sin kr cos wt.

Dit is een staande golf, De plaats der knopen is vast.

Opgave. Verifieer deze oplossingen direkt.

We leiden uit de divergerende oplossing van het 3-dimensionale
probleem die van het 2~dimensionale probleem af. .

De divergerende oplossing van (20.3) is ¢(r):=%elkr met r = Vx2+yZ+z?

(bron in de oorsprong). Dezelfde funktie met r = V(x-a) +(y-b¥ +(z=c)?
zal ook voldoen (bron in (a,b,c)). e '
We beleggen nu de z-as met bronnen met dichtheid 1.

De bij (0,0,c) behorende golffunktie is
eika2+y2+(z-c)2
Vx? +y2 +(z=c)?
Dus met p = VEf:§?—en ¢~z = { vinden we voor de totale potentiaal
}1 L1kVP? +(z=c)Z ; kP TTT 2]‘ RIS/TEYY
e =

= e T
Vw¥i(z=c)? Vo? + L2 Vois 02

ano CO @00 [s)

az

(Z =p sinh A)

=2 r olkP cosh A p0 oy H§1)(kp).
[o]

Hankelfunkties van hogere orde
In het algemeen zullen, als ¢ (x,y,z) voldoet aan AU = 0, ook de
funkties %%-en elke richtingsafgeleide g% voldoen aan AU = O,

Hetzelfde geldt voor de vergelijking AU + k2 U =0, ook in 2
dimensies. .

Nu is H( )(kp) oplossing van —JE & + k2 = 0, dus ook

dx? 5y2
) (1) d (1) a ..(1) x a (1)
. 37 B ko) = 5= (k) “EEHo (kp);:a‘;ﬂo (kp) cos 8



A

en é
21 e = & 5" ) sin o AF

X

en, als D de operator -2 + 1 2 voorstelt,

ox oy
(1) - 18 4 g(1)
D H (kp) = ¢ 7y H (kp). | | (20.7)
We defindieren nu
(1) _ 104y=1 o (D) yo__d (1D s
H1 (kp) = (=k e7) DHO (kp)——m Ho (kp) (20.8)
dus (
1) _ d _g_r ikp cosh A
i, (k")‘”mnoe dA
= - ,%_[ eikpcosh A oop A ax (Im kp > 0).

Stel A = Ay 4 dA,5 cosh A = cosh A, cos iA, + sinh A, sinh iA,
= cosh A, cos A, + 1 sinh A, sin A,.

De e-macht in de integrand van Hg1)(kp) wordt

ikp cosh A, cos X, - kp sinh A, sin A,
e ;

alsiAy > O dient sin A, > 0 bv. O <A, <% en
als A, < 0 dient sin A, <O bv. = n <A, <O0.

i

jP eikp cosh A cosh A dA

ikp cosk A (ex + e-k) daA

2.1 (p)

e

i
L]

ikp cosh A ekdl . %.fp eikp cosh A ekd(_k)

ikp cosh A + A

e ar

gi= al= Aj= Ay

T og’”é“_"%P
‘®

(in tweede integraal substitutie A = =A! en A! weer A genoemd) .
S is hierbij een integratiecontour,

het Sommerfeld-gontour, van Ay
= 4 ai naar « + bi dat geheel l1ige
in+de gebieden {A, <0, ~n< A,< O ) - ——— R ——

en {A,>0, O <A, <xl. ///7_
S 7 A




Dus
B (kp) = - -}t.reik" cosh X +A 43 (20.9)
S
en
2D (kp) = 1 f etkp coshA 4y (20.10)
[ rd S v

We kunnen zo0 voortgaan; alle funkties ) H“)(kp) zullen voldoen
aan de golfvergelijking.
We drukken D uit in poolcoordinaten.
_0 48 _ 3 %, 2 08 8 3 3 i3
iy = dp ox ax t 1 (Bp 3y * %@ By’
sin 0 @

0
cos eap“’_}?"ae + i(sin Ba +

L

cos 8 _9__)
p a6

©

ie .9 i 0-
= € (354-3--66).

Dit klopt met (20.7).
Bewering:

n Jeikp cosh A n ine J ikp cosh A + nA

ar = (ik) ai,

(20.11)
Bewijs. Door volledige inductie. .
De gelijkheid is geldig voor n = 1, want dan staat er (zie 20.10, 9)

D (ni Hé”(k;:)) = - ik e3P nH§1)(kp)

in overeenstemming met (20.8). Veronderstel geldigheid voor n = m.
Dan is

p=+7 felkp cosh X 4 - (volgens onderstelling)

i D ((4x)" 11O f ikp cosh A+ mh 4y
- (ik)m eia (_55.5 +S% -3%) eim&! eikp cosh A + mA an
= (:i.k)m eie eimﬂ _fik eikp cosh A +nA coshA dA
b EO® e io jg-aj: oim8 j‘eikp gosh)s 4+ mA dh'
. ) (ik)m+1 ei(m-ﬂ)ﬁ jeiki cosh A+ mA . o5 aa
- ()" e i(m+1)0 ifeiké cosh A d(el.n)”)

S
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ym+1 ei(m+1)e jeikp cosh A + mA
P
(1x)™ e‘i(m+1)0 1p feikp cosh A + mA

(ik cosh A dA

0 + ikp sinh A dA

(cosh A + sinh A) dA

il

(ik)m'” ei(m+1 )ef oikp cosh A ¢ mA
- (ik)m+1 ei(m+1)9 femp cosh A +(m+1)A ar
S
De gelijkheid is dan ook geldig voor n = m+1, dus voor alle gehele
n >0,
We definieren nu de Hankelfunkties van de 1e soort en corde n door

Hé”(kp) = _1{ (- eie)-n 2 J‘eikp cosh A .o
5
= (& ¢ p* BV (xp)
godat
B (p) = & -i)nl ikp cosh A+ mh 4y (20.12)

en die van de 2e soort door
Hga)(kp) = Hfl")(kp). (20.13)
Zonder bewijs: deze definitie is in overeenstemming met (19.17).

Recursieformules
Voor elke cilinderfunktie Cn(z) geldt

Cn_1(z) - Cn*1(z) =2 é% Cn(z) (20.1#)
en Zn
C,q(z) + C ,(2) = C,(z). (20.15)
Bewijs.
d (1) _a nJ‘ ikp cosh A + nA
m Hn (kp) = A (~i) . e ) i cosh Adx

2ni

ey 1 4(1)
-2 E D) + 3 8 Do),

1 (-1)2 4 [j‘eikp co=h A +(n+1 )AdM_ feikp coshA +(n=1)A

ax }
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Dus (20.14) geldt voor C (z) H(1)(z), met (20.13) en (19.17)
volgt dan ook de geldigheid voor H‘a)(z) J (z) en I (z).

B p) + B (p) =

Jn_i_ (_i)n+1 { ‘Yeikp cosh A +(n+1)di - i eikp cosh A +(n.1)xdl }

. (_i)n-ﬂ J‘eikp cosh A + nA (el-e'l) ar
ni 3 ,
= 2, (_i)n-:-'l femp cosh A + nA sinh A dA
ni 5
_ 2 n+1 "'LJ ikp cosh A
= = (=1) Tk e )
=2 n fikp cosh A + nA _ . 2n (1)
= “Tes (~1)" {0 -n ] e _ dr )= + i H (kp).

(20.15) geldt wvoor c (z) ( )(z), dus ook wvoor H(Z)(z), I, (z) en
I (Z)o
n

Uit (20.14, 15) volgt nog.

C,q(z) =2 C,(2) + Cf(2) ‘ (20.16)
en n

Cn+1(z) = Cn(z) - ca(z) , (20.17)
Bolfunkties

De potentizalvergelijking

U, * U&y +'u§z = 0 (21.1)

luidt in bolcoordinaten (r,0,¢), waarvan de betrekkingen gegeven
worden door '

X =r s8in 8 cos ¢ -
y=rsin 0 sin ¢ _ (21.2)
zZ =r cos 0 ’

als volgt

&
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1 2 (p2 X 1@ 3y 1 a%
r?—=) 4 ————m = (gin 0 =) 4 =0 (21.3)
r2 Or or r2gin 0 09 % r?gin?® d¢?

en de golfvergelijking

1 U 1 2 1 'y

— ("' ) ¢ —— 2 (sino-B) &+ + k%0 = 0.

T2 or r2gin o 90 09 r?gin?0 d¢?
. (21.4)
Stel U(r,8,9) = R(r) Q(0,9). - (21.5)
Substitutie, gevolgddoor vermenigvuldiging met r’(RQ)°1, geeft

l 4 (4B 1. 1 809y . 1 23%Q. . 2.2 _

T ar ¢ )+ 3leme ae (eine )+sin'e aq,z”'kr = 0.

Stel het r-afhankelijke gedeelte gelijk aan -A, en het (8,p)~
afhankelijke gedeelte gelijk aan A.

Dus

% (r? dR) + (A +Xr?) R=0 (21.6)
en

sin 6 5L (sin 0 &3 4 —9 A sin? 6Q = O. C(21.7)
Stel Q(8,9) = P(0) &(p). (21.8)

Substitutie, gevolgd door deling door PP, geeft

. 2
sin® d (4,9 ) 12 _, 5026 =o0.

P ds ‘52 ° g T gy

Stel het O-afhankelijke en ¢-afhankelijké gedeelte gelijk aan
m? resp. -m?, zodat

2
%35- = - m2d (21.9)
en R
sin éL (sin © —~) -~ (m? + A sin® 0) P=0. (21.10)

Een oplossing van (21.4) is bekend zodra we oplossingen bezitten
van (21.6’ 9, 10)0 '

(21.9) heeft de basisoplossingen
% = K ime ' : C(21.11)

waarbij we m in het algemeen geheel veronderstellen, 6idat we een
Jin de ruimte eenduidige oplossing wensen. (Toename van.@ met 2=n
‘geeft dan dezelfde oplossing.)
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Voor k = O luidt (21.6)

d daR
e (r2 E;) + AR = 0.

Bewering: bij geschikte A is R = r® een oplossing.

Substitutie geeft inderdaad A = - n(n+1). Uit de bewerking blijkt
dat ook R = £~ (8+1) 1 doet. (Vergelijk de cirkelfunkties r*® gin ne
en r ® cos nf, die voldoen aan U, +0_=0.)

x
We stellen dus A = - n(n+1) en beschouwen (21.6)

4 (.2 &R 2.2 _ -
i (r dr) + (k°r n(n+1) R = O

of :
R"+g-R' + (kz_n__(_zﬁ)_) R = O.

r r?
Dit doet ons denken aan de vergelijking van Bessel. De term % R* is
te veranderen in %-R' door de substitutie .
R(r) = U(r) V(r)

die de vergelijking doet overgaan in
UV + 2U'V! + UV + % (U'V + OVY) + (k? - ‘—‘-5-’-‘-}1-)-) UV = 0.
T
" Kies nu V zo, dat

2TV 4 2 U1V = L g,
r b of

(Nemen we rechterlid = O, dan verdwijnt de term % R')

' o
Dit geeft %F = - é%, waarvan een oplossing is: V = r i.
De vergelijking wordt, na vermenigvuldiging met V;,
Un.,,ln'v + (+%r.’ _r"2 + k2 _n_(.rl".'l).) =0
of ’
U"+-1U' + (k2 __(_r_t_-l_-t)__) U =0.
r r?
Hiervan zijn de oplossingen (zie 19.1, 9)
U= Jt(n_'_*) (kr)
=odat oplossingen van (21.6) zijn
ey A |
& . 1.
R(r) = Ty (n+3) (kr) (21.12)

(de sferische Besselfunkties)
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Opmerking: lim —1_4- L 3 (kr) = ——— £)n

: k-o k* Vr ¥ Valned)1 2
L n+¥ 1 V2~ r,=(n+1)
o B mlad W mipr @ -

Oplossingen van (21.4) zijn dus de funkties

L (kr) o-17¢ p(g)
Vr Z(a+d)

waarbij P(8) een oplossing is van (zie 21.10):
d dap ) |
8ing 3z (sin® gz) + (n(n+1)sin’ @ - ) P =0. (21.13)

We substitueren x = cos

met P(x)g fa

De vergelijking wordt

; P(8) gaat over in een funktie die we aanduiden

¢]
=—sin9 %o

£ ((1-x) &) + (alaen) - 1?12) P=0

of

2
y &P dP

p_— - 2x o ) P =0. (21.14)
X

(1-x? + (n(n+1) -

1=x

Dit is de differentiaalvergelijking van Legendre.

De oplossingen hiervan heten Legendre- of bolfunkties. De veelterm-
oplossingen zijn de veeltermen P:(B) van Legendre en wel voor m = O

de gewone veeltermen Pn(ﬁ) en voor m > O de geassocieerde veeltermen.

(1-x2) P"(x) - 2x P'(x) + n(n+1) P(x) = 0. (21.15)

We proberen een oplossing te vinden door machtreekssubstitutie. Na
deling door de coefficient van P"(x) blijkt x = O een gewoon punt te
zijn voor de coefficienten van P'(x) en van P(x).

We substitueren dus P(x) = ug ay xk (en niet, zoals in 19.1
A& k =0

x E a, X Ye

Het resgultaat is

oo ) k oo k
%;; (k+1) (k#2) &, , x - E;g:(k(k+1) - a(n+1)) 2, x =0
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zodat (k+1 # 0, k+2 # 0)

_ k(k+1)-n(n+1) a = (k~n)(k+n+1)

8ps2 T T (kt1) (ke2) k = (k+1) (k+2)

(x >0). (21.16)

De oplossing is dus van de gedaante
2k ] 2k+1

P(x) = a = eoe X + a eoe X 9
oF 1;
=0 =0

een lineaire combinatie van de twee lineair onafhankelijke oplossingen.

De machtreeksen convergeren voor |x| < 1, want lim |i§1§ | =1,

ko

Voor n geheel >.0 is a = 03 voor even n is de eerste reeks een

n+2
veelterm, voor oneven n de tweede reeks. Dit zi jn de veeltermen Pn(x).

sz (x) is een oneven funktie.

(x) is een even funktie; P23+1
Intermezzo
Definitie

Een verzameling reéle continue funkties u,(x), u,(x), ... is een
orthogonaal stelsel in (a,b) indien

b
i ui(x) uj(x) dx =0 voor i £ j. (21.17)

b
Uiteraard isJ‘ u;(x) dx # 0 als u,(x) # 0.
a

Het stelsel is orthonormaal als bovendien voor elke i

"
ui(x) dx = 1.

a

Voorbeeld
Het stelsel funkties

{1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2%, ... }

vormt een orthogonaal stelsel in (-m,m).
Het stelsel

sin x, CO8 2X,; eoe ]

2
Vr

is orthonormaal. Zie (15.9).
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Beschouw op (a,b) de differentiaalvergelijking
d du(x) _
% (p(x) ) thalx) ux) =0 (21.18)

met de randvoorwaarden

u(a) + aut(a)
u(b) + Put(dv)

0
0 } | (21.19)

A is een parameter; a en B zijn getallen.
Veronderstel dat (21.18, 19) oplossingen # O in (a,b) bezit voor
A=Ay Ayy eoo (verschillende A's). Zij ui(x) de bij A, behorende

i
oplossing. Uit (21.18) volgt

d
L (p ui) ==X qu uy
d —
LV (p uj = - Aj q uy uy
dus b b b
woE upax-[ uy L Gupar = 0a) [ av u, ax
j dx i s i dx 3 j i i7j)
\[b b b
(lj-li) A q uy uy dx = Cuj P ui]a -\L- p uf u5 dx +
'b b ] e
- [ui P uj]a +\£ p ui uj dx
=0 (gebruik 21.19).
Dus b
\£ q(x) ui(x) uj(x) dx = 0 voor i £ j.

De funkties ui(x) vormen in (a,b) een orthogonaal stelsel met gewichts-
funktie q(x).

Uit de berekening blijkt dat voor deze orthogonaliteit een voldoende
voorwaarde is

b b
[p(x) uj(x) ui(x)]a = [p(x) u; (x) us(x)]a. (21.20)

(Het type vergelijking (21,18, 19) behoort tot de problemen van
Sturm-Liouville.)

Voorbeeld. p(x) = q(x) =1, a ==, b==n

u' + Au = 0,
Bij de eigenwaarde A_ = n’ behoren de eigenfunkties cos nx en sin nx.
Aan voorwaarde (21.28) is voldaan., Het stelsel {1, sin x, co08 X, cs0}
is dus orthogonaal (zie ook boven).

Einde intermezzo.
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De veelterm Pn(x) voldoet aan (21,18) met p(x) = 1-x?2, q(x) = 1 en
A = n(n+1), terwijl aan (21.20) voldaan is als (a,b) = (=1,1).
Dus 1

j P_(x) Pk(x) dx =0 als n £k (21.21a)
v
en we definiéren
N '2 > '
L Pn(x) dx = Soe | (21.21@)

We bewijzen de formule van Rodrigues:

n
d n
Pn(x) =c o (2 -1) voor n > O.

Stel p (x) = (x*-1)™ voor n 3 0, dan is

2 % = .
(x*~-1) p!(x) = 2nx pn(x)
We differentieren n+1 maal:

(x2_1) px(ln-i-Z)(x) & (n-;'l) ox pin-‘-'])(x) + (n;1) 2 pl(ln)(x) =

2nx pP* V) (x) + () 20 p{P )

of
(1-x?) p£n+2)(x) - 2% pin+1)(x) + n(n+1) pin)(x) = 0.
(n) (n)
Dus p =’ voldoet aan (21.15) en P, (x) is een veelterm van de graad n.

(n)(:

Hieruit volgt dat P,

:) een veelvoud is van Pn(x) of

n
Pn(x) = e pin)(x) =c_ i;; (x2-1)".

We bepalen ¢ met behulp van (21.21).

1 1 1 |
[rwa=-e ] 2w P a=e | 2w a2

21 Bq -1

1 1
e oG 2" V001 - el 51 P60 pP M) ax

pn(x3 (x?=1)", dus pﬁk)(x) bevat minstens één factor (x?-1) voor

k < n, dus
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(k)(x) =0 voor x = -21 als 0K k < n.

Vérder is p(“n)(x) = (x* -1)n = (2n)!

2

21 n

1 1
j P;(x) dx = - c; i; p(n+1)(x) pin-1)(x) AX = eescoes

1
(-nH* c;}f1 pizn)(x) p (x) dax

1
(-1)" c; (2n)! J‘ (x2-1)" ax.
=

n

1 1
j (x?-1)" ax =f Gee))™ (2= dx = ——f e 1® a(x-1)"*"
4 4 n+1

1 n n+1 1 n 1 n-1 n+1
= ;:7[(x+1) (x=1) 11 - 5:7'_1 (x+1) (x=1)"" "ax

n 1 n-1 n+1
R (x+1) (x=1) dx.

n+1 1
1
Algemeen J‘ (x+1)%7E (x-1)*"Kax = - n3£51 j (x+1)? -k-1 (x.1)n+k+1 ax .
=]
Dus
f1 (x2_1 )n dx = (_1)1‘1 n(n-1) ceoo 1 1 (X-,')Zn ax
) 4 - (n+1)(n+2)...2n 1
_ n (n1)? =1 2n+1
= (1) 1357— 2n+1 (-2)
en
1
2 _ 1 2 (o4y? o2n+l (21.21) 2 .
'[1 Pplx) dx = 5053 e (nt) 2 =" ZpsT %y =T on°
Dus n
P_(x) = 1 - d—ﬁ (x*=1)" (21.22)
n! 27 dx
(Rodrigues)
Uit deze formule leiden we af
n
P (x) = 1 = Q_E (-1 (x+1)®
cn nt 2% ax
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n n—k
1 @ St -1

= (X+1)n
nt 2* £=5 ax?” P
1 S k n-k
= — A ( ) 2 (nx) (x=1) n(k) (x+1)
dus
Pn(’.‘) = ;—ﬁ (ﬁ)z (x-1)k (x+1)2K (21.23)
=0
waaruit volgt
n
Pn(-1) = (=1)
Pn(’l) =1 (21.24)
P (0) = Z:( 1)k
2 k=0
Voorbeelden.
Po(x) = 1
P1(x) = X
P,(x) = 3 (3x2-1)
Py(x) = 5 (5¢%-3x)
PL’(x) = % (35%"*-30x" +3)
Pn(x)

1 n=o
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Zoals we al hebben gezien, heeft (21.15) nog een van P (x) 11neair
onafhankelijke oplossing.
Stel P(x) = u(x) P (x) en substitueer in (21 15).

-y " tp 1) o ] t -
(1=x?) (u P, + 2u'P} + uPI'l) 2x(u P+ uPn) + n(n+1) u Pn =0
of, daar Pn(x) een oplossing is,
-yl " o " . ! =
{(1-x%) Pnu + {2(1-x%) Pn 2% Pn }u 0

Pt
2

Hiervan is een oplossing
1
2yp2 )
(1-x*)P_(x)

uf(x) =

In de omgeving van x = 1 is

(1-x)u’ (x) = b o, (x-1)¥
(1+x)P2(x) g;;
wgnt Pn(1) =1#£0,
¢ = k-1
Dus ut'(x) = 1_,: -%::Tak(x-‘l)

u(x) = - a  log [1-x| + Sf:_ﬂk(x-1)k
k=0

De tweede oplossing P(x) is voor x = 1 dus niet eindig; ze heeft daar
een logarithmische singularieit. Hetzelfde is aan te tonen voor x = =1,
Dat x = 1 en X = =1 singuliere punten zijn van vergelijking (21.15)

blijkt al uit het nul zijn van de coefficient van P"(x) voor x = % 1,

Vergelijking (21.24)

(1-%x2) P" = 2x P' + {n(n+1) }JP =0

J=x
is op te lossen door machtreekssubstitutie.
Hier zullen we een andere weg volgen.
Substitueer P(x) = (‘l-x’)'a'm um(x) voor m > O.



Dit geeft
' (1-x?) u!' - 2(m+1) x u' + {(n(n+1) = m(m+1)) u =0. (%)

Differentiéren geeft
(1-%2) u'" - 2(m+2) x up + {n(n+1) - (me1)(me2)} ut =0

dus vergelijking (*) met m+1 in plaats van m.
Afgezien van een cofactor,; is

um+1(x) = u&(x).

waaruit

m
w ) = Su ) =... = .
dx

Nemen we voor u_(x) de veeltermoplossing van de gewone differentiaal-
vergelijking van Legendre, dan is dus de veeltermoplossing van (21.14),
afgezien van een normeringsfactor,

m
P(x) = (1-x2 )18 i—ﬁ P_(x). (21.25)

Kennelijk is P:(x) = 0 voor m > n.

Voorbeelden.

_P:(x) = V1-x?

P! (x) = 3xV1-x” 3 Pr(x) = 3(1-x?)

P (x) = 2 (5 -1V 5 PR(x) = 15x(1-x?)
P)(x) = 15(1-x %2

Combinatie van (21.22) en (21.25) geeft

im .m+n
PM(x) = (1-x?)" 4 (x2-1)%, (21.26)
n nt 2n dxm+n

(Tot zover het.eerste gedeelte van dit college,
De syllabus hiervan werd verzorgd door drs B.J.M

TeChniSChe Hogeschool te EindhOVen,) OMOrSEIt'



