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In dit college wordt een overzicht gegeven van de theorie der par
tiele difterentiaalvergelijkingen. Een partiele differentiaalver
gelijking is een relatie tuasen partiele differentiaalquotienten van 
een tunctie van twee of meer variabelen. 

1 •. Vectoren 

In de driedimensionale ruimte kiezen we een rechthoekig rechts 
draaiend assenstelsel met O als oorsprong. ~o -
De coordinaten of kentallen van een punt P 
geven we aan met (x,y,z) of (x

1 
,~ ,x,). 

Onder de vector!.= (x1 ,x2
,x,) verstaan we het gerichte lijnstuk 

Tan O naar P. · 

De lengte der vector!_ geven we aan met l!,I, dus 

1 _x I - (x 2 + x 2 + x! /. - 1 2 ., 

Maakt x met de drie assP.n opvolgend de hoeken a 1, a 2 , a,, dan is 

en 

De vectoren ter lengte 1 langs de drie assen heten de drie 
eenheidsvectoren. Ze worden opvolgend aangeduid met!, 1 en~• 

De nulvector O is de. vec·tor m~t lengte o. 

De somvector !_+Z van twee vectoren x en z is de diagonaalvector 
van het parallelogram, opgespannen door x en z. 
Bet E_roduc,t A:5. van. een vector !. met een getal A is de vector met 
lengte lillxl, waarvan de richting gelijk of tegengesteld is aan 
die van !_·naargelang A> O of A <·o. 
In plaats van·!.+ (-1)z schrijven we :5.-z. 



Men bewijze de volgende eigenschappen: 

a. Als x = (x
1 

,x
2 
,~) en z = (y

1 
,y

2 
,y

3 
), dan is 

!,+l, = (x1 +y1 ' x2 +y2 ' X., +y, ) • 

b. Als x = (x,y,z) en i\ een getal, dan is 

A!,= (AX, i\y, i\z) 

d. · i\(!_+z) = A!, + Al, 

e. (!,+z)+~ = !,+(z+~) 

t. Als !. = (x,y,z), dan !. = x! +Yi+ Z!,• 

Onder het inwendig product !.•l van twee vectoren 

!. = (x1 ,x2 ,x3 ) en l = (y1 ,y2 ,y3 ) 

verstaan we het getal 

!.•l. = x1 y 1 + x2 y 2 + x,:r, 

Men bewijze: 

a. (i\?f_+µl_) -~ = i\(!_.~) + µ(z.~) 

b. 

c. 

Is 8 de hoek tussen !. en z, dan is 
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(1.4) 

(1.6) 

(1 .. 8) 

Bewijs: lzl cos 8 is de gerichte projectie van z op ?f_; dit is 
gelijk aan de som van de projecties van :r1!, :r21 en :r,!. 
op x. 
Als-?f. hoeken a 1 , a 2 , a, met!, 1, !. maakt, zijn deze 

projecties· gelijk aan y
1

cos a1 , y
2
cos a

2
, y

3
cos a,. 

Dua l!,l lzl cos e = 1!.1 (y
1 

cos a1 + y
2 

cos a
2 

+ y3 co~ a,) 
~ !.•l (zie 1.2) 

Voor twee vectoren !.. # Q en l ~ 0 geldt dus: 
als !. loodrecht z, dan !.•l. = Q en omgekeerd. 



Tenslotte is!•!= 1•1 = ~-~ = 1 

en !•1 = i•~ = k.i = o. 

Onder het vectorproduct of ui twendig product !. x z van twee vectoren 
!. en l verstaan we de vector waarvan de lengte gelijk is aan de 
oppervlakte van het door!. en z opgespannen parallelogram., en waarvan 
de richting loodrecht is op het vlak door!. en z zodanig dat ze past 
'bij een rechtsdraaiing van 35. naar l. over de kleinste hoek. 

. !,Xl, 

Is 8 de kleinste hoek tussen !. en z, dan is dus 

Het vectorproduct is een representant van het door!. en z opgespannen 
parallelogram. 

Men bewijze: 

S.e l,X !, = '"' (!_X l,) 

b. (>i.z) X !, = >i.(z.x !_) (1 .. 10) 

Opm: onderscheid X > 0 en A< O. 

c. !, X (l_+!_) = (!_ X ;r_) + (!_ X !_) ( 1 .11) 

Opm: is a. het vlak.L!, en '1/ de projectie 
van l op tr., dan is !,>< z = !,X z'. 
Analoog voor !. en z+!.• 
Gemakkelijk bewijst men: !. x (l,' +!,') = (!_ x l •) + (!, x ~ •) .. 

!_x-t = k• -txk = i• kxi = -t• (1.,12) 
- .i,I. _, .IL. - _, - .i;;;;. .IL' 

!_x ! = J_xJ. = ~x~ = O. 

e,. !,>< l. = (x
2

y
1 

-x
1 

y
2 

)!_ + (xJ Y'1 --x1 Y, ) 1 + (x1 Yz -x2 Y1 )~ 

i J. k -
= x .. x:2 X, ( 1 .. 13) 

Y,, y2 Y3 (zie 1.4, 10, 11) 
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t. Bij een draaiing D van het assenstelsel (orthogonale afbeelding 
met determinant +1) geldt: 

(I>!). (Dz_)= !•l. 
(D!) x (Dz_) = D(~xz.). 

g. Bij een spiegeling S van het assenstelsel (orthogonale afbeel• 
ding met determinant -1) geldt: 

cs!.>. <sr> = !•l. 
(3!) X (Sz_) = -S(!, X l,). 

We vormen producten van drie vectoren. 

Producten als (!_ .. z) • .! of (!,•l,) x .! hebben geen betekenis. 

(!,•l,).! is de vector;\.! met A = !•l• 

Het getal (!_xl)•!,, het scalaire tripelproduct van!,, z en!,, is 
gelijk aan de inhoud van het door!,, z en.! opgespannen parallelepi
pedum, vermenigvuldigd met +1 of -1 naargelang de hoek tussen !,Xl. 
en.! scherp of stomp is. 

Bewijs: · 1(!,x z).!,I is gelijk aan het product van de oppervlakte van 
het door!. en l opgespannen parallelogram en de projectie 
van.! op de loodlijn op qit parallelogram. 

Men bewijze: 

a • ( ! X l.) • .! = ( l X .! ) • !. = ( .! )( !. ) ;z = 

-(-l,X !_)•!_ = -(!_X l,)•!, = -(!_X !_)•l, (1.14) 

b. x1 x
2 

x
3 

(!,X z) •.! = Y1 Y2 Y-, 

z
1 

z
2 

z
3 

De vector (!, x z) x !,, het vectortripelproduct van !,, l. en !,, is lood
recht !,X l dus gelegen in het vlak door!. en ;r zodat 

(!_x z)x .! = 71.!, + µz. 
Inwendige vermenigvuldiging met.! lever~ 

0 = X(!,•.!) + µ(z • .!) 

zodat we kunnen schrijven 

A = p (z • .!) 
µ = -PC!,•,!) 



waarbij pen scalair is. 
Uit 

<!x ;t:) x .! = p{(z • .!>?E. - <?E.•!>z 1 
blijkt dat p van de graad nul dus door een speciale keuze van 
!, l. en.! te bepalen is. 
De substitutie ?E. = .! = ! en l. = j__ geeft .P = -1. 
Resultaat: 
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( 1 .. 16) 

Opgaven en toepassingen: 

a. Bewijs (1.16) door uitschrijving in kentallen. 

b. Bewijs: 

Hieruit volgt speciaal: 

l?E.x:.12 
= l?E.12 l:_12 

- <?E.•l.>2 (1.18) 

c. Bewijs (1.18) meetkundig. 

d. De parametervoorstelling van de loodlijn door~ op het vlak door 
a en b is: 

e. 

- -

De vergelijking van het vlak door~ met! &n b als r1chtingsvec-
tore.n luidt: 

(_!X ~_) .,(!_-~} = 0. 

De vergelijking van het vlak door!• 2. enc luidt: 

{(!!!;_-£) X (!a-£) } • (!,•£) = 0. 

f. De projectie ·van x op de lijn i_+i\!_ is &elijk aan l~l C!,•!,) • 

g. De iijn die de kruisende lijnen £: ! = ~+i\! en m: ! = q+µ!?_ lood• 
recht snijdt., heeft de vector ax b als richtingsvector. 
Zijn i\.s en µ1 de bij de snijpunten behorende parameterwaarden, 
dan is er dus een getal v zodat (~+).,!,) - (.9.+µ 12_) = v(!Xl!,). 

Inwendige vermenigvuldiging met !,X !_, (!_x !?_) x !?_, (!>< !!_) x !; onder 
gebruikmaking van (1.14) geeft opvolgend: 

V (!, X 2.)" (!, X !?_) = (~-g.). C!; X 2.) 



A, C!x ~). C!; X ~) = - { (1?,-s)x ~}. C!; X ~) 

l¼ C!:, X ~). (!:,X ~) = - {(1?,-,i) X !:. }. C!:, X ~) 

Voor de afstand tussen £ en m vinden we: 

I (1?,-9,.) • C!; x ~) I 
d = ---------1 !:,X kl 

2. Ruimtekrommen 

Een ruimtekromme wordt beschreven door een vector, waarvan de 
coordinaten functies zijn van een parameter: 

~(t) = (x(t), y(t), z(t)). 
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De coordinaten worden voldoende vaak differentieerbaar verondersteld. 

Onder de afgeleide van ~(t) verstaan we de vector 

• d~ dx ~ dz 
~(t) = dt = (dt, dt' dt) 

(Denken we ons t als de tijd, dan is iCt) de snelheidsvector) • 
• 
~(t) heeft de richting van de raaklijn in r(t) aan de kromme. 

Opgave: als x = ~Ct) en z = ~(t), dan is 

(2.2) 

De lengte van de kromme ~(t) tussen de punten ~(t
0

) en ~(t1 ) is 
gelijk aan: 

Is t = t
1 

variabel dan wordt de lengte een functie van t: 

r . . }t 
s(t) = J {~(T) • ~(T) dT 

t 
0 



en 
da • • f di = {£. ( t ) • t ( t ) } 

a(t) is de booglengte tussen de parameterwaa.rden t
0 

en t. 
Een rectiticeerbare kromme is een kromme waarvoor de integraal 
beata.at. 

In plaats van t nemen we nu ale parameter de booglengteparameter •• 
Voor de kromme tCs) geldt dan 

zodat 

(dx g: dz) (dx~dt gy_L!~ dz7dt) 
dB= de' ds' de = ds dt' dilcft' ds dt 

dr 1 • i 
I -=1 - - {r_(t) • _:r(t)} = 1. ds - 19.!I • -

dt 

dr 
De raakvector t = -d- is dus een eenheidsvector. 

- It 



dr 
De raakvector iCs) = d; is dus een eenheidsvector (2.5) 
t(s) verandert dus alleen van richting. (sis op te vatten ala de tijd, 
indien het punt de kromme eenparig doorloopt.) 

Uit i•i = 1 volgt door differentieren naar a (zie 2.2) 
dt dt 

2(t. -d-) = 0 dua d- loodrecht t. (2.,6) 
- s s -

---id! 
De vector ds' ook afhankelijk vans, is niet noodzakeltjk een eenheids-

vector. 

Stel 
di 1 -as = P !! met IB;I = 1. 

dt 1 Definitie: 1d;1 =Pis de kromming van de kromme in het punt £_(a); 

pis de kromtestraal. 

In elk punt r(a) van de kromme liggen de normalen op de raakvector 
t(a) in e6n vlak: het normaalvlak. 
- dt 
De apeciale normaal !!. =pd; heet hoofdnormaal. 

Voorbeeld 

Beschouw de ruimtekromme 

!:,(cp) = (r cos cp, r sin cp, 0) 

met cp ala parameter en r constant. 
De kromme is een cirkel in het x-y-vlak, 

lr~cp )I = r. 
De booglengte, gerekend vanaf de x-as, is dus gelijk aan rep. 
Dit volgt ook door berekening, want 

da v· .. I dcp = !:,(cp) •£(cp) = r 

en we stelden s(cp=O) = o. 

Met de booglengte als parameter is: 

!:_(S) (r s s 0) = cos ;-, r sin r' 
iCs) (- s s 0) = sin r' cos ;-, 



dus inderdaad li(s)I = 1. 

dt 
( 1 s 1 s ) de= - r cos r' - r sin r' 0, 

zodat (zie 2.,7) 

n = (-cos~ - sin~, 0) en p = r. r' r 
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De boven gegeven definitie van kromtestraal is du$ in overeenstemming 
met het begrip kromtestraal van een cirkel. 

De twee vectorei.1t(s) en n(s) vragen om invoering van een derde: de 
binormaal b(s) = txno De-drie eenheidsvectoren t, n en b vormen het 
zogenaamde-trieder van Serret-Frenet. Ala het punt de kromme doorloopt, 
verandert dit trieder. In het laatste voorbeeld is b(s) = (0,0 91). 

Opgave a) Bepaal booglengte en het trieder van Serret-Frenet voor 
een punt van de schroeflijn r_(<p) = (r cos <p, r sin cp, a<p). 

db 
b) Bewijs dat d; een veelvoud is van!.• 

Opmerking 1 

Een ruimtekromme is een vectorfunctie van een variabele (parameter). 
Andere, nog ter sprake komende, functies zijn scalaire functies en 
vectorfuncties, gedefinieerd op de ruimte: aan ieder punt r = (x,y,z) 
wordt een getay <p(r) = <p(x,y,z) respectievelijk een vector-
2:,(£,) = 2:_(x,y,z = la

1
(x,y,z) 9 a

2
(x,y,z), aJ(x,y,z) toegevoegd. 

Men denke bij een scalairveld <p(r) bij voorbeeld aan de temperatuur 
(of potentiaal, of massadichtheid) in elk punt r. Bij een vectorveld 
a(r) kan men denken aan de snelheidsvector die in elk punt r de 
grootte en richting geeft van de snelheid die een deeltje in dat 
punt heeft; of aan de electrische veldsterkte die in elk punt!:. de 
grootte en richting geeft van de kracht die op een in r_ geplaatste 
eenheid van positieve lading werkt. 
Is de temperatuur of de electrische veldsterkte in elk punt afhanke
lijk van de tijd t, dan krijgen we te maken met functies 
<p(x,y,z,t) respectievelijk ~(x,y,z,t). 

Opmerking 2 
Behalve de ons bekende integralen 

j f(x) dx, JI f(x,y) dx dy en 1~ :f(x,y,z) dx dy dz, 
G G ~~ 
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waarin G opvolgend een 1-, 2-, 3-dimensionaal gebied voorstelt, zijn 
voor ons van belang de lijnintegraal en oppervlakteintegraal. 

Zij Keen ruimtekromme, gegeven door r(t) = (x(t), y(.t), z(t)), 
t

0 
~ t ~ t

1
, en cp(x,y,z) een op K gedefinieerde functie. 

Verdeel Kin stukjes met lengte Ila, kies in elk stukje een punt 
( t, 'I, l;), dan is s qi ds = lim E qi (~ 9 TJ,l;) b.s (2.8) 

K b.s ... o 

de lijnintegz:aal van cp over K. 

Een - hier niet' bewezen - stelling leert: 
t1 f cp ds = f cp(x(t), y(t), 

K to 

dr 
z(t)) Id; I dt 

Is cp(:x:,y,z) = 1, dan is[ cp ds 
K 

de lengte van K (zie 2.3). 

Zij Seen oppervlak in de ruimte, gegeven door de parametervoorstel
ling r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) in een gebied G van 

.het u=v-vlak. Verdeel Sin stukjes met oppervlakte b.a 9 kiea in elk 
stukje een punt (t,TJ,l;), dan is 

j'f cp da = lim E <p(t,TJ,1;) 6.a i 6.a-+ o 
(2.10) 

de oppervlakteintegraal van cp overs. 

Een - hier niet bewezen - stelling leert: 
-

JJ cp da =ff <p(x(u,v),y(u,v),z(u,v))l:;x :;1du dv 
S G (2.11) 

waarin 
or. (ax 2.l. .2) -= au' au ou' au 

a~ cox 22 oz) 
ov = av' av' ov. 
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Voorbeeld 

Een bol Smet straal r om O wordt gegeven door 

r = (r cos cp sine, r sin cp sine, r cos 8) 

(0 -' <p -' 2'1t, 0 -' 8 -' 'IC) 

= {- r sin cp sine, r cos cp sine, 0) 
acp 

a!: 
ie = { r cos cp cos e, r sin cp cos a, ·- r sin 8) 

ar ar 
Men vindt: I~--= I = r I sin e I, zodat de oppervlakte der bol. gelijk 

ocp acp 
is aan (q,(x,y,z) = 1): 

Uiteraard zijn beide begrippen en atellingen hiermee niet exact 
behandeld. 

3. De gradientvector van een scalaire functie 

Zij cp(x,y,z) een functie, gedefinieerd in elk punt van de ruimte, 
voldoende vaak partieel differentieerbaar. 
Zij !:a= (x

0
,y

0
,z

0
) een vast punt en!!.= (£,m,n) een eenheidsvector. 

De afgeleide van <pin £o in de richting van de x-aa is 

~a<p(~xy,z)) = (dcp(;;Yo,zo) )x 
!:a 0 

Analoog ~ en ii• 
Teneinde te kunnen spreken over de afgeleide van cp in !:a in de 

richting !!,, bepalen we cp op de lijn door £o met richting !!.• Deze lijn 

heeft de parametervooratelling r = r + na Cini= 1, dus a is de 
- -0 - -

booglengte), zodat op deze lijn cp(x,y,z) = cp(x
0

+£s, y
0

+ma, z
0

+ns) 

een functie van een variabele is, namelijk van de parameter a. 
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We noeme.n nu (~) de •richtingsafgeleide van <p in !:o in de richting 
8 s=o 

!!,, en schrijven voor deze grootheid (~) • 
-!:o 

Dus ( de fini tie) 

(¾:l = (d<p(!:+!!,a))s=o 

-0 

Opgave. Bewijs dat, ala!!.= (1 9 0 9 0), <-li> 
-r 

-0 

Met behulp van de kettingregel kunnen we schrijven 

Beschouwen we ii'~,¾; ala de kentallen van een vector, gradient
vector genoemd: 

d - (~ ~ !!2) gra <p - ax' ay' at 

en is 6 de hoek tuaaen n en grad<p 9 dan is in elk punt 
£. Czie 1 .. 8; 1!!.1 = 1): -

Gevolg 1 .. 

Gevolg 2. 

~ = n. grad <p = lgrad q,I cos 8 
u!!_ -

am . 
~ is maximaal, ala 8 = 0 dus ala n de richting van 
un -
grad <p heert. 
Uit deze eigenschap blijkt dat grad <p onafhankelijk van 
het gekozen coordinatenstelsel te definieren is. 

~ d i>!!, = O, ala!!. loodrecht gra 'P• 



P])...12 

Bewering 

De vectoren !!. waarvoor (~) = 0 zijn de raak.vectoren in£.,,. aan 
b!!, r --.... 

-0 
het oppervlak <p(x,y,z) = constant door !:o. 

Bewija: het oppervlak S door !:o waarop q,(1:) constant is, heeft al.a 
vergelijking 

q,(r)=q,(r). (*) 
- -0 

!!-. is raakvector in !:o aan s, ala de lijn 

(r) = r + na 
- -0 -

met S twee samenvallende snijpunten heeft. Deze anijpunten 
worden gevonden door a op te losaen uit (*)en(**). 

Substitutie geeft 

<p(!:o+!!-_a) = <p(!:o), 

of (linkerlid ontw~kkelen in een Taylorreeks) 

of (zie 3.1) 

A" 1 d2rn . 
q,(r-o) + (.=:t.) a+ - (.::;.....) 

de o 2 ds2 o 

s + .... } = o. 

We vinden twee oploaaingen a= O; d.i. twee samenvallende anijpunten 

r = r, indien (~) = o. En omgekeerd. 
- -0 u!!, r 

-0 

Dils het raakvlak in£.,,. aan het oppervlak <p(r) = q,(r) 
-----.., - -0 

ataat loodrecht op (grad q,)r (3.4) 
-0 

De vergelijking van dit raakvlak is (r-r ).(grad <p)r = O. 
- -0 -0 

Voorbeeld 
Voor een stult metaal dat in een punt verwarmd wordt is T(x,y,z) de 
temperatuur in£ op een vast tijdstip. De oppervlakken T(r) = constant 



hebben in elk punt grad T als normaalvector. Deze •temperatuurgradient 
houdt verband met de warmtestroom. 
Onder de warmtestroomvector I(r) verataan we de raakvector in r --o . -0 

aan de stroomlijn door r, waarvan de grootte gelijk is aan de hoe~ 
veelheid warmte die per'"1ijdseenheid en per. oppervlakteeenheid 
stroomt door een oppervlakte-element dat in r raakt aan het opper-
vlak T(r) = T(r ). -o 

- -0 
Experimenteel blijkt (bij benadering): 

! = >.. grad T 

voor elk punt r binnen het beschouwde medium. 
Is ll.a een opper.vlakte-element dat in r raakt aan T(r) 

t -0 -
gaat door ll.a per· tijdseenheid: Aal I(r )I= (Ila) >..I (grad 

- -0 

= T(r· ), dan 
-0 

T) I • 
£o 

Mae.kt ll.a een hoek 8 met het raakvlak dan gaat door b.c, per tijdaeen
heid evenveel ala door zijn projectie op het raakvlak, dua 

b.al !(£g)I cos e = CAa H!C!c,).,~) = (Ila) "- <:;> , 
' -£g 

ala 1A. de eenheidsnormaalvector op ll.a in !'.o is. 

4o De divergentie van eenwvector 

Zij v(r) het vectorveld va~ een atroming in een medium: in elk punt:£, 
raakt i: aan de atroomlijn, terwijl 1!.1 gelijk is aan de hoeveelheid 
materie die per tijdaeenheid en per oppervlakte-eenheid atroomt door 
een oppervlakte-element in r loodrecht v. 
Zij Seen gesloten oppervlak in het medium. 
Onder de flux F van!. over S verstaan we de hoeveelheid materie die 

per tijdseenheid door S stroomt (stroming naar buiten positief 
gerekend). . 
Zij ll.a een oppervlakte•element in r rakend aan s, n de t.o.v~ van S 
naar buiten gerichte eenheidsnormaalvector op Ila in r, en 8 de hoek 
tussen n en v. -
De hoeveelheid materif die per tijdaeenheid door ll.a atroomt is 

Aa (y_ .. ~). 

Immera de loodrechte doorsnede van de cilinder door aa met v ala 
richting, maakt een hoek 8 met Aa. Dus de hoeveelheid materie per 
tijdaeenheid is (loodrechte dooranede): I !,I Ila cos 8 = (!, .. ~) ll.a .. 
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We zien dit ook ala volgt. Ia !n de projectie van!. op!!. en 

!. 

!.t = !. .. !n' dan is !.t; lood
recht !!• De atroming wordt 
alleen veroorzaakt door v, due 

"'"fl. 
de hoeveelheid materie per tijds
eenheid is gelijk aan 

6a I v I = I vi 6a cos e • 
"'"fl. -

Dit is de flux door Ila. 

Voor F vinden we (zie 2.10) 

Fis de hoeveelheid materie die binnen S ontataat (is de materie 
incompreaaibel en bevat S geen bronnen, dan zal F = 0 zijn). 

Voorbeeld 

Zij S de bol 1£-E.I = a en!.=£-~• 
De normaalvector op S heeft de richting 

van v, due v. n = I vi I nl = I v I = a - -- - - -
zodat de flux van!. over S gelijk is 
aan 

waarbij V het door S omsloten volume voorstelt. Dit vectorveld is 
due niet bronvrij. 
Binnen S ontstaan 3V eenheden, due per eenheid van volume 3 eenheden. 
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We zien dat in dit voorbeeld lim (flux)= 0 en lim (flux/ volume)= 3. 
a- o · a- o 

In het algemeen (voor een fatsoenlijk vectorveld) zal lim (flux)= O. 
v- 0 

Voor de limiet lim (flux/ volume), die afhankelijk zal zijn van 
v- 0 

(x,y,z), kan men bewijzen dat ze onafhankelijk is van de vorm vans. 

Onder de divergentie van een vectorveld yin£ verstaan we nu dat 
getal, dus 

div v = lim i (( y.~ da 
v- 0 -kl 

(Sis een gesloten oppervlak om r met volume Ven uitwendige normaal 
_!!). 

Zo is bijvoorbeeld div r = 3 (zie boven). 

Stelling: Met v = (u,v,w) is 

div v au av aw 
= ax + ay + oz 

ax !z oz 
(bijvoorbeeld div r =ax+ ay +oz= 3) 

(4.4) 

~ewijs: Neem voor S de begrenzing van een rechthoekig blokje met 
ribben evenwijdig aan de assen en met de punten Q en~= 
= (6x,6y,Az) als twee der hoekpunten. 
Met S ,s ,s,e,s ,s ,Sb geven we de zijvlakken aan die opvol-a v r o 
gend liggen in de vlakken x=O, x='1x, y=O, y=ay, z=O, z=az. 
Voor S,e en Sr zijn de t.o.v. S uitwendige normalen: 

(0,-1,0) en (0,1,0) zodat Y•~ = -v(x,O,z) op S,e en 

Y•~ = +v(x,'1y,z) op Sr. 

Onder gebruikmaking van de middelwaardestelling der 
differentiaalrekening en die der integraalrekening, 
vinden we: 



Analoog 
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ff 
S,e 

r dx r ·dz {v(x,6y.,z) - v(x,O,z)} = 

Ay6.xAz ¼;Ct2 ,Tl2 9 ~ ), waarbij (1;2 ,Tl2 ,~) een punt van 

het blokje is. 

II :!:•!l do + II !•!l da ou 
= AxAy6.z 6x 

a V 

g :!:•!l do + u :!:•!l do aw 
= AzAxAy a'; 

o b 

V = AxAy6.z, due volgens (4.3) is 

(au (div v) = -r-l 
- 0 un 

- .2. 

Ct1 ,Tl1 ,Z:1) 

(1;39 Tl, , z;, ) • 

Voor (div ~)r nemen we het blokje met£ en£+ A£ ala hoekpunten. 
Het bewijs verloopt op dezelfde manier. 

Het getal (div ~)r geeft aan de hoeveelheid materie die in£ per 

eenheid van tijd en eenheid van volume ontstaat. 

Voorbeeld 

(zie blz. PD-12). Hebben we een stationnaire temperatuurs~erdeling 
in een metalen blok (T onafhankelijk van de tijd), dan is dus 
div I= O. -
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Omdat I= A grad T, moet T dus voldoen aan (A constant verondersteld) 

div (A grad T) = 0 

of div grad.T = 0 

of 
oT OT oT 

div(ox'oy'oz) = 0 

of 
o2

T o2 
T o2 

T 
0 + - + = 

(4.5) is de vergelijking van Laplace. 

Q!verge~tiew!heorema (Stelling van Gauss) 

Is v een vectorveld in de ruimte, Seen gesloten oppervlak dat een 
gebied G met volume V omsluit en~ de uitwendige normaal ops, dan 
is 

= J[J div (4 .. 6) 

Bewijs: Verdeel G door een stelsel vlakken in blokjes met volume~ V 
en zijvlakken S1 , ••• ,s6 • 

In zo'n blokje is (div v) 
- r av·~ t [J l!:•!! da. 

j 

Valt het zijvlak Sj van een blokje samen met het zijvlak sj, 
van een buurblokje, dan is (tegengestelde normalen) 

Aan de som ~ (div v) ~V wordt dus door de inwendige ~ -r 

blokjes geen bijdrage geleverd, terwijl de bijdrage van een 
randblokje gelijk is aan 

11· ~-~ do, als Sr het zijvlak is dat op S ligt. 

s 
r 



Dus 

~ (div v) llV ~ > dbl k. fJ v.n ~ - r. ran o Jes i~ - -
r 

of (limiet nemen met llV - O) 

J[J div y d< = II NI. dO 

do 

Gevolg: In een divergentie vrij veld is II !•A do= 0 voor .elke 

gesloten oppervlak S. 

Voorbeeld 
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We verifieren de stelling van Gauss voor het getal v = (x' ,y' ,z'); 
G : Ir. I < a. (a is een constante). 

De vergelijking van Sis: Ir.I = a, dus een parameter-voorstelling: 

r(u,v) = (a cos u sin v, a sin u sin v, a cos v) 

!!. = 

Op Sis 

(O ~ u ~ 2n, 0 ~ v ~ n) 

1 (x,y,z) 
a 

= a'(cos4 u sin 4 v + sin 4 u sin 4 v + cos4 v) 

1-0£. X O!:j = 'i"::1 a 2 I sin vi. du av 

Dus (zie 2 .. 11) 2'1t 'It 

do = J du J dv 
0 0 

12 5 
= - na 

5 

+ sin4 u sin 4 v + cos 4 v)sin v 
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21t 1t a 

JJJ div yd~ = J du J dv J dr (3r2 )r2 sin v 

G 0 0 0 

1ta5. 

We voeren een vectoroperator, de nablavector, in: 

Dan kunnen we dus schrijven 

grad <p = \J <p 

en 

div v =\J•Y (4.9) 

Opmerking 

De eigenschap qiy = yqi geldt niet voor de vector"\/. 

Tenslotte nog de (scalaire) operator van Laplace: 

(4.10) 

Hiermee is (4.5) te schrijven als AT= O. 

Opgaven: 

a. Bewijs: 
grad( <p<j>) = qi grad <I> + <I> grad <p 

b. Bewijs: 
div( tp_y) = y.grad qi + <p div V (4.11) 

c. Bewijs: 
v.c<p V <1>> = (\j<p) " (\jq,) + <fl A <I> (4.12) 
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do Verifieer de stelling van Gauss als 

V = (Jr!- ,:r z,yz) 

en 

G: Kubus a~x~ 1' 0 ~ y ~ 1, o,z~1. 

e. G is een gebied in de ruimte met randoppervlak s. 

!'. = (x,y,z). 

Bewijs: g Ir.I' <.!:-!J.l da = 5.[f J Ir.I' d• 

f. Sis een gesloten oppervlak dat een gebied met volume V omsluit. 

r = (x,y,z) r = Ir.I• 
Druk g (n.grad r 2

) da 

uit in V. 

g. Gegeven: v = (ye1 z, - sin(x+z) + y, x2 
- z) 

{
x2 + y2 + z2 = 1 

Sis de halve bol 
z ~o. 

n is de normaalvector op S, van de oorsprong afwijzend. 

Bereken: JJ (y.!J.) do 

(Antwoord: ¾n; aanwijzing: gebruik de stelling van Gauss, maar 
bedenk dat de gegeven S nog geen gesloten oppervlak is). 

h. G is een gebied in de ruimte, omsloten door S. 

Bewijs dat lIJ Lrr 
G (x2+y2) di:=~J (x2+y2)(x!_+y.J_).E) da. 



5. De rotatie van een vectorveld 

Onder de rotatie van een vectorveld v = (u,v,w) verstaan we de 
vector 

rot y = V x v 

Dus (zie 1.13 en 4.7) 

(5 .. 1) 

rot v = (2.!! _ av) (~_ow) (2.!'. _ !'!!) (5 ., 2 ) 
oy ~ i + OZ ax 1 + OU oy ~ 
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We zullen voor rot y nog een andere uitdrukking afleiden. Daartoe 
beschouwen we eerst de draaiing van een star lichaam om_~!a v~t~ 
~ (door de oorsprong gedacht). Zij Peen punt van het lichaam met 
plaatsvector ,r_(t), r = 1£1, a de hoek tussen de as en OP en w de 
hoeksnelheid. Tijdens de draaiing beschrijft Peen cirkel C met 
straal r sin a in een vlak V loodrecht de as. De afstand van P tot 
de as is dan r sin a. De snelheidsvector v in r, in V raakvector aan 
c, staat loodrecht op het vlak door OP en-de as, terwijl lvl = 
= w r sin a.. 
Dus kunnen we schrijven 

als ~ de vector langs de as is met l~I =wen een bij de draaiing 
passende richting (zoals de voortgaande beweging en de draaiing 
van een rechtse schroef bij elkaar passen). 
Dus 

[Laat nu het lichaam tegelijkertijd draaien om twee elkaar snijdende 
assen met hoeksnelheidsvectoren ~1 en~• In de tijd At wordt P 
verplaatst van r(t) naar r(t + At). We kunnen r(t + At) echt~r niet 
bepalen door in-(5.4) voor .!2 te substitueren .!2-= .!21 + ~• 
Is p1 (t + At) het punt waar P terecht komt als we het lichaam eerst 
een-tijd At onderwerpen aan de draaiing ,!21 en daarna een tijd At 
aan de draaiing ~ 2 , dan is (in (5.4) voor £(t) substitueren 
£(t) + (At) ~1 x £(t) en voor ~ substitueren ~): 

E,1(t +At)= £(t) + (AtH,!21 X £(t) + i!!2 X £(t)) 

+ (At) 2
~ X (~1 X ,r_(t)). 



PD-22 

Met de draaiingen in omgekeerde volgorde komt P terecht in 

E_2 (t + At) = £.(t) + (At)(!:z X £.(t) + !2.1 X £.(t)) 

+ (At)2 !2.i X (!:z X £.(t)). 

Kennelijk is E,1 (! + At) -/: !!,z (t + At). 

Wel geldt 

v = lim 
f 1 ( t+At) 

At- o At 

- !'.( t) & (t+At) - £.,(t) 
= lim At = 

At- o 
( 

= .!!1 X £. + !2 X £.• 

Zij Keen vlakke gesloten kromme. 

Onder de circulatie van v langs K verstaan we de lijnintegraal 
(zie 2.8) -

Ci: eenheidsraakvector aan K) 

Als w de hoeksnelheidsvector is bij de rotatie om een vaste as 
(dus v = m x r), Keen gesloten kromme in een vlak V, n de een
heidsnormaalvector op V, Ode door K omsloten oppervlakte, dan is 

(K wordt doorlopen in een bij ~ passende richting). 

Bewijs: Stel V j_ as. 

= lim E Iv l(projectie van As 
As- 0 op y) 

= lim E (l)p (hoogte van de 
As- 0 driehoek) 

l. 
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= lim E 2w (oppervlakte van de 
As- o driehoek) 

= 2(1)0. 

V willekeurig. Zij Ween vlak .Las; K' en o' de projecties van Ken 

Dus 

0 op W; 8 de hoek tussen Ven W, 

dus ook tussen wen!!.• Het inwen

dig product y.As is gelijk aan 

het inwendig product van de pro

jecties van yen~, omdat y ge

lijk is aan de projectie van y. 

= 2 w o cos e = 2<.!•!!.)o. 

Uit vis dus w te vinden. 
Het getal 

is maximaal als Kin een vlak loodrecht op de as ligt. 

Verder merken we op: 

V = W X r = (WzZ - ~y,~x - W1z,w,y - WzX) 

dus 

Voor een algemeen vectorveld y = (u,v,w) zullen we nu bewijzen, 
dat in r 

1 :·· 
lim oJ v.ds = !!_.rot v 
o-+ o K 
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waarbij Keen gesloten kromme is in een vlak door£, 0 de door K 
omsloten oppervlakte, ~ de eenheidsnormaalvector op het vlak door 
K, terwijl de omloopszin van Ken de richting van~ bij elkaar 
passen. 

Bewijs: Zander bewijs wordt hier meegedeeld dat de limiet in het 
linkerlid onafhankelijk is van de keuze van de kromme in 
het vlak. Het vlak behoeft geen plat. vlak te zijn. 

Breng door r = (x ,y ,z) het vlak z = z aan, en beschouw in dit 
-0 0 0 0 0 

vlak als gesloten kromme K de gebroken lijn ABCDA met 

A= (x ,Y ,z ), B = (x +t:.x,y ,z ), C = (x +t:.x,y +t:.y,z ), 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 

D = (x ,Y +t:.y.z ). 
0 0 " 0 

B C D A 

x +Ax 
0 

y +t:.y 
0 

= J u(x,y ,z) dx + J v(x +t:.x,y,z) dy 
0 0 0 0 

X Yo 0 

'Z 

X +AX 
0 

J u(x,y +t:.y,z ) dx 
~ 0 0 

XO 

C. 

X y +t:.y 
0 

J v(x ,y,z ) dy = 
0 0 

yo 

X +AX y +Ay 
0 0 

J OU ( x, y + 111 , z ) dx + AX J dv ( X + , 1 , y, Z ) dy = -cy oy ox 0 0 0 0 

X Yo 0 
,. 

= 
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=- -Ayllx ~ (x
0
+~ ,y

0
+'1l1 ,z0

) + /lxfly li (x
0

+t. ,y
0

+'1l2 ,z
0

) 

zo da t ( 0 = 6:x./J.y) 

lim O Y•.2!! = ax - if;= (rot v) • 1 [ ov ou 
~o ~ -z 

§~elliy van Stokel! 

Zij Keen gesloten kromme en Seen oppervlak met K als randkromme, 
dan is 

[ :!•!!!. = [J !/.•rot .!: do 

waarbij de richting van~, de norms.al op S, past bij de omloopsrich
ting van !{., 

Nu is locaa.l 

Bewijs: Verdeel S door een stel

sel lijnen in vier-zijdige 

oppervlakte-elementjes met 

oppervlakte llS en zijden 

Ku K2 , K:,, K,.. 

!/.•rot .!: I!. S ,. Jt I. :!.•.!!! 

J 

Valt zijde K. samen met zijde K~ van een buur-element, dan is (tegen-
J J 

gestelde richting van doorlopen) 

Aan -:En~rot v ~S wordt dus door de inwendige oppervlakte~elementjes 
geen bijdrage geleverd, terwijl de bijdrage van een randelement gelijk 
is aan 



als Kr de zijde is die op K ligt. 

Dus 

L a.rot ! /JS NL[ !•.!I!! = [ !•.!I!! 

r 

of (limiet nemen met 6S- o) 

Opgaven: 

i. Verifieer de formula van Stokes voor het geval: 

!. = (x,x,x) 

s . 2 2 . X + y + z2 = 4, z ~ o. 

j. Ook, als !. = (x,x,x) en 

k. Bepaal 

S x2 + y2 ~ 4, z = O. 

~ .!!•rot !. do als !. = (x, x, x) 

{~ (~ is de normaal naar buiten) 

en als S het gesloten oppervlak is dat ontstaat door 
vereniging van de op~ervlakken uit i) en j). 

1. Verifieer de formule van Stokes, ala v =~en S de driehoek met 
hoekpunten (1 9 0 9 0), (0,1 90) en (0,0,1). 

m. Bewijs: 

rot (CA.!,)=~ rot v +(grad~) x !. 

en 

6. Enkele opmerkingen 

Een veld!. heeft een potentiaal, als er een functie a bestaat zodanig 
dat in elk punt van het beschouwde gebied !. = grad a. · 
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Een veld vis conservatief als / v.ds = 0 voor elke gesloten kromme 
- K ~-

in het beschouwde gebied. (Is v een krachtvector, dan wordt in dit 
geval langs een gesloten weg geen arbeid verricht). 

Een veld!. is rotatievrij als in elk punt van het beschouwde gebied 
rot !. = Q.• 

Een veld.! heeft een vectorpotentiaal, als er een veld~ bestaat zo
danig dat in elk punt van het beschouwde gebied .!. =rot~• 

Een veld!. is bronvrij als JI!.•!!. da ~ 0 V?Or elk gesloten oppervlak 
s 

in het beschouwde gebied. 

Een veld!. is divergentievrij als in elk punt van het beschouwde 
gebied div!.= O. 

Voor twee oppervlakken S1 en S 2 met dezelfde randkromme K geldt 
(zie 5.8) 

ff _a.rot !. da = if !!.•rot v da 
~ . i; 
(!!, passend bij K), 

of - de vereniging S van S1 en S2 is een gesloten oppervlak dat een 
gebied G omsluit -

J[ ~-rot v dO' = 0 

(!!. tov G naar buiten) 

Conclusie: als I= rot!. en Seen gesloten oppervlak dan 

g I•~ da = a 

(een veld met een vectorpotentiaal is bronvrij). 

Met (4.6) volgt, als ! = rot v 

= 0 

(6 .. 1) 
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Dit volgt ook door berekening (doen!), want voor elk veld.!. is 

div rot !. = O of V. (vx .?,) = 0 

(een veld met een vectorpotentiaal is divergentievrij) 

Opmerking 

Bij de berekening maken we gebruik ervan dat de componenten van!. 
continue partiele afgeleiden .van de tweede orde bezitteno 

We beschouwen nu een functie cp (x,y,z) met continue partiele afge
leiden van de tweede orde. 
Men toont door berekening aan: 

rot grad cp = Q. (6.J) 

of als v = grad cp dan rot v = O. 
(een veld met een potentiail is rotatievrij). 

Omgekeerd: Geldt voor een vectorveld v in een gebied rot v = O, 
dan is er een functie cp zodanig dat in dit gebied -
v = grad cp. 
{een rotatievrij veld heeft een potentiaal). 

Bewijs: Het is duidelijk dat ala cp een dergelijke functie is, ook 
de functies cp + constante voldoen. 

We geven cp in een punt A de functiewaarde cpA. Zij Keen weg van A 

naar een punt B. 

We definieren nu: 

Deze definitie is slechts geoorloofd ala de lijnintegraal f .!:•l!/l onafhankelijk is van de gekozen weg, 

a 

1<,0t<, Beschouw twee wegen Ka en K2 van A naar Ben zij 

K de gesloten kromme K1 + (-~). 
A 



Volgens (5.8) is nu, omdat rot!.= 2, 

[ :t•.!!!! = a. 

(een rotatievrij veld is conservatief) 

Dus 

J :!.•~ + J !.•~ = 0 

Ki -K2 

of 

J :!.•~ = J !.•~ 
K1 ~ 

De definitie is dus geoorloofd., 

Is nu!.= grad~? 

Stel B = (x ,Y ,z) en 
0 0 0 

dus 

= Ay.v(x ,Y + Tl,Z) 
0 0 0 

v(x ,Y +Tl,z) = 
0 0 0 

~(xo,yo+Ay,zo) - ~(xo,Yo,zo) 
l>.y 

of (limiet overgang) 

( > - c!f> v xo,Yo,zo ay r 
"""0 
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Analoog u(x ,Y ,z) = (2..2) 
0 0 0 ox r 

--0 

w(x ,Y ,z) = ,1-2, 
0 0 0 oz r 

;;;.a 

dus 

v = grad <p. 

Vo,2~ 

.R~.t gra'1?.:_i_atievJtlc1_.~r aarde 

Kiesz-as loodrecht aardoppervlak naar boven. 
De kracht op de eenheid van massa wordt gegeven door het veld (O,O,-g). 
De door de kracht verrichte arbeid bij verplaatsing van m eenheden van 
massa van een punt A naar een punt Bis{~= (O,O,-mg)): 

t J,.~ = -mg JzB dz = -mg(zB - zA) 

ZA 

Voor elke gesloten kromme .is JG!:.~ = 0 : het veld is conservatie:t'. 

Het veld is rotatievrij: rot~= Q• 

Het veld heeft een potentiaal: met <p = -mgz + C is~= grad <p. 

Kiezen we~= 6 als z = o, dan is <p = -mgz. 

Voorbeeld 2 

Het ~r~vitatieveld ~er zon 

Cne krachten die de zon en de aarde op elkaar uitoe:t'enen zijn naar 
elkaar gericht en in grootte gelijk aan evenredigheidsconstante x 

mzmA 
~ waarbij mz en mA de massa's zijn van zo~ en aarde, 

en r de afstand is van Z tot A]. 

Neem een coordinatenstelsel met de zon als oorsprong. De kracht op m 
massa-eenheden in r wordt gegeven door het veld k waarvoor geldt 
(r = l~l) : in elkpunt is~ naar Z gericht en Iii=~; 

r 
(Afgezien van een evenredigheidsfactor). 

Dus 
-mr 

k = -:::r r 

Men toont door berekening aan: rot k = O. 



Het veld is rotatievrij: er moet dus een potentiaal bestaan. 
Neem punten A en Bop een rechte door Z op afstanden ~ en r

2 
van z. 

cp(B) = 'PA + r• J!..ds c 'PA - m r• ';i !.•~ = 'PA - mfr' !; = 
~ ~ ~ ' 

= c...!. _...!.> q>A+m 

. 1 
dus «p(r) = C +~en k = m grad-. 

- r - r 

rt r1 

De equipotentiaalvlakken zijn de vlakken r = constant (bollen om Z). 

We berekenen nog de flux door een bol Smet straal r om z. 
S is een bol,. dus n = .! r zodat k .. n = .... J!... 

r - - - r2 

( Of: ~•!! = grad q> •!! "" ~ = ( S is een bol) 
O!! 

De flux door S (zie 4.1) is gelijk aan: 

dus constant voor elke bol om z. 

Berekening leert: 

div k_ = ... m div ( x L ..!.. ) 
r 3 

' r 3
' r' 

{ o in r ~ O 
= niet gedefinieerd in O. 

Zij Seen gesloten oppervlak dat een gebied G omsluit. 
Z niet in G: flux door S = 0 (stelling van Gauss). 
Z in G: de stelling van Gauss is niet toepasbaar. Sla nu een 
bol B om Z met randoppervlak S1 ; Bin G. 
Op het gebied G-B, begrensd door Sen S1 , is de stelling van Gauss 
toepasbaar: 

ff k.n d a= O 
S+S 1 

(!!, t.o.v. G-B naar buiten) 



of 

dus 

O;pmerking 

ff s 
(n t.o.v. G resp. t.o.v .. B 
naar buiten) 

Zin G: flux door S = - 4nm. 
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div~= 0 in!:.~ Q betekent dat C +; een oploasing is van de 

vergelijking van Laplace: A~= O. 

7 .. Kromlijnige orthogonale coordinaten 

Tot hier toe werkten we met rechthoekige coordinaten: x, y, z. 
We hebben, naast definities die onafhankelijk van het coordinaten
stelsel waren,1 uitdrukkingen gevonden in deze rechthoekige 
coordinaten voor 

lijnelement ds . ds2 == dx! + dy2 + dz 2 . 
volume-element : !).V = t:i.x 6.y 6.z 

grad U(!:_) au au au) gradient . = ( ox' oy' . oz 

diver gen tie d:i.v !,(!:,) 
ou ov ow : = -+-+ oz ax oy 

rotatie rot Y,(~) 
(aw av au aw av au) = oz - ii°' ax ... ay - oz' oy 

Laplace-operator div grad U(!:_) a2 u o2 u a2 u 
= -+ -+ - .. 

ax2 ay2 oz2 

Voeren we nu parameters q
1

, q
2

~ q
3 

in, zodanig dat de functies 

{ 

X = x(q 9 q 9 q) 
'I 2 ' 

y = y ( q 1 9 q 2 t 4, ) 

z = z(q ,4 ,q ) 
1 2 :> 

in elk punt een 1-1-duidig verband geven tussen het drietal (x,y,z) 
en het drietal (q

1
,q

2
,q

3
), dan is {q1,q ,q3 ) op te vatten als een 

nieuw stel coordinaten, kromlijnige in het algemeen, van het 
beschouwde punt., 



Deze coordinaten zijn orthogonaal indien in ieder punt de 
coordinaatlijnen t.w. 
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{q
2 

= c
2

, qJ = cJ}, {qJ = cJ, q1 = c1 } en {q1 = c1 , q 2 = c 2 } . 

loodrecht op elkaar staan. 
Een scalaire furictie U(x,y,z) uitdrukk:en in deze coordinaten 
betekent: substitueer (7.1). 
Van een vectorfunctie v(x,y,z) willen we de componenten kennen 
langs de nieuwe coordinaatlijnen. Door substitutie van (7.1) vinden 
we deze componenten niet: het blijven de componenten langs de 
x-, y- en z-as, uitgedrukt in q, q, q. 

1 2 J 
We beschouwen dit probleem hier niet algemeen, bepalen slechts 
enkele uitdrukkingen in cilinder- en bolcoordinaten. 

Cilindercoordinaten (r,p 2z) 

dus 

{ 

X = r COS q> 
y = r sin q> 
z = z 
O ~ r ; O ~ <p < 211:. 

{

r = Vx2+y2 

q> te bepalen uit tan <p =Zen het teken van x of y 
X 

z = z 

De coordinaatvlakken zijn cilindervlakken (r = c1 ), vlakken door 
de z-as (<p = c2 ) en vlakken ..Lz-as (z = cJ). Het zijn orthogonale 
coordinaten. 
Een vermeerdering van r met llr, van q> met aq> of van z met llz 
geeft aan het punt (r,q>,z) een verplaatsing langs de betreffende 
coordinaatlijn respectievelijk ter grootte llr, rllq> , Az. 

Lijnelement : ds2 =. dr2 + r 2 d<p2 + dz2 .. 

Volume-element: llV = (llr)(rllq>)(llz) = r Arllq>Az 

De component van grad U in een richting is, ala A,e de grootte van 
een verplaatsing in die richting is, gelijk aan 

lim 
a,e- o 

toename van U bij de verplaatsing 
A,e • 

In cilindercoordinaten is 



bv. 
(grad U)q> = lim 

6<.p➔ o 

U(r, <p+6q> 2 z) - U(r 2 q>7 z) 
rA<p • 

Laat vectorveld v in cilindercoordinaten gegeven zijn: 

!. = (v1 •"2 ,v,) 

div !. = lim 
t.V➔ o 

flux 
7tT" 

flux door het volume-element= 

... v 1 ( r, q>, z) r t.<pt.z + v 1 ( r + Ar , <p, z )( r + 6 l') t.<p 6 z + 

- v
2 

(r,<p,z) !lr t.z + v
2 
(r, <p+t.<p ,z) tor t.z + 

"" v, (r,q,,z) r b.rt.<p+ v3 (r,<p,z +.t.z) r t.rt.q> = 

P])..34 

= 
0
°r (v1 (r+c

1 
,q,,z){r+c

1
)} t.rb.<pt.z + :<p v

2 
(r,<p+c

2 
,z)a<pt. r 6 z + 

av = r a r a<p 6 z 

dus in cilindercoordinaten: 

div! 1 
o(rv

1 
) 1 av

2 
= - ---- + - - + r or r o<p 

(7.,4) 

De Laplace-operatie in cilindercoordinaten (met 7.3 en 7.4): 

t.U = div grad U 

1 a ou 
= r ar (r ar) " 

(7.,5) 



Zonder bewije vermelden we: 

Als !. = (v1 ,v2 9v,) in cilindercoordinaten, dan 

rot = ( .:1 { av, ... o(rv2 )} av1 av, 1 { o(rv2 ) 

!. r tl<p oz ' az' - a'r°' r or 

Bolcoordinaten (r,~2 p) 

X = r COS l3 COS <p 
y = r cos (3 sin <p 
z = r sin 13 

r >,.. O; t,,; ~ 13 ~ -tit; 0 ~ <p < 2-n; 
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( 13 is de breedtehoek; met a ala poo:J,hoek is 13 = fn: - 8 , 

dus 

due toenemende 13 komt overeen met afnemende 8) 

r = Vx.2 +yz +z2 
z 

13 te bepalen uit tan 13 = -,...-.,,..--_--....,--
Vx2 +y2 

<p te bepalen uit tan <p = l. en het 
X 

teken van x en y. 

De coordinaatvlakk.en zijn bolvlakken (r = c1 ), kegelvlakk.en (13 = c2 ) 

en vlakken door de z-as (<p = c,). Het zijn orthogonale coordinaten. 
Een vermeerdering van r met l:!.r., van 13 met Al3 of van <p met A<p §eeft 
aan het punt (r,(3 9 <p) een verplaatsing langs de betreffende coordinaat
lijn respectievelijk ter grootte Ar, rAl3, r cos l3Acp. 

Lijnelement . . 
Volume-element: 

In bolcoordinaten is 

ds2 = dr2 + r 2 dl32 + r 2 cos2 13 dcp2 

AV= (t:J.r)(r6(3)(r cos l3)A<p = r 2 cps 13 Ar Al3A<p. 

(au 1 ou 1 ou) 
grad U = or' r ai' r cos 13 ocp 

want. bv., 
(grad U)<p = lim 

ll<p...,, o 

U(r 1 (3 2<p +A<p) - U(r 2 (3 2<p) 
r cos ~a~ • 

Laat v in bolcoordinaten gegeven zijn: !. = (v
1 

,v
2 

,v, )., 
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D 
I 

I 
I I 

,' I / / 
I I / / 

I I , / 
I / ,, / 

I / / '! , / 
I 

'1' i/,,,/ 
I. /. / 
~~/ 

Ji" 

AA1 = BB1 = CC 1 = DD1 = Ar 

AD= BC = rA(3 

AB = r cos f3 A<p 

; A1 D1 = B1 c1 = (r+Ar) 6.(3 

; A1 B1 = (r+l).r) cos f3 l).<p 

DC = r cos ( 13+ 6.(3) Acp ; D1 C1 = (r+Ar) cos ((3+6(3) Acp 

div v = lim 
l).V➔ o 

flux 
tiT. 

flux = - v 1 (r,(3,cp) r 2 cos f3 6(36<p + v 1 (r+llr,(3 9cp)(r+Ar) 2 cos 13 l).l3A<p+ 

- v
2 

(r, f3,<p) r cos (3[).r l).cp + v
2 

(r,(3+6(39<p) r cos (!3+Al3) l).rl).<p + 

- v
1 

(r,(3,q,) r l).r6.(3 + v, (r,(3,<p +Acp) r Ar A(3 

= ¼: {(r+ c1 ) 
2 v 1 (r+ c1 , f3 ,cp) } Ar cos 13 6.{36.<p + 

a 
+ aJ {cos (f3+c 2 ) v2 (r,f3+c29 cp)} Af3 rAr A<p+ 

AV = r2 cos 13 Ar A{3 A<p dus 

1 o(r2v 1) 
div v = r2 a r 

1 +---..,, 
r cos 13 

Voor de Laplace-operatie vinden we (met 7.8 en 7.9): 

1 a au 1 0 
lfil = div grad U = - - (r2-) + aj3 r2 or ar r2 cos 13 

1 a2 u 
+ 

r 2 
COS

2 13 aq} 

au 
(cos 13 013) + 

(7 .. 10) 
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Zonder bewijs vermelden we: 

ala in bole f Ordina ten v = { v1 , v
2 

, v, ) 9 dan 

= (r 2 c:s 

r (rv, cos 13). a {rv 2 )} 
rot.! - o<p ' f3 ap 

1 {av1 _ o{rv, cos f3) }, 1 {o{rv2 ) _ ov1 } ) 

r cos f3 o<p or r or ' a13 

Voorbeeld 

Zij .! = {z, -2x, y) een vectorveld, div.!= 0. 

Ter illustratie bepalen we de componenten van v in het cilinder
coordinatenatelael.en daarna div.! met behulp van {7.4). 

Transformatieformules: !. = !,Cr,<p,z) 

{

X = r COS <p 
y = r sin <p 
z = z 

We projec\,ren .! op de eenheidsraakvectoren aan de coordinaat
lijnen: de projecties zijn de gezochte componenten vr' vcp, vz. 

De raakvectoren zijn opvolgend: 

O!, 
{cos <p 9 sin cp, 0) 1:; I 1 -= • = or t 

O!, 
{- r sin cp, 0); 1::1 -= r cos <p, = r acp 

O!, 
{0,0,1) ,~, ai = . = 1 • t 

v = {z, ~2r cos cp, r sin cp) {dit is nog steeds in rechthoekige 
coordinaten). 
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1 ox 
V 

=~ 
<?: • a;> = z cos cp - 2r sin cp cos cp r 

1 ax 
vcp =- <:! • -=> = - z sin cp - 2r cos• cp 

l~I 
ocp 

V = r sin cp (uiteraard niet veranderd) z 

due in cilindercoordinaten: 

v = (z cos cp - r sin 2cp, -z sin cp - r - r cos 2cp, r sin cp) 

met (7.4): 
div 

Toepassing 

v = 1 (z cos cp - 2r sin 2cp) + - ·r 
1 + r (-z cos cp + 2r sin cp) + 0 = o. 

Zoek alle functies U die 1° oplossing zijn van de Laplace
vergelijking AU= 0 en 
alleen afhangen van de afstand r tot O. 

Dus U = U(r) en uit (7.10) volgt dat AU= 0 overgaat in 

..!.. ..!. (r 2 dU) = O (*). We tonen (*) nog anders aan. 
r2 dr dr 

U = U(r), dua de vlakken U = constant zijn bollen om O, dusdU 
grad U heeft de richting van r en is in grootte gelijk aan dr• 

Beschouw de bolschil tussen de bollen met straal r resp. r+Ar. 

Flux door het omsluitend oppervlak is 

_ 4tt r 2 dU(r) + 4 n (r + 6.r )2 dU(r+Ar) = 
dr dr 

d 2 dU(r+ c) 
= dr {4n (r +c) dr }6.r. 

Volume = 4n r 2 6. r, dus 

div grad U = lim 
AV-o 



( *) gee ft: 

dus 

.!. (r2 ~) 
dr dr 

==>~ dr-

A 
U = B ... -. r 

= 0 

A =-

(U is niet gedefinieerd in Q) 

Toe passing 
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Zoek alle functies U die 1° 
20 

oploasing ziJn van au= Oen 
alleen afhangen van de afstand r 
tot de z-as. 

Dus U = U(r) en (7.5) geeft: ¾ d~ (r ~!) = O, waaruit ala 
oplossing volgt: 

U = A log r + B. (loga~ithmische potentiaal) 
(7.13) 

O:pgave: 

Bewijs met behulp van (7.9) dat in bolcoordinaten (r,8,<p), dus met 
poolhoek e i.p.v. breedtehoek ~ als parameter: 

div V 
1 

=-
r2 

o(r2 v
1 

) 

or 
1 

+ r sine 

o(v
2 

sin e) 

ae 
1 av, 

+ r sin e o<p 

als v in dit stelsel de componenten (v
1 

,v
2 

,v
3

) heeft. 

8. Oplossing van de Laplace-vergelijking: enkelvoudige polen 

De vergelijking van Laplace (in rechthoekige coordinaten) luidt: 

6<p (!:) = <p + cp ++ cp = 0. xx yy zz (8.1) 

In dit en volgende punten behandelen we speciale oplossingen van 
(8.1). 
Vooraf enkele opmerkingen • 
• Zij Seen oppervlak met randkromme K, Peen punt, B het bol

oppervlak van de bol met straal a om P. 
,. 
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De kegel met top Pen richtkromme K snijdt uit Been oppervlak 
met oppervlakte o. 
Het quotient~ is onafhankelijk van a. 

a 

Definitie: de ruimtehoek waaronder 

gelijk aan ..Q... 
aZ 

we S zien vanuit Pis 

(8.2) 

Voorbeeld: Ligt Pop Sen Sin een plat vlak, dan is deze 
ruimtehoek gelijk aan 2n. 

Voorbeeld: Is Seen boloppervlak met straal a, dan is een opper
vlakte-element dote schrijven als do= a 2 d0, 
waarbij dQ de ruimtehoek is waaronder we do zien 
vanuit het middelpunt 

JJ do = jJ a2 dC = a2 Jf dQ = 4n a2 
• 

s 
Is Seen gesloten oppervlak en dC de ruimtehoek waaronder we een 
oppervlakte-element do zien vanuit een punt P, dan is 

fJ dQ = { 41t als P binnen S 
J. 0 als P buiten s • 

• Gebruikelijke fundamentele grootheden in de fysica zijn o.a. 
lengte, tijd, massa (fundamentele eenheden opvolgendmeter, 
seconde, kilogram). 
De dimensie van een grootheid geeft aan hoe deze afhangt van de 
fundamentele grootheden. 

Symbolisch: [lengte] = L; [tijd] = T; [massa] = M; 

dus [oppervlak] = L2 ; [volume]= 13 ; [snelheid] = LT-1 ; 

[versnelling] = LT-2 ; [kracht] = MLT-2 ; 

[ruimtehoek] = 1 (dimensieloos). 

In gelijkheden dienen alle termen dezelfde dimensie te hebben 
(controle-middel). 

Puntbelegging met een enkelvoudige pool 

Pen A zijn punten met plaatsvectoren ~pen~ (~p J·~). 
Plaatsing van een massa min P heeft tot gevolg dat een in A 
geplaatste eenheid van massa een kracht ondervindt, gelijk aan 



I 

I 
I 
\ 
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-- -.,,. ........ (gravitatiewet van Newton): ,,. 
/ 

' I F(r) m (£ ... tp) (8.,3) \ = -- lt""tpl' / 
A. 

(m > O: kracht naal" P toe; in Peen 
I "put 11 ) 

\ I 
' / 

.,.,,.,, 

Plaatsing van een lading e in P heeft tot gevolg dat een in A 
geplaatste eenheid van positieve lading een k:racht ondervindt, 
gelijk aan (wet van Coulomb): 

(8 .. 4) 

(e > O: kracht van P af: bron; e < 0: kracht naar P toe: put) 

Ia de ruimte gevuld met onsamendrukbare vloeistof en wordt in P 
9ontinu Q m1 vloeiatof per aeconde erbij gepompt, dan is in A de 
atroomanelheidsveotor (zelf afleiden) 

v(r) = Q , (r-rp) 
- .... 411: I £"'£p I - -

(Q > 0: in Peen bron; Q < O: in Peen put .. ) 

Dit zijn drie analoge verachijnaelen (bronsterkte Q ~ + 4n: e Q ... 4Tcm). 
Pis het bronpunt, A het veldpunt., We werken verder met het eerate 
geval, waarbij we due ook m < 0 toelaten (m < O: bron; m > O: put). 
We weten reeds dat het vectorveld een potentiaal b.ezit en divergentie• 
vrij is: 

div ! ::: O .. 

Due 

mettp(r)=I m I - r-r ........ p 
(8.6) 

(8.7) 

(8.8) 
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Omgekeerd hebben we gezien: als <p = <p(l !:_•!:,pl) en A<p = O, dan 
C 

2 
<p = C1 + I I • r.-r.p 

Is Peen variabel punt en m een funotie van ~P' dan zijn de 
formulas ook juist .. 

Lijnbelegging .met enkelvoudige polen 

K is het stuk s1 ~ s ~ s van de ruimtekromme !:. = ~(s); sis de 
booglengteparameter. De iijn is belegd met massa: de massadichtheid 
is p(s); ([p] = ML-1). 
De potentiaal van deze lijnbelegging is gelijk aan (p(s) en ;e.(s) 
nette functies) 

s ( ) J I p(s) 
<p =- = I :£.•I?. Cs) l ds; (8.9) 

81 

Immers: verdeel Kin stukjes ter lengte As, neem in elk stukje een 
strooipunt P, dan is bij benadering de massa van zo'n stukje p(sp) As 
en de potentiaal in punt=.. (vgl. 8.6) gelijk aan 

p(sp) As 

1£•!:.p I 

p(sp) As 
= I £•:e. esp >I " 

Verder gebruiken we~ om te kunnen sommeren: 
Bevinden zich in de punten P1 en P2 massa's m1 en~ 9 dan is 

m1 m2 
cp = lr.-£p I + ... lt .... ._-£-p-1 • 

1 2 

In (8.9) heet !:. het veldpunt, ;e.(s) het integratiepunt (in 8.6 was dit 
het bronpunt) .. 
Voor de berekende potentiaal geldt: 

Li<p = 0., 

Opper"l'lakteb.elegging met enkelvoudige polen 
Zij Seen oppervlak, P variabel ops, en µ(r.p) de massadichtheid in 

P ([µ] = ML-2). De potentiaal van deze oppervlaktebelegging is 
gelijk aan (µ nette functie; Seen net oppervlak): 
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(8.10) 

Voor cp geldt weer: acp = O. 

Bijzonder geval 
Een cirkelschijf C (middelpunt M, straal a# 0) heeft een constante 
oppervlaktebelegging µ .. Lange de as der cirkelschijf coordinaat z, 

ZM = o .. 
De potentiaal in z is (P variabel 
op C) 

cp(z) =ff J:dO = 1' j cir r r d<j, 1 
lt-tpl Vz2 +r2 

C 0 0 

dus 
cp(z) = 21t1,1, (Vz2 +a2 -lzl > •. (8 .. 11) 

Veldsterkte F(z) = ~ = 21tµ ( z q hl). 
Uu Vz2 +a2 z 

(8.12) 

1tua2 
lim cp(z) = O; lim F(z) = O; cp(z) ~ ,;,;;,i;;,;;,_ als z..., oo. 
lzl- lzl- z 

(1tµa2 = totale belegging, dus een potentiaal alsof alle belegging 
in M geconcentreerd was) 

cp is continu in z = 0: <p(O) = 21tµa .. (8.13) 

Fis discontinu in z = O: F+ = lim F(z) = .., 2TCµ 
zi o 

F"" = lim F(z) = 2ttµ 
Zf 0 

+ - 4 dus sprong = F - F = - nµ = bronsterkte in M. (8 .. 14) 

of: sprong van de normale afgeleide 
µ=- ~ • 
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Zij Seen willekeurig oppervlak met belegging ~ 9 Peen variabel 
punt op S, ~p de normaalvector in Pen A(!:) een punt op de normaal. 
Volgens (8.10) is 

= ss 
s 

µ(!:p) do 

I !:-!:.pl 

Voor A= P hebben we een oneigenlijke integraal. 
We snijden uit Seen cirkelvormig gat C met middelpunt Pen straal o. 

<pA = ff l:5:.:;;, + JS 1!::~;1 
S-C C 

De eerste potentiaal en de afgeleiden zijn voor elke A op de normaal 
continu. Voor de tweede potentiaal onderstellen we:C is een cirkel
schijf en op C isµ constant= µ(!:p)• Voor de tweede potentiaal 

geldt dan {8.13) en (8.14) en dit geldt due ook voor <pA: 

+ .,. 
<pA = <pA 

{~) + .. (~) .. = - 41'!' = bronsterkte in P, } 

Voorbeeld van een randwaardeprobleem. 
Dis een gebied in het x-y-vlak. 
We zoeken oplossingen van 6<p = 0 onder de voorwaarden: 

¾;, (x,y,o+) = w 

* (x,y,o·, = -w 

• lim <p{r) = o. 
lrl ➔ oo --

(x,y) 1 
als 

(x,y) 

(8.15) 

Het probleem ts op te vatten ale een belegging van D met enkel• 
~·voudige polen. De sprong der normale afgeleide is 2W(x,y) als 

(x,y) c D. Vergelijking met (8.10) en (8.15) doet one als oplossing 
proberen: (W = •2nµ) 

1 JJ W(::,p) da = • - .....,. ____ ......,. .... (P variabel op D). 
2n I t-£p I 

D 



Dan is in ieder geval ~~ 

Ook is lim ~(r) = O. 
1!:.1-oo -
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Uit 
<P = 2~ § · 1i(x-xpl2 +~y~;pl' +Cz-Zp)2 

D 

volgt tenslotte nog %i- (x,y,O) = 0 ale (x,y){D. 

Over de eenduidigheid der oplossing spreke~ we.later. 

9. De dipool 

In Pen Q bevinden zich een bron en een put van gelijke sterkte bv. 
ladingen +e en -e of massa's -m ~n +m. 
De potentiaal van deze belegging is 

-e e 
<!J( !:.> = 1!:.-!:.p I + ..,.I ::.---::.-Q ..... I 

-e Q 

due (zie 3., 1). 

lim <1J (::_) 

0 ..... 0 

Stel £.p • £.Q = o~ met l~I = 1, 

dus 6 = afstand PQ. 

We maken nu e variabel zodanig 
E dat e = 6 met .E, constant. 



Dus, als a de hoek is tussen B. en (£,-£.p) 

<{)(£,) 0 1 1 = E on c 1£,-!:pi) = E n . grad 
lr-r I = 
- -P 

B.• (E_-£,p) 
E cos a (9.1) == E 1::-£.pi:s == - 1£.-£.pl 2 • 

Ook is (P variabel) 

= -

Definitie: <p(!,) is de potentiaal van de dipool in !.p met 
sterkte E en asrichting n. 
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De vector E met de richting van n en en grootte 
E heet het-dipoolmoment. - (9.3) 

Bewijs zelf: 

<p(!,) is een oplossing van A<p = 0 en ook van Ap<p = O. 

Oppervlaktebelegging met dipolen (dubbellaag~ 

We veronderstellen een oppervlak S zo belegd met dipolen dat in elk 
punt P van S de dipoolas loodrecht op Sis en dat ten opzichte van S 
alle bronnen aan dezelfde kant liggen. De dipoolsterkte zij µ(tp>• 
De potentiaal van deze belegging in veldpunt A (voerstraal t>, 
is gelijk aan (zie 9.2) 

<p(£) = ... JJ µ(tp) do o~p lt-~pl 
s ~r np. (r-rp) 

= .. JJ µ <tp) -I r-r l:s - da 
S - -P 

= (e is de hoek tussen B, en !:p""t). 

= II 
s 

<p voldoet aan A<p = o. 
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cos 8 dO' 

1!:.~!:.p1
2 

Dus 

is gelijk aan de ruimtehoek waaronder we da zien vanuit A. 

<p = ~ µ (!:_p) dQ • 

Bij constante µ is due 

<p = µJJ dQ = 
s 

µQ (9.6) 

Q is de ruimtehoek waaronder we S zien vanuit A. 

c > o ale o ~ e < fn: 
0 < 0 ale f n: < 8 -' 1t 

<p.. = lim <p(!:_) = µ'2
1 

I !:.·!:.pl ... o 
o, e <fn: 

(A aan de kant der 11putten11 ) 

(A aan de kant der ''bronnen"). 

<p + = lim <p(!:_) = ... µ (4n: .. g1) 
I!:.·!:.~ ... o 
h< e ~n: 

Dus <p + .. <p = ... 4 n:µ .. 

Zonder bewijs: 

(9 .. 8) 
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Opmerking 1 

Vergelijk dit met (8.15), maar bedenk dat in (8 .. 15) cp de gravitatie
potentiaal is, terwijl hierboven cp een electrische potentiaal is. 
(In (8.15) isµ de massadichtheid, hierboven isµ de ladingsdicht
heid.) 

Opmerking 2 

Hierboven is niet nagegaan onder welke voorwaarden een en ander 
geldig is. 

Voorbeeld 

Een boloppervlak B (straal a) is belegd met enkelvoudige polen, bv. 
massapolen, met constante oppervlaktedichtheid p. 
Het veld is sferisch symmetrisch, de potentiaal cp zal alleen een 
functie zijn van de afstand r tot het middelpunt. 
Neem het middelpunt ala oorsprong, het veldpunt A op de z-as (z 9 0) 
en maak gebruik van bolcoordinaten (r,e,cp). 

A 

De massa van een oppervlakte-element 
pa2 sin 8 d8 dcp, en de afstand van A 

massa-element: 

Va2+z2 - 2az cos 8. 

Dus (zie 8.6) 

q,(z) 
= t r p a 2 sin 8 d8 df 

Va2 +z2 ... 2az cos e e =o cp =o 

= ~ (la+zl • la-zl). z 

In verband met de symmetrie vinden we dan Cltl = r): 

!
4n;a" = totalermasoa 

= q,(r) = 
4npa = constant 

ale r > a 

ala r < a 

Hieruit volgt in het bolooordinatenstelsel;(? .. 8) 

4npa2 0 0) 
2 9 t ala r > a 

is 

tot 

F(r) = grad q,= t
( ... 

r 
(9.10) 

.... 0 als r < a .... 

dit 
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Verder is 

<P + = <p - = 41tp a 

F+ = (-41tp1 0 9 0); F- = 0 

in overeenstemming met (8015) 

41tPa 

<p(r) 
t I 

I 
la .... r 
I 
I 

F(r) I 

t 

Voorbeeld 

Een cirkelschijf O (middelpunt M, straal a) is belegd met dipolen, 
bv. electrische dipolen, met constante sterkte µ. 
Langs de as van C coordinaat z, in richting overeenstemmend met de 
dipoolassen. zM = O. A is een punt op de z-as, Peen punt~in C. 

ip 
I 
I 
I 

A= (O,O,z); P = (xp,Yp 9 0). 

Volgens (9~4) is dan 

= -ff 
C 

do 



= (poolooordinaten) 

r dr d<p 

(z 2+r2 )'1 

PD-50 

Vergelijking met (8.12), waar µ de sterkte van een enkelvoudige massa
belegging is, geeft voor een punt op de as der oirkelsohijf: 
de potentiaal bij de dipoolbelegging is het tegengestelde van de veld
sterkte bij een enkelvoudige belegging van de oirkelsohijf. 

+ 
<p = - 2nµ, <p = + 2nµ 

dus 

<p+ - <p- = - 4nµ = - bronsterkte. 

Voor de veldsterkte vinden we: 

➔ z 



Opmerkin~ 

I 
/ 

A 

' I ' 
/ \. 

/ z 

cp = 

10. Volumebelegging 

... 21tµ 
I 

2nµ 
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Berekening met behulp van (9.6) als volgt. 

Opp~rvlakte bolsegment = 21tx straal x segment

hoogte = 21t Vz 2+a2 (Vz2+a2 - z). 

Straal der bol = Vz2+a2 

dus ( cp = µQ ) • 

Vz2 +a2 
- z 

Vz2 +a2 

Vz2 +a2 + z 

Vz2 +a2 

aan de bronkant 

aan de putkant 

Een gebied Gin de ruimte is belegd met massa. Volumedichtheid p. 
De gravitatiepotentiaal is (zie 8.6) 

(10.1) 

Voorbeeld 

G is een bol met straal a, pis constant. 

We berekenen cp eerst zonder hulp van (10.1). Het veldpunt nemen we 
op de z-as (z ~o). De bol vatten we op ale een superpositie van 

schillen. De oppervlaktedichtheid op een sohil met straal r = 

ed~o do = pdr. We vinden (zie 9.,9) 

z > a: 

z < a: 

!t 1tpa' = _3 __ _ 
cp = totale massa 

z z 

<p = cp (r < z) + cp ( ten gevolge van de schillen met r: z<r<a) -

!t 1tp z' +Ja =-'--z 
z 

41t r p dr 



= ~ 1tp z 2 + 21tp(a2 - z 2) 

= 21tp (a2 - f z2). 

Dus (veldpunt nu willekeurig; r = l~I) 

ocp 
F(r) = or = 

<pen F zijn oontinu in r = a. 

<p 
t 

F 

t 

1 2) --r 
3 
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als r > a 

(10.2) 

alsr<a 

als r > a 

alsr<a 

... r 

... r 

Wat hier anders is dan bij de lijn
de waarde van Acp 

en oppervlaktebeleggingen is 

{ 
0 ala r > a 

A<p = 4 - 1tp als r < a (10.4) 
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Immers 

b.<p = div F = (7 .10) = ..1. ..2.. (r2 ocp) 
r2 or or 

-1_a, 4 J - - npa ) rt or 3 ala r > a 

= 
..1. ...! (- ! 1tpr3 ) ala r < a. 
r2 or 3 

[Ook ala volgt te zien: 

flux 1 {+ 41tr2 • !1tpr - 41t(r+dr )
2 

~1tp(r+dr)} = 
41t r 2 dr 3 

4 ..1.. .!.. (r') =-4 1tp] = - 3 1tp. r2 r 

De vergelijking 

b.<p (!:) = - 4 1tp = bronsterkte 

is de vergelijking van Poisson. (pis hier de volumedichtheid der 
massa) 

We kennen dus een oplossing van (10.5) als 
_ {constant binnen een bol 

P - 0 buiten een bol • 

Zie namelijk (10.2). 

Berekening van (10.2) volgens (10.1): 

Voer bolcoordinaten r 1 , e , <I> in met het middelpunt M der bol ale 
oorsprong en met de poolas door het veldpunt A (geen beperking: het 
veld is bolsymmetrisch). Pis' het integratiepunt. 

A 
AP = Vr2 + r.,2 - 2rr1 cos e 

6.V = rf sin e 6.r1 6.8 6.<p 
M 

= SJJ 
p C!:,p) d't" a 

1 r 2 sin e dr. d8 d<j> 

I r1 
<pA i!:.-!:.pl = p 

Vr2 +r2 - 2rr. cos e bol 31 =o 8=o <1>=0 1 1 



= 2 •P j ~ dr1 

0 
r sin e d8 

Vr2+r2 -2rr cos e 
0 1 1 

~

4n;pe: l 
3r a s 

= 2n;p(a2 -; ?! ) 

r > a 

als r < a 
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We beschouwen nu een willekeurig gesloten gebied G met volumebe
legging p (massadichtheid). 
De potentiaal in een punt :. / G is dan ( 10 .1) 

Sif 
p(r.p) d,: 

<p Cr) = I I - r-r 
G - -P 

Ctp is het integratiepunt) 

Door bolcoordinaten z;, e, ~ (met veldpunt:. = (x,y,z) als middelpunt) 
in te voeren, krijgen we voor <p(~) de uitdrukking: 

J.Ir
p(x+r

1 
sine cos <p,y+r1 sine sin <p 9 z+r1 cos 8)r! sin 8 dr1 d8d~ 

<p(r.) = 
r1 

G 

Hieruit blijkt dat de integraal bestaat als r ~ G: de waarde noemen 
we de potentiaal in~• 

Indien het veldpunt r niet in G ligt, is ~<p = O. Voor het geval r £.G 
schrijven we <p(r) ala de som 

p (~p) d-r 

l~-£pi 

waarbij Been bolvormig gebied met straal com het veldpunt r is. 
De eerste integraal (<p 1 genoemd) bevat geen singulariteit: a~1 = O. 
De tweede integraal (<p 2 genoemd) benaderen we door in B de belegging 
p constant te nemen en wel gelijk aan p(r). 
Volgens (10.4) is dan ~<p2 = - 4n;p(~). -
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De gsmaakte fout verdwijn~ als we de limiet nemen voor c ➔ O, en 
ala p aan bepaalde gladheidsvoorwaarden voldoet. 

Dus als !:,E: G, dan A<p = ll(q,1 +q,2 ) = Atp1 + A<p 2 = - 41tp(!:,). 

Dit is ook juist als !:1-G, omdat dan p(!:_) = 0. Voor alle r is dus 

A<p(!:_) = - 41tp(!:_) 

= bronsterkte in het veldpunt. (10.4) 

(10.4) is de vergelijking van Poisson. 

!!!!. oplossing van deze vergelijking kennen we dus: 

met <pis ook <p+~ oploasing, als ~ een willekeurige oplossing is 
van A~= o. 

Resume 
Uitgaande van het veld met potentiaal <p = ~, hebben we speoiale r 
oplossingen gevonden van de vergelijking van Laplace: A<p(!:) = 0 en 

van de vergelijking van Poisson: A<p(r) = Q(r). - -
(De vergelijking A<p = 0 is het standaardtype van de zogenaamde 
elliptisohe differentiaalvergelijkingen) 
Hieronder sommen we de versohillende gevallen nog eens op. Da.arbij 
is e de lading in een punt,µ de ladingsdiohtheid (op lijn, oppervlakte 
of gebied), r het integratiepunt en r het veldpunt. 
(Voor gravitatiepotentialen vervange men e enµ door -m resp. -p). 
In alle gevallen is de veldsterkte gelijk aan ! = grad q,. 

Enkelvoudige polen 

Puntbelegging in P: 

Belegging van een kromme K: 

q,(£) 

A<p 

= 

= 0 

I - µ (!:,p) 
ds, !:,,K. I :£.-!:pl 

K 

als !:I K. 
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Belegg~ng van een oppervlak S: 

tup = 0 als !:. f S. 

Belegging van een gebied G: 

~ (a:) = JJf i !:~~~f d, 
G 

A<p = 4 1tµ (!:,_) 

dus Licp = 0 als !:. f G. 

Dipolen; sterkte E, asrichting !!.• 

Puntbelegging in P: 
!!. • <!:.-!:.p) 

= - E . I r-r l' = 
- -P 

E j_ 1 = 
a!!. I r.-!'.p I 

= - E ..!_ .,.._1_.,.. 
a !!.p l !:.-r.pl ' !:. ~ !:.p • 

A<p = 0 als !'. f. !'.p • 

Oppervlaktebelegging: cp(r) = -ff E(!:,p) 
!!.p • (!'.,-!:,p) 

dct, !:./s. I !'.-!:pl' 
s 

b.cp = 0 als !'..ts. 
cp+ - <p- = - 41t E(!p). 

(~)+ = <¾;-)-. 
!!.p !!.p 
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11. Stellingen van Green 

In het nu volgende is Geen gesloten gebied in de ruimte met rand
oppervlak Sen zijn <pen~ gegeven functies op G, die daar tweemaal 
differentieerbaar zijn. n is de t.o.v. G naar buiten erichte normaal 
in een punt vans. Wanneer verondersteld wordt dat <p of~ een 
harmonische functie is (d.w.z.·cp voldoet aan A<p = 0) wordt dit 
steeds vermeld. 

Het divergentietheorema (4.6) luidt 

JJJ div :! d-c = J f y • !! da • 
G S 

Substitutie hierin van y = grad <p geeft (zie ook 3.3) de eerste 
stalling van Green: 

JII A<p d-r = ss :: da 

G s 
(11.1) 

Hieruit volgt: 

Acp = 0 in G~ ss ~da = o. 
O!! 

(11.2) 

s 

Substitutie van y = <I> grad cp in (4.6) geeft (zie ook 4.12): 

SSf (q,Acp + V<I> • Vlll) d-r =ff <I> ~d on a (11.3) 

G s 

Verwisseling van <p en ~ en aftrekken geeft de tweede stalling van 
Green: 

f JS (~A<p - <pA<p) d't 
= ss ~ ~ <~ !! -cp a~_) do ( 11.'4) 

G s 
dus 

A<p = 0 en A<I> 0 in G=}Jf<I> ~d =Sf lp 
~d = on a on ° 

s s (11 .. 5) 

Zij Q. een punt buiten G met plaatsvectfr ~' !:. een variabel punt in 
G en rl"'I = I !:_-~I; voor de functie <I> = - geldt in G: A<j, = O. 

"t. rQ. 
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We substitueren deze q> in (11.4): 

A<p = o in G -==9 Jf ( ..1. a.!. - <p ;. ( ..1.) ) da = o ( 11 • 6 ) 
r Q !!. 11!!_ r Q 

s 
voor elk punt Qj G. 

de func~~es 
Hieruit volgt onder meer dat op ,s\('<pen on niet willekeurig voor te 

echrijven zijn. (Door <pop Ste geven ziJn de tangentiele afgeleiden 
van <p uiteraard wel bepaald.) 

(Analogie met het 1-dimeneionale geval: gegeven is voor een functie 
f(x) een gewone tweede-orde differentiaalvergelijking op segment 
[a,b] en bovendien de functiewaarden f(a) en f(b). f'(a) en f'(b) 
zijn nu niet meer vrij te kiezen. We hebben hier met een randwaarde
probleem te maken, niet met een beginwaardeprobleem waar fen f' 
in een punt gegeven zijn.] 

Zij nu Peen punt van G met plaatevector ~' !:. variabel in G, 
1 

rp = I!:,-~ I, <I> = ;-• <I> en A<j> beetaan niet in ~• 
p 

Zij Been bol met straal o om P met rands•. (11.6) geeft: 

A<p = 0 in 

S' 

(!!_ t.o.v. G-B naar buiten) 

Voor !:. E: S • is rp = o, n tegengesteld gericht aan !:_-~, due 

o 1 1 1 
on. rp = + ~ = '8l"" • 

Due 

II 
S' 
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cp is harmonisch in G (ook in 1?,), dus ~ is eindig op S' zodat de 

eerste integraal eindig is. Volgens de-middelwaardestelling is 

ss <p dQ = 41tcp(~), waarbij s een punt van s• is. 

S' 

Hieruit volgt 

lim JS c..1. ~ - o 1 
- 4mp(l?,) cp on r) da = 

o- o s• rp a~ - p 

zodat 

41tcp(1?,) = rr ('.:1_ ~ - cp 
0
°n (..1.)) da (11 .7) J, rp a~ _ rp 

s 
waarbi,j rp = I £,-1?,I • 

(representatiestelling der potentiaaltheorie) 

We merken op: 

1° Ala acp = 0 in G, is cp in G bepaald wanneer cp en~ op de rand . ~~ a 
van G gegeven zijn. We weten al dat in dit geval cp en a: niet 

vrij te kiezen zijn ops. Hieronder (randwaardeproblemen) gaan 
we hier nader op in. 

2° rr ..1. *dais de potentiaal in P ten gevolge van een enkelvoudige JJ rp ~ 
s a 
(ladings-) belegging van Smet dichtheid - ~• 

-fJ cp t (r~) dO is de potentiaal in P ten gevolge van een 
s . 

dipoolbelegging van Smet sterkte cp en asrichting n. 

Dus elke oploseing van 6cp = 0 is te schrijven ala de som van de 
potentiaal van een enkelvoudige belegging en de potentiaal van een 
dubbellaag. 

Voor we de randwaardeproblemen van Dirichlet en Neumann bespreken, 
substitueren we~= cp in (11.3): 

= Sf <p 
ocp 
On do. (11.8) 

s 



f(!:,), !:_€Seng(!:_), !:_€S zijn op S gegeven functies. 

Het eerste randwaardeprobleem (Dirichlet): 

zoek de functies ~ zodanig dat ~~ = 0 op Gen~= fops. 
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We tonen aan dat ~ eenduidig bepaald is. Veronderstel dat ~ en 

~ 2 oplossingen zijn. Voor ~ = ~ - % geldt: ~~ = 0 op Gen 

~ = O op s. 
Uit (11.8) volgt dan JJf I grad ~1 2 d-r = 0 dus grad ~ = Q. op G 

G 
(op geisoleerde punten na), dus ~=constant op G. Maar ~ = 0 op S, 

dus ~ = 0 op G, zodat ~1 = <f>2 • 

Er is dus hoogstens een oplossing. 

Op de existentie gaan we nu niet in. 

Opmerking: Door~ op Ste geven, ligt ~ vast. -
Het tweede randwaardeprobleem (Neumann) 

Zoek de functies ~ zodanig dat ~~ = 0 op Gen°~= g ops. °!i 
Stel ~1 en % zijn oplossingen. Voor ~ = ~, - ~2 geldt ~~ = 0 

op Gen~= 0 ops. Uit (11.8) volgt dan weer~= constant op G, 

due ~ = % + c. 

Twee oplossingen verschillen dus hoogstens een constante. 

(De voorwaarden ~~ = 0 en°~= g laten deze mogelijkheid toe.) on 
a~ 

Opmerking: Door~·op Ste geven, ligt on vast. 

Beschouw de integraal uit (11.6) en (11.7) als functie van£ 



Zij !,€8 9 I+(~) = lim 
l!. _,. s 

l!. fa 
dan is 

Deze sprong is afkomstig van de dipoolpotentiaal 
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-SJ c.p a~ (r~) do (vgl .. 9,,7 en 2° opm .. bij 11,,7) 

s 

Verder geld t: 

dus 

{

4 re o<f:(;e_) 
on 

0 

als E. C: G 

ala I?. 4 G 

(vergelijk 8.15 en 2° opm. bij 11,,7) 

We passen (11,.7) toe op het geval dat Seen boloppervlak is met 
middelpunt M, straal R. 

4 1t <p M = f s (~ ,, :k + <p " R12) R 2 d Q 

= R JS~ dQ + ff <p dQ. 

s 

Ala A<p = 0 binnen s, is Jf ~ dQ == f JJ ~ da = 0 (zie 11 .. 2) 

Dus 

ala A<p = 0 binnen een boloppervla.k S, dan is 

<p (middelpunt) = ; 'It JJ <p dQ 

s 
{11.,9) 

Opmerking 1: zonder bewijs: 

ala voor elke bol binnen een gebied G (11,,9) geldt, 
is t::.c.p = 0 in G .. 
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Opmerking 2: 

Ale we de differentiaalvergelijking 

cp +<p =0 xx yy 

benaderen door de differentievergelijking 

cp - 2cp + cp + cp - 2cp + cp 1 = 0 n+1,m n,m n-1,m n,m+1 n,m n,m-

vinden we 

., 

m 

n X 

Opmerking 3: 
Zij Geen 
binnen en 
Voor elke 

geeloten gebied met randoppervlak S, cp een 
op Sen r een inwendig punt van G. 
bol om r-die geheel binnen S ligt, geldt 

cp (!:_) = ~ ff cpdQ = gemiddelde waarde 
~ bolopp. boloppervlak. 

harmonische funktie 

van cp over 

cp(r) kan due niet de maximumwaarde van cp zijn, tenzij cp constant in 
een omgeving van r. Dit geldt voor elk inwendig punt!: van G. 
Analoog voor het minimum van cp. 
Dus: de extreme waarden van een op een gesloten gebied G harmonische 

functie worden op de rand van G aangenomen. (11.10) 
(vergelijk het maximum-modulus principe uit de 
functietheorie) 

Hieruit volgt weer de een.duidigheid van de oplossing van het probleem 
van Dirichlet: uit cp = 0 op S volgt 

cpmax = cpmin = 0 dus cp = 0 op G. 
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Opgave: G is 

rp = 

een gesloten gebied met rand S, E. £ G, £ variabel E: G, 
1 

lr-nl, <I> = -. - .. r p 
Op G is een funktie ~ gedefinieerd en A~= QCt>• 
Bewijs met behulp van de tweede stelling van Green: 

411:~(;e) =JJc..1.. ~-~I- (..1..)) do _fJJQCt) d-r 
rp ~ ~ rp JJ rp 

S G 

Ala Q(£_) = O, is dit formule (11.7). 

12. Tweedimensionale velden 

Physisch zijn twee-dimensionale velden niet realiseerbaar. We 
kunnen deze velden echter opvatten ale de beschrijving van drie~ 
dimensionale velden waarin het coordinatenstelsel zo gekozen kan 
worden dat voor soaiaire funkties U en vectoren ~ geldt; 

U = U(x,y) 
en ~ = (u(x,y), v(x,y),O) (12.1) 

De rotatie 

kan hier opgevat worden ala een scalaire operatie: 

av au 
I rotl ~ = ox - oy• . 

We werken nu verder in het platte vlak: 

U = U(x,y) 
v = (u(x,y), v(x,y)) 
- au au 
grad U = (ox' oy) 

. ou av 
div v = - + -- ax ay 
I rot I v = ~ v - ~ u 

- vX vy 

6 u = a2 u + a2 u 
a x2 a yz (12.2) 

Merk op: div (u,v) = lrotl (-v,u) 

(11.11) 
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Een richtingsvector n wordt gegeven door n 
zodat bij voorbeeld -

= (cos a., sin a.), 

au au au . 
~ = ax cos a. + ay s 1.n a.. (12.4) 

Is ~(s) = (x(s), y(s)) een ruimtekromme, waarbij s de booglengtepara-
• dx dv meter, dan is de eenheidsraakvector x(s) = (-d, .=.ic..d ). Voor de normaal 
- s s 

in ~(s) op de kromme zijn twee richtingsmogelijkheden: 

Voor de omloopszin bij gesloten krommes wordt afgesproken: 

tegengesteld aan die van de wijzers van een 
uurwerk (het binnengebied steeds aan linker-'1 

0 kant). d d 
Dan is n = (~d, - dx) t.o.v. het binnengebied 

- s s 
X naar buiten gericht. 

De stelling van Gauss in twee dimensies luidt: 
(Deen gesloten gebied in het platte vlak met rand K; n de t.o.v. 
D naar buiten gerichte normaal op K) 

JJ ( ~: + ~;) dx dy = J y • n de 
D 

Dit is ook direkt te zien. 

·sf 
D 

y 

( au + av) dx dy ax ay 

X 

K 

y 

(12.5) 

ll dy = oy 

X 



=fudy-fvdx 
K K 

= J (u f - v ~:) ds = J !. • n ds 
K K 

De stelling van Stokes in twee dimensies luidt: 

Ook weer direkt in te zien: 

K K K 

J !. • ds 
K 

Poolcoordinaten (r,e; kromlijnig, orthogonaal) 

[
x =_r cos e 
y- = r sin e 

Opgaven: 

(ou 
grad U = ar' 

div V 

= 1. ...! (r au) 
r or or 

lrotl !. 
1 o(rve) 

= -r or 

a) Bewijs (12.6) uit (12.5). 

1 a 2 u +--
r2 ae2 

1 ovr 
rra 
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(12.6) 

(12.8) 

(12.10) 

b) Bewijs (12.7) en (12.8) uit de definities. 
c) Ala!.= (u,v) in het rechthoekige coordinatenstelsel en!.= (vr,ve) 

in het poolcoordinatenstelsel, bewijs dan: 

V = U COS e + V sin e r 
Ve =-U sin e + V COS e 

Druk ook u en v in vr en ve uit. 
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d) Bewijs (12.10) uitgaande van 

lrotl v = ~v - ~u onder gebruikmaking van ct 
- vX vy 

We houden ons nu bezig met oplossingen van AU= o. 

De elementaire oploasing, d.w.z. de oploasing die alleen afhankelijk 

is van r = Vx2 +y2 , kunnen we vinden met (12.9): 

¾ :r ( r !~) = O. 

Hieruit volgt: 

Di t is 
Qin de 
Due 

of 

zodat 

U(r) = 01 log r + 02 , r # O. 

ook direkt te zien. Met een tweedimensionale bron 
oorsprong is de flux door elke cirkel gelijk aan 
2# vr = Q, 

v = -3_ (v = _i,_ r) 
r 2nr - 2nr2 -

u = t log r + C
2

• 

ter sterkte 
Q. 

U, de zogenaamde logarithmische potentiaal, is de potentiaal van 
een enkelvoudige puntbelegging. 
U (r) is singulier in O en in oo • 

Een physische voorstelling van deze potentiaal krijgen we door uit 
te gaan van een enkelvoudige massa-belegging der z-aa met constante 
dichtheid p. In elk vlak J_ z-aa hebben we hetzelfde veld. 
De potentiaal in (x,y) is 

. 00 

U (x, y) = J p dz me.t r 2 = x2 + y 2 • 
Vr2 +z2 _oo 

Dit is een divergente integraal. 

Met een belegging van de z-aa tuasen z = -A en z = A vinden we voor 
de potentiaal 

U(x,y) = f. p dz met r 2 = x2 + y2 , 
Vr2 +z2 

en voor de 

Fx 

-A 

veldaterkte-componen,ten: 

au1 dz r (z = ox = ... p X 3/: = (r2 +z2 ) 2 

= ... 

-A 

2PX tanh A.1 met sinh X.. 
r2 

A 
= - • r 

= r sinh >..) 
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en i = - ~ tanh ~ .. 1,;r r 

Nu geldt voor 

Fx = lim i = -
2px 

A-oo X r2 

en F = lim i = -
gpz 

1 A-oo 1 r2 

<! = - ge_ r) 
r2 -

dat bet juist de veldsterkte is behorende bij een enkelvoudige 
belegging van de oorsprong met pot·entiaal U(r) =-2p log r. 
De verklaring ligt in het feit dat een vermeerdering van U met een 
term die alleen van A afhangt de veldsterkte niet doet veranderen. 

Voor een enkelvoudige pool in een punt A is de potentiaal 

u = ~ log lt-!:.A I + c2 

en de veldsterkte 

(12.11) 

,De potentiaal van een dipool ·in punt Ater sterkte E met asrichting 
~=(cos a, sin a) is analoog met die van een dipool in de ruimte: 

U(!:,) = - E ~ log l!:,-!:,AI 

= E ~ log_ lr-rAI 
u!!A . - -.t1. 

(x-xA) cos a+ (y-yA) sin a =-E-----------------(x-xA)2 + (y-y A)2 

~ • (!:,•!:_A) 
= • E 2 

I !:."'!:.A I 
(12.12) 
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De stellingen van Green 

Zij q, een funktie, gedefinieerd op een gesloten gebied Din het 
platte vlak. K is de randkromme van D; n de t.o.v. D naar buiten 
gerichte ·normaal op K. Substitueer y = grad q, in (12.5): 

due 

JJ (q,xx + <pyy) dx dy = J ~ ds (12.13) 

D K (1° atelling van Green) 

S oq, 
Aq, = O op D => on ds = o. 

K -
(12.14) 

Substitueer y =~grad q, in (12.5) 

ff (grad <p • grad ~ + ~A<p) dx dy = J ~ ~ ds ( 12 .15) 
D K 

Verwisseling van~ en q, en aftrekken: 

JJ (~A<p - <pA~) dx dy = f (~ :: -q, ~) ds (12.16) 
D K 

(2° stelling van Green) 

Hieruit volgt 

A,n = 0 en A~ = 0 op D~s(~ !<£_ - q, ~) ds = 0 (12.17) 
T On On 

K - -

Stel nu£ vast in D, r variabel in D, rp = l~-£1, ~=log rp 

en Aq, = p (x, y) • 

Om (12.16) te kunnen toepassen beschouwen we het gebied D-C.., 
waarbij C1 de cirkelschijf (£,o) is met rand c. 
A~= 0 op D-C1 , due (12.16) 

SJ p(x,y)log rp dxdy = S (~ log rp - <p 
a log rp 

on ) ds 

D-C1 -K 

J oq, 
o log rp 

+ (oa log rp - <p on ) ds. 

C 
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De limiet voor 6 - 0 van de integraal in het linkerlid bestaat, 
hetgeen men gemakkelijk aantoont door eerst poolcoordinaten te sub
stitueren. Overigens blijkt het ook uit het volgende. 

Op C is rp = 6, ds = 6 de, 

zodat 

Dus 

1 = - - want~ gericht ala~-~, 
rp 

S O 
o log rp · 

lim <i; log rp - lfJ on ) ds = 
6-o C -

lim J ( :: log 6 + J> 6 de = 
o-o C -

lim {6 log 6 s ~ de + s lfJ d8} = 
o- o C - C 

lim J2
1t lfJd8 = 21tlfJ (~). 

o-o 
0 

;1tJI 
D 

p(x,y)log rp dxdy (12.18) 

(3° stellin~ van Green) 

en 

Alf' = 0 op D ~ lfJ(~) = 2\ s ( lfJ 

K 

(12.19) 

Bijzonder geval. Het gebied Dis een cirkel met straal Ren middel
punt M, terwijl ~lfJ = 0 op D. 

Dua a log rM 
1fJ(M) = ..l. J (lfJ - ~ log rM) da 

21t on 
K 

=· ;1t s !£ ds 1 J OlfJ 
R - 21t log R ~ ds 

K K 

(12.14) 

;1t f 2 1 J2n = R da = 21t lfJ(R,e) de 

K 0 

dus 
1fJ(M) = gemiddelde waarde van~ over K. (12.20) 
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Evenals in drie dimensies volgt hieruit: 

de extreme waarden van een op een gesloten 
gebied D harmonische funktie worden op de 
rand van D aangenomen. (12.21) 

En hieruit: 

. het tweedimensionale probleem van Dirichlet heeft 
hoogstens een oplossing. 

De funktie van Green 

Dis een gesloten gebied met rand K. f is een op K gedefinieerde 
funktie. Het probleem van Dirichlet: zoek funkties ~ met ti~= 0 
op D en ~ = f op K. 
We weten al dater hoogstens een funktie is. Volgens (12.19) is~ 
bepaald door 

waarbij l?. £ D en rp = I !:_-l?,1 • 

We proberen nu voor ~Cl?,) een uitdrukking te vinden waarin geen 
afgeleide van~ voorkomt. 

Laat <I> voldoen aan ti<j) = 0 op D en <I> = log rp op K (<1> kan niet overal 

op D gelijk zijn aan log rp want log rp is niet gedefinieerd in P). 
Volgens (12.17) is · 

Dus 

en 

0 = J (~ ~ -<I> ~) ds. 
K 

~Cl?,) = ~ J (f 

K 

o = Jcr ~ -on ~) log rp on ds 
K -

zodat -f oGP 
~Cl?,) - on ds 

K -

Het probleem van Dirichlet is due 
bekend is. De funktie Gp heet de 
soort voor het gebied D. (Die van 
probleem van Neumann.) 

opgelost, indien de funktie GP 
funktie van Green van de eerste 
de tweede soort treedt op bij het 



Gp heeft de volgende eigenschappen: 

1) Voor elk punt-/= P van Dis LiGP = O. 

2) Op K is Gp= O. 

3) GP heeft in Peen logarithmische singulariteit: 

in een omgeving van Pis 
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1 GP= 2tt log rp + reguliere funktie (12.23) 

We bepalen GP voor het geval dat Deen cirkelvormig gebied met 
straal R is. 
Neem de oorsprong van het coordinatenstelsel in het middelpunt van D. 
We gaan over op poolcoordinaten (p 98). Q is het spiegelpunt van P 

t.o.v. de cirkel: 
R2 

p = -Q Pp 

Gp(A) = Gp(P 9 8) = 

1 1 
2Tt log rp - 2i cp • 

Voor de funktie log r Q = log I !'.,-g,.l geldt: Li log r Q = 0 op D. 

Nemen we <I> = log r Q + log C, C onafhankelijk van p 

LiGP = 0 op D, be halve in P, en <I> regulier op D. 

Verder is Gp= 0 op de rand, ala 

dus 

log C = log rp - log rQ 

rP I !'..-P.I 
C = r = lr-9.I • 

Q -

en· 8 , dan is 

rp 
De verhouding - heeft voor elk punt!'.. op de cirkelrand dezelfde 

rQ 
waarde. (Ga dit na; de gegeven cirkel is de cirkel van Apollonius 
behorende bij Pen Q). 

Pp 
Voor de waarde vinden we R" Dus aan de eisen (12.23) is voldaan door 
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zodat 

Opmerking 1 

Verwisseling van p met Pp en 8 met ap verandert de waarde niet, 

dus 

of 

Opmerking 2 

Inderdaad is Gp(R,8) = o. 

De oplossing van het probleem van Dirichlet voor deze cirkel is 
(f(8) gegeven op de rand) 

<p(pp,ap) = J f(8) oG ds = Rf21i f(8) ( 00 1 d8 
6 !!. Op p =R 

K o 

(de integraal van Poisson) 
Opm,.1 

d8 

1 I21t <p(O,ep) = 21t f(0) d8, in overeenstemming met (12.20). 

0 

Opm.2 
Men kan bewijzen dat <p(R,0 ) = f(0 ). p p 
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De funktie van Green is symmetrisch, dat wil zeggen 

(12.24) 

Hierbij is D weer een gesloten gebied met rand K, <I> een funktie op 
D met 6q, = 0 op D en <I> = log rp op K, terwijl 

1 
Gp(!'.) = 2it'" (log rp - <I>) • 

• 
Bewijs: 

Laten Di en D
2 

cirkelvormige gebiedjes zijn om P resp. Q met rand 

C1 resp. C
2 

en straal 61 resp. 6 2 • Zij R variabel in D. 

Op D - D1 - D2 is 6GP(R) = 0 en 6GQ(R) = 0 en op K is GP= 0 en 

GQ = O. 
Toepassing van (12.17) geeft dan 

Nemen we nu de limiet voor 61 ➔ 0 en o2 ➔ O, bedenkend dat op D1 de 

functie GQ regulier is en GP= in log rp + reguliere funktie (en 

analoog voor D
2 

) , dan vinden we 

(vergelijk de berekening voor de derde stalling van Green). 

Opgav:e e) Bewijs het volgende. Het probleem van Dirichlet voor een 
driedimensionaal gebied L met randoppervlak Sis opgelost zodra we 
voor Leen funktie Gp(:£_) geconstrueerd hebben, die aan de volgende 
eisen voldoet (Pis een punt van L met plaatsvector ~) 

1° :£_£:.L =?6Gp = O. 

2° Voor :£. in de omgeving van Pis 
1 

Gp(:£,) = r + <I> 
p 

waarbij <I> een reguliere funktie is en rp = 1:£,-~I• 

3° :£_e.S::::;>Gp = O. 

1 rr aap 
De oplossing van het probleem luidt dan: ~(~) = - Ij:itJ

8 
~ 0~ ds. 

De funktie Gp(:£_) is de funktie van Green (van de 1° soort) voor het 

gebied L. 



PD-74 

Opgave f) Bepaal de funktie van Green van de eerste soort voor een 
bol met straal R. 

Antwoord: 
Gp(!) = (p

2p + p
2 

- 2PpP cos a )-i+ 

- R (R., + p2 P
2
p - 2R

2
PPp cos a )-i (12.26) 

13. Theorie der complexe funkties 

Een complex getal z is een geordend tweetal reele getallen: 
z = (a,b). a is het reele deel, b het imaginaire deel van z: 
a= Re(z), b = Im(z). 
De definities.voor optellen en vermenigvuldigen zijn zodanig dat, 
als we schrijven z =a+ bi, de rekenregels voor de reele getallen 
gelden waarbij we f kunnen vervangen door -1 en omgekeerd. 
Dus 

(a+bi) + (~+di) = (a+c) + (b+d)i 

(a+bi)(c+di) = (ac-bd) + (ad+bc)i. 

Aftrekken en delen zijn omgekeerde bewerkingen, bv. 

d ---i. 
c2 +d2 

De getallen z = a+bi en z = a-bi heten complex-geconjugeerd. 

De modulus lzl van z = a+bi is gelijk ~an V~+b2 = v-;:;:-_ 
De complexe getallep kunnen 1-1-duidig worden toegevoegd aan de punten 
van een plat vlak, door in dit vlak een rechtsdraaiend rechthoekig 
coordinatenstelael te kiezen en het punt P(a,b) toe te voegen aan het 
getal a+bi. Heeft Pde poolcoordinaten (r,a) dan is 

Im(z) 

a Re{z) 

z = a+bi = r(cos a + i sin a.)., 
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z is door r = lz I en het argument a. eenduidig bepaald. 
Omgekeerd: r is door z eenduidig bepaald, a. is door z bepaald op 

Re z Im z veelvouden van 2n na: cos a. = '""l""'.:'r , sin a. = -r"'.:"r' • 
· IZI IZI 

Onder de hoofdwaarde van arg z verstaan we de waarde van die 
voldoet aan 

--n: <a.~rc. 
De funktie arg z maakt bij doorgang door de negatief-reele as een 
sprong ter grootte 2rc. 
Met poolcoordinaten wordt de vermenigvuldiging: 

(a+bi)(c+di) = r(cos a. + i sin a. )p(cos 13 + i sin P) 
= rp(coe (a.+13) + i. sin (a.+p)). 

'Dus I z1 z2 
I = I z1 I I z

2 
I 

en arg(z
1

z
2

) = arg z1 + arg z
2

• 

· Vraag: kunnen we in deze laatste regel de hoofdwaarden der argumenten 
nemen? 

" ix We tonen nu aan voor x reeel: cos x + i sin x = e • 

Voor a. en x reeel kan de funktie z = ea.x gedefinieerd worden door 

Opgave a) 

Bewijs: 

We definieren nu de funktie z = eix door 

(*) 
{

dz - = iz dx 

z(O) = 1 .. 

z(x) moet due voldoen aan 

d 2 z 
dx2 = -z 

z(O) = 1 

z•{O) = i. 

Hiervan, en ook van(*), is de oplossing 

z(x) = cos x + i sin x. 



dus 

Opgave b) 

Bewijs: 

Opgave c) 

ix e = cos x + i sin x (Euler) 

1 ( ix -ix) cos x = 2 e + e 

. 1 ( ix -ix) sin x = 21 e - e 

cos ix = cosh x 
sin ix= i sinh x 

• 
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Bepaal alle oplossingen van sin z = 51. De vermenigvuldigingsregel 
wordt nu 

Functies van een complexe veranderlijke 

Stel Vis een verzameling van complexe getallen. w is een (eenduidige) 
funktie van z, gedefinieerd op V, indien aan elke z E: V volgens een 
gegeven voorschrift een getal w is toegevoegd: w = f(z). Met z = x+iy, 
w = u+iv is f(z) dus gelijkwaardig met twee reele funkties van twee 
reele variabelen: 

w = u(x,y) + iv(x,y). 

We zullen echter verder gaan dan deze interpretatie en voor complexe 
funkties differentieerbaarheid eisen op dezelfde manier ala bij reele 
funkties van een reele variabele (bijvoorbeeld willen weals afgeleide 
van z2 de funktie 2z, van sin z de funktie cos z). 

Zij Geen open gebied in het complexe z-vlak. w = f(z) is continu 
in z €. G, indien bij elk getal c > 0 een getal o > 0 is aan te geven 
zodagig dat 

iz':.; I< 6 } ==;>I f(z) - f(z 0 )1 < c., 
0 

We schrijven lim 
z- z 

0 

f (z) = ,e, indien bij elk getal c > 0 een getal 

6 > 0 is aan te geven zodanig dat 
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De funktie w = f(z) is differentieerbaar in z
0 

E. G, indien 

f(z
0 

+ Az) - f(z
0

) 

lim 
Az-o Az 

bestaat. We noteren deze limiet met (~f) = f' (z
0
): 'de afgeleide van 

f(z) in z
0

• z z
0 

Het bestaan van de limiet houdt in dat de waarde onafhankelijk is van 
de richting waarlangs Az naar nul gaat. 

Stel Az =Ax+ it::,.y = o(cos q, + i sin q,) = o ei<P 

lim 
Az- o 

f(z
0 

+ Az) - f(z
0

) 

Az = lim 
o- 0 

f(z
0 

+ oei<p) - f(z
0

) 

0 
-i<P e 

= lim ¼{u(x
0
+ocos q,,y

0
+osin q,) + iv(x

0
+ocos q,,y

0
+osin <p) + 

o- 0 

u(x + o cos q,,y
0

+ o sin q,) .. u(x
0

+ o cos <p,y) 
= lim { 0 sin <P + • • • + 

0
_ 

0 
o sin q, 

+ ••• + } -i<P 
••• e 

= cos2 q,(:u) +sin2 <p(:v) +sin <p cos q,( (~!). + (~v) ) + 
X O y O ~ 0 X 0 

+i{cos2 q,(:;) -sin2 q,(~u) +sin<p cos q,((~!) -(~:) )} .. 
0 y O ~ 0 0 

(De vier partiele afgeleiden bestaan omdat de limiet ook moet bestaan 
ala q, = 0 en ale <p = ½ 7t) 

Aan onze eis, dat de limiet onafhankelijk is van <p, is voldaan indien 

(ou) + (
8

V) =Oen (~u) <!v> = O. (Gana) 
oy O OX O uX O '1 O 

We hebben zo gevonden: 

Ale w = f(z) differentieerbaar is in z, en we schrijven z = x+iy, 
w = u+iv, dan 
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OU ou ov ov 
1) bestaan ox' oy' ax' oy 

2) is voldaan aan de volgende differentiaalvergelijkingen van 
Cauch;t-Riemann 

OU ov } ax= oy 
• ou av ' Ty = - ai 

(13o2) 

3) en f 1 (z) av 
i 

av 
= 1y+ ox 

ou 
i 

ou 
= ox ... oy • (13.,3) 

Definitie: De funktie f(z) is (regulier-) analytisch in een gebied G, 
indien f(z) differentieerbaar is in elk punt z £. G .. 
De funktie f(z) is analytisch in een punt z

0
E:. G, indien 

f(z) analytisch is in een omgeving van z
0

• 

Zonder bewijs: 
ou au 

Als in een gebied G de funkties ax' oy' av av ax en oy bestaan, continu 

zijn en vo~doen aan (13.3), dan is f(z) 

in G regulier-analytische funktie. 

= u(x,y) + iv(x,y) een 

(13.,4) 

Opgave d) 

Bewijs dat de bekende regels voor het differentieren, ook de ketting
regel, gewoon doorgaan. 

Zonder bewijs: Is f(z) een in G analytische funktie, 

Opgave e) 

Bewijs: 

Opgave f) 

dan is ook f'(z) analytisch in G. (13.5) 

als f(z) = constant, dan f'(z) = 0 

als f(z) = zn (n geheel), dan f'(z) = n-1 nz " 

Bewijs dat de funktie f(z) = Re(z) in geen punt analytisch is. 
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Opgave g) 

Bewijs: ala f(z) differentieerbaar is in z
0

, dan is f(z) continu 
in z

0
• 

Uit (13.2) volgt (nogmaals differentieren en daarna elimineren): 

ala f(z) = u(x;y) + iv(x,y) analytisch is in een 
gebied G, dan voldoen u en v in G aan de vergelijking 
van Laplace 

(13 .. 6) 

Uiteraard geldt de omkering niet (zie 13.2). Later zal blijken dat 
v op een constante na door u bepaald is; u en v heten geconjugeerde 
funkties., 

Voorbeeld,, 

Voorbeeld .. 

Voorbeeld .. 

Definitie: 

f(z) = z2
; {uv = x2

-y
2 

; f'(z) =2z 
= 2xy 

Verifieer (13.2, 3, 6). 

f(z) = sin z; [: = sin x cosh y ; 
= cos x sinh y 

Verifieer (13.2, 3, 6). 

{ 
u = ex cos y ; 
v = ex sin y 

Verifieer (13 .. 2, 3, 6). 

log z = log lzl + i arg z. 

f'(z) 

f' (z) = 

z 
= e • 

cos z. 

De logarithme is dus een meerwaardige funktie .. De hoofdwaarde van 
log z, die we krijgen door voor arg z de hoofdwaarde te nemen, is 
een eenduidige funktie., Het vlak vertoont dan een snede, nl. de 
halfrechte {x ~ 0 9 y = O}. log z is niet gedefinieerd in z = 0. 

Stal x < O. Per definitie is log x = log lxl + i~, 
terwijl 

log (x+iy) = log lxl - i~. 
,, 0 

Aan de snede maakt log z dus een sprong ter grootte 2~i. 
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Ala z = x+iy, f(z) = u+iv, dan geeft f(z) = log z: 

u = log Vx2+y2, v = arctan l + r O ala X > O, y > 0 ' X 0 ala x > o, y < 0 
-1t ala x < O, y < 0 
+1t ala x < 0 9 y > 0 

au av X ou av l f' (z) 1 
Ox = oy = 9 ay = - ox = x2 +y2, = -. 

x2 +y2 z 

Beschouw v en u opvolgend ala de componenten van een tweedimensionale 
vector y = (v,u). 

(13 .. 3): OU av De vergelijkingen ox - ay = 0 

av au 
0 - + ay = ax 

kunnen worden geschreven ala lrotl V = 0 
div V = o. 

Met behulp van de divergentiestelling (12 .. 5) en de circulatiestelling 
(12.6) volgt dan: voor een gesloten gebied D met randkromme K geldt 
(omloopszin van Ken richting der normaal als in 12): 

s y ., !!, ds =ff div y do = 0 
K D 

f y .. ds = f J I rot I v do = O. 
K D 

Dus: is f(z) = u(x,y) + iv(x,y) een op D analytische funktie, dan is 

J (vdy - udx) = 0 (13.,7) 
K 

en J (vdx + udy) = o. (13,.8) 
K 

Beschouw een rectificeerbare kromme Kin het complexe z-vlak met 
parametervoorstelling 

z ( t ) = x ( t) + iy ( t ) t A ~ t ~ tB • 

Onder de intes:raal van een funktie f(z) lans:s K verstaan we 

J f(z) r tB 

dz = f(z(t)) dz dt = J f(z(t))(~~ + i*) dt ,. 
K tA tA (13.9) 

dt 
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Zender bewijs: Als f(z) continu op K, dan bestaat de integraal 
(13 .. 9),, 

Stelling: Is f(z) analytisch binnen en op een gesloten kromme K, 
dan is 

Bewijs: 

Gevolg: 

J f(z) dz = 0 (13 .. 10) 
K 
(Hoofdstelling der complexe integratie of integraal
stelling van Cauchy) 

J f(z) dz 
K 

(zie 13.,7, 

= f (u+iv)(dx+idy) 

K 

= f (udx-vdy) 
K 

8) 

+ i J (udy+vdx) = 0 

K 

Zijn K en~ twee krommen met dezelfde grenspunten en 
is f(z~ analytisch op K19 op K

2 
en in het tussen-gebied, 

dan is 

J f(z) dz = f f(z) dz (13 .. 11) 

K1 ~ 

Voorbeeld (Knopp, Fu.nktionentheorie) 

f(z) = Re z = x. 

f
1+i 

We berekenen f(z) dz langs twee wegen: 
z=o 

(I) z = (1+i)t, O ~ t ~ 1 
IIb 

(II) a) z = t, 0 ~ t ~ 1 
b) z = 1+it, 0 ~ t ~ 1 IIa 

1+i 
= s1 I f(z) t(1+i)dt 1 dz = 2 (1+i) 

0 

(I) 
1+i 

=f1 
1 

1 f(z) dz t dt + s 1 .. i dt 1 i = - + 
2 

0 0 0 

(II) 

(Vergelijk opgave f) 



Voorbeeld. 

C is de cirkel om .z = 

J f(z) dz = 
C 

dus, n willekeurig, 

Jzn dz = i 
C 

0 met straal R: 

i R r f(R e
18

) 

0 

21t 

Rs Rn in6 i6 e e 

0 

R i6 
z = e t 

ei6 de 

d6 

1 (f(z) = -) z 
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6 parameter. 

= [ 21ti als n = -1 

Rn+1 (e2(n+1 )1ti 
n+1 -1) ala n !, -1 

Dit is in overeenstemmin~met (13.10): ala z < O, is f(z) niet 
regulier in z = 0 zodat d zn dz niet noodzakelijk gelijk is aan nul. 

We hebben gevonden: 
Ia C de oirkel met straal Rom z = z

0
, dan is 

J z~: = 21ti 
C o J (z-z

0
)n dz= 0 als n geheel !, -1. 

(13 .. 12) 

Singuliere punten 

z
0 

is een regulier punt van f(z) als f(z) analytisoh is in z
0

; 

anders heet z
0 

een singulier punt. 

Stel z
0 

is een geisoleerd singulier pul'.!!, voor de funotie f(z), d.w.z. 

f(z) is analytisoh in een omgeving van z
0

, maar in z
0 

niet differen

tieerbaar., 

z is een ophefbaar-singulier punt, indien lim 
0 z -z 

0 

f{z) beataat. 

n 
Is n het kleinste natuurlijke getal waarvoor (z-z) f(z) analytisoh 

0 is in z, dan is z een pool van de orde n. 
0 0 

Bestaat zo•n getal n niet, dan is z
0 

een essentieel-singulier punt. 
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Het punt z = 00 

Het 
Het 
van 

Dus 

complexe vlak wordt afgesloten 
ge~rag van een funktie f(z) in 
f {-) in z = O. "' 

door een oneigenlijk punt, z = 00 • 

z =·00 is per definitie het gedrag 

z 
f(z) analytisch in z = 00, als f{1) analytisch in z = O. z 

z = 00 is een pool van de orde n voor f(z), als z = 0 een pool van 
1 de orde n is voor f{;). 

Voorbeelden. f(z) = 1 - heeft een pool van de orde 1 in z = O. 

heeft een pool van de orde 2 in z = oa. 

heeft een pool van de orde 1 in z = kn 

voor elke k, want : 1:nz is analytisch 

in z = kn:. 

z 
f(z) = z2 

f(z) 1 = sin z 

f(z) = z 
cos heeft onder andere een pool van de orde 

z' 1 in z = oa. 

Stelling: Zijn K1 en Ka positief-georienteerde gesloten krommen 
die elkaar niet snijden en is f(z) analytisch op K19 op 
K

2 
en in het tussengebied, dan is 

Bewija: 

f f(z) dz = f f(z) dz 

K, Kz 

Stel K1 binnen K2 • Het binnengebied van K, verbinden we 
door een ''kanaal" met het buitengebied van K2 ,. De over
blijvende stukken van K1 en K

2 
noemen we K~ en K; en de 

grenalijnen van het ~anaal L1 en L2 (L1 // L2 ). 

Volgens (13.10) is nu f f(z) dz= 0 waarbij 
w 

Of 

J f(z) dz + J f(z) dz :- f f(z) dz + J f(z) dz = o. 
K~ L1 K; L2 

Laten we nu de afatand van L1 tot L
2 

naar nul gaan, dan is l, f(z} dz= - J, f(z} dz (tegengestelde orientatie}, terwijl 

Kf en K; overgaan in K1 en K
2

• 





Stelling: 
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Is K een gesloten kromme, zijn K1 9 ., ,. • , Km 

gesloten krommen binnen K zodanig dat elk 

dezer krommen buiten de andere ligt, zijn 

K, K1 , •• ., ,Km positief georienteerd en is f(z) 

analytisch op de randen van Ken Kµ 

(µ = 1, ••• ,m) en in het tussengebied van Ken 

Kµ (µ = 1, ••• ,m), dan is 

f f(z) dz = ~ S f(z) dz 
K µ= 1 K 

µ 

(13 .. 14) 

Bewijs: Analoog boven. 

Stelling: Is ~(z) op en binnen een gesloten kromme K analytisch, 
dan is 

Bewijs: 

Qpmerking 

1 J (z) {~(a) als a binnen K 
- .9!lli..dz= 21ti K z-a O als a buiten K 

(integraalformule van Cauchy) 

Als a buiten K, dan ~ analytisch op en binnen K, z-a 
dus volgens (13.10) 

J ~(z) dz= O., 
K z-a 

Stel a binnen Ken laat C een cirkel om a zijn, binnen K, 
met straal o. Volgens (13.13) is dan 

I f lt i8 r ~(z) dz = ~(z) dz = ~(a+?; ) d(o e18 ) 
j z-a z-a O 8 1. 

K o 

= i J~ q,(a + 6 ei
8

) d8 = (6 naar nul) = 2d <p(a) 

0 

De funktie ~(z) is binnen K dus bepaald door haar waarden op K, 
ala ze analytisch is op en binnen K. 

Is f(z) analytisch in een gereduceerde omgeving van a (d0w$z~ a is 
uitgesloten), dan is er een cirkel Com a waarbinnen f(z) analytisch 
is. Zijn K1 en K2 twee gesloten positief-georie11teerde kromrnen om a 
en binnen C, dan is (13.13) 
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J f(z) dz = f f(z) dz. 
K1 K2 

De ui tdrukk1.ng 

2: 1 I f(z) dz (13.16) 

is het residu van f(z) in a. 

Notatie: (Res.f) • z=a 
De waarde is dus onafhankelijk van de keuze der kromme. 

Stelling: Is f(z) op en binnen een gesloten kromme K analytisch, 
met uitzondering van een eindig aantal ainguliere punten 
a

1 
, ••• ,am binnen K, dan is 

Bewijs: 

2
~1 J f(z) dz = ~ (Rea.f) _ • (Residu-stelling) 
,. µ=1 z-aµ 

K 

Om elk punt 8,J. slaan we een cirkel Cµ zodanig dataµ het 

enige singuliere punt binnen Cµ is. Dan is (13.14) 

2~1 [ f(z) dz = ,:
1 2~1 J. f (z) dz = f :

1 
(Res.fl z=aµ. 

µ 

Heeft f(z) een enkelvoudige pool in z = a, dan is 

Bewijs: 

(Res.f) = lim (z-a) f(z) z=a (13 .. 17) 
z..., a 

Stei <p(z) = (z-a) f(z); ~(z) is analytisch in een omgeving 
van z = a, dus ala C een cirkel om z = a is binnen deze 
omgeving, dan is (13.15) 

~ J 2-hl dz = <p(a) 21ti z-a 
C 

of 

2~1 J f(z) dz = 
C 

lil!l 
z-+ a 

(z-a) f(z). 

Voorbeeld. K is een gesloten kromme om z = o. 

1 f 1 21ti z dz = 1. 
K 



Toepass1ng 
00 

Bereken J dz 
• 

-oo 

Met kwadraatafspl1ts1ng: 
00 

s dz 

(z 2 +1 )(z 2+4) 
-oo 

Met de residu-stell1ng: 
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= lim l dz 

R__, -R (z 2+1 )(z 2+4) 

• lim JR c...L ... _L> dz 
R__, z 2+1 z 2+4 

-R 

= lim 
R__, 

1 c3 arctan 
1 R 

z - b arctan !J 
-R 

f(z) = ---
1
--- heeft enkelvoudige polen in 

z = i, z = -i, z = 21, z = -21. 

Neem ale 1ntegratieweg de kromme K gevormd door het stuk -R~ z ~ R 
op de reele as en de halve c1rkelboog C om z = O met straal R in het 
halfvlak Im(z) > O. 

2:i f f(z) dz = (R~s.f)z=1 + (Res.f)z=21 
K z-i z-2i 

= 11m + lim = 
z- i (z 2+1)(z 2+4) Z ➔.2i (z 2 +1)(z 2+4) 

1 1 1 
= bi - 121 = 121 

dus J f(z) dz = SR f(z) dz + J f(z) dz 1 
= b1t 

K -R C 

co 

J dz 1 
dus ------ = bTt' want 

(z 2 +1)(z 2+4) 
=oo 

lim z = lim ______ .......... ____ = 0 J d JTt . 1 R e18 d 8 

R__, C (z2+1) (z2+4) R__, o (R2 e2i8 +1) (R2 e218 +4) 
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omdat i R e18 de 

Toepassing 

Bepaal Joo cos x dx (a> 0) (MacRobert, Functions of a complex variable). 
x2+a2 

0 
Voor complexe integratie schrijven we liever 

COS X 

x2 +a2 

00 

dx = 1 s cos X 
2 x2 +a2 

-oo 

dx. 

Nemen we ala contour weer de kromme K uit het vorige voorbeeld, dan 
is de sohatting van cos z langs C nogal lastig. 
Daarom 

00 

1 s cos X dx = 
2 x2 +a2 

e + e dx = 1 f
oo ix -ix 

4 x2 +a2 

We integreren f(z) = 
iz 

e langs de kromme K. f(z) heeft enkelvoudige 
~~ ~ 

polen in z = ! ia, waarvan z = ia binnen K ligt. (Res.f)z=ia = ;ia 

dus f f~z) dz= JR f(z) dz+ J f(z) dz= 21ti ;~: = 

K -R C 

-a 
1t e 

a 

IJ 
1t i R(cos e +i sin e) 

f(z) dz I =If 
e R i eie de , ~ 

R2 
8
2ie + a2 

C 0 

-R sine 
1t R e 

R2 2 
- a 

dus lim f f(z) dz = 0 
R-oco 

C 

dus 
00 ix -a 00 -a s e dx :-. 

1t e f cos X d 1t e en . x = 2a 0 

,/ +a2 a ,/ +a2 
-co 0 



Opgave h) 

Bereken J 
-oo 

Opgave i) 

dx met complexe integratie. 

Stel z = R e:ie (- it < 8 < it, R > 0). 

Bewijs: (k)f f = log R + 18 
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waarbij keen kromme is die de negatief-reele as niet snijdt. 

Cauchy-hoofdwaarde 

Stel a < c < b, lf (x) I ➔ 00 als x ➔ c en f(x) integreerbaar op elk 
deelsegment van [a,b] dat c niet bevat. 

We noemen fbr(x) dx en oneigenlijke integraal en definieren 
a 

b J f(x) dx = 

a 

indien deze twee limieten bestaan. 

f(x) dx 

Het is echter mogelijk dat deze limieten niet bestaan, terwijl wel 
de limiet 

c-6 Sb 
lim ( J f(x) dx + f(x) dx) 
o +' o 

a c+o 

bestaat. 

We noemen deze limiet de Cauchy-hoofdwaarde vanfb f(x) dx, geschreven 
a 

b 
CHW J f(x) dx. 

a 

Voor een convergente integraal is 

Jb =fb CHW f(x) dx f(x) dx. 
a a 



Voorbeeld 

• j x' dx is een divergente integraalo 
•oo 

Echter 

• 

Echter 

CHW fr R 

dx = lim r x' dx = 
R-r"X' -

lim 
R-ooo 

dx xis een divergente integraal • 

CHW r' dx = lim . J X 
-2 o .j, o 

= lim (logo - log 2 + log 3 - logo) 
o .J, o 

= log 3 - log 2. 

•De lineaire transformatie 
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De funktie w = f(z) is een afbeelding van.het complexe z-vlak in het 
complexe w-vlak, due - ala we deze vlakk.en ala identiek beschouwen ~ 
van het complexe z-vlak in ziehzelf. 

We beschouwen enkele speciale gevallen. 

w = az (a complex). 
Dit is de identieke afbeelding ala a= 1, een draaiing om z = O ala 
lal = 1, een dilatatie ala a reeel > 0 en in het algemeen due de 
samenstelling van een dilatatie en een draaiing. 

w = az + b (a en b complex). 
Dit i- een afbeelding, samengesteld uit dilatatie 9 draaiing en trans
latie, gehele lineaire funktie genoemd. 

b Invariante punten: z = - en z = oo. 1 .. a 

w = R: (R reeel)., z = r e1 'P~w = ~ e:lsp. 
i r 

Het punt z en het beeldpunt w liggen due op dezelfde straal uit z ~ 0 9 



z 

w = z. 
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terwijl voor de moduli geldt lzl lwl = R2
• 

Men noemt deze afbeelding: 
inversie of spiegeling aan de cirkel om z = 0 
met straal R. 
De invariante punten zijn de punten lzl = R. 

Dit is een spiegeling aan -de reele as." Invariante punten: Im(z) = 0., 

R2 
w = is dus een afbeelding, samengesteld uit een inversie aan de. z 
cirkel (z = O, R) en een spiegeling aan de reele as .. 
Invariante punten: z =Renz= -R. 

R2 
De afbeeldingen w = az + b en w = zijn 1-1-duidig als a# O. 

z 
Onder een lineaire funktie (of Mobius-transformatie) verstaat men 
een funktie van het type 

az + b .1 w = --- met ad - be F Oo 
CZ+ d 

We onderstellen ad -p be, omdat het dan een 1-1-duidige .funktie is: 

-dw + b z = • cw - a 

De funktie w az + b · te h · · 1 = is sc riJven as 
CZ+ a 

w = !:. + (b _ ad) 1 
C C CZ + d 

en is dus kennelijk een afbeelding, samengesteld uit de translatie: 
z' = cz + d, de inversie aan de eenheidscirkel gevolgd door spiegeling 

aan de reele 
ad 

w = (b - -) 
C 

1 as: z" = - en de gehele lineaire funktie: 
z' a 

z" + - • 
C 

R2 
Stelling. De funktie w = (R # 0) heeft de volgende eigenschappen: 

z 

€11 een rechte door z = 0 wordt op zichzelf afgebeeld; 

• een rechte niet door z = 0 wordt op een cirkel afgebeeld 
die door z = 0 gaat, en omgekeerd; 

• een cirkel die niet door z = 0 gaat, wordt afgebeeld op 
een cirkel die niet door z = 0 gaat. 

Bewijs 

Stel z = x + iy, w = X + iY. 

R2 R2 x -R2 y X2 +Y2 
w = - gee ft X = --------, Y = ----, = 

z x2 +y2 x2 +y2 



De vergelijking van een cirkel in het z-vlak luidt: 

r + y2 + 2ax + 2by + c = 0 

of 
1 

2ax 2by C 
0 + + + = 2 2 2 2 2 2 

X +y X +y X +y 

dus 1 + 
2aX 2bY c (X2 +Y 2

) 
0 -- -- + :::: 

'Ir R2 R,. 

c(X2 +Y2
) + 2a R2X - 2b R2 Y + R"' = o .. of 

Dit is een cirkel die niet door z = 0 gaat., 

De oorspronkelijke cirkel gaat door z = 0 ala c = O; het beeld is 
dan een rechte lijn die niet door z = 0 gaat. 

R2 R2 
Uit w = - volgt z = -, dus het omgekeerde geldt ook. z w 
De vergelijking van een rechte door z = 0 luidt 

ax + by = 0 9 

waaruit volgt aX - bY = O. 

Gevolg: De funktie w =::::(I:: It 0) beeldt de verzameling der 

cirkels en rechte lijnen op zichzelf af. 

Opgave j) 
R2 

Bewijs dat door de funktie w = 7 cirkels, die de cirkel (z = O, R) 
z 

loodrecht snijden, in zichzelf worden overgevoerd~ 

Opgave k) 

Zonder bewijs: 

az + b 
CZ+ d 

Bij drie verschillende punten z1 , z2 , z3 is er precies een lineaire 
funktie die deze punten afbeeldt op drie gegeven verschillende punten 

'W1 t WI I W 3 '" ( 13 ~ 19) 
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14., De integraal ~an ~01sson 

Als f(z) analytisch is in G, Keen gesloten kromme in G om a, 
dan is 

Dan is 

:r(a) = ..1.... f f(z) dz. 
21ti z-a 

f(r eiq>) 

K 

We nemen nu voor K de cirkel C (z = 0~ R) 

en stellen a= r e1q>., 

Op C stellen we z = R e18 ~ 

- ..1.... s21t f(R e18 ) 
i R e

18 d0 - 21ti 
R eie ... r eiq, 

0 

- lL s2n f (R e18 ) 
d6 - 2n; R - r ei{tp-6) 

0 

..L J21t 
1e cos(~-a)+ ir sin(g~- e)) f(R e )(R- r 

= 21t R" + r2 .., 2Rr cos(cp-8) 
0 

(14.,1) 

R d6 

Het spiegelpunt van a aan C, dit is het punt R2/a, ligt buiten C9 

dus 

1 f f ( z) M J2
1t f ( R iS ) 

0 = 21ti --R--2 dz = 21t R ei(q>-8) de 
C z - - r = e a o 

Optellen geeft 

f(r ei<p) = ~ f"' { f (R eifl) + 
0 

2iRr sin(~:-6) } de 
R 2 + r 2 

- 2Rr cos (q, -6) 

dus (zie 12.,20) 



f(r 8 i<p) ... f(O) = ~ f(R e ) ain(q,-8) de J'lt i8 

1t R 2 + r 2 ... 2Rr coa(q,-8) 
0 

Attrekken geeft 

i _ _1_ J21t (R2-r2 ) f(R e18 ) f(r e cp) - 2i" _.....,__......., ______ d8 
R2 + r 2 

.. 2Rr cos (<p-8) 
0 

Schrijven we f(r eicp) = u(r,cp) + .iv(r,cp) en stellen we 
u(R,cp) = g(<p) 9 v(R,.) = h(cp), dan vinden we 

u(r,q,) ... u(O) = I!!: J21t ____ h...,(_8...,) .... s .... i_n .... Ce_ ... "'""<f .... ) ___ d8 

"' 
0 

R2 + r 2 ... 2Rr coa(e-cp) 

d8 

(14.4) 

(14.5) 

(14.,,6) 

We hebben de integraal van Poisson weer gevonden (u en v voldoen 
aan Au= 0 reap. Av= O; vgl. blz. 72). 
Bovendien hebben we in (14.5) en (14.6) u(r,<p) en v(r,<p) uitgedrukt 
in elkaars waarden op o. 
Nadering van r tot R moet in (14.?) en (14.8) opleveren u(R 9•) = g(q,) 
en v(R,q,) = h(~); vergelijk opmerking 2 bij de integraal van Poieaon 
(blz.72). 
Nadering van r tot R in (14.5) en (14.6) geeft 

g(cp) "" u(O) 1 f2n 1 (8 ..cp) de m ....... h1(8) cot ... 
21i 2 

0 

en 1 £2ff 1 h(cp) ... v(O) = 2n' e;Ce) cot - (<p ... 8) de 2 

. . 
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Dit zijn divergente integralen, waaraan we een betekenis kunnen toe
kennen door de Cauchy~hoofdwaarde te nemen: 

lim 
c~ o 

1 <pJ-c 1 r <211: • .,. + 2n: 
o <p+c 

We komen hierop terug. 

We beschouwen de funktie w(z), analytisch in Im z ~O. Neem voor.K de 
kromme gevormd door het stuk [-R,R] van de reele as en de halve cirkel
boog C met straal Rom z = o, gelegen in Im(z) ~ o. 
Zij a+bi een punt met b > O, gelegen binnen 

of 

1 J w(z) 
hl z-a-bi 

K 

dz= w(a+bi) 

w(z) 
z-a-bi 

K 

1 In: w(R ei8 ) iR ei8 
dz+ 21ti 18 d8 = w(a+bi). 

R e - a .. bi 

De limiet voor R naar oneindig van de tweede integraal is nul wanneer 
we veronderetellen dat op C de funktie w(z) naar nul gaat ale R naar 
oneindig gaat. 

Dus 

w(a+bi) Joo w(x) dx 1 
x-a-bi = 2n:i 

-oo 

a-bi ligt niet binnen K, dus analoog 

1 J w(x) dx 
O = 2n:i :x:-a+bi 

00 

1 J w(x)(x-a-bi) 
= 2ni (:x:-a )2 + b2 d:x: • 

Optellen geeft 

w(a.+bi) = "~ j 
-oo 

Aftrekken 

w(a+bi) 

-oo 

(x-a) w(:x:) 
------------..... d:x: .. 

(14.,11) 

(14.12) 

(14 .. 13) 

(14.,14) 



Schrijven we w(a+bi) = u(a,b) + iv(a 9b) en stellen we u(a,O) = u(a), 
v(a 9 0) = v(a), dan vinden we 

00 

u(a,b) = ¾ s (x-a) v(x) dx 
2 2 

...00 
(x-a) + b 

(14 .. 1.5) 

00 

v(a,b) ~s (x-a) u(x) 
dx = 

(x-a) 2 
+ b2 

(14 .. 16) 
""'OO 

CIO 

u(x) u(a,b) b s dx = -TC (x-a)2 + b2 .... -v(a 9b) = i I v(x) 
dx 

(x-a) 2 + b2 
... oo 

(14.18) 

Hierdoor zijn u(a,b) en v(a,b) uitgedrukt in elkaars waarden op de 
rand Im z = o .. 

Opmerking .. 

dit is de potentiaal van een dipool in a+bi met 
asrichting..L reele as (zie 12.12). 

Nadering van b tot nul moet in (14.17) en (14.18) opleveren 
u(a,O) = u(a) en v(a,O) = v(a). We gaan dit na: 

lim l?, r u(x) 
'It 2 2 

b+o (x-a) + b -= 

= (in laatete integraal x =a+ b tan 8) 

½'It 
+ lim E. u(a) J b/cos 2 6 de 

bJ-o 'It ... J.x b 2 
/ co,l 6 

1 



· = lim k u 9 (a) log V(x-a) 2 + b 2 + 0 + u(a) = u(a). 
bio 1t 
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Subs:titutie van b = 0 in (1.4.15) en (14.16) geeft de divergente 
integralen 

J Seo v(x) dx en - 1 Joo u(x) dx. 
•• x-a 1t . x-a 

-= ~~ 

1 r w (z) 
Uitgangspunt was de integraal 2idJ z:,--bi dz. 

Als b • O, komt a+bi = a op de integraalcontour te liggen. We nemen 
daarom een nieuwe contour K' die uit K ontstaat door het lijnstuk 
(a-c, a+c) te vervangen door een halve cirkelboog 01 om a met straal 
c, gelegen in het bovenhalfvlak. K" analoog met de halve cirkelboog 
0

2 
in het onderhaltvlak. 

-R O a R 
K' K" 

De limiet voor R naar oneindig van de integraal over C is weer nul. 
Dus 

-1..,. f w ( z) dz = 0 ::::¢> 
2'1ti z ... a 

K' 

==;,, ....L[f""& w(z) dz + foo w(z) dz + f· w(z) dz}= 0 (*) 
2d z ... a z ... a z .. a 

-co a+c 01 

1 f w(z) ( 
2 i ~ = w a)~ 

1t z - a 
K" 

~....L{j-cw(z) dz+ r w(z) dz +J w(z) dz}=w(a) (**) 
21ti z - a J z ... a z - a 

... oo a+c 02 

J w(z) dz 
z ... a 

1t 



= -i flt w(a + ce18 ) d8. 

0 

(*) geeft 

a-c () 
~i lim { J : _za dz + 

d,o _, 

of (zie blz.88) 

00 

s a+c 

w(z) dz -
z-a 

~i ( CHW f =~x! dx .. i 1t w{a)} = O 
_oo 

dus 
00 

w(a) = .1.. CHW s w(x) dx. 
n;i x- a 

Daaruit volgt 
00 

u{a) = ¾ CHW f v(x) dx 
x- a -

00 

v {a) = - ¾ CHW s u{x) dx. 
x- a -

Een analoge beschouwing van(**) levert geen nieuws. 
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(14,,19) 

(14 .. 20) 

We wil.len nu een verband van (14.,19, 20) met (14.,9, 10) aanbrengen 
door middel van een lineaire transformatie w(z) die het halfvlak 
Im (z) ~ 0 afbeeldt op het cirkelvlak I z I ~ R .. Hierbij moet de rand 
Im(z) = 0 met behoud van orientatie overgaan in de rand lzl = R., 
We dienen dus van drie punten de beelden voor te schrijven (zie 13$19) 
zodanig dat (14,,19) overgaat in (14.9). 


