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PARTIELE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN
door

Prof.dr.R.Timman cursus 1963

Inleiding

In dit college wordt een overzicht gegeven van de theorie der par-
tiele differentiaalvergelijkingen. Een partiele differentiaalver-
gelijking is een relatie tussen partiele differentiaalquotiénten van
een functie van twee of meer variabelen.

1. Vectoren

In de driedimensionale ruimte kiezen we een rechthoekig rechts~
draaiend assenstelsel met O als oorsprong. 3

De coordinaten of kentallen van een punt P P

geven we aan met (x,y,z) of (x1,xé,x5).

Onder de vector x = (x1,x2,x3) verstaan we het gerichte lijnstuk
van O naar P. '

De lengte der vector x geven we aan met |x|, dus

\ ¥

= (x2 2
Izl = (x] + =} + x3) . (1.1)

Maakt E.met de drie assen opvolgend de hoeken Oy Gy Oy dan is
x; = Izl cos o (1.2)

en

+ cos? a, + cos? a

2 -
cos? a, . 5 = 1. (1.3)

De vectoren ter lengte 1 langs de drie assen heten de drie
eenheidsvectoren. Ze worden opvolgend aangeduid met i, j en k.

De nulvector O is de.vector met lengte O,

De somvector x+y van twee vectoren x en y is de diagonaalvector
van het parallelogram, opgespannen door X en Y.

Het gfoduct Ax van.een vector4£ met een getal A is de vector met
lengte gl, waarvan de richting gelijk of tegengesteld is aan
die van x naargelang A > 0 of A < 0O,

In plaats van x + (~1)y schrijven we x-y.

&
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Men bewijze de volgende eigenschappen:

a. Als x = (x,,x,,%,) en g = (y,,5,,5; ), dan is
x+y = (X, 47,5 X, 47,4 X 47, ).

b. 4ls x = (x,y,2) en A een getal, dan is
AX = (Mx, Ay, Az)

c. X4y = FHX

d. AMx+y) = Ax + Ay

e (x+y)+z = x+(y+z)

f. Als x = (x,y,2), dan x = xi + yj + zk. (1.4)

Onder het inwendig product x.y van twee vectoren
X = (21 91X, 3%y ) en L= (Y1 2352 953 )
verstaan we het getal

Xy =X, ¥, + X7, + X7, (1.5)

Men bewijze:

a. Axay)ez = Mx.z) + w(y.z) ' (1.6)
b. Xef = YoX
Coe l.};{.l = (E’Z{.).} (107)

Is 6 de hoek tussen x en y, dan is

x.y = kxllyl cos 6. (1.8)

Bewijs: |yl cos © is de gerichte projectie van y op x; dit is
gelijk aan de som van de projecties van y1;, yzj_ en y,l&
op X.
Als x hoeken a,, a,, a; met i, j, k maakt, zijn deze

projecties gelijk aan y,c08 G, y,C085 O, , ¥ cos %5 o

Dus Ixllgl cos 8 = Ix| (y,cos o + y,cos a, + y;c08 a)

= X.y (zie 1.2)

Voor twee vectoren x # 0 en y # O geldt dus:
als x loodrecht y, dan x.y = O en omgekeerd.

3
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Iw I
®

= 4
0.

Tenslotte is i.i = j.j
en i.j = j.k =

Ll 1 3

Onder het veciorproduct of uitwendig product X Xy van twee vectoren

K en y verstaan we de vector waarvan de lengte gelijk is aan de
oppervla.kte van het door X en y opgespannen parallelogram, en waarvan
de richting loodrecht is Op het vlak door x en y zodanig dat ze past
bij een rechtsdraaiing van X naar y over de kleinste hoek.

XXy

Is 0 de kleinste hoek tussen x en y, dan is dus

lxxyl = Ixllyl sin 8. (1.9)

Het vectorproduct is een representant van het door x en y opgespannen
parallelogram.

Men bewijze:

ae yxx =~ (xxy)

be (Ay)xx = A(yxx) (1.10)
Opm: onderscheid A > 0 en A < O,

co x x(y+z) = (xxy) + (xxz) . (1.11)

Opm: is o het vlak.lx en ¥’ de projectie
van y op u, dan is xxy = xx y°'.
Analoog voor z en y+z.
Gemakkelijk bewijst men: x x (y'+z') = (xxy') + (xx z').

de ixJj = kj Ixk =43 kxi = j; (1.12)
ixi= jx] = kxk = 0.
e. xxy = (x,y,-x,7,)1 + (x;7,-x, 5 )] + (x,5,-x,7, )k
i J k
=[x, x =x (1.13)

1y, 7, 7 (zie 1.4, 10, 11)

A1
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f. Bij een draaiing D van het assenstelsel (orthogonale afbeelding
met determinant +1) geldt:

(px) . (D7) = x.y
(Dx) x (Dy) = D(xxy).

g Bij een spiegeling S van het assenstelsel (orthogonale afbeelw
ding met determinant -1) geldt:

(sx) . (8y) = x.y
(sx) x (sy) = -S(xxy).

We vormen producten van drie vectoren.

Producten als (x.y). z of (x.y)x z hebben geen betekenis.

(x.7)z is de vector Az met A = x.jy.

Het getal (xxy).z, het scalaire tripelproduct van x, y en z, is
gelijk aan de inhoud van het door x, y en z opgespannen parallelepi-
pedum, vermenigvuldigd met +1 of -1 naargelang de hoek tussen xxy
en z scherp of stomp is.

Bewijs: [{xx y).z| is gelijk aan het product van de oppervlakte van
het door x en y opgespannen parallelogram sn de projectie
van z op de loodlijn op dit parallelogram.

Men bewijze:

(gx2z)ex = (zxx)ey =

a. (xxy).z

=(gxx)ez = =(zxy)ex = =(xx2)ey C(1.1b)
b. JE * X |
xxy)ez =|y, 3, ¥, ' (1.15)
2, By B ‘

De wector (gc_xx_)x 2, het vectortripelproduct van x, y en z, is lood-
recht xx y dus gelegen in het vlak door x en y zodat

(xxg)x 2z = Ax +p Y.

Inwendige vermenigvuldiging met z levert
= AMx.z) + u(y.z)
zodat we kununen schrijven

A o] (ZoZ)
P -p(X.z)
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waarbij p en scalair is.
Uit

(xxg)xz = p{(yez)x - (x.2)y}

blijkt dat p van de graad nul dus door een speciale keuze van
X, y en z te bepalen is.
De substitutie x = z = ieny = jgeeftp = =1,

Resultaat: :
(xxy)xz = (x.2)y ~ (yoz)x (1.16)

Opgaven en toepassingen:
a. Bewijs (1.16) door uitschrijving in kentallen.
b, Bewijs: :
(xxg)olzxu) = (x.2)(g.u) = (xeu)(y.z) (1.17)
Hieruit volgt speciaal:
lxx gl = 1xf 1z - (x.3)? (1.18)
¢c. Bewijs (1.18) meetkundig.
d. De parametervoorstelling van de loodlijn door p op het vlak door
a en b is: '

=p + Aaxb).

e. De vergelijking van het vlak door p met a en b als richtingsvec-
toren luidt: ‘

(axb)o(x-p) =

De vergelijking van het vlak door a, b en ¢ luidt:
{(a=c) x (b=e) } . (x-c) = O.

f. De projectie van x op de lijn p+Aa is gelijk aan T%T (g.g._).

g De lijn die de kruisende lijnen £: x = p+Aa en m: x = q+ub lood-
recht snijdt, heeft de vector axb als richtingsvector.
Zijn Ay en ¥, de bij de sm.;jpunten behorende parameterwaarden,
dan is er dus een getal v zodat (p+Ma) = (g+p.,b) =v(axp).

Inwendige vermenigvuldiging met axb, (axb)xb, (axb)xa onder
gebruikmaking van (1.14) geeft opvolgend:

v(axb).(axd) = (p~g).(axb)
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M (2% b).(ax b)
m (@xb).(axd)

- {(p-g)x bl.(axb)
- {(p-g)x a}.(axb)

Voor de afstand tussen £ en m vinden we:
| (p~q).(ax b))
T T Taxbl

Ruimtekrommen

Een ruimtekromme wordt beschreven door een vector, waarvan de
coordinaten functies zijn van één parameter:

r(t) = (x(£), y(t), z(¢)).

De coordinaten worden voldoende vaak differentieerbaar verondersteld.
Onder de afgeleide van r(t) verstaan we de vector

d
r(t) = 7 = (&, &, & (2.1)

(Denken we ons t als de tijd, dan is r(t) de snelheidsvector).
?:(t) heeft de richting van de raaklijn in r(t) aan de kromme.

Opgave: als x = x(t) en y = y(t), dan is

dx dy
dt (xox) 'a'? I + E ® E (202)

De lengte van de kromme r(t) tussen de punten r(t ) en r(t,) is
gelijk aan:

L .3
f {z(t) . r(t)} at.

tO

Is t = i:1 variabel dan wordt de lengte een functie wvan t:

s(t) = | {z(o) . gm}* dt (2.3)



PD-7?

dus a(tol =
en

%z{gw.gun* (2.4)

6(t) is de booglengte tussen de parameterwaarden to en ¢,

Ben rectificeerbare kromme 1s een kromme wsarvoor de integraal
bestaat.

In plaate van t nemen we nu als parameter de booglengteparameter 8.
Voor de kromme p(s) geldt dan

g, . (dx 4 ) (dxédt dx§ t dz a t)
ds ds' ds' da/dt' ds/dt’

godat
dr 3
| 5l = = .« (2(8) « £(6))7 = 1.
Iagl
dr

De raakvector t ag is dus een eenheidsvector.
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dr

De raakvector t(s) = Eg is dus een eenheidsvector (2.5)

t(s) verandert dus alleen van richting. (s is op te vatten als de tijd,
indien het punt de kromme eenparig doorloopt.)

Uit t.t = 1 volgt door differentiéren naar s (zie 2.2)

at dt
2(t. 3z) = 0 dus z= loodrecht t. (2.6)
,gg .
De vector = ook afhankelijk van s, is niet noodzakelijk sen eenheidg-

vector, .
a4 .
Stel T = p B met lal = 1. : (2.7)

. dt
Definitie: IEEI =5 is de kromming van de kromme in het punt r(s);
p is de kromtestraal.

In elk punt r(s) van de kromme liggen de normalen op de raakvector
t(s) in é&n vlak: het normaalvlak.

dt
De speciale normaal n = pz— heet hoofdnormaal.

Voorbeeld
Beschouw de ruimtekromme
r(p) = (r cos ¢, r sin ¢, 0)
met ¢ als parameter en r constant.
De kromme is een cirkel in het x-y~vlak,
Ir(edl =1x.

De booglengte, gérekend vanaf de x-as, is dus gelijk aan r@.
Dit volgt ook door berekening, want

$£- \/ 2(9).2(g) =1

en we stelden s(p=0) = 0.

Met de booglengte als parameter is:

r(s) = (r cos %, r sin %, 0)

t(s8) = (~ sin %, cos %, 0)
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dus inderdaad |t(s)| = 1.

dt 8 1 8
a-;-:(-;cos;, -;sin;, 0),

zodat (zie 2.7)
8
= (= cos - sin %, C)enp = 1.

De boven gegeven definitie van kromtestraal is dus in overeenstemming
met het begrip kromtestraal vanm een cirkel.

De twee vectoren t(s) en n(s) vragen om invoering van een derde: de
binormaal b(s) txna De drie eenheidsvectoren t, n en b vormen het
zogenaamde “triéder van Serret-Frenet. Als het punt de kromme doorloopt,
verandert dit triéder. In het laatste voorbeeld is b(s) = (0,0,1). :

Opgave a) Bepaal booglengte en het trieder van Serret-Frenet voor
een punt van de schroeflijn r(¢) = (r cos ¢, r sin ¢, ag).

’ db
b) Bewijs dat 3~ een veelvoud is van n.

ggmerkigg 1

Een ruimtekromme is een vectorfunctie van één variabele (parameter).
Andere, nog ter sprake komende, functies zijn scalaire functies en
vectorfuncties, gedefinieerd op de ruimte: aan ieder punt r = (x,y,2)
wordt een getal ¢o(r) = ¢(x,y,2) respectievelijk een vector

alr) = alx,y,2) = (a,(x,y,2), a (%2¥42), 3, (x,7,2) Toegevoegd.

Men denke bij een scalazrveld w(r) bij voorbeeld aan de temperatuur
(of potentiaal, of magsadichtheid) in elk punt r. Bij een vectorveld
a(r) kan men denken aan de snelheidsvector die in elk punt r de
grootte en richting geeft van de snelheid die een deeltje in dat
punt heeft; of aan de electrische veldsterkte die in elk punt r de
grootte en richting geeft van de kracht die op een in r geplaatste
eenheid van positieve lading werkt.

Is de temperatuur of de electrische veldsterkte in elk punt afhanke-
1lijk van de tijd %, dan krijgen we te maken met functies

o(x,¥,2,t) respectievelijk alx,y,z,t).

Opmerking 2

Behalve de ons bekende integralen

&r £(x) dx,J]‘f(x,y) dx dy en JlT t(x,7,2z) dx dy d=z,
G G
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waarin G opvolgend een 1-, 2-, 3-dimensionaal gebied voorstelt, zijm
voor ons van belang de lijnintegraal en oppervlakteintegraal.

Zij K een ruimtekromme, gegeven door r(t) = (x(t), y(t), z(t)),

to £t t’, en w(x,¥,2) een op K gedeflnleerde functie,

Verdeel K in stukjes met lengte As, kies in elk stukje een punt
(24n,0), dan is

K As-> 0 .

de lijnintegraal van ¢ over K.
Een - hier niet bewezen - stelling leert:

b ar
[oae = [ otxted, yw, s Igglae (a9
K T :
]

Is o(x,y,2) =1, dan isjﬂtpds =,I\ds de lengte van K (zie 2.3).
K K

Zij S een oppervlak in de ruimte, gegeven door de parametervoorstel-
ling r(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), (u,v) in een gebied G van
_het u-vevlak. Verdeel S in stukjes met oppervlakte Ac, kies in elk
stukje een punt (%,9,0), dan is

Ao— o

j;[ ¢ do = 1im T @(E,n,L) Ac B (2.10)

de oppervlakteintegraal van ¢ over S.

Een - hier niet bewezen - stelling leert:

or dr
J]ﬁ ¢ do =Jjnm(x(u,v),y(u,v),z(u,v))l —X =l du dv
S G

dn av
(2.11)
waarin
%% _ = a2,
gu  “du’ du’® du
or

ax gz 3z
(av' ov? bv)

fl

ov
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Voorbeeld

Een bol S met straal r om O wordt gegeven door

r = (r cos ¢ 8in 8, r sin ¢ sin 6, r cos 6)
(0govg2r, 0O LKW
or
5; = (- r sin ¢ sin 6, r cos ¢ sin 6, 0)
or )
35 = ( r cos ¢ cos 0, v sin ¢ cos 8, - r sin 0)

or or .
Men vindt: I;;;ESEI =r |sin 8|, zodat de oppervlakte der bol gelijk

is aan (@(x,y,2) = 1):

j\ do = f f r lsin 6] d¢ 46 = 4mr?,

=0 0O=0.

Uiteraard zijn belde begrippen en stellingen hiermee niet exact
behandeld.

De gradientvector van een scalaire functie

Zij ¢(x,y,2) een functie, gedefinieerd in elk punt van de ruimte,
voldoende vaak partieel differentieerbaar.
Zij ry = (xo,yo,zo) een vast punt en n = (£,m,n) een eenheidsvector.

De afgeleide van ¢ in r, in de richting van de x-as Jls

Ca(p(x ) (d(p(x,y '2, ))

*o

Analoog 29 en E&L

oy 3z
Teneinde te kunnen spreken over de afgeleide van ¢ in I, in de
richting n, bepalen we ¢ op de lijn door z, met richting n. Deze lijn
heeft de parametervoorstelling r =r + ns (Inl =1, dus & is de
booglengte), zodat op deze lijn ¢(x,y,2) = ¢(xo+£b, ¥ tms, z°+ns)
een functie van &&n variabele is, namelijk van de parameter s.
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d . ' :
We ncemen nu (af) de richtingsafgeleide van ¢ in z, in de richting

8=0
B, en schrijven voor deze grootheid (—2) o
"Eo
Dus (definitie)
de(r +ns)
%) (22 (3.1)
dn ds s=0

=0

ix

Opgave. Bewijs dat, als n = (1,0,0), (%g) = (28 |
- Lo

Met behulp van de kettingregel kunnen we schrijven

8y

E="s =y =)

do(z, +as) 39y (dxy L 00y g 3, (dz
(—-—3;——-)“0 - 35 @ dh D ugh @

3 3 3
(sf)r £+ (3%)r m+ (3%) n.

Beschouwen we %&, %?, %g als de kentallen van een vector, gradient=~

vector genoemd:

grad ¢ = (3% 3y az) (3.2)

en is 6 de hoek tusaen n en grad.w, dan is in elk punt
r (zie 1.8; In| =

%% =n . grad ¢ = |grad ¢l cos © (3.3)

Gevolg 1. 22 is maximaal, als 6 = O dus als n de richting van

grad @ heeft.
Uit deze eigenschap blijkt dat grad ¢ onafhankelljk van
het gekozen coOrdinatenstelsel te definieren is.

Gevolg 2. %% = 0, als n loodrecht grad ¢.
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Bewering
De vectoren n waarvoor (g%- = 0 zijn de raakvectoren in r aan
=0

het oppervliak ¢(x,y,z) = comnstant door Ly

Bewijs: het oppervliak S door r, waarop ¢(r) constant is, heeft als
vergellijking

o) = ‘P(E_o)- (=)

n is raakvector in r, aan S, als de 1lijn
- EX ]

() =z, + ns (**)
met S twee samenvallende snijpunten heeft. Deze snijpunten
worden gevonden door s op te lossen uit (*) em (**).

Substitutie geeft '
ez +ns) = o(z,),

of (linkerlid ontwikkelen in een Taylorreeks)
[ 1 80y 2 -
w(;o) + (ds)os +3 (ds’)o 8 + ... =0(z))

of (Zie 3.1 )

2
B((gs') B 1 (d ) 8 + aaa} = Oo
n 2 2
- ds

We vinden twee oplossingen & = 03 d.l., twee samenvallende snijbunten
r =r , indien (%%) = 0, En omgekeerd.
=y
=0

~ Dus het raakvlak in r_ aan het oppervlak ¢(z) = o(z )

staat loodrecht op (grad ¢), (3.4)
w

De vergelijking van dit raakvlak is (r-r ).(grad ¢)_ = 0,

Voorbeeld

Voor een stuk metaal dat in een punt verwarmd wordt is T(x,y,z) de
temperatuur in r op een vast tijdstip. De oppervlakken T(r) = constant
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hebben in elk punt grad T als normaalvector. Deze ‘temperatuurgradient ‘
houdt verband met de warmtestroom. .
Onder de warmtestroomvector I(r ) verstaan we de raskvector in r,

aan de stroomlijn door r , waarvan de grootte gelijk is aam de hoe=
veelheid warmte die per"%ij&seenheid en per opperviakteeenheld
stroont door sen opperviskte~element dat in y raakt aan het opper-
vlak T(z) = Mz ). -

Experimenteel blijkt (bij benadering):
I=>Ngrad T

voor elk punt r binnen het beschouwde medium. )
Is Ao een opperylakte-element dat in r_ raakt aan T(r) = T(go), dan

§ -.o
gaat door Ac per tijdseemheid: AglI(xr ) = (80) Al (grad ), l.
-o

Lo
Maakt Ao een hoek 6 met het raakvlak dan gaat door Ag per tijdseen-
heid evenveel als door zijn projectie op het raakvlak, dus
- = aT
Aoll(go?l cos 8 = (a0)(I(z,).n) = (a0) A ()
T 5
als n de eenheidsnormaalvector op Ag in r is.

De divergéntia van een"vector

zij v(r) het vectorveld vad een stroming in een medium: in elk punt r
raakt v aan de stroomlijn, terwijl |y| gelijk is aan de hoeveelheid
materie die per tijdscenheld en per oppervlakte-eenheid stroomt door
een oppervlakie-element in p loodrecht v.

Zij S een gesloten oppervlak in het medium,

Onder de flux F van y over S verstaan we de hoeveelheid materie die

per tijdseenheid door S stroomt (stroming naar buiten positief
gerekend) . .

Zij Ao een oppervlakte-element in r rakend aan S, n de t.0.v. van §
naar buiten gerichte eenheidsnormaalvector op 40 in r, en 6 de hoek
tussen n en v,

De hoeveelheid materig die per tijdseenheid door Ac stroomt is

Ao (!_09-_) °

Inmers de loodrechte doorsnede van de cllinder door Ag met v als
richting, maakt een hoek 0 met Ao, Dus de hoeveelheid materie per
tijdseenheid is (loodrechte doorsmede): |v|Ac cos 8 = (v.a) Ag,
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We zien dit ook als voigt. Is L de projectie van ¥ op n en
It:y_-gn, danmsltlood-
recht n. De stroming wordt
alleen veroorzaakt door Yo dus

de hoeveelheid materie per tijds-
eenheid is gelijk aan

acly, | = 13lao cos 8,

Dit is de flux door Ac.
Voor F vinden we (zie 2,10)

F =fJ’ v.n do (4.1)

F is de hoeveelheid materie die binnen S ontstaat (is de materie
incompressibel en bevat S geen bromnen, dan zal F = 0 zijn).

Voorbeeld

Zij S de bol |r~p| =a en ¥ = r-p.

De normaalvector op S heeft de richting
van v, dus v.n = |vlln| =|w| =a
zodat de flux van y over § gelijk is

aan

J\J‘ (z=p).n do =\‘[Z v.n do = aff do = a. na? = 3V (4,2)
S

waarbij V het door S omsloten volume voorstelt. Dit vectorveld is
dus nlet bronvrij.
Binnen S ontstaan 3V eenheden, dus per eenheid van volume 3 eenheden,
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We zien dat in dit voorbeeld 1lim (flux) = O en lim (flux / volume) = 3,
a~* o a- o

In het algemeen (voor een fatsoenlijk vectorveld) zal 1lim (flux) = O,
‘ V- o
Voor de limiet lim (flux / volume), die afhankelijk zal zijn van
V= o
(x,y,2), kan men bewijzen dat ze onafhankelijk is van de vorm van S.

Onder de divergentie van een vectorveld ¥ in r verstaan we nu dat

getal, dus
ljiz.g do (4.3)
V- o

div y = lim

<=

(5 is een gesloten oppervlak om r met volume V en uitwendige normaal
n)n

Zo is bijvoorbeeld div r = 3 (zie boven).

Stelling: Met v = (u,v,w) is

. 6u  dv  Ow
div ¥y = 57+ 55 * 32 (holt)
' (bijvoorbeeld div r = %ﬁ + %% + %§ = 3)

Bewijs: Neem voor S de begrenzing van een rechthoekig blokje met
ribben evenwijdig aan de assen en met de punten Q en Ar =
= (box,0y,Az) als twee der hoekpunten.
Met Sa,SV,Sz,Sr,So,Sb geven we de zijvlakken aan die opvol-

gend liggen in de vlakken x=0, x=8x, y=0, y=8y, z=0, z=4z,
Voor S£ en Sr zijn de t.o.v, S uitwendige normalen:

(0,-1,0) en (0,1,0) zodat v.n = -v(x,0,2) op S,en
ven = +v(x,Ay,2) op Sr.

Onder gebruikmaking van de middelwaardestelling der
differentiaalrekening en die der integraalrekening,
vinden we:
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j]‘ Y.n do «+ j]' Yon d9 =
S¢ Se

Ax
l' dx l' dz {v(x,80y,2) ~ v(x,0,2)} =

A
oy T( ax [ 2z (2xyn,02)) =
[o}

AybxAz %%(ﬁ,,n,.ﬁ,), waarbij (%, ,n, ,L, ) een punt van
het blokje is.

Analoog
AxAybz ‘5"‘" (Zy om0 4G4 )

—
3
=1
2.
Q
+

MC—
iz
i
2.

[
it

0
AzbxAy 'é-g (Esms 485 )

nS—
g‘ﬁ
<
[ 3
o
f2 1S
Q
+
F
i<
]
s
[« PN
Q
"

V = OxAyAz, dus volgens (L.3) is

(aiv ¥) =(-§;‘f) (3 . 3.
o ] [e]

b
fo
!

Voor (div v) nemen we het blokje met r en r + Ar als hoekpunten.
Het bewijs verloopt op dezelfde manier,

Het getal (div y)  geeft aan de hoeveelheid materie die in r per
eenheid van tijd en eenheid van volume ontstaat.

Voorbeeld

(zie blz. PD-12)., Hebben we een stationnaire temperatuursverdeling
in een metalen blok (T onafhankelijk van de tijd), dan is dus
div I = 0.

#
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Omdat I = A grad T, moet T dus voldoen aan (A constant verondersteld)

div (A grad T) =

of div grad.T =

OT oT oT
of div( ik e az) =0
2 2 2
of oI + oI + 0z . 0 (4.5)

ax? 6y2 0z?
(4.5) is de vergelijking van Laplace.

Divergentie theorema (Stelling van Gauss)

Is v een vectorveld in de ruimte, S een gesloten oppervlak dat een
gebled G met volume V omsluit en n de uitwendige normaal op S, dan

?.s
lf v.on do = fl'f div v d1 (4.6)

Bewijss Verdeel G door een stelsel vlakken in blokjes met volume A V
en zijvlakken S; y.00,5; ¢

In zo'n blokje is (div y) AV ~ f—‘; ﬂ v.n do.

Valt het zijvlak S van een blokje samen met het zijvlak Sj’

van een buurblokje, dan is (tegengestelde normalen) .

jjﬁx.g do + l]wx.g do = O.
S,
J

v

3
Aan de som e (div g)gév wordt dus door de inwendige

blokjes geen bijdrage geleverd, terwijl de bijdrage van een
randblokje gelijk is aan

Ven do, als Sr het zijvlak is dat op S ligt.



Dus
.;T—ok = (div v)

of (limiet nemen met

[rones
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;Av ® randblokjes l]ix’a da
r
AV - 0)

[ wa e

Gevolg: In een divergentie vrij veld is l]ix.g do = 0 voor elke

gesloten oppervlak S,

Voorbeeld

We verifieren de stelling van Gauss voor het getal v

.
.

G : lrl <a. (a 18 een consta

De vergelijking van S is:

Irl

r(u,v)
(0=

1
a =2 (x,

E
- Tel
Op S is

i (x* + y

i<
i

[

a’ (cos* u

Dus (zie 2.11)

= (a cos

(x, oy’ vz’)¥
nte).

a, dus een parameter-voorstelling:

sin v, a sin u sin v, a cos v)

2n, 0 S v € 1)

¥y2)

b ez

sin* v + sin® u sin* v + cos® v)

2, .
= a“|sin vi.

2n n
é]’x.g do =‘[ du‘f dv a’(cos* u sin® v +
o o
+ sin® u sin® v + cos® v)sin v
12
= = nas



div v = 3(x? + y? + 2?) = 3r?, dus

Jif e e e

2% n a

"
0 Sy

(o]

We voeren een vectoroperator, de nablavector, in:

= (L, LY
T toax' oy' oz

Dan kunnen we dus schrijven

grad ¢ = /o

en
divy =\/v

Opmerking
De eigenschap ¢v = V¢ geldt niet voor de vector§7.

Tenslotte nog de (scalaire) operator van Laplace:

3 8’ 3’

8=V V= 57 + oy T Bzt

Hiermee is (4.5) te schrijven als AT = O.

Opgaven:

a, Bewijs:

grad(o¢) = ¢ grad ¢ + ¢ grad ¢
b. Bewijs:

div(ev) = v.grad ¢ + ¢ div v

C. Bewijs:

Vele Vo) = (oo () + 08 ¢

du f dvf dr (3r® )rsin v
)
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(4.7)

(4.8)

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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Verifieer de stelling van Gauss als

v = (2,y2,y2)
en

G: Kubus 0 £ x££ 1, 0Ly <1, 0Kz < 1.
G is een gebied in de ruimte met randoppervlak S.

r = (x,y,2).

Bewijs: g lz1?(z.n) do = 5gf Izl? at /

S is een gesloten oppervlak dat een gebied met volume V omsluit.

= (x,5,2) 3 r = Izl.
Druk ‘gf (n.grad r’) do
uit in V.
. = yz 2

Gegeven: v = (ye’", = sin(x+z) + y, x° - 2)

2 2 2 _
S is de halve bol {x *yo+ 2 =1

z 2 0.

n is de normaalvector op S, van de oorsprong afwijzend.

Bereken:'L[ (von) do

(Antwoord: #n ; aanwijzing: gebruik de stelling van Gauss, maar
bedenk dat de gegeven S nog geen gesloten oppervlak is).

G is een gebied in de ruimte, omsloten door S.

Bewijs dat
j]'(x2+ y*) dt = %&[ (x*+ y*)(xi + yj).n) do.
G
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5. De rotatie van een vectorveld

Onder de rotatie van een vectorveld v = (u,v,w) verstaan we de
vector

rot v = VX v (5.1)
Dus (zie 1.13 en 4.7)

ow ov ou ow v on
rot ¥ = (ay - bz)__i_ + ( - ) + ("""‘ b '6”;)§ (5o2)

Ve

We zullen voor rot v nog een andere uitdrukking afleiden. Daartoe
beschouwen we eerst de draaiing van een star lichaam om een vaste
as (door de oorsprong gedacht). Zij P een punt van het lichaam met
plaatsvector r(t), r = |r|, a de hoek tussen de as en OP en w de
hoeksnelheid., Tijdens de draaiing beschrijft P een cirkel C met
straal r sin o in een vlak V loodrecht de as, De afstand van P tot
de as is dan r sin &, De snelheidsvector v in r, in V raakvector aan
C, staat loodrecht op het vlak door OP en " de as, terwijl Izl =

= W r sin «.

Dus kunnen we schrijven

¥y=0Xrp ‘ (5°3)

als w de vector langs de as is met lwl = W en een bij de draaiing
passende richting (zoals de voortgaande beweging en de draaiing
van een rechtse schroef bij elkaar passen).

Dus

r(t + 8t) = r(t) + (wat) x r(t). (5.4)

(Laat nu het lichaam tegelijkertijd draaien om twee elkaar snljdende
assen met hoeksnelheidsvectoren W, en W, . In de tijd At wordt P
verplaatst van r(t) naar r(t + At). We kunnen r(t + At) echter niet
bepalen door in (5.4) voor w te substitueren w = w + ,.

Is p,(t + At) het punt waar "P terecht komt als we het lichaam eerst
een tijd At onderwerpen aan de draaiing w, en daarna een tijd At
aan de draaiing w,, dan is (in (5.4) voor r(t) substitueren

r(t) + (at) w, x r(t) en voor w substitueren w,):

p1(t + at) = x(t) + (at)(w, x x(t) + w, x r(t))

 (0t)% 0w, x (uy x p(t)).



PD-22

Met de draaiingen in omgekeerde volgorde komt P terecht in ‘
p, (t + At) = p(t) + (At)(w, x x(t) + @, x z(t))
+ (0t x (9, x z(t)).

Kennelijk is ps(t + At) # p, (t + At).

Wel geldt

py (t+at) - x(t) p, (t+at) - z(t)

v = lim = l1lim =
At~ o At At~ o at

"
N

4
Is
Bl

Zij K een vlakke gesloten kromme.

Onder de circulatie van v langs K verstaan we de lijnintegraal
(zie 2.8) '
l‘loi ds = [_v.od_s_ ‘ (5@5)

(t : eenheidsraakvector aan K)

Als w de hoeksnelheidsvector is bij de rotatie om een vaste as
(dus v = w X r), K een gesloten kromme in een vlak V, n de een-
heidsnormaalvector op V;, O de door K omsloten oppervlakte, dan is

l‘y_.gg = 2(w.n)O (5.6)

(X wordt doorlopen in een bij n passende richiing)e

Bewijs: Stel V | as.

4as = lim ZVQ_A_S_

A5 o

= 1lim I lvl(projectie van &s
As—~ o op v)

lim 2 wp (hoogte van de
As- o driehoek)




PD-23

lim I 2w (oppervlakte van de
As—~ o driehoek)

= 2w0.

V willekeurig, Z2ij W eén vliak | as; K' en 0' de projecties van K en
O op W; © de hoek tussen V en W,
dus ook tussen W en n. Het inwen-
dig product v.As is gelijk aan
het inwendig product van de pro=-
jecties van v en As, omdat v ge~-

lijk is aan de projectie van v.

ly_._c_l_g ‘Ly,._q_g= 200 =

2 w 0 cos6=2(w.n)O.

Uit v is dus w te vinden.

Het getal
tl
0 111'23

is maximaal als K in een vlak loodrecht op de as ligt.
Verder merken we op:

V=0XT= (02 «0F,0X~02,0,5 = %)

dus

rot v = (2w ,2uw, ,20; ) = 2a.

Voor een algemeen vectorveld v = (u,v,w) zullen we nu bewijzen,
dat in r
lim
0+ o

(@] P

J v.ds = n.rot ¥ (5.7)
K .
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waarbij K een gesloten kromme is in een vlak door r, O de door K
omsloten oppervlakte, n de eenheidsnormaalvector op het vlak door
K, terwijl de omloopsz1n van K en de richting van n bij elkaar
passen.

Bewijs: Zonder bewijs wordt hier meegedeeld dat de limiet in het
linkerlid onafhankelijk is van de keuze van de kromme in
het vliak. Het vlak behoeft geem plat. vliak te zijn.

Breng door L, = (xo,yo,zo) het vlak z = z aan, en beschouw in dit

vliak als gesloten kromme K de gebroken 1lijn ABCDA met

A= (xo,yo,zo), B = (xo+Ax,yo,zo), C = (xo+Ax,yo+Ay,zo),

D = (xo,y°+Ay’zo).

B c D A
fy_.gg:fv._d_s_'+f1._§+f1._§+fy_._§
K A B D

xo+Ax y°+Ay
= jﬁ u(x,yo,zo) ax + J, v(xo+Ax,y,z°) dy
o Yo
2
x +4x
o
Al 2 y - fu(x,yo-x-Ay,zo) dx
N *o
»
3
x Y, tay
- va(xo,y,zo) dy =
Yo
Y +oy
= -Ay Jq = (x WY *h s 2 ) dx + Ax J~ (x +E1 Y2, ) dy =
y

o}
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du vy
= «AyAx 3y (x°+Z,,y°+n1,zo) + AxAy rr (xo+E1,y°+n,,zo)

zodat (0 = AxAy)

lim = | y.ds = X %3 = (rot ¥) .

Zij K een gesloten kromme en S een oppervlak met K als randkromme,

dan is
l.z.g_sn = lfg.rot v do (5.8)

waarbij de richting van n, de normaal op S, past bij de omloopsrich-

ting van K. A

Bewlijs: Verdeel S door een stel-
sel lijnen in vier-zijdige
oppervlakte-elementjes met
oppervlakte AS en zijden
K1y Kay K3y Kyo

Nu is locaal

n.rot v 4 S mai_;l v.ds
J

Valt zijde Kj samen met zijde K3 van een buur-element, dan is (tegen-
gestelde richting van doorlopen)

f XO‘Q,’E +£ leg;’ﬁ z 0,

K, !
J J

Aan‘EZ£grot v A8 wordt dus door de inwendige oppervlakie-elementjes
geen bijdrage geleverd, terwijl de bijdrage van een randelement gelijk
is aan
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Dus

of (limiet nemen met AS- o)

ﬂg.rot v do = [x.g_s_

i. Verifieer de formule van Stokes voor het geval:

Opgaven:

(x,x,x)

5 : x*+ ¥+ 2%= 4, z =0,

jo Ook, als v = (x,x,x) en

S

x®+ y’s 4, z = 0.

Bepaal
lf ne.rot ¥ do als v = (x,x,x)

(n is de normaal naar buiten)

k.

en als S het gesloten oppervlak is dat ontstaat door
vereniging van de oppervlakken uit i) en j).

1. Verifieer de formule van Stokes, als ¥ ='£ en S de driehoek met

m. Bewijs:
rot (@v) = ¢ rot v + (grad ¢) X

<

en

div (u X v) = v.rot u - u.rot y

san

6. Enkele opmerkingen

Een veld y heeft een potentiaal, als er een functie a bestaat zodanig
dat in elk punt van het beschouwde gebied v = grad a.
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Een veld v is conservatief als S v.ds = 0 voor elke gesloten kromme
K

in het beschouwde gebied. (Is ¥ een krachtvector, dan wordt in dit

geval langs een gesloten weg geen arbeid verricht).

Een veld v is rotatlevrlj als in elk punt van het beschouwde gebied
rot v = 0.

Een veld v heeft een vectorpotentlaal, als er een veld a bestaat zo-
danig dat “in elk punt van het beschouwde gebied Yy = rot . 2.

Een veld v is bronyrij als J/ v.n do = O voor elk gesloten oppervlak
: S

in het beschouwde gebied.

Een veld v is divergentievrij als in elk punt van het beschouwde
gebied div v = O.

Voor twee oppervlakken S; en S, met dezelfde randkromme K geldt

(zie 5.8)
ifg.?ot ¥y do = lfg_.rot v do

(n passend bij K),

of - de vereniging S van S, en S, is een gesloten oppervlak dat een
gebied G omsluit -

jl‘g.rot vdo=0

(n tov G naar buiten)

Conclusie: als Y = rot ¥ en S een gesloten oppervlak dan

ﬂx.g do = 0 (6.1)

(een veld met een vectorpotentiaal is bronvrij).

Met (4,6) volgt, als Y = rot v

fgdivxd’t’:O
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Dit volgt ook door berekening (doen!), want voor elk veld v is
div rot ¥ = 0 of V.(vx y) =0 (642)

(een veld met een vectorpotentiaal is divergentievrij)

Opmerking

Bij de berekenlng maken we gebruik ervan dat de componenten van ¥
continue partiéle afgeleiden van de tweede orde bezitten,

We beschouwen nu een functie ¢ (x,y,2z) met continue partié€le afge~
leiden van de tweede orde.
Men toont door berekening aan:

rot grad ¢ = 0 | (6.3)

of als v = grad ¢ dan rot ¥ = Q.
(een veld met een potentlaal is rotatievrij).

Omgekeerd: Geldt voor een vectorveld v in een gebied rot y = 0,
dan is er een functie ¢ zodanig dat in dit gebied '
= grad ¢.
een rotatievrij veld heeft een potentiaal).

Bewijs: Het is duidelijk dat als ¢ een dergelijke functie is, ook
de functies ¢ + constante voldoen.

We geven ¢ in een punt A de functiewaarde @y Zij K een weg van A

naar een punt B,

We definieren nu:

¢(B) = ¢, + v.ds

Deze definitie is slechts geoorloofd als de lijnintegraal

jB v.ds onafhankelijk is van de gekozen weg.

A
B

X, Kz
A

Beschouw twee wegen K, en K, van A naar B en zi}§
K de gesloten kromme K, + (-K,).
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Volgens (5.8) is nu, omdat rot ¥y = 0,

L'Y""(‘i“"s’ = On

(een rotatievrij veld is conservatief)

Dus
jaz.g§.+ jnz.gg =0
K, S ¥ *
of
fl*gﬁ = f.‘!.-._ﬁ
K4 K,

De definitie is dus geoorloofd.
Is nu v = grad ¢?
Stel B = (xo,yo,zo) en meem B' = (xo,y + AY42 )

1 [o]
Pa + lﬁ Veds ~ (wA + lB Yo Q_)

lB Y.ds +JB V.38 = lB Y.ds

¢(B') - @(B)

it

T, .
= j’ v(x ,y,z ) dy
Yo

= Oy.vix ,y  + n,zo)

dus o s ) - ¢(xo,y°+Ay,z°) - w(xc,yo,zo)
O’yo 22, By

of (limiet overgang)

d¢
v(xo,yo,zo) = (32)
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(22

ox

Analoog u(xo,yogzo)

W(Xo’yo’zo) (%ﬁ)

g‘i

dus

¥ = grad @

Voorbeeld 1

Het gravitatieveld der aarde

Kies z-as loodrecht aardcppervlak naar boven.

De kracht op de eenheid van massa wordt gegeven door het veld (0,0,-g).
De door de kracht verrichte arbeid bij verplaatsing van m eenheden van
massa van een punt A naar een punt B is (k = (0,0,-mg)):

;)

lB k.ds = «mg‘f’ dz = -mg(zp - z,)

%

Voor elke gesloten kromme is gk.ds = O : het veld is conservatief.
Het veld is rotatievrij: rot k = Q.
Het veld heeft een potentiaal: met ¢ = -mgz + C is k = grad o.

Kiezen we ¢ = O als z = 0, dan is ¢ = -mgz.

Voorbeeld 2
Het gravitatieveld der zon

[De krachten die de zon en de aarde op elkaar uitoefenen zijn naar
elkaar gericht en in grootte gelijk aan evenredigheidsconstante X
B . ' .

e waarbi j m, en m, de massa'’s zijn van zon en aarde,

en r de afstand is van % tot A,

Neem een coBrdinatenstelsel met de zon als ocorsprong. De kracht op m
massa-eenheden in r wordt gegeven door het veld k waarvoor geldt
(r = lz!) ¢ in elk punt is k naar % gericht en |kl = m.
2
r
(Afgezien van een evenredigheidsfactor).

Dus
=1
k=¥

Men toont door berekening aan: rot k = Qo
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Het veld is rotatievrij: er moet dus een potentiaal bestaan.

Neem punten A en B op een rechte door Z op afstanden r, emr, van Z,

T T T
2 ‘ 2, ; ..
¢(B) = ¢, + kods = ¢, ~ m —r,dr = @, « m —_— =
A r" preieigivesmy A " r’ r 3 e A r1 r 3 ‘

w, +m (;L--;ld
L, %

o

: 1
dus 9(r) =C + - enk =mgrad =.

De equipotentiaalvlakken zijn de vlakken r = constant (bollen om Z).

We berekenen nog de flux door een bol S met straal r om Z.

¥ zodat kon = = “=,

S is een bol, dus n = ]
) = r?

r
(0f: kon = grad ¢.n = 22 = (S is een bol) = 22 = . &),

27 8n ar oy

De flux door S (zie 4.1) is gelijk aan:
- 3% o br r? = « L4mm,
r
dus constant voor elke bol om Z.

Berekening leert:

Oinr £0

= - oL 2y - L*x3
div k = - m div (5 =5, ) ‘{niet gedefinieerd in 0.

Zij S een gesloten oppervlak dat een gebied G omsluit.

Z niet in G: flux door S = O (stelling van Gauss).

Z in G: de stelling van Gauss is niet toepasbaar. Sla nu een
bol B om Z met randoppervliak S,5 B in G.

Op het gebied G-B, begrensd door S em S,, is de stelling van Gauss

toepashbaar: )
N enaoso

S+S1

(n t.0.v. G-B naar buiten)
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of
I kon do --JI k.n do

! (g t.o.v. G resp., t.o.v. B

naar buiten)
dus . -
7% in G: flux door 8 = «~ Imm,

Opmerking ‘
div k = 0 in r # O betekent dat C + % een oplossing is van de

vergelijking van Laplace: Ag = 0.

Kromlijnige orihogonale coordinaten

Tot hier toe werkten we met rechthoekige coordinaten: x, Ty Zoe

We hebben, naast definities die onafhankelijk van het coordinaten-
stelsel waren, uitdrukkingen gevonden in deze rechthoekige
coordinaten voor

lijnelement ds : ds? = a2 + dy? + dz?

volume=element 2 AV = Ax Ay Az
. . U U U
gradient 3 grad U(r) = (ax’ 33 az)

ou dv ow
EE o+ 3; +

divergentie H div v(x) =

. _ (0w dv du dw dv du
rotatie : rot v(r) = (ay " 3% 3m " 3%’ 3% —;)
, : 2 2 2
Laplace~operator div grad U(x) = g v + 0" U * 9 U,

Voeren we nu parameters 99 9,9 9 in, zodanig dat de functies

x = x{q,,9,,9,)
y(q%9q29q3) (7.1)
z(q1eq2§q§)

2

i

in elk punt een 1-l1-duidig verband geven tussen het drietal (x,y,z)
en het drietal (q,,4,,9;), dan is (qj, +d5) op te vatten als een
nieuw stel coordlnaten9 kromlljnlge in het algemeen, van het
beschouwde punt.
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Deze coordinaten zijn orthogonaal indien in ieder punt de
coordinaatlijnen t.w. .

{q2 =0,y Qy = c,}, {Q, =¢,y 9, = 01} en {q, =¢,, 1, = °z}

loodrecht op elkaar staan.

Een scalaire functie U(x,y,z) uitdrukken in deze coordinaten
betekent: substitueer (7.1). -

Van een vectorfunctie v(x,y,z) willen we de componenten kennen
langs de nieuwe coordinaatlijnen. Door substitutie van (7.1) vinden
we deze componenten niet: het blijven de componenten langs de

X, ¥= en z-as, ultgedrukt in Qs 4,5 90

We beschouwen dit probleem hier nlet algemeen, bepalen slechts
enkele unitdrukkingen in cilinder~ en bolcoordinaten.

Cilindercoordinaten (r,¢,z)

r cos @

r sin ©®
- (7.2)

rs 0 ¢ <2m.

VxTey?
te bepalen uit tan ¢ = % en het teken van x of y

oNwd M
AN

I

dus

N € H

= 2

De coordinaatvlakken zijn cilindervlakken (r = ¢,), vlakken door
de z-as (¢ = ¢,) en vlakken .L z-as (z = ¢;). Het' zijn orthogonale
coordinaten.

Een vermeerdering van r met Ar, van ¢ met Ap of van z met Az
geeft aan het punt (r,p,z) een verplaatsing langs de betreffende
coordinaatlijn respectievelijk ter grootte Ar, rA¢p , Az.

Lijnelement : ds? = dr? + r2d¢? + dz?.
Volume-element: AV = (Ar)(rap)(Az) = r ArAgAz

De component van grad U in een richting is, als AL de grootte van
een verplaatsing in die richting is, gelijk aan

toename van U bij de verplaat51ng

1lim
AL-+o0 Az
In cilindercoordinaten is
~,0U0 10U 9oy
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bv.

(grad U),_ = 1lim Ulr, ¢+bp, z) ~ U(r,@,z) .

¢ A= o r Ay

Laat vectorveld v in cilindercoordinaten gegeven zijn:

¥ = (v ,v,,v5)

divy = 1n L%
AV~ o

flux door het volumewelement =

v, (r,9,2) ropiz + v, (r + A&r,@,z)(r + Ar)Apldz +

v,(r,0,2) Ar Az + v,(r, ¢+Ap ,2) Ar Az +

L]

vy (r,9,2) rArdep+ vy (r 9,2 +.82) r Arde =

lca

]
= o= {v,(r+e, ,0,2) (r+e) }Arophz + 35 V2 (r,cp+ez,z)A(pA raz +

(=4

+ 59; v, (r,p,2+¢) Az r Arde

AV = r Arhp dz

dus in cilindercoordinaten:

avz av,

1
- el et (7.4)

6(rv1 )
or

div.v = 1
r

g

De Laplace~operatie in cilindercoordinaten (met 7.3 en 7.4):

AU = div grad U
1 9 ou 1 o’y d’uU
==5m (v 37) + et (7.5)
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Zonder bewijs vermelden we:

Als v = (v,,v, ,v,) in cilindercoordinaten, dan

0t v =(%{av, - a(rvz)}, av‘l . av}’ l{a(rvz) _ av.l })

do 0z 0z ar T or dy
(7.6)
Bolcoordinaten (r,B,®)
X = r ¢o08 P cos ¢
y=r cos Bsin ¢
z = r sin B (7.7)
r>,0;'§1t > =ing O £ 9<2n

(B is de breedtehoek; met 8 als poolhoek is B = #n - 0,
dus toenemende B komt overeen met afnemende 6)

dus
r = Vx2+y?+z2
B te bepalen uit tan P = —
VTayT

¢ te bepalen uit tan ¢ % en het teken van x en y.

De codordinaatvlakken zijn bolvlakken (r = ¢,), kegelvlakken (B = c,)
en vlakken door de z-as (¢ = ¢;)., Het zijn orthogonale cobrdinaten
Een vermeerdering van r met Ar, van P met AP of van ¢ met Ay geeft
aan het punt (r,B,¢) een verplaatsing langs de betreffende coordinaat-
1ijn respectievelijk ter grootte 4r, rAB, r cos BAy.

1ijnelement : ds® = dr? + r? dp? + r? cos® B d¢
Volume~element: AV = (ar)(raB)(r cos B)Ap = r?2 cos B Ar ABAy.
In bolcoordinaten is
00U 1 oU 1 oU

grad U = (3;, ¥ 3p° T cos B d¢ (7.8)

want bv
° _ U(r,B,¢ +A¢) ~ U(r,B, m)
(grad U)w - ii?»o r cos BAy

Laat v in bolcoordinaten gegeven zijn: v = (v1,v2,v3).
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4 = CC1 = DD1 = Ar

/49 AD = BC = rap . j 4D =BG, = (r+Ar) OB
i AB = r cos P A¢ s A,B, = (r+Ar) cos B A¢
DC =r cos (B+AB)Ap 3 D.C, = (r+Ar) cos (B+AB) Av
v y = 1im  EHE,
AV- o

flux = -~ v, (r,B,¢) r? cos B AVBA<p + v, (r+Ar,B,0)(r+ar)2cos B APAg+
- v,(ryB,0) r cos PAT Ly + v, (r,B+ABy) r cos (B+4B) ArAy +
- v;(r,Byp) r ArAp + v, (r,B,p +4¢) r Ar AP

= %r- ((rw:,)2 v,(r+e ,B,9)} Ar cos B ABAQ +
+ 5% {cos (B+e,) v, (ryB+e, 29)} AB rAr Ap +
+ 56(-';- {v} (ryByp+e;) )} 49 rATrAB.

AV = r2 cos B Ar AP Ap dus

a(r2v1) 1 3(v,cos B) 1 vy
divy = 72 dr ' Trcos B aB * T cos P 09
(7.9)

Voor de Laplace~operatie vinden we (met 7.8 en 7.9):

A = div grad U = —1-59— (r239y . 12 (cosB-aE) +
r2 OF or rchS B aB aB
1 a’u

(7.10)
r?cos? B 3¢’
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Zonder bewijs vermelden we:

als in bolc/oc'irdinaten v = (v,,v,,%), dan

1 a(rv, cos B)- B(rvz)}
rot v =( { - Y
~ \r?cos B 9 o¢
\ . {av1 a(rv’ cos B) 1 {a(rvz) 3v, })
r cos B Lap or ' r dr 0P
(7.11)
Voorbeeld

zij v = (z, -2x, y) een vectorveld, div v = O.

Ter illustratie bepalen we de componenten van ¥ in het cilinder-
coordinatenstelsel en daarna div y met behulp van (7.4).

Transformatieformules: x = x(r,¢,z)
X =1 cos ¢
y=rsing
zZ =3z

We projecteren v op de eenheidsraakvectoren aan de coordinaat~

lijnen: de projecties zijn de gezochte componenten Vo v‘p, 'vz.

De raakvectoren zijn opvolgend:

0x 0x
Fri (cos o, sin ¢, 0) i lsel = 1
ox ' ox
-a-;=(-rsinq>,rcoscp,0); -a;=r
ox : 0x
iz = (0,0,1) $ e 1.

¥ = (z, =2r cos @, r sin ¢) (dit is nog steeds in rechthoekige
coordinaten).
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1 o’z

v, = T3 (v . 35) =2 cos ¢ - 2r sin ¢ cos ¢
ar
1 0x \

Vo = — (v . a;) =-zsing-2r cos® ¢
3y

v_ =r sin ¢ (uiteraard niet veranderd)

dus in cilindercoordinaten:

= (2 cos ¢ - r 8in 2¢, =z 8in ¢ = r - r cos 2¢, r sin ¢)

met (7.4): 1
divy == (z cos ¢ = 2r sin 2¢) +

+ % (-2 cos ¢ + 2r sin ¢) + 0 = O,

Toepassing f
Zoek alle functies U die 1° oplossing zijn van de laplace~-
vergelijking AU = O en
2° alleen afhangen van de afstand r tot O.

Dus U(r) en uit (7.10) volgt dat AU = O overgaat in

U =
;%_éL (r2 dU) =0 (*). We tonen (*) nog anders aan.

= U(r), dus de vlakken U = constant zijn bollen om O, dus .,

grad U heeft de richting van r en is in grootte gelijk aan r

Beschouw de bolschil tussen de bollen met straal r resp. r+ir.

Flux door het omsluitend oppervlak is
. 4U(r) y dU(r+Ar) _
dr B

+ 4n (r + Ar i

- 4y r

i {4n (r +¢) itlé_;'_._tg)_ Jar.

Volume = 4n r2Ar, dus

. . flux _ 1 d .2 dU
div grad U = lim - - (r el

AV— o
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* . 4 (2 49Uy _

dyu A
:::;-E;; =

A

dus U=B= oo (7.12)

(U is niet gedefinieerd in Q)

Toepassing

Zoek alle functies U die 1° oplossing zijn van AU = O en
2° alleen afhangen van de afstand r
© tot de z-as.

Dus U = U(r) en (7.5) geeft: 14

aU
T i (r 37) = 0, waaruit als

oplossing volgt:
U =4 log r + B. (logarithmische potentiaal)
(7.13)
Opgave :

Bewijs met behulp van (7.9) dat in bolcoordinaten (r,6,p), dus met
poolhoek 6§ i.p.v. breedtehoek B als parameter:

ey o A r2v,) . 1 9(v, sin 0) . 1 av,
- r? or r sin 0 a0 r sin 0 Q¢
(7.14)

als v in dit stelsel de componenten (v1;% 'y ) heeft.

Oplossing van de Laplace-vergelijking: enkelvoudige polen

De vergelijking van Laplace (in rechthoekige coordinaten) luidt:

++ @ = 0. (8.1)

8o () = Pxx * ¢ 4]

Jy

In dit en volgende punten behandelen we speciale oplossingen van

(8.1).

Vooraf enkele opmerkingen.

e 21 S een oppervlak met randkromme K, P een punt, B het bol~
oppervlak van de bol met straal a om P.

&
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De kegel met top P en richtkromme K snijdt uit B een oppervlak
met oppervlakte O.

Het quotient f% is onafhankelijk van a.

Definitie: de ruimtehoek waaronder we S zien vanuit P is

gelijk aan 5%. (8.2)
a

Voorbeeld: Ligt P op S en S in een plat vlak, dan is deze
ruimtehoek gelijk aan 2n.

Voorbeeld: Is S een boloppervlak met straal a, dan is een opper=
vlakte~element do te schrijven als do = a? dQ,
waarbij dQ de ruimtehoek is waaronder we do zien
vanuit het middelpunt

J\ d<:r=j]‘a.2 dQ:a’JT aQ = 4x a2,

S

Is S een gesloten oppervlak en dQ de ruimtehoek waaronder we een
oppervlakte-element do zien vanuit een punt P, dan is

irdg _ | 4n als P binnen S
~ 10 als P buiten S.

, Gebruikelijke fundamentele grootheden in de fysica zijn o0.a.
lengte, tijd, massa (fundamentele eenheden opvolgend meter,
seconde, kilogram),

De dimensie van een grootheid geeft aan hoe deze afhangt van de

fundamentele grootheden.

Symbolisch: [lengte]l = Lj [tijd] = T3 [massal] = M;

dus [oppervliak] = L2; [volume] = LB; [snelheid] = LT'1;
[versnelling] = T'ag (kracht] = MLT'Z;

[ruimtehoek] = 1 (dimensieloos).

In gelijkheden dienen alle termen dezelfde dimensié te hebben
(contréle-middel).

Puntbelegging met een enkelvoudige pool

P en A zijn punten met plaatsvectoren r; enr (r, #r).

Plaatsing van een massa m in P heeft tot gevolg dat een in A
geplaatste eenheid van massa een kracht ondervindt, gelijk aan
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- ™~ (gravitatiewet van Newton):

(z=zp) (8.3)

/ \ B Mz) = =

lz-rpl

(m > O: kracht naar P toes in P een
"put n)

Plaatsing van een lading e in P heeft tot gevolg dat een in A
geplaatete eenheid van positieve lading een kracht ondervindt,
gelijk aan (wet van Coulomb):

F(r) & B (pwp.) (8.4)
s urn: IE-E_PP z rp

(e > 0: kracht van P af: brons e < 0: kracht naar P toe: put)

Is de ruimte gevuld met onsamendrukbare vloeistof en wordt in P
continu Q m’ vloeistof per seconde erbij gepompt, dan is in A de
stroomsnelheidsvector (zelf afleiden)

v(g) = =S (por) | (8.5)

(Q >0: in P een brons @ < 0: in P een put.)

Dit zijn drie analoge verschijneelen (bronsterkte Q £ + Lm e £ = 4nm).,
P is het bronpunt, A het veldpunt. We werken verder met het eerste
geval, waarbij we dus ook m < O toelaten (m < O: brons m > O: put).

We weten reeds dat het vectorveld een potentiaal bezit en divergentie-
vrij is:

- - m

= grad ¢ met ¢(r) —‘TE;E;T (8.6)

div F = 0, (8.7)

Dus Ap =0 als r # rpy. (8.8)
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Omgekeerd hebben we gezien: als ¢ = w(lg-gPl) en Ap = 0, dan
Cé

(P=C1+ °
igffpi

Is P een variabel punt en m een functie van Tps dan zijn de
formules ook juist.

‘Lijnbelegging pet enkelvoudige polen

K is het stuk s, £ 8 £ 8, van de ruimtekromme r g(s); s is de
booglengteparameter. De iijn is belegd met massa: de massadichtheid

is p(s); ([Pl = ML™ )
De potentiaal van deze 1ijnbelegging is gelijk aan (p(s) en p(e)
nette functies)

8
2
olr) = j‘ st ass zéx (8.9)
5, -

Immers: verdeel K in stukjes ter lengte As, neem in elk stukje een
strooipunt P, dan is bij benadering de massa van zo'n stukje p(e ) As
en de potentiaal in punt r (vgl. 8.6) gelijk aan
p(sP) As p(sp) As
lz=zpl 7 lz-plspll *

Verder gebruiken we, om te kunnen sommeren:
Bevinden zich in de punten P, en P2 massa's m, en m, dan is

m1 I!l2
T, 1 F T 1°
="=p, = =P,

In (8.9) heet r het veldpunt, p(s) het integratiepunt (in 8.6 was ait
het bronpunt).
Voor de berekende potentiaal geldt:

bAp = 0,

Oppervlaktebelegaing met enkelvoudige polen

Zij S een oppervlak, P variabel op S, en u(r ) de massadichtheid in

P ([p] = 2) De potentiaal van deze oppervlaktebelegging is
gelijk aan (u nette functie; S een net oppervlak):
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ot w(z,) do
(p(.l_f'_) =ﬁ -—l-z-?i;r- 3 £¢S (8.10)
S

Voor ¢ geldt weer: A = O,

Bijzonder geval

Een cirkelschijf C (middelpunt M, straal a # 0) heeft een constante

oppervlaktebelegging p . Langs de as der cirkelschijf coordinaat Z,
= 0,

2y

De potentiaal in z is (P variabel

op C)
( az
b .

4.3
- do . _ 1
ol=) J;f B j T
dus
o(z) = 2mp (Va? 4?2 =|z|). (8.11)
3 z |z]
Veldsterkte F(z) = 'a‘f = 2mp ( e =) (8.12)

lim  ¢(z) = 03 lim F(z) = 03 ¢(z) ~ 5%31 als 2+,

|z |0 2| e

(npa? = totale belegging, dus een potentiaal alsof alle belegging
in M geconcentreerd was)

@ is continu in z = 0: ¢(0) = 2npa. (8.13)
F is discontinu in z = 0: F¥ = 1im F(z) = - 2mp
z), 0
F* = 1lim F(z) = 2mp
z¢ O
dus sprong = F* = F~ = = bap = bronsterkte in M. (8.14)

. sprong van de normale afgeleide
Of. . 'p. == I+n e
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Zij S een willekeurig oppervlak met belegging p , P een variabel
punt op S, n, de normaalvector in P en A(r) een punt op de normaal.

Volgens (8.10) is
p,(r ) do

Voor A = P hebben we een oneigenlijke integraal.
We snijden uit S een cirkelvormig gat C met middelpunt P en straal 6,

De eerste potentiaal en de afgeleiden zijn voor elke A op de normaal
continu. Voor de tweede potentizaal onderstellen we:C is een cirkel-
schijf en op C is p constant = p(gP). Voor de tweede potentiaal

geldt dan (8.13) en (8.14) en dit geldt dus ook voor ®,°

+ _ =
Py =9

. . (8.15)
(%ﬁ) - (%%) = - 4mp = bronsterkte in P,

Voorbeeld van een randwaardeprobleem.
D is een gebied in het x-y-vlak.
We zoeken oplossingen van Ap = O onder de voorwaarden:

. %% (%,5,0) = 0 als (x,y)& D

® %% (x’ino+)~= W (x,y)
3 ; ale (x,y)€D
3"'.22 (x,57,07) = =W (z,3)

o lim o(z) = 0.
lrl-ooo

Het probleem is op te vatten als een belegging van D met enkel=

#' youdige polen. De sprong der normale afgeleide is 2W(x,y) als
(x,¥) € Do Vergelijking met (8.10) en (8.15) doet ons als oplossing
proberen: (W = «2mu)

1 W(zy) do
o(z) = o(x,5,2) = = §Ev[f —T;:;;T— (P variabel op D).
S S
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+ -
Dan is in ieder geval ¢ = O, (%g-) =W, (%%) = =W,

Ook is lim ¢(r) = 0.
S F o P

Uit o = —LH ¥ do
T on : 3 7 3
Y ka-xp) +(y-yP) +(Z-zP)

volgt tenslotte nog -g% (x,¥,0) = 0 als (x,y)%D.

Over de eenduidigheid der oplossing spreken we later.

9. De dipool

In P en Q bevinden zich een bron en een put van gelijke sterkte bv.
ladingen +e en -e of massa's ~-m en +m.
De potentiaal van deze belegging is

WE) = TeoeT * Teorgl
Z-Lp =7
lim ¢(z) = O,
P- Q
-e Q
Stel rp - £y = 6n met Inl =1,

dus & = afstand PQ.

We maken nu e variabel zodanig

dat e = %— met B constant.

{ 1 . 1.}
lz~rp+onl — lr-rpl

(£ (z+dn) - £(z))

<
—~
i3
~
~
1}
ol ol

due (zie 3.1).

(dg) = lim ¢(£) = B
b~ o :

&
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Dus, als a de hoek is tussen n en (Efgp)

¢o(x)

i
=}
(=)
isle
7~
"'3
o]
e’
i
e
o]
®
]
Qs
]
g
]

~p cOS O ' (9 1)

Ook is (P variabel)

¢(r) =~ E T_n_; (E::I;;r) = - E n, gradP T‘-ET. (9.2)

Definitie: ¢(x) is de potentiaal van de dipool in r, met

sterkte E en asrichting n.

De vector E met de richting van n en en grootte

E heet het dipoolmoment. (9.3)
Bewijs zelf:

¢(r) is een oplossing van A9 = O en ook van Ay = O.

Oppervlaktebelegging met dipolen (dubbellaagl

We veronderstellen een oppervlak S zo belegd met dipolen dat in elk
punt P van S de dipoolas loodrecht op S is en dat ten opzichte van S
alle bronnen aan dezelfde kant liggen. De dipoolsterkte zij p(rp).

De potentiaal van deze belegging in veldpunt A (voerstraal r)
is gelijk aan (zie 9.2)

(r.) 4o m— o
fj‘ s r lr"__Pl

o(x)

)
§
—3
ke =4
~
H
W
~s
=1
d
in
[} @
i
Lw ) ~—~
< 1%
i3
~
8

(6 is de hoek tussen n en ry-r)

jf R 20 (9.4)

I"'I‘

p voldoet aan Ap = O,
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cos O do

> is gelijk aan de ruimtehoek waaronder we do zien vanuit A,

I~y
Dus

) =J’J w(rp) aa . (9.5)

Bij constante p is dus

¢ = uff dQ = ue | (9.6)
S

2 48 de ruimtehoek waaronder we S zien vanuit A.

Q >0 als 0 6< % (A aan de kant der 'putten'")
8 <0 alsdn< o™ (A aan de kant der "bronnen').

9

lim o(r) = uQ
lz=rpl-o

0€ 6 <#n

% = 1lim ¢(z) = =p (bn =Q,)
lz-z o

incogn

Dus ¢ = ¢” = = 4mp . (9.7)
Zonder bewijs:

dgy T -
& - | (9.8)
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Opmerking 1

Vergelijk dit met (8.15), maar bedenk dat in (8.15) ¢ de gravitatie-
potentiaal is, terwijl hierboven ¢ een electrische potentiaal is.
(In (8.15) is p de massadichtheid, hierboven is p de ladingsdicht-
heid.)

Opmerking 2

Hierboven is niet nagegaan onder welke voorwaarden een en ander
geldig is.

Voorbeeld

Een boloppervlak B (straal a) is belegd met enkelvoudige polen, bv.
massapolen, met constante oppervlaktedichtheid p.

Het veld is sferisch symmetrisch, de potentiaal ¢ zal alleen een
functie zijn van de afstand r tot het middelpunt.

Neem het middelpunt als oorsprong, het veldpunt A op de z-as (z ;,O)
en maak gebruik van bolcoordinaten (r,8,9).

De massa van een oppervlakte-element is
pa? sin 6 49 dy, en de afstand van A tot dit

magsa~element :

Va‘+z®~ 2az cos 0.

Dus (zie 8.6)
2n

_ pa® sin 6 46 dg
(p(Z) N VZ & e
§=0 gm0 ' *Z - 2az cos
= 3%35 (lasz| = la=zl).
In verband met de symmetrie vinden we dan (lz| =r):

2
4n§a _ totalermassa als r > a

o(z) = o(r) = (9.9
bmpa constant als r € &

Hieruit volgt in het bolcoordinatenstelsel;(7.8)

2
(= &EE%—, 0, 0) alsr > a
' r

F(r) = grad o= - (9,10)
als r € a ‘
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Verder is
ot = ¢ = bmpa

E = («4np,0,0)3 F =0

in overeenstemming met (8.15)

bypa

w(r)
)

[
¢
e |

F(r)

v i i v —— - — - e - — -

Voorbeeld

Een cirkelschiijf C (middelpunt M, straal a) is belegd met dipolen,
bv. electrische dipolen, met constante sterkte .

Langs de as wan C coordinaat z, in richting overeenstemmend met de
dipoolassen. Zy = 0. A is een punt op de z-as, P een punt 'in C,

Al A= (0,0,z)s P = (xpayP7o)°

=,

Volgens (9.4) is dan

(rwr )
L[f u( —— do
rol

_ #ZJ]Q do
& (z2+x}+y;)%

S
>
1
S
N
S
-
I
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(poolcoordinaten)
2mn

r dr dy
(z24r? Y4

=0 r=0

2

UZ +a

L}

2mp ( - =7 ; (9.11)

Vergelijking met (8.12), waar p de sterkte van een enkelvoudige massa-
belegging is, geeft voor een punt op de as der cirkelschijf:
de potentiaal bij de dipoolbelegging is het tegengestelde van de veld-
sterkte bij een enkelvoudige belegging van de cirkelschijf.

@ = = 27y, ¢ = + 2mp
dus

¢ = ¢ = - hm = - bronsterkte. | (9.12)

Voor de veldsterkte vinden we:

F(z) = 32 o 2ma (9.13)
0z (22 +a2 )%

-
a8 88
4+

+++
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Opmerking
A Berekening met behulp van (9.6) als volgt.
,’\\ Oppervlakte bolsegment = 2nx straal x segment-
,/z \\ ~ hoogte = 2n Vz2+a? (Vz2+a? - 3z).
/// ‘ \\ Straal der bol = VzZ+a?
%‘f—‘-ﬁ/ dus (¢ = p2).
- 271 Yo'se® -2 aan de bronkant
/ V—3_ZE '
@ =
2np Vz2+a? + 2 aan de putkant

10, Volumebelegging

Een gebied G in de ruimte is belegd met massa. Volumedichtheid p.
De gravitatiepotentiaal is (zie 8.6)

(
o (z) ﬂf %‘-{%—rar | (10.1)

Voorbeeld
G is een bol met straal a, p is constant.

We berekenen ¢ eerst zonder hulp van (10.1). Het veldpunt nemen we
op de z~as (z » 0)., De bol vatten we op als een superpositie van

schillen, De oppervlaktedichtheld op een schil met straal r =
£4r 49 _ o4r, We vinden (zie 9.9)

do
- SR
2z > a: ¢ = totale massa _ 3 Tpa
) - z T =
z < a: ¢ = ¢(r < z) + w(ten gevolge van de schillen met r: z<r<a).

npz
nr p dr
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= % np 22 + 2npla? - 2z?)
= 2n§ (a? - 1 z?).
3
Dus (veldpunt nu willekeurig; r = lz|)
3
ﬂ%fi_ als r > a |
o(r) = (10.2)
2np (a? - % r?) alsr<a
3
- EEB%— als r > a
a
Fr) = <2 - ox (10.3)
or L
- 3npr als r < a
¢ en F zijn continu inr = a.
|
? |
!
1
'B. -
F l
' |
{ - I

Wat hier anders is dan bij de 1lijn- en oppervlaktebeleggingen is
de waarde van Agp

.{ 0 als r > a

A¢ =
® « 4np als r < a

(10.4)

s
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Immers ,
Ap = div F = (7.10) = i% 3% (r? g%
;?;—a% (= %‘Epa’) als r >a
) -;:];--a—a; (- %npr’) als r < a.
[Ook als volgt te zien:
flux = 1 {+ lny? , Enpr - 4“(;‘+dr)2 &up(r+dr)}
kn r? ar 3 3
= - %np. :—2-—- (r’) =-4 np]
De vergelijking
Ap(r) = - b np= bronsterkte (10.5)

is de vergelijking van Poisson. (p is hier de volumedichtheid der
massa)

We kennen dus een oplossing van (10.5) als
_ (constant binnen een bol
P =10 buiten een bol °

Zie namelijk (10.2),

Berekening van (10.2) volgens (10.1):

Voer bolcoordinaten r, ,8 , ¢ in met het middelpunt M der bol als
oorsprong en met de poolas door het veldpunt A (geen beperking: het
veld is bolsymmetrisch). P is het integratiepunt.

A

AP = Vr2+ 2~ 2rr, cos @
r| o :
M AV = r? sin 8Ar, A8 A¢

J‘J"J‘ p(xp) dt Jv ‘r j‘ ‘2 sin ® dr, 40 d¢
9, = —T——-—'r— =
A Bol ~Ip V2 +r2 - 2rr, cos O

=0 =0 ¢=0
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n
X sin 6 46

Vr? +r1"’ -er,‘ cos
anp > r {lrsr | = |r=-r |} ar
T 1 1 1 1
°
knpa’®

3r
2np (a2 --;- ) alsr <a

als r > a

We beschouwen nu een willekeurig gesloten gebied G met volumebe-
legging p (massadichtheid).
De potentiaal in een punt £¢G is dan (10.1)

p(r ) dt
o(x) —Ji”ﬁ (zp is het integratiepunt)

Door bolcoordinaten r,, 0, ¢ (met veldpunt r = (x,¥,2z) als middelpunt)

in te voeren, krijgen we voor o(r) de uitdrukking:

p(x+r1 s5in® cos ¢,y+r, sin 0 sin ¢,z+r, cos e)r;" sin 6 dr, d0d¢
o [l

G &

Hieruit blijkt dat de integraal bestaat als r & G: de waarde noemen
we de potentiaal in r.

Indien het veldpunt r niet in G ligt, is Ap = O. Voor het geval r€G
schrijven we ¢(r) als de som

p(r ) dt P(_I;P) LI
2 2

waarbij B een bolvormig gebied met straal ¢ om het veldpunt r is.

De eerste integraal (¢, genoemd) bevat geen 51ngu1ariteit Ap, = 0.
De tweede integraal (¢, genoemd) benaderen we door in B de belegging
p constant te nemen en wel gelijk aan p(r).

Volgens (10 L) is dan Ag, = - Lnp(x).
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De gemaakte fout verdwijnt als we de limiet nemen voor ¢ = 0, en
als p aan bepaalde gladheidsvoorwaarden voldoet.

Dus als T € G, dan Ap = Alp,+9,) = L¢, + Ap, = = Lup(r),
Dit is ook juist als ;-_%G, omdat dan p(r) = 0. Voor alle r is ‘dus

Aw(g)

- 4np(r)
bronsterkte in het veldpunt. (10.4)

(10.4) 1s de vergeliijking van Poisson.

Een oplossing van deze vergelijking kennen we dus:

plrp) ar
oo < Tzl

met ¢ is ook ¢+¢ oplossing, als ¢ een wiliekeurige'0plossing is
van A(l) = 0,

Resumé

Uitgaande van het veld met potentiaal ¢ = %’ hebben we speciale
oplossingen gevonden van de vergelijking van Laplace: Ap(r) = O en
van de vergelijking van Poisson: A¢(r) = Q(z).

(De vergelijking A¢ = O is het standaardtype van de zogenaamde
elliptische differentiaalvergelijkingen)

Hieronder sommen we de verschillende gevallen nog eens op. Daarbij

is e de lading in een punt, 1 de ladingsdichtheid (op lijn, oppervlakte
of gebied), r, het integratiepunt en r het veldpunt.

(Voor gravitatiepotentialen vervangé men e en § door -m resp: =p).
In alle gevallen is de veldsterkte gelijk aan F = grad ¢.

Enkelvoudige polen

. . g .
Puntbelegging in P: o(z) = iEfEPl s T # Ip-
Ap =0 als r # Tpe

Belegging van een kromme K:

b[ - P(EP) .
() = ) T———r—£~£P ds, £¢K.

Ap =0 als £¢K.



Belegging van een oppervlak S:

ﬂ

- u(zp)

E'?.pi
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Ay = als _1;_% S.
+ -
¢ =9 -
Qey" | ey |
(5_1£P) (aEP) b (rp).
Belegging van een gebied G:
- wlzy)
o(r) =jg = dr
A = 4 wp(r)
dus Ap = O als £¢G.
Dipolen; sterkte E, asrichting n. ;
) n . (z-rp) a1
Puntbelegging in P: ¢({r) = = E — = B o= 10— =
TrerP on Tr-rpl
[ 1
g rl r s =
Ap = O als r # Tpe
Bp o(z~rp)
Oppervlaktebelegging: o(r) = -ff E(rp) Tee . 99
3 = =p
Ap = O als
0% - 97 = - bm E(zp).
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11, Stellingen van Green

In het nu volgende is G een gesloten gebied in de ruimte met rand-
oppervlak S en zijn ¢ en ¢ gegeven functies op G, die daar tweemaal
differentieerbaar zijn. n is de t.0.v. G naar buiten gerichte normaal
in een punt van S. Wanneer verondersteld wordt dat ¢ (of ¢) een
harmonische functie is (d.w.z. ¢ voldoet aan A¢ = 0) wordt dit

steeds vermeld.

Het divergentietheorema (4.,6) luidt

JT divxdr:jfz.gdd.
G S

Substitutie hierin van v = grad ¢ geeft (zie ook 3.3) de eerste
stelling van Green:

J’£ Ap dr=ﬁ'§§da (11.1)

S
Hieruit volgt:

Ap = O in G:gjlg glr; dg = 0. | (11.2)
‘ )J oz

Substitutie van v = ¢ grad ¢ in (4.6) geeft (zie ook 4.12):

ij(¢ﬂw + V¢ . ve) dt =j]‘¢ %% do (11.3)

G S -
Verwisseling van ¢ en ¢ en aftrekken geeft de tweede stelling van
Green: .

_ 3 _ 3¢ :

J‘ff(wcp - ¢Ap) 4t -H (¢ 5_% (paa) do (11.4)

G S
dus

Ap = 0 en AP = 0 in G==>\ﬂqq) g—%do =ffcp g%do
' S - S -

(11.5)

Zij Q een punt buiten G met plaatsvectpr g, r een variabel punt in
Genr, =|r-gl; voor de functie ¢ = o geldt in G: Ap = O.

Q
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We substitueren deze ¢ in (11.4):

] 1
Ap = 0 in G@f‘f (r an -(pa-i (;5)) do =0 (11.6)

voor elk punt QéG.

de funcijes
Hieruit volgt onder meer dat op SY% en a niet willekeurig voor te

schrijven zijn. (Door ¢ op S te geven zijn de tangentiéle afgeleiden
van ¢ uiteraard wel bepaald.)

(Analogie met het 1~-dimensionale geval: gegeven is voor een functie
f(x) een gewone tweede-orde differentiaalvergelijking op segment
[a,b] en bovendien de functiewaarden f(a) en f£(b). f£'(a) en £'(b)
zijn nu niet meer vrij te kiezen. We hebben hier met een randwaarde-
probleem te maken, niet met een beginwaardeprobleem waar f en f!
in een punt gegeven zijn.]

Zij nu P een punt van G met plaatsvector p, r variabel in G,

rp = I;—nl, ¢ = é%. ¢ en Ay bestaan niet in p.

Zij B een bol met straal 5 om P met rand S'. (11.6) geeft:

1
a-——
1 3¢ *p
Ap = .0 in G—ﬁpjir(r-—an-(P n)d<1+
P.— -
3 L
100 _ o By 44 -
J—\J‘(I—_-a& Il-)dd—O

(g t.0.v, G~B naar buiten)

Voor r&S! is rp = b, n tegengesteld gericht aan r-p, dus
R R R
an Ty rp b
Dus
L
1 39 P _ 139 URYY
f (rpan-¢ an)d"“f.r(bdn ¢ 7)o" 4
St N -

it

]
o] e
SI S'
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¢ is harmonisch in G (ook in p), dus g% is eindig op S' zodat de

eerste integraal eindig is. Volgens de middelwaardestelling is

Yg o dR = hnw(g), waarbij s een punt van S' is.
SI

Hieruit volgt

: 1 2 1
lim j'j’ :'r— 5-% ? 5 o) do = - bmno(p)

&+ o =°P
zodat _
imo(@) = ([ G- 32 - 055 GE) a (11.7)
) Tp OB B Tp -
waarbij rp = lz-pl.

(representatiestelling der potentiaaltheorie)

We merken op:
1° Als Ap = 0 in G, is ¢ in G bepaald wanneer ¢ en %% op de rand
van G gegeven zijn. We weten al dat in dit geval 5 en %% niet

vrij te kiezen zijn op S. Hieronder (randwaardeproblemeﬁ) gaan
we hier nader op in. .

° jT éL %% do is de potentiaal in P ten gevolge van een enkelvoudige

1adings-) belegging van S met dichtheid - %%.

J]‘¢ o (—-) do is de potentiaal in P ten gevolge van een

dipoolbelegging van S met sterkte ¢‘en asrichting n.

Dus elke oplossing van 8¢ = O is te schrijven als de som van de
potentiaal van een enkelvoudige belegglng en de potentiaal van een
dubbellaag.

Voor we de randwaardeproblemen van Dirichlet en Neumann bespreken,
substitueren we ¢ = ¢ in (11.3):

J]’ (909 + lgrad el?) ar =\£r¢ %% do . (11.8)
G s -
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f(r), r€S en g(r), r€S zijn op S gegeven functies.
Het eerste randwaardeprobleem (Dirichlet):

zoek de functies ¢ zodanig dat Ap = 0 op G en ¢ = f op S.
We tonen aan dat ¢ éénduidig bepaald is. Veronderstel dat ¢, en
¢, oplossingen zijn. Voor ¢ = ¢, =~ ¢ geldt: &¢ = O op G en
¢ =0 op S.
Uit (11.8) volgt dan‘j‘f |grad ¢|®> dr = O dus grad ¢ = 0 op G
G

(op geisoleerde punten na), dus ¢ = constant op G. Maar ¢ = O op S,
dus ¢ = O op G, zodat ¢ = ¢, .

Er is dus hoogstens één oplossing.

Op de existentie gaan we nu niet in,

Opmerking: Door ¢ op S te geven, ligt %% vast,

Het tweede randwaardeprobleem (Neumann)

a
Zoek de functies ¢ zodanig dat A¢ = O op G en 3% = g op S.
Stel ¢, en @, zijn oplossingen. Voor ¢ = ¢, - ¢, geldt Ap = 0

op G en %% = 0 op S, Uit (11.8) volgt dan weer ¢ = constant op G,

dus ¢, =@, + C.
Twee oplossingen verschillen dus hoogstens een constante.
%9

( De voorwaarden 4¢ = O en Frgial - laten deze mogelijkheid toe. )

]
Opmerking: Door¢ op S te geven, ligt 3% vast.

Beschouw de integraal uit (11.6) en (11.7) als functie van p

0 1 d 1
I(p) =ﬂ’ (-5_%% -0 55 G a0
S

kro(p) als p €G
0 als R#G.

Hierbij is r, = lr-pl.



" PD-61

7ij s €8, 1%(s) = 1im  I(p), I(s) = 1im I(p)
R ]
p¢@ X

dan is

() - T°(s) = ~ buglp).

Deze sprong is afkomstig van de dipoolpotentiaal

Wffwgi (-l-) de  (vgl. 9.7 en 2° opm. bij 11.7)
n Ty

Verder geldt:

4“-6%31-)— als pEG

oI - n
an 0 als Eéf.G
or.*  o1.” 0g(p)
dus (3?_1, - ('5“5: = = 4 "—a-':-'

(vergelijk 8.15 en 2° opm. bij 11.7)

We passen (11.,7) toe op het geval dat S een boloppervlak is met
middelpunt M, straal R.

by =J‘j\(g%_ . %-# 9 . ﬁlé') R? aQ
H-ﬁﬁa@ + fwdQ,

= % 49 - fmz; -
Als A9 = O binnen S, is _U ’n an ﬁrf on do = 0 (zie 11.2)

Dus
als Ap = 0 binnen een bolopperviak S, dan is

¢ (middelpunt) = El?uﬁ P 4R (11.9)

Opmerking 1: zonder bewijs:

als voor elke bol binnen een gebied G (11.9) geldt,
. dis Ap = 0 in G,
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Opmerking 2: ‘
Als we de differentiaalvergelijking

‘Pxx't-‘?yy:.-o

benaderen door de differentievergelijking

2¢ + @ =0

& -
wn,m+1 n,m n,m=1

2¢

Pnet,m ~ ““nym

+ (Pn-’l o

vinden we

¢ )

nm -~ § (¢n+1,m * Ppetm * Payme1 Y Pn men

.

Opmerking 3:

Zij G een gesloten gebied met randoppervlak S, ¢ een harmonische funktie
binnen en op S en r een inwendig punt van G.
Voor elke bol om r “die geheel binnen S ligt, geldt

o(x) = Jj\ ¢dQ = gemiddelde waarde van ¢ over
bolopp. boloppervlak.

¢(r) kan dus niet de maximumwaarde van ¢ zijn, tenzij ¢ constant in

een omgeving van r. Dit geldt voor elk inwendig punt r van G.

Analoog voor het minimum van ¢.

Dus: de extreme waarden van een op een gesloten gebied G harmonische
functie worden op de rand van G aangenomen. (11.10)
(vergelijk het maximum-modulus principe uit de
functietheorie)

Hieruit volgt weer de eenduidigheid van de oplossing van het probleem
van Dirichlet: uit ¢ = O op S volgt

Prax = Pmin = O dus ¢ = 0 op G.
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Opgave: G is een gesloten gebied met rand S, p€G, r variabel €G,
ro = lz-pl, ¢ = .

Tp

Op @ is een funktie ¢ gedefinieerd em A¢ = Q(r).
Bewijs met behulp van de tweede stelling van Green:

ey 2 1y g -
bmo (p) ‘U G ie- o gy o) w0 fG

Als Q(z) = 0, is dit formule (11.7).

12. Tweedimensionale wvelden

Q( )
art
Tp

Physisch zijn twee-dimensionale velden niet realiseerbaar, We
kunnen deze velden echter opvatten als de beschrijving van drie-.
dimensionale velden waarin het coordinatenstelsel zo gekozen kan

worden dat wvoor

en

De rotatie

U
v

U(x,y)
(ulx,y), v(x,y),0)

rot v = 0.1 + 0.7 + (%%

P

kan hier opgevat worden als een scalaire operatie:

ov
Irot| ¥ =5 -

<l
*

We werken nu verder in het platte vlak:

Merk op:

i)

A

U(x,y)

(ulx,y), vix,y))
U aU)
0x® 0y
div vy = EE X
av - 0
0ox ]
?U P

grad U = (3=

=

irotl v =

]

AU =

div (u,v) = |rot| (-v,u)

scalaire funkties U en vectoren v geldt:

(12.1)

(12.2)

(12.3)

(11.11)
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Een richtingsvector n wordt gegeven door n = (cos a, sin a),
zodat bij voorbeeld

oU oU ou .
Ei = 35 ©05 a + 3y sin a. (12.4)

Is x(s8) = (x(s), y(s)) een ruimtekromme, waarbij s de booglengtepara-
dx dy
(d ’ d
in x(s) op de kromme zijn twee richtingsmogeliakheden:

meter, dan is de eenheidsraakvector é(s) . Voor de normaal

+ dy < dx
as) = (¢ g, ¥ ).

Voor de omloopszin bij gesloten krommes wordt afgesproken:

tegengesteld aan die van de wijzers van een

v :: uurwerk (het binnengebied steeds aan linker-

kant)o
Dan is n = (E%. - EE) t.0.v, het binnengebied

naar buiten gericht.

| x

De stelling van Gauss in twee dimensies luidt:
(D een gesloten gebied in het platte vlak met rand K; n de t.o.v.
D naar buiten gerichte normaal op K)

ff (-g—;l + %%,’-) dx dy =J‘1 . n ds (12.5)
D

K

Dit is ook direkt te zien.

ff(%i )dxdy =jdyj-—dx+‘[duf
D

y
y vIv _TIvo,

! I

|
¢ IIT |, Y111 0
b4 X

= fdy {(ulxg,y) = ulxyp,y)) +J‘ dx {vix,ypy) = v(x,y777))

Q Q F F
=£udy-fudy+£vdx-yvdy
' P E

(1) (11) (xv) (I1I1)
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De gtelling van Stokes in twee dimensies luidt:
v du
J]’(bx - Oy) dx dy
D X
Ook weer direkt in te zien:
dv du dv du
ff (5-;-5-;) dx dy fdyja dx -J‘ dxjay dy
D .
=§vdy+§udx=§z.gg
K

K X

Ig_ . ds (12.6)

Poolcoordinaten (r,0; kromlijnig, orthogonaal)

{x =r cos 0

y=r sin o
grad U = (%%, % %g) (12.7)
divy = % a(::r) + % :gb ‘ (12.8)
AT = % 5% (r %%) + i% %;? (12.9)
Irot| v = % 0(226) - % :Z (12.10)

Opgaven:

a) Bewijs (12.6) uit (12.5).
b) Bewijs (12.7) en (12.8) uit de definjties.
¢) Als v = (u,v) in het rechthoekige coordinatenstelsel en v = (vr,ve)

in het poolcodrdinatenstelsel, bewijs dan:
V. =u cos & + v sin ©
v, =-u sin 9 + v cos 8

0

Druk ook u en v in vr en vb uit.
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d) Bewijs (12.10) uitgaande van

irot| v = %% - %? onder gebruikmaking van o).

We houden ons nu bezig met oplossingen van AU = O,

De elementaire oplossing, d.w.z. de oplossing die alleen afhankelijk
is van r = Vx?+y2, kunnen we vinden met (12.9):

1 9 U
el (r =) =0

Hieruit wvolgt:
U(r) =C, logr +C,, T £0.

Dit is ook direkt te zien. Met een tweedimensionale bron ter sterkte
Q in de oorsprong is de flux door elke cirkel gelijk aan Q.

Dus 2nr V, = Q,
= “Q_ -
of Ve = 5RE (v po— r)

= 3
zodat U = > log » + Cz.

U, de zogenaamde logarithmische potentiaal, is de potentiaal van
een enkelvoudige puntbelegging.
U(r) ie singulier in O en inw.

Een physische voorstelling van deze potentiaal krijgen we door uit
te gaan van een enkelvoudige massa-belegging der z-as met constante
dichtheid p. In elk vlak i z-as hebben we hetzelfde veld,

De potentiaal in (x,y) is

. o ’
U(x,y) = L2 et 2 = x? 4 y2,
r? 422
Dit is een divergente integraal.

Met een belegging van de z-as tussen z = «A en z = A vinden we voor
de potentiaal

e dz
U(x,y) - .—E—-——- met r2 - x2 % y2 .
'R VrZ +z2

en voor de veldsterkte~componenten:

= o, 4 dz

F — = wp X J\ = (z = r sinh A)
x o A (r?+22)72

-E— tanh Ay met sinh Ay =
r?

"H:D
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F =20y
en Fiy o tanh Ay .

Nu geldt wvoor
F_=1lim F = - 20X

X A~ o X r2
en F =1im F = - 28X
y A-»00 y 1‘2

(F =-28p)

dat het julist de veldsterkte is behorende bij een enkelvoudige
belegging van de oorsprong met potentiaal U(r) =-2p log r.

De verklaring ligt in het feit dat een vermeerdering van U met een
term die alleen van A afhangt de veldsterkte niet doet veranderen,

Voor een enkelvoudige pool in een punt A is de potentiaal

-9 -
U= - log |r EAl +C,

2
en de veldsterkte
Fz=—3 (g-r,) (12.11)
2nl.:_'__-rAl2

.De potentiaal van een dipool in punt A ter sterkte E met asrichting
n = (cos o, 8in a) is analoog met die van een dipool in de ruimte:

U(z) = - E & log lr-r,|

on - =
= E-2- log lrer,|
on, L= =A

(x-xA) cos o + (y-yA) sin a

]
§
=

(x~x A)' + (y=y A)2

o(')
. - E n =T,

- (12.12)
lz-z,1
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De stellingen van Green

Z2ij ¢ een funktie, gedefinieerd op een gesloten gebied D in het
platte vlak. K is de randkromme van D; n de t.o.v., D naar buiten
gerichte normaal op K. Substitueer v = grad ¢ in (12.5):

J‘J‘ CI L. ) dx dy = J‘-—‘-"- ds (12.13)

(1° stelling van Green)

dus
(12.14)

o
IS Ie
H
°

Ap = 0 op D:=?‘f
K

Substitueer v = ¢ grad ¢ in (12.5)

J‘ (grad ¢ . grad ¢ + ¢Ap) dx dy =~[¢ g% ds (12.,15)
D kK~

Verwisseling van ¢ en ¢ en aftrekken:
- 8o _ o 29 .
If (pap = @AY) dx dy _f (o T 54_1'1_) ds (12.16)
D K
(2° stelling van Green)
Hieruit volgt

Ap = 0 en AP = O op D#I(CD %‘% - ¢ %%) ds=0 (12.17)
& n n

Stel nu p vast in D, r variabel in D, rp = Igrgl, ¢ = log ry
en Ap = p(x,y).
Om (12.,16) te kunnen toepassen beschouwen we het gebied D-C,

waarbij C, de cirkelschijf (p,5) is met rand C,
Ap = O op D—C,, dus (12.16)

iT h e 3 log Tp
p(x,y)log rp dxdy = | (bg log rp ~ ¢ ———ggf—~) ds
D-C1 K
~ 3 logr
o P )
+ (35 log rp, = ¢ 35 ) ds.

(e 14
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De limiet voor 6 - O van de integraal in het linkealid bestaat,
hetgeen men gemakkelijk aantoont door eerst poolcoordinaten te sub-
stitueren. Overigens blijkt het ook uit het volgende.

OpCisrP-—-b,ds:bde,
9 1og,rP

1
= - = want n gericht als p-r,

6_1_1_ P

zodat

9 log r
) - ——0uFP =
%%?O‘J\(aa log rp = @ 5 ) ds

lim &f (=2 108 & 2)6 dae =
6—o0

1im {56 log 6\[6 ae +y¢de}=
56—+ o0 a

27
lim 9d8 = 2np (p).
6~ o S

Dus
3 log r
o(p) “-éL~[Qp E %g log rp) ds + é%\[r p(x,y)log ro dxdy (12.18)
D

(3° stelling van Green)

en 9 log rp

Ap = 0 op D =>¢(p) = é:‘E j((p 5 - ai;e log rP) ds. ' (12.19)
2 a 2

Bijzonder geval. Het gebied D is een cirkel met straal R en middel-
punt M, terwijl A¢ = O op D.

Dus
3 log r
- - M _ 3¢
(M) = > J‘(w ey " % log rM) ds
K .
RN A 2 4
-2nIRds-2nl°gR ands
K X
(12.1%) 2
- ] 245 =
= 2nf 5 ds = 5= ¢(R,0) ae
K o
dus

@(M) = gemiddelde waarde van @ over K. (12.20)
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Evenals in drie dimensies volgt hieruit:

de extreme waarden van een op een gesloten
gebied D harmonische funktie worden op de
rand van D aangenomen. (12.21)

En hieruit:

. het tweedimensionale probleem van Dirichlet heeft
hoogstens één oplossing.

De funktie van Green

D is een gesloten gebied met rand K. f is een op K gedefinieerde
funktie, Het probleem van Dirichlet: zoek funkties ¢ met A¢p =0
op Denyg =1f op K.

We weten al dat er hoogstens één funktie is. Volgens (12.19) is ¢
bepaald door

9 logr
= L —_—t_ 0
e(p) = 5 J‘((p oy - 55 log ry) ds
K

waarbij pe D en rp = |z-pl .

We proberen nu voor w(g) een uitdrukking te vinden‘waarin geen
afgeleide wvan ¢ voorkomt.

Laat ¢ voldoen aan A = O op D en ¢ = log rp Op K (p kan niet overal
op D gelijk zijn aan log Tp want log r. is niet gedefinieerd in P).

Volgens (12.17) is
a a
o=j(¢a—%-¢-5‘§-) ds.
K

P

Dus 1 4 log rp VQE
¢(p) = EE‘I‘(f ———Ei——— -.aB log rP) ds
K
en
= 3¢ ')
0 = J\(f T log ry ag) ds
X
zodat G
1
¢ (p) =f T ds  met G, = 5= (og rp - ¢). (12.22)
K

Het probleem van Dirichlet is dus opgelost, indien de funktie G
bekend is. De funktie G_ heet de funktie van Green van de eersge
soort voor het gebied D. (Die van de tweede soort treedt op bij het
probleem van Neumann.)

k4
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GP heeft de volgende eigenschappen:

1) Voor elk punt # P van D is AGP = 0.

2) Op K is G, = O.

3) GP heeft in P een logarithmische singulariteit:
in een omgeving van P is

G log r + reguliere funktie (12.23)

—
P 2n

We bepalen GP voor het geval dat D een cirkelvormig gebied met

straal R is. "
Neem de oorsprong van het coordinatenstelsel in het middelpunt van D.
We gaan over op poolcoordinaten (p,8). Q is het spiegelpunt van P

t.0.v. de cirkel:

/‘Q by = o
AN prad @ Pp
\ e
P\| 8 >p Gp(8) = Go(p,8) =

1 1
5p 108 Tp = 37 ¢

Voor de funktie log r, = log |r-gl geldt: Alog Ty = 0 op D.

Q
Nemen we ¢ = log rQ + log C, C onafhankelijk vanp en#6 , dan is

AG, = O op D, behalve in P, en ¢ regulier op D.

P
Verder is GP = 0 op de rand, als
log C = log Ty - log rQ
rp  lz-pl
dus C = ;5 = TIET o
r

De verhouding ;2 heeft voor elk punt r op de cirkelrand dezelfde

waarde. (Ga dit naj de gegeven cirkel is de cirkel van Apollonius
behorende bij P en Q).
p
Voor de waarde vinden we 3?. Dus aan de eisen (12.23) is voldaan door

pP P

1 1
GPGJ,B) 5= log rp - 5= log & Tq

i

r.. = AP

2 2 -
. P Ve? '+ pL - 2pp, cos (0 = 0)
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Q Pp
zodat ; R2 rz
G, (P,0) = — log —r——7
P Ly Pp Tq
2¢ .2 2
1 R?(p* +p%, = 20p; cos (6 - 8,))
=T;.T;1°$

2 2 5 2 ‘
Pp P + R = 2R pypcos (8 - 6,)

Opmerking 1
Verwisseling van p met p, en 0 met 6P verandert de waarde niet,
dus
Gp(4) = G,(P)
of
%0019 = G g (Ppip) = G(0,040500,).
Opmerking 2

Inde;daad is GP(R,G) = 0.

De oplossing van het probleem van Dirichlet voor deze cirkel is
(£f(®) gegeven op de rand)

2n
G 0G
¢(pP,eP) _'J\f(e) 7n ds -Aka £(8) {33 = as
K (S p=
an R? - p; :
= R J\ £(6) Pa— a6
2nR(R°+ p°, = 2R p, cos (® = 6.))
° P P P
i 2 2
R® - p
- | £0) —F ae
; R+ pL, = 2R P, cos (6 -06,)
(de integraal van Poisson)
Opm.1
1 2%
w(o,ep) = ngf £f(®) 49, in overeenstemming met (12.20).
0
Opm.2

. Men kan bewijzen dat ¢(R,6P) = f(GP).
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De funktie van Green is symmetrisch, dat wil zeggen

GP(Q) = GQ(P), PE D, QED. (12.24)

Hierbij is D weer een gesloten gebied met rand XK, ¢ een funktie op
Dmet Ap = O op Den ¢ = log Ty Op K, terwijl

1
Gp(z) = 5= (log rp - ).
Bewijst
Laten } en D, cirkelvormige gebiedjes zijn om P resp. Q met rand
C, resp. G, en straal &, resp. ©06,. Zij R variabel in D,
Op D~D, - D, is AGP(R) = 0 en AGQ(R) =Oenop Kis G, =0 en
GQ = 0,
Toepaseing van (12.17) geeft dan

G a Gy
f (GP 3 - @3 —--) ds + f (GP - Gy 5—9—:—) ds = 0.

C,
Nemen we nu de limiet voor 6, -+ O en 6, » O, bedenkend dat op D, de

1 : .
p = 53 10g ry + reguliere funktie (en

analoog voor I%), dan vinden we

functie GQ regulier is en G p

GQ(P) - GP(Q) = 0

(vergelijk de berekening voor de derde stelling van Green).

Opgave e) Bewijs het volgende, Het probleem van Dirichlet voor een
driedimensionaal gebied L met randoppervliak S is opgelost zodra we
voor L een funktie G,(r) geconstrueerd hebben, die aan de volgende
eisen voldoet (P is een punt van L met plaatsvector p)

2° Voor r in de omgeving van P is
1
GP(E_) = ;‘1—) + ¢
waarbij ¢ een reguliere funktie is en rj = lz-pl.

3° reSﬁG = 0.

De oplossing van het probleem luidi dan: cp(p_) - h—ff ® —- ds.

De funktie Gp(ﬁ) is de funktie van Green (van de 1° soort) voor het

gebied L.

k)



PD-74

Opgave f) Bepaal de funktie van Green van de eerste soort voor een
bol met straal R.

Antwoord: ) R , -3
G,(z) = (P, +P° = 2P P cos @) "+

- R (R* + pzp;,- 2R2ppP cos a)'% (12.26)

lzl, o = &(p,r).

waarbij pp = ipl, o

13, Theorie der complexe funkties

Een complex getal z is een geordend tweetal reele getallen:
z = (a,b). a is het reele deel, b het imaginaire deel van z:
a = Re(z), b = Im(z).
De definities voor optellen en vermenigvuldigen zljn zodanig dat,
als we schrijven z = a + bi, de rekenregels voor de reele getallen
gelden waarbij we i* kunnen vervangen door -1 en omgekeerd.
Dus ,
(a+bi) + (c+di) = (a+c) + (b+d)i

(a+bi) (c+di) = (ac~bd) + (ad+be)i.
Aftrekken eﬁ delen zijn omgekeerde bewerkingen, bv.

1 c d

+ai - i.
¢ P +d? o2+

De getallen z = a+bi en z = a-bi heten complexfgeconjugeerd.

De modulus |zl van z = a+bi is gelijk aan Va2 +b? = V 2

De complexe getallen kunnen 1-1-duidig worden toegevoegd aan de punten
van een plat vlak, door in dit vlak een rechtsdraaiend rechthoekig
coordinatenstelsel te kiezen en het punt P(a,b) toe te voegen aan het
getal a+bi. Heeft P de poolcoordinaten (r,a) dan is

Im(z)

a Re(z)

. z = a+bi = r(cosa + i sina).
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z is door r = |z | en het argument a eenduidig bepaald.
Omgekeerd: r is door z eenduidig bepaald, ¢ is door z bepaald op
veelvouden van 2rn na: cos @ = Bﬁﬂi s sina = %%ﬂg N
Onder de hoofdwaarde vun arg z verstaan we de waarde van die
voldoet aan :

-7 <a\<“.

De funktie arg z maakt bij doorgang door de negatief-reele as een
sprong ter“grootte 2N,
Met poolcoordinaten wordt de vermenigvuldiging:

(a+bi)(c+di) = r(cosa + i sina)p(cos B + i sin B)
= rp(cos (@+B) + i sin (@+B)).
‘Dus [z, 2| = lz,l{ 2,]
en arg(z1zz) = arg z, + arg z,.

" Vraag: kunnen we in deze laatste regel de hoofdwaarden der argumenten
nemen? :

o ix
We tonen nu aan voor x reeel: cos x + 1 sin x = e™ ",

Voor @ en x reeel kan de funktie z = X gedefinieerd worden door

42 . oz

z(0) = 1.

Opgave a)
ax Bx _ (@+p)x

Bewijs: e
We definifren nu de funktie z = e~* door

dz
dx

z(0) = 1.

= iz’

*)

z(x) moet dus voldoen aan

dx?
z(0) = 1
z'(0) = i.

Hiervan, en ook van (*), is de oplossing

#

z(x) = cos x + i sin x.
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eix = cos X + i sin x (Euler)
1 ix -ix
cos x = 3 (e™ + e )
: . ix -ix
sin x = 57 (™" = ) (13.1)
dus
cos ix = cosh x
sin ix = 1 sinh x
Opgave b)
2, +2 z, z
Bewijst e ' 2 =e ' e ?,
Opgave ¢)

Bepaal alle oplosaingen van sin z = 5i, De vermenigvuldigingsregel
wordt nu

(a+bi)(e+di) = (r eia)(p eiB) = rp ei(a+ﬁ).

Functies van een complexe veranderlijke

Stel V is een verzameling van complexe getallen. w is een (eenduidige)
funktie van z, gedefinieerd op V, indien aan elke z€V volgens een
gegeven voorschrift één getal w is toegevoegd: w = £(z). Met 2z = x+iy,
w = u+iv is f(z) dus gelijkwaardig met twee reele funkties van twee
reele variabelen:

w = ulx,y) + iv(x,y).

We zullen echter verder gaan dan deze interpretatie en voor complexe
funkties differentieerbaarheid eisen op dezelfde manier als bij reele
funkties van een reele variabele (bijvoorbeeld willen we als afgeleide
van 2z de funktie 2z, van sin z de funktie cos z).

Zij G een open gebied in het complexe z-vlak, w = f(z) is continu
in z°€ G, indien bij elk getal € > O een getal 6 > O is aan te geven
zodanig dat

z €EQ

e e} =@ - el <

We schrijven lim f(z) = £, indien bij elk getal ¢ > O een getal
Z-> 2z
o

6 > 0 is aan te geven zodanié dat

& giGlZ-Z‘ <6}:lf(2)-/el<€.
(o]
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De funktie w = f(z) is differentieerbaar in z €G, indien

f(z° + Az) - f(zo)

lim

AZ -0 Az
bestaat. We noteren deze limiet met (df) = f'(zo): ‘de afgeleide van
£(z) in Z e z,

Het bestaan van de limiet houdt in dat de waarde anafhankelijk is van
de richting waarlangs Az naar nul gaat.

Stel Az = Ax + iAy = 6(cos ¢ + i sin o) = 6 o1

£(z, + b2) - £(z) £z, + 8™ - £(z)) ..
lim iz = 1im 5 e
Az~ © : &5+ o

= lim 1{u(x +b6cos @,y +6sin ¢) + iv(x +6cos ¢,y +6 s8in ¢) +
5 o O ) o o ) _

‘ -
- u(xo,yo) - iv(xo,yo)} o 1?

u(x +6 cos @,y +6sin ¢)~ u(xo-o- 5 cos @,y)

sin QO 4 o250 *
=1

1im {

5- o 6 sin ¢

'4'...4'0--}3

= {sin np(-g—;-) +c0s (p(g—;) +1 sin 4p(%§-) +i cos ‘P(%,%) }(cos ¢ =1 sin ¢)
o ‘ o o o

= cos? (p(-g—;:‘-) +8in? (—) +5in ¢ cos cp(( ) + ( ) ) +
. o o

+:|.{cos2 cp(——) -sin? q:(——) +s5in ¢ cos tp((
o %,

au

(De vier partigle afgeleiden bestaan omdat de limiet ook moet bestaan
als ¢ = O en als ¢ = 37)

Aan onze eis, dat de limiet onafhankeligk is van Py is voldaan indien

du -
(ay) ( On( o-( O—O.(Gana)

We hebben zo gevonden:

Als w = £(z) differentieerbaar is in z, en we schrl:jven z = x+iy,
w = u+iv, dan

&
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du odu ov Ov

1) bestaan X oy’ 3; H

2) is voldaan aan de volgende differentiaalvergelijkingen van

Cauchy-Riemann
du_ ov
x ~ Oy
u o _ v H (13.2)
0y = x
3) en £1(z) = %% + 1 %%
o,
—ax"iay L (1303)

Definitie: De funktie f£(z) is (regulier-) analytisch in een gebied G,
indien f(z) differentieerbaar is in elk punt z €G,
De funktie f(z) is analytisch in een punt z, € G, indien
f(z) analytisch is in een omgeving van Zg e

Zonder bewijs:

. du du Ov dy .
Als in een gebied G de funkties %’ Jy' o en 3y bestaan, continu
zijn en voldoen aan (13.3), dan is £(z) = u(x,y) + iv(x,y) een

in @ regulier-analytische funktie. (13.4)

Opgave d)

Bewijs dat de bekende regels voor het differentieren, ook de ketting-
regel, gewoon doorgaan.

Zonder bewijs: Is f(z) een in G analytische funktie,

dan is ook f'(z) analytisch in G. (13.5)
Opgave e)
Bewijs: als £(z) = constant, dan f'(z) =
als £(z) = 2™ (n geheel), dan £'(z) = nz™"1,
Opgave f)

Bewijs dat de funktie f(z) = Re(z) in geen punt analytisch is.

&
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Opgave g)

Bewijs: als f(z) differentieerbaar is in z , dan is £(z) continu

in Z e

Uit (13.2) volgt (nogmaals differentieren en daarna elimineren):
als f£(z) = ulx,y) + iv(x,y) analytisch is in een

gebied G, dan voldoen u en v in @ aan de vergelijking
van Laplace

82 2
Au:—-?u-i--a-—-;-l-:O

ox oy

azv a2V (13.6)
AV = =—— § == = 0

ax? Y

Uiteraard geldt de omkering niet (zie 13,2). Later zal blijken dat
v op een constante na door u bepaald isj u en v heten geconjugeerde
funkties,

¥y 3 f£1(z) = 22
21y

Verifieer (13,2, 3, 6).

Voorbeeld. £(z) = 2% {u
v

Voorbeeld. £(z) = sin z3 {n sin x cosh y § f£'(z) = cos z.
v cos x sinh ¥y

Verifieer (13,2, 3, 6).

Voorbeeld. £(z) = %3 {11 eX cos y 3 f£'(z) = eZ.
v e* sin y :

Verifieer (13.2, 3, 6).

Definitie: log z = log |zl + i arg z.

De logarithme is dus een meerwaardige funktie. De hoofdwaarde van
log z, die we krijgen door voor arg z de hoofdwaarde te nemen, is
een eenduidige funktie. Het vlak vertoont dan een snede, nl, de
halfrechte {x L 0, ¥ = 0}. log z is niet gedefinieerd in z = 0,

Stel x < O. Per definitie is log x = log lx| + im,
terwijl

log (x+iy) = log |x| =~ in.

i o

Aan de snede maakt log z dus een sprong ter grootte 2=ni,

&
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Als z = x+iy, £(2) = u+iv, dan geeft £(z) = log z:

u = log Vx’+y’, v = arctan % + Dals x>0,y >0 ,
Oalsx >0, ¥y<O0
-®alg x <0, y<O0
+t als x <0, ¥y >0
du v du ov 1
E ogmon  TZ g g % f'Z)="‘c
0x 3y x2+y2’ oy 0x = x?4y?’ ( z

Beschouw v en u opvolgend als de componenten van een tweedimensionale
vector v = (v,u). au oy

De vergelijkingen (13,3): s " oy

dv du
ax * dy

kunnen worden geschreven als |rot| 0
div O.

Met behulp van de divergentiestelling (12.5) en de circulatiestelling
(12.6) volgt dan: voor een gesloten gebied D met randkromme K geldt
(omloopszin van K en richting der normaal als in 12):

fz.gdsszdivy_do
X D

I . ds =ff |rot| v do
K D

Dus: is f(z) = u(x,y) + iv(x,y) een op D analytische funktie, dan is

=0

]
(o]

A
Y

nn

0

o‘

i<

]

0 ' (13.7)

J‘(vdy - udx)
K

en

1}
e

jﬁ(vdx + udy) (13.8)
K

Beschouw een rectificeerbare kromme K in het complexe z-vlak met
parametervoorstelling

z(t) = x(t) + iy(t) t, Lttt

A B®

Onder de integraal van een funktie £(z) langs K verstaan we
tp P33

jf(z) dz = f £(2(t)) 92 at = f £(z(8))(E + 1§D at
) ‘ ta (13.9)
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Zonder bewijs: Als f(z) continu op K, dan bestaat de integraal

(13.9).
Stelling: Is f(z) analytisch binnen en op een gesloten kromme K,
dan is
\f £(z) dz = 0 (13.10)
K

(Hoofdstelling der complexe integratie of integraal-~
stelling van Cauchy)

Bewijs:

Lf £(z) dz = J‘(u+iv)(dx+idy)
K K

= Jﬂ(udx-vdy) + 1 Jw(udy+vdx) = 0
X X

(zie 13.7, 8)

Gevolg: Zijn XK, en K, twee krommen met dezelfde grenspunten en
is f(z3 analytisch op K, , op K, en in het tussen~gebied,
dan is *

0 4K, J’f(z) dz = f £(z) dz (13.11)
K, K,

Voorbeeld (Knopp, Funktionentheorie)

K

£f(z) = Re 3 = x,

d+4
We berekenen f(z) dz langs twee wegen:
2=0
(I) z = (1+i)t, 0Lt <1 T
I1ib
(I1) a) z = t, 0 & t £ 1 >
b) z = 1+it, 0 L t < 1 ila
1+1 1
j‘ £(z) dz =‘f t(1+i)dt = 1 (1+1)
2 .
) )
(1)
1+i 1 1 1
j\ f(z) dz =Lr t dt +Lf 1.4 dt =5+ 14
o o ()
(11)

(Vergelijk opgave f)
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Voorbeeld.

C is de cirkel om z = O met straal R: z = R eie, 0 parameter.

\j‘f(z) dz = i R j?nf(R e1%) 19 4

Cc 0

dus, n willekeurig,

2“ 1
j\zn dz = i R j‘ RE 110 10 4
c ' )
(2ri alsn =<1 (£(z2) = %)
=
1 L d
Rn+ 2(n+1)ni
T (e -1) als n # =1

Dit is in overeenstemming met (13.10): als z < 0, is f(z) niet
regulier in z = 0 zodat j‘ dz niet noodzakelijk gelijk is aan nul.

We hebben gevonden:
Is C de cirkel met straal R om z = Zgs dan is

[
C 0

n
é\(z-zo) dz = O als n geheel # =1,

(13.12)

Singuliere punten

z, is een regulier punt van f(z) als f(z) analytisch is in z 5
anders heet z, een singulier punt.

Stel z_ is een geisoleerd singulier punt voor de functie f(z), d.w.z.

f(z) is analytisch in een omgeving van z,y maar in z, niet differen-

tieerbaar,

z, is een ophefbaar-singulier punt, indien lim £f(z) bestaat.
z =z :
o

Is n het kleinste natuurlijke getal waarvoor (z-z ) f(z) analytisch
is in zo, dan is z, een pool van de orde n.

Bestaat zo'n getal n niet, dan is z, een essentieel-singulier punt,
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Het punt z = o

Het complexe vlak wordt afgesloten door één oneigenlijk punt, z = =,
Het ge%rag van een funktie f(z) in 2 = is per definitie het gedrag
van f(— ) in z = 0, '

Dus f(z) analytisch in z = o, als f(%) analytisch in z = O.

z = » is een pool van de orde n voor f(z), als z = O een pool van

de orde n is voor f(%).

Voorbeelden. £(z) = % heeft een pool van de orde 1 in z = O,
£(z) = 2z heeft een pool van de orde 2 in z = w,
f(z) = sil > heeft een pool van de orde 1 in z = k=x
voor elke k, want EIEE; is analytisch
in z = kn,
f(z) = co: 7 heeft onder andere een pool van de orde

1 in 2 = e,

Stelling: Zijn K, en K, positief-georienteerde gesloten krommen
die elkaar n{et snijden en is f(z) analytisch op K,s op
K en in het tussengebied, dan is

fr(.v.) dz J’ £(z) dz (13.13)
43

Bewijs: Stel K, binnen X,. Het binnengebied van K, verbinden we
door een 'kanaal' met het buitengebied van K,. De over=-
blijvende stukken van K, en K2 noemen we K! en K} en de
grenslijnen van het kanaal L, "en I, (L, // L,).

Volgens (13,10) is nu wa(z) dz = O waarbij
W

W= K; + L1 - K; + Lz.

XK, Of
j‘ £(z) dz + J" £(z) dz = f £(z) dz + J' £(z) dz = 0.
4 L'l K; L2

Laten we nu de afstand van L, tot L, naar nul gaan, dan is

Jﬁ f(z) dz = - ﬁr f(z) dz (tegengestelde orientatie), terwijl

1 2

K! en K; overgaan in K1 en Kz.
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Stelling: Is K een gesloten kromme, zijn K19¢oa,Kﬁ
gesloten krommen binnen X zodanig dat elk
dezer krommen buiten de andere ligt, zijn

Ky Ky 4000,k positief georienteerd en is £(z)
analytisch op de randen van K en Ky

(p = 1,.0.,m) en in het tussengebied van K en

Kp' (u- = 1,aooQM), dan is

m
If(Z) dz = > Jﬁf(z) dz (13.14)

w=1
K K
1!

Bewijs: Analoog boven.

Stelling: Is ¢(z) op en binnen een gesloten kromme K analytisch,
dan is

A Mdz:

{w(a) als a bianen K
2ni x 2-a

0 als a buiten K

(integraalformule van Cauchy) (13.15)

Bewijs: Als a buiten K, dan Eé%% analytisch op en binnen K,
dus volgens (13,10) '

fMdZ=Oa
X 28,

Stel a binnen K en laat C een cirkel om a zijn, binnen X,
met straal 6. Volgens (13.13) is dan

m 16,
J"cp(z) dz =£¢(z) dz =f w(§+§ee ) a6 619
Z=a Z=3 pA
K 0

be

kY
i Je o(a +6e%) d8 = (5 naar mul) = 2ni elal.
o

Opmerking
De funktie 9(z) is binnen K dus bepaald door haar waarden op K,
als ze analytisch is op en binnen K.

Is f(z) analytisch in een gereduceerde omgeving van a (d.w.z. a is
uitgesloten), dan is er een cirkel C om a waarbinnen f(z) analytisch
is. Zijn K; en K, twee gesloten positief-georiemntieerde krommen om a
en binnen C, dan is (13,13)

&
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J\ £(z) dz = Jﬁ £(z) dz.

X, K,

De uitdrukking

511?1'4; £(z) dz (13,16)

is het residu van f£(z) in a.
Notatie: (Res.f)z=a.
De waarde is dus onafhankelijk van de keuze der kromme.

Stelling: Is £(z) op en binnen een gesloten kromme K analytisch,

Bewijs:

met uitzondering van een eindig aantal singuliere punten
8, geeeyBy binnen K, dan is

m
1
é-ﬁ-ff(z) dz =u§-1 (Res.f)z=au. (Residu~-stelling)
% =

Om elk punt ay, slaan we een cirkel Cu zodanig dat ay het
enige singuliere punt binnen Cp is. Dan is (13.,14)

1 JW n m
erey ) £(z) dz = > __ SnT Cf £(z) dz = > (Res.f)z___a .
B

r=1 =1 B

Heeft f(z) een enkelvoudige pool in z = a, dan is

Bewijs:

(Res.f)Z=a = 1lim (z-a) £(2z) (13.17)
) 2 - .

Stel ¢(z) = (z=a) £(2); ¢(z) is analytisch in een omgeving
van z = a, dus als C een cirkel om z = a is binnen deze
omgeving, dan is (13.15)

-—L 9—(2—) dz = ¢(a)

2ni Z=a
C

of

1

pry f(z) dz = lim (z=-a) f(z).
C z~a

Voorbeeld. K is een gesloten kromme om z = O.

“#e

1 1
2ri z dz = 1.

K
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Toepagsing

Bereken dz

(z241)(z2+4) )

Met kwadfaatafsplitsingz

f lim f dz
(z? +1)(z +4) R (z241) (22+4)

L) -R

1im R —L —i—) dz

. 224 224l
R0 R

R

lim E— arctan z = 3 arctan —]
R0 -R

b

Met de residu-stelling:

L heeft enkelvoudige polen in
(2241)(2%+4) 2 =1, 2 =i, 2z = 21, 2z = =21,

£(z) =

Neem als integratieweg de kromme K gevormd door het gtuk =R L 2z &R
op de reele as en de halve cirkelboog C om z = O met straal R in het
halfvlak Im(z) > O.

(Res.f) + (Res.f) _

1
5T wa(z) dz =21
K z=1 z=21

lim + lim =
///’j—h\\R\ z—1i (2241)(22+4) 3z 2i (2241)(2%+4)
1 1 1

z=1

B

i — o E— e oo
‘ | T 6L T 721 T T2

dus ff(z) dz =j\ £(z) dz +ff(z) dz = %n
=R c
dus j\ = %n, want
(z2 +1)(z +4)

T ’ ie
11m f limj 121;9‘" de s =0
a (z +1)(z +4) Re«:o (R2 e +1)(R? e +4)
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T 6
omdat iR ei de
(Rz 210 2 210
e“ " +1)(R" e +4)
o
i0 2
TR max iRe l TR

< .
0gBER | (R? 2 41)(R? 2° i)' T @21) (%)

Toepassing
A cos X ‘ '
Bepaal j' — dx (a > 0) (MacRobert, Functions of a complex variable).
x* +a
)
Voor complexe integratie schrijven we liever
<0 ©0
fcosx dx:lj‘cosxdx
5 x? +a? 2 x% +a?

Nemen we als contour weer de kromme K uit het vorige voorbeeld, dan
is de schatting van cos z langs C nogal lastig,

Daarom
(-]

1 cos X 1 cmeix R
_.Jv.._—-._dx=HJv—-—————————dx=

2 x? +a? x? +a?
2oo Yoo
o ix =00 ix ' Y ix
_1(X‘e dx_’J‘ e dx):lj‘e
& x2+a? x2 +a? 2 %2 +a?
we QO o0 Q0
iz
We integreren f(z) = langs de kromme K. f£(z) heeft enkelvoudige
22 +a2 -a
+ . . . . e
polen in z = = ia, waarvan z = ia binnen K ligt. (Res‘f)z.-:ia = 513
dus R ' e"a . e..a
ff(~z) dz =J £(z) dz +ff(z) dz = 2ni 33z = =
K «-R C
L ei R(cos 6 +1i sin 8) 16
| £(z) dz =|f e RiePap | g
R® e + a
C [}
e--R sin ©
TR
Rz - a2
dus iim ff(z) dz =0

R -+

C
P ix -3 £ =8
e ne cos X T e
dus dx = en — dx = o
 +a? a
+a
- OO

&
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Opgave h)

Bereken dx met complexe integratie.
x2+x+1

Opgave i)

Stel z =R e (- n<8<m R>O).

Bewijs: (k)J? %? = log R + 10

waarbij k een kromme is die de negatief-reele as niet snijdt.

Cauchy-hoofdwaarde

Stel a < ¢ <b, If(x)|[—+= als x+»c en f(x) integreerbaar op elk
deelsegment van [a,b] dat ¢ niet bevat.

b
We noemen ‘f f(x) dx en oneigenlijke integraal en definieren

b c= 0,
Jf(x) dx = lim f f(x) dx + 1inl j £(x) dx
& Vo a f c+ b,

a

indien deze twee limieten bestaan.
Het is echter mogelijk dat deze limieten niet bestaan, terwijl wel

de limiet
c=0 b
1i41,n ( j £(x) dx + S' £(x) dx}
bvo a c+d
bestaat.

b
We noemen deze limiet de Cauchy-hoofdwaarde van‘f f(x) dx, geschreven
a

b
CHWI £f(x) dx.

Voor een convergente integraal is

. b b
CHW f(x) dx = £(x) ax.
| I
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Voorbeeld

° fp x> ax is een divergente integraal.

Echter
©0 R .
CHij’dleim % dx = 1lim (Z:R“-%R")—o.
i Reeoo : Reso0

. j; %? is een divergente integraal.

-2
dx § ax d
[ 2o ([(5.]8)
-2

=2, 6

Echter

lim (log 6 = log 2 + log 3 = log 6)
6vo

log 3 = log 2.

‘De_lineaire transformatie

De funktie w = £(z) is een afbeelding van het complexe z-vlak in het

complexe wevlak, dus = als we deze vlakken als identiek beschouwen =
van het complexe z~vlak in zichzelf,

We beschouwen enkele speciale gevallen.

w = az (a complex). .
Dit is de identieke afbeelding als a = 1, een draaiing om z = 0 als

|al = 1, een dilatatie als a reeel > O en in het algemeen dus de
samenstelling van een dllatatie en een draaiing.

w=az +b (a en b complex).
Dit is een afbeelding, samengesteld uit dilatatie, draaling en trans-
latie, gehele lineaire funktie genoemd.

Invariante punten: z = 7%; en z = o ,

2 2
w = B__— (R reeel), z = r ei“’=}w = B;- o WP
z

Het punt 2z en het beeldpunt w liggen dus op dezelfde straal uit z = 0,

[



R ,
z
//’—T z terwijl voor de moduli geldt |zllwl = R?,
Men noemt deze afbeelding:
\\\\_//}R inversie of spiegeling aan de cirkel om z = O
met straal R,
De invariante punten zijn de punten |z| = R.
w =z, 4
Dit is een spiegeling aan de reele as. Invariante punten: Im(z) = O,
2
w = R is dus een afbeelding, samengesteld uit een inversie aan de .

z
cirkel (z = O, R) en een spiegeling aan de reéle as.
Invariante punten: z = R en z = =R,

2
De afbeeldingen w = az + b en w = %r zijn 1-1-duidig als a # O.

Onder een lineaire funktie (of Mobius—transformatie) verstaat men
een funktie van het type

_az +b
= ———5 =met ad - be £ 0. (13.18)

We onderstellen ad # bc, omdat het dan een 1-1-duidige funktie is:

_=dw + b
T ew - a’

az + b

De funktie w =
cz + a

is te schrijven als

a ad 1
=zt (b - e’ cz + d

en is dus kennelijk een afbeelding, samengesteld uit de translatie:
z' = ¢z + d, de inversie aan de eenheidscirkel gevolgd door spiegeling

aan de reéle as: z'" = ;% en de gehele lineaire funktie:
w..(b_,?;.(.i. zn.,.é. ?
- ¢’ ¢’

2
Stelling. De funktie w = %; (R # 0) heeft de volgende eigenschappen:

een rechte door z = 0 wordt op zichzelf afgebeeld;
een rechte niet door z = O wordt op een cirkel afgebeeld
die door z = O gaat, en omgekeerd;

» ¢©en cirkel die niet door z = O gaat, wordt afgebeeld op
een cirkel die niet door z = 0 gaat.

Bewijs

Stel z =x + iy, w = X + iY,
2 R _n?

W o= R, geeft X = __Ri_g!__, Y = ~B—L, X2+Y2 = R"/(x2+y'2).
z x4y x4y

&
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De vergelijking van een cirkel in het z-vlak luidt:
¥ +y +2ax + 2by + ¢ =0 '
of

2ax 2by e _
1+ 2 2 2 2tV T T T 0
X +¥ X +y X +y
2 2
dus g 428K 20T o(X+T') _
i°d R? R*
of

c(X2+Y?) + 2a R?X - 2b R’Y + R' = 0.
Dit is een cirkel die niet door z =

0
De oorspronkelijke cirkel gaat door z = 0 als ¢ = O3 het beeld is
dan een rgchte lijn dif niet door z = O gaat.

gaat,

Uit w = %? volgt 2z = %7’ dus het omgekeerde geldt ook.
De vergelijlking van een rechte door z = 0O luidt
ax + by = 0,
waaruit volgt aX = bY = 0,
az + b (Ia

Gevolg: De funktie w = =t
cz + d c

cirkels en rechte lijnen op zichzelf af.

bl # 0) beeldt de verzameling der
d

Opgave j)
2 .
Bewijs dat door de funktie w = %: cirkels, die de cirkel (z = O, R)

loodrecht snijden, in zichzelf J%rden overgevoerd.

Opgave k)
az+b al +b
. _ 1 1 2 2 az + b
Bewijss: als = Z:;~:—a: en'w 2C " dz dan w e

ab b, \ (2
met (G ) = (@ OGP

Zonder bewijs:

Bij drie verschillende punten z,, 2z,, 2; is er precies één lineaire
funktie dlie deze punten afbeeldt op drie gegeven verschillende punten

o Wy Wye (13.19)
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14, De integraal van roisson

Als £(z) analytisch is in G, K een gesloten kromme in G om a,
dan is

) = 5 | 22
K

a We nemen nu voor K de cirkel C (z = O, R)

en stellen a = r ei@o
16

c Op C stellen we 2 = R e

Dan is

£(r o)

ie
1i j f(R e ; i R 30 4o
~re(p
(o]
2T

£(R eie)

i(p-0) a8

sl

o R=1re
[»]
2% 2R ) (Re r cos(p=6)+ ir sin(p-6)) R

R® ¢ r? - 2Rr cos(p-8)
(14,1)

de

Het spiegelpunt van a aan C, dit is het punt 32/29 ligt buiten C,

dus
0 < J‘ 2(z) dz:y_r" 2R e®) g
2ni "R a:o e - R o (P=8)

fﬁ %

J‘ £(R eiﬁ)(r~ R cos(p=0) + iR sinfp ~6))r o
an + r2 = 2Rr cos(p~-0)
(14.2)

Optellen geeft

2n . ;
f(r o) = ;Ll[ {£(r o19) » —2iEF sin(e~9) } ae
R? ¢+ v? - 2Rr cos(p-8)

dus (zie 12,20)

&

-
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{1 io '
f(r ei{P) - f(O) = iRrr f(R e ) Sin((P"e) 3o (1‘*.3)

T ) R?2 + »? - 2Rr cos(p-6)

Aftrekken geeft

2% (R'—p?) £(R e

R? + r? = 2Rr cos(p-8)

10
ey o L )
f(r %) = 5

[o)

dae (1h.4)

Schrijven we f(r o)

u(r,p) + iv(r,p) en stellen we
u(Ry0) = glo), v(R,®)

h(p), dan vinden we

27
u(r,p) = u(0) = %’1] B(8) sin(8-g) e (14.5)
A R? + r? « 2Rr cos(6-¢)
o
v(r,9) = v(0) = %J " g(6) sin(p=0) a8 (14,6)
A R? + r? = 2Rr cos(p~8)
2T 2 .2 '
9 (R*=x?) g(0)
u(r,9) = == a6 (14.7)
’ am R* + r? = 2Rr cos(p~6)
27 2 2
v(ryp) = -23-1; (R -r ) n(8) de (14.8)

R? + r? = 2Rr coa(p~0)

We hebben de integraal van Poisson weer gevonden (u en v voldoen

aan Au = O resp. AV = 03 vgl, blz. 72),

Bovendien hebben we in (14.5) en (14.6) u(r,p) en v(r,p) uitgedrukt
in elkaars waarden op C.

Nadering van r tot R moet in (14.7) en (14.8) opleveren u(R,p) = glp)
?n v(R,?) = h(p); vergelijk opmerking 2 bij de integraal van Polsson
blz.72),

Nadering van r tot R in (14.5) en (14.6) geeft
2%

g(0) = u(0) = = [ .(0) oot 3 (0p) do (14.9)
0
en 1 pem 1
h(p) = v(0) = 5 g(e) cot 3 (p=-0) do (14,10)
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Dit zijn divergente integralen, waaraan we een betekenis kunnen toe-
kennen.door de Cauchy-hoofdwaarde te nemen: ' '

o ze
1im (?::'f ..,+§1;f" ved).
eV o

S P+e

We komen hierop terug.

We beschouwen de funktie w(z), analytisch in Im z > O. Neem voor K de
kromme gevormd door het stuk [-R,R] van de reele as en de halve cirkel~
boog C met straal R om z = O, gelegen in Im(z) > O.

Zij a+bl een punt met b > O, gelegen binnen K.

.
1 wiz) . _ ,
Zni\j‘z-a~bi dz = w(a+bi) | a o
K ps =g
of K
o : ie i8
1 w(z) 1 ™ w(R e*Y) iR e
b dz + d0 = w(a+bi),
ani ) Z=a=pi Zni‘[ R eiB - a - bi

De limiet voor R naar oneindig van de tweede integraal is nul wanneer
we veronderstellen dat op C de funktie w(z) naar nul gaat als R naar
oneindig gaat.

Dus

1P ow@ ax . 4 w(x) (x~a+bi)
w(asbi) = 57 f X-a<bl = 3mi J‘ o) s o dx  (14,11)

‘a~bi ligt niet binnen K, dus analoog

- [ Bt ea [ MG a o
Opfellen geeft
ﬁ(a+bi)‘= é% ‘Y %ffi%;%ifg dx. | (14.13)
Aftrekken
w(a+bi) =1f Dowlxe) gy, (14.14)
T (x-a) + ¥
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Schrijven we w(a+bi) = u(a,b) + iv(a,b) en stellen we u(a,0) = u(a),
v(a,0) = v(a), dan vinden we

o0

j‘ (x=a) v(x) v(x) ax (14.15)

ula,b) = %
(x-2)2+ b

v(ap) = ~ = j‘ (xma) ulx) g (14,16)

“ (x-a)? + b

u(x)
(x-a)? + b?

sig

u(a,b) dx (14.17)

djo’

v(ayb) ~r . vix) dx (14,.18)

x=a)? + b?

Hierdoor zijn u(a,b) en v(a,b) uitgedrukt in elkaars waarden op de
rand Im z = O,

Opmerking. b = (g= d 103 V(x-a)® +(y=-b)*)
(x-a)?+ b y=0

dit is de potentiaal van een dipool in a+bi met
asrichting L reéle as (zie 12.12).

Nadering van b tot nul moet in (14.17) en (14.18) opleveren
u(a,0) = ufa) en v(a,0) = v(a). We gaan dit na:

1in B J"___E_(_g_)____ {bJ" at0-uta) 4
blo " S (x-a)?+ b b&o (x-a)’ ¢ b

b dx
2 u(a) J‘ —
tEEE o (x=a)ts b’}

= (in laatste integraal x = a + b tan 0)

o0

v 1ig B [ G=adu'(a)+f(xea)?u(a)+...
bbo ™ J (%~-a)? + »?

Fy

in
+ 1im % u(a) b/cos? 8 gg
blo _%1‘ b? /cog® ©
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= 1im ~ u'(a) log V(x-a)?+ b2 + 0 + u(a) = u(a).
béo

Substitutie van b = 0 in (14.15) en (14.16) geeft de divergente
integralen

;,‘-t f ;(_X; dx en = % f :(_X)

s O

dx.

w(z)
zfﬁ-bi

Uitgangspunt was de integraal Zlqu

Als b = O, komt a+bl = a op de integraalcontour te liggen. We nemen
daarom een nieuwe contour K' die uit K ontstaat door het lijnstuk
(a=€, a+e) te vervangen door een halve cirkelboog C, om a met straal
€, gelegen in het bovenhalfvlak. K" analoog met de halve cirkelboog
C2 in het onderhalfvlak.

a
R~ 0 o R
K" ’

De limiet voor R naar oneindig van de integraal over C is weer nul,

Dus
W(z)

~ L

Z-a z~-a
= 00 c C1
2::1 f :(-Z; = wla) =
KI’V
-c ©0
@511&-{ :f_z; dz + :(.z; dz + f v;(nz; }z w(a) (**)
oo a+e€ C,
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=~if w(a+teie) do.
o
(*) geeft
1 87 w(z) rf wz) " - ig _
mlim{ J‘ z‘_adz-c-JV z_adz-if wla + ce )de}.mo
elbo
a+e ()

of (zie b1z.88)

s { o f 2x) 4y - sxwla)} =0

dus

o0
1 w(x)
wa) = & cnw[ 2a) g,

Daaruit wolgt

1 v(x)
u(a) = - CHW J‘ oo dx | (14,19)
v(a) = - = CHW j' z(_"; dx. (14.20)

Een analoge beschouwing van (**) levert geen nieuws.

We willen nu een verband van (14.19, 20) met (14,9, 10) aanbrengen
door middel van eem lineaire transformatie w(z) die het halfvlak

Im (z) » O afbeeldt op het cirkelvlak |z | £ R. Hierbij moet de rand
Tm(z) = O met behoud van orientatie overgaan in de rand |z| = R,

We dienen dus van drie punten de beelden voor te schrijven (zie 13.19)
zodanig dat (14,19) overgaat in (14.9).



