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15. Reeksen 

Stelling. Ia f(a) analytisch in een gebied G, dan is ook f'(a) 
analytisch in Gen 

Bewijs 

f' (a) = ~ f f ( z) dz ( 15 .1 ) 
21tl- K (z-a)2 

waarbij Keen gesloten kromme ia die met het binnengebied 
geheel in G gelegen ia. 

Volgene (13.15) ia 

f(a) = 21i J f(z) dz 
1t K z-a 

f(a) ia een continue funktie, due er is een getal M zodat lt(a)I < M 
voor a op en binnen K. Zij a+h een punt binnen K. 

f(a+h) - f(a) 1 J 1 f(z) f(z) dz 
--------h,--.............. = 21ti h ( z- ( a+h) - z-a) 

K 

1 J f(z) 
= 21ti (z-a-h)(z-a) dz. 

K 

Dua 

waarbij £ de lengte van Kisen p = min lz-al. 
z ~K 

Dua 
f, (a) = lim f(a+h) - f(a) 1 J f(z) d 

h = 21ti ( )2 z. 
h- o K z-a 

Op dezelfde wijze tonen we aan 

f"(a) = __g_ J f(z) dz 
21ti K (z-a)' 



zodat f'(a) analytisch is in G. 
(0pm. hiermee is 13.5 bewezen.) 

Gevolg 

PD-99 

Een in G analytische funktie f(a) bezit afgeleiden van elke orde, 
deze afgeleiden zijn zelf analytisch in Gen 

..1.. /n) (a) 1 f f (z) dz 
n! = 2Tti ( )n+1 

K z-a 
(n ~ 0) 

(Bewijs dit laatste inductief) 

Stelling. Is f(z) analytisch in een cirkelvormig gebied G met 
middelpunt z = 0, dan kan voor elk inwendig punt a van 
G de funktie f(a) geschreven worden als een convergente 
machtreeks: 

Bewijs 

f(a) = "'f:_ f(n)(O) an 
n=o n! 

(Taylor-ontwikkeling rondom z = 0). 

Zij C een binnen G gelegen cirkel om z = 0 met straal R, terwijl a 
binnen C ligt. 

f(a) 

- ..... rand , van 
"a ', G 

C ' \ 

I 
I , 

= _j_ J f(z) dz 
21ti z - a 

C 

= _1_ s f(z) 1 
21ti z 

1 
_ a dz 

C z 

= _1_ f f(z) (~ (!)n 
21ti z L__o z 

C n= 

N-1 an f f(z) 
= L 21ti n+1 dz 

n=o C z 

(15.2) LN-1 /n) (0) 
= -----an+ RN' n! n=o 

waarbij 
f(z) dz. z-a 
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Op en binnen C is f(z) continu, dus is er een getal M > 0 zodat 

lf{z)I< M voor ze: C. Verder is p = I !.I < 1. z 
N M N 

p R-lal 2KR = constante. p, 

due lim RN= 0 want p < 1, dus 
N .. oo 

oo /n) (0) an 
f(a) - ~ ---------- L- n! 

n=o 
voor lal < R. 

We kunnen voor a elk punt van G nemen, dus voor R de straal van G. 
R is de convergentiestraal indien op de rand van Geen singulier punt 
van f(z) ligt; dit is dan het dichtst bij z = 0 gelegen singuliere 
punt. 

Gevolg 

Is f(z) analytisch in z
0

, z = c het dichtst bij z
0 

gelegen singuliere 

punt van f(z), R = lc-z
0

J, dan geldt voor elke a 

met la-z I< R: 
~ /n) ( ) n 

f(a) = ~ n! zo (a-z
0

) (15.4) 
n=o 

(Taylor-ontwikkeling om z
0

; convergentiestraal R) 

Onder een gehele funktie verstaan we een funktie die een machtreeks­
ontwikkeling bezit met oneindige-grote convergentiestraal. 
Breekt de machtreeks af, dan is de funktie een gehele rationale funktie 
of polynoom en in het andere geval een gehele transcendente funktie. 

Stelling van Liouville (15.5) 

Is f(z) analytisch voor elke z, en is er een getal M > 0 zodat 
lf(z) I-' M voor elke z, dan is f(z) constant. 

Bewijs 

f(z) is in een machtreeks te ontwikkelen met oneindig-grote 
convergentiestraal (f(z) is geheel), want f(z) heeft geen eindige 
singuliere punten: 

oo /n) (0) n 
f(z) = L n! z (zie 15.4) 

n=o 
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Het 
als 
Dus 

linkerlid is onafhankelijk van R; het rechterlid nadert tot nul 
R- oo en n ~ 1. 

f(n)(O) = 0 voor n ~1, 

zodat 
f(z) = f(O) voor elke z. 

Hoofdstelling der algebra 

Een polynoom van de graad m? 1 heeft minstens een nulpunt. 

Bewijs 

Stel f(z) = a
0 

+ a
1 

z + ••• + amzm (a ,j O; m ~ 1). 

Uit f(z) F O voor elke z volgt dat f(fl) een gehele funktie is. Nu 
1 z 1 

is Rzr begrensd in een omgP.ving van z = oo (want I Rzr I - 0 voor 

I z I - 00 ), dus overal begrensd. 
1 . 

Met (15.5) volgt dan 1"czT = constant, dus f(z) = constant, in 

tegenspraak met de veronderstelling dat f(z) een echt polynoom is. 

Gevolg 
Een polynoom van de graad mis te schrijven als het produkt van m 
lineaire funkties. 

_!!ewijs 
Is f(z) een polynoom van de graad m, en is z1 een nulpunt, dan is 
f(z) deelbaar door z-z 1 : 

f(z) = (z-z 1 ) g(z) 

waarbij de graad van g(z) gelijk is aan m-1. En zo voort. 

Gevolg 
Elk polynoom van de graad ~ 1 neemt elke waarde minstens eenmaal aan. 
Want is f(z) het polynoom enc een willekeurig getal, dan heeft de 
funktie g(z) = f(z)-c minstens een nulpunt. 

Opmerking: Een gehele transcendente funktie hoeft geen nulpunten te 
bezitten, bij voorbeeld ez. 

Analytische voortzetting 

Stelling. Zijn de funkties f(z) en g(z) (15.7) 
in een gebied G analytisch en is f(z)=g(z) 
in een omgeving van z

0
£G, dan geldt f(z)=g(z) in G. 

Geen bewijs. 



Laat gegeven zijn 

• een funktie f 1 (z) gedefinieerd in e~n gebied G1 

• een funktie f
2
·(z) gedefinieerd in een gebied G2 

• D = G1 n G2 is een gebied 

• in Dis f 1 (z) = f 2 (z). 

e definieren in G = G1 v G2 : 

_ {f1 (z) in G1 

- f 
2 

(z) in G
2 

(Dit mag want in D stemmen f 1 en f
2 

overeen.) 

Het is duidelijk dat f(z) analytisch is in G. 
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f
1

(z) heet de analytische voortzetting in G1 van f 2 (z), f 2 (z) de 

analytiache voortzetting in G
2 

van f 1 (z) en ook: f 1 (z) en f 2 (z) 

zijn elkaars analytische voortzettingen. 

Voorbeeld 

f
1 
(z) --~ (-1 )n n 1· G • lz I < 1 L.__ z n 1 • 

n=o 
oo n 

f (z) = ~ (-1) 
2 ~ 

1 (z-i)n 
(1+i)n+1 

in G1 : lz-i I < V2 

Voorbeeld 

f(z) = -1
1 

ontwikkelen we om z = 0: -z 

( ) 
oo . n 

f z =i::_z voor lz I < 1. 
n=o 

Om z = -1: 

f(z) voor lz+11 < 2. 

~ 

Hier is de convergentiestraal gelijk aan de afstand van het dicht~t­
bijzijnde singuliere punt tot het middelpunt. 
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Reeksen van Fourier 

Stel f(z) is voor lzl <Rte ontwikkelen in een machtreeks om z = 0: 

Met a. n 

ala 

Stel r 

oo n 
f(z) = L. a.n z • 

n=o 

i8 =a•+ ib' en z =re n n 

f(r e18 ) =~(a• + ib') rn eine 
L- n n n=o 

= u(r 9 8) + iv(r,e) 

00 

u(r,e) =L ca~ cos ne - b' n sin ne) 
n=o 

G:I 

v(r,e) = L_ (b~ cos ne + a, sin ne) 
n=o n 

vast, u(r,e) = u(e), v(r,e) v(e), = a n 

{ u(B) =; (an cos n6 - b sin ne) n 

v(e) = L (b cos ne + a sin ne). 
n=o n n 

Dit zijn de geconjugeerde reeksen van Fourier. 

Beschouw de trigonometrische reeks 

00 

c
0 

+ L, (a cos nx + b sin nx). 
n=1 n n 

lrl < R 

rn 

n 
r • 

a• n 
bn b' 

n 
= r ' = r • n n 

Veronderstel dat deze reeks convergent is met som s(x). De reeks is 
periodiek met periode 2n, dus s(x) ook. 
Omgekeerd zullen we zien dat vele funkties die periodiek mod 2n zijn, 
in een dergelijke reeks te ontwikkelen zijn. 

Stel dus gegeven 
00 

s(x) = c
0 

+ L_. (an cos nx + bn sin nx). 
n=1 

We vermenigvuldigen beide leden met cos kx (k geheel ~O) en 
integreren de reeks term voor term. (Op bet bewijs dat dit geoorloofd 
is, gaan we hier niet nader in. De reeks dient uniform te convergeren.) 
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J1t s(x) cos kx dx = 
1t 

c
0 
J cos kx dx + 

-,c -Tt 
00 

-+L {a 
n=1 n 

rlt J cos nx cos kx dx + bn 
r1t J sin nx cos kx dx}. 

-Tt -lt 
Nu is 

J" cos nx cos kx dx 

-Tt 

1t . 
= i J { cos (n+k)x + cos (n-k)x} dx 

-Tt 

l 2 1t ala n = k = 0 
= 1t ala n = k ~ 1 

0 ala n F k 

Op dezelfde wijze bewijst men: 

r sin nx cos kx dx = 0 voor n ~o, k ~ 0 

- 1t 

JTt sin r: ala n = k ~ 1 
nx sin kx dx = 

ala n pk. 
-Tt 

Dus rt s (x) {: co ala k = 0 
cos kx dx = 

ak ala k ~ 1. -n: 
Vermenigvuldiging van (15.8) met sin kx en integratie geeft: 

Jn: s (x) sin kx dx = n: bk ala k ~ 1 • 

-n: 
Stellen we c

0 

1 = 2 a 0
, dan geldt dus voor de coefficienten 

ak = 2 s'lt ,. s (x) cos kx dx, 

-Tt 

bk = ;-1 J'lt ,. s(x) sin kx dx, 

-Tt 

k ~O 1 
k ? 1. 
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Opmerking: Is s(x) een even funktie, dan is 

bk = 0 en a = -2s1t 
k n 

0 

s(x) cos kx dx. (k? O) 

Is s(x) een oneven funktie, dan is 

ak = 0 en bk= ¾JTt 
0 

sC-x) sin kx dx. 

Omgekeerd. Stel f(x) is een funktie periodiek mod 2n en integreerbaar. 
Voldoende is dat f(x) gedefinieerd en integreerbaar is voor lxl < n. 
We kunnen dan f(x) periodiek voortgezet denken. 
De getallen 

1t 
1 J f(x) ak = Tt 

-n 

_bk 
1 Jn f(x) = 1t 

cos kx dx 

sin kx dx 

(k ~ O) 

(k ~ 1) 1 
-n 

heten de Fourier-coefficienten van f(x). (15.10: formules van Euler). 
De reeks 

1 00 

2 a
0 

+ L. (a cos nx + b sin nx) 
n=1 n n 

heet de reeks van Fourier van f(x). Of deze reeks convergeert, en 
of in geval van convergentie de som der reeks gelijk is aan f(x), 
moeten we nog onderzoeken. 

Voorbeeld 

De. zaagtandfunktie. f(x) = x voor Ix I < 1t , en verder periodiek met 
een periode 2n. 
Dus f(x) = x - 2nn voor (2n-1)n < x < (2n+1)n. f(x) is een oneven 
funktie. 

a = 0 voor n ~ 0. n 

b n -=ITt = ,_ x sin nx dx = 

0 

Dus de Fourier-reeks van g(x) 

z_ sin me. 
n=1 

(n ~ 1) 
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We zullen aantonen dat inderdaad g(x) de som der reeks is, dus 

~ (-1 )n+1 . 1 
~ sin nx = 2 x 
n=1 n 

voor lxl < 1t. 

Opgave a) Teken in een figuur de 

van de funktie sin x -

voor lxl < 1t. 

grafiek van de funktie ix en die 
1 · 2 1 i 3 1 . 4 2 sin x + 3 s n x - 4 sin x, 

Stelling. Is f(x) gedef.inieerd en differentieerbaar met continue 
afgeleide voor lxl < n, met uitzondering van een eindig 
aantal punten waar f(x) een eindige sprong maakt, en 
zijn a en b de door (15.10) gegeven Fourier-coefficienten n n 
van f(x), dan is de Fourier-reeks van f(x) convergent en 

1 00 1 -2 a + L(a cos nx+ b sin nx) = -2 (f(x+O) + f(x-O)}. 
o n=1 n n 

Opmerkingen: 

Bewijs 

• f(c+O) = lim f(x) 
X i C 

f(c-0) = lim f(x). 
X t C 

• In een punt waar f(x) wel continu maar niet differentieer­
baar is, maakt f(x) een sprong ter grootte nul • 

• De in de stalling genoemde voorwaarde is een voldoende 
voorwaarde • 

• f(x) is in ! 1t niet gedefinieerd'; in een dezer. punten mag 
f(x) een willekeurige waarde aannemen. 
Indien men f(x) in beide punten wil definieren dan door 
dezelfde waarde in verband met de periodieke voortzetting. 

Denk f(x) periodiek voortgezet met periode 2n. Stel voor willekeurige c 
1 N 

sN(c) = 2 a 0 + ?=
1 

(an cos nc + bn sin nc). 

We dienen aan te tonen dat lim sN(c) bestaat en gelijk is aan 
N-.oo 

1 
2 (f(c+O) + f(c-0)). 
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Door substitutie van de formules (15.10) vinden we voor sN(c) een 
integraal-uitdrukking 

want 

ot 

s 11(c) = t-;; s "rctl dt + ~:
1
{¼ r• f(t) oos nt cos no dt + 

-11:·· -11: 

+ ¾ s1t f(l!) sin nl! sin nc dl!} 

N N i { 1 eiNy -1 1 L, cos ny = , Re ~ e ny = Re e '1 
n=1 'n=l ei1 -1 

N 
L cos DY 
n=1 

_ _.;..1 _ R f 1 (N+y)i;y 1 fiy} 
= 2 sin ¼Y e i 9 

- i 8 

1 
= 2 sin ty {sin (N+t) ;y - sin t 7} 

1 N 
= 2 sin ty L°{sin (n+t) y - sin (n-t)y} 

n=1 
1 

= 2 sin f;y {sin (N+t) ;y .. sin ty}. 

Van de uitdrukking (15.13) moeten we nu de limiet nemen voor N-,.a. 
We maken gebruik van het 

lemma van Riemann-Lebesgue: (15.14) 
zi~.n a en b constanten en is g(x) continu op Ca,b], dan geldt 

lim fb g(x) sin Nx dx = O, 
N➔• a 

en o.ok i:"' • r g(x) cos !Ix dx • O, 



Bewijs. 

dus 

IN= j g(x) sin Nx dx 
a 

IN - Jb {g(x+j) - g(x)} sin Nx dx + 

a 

a f ff g(x+ft) sin Nx dx 

a-"i 
+ t.ll. g(x+i) 

N 

l2INI ~ I J {g(x+j) - g{x) } sin Nx dx I + 
a 

sin Nx dx 
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sin Nx dx I +I! g(x+i) 
1t 

sin Nx dx I • 
b-N 

Zij c > 0 gegeven. 

g(x) is continu op Ca,b] nus begrensd: lg{x) I< Men bij elke c > O 
is er een N1 te vinden zodat voor elke x en N > N1 geldt: 

· lg(x+i) - g(x) I < c • 

Verder is I sin Nx I~ 1. 

Dus 

I 2IN I~ Jb I g(x-i> - g(x) 11 sin Nxl dx + 

_a • 

+ r lg(xi> 11 sin Nx I dx + j jg(x+I) 11 sin Nxldx 
a-~ b-~ N - N 

< (b-a) c + 2M i .. 

Het lemma is niet direct toe te passen op de integraal in (15.13) 
omdat de functie 

niet overal continu is. 
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Stel f(t) maakt sprongen in a 1 , a2 , ••• ,~en stel aj < c < aj+1 • 

We schrijven de integraal uit (15.13) ale de som der integralen over 

C-~,a1 ], Ca1 ,a
2
], ••• , Cak,~]. Met uitzondering van de integraal over 

Caj,aj+1] is op elk dezer integralen het lemma toepasbaar, zodat 

aj 1 , 
lim sN(c) = lim .!. J + f(Z;) sin(N+f)(c-J) d~. 
N➔ 00 N➔ oo ~ 2 sinf (c-t 

j 

De funktie 2 si!~~c-~) is niet continu in~= c, maar de funkties 

f(~) - f(c-0) f(~) - f(c+O) 
2 sin f{c-~) en 2 sin f(c-~) zijn resp. links- en rechtscontinu in 

~ = c, omdat de limieten 

li f(t) - f(c-0) 1 . f{t) .. f(c+O) 
t+: 2 sin f(c-t) en t~: 2 sin f(c-t) 

bestaan (en resp. gelijk zijn aan -f'(c-0) en -f'(c+O)). 
Dus is ook de funktie 

(c~~) {t(~) 2 si~ t(~-~) - f(c-o)} 

linkscontinu in~= c. Analoog voor rechts. Toepassing van het lemma 
geeft 

lim 
N-+oo 

Dus 

lim 
N-+00 

= f(c-0) lim 
N-00 

want de limiet in het rechterlid bestaat. Namelijk 
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!c-aj) sin(2N+1)A 
j X 

O(N+f)(c-a.) s• J J si~ µ dµ. = _si_~ ...... JJ: .... dµ = ¼K 

0 0 
(zie onder) 

Dus 
1 C 

f(~) sin~N+t)(c-j) d~ = ff(c-0) lim - s N .. • 
'JI: 2 sin t (c-~ 

aj 

en analoog 

¾ t+1 lim f(O sin~Ntl He-,) ~ = ff(c+0) 
N➔ IIO 

2 sin t (c.-~ 
C 

zodat 
lim sN(c) = f(f(c-0) + f(c+0)). 
N .. • 

Hiermee is (15.12) bewezen. 

We berekenen op twee manieren de integraal van Dirichlet: 

f sinµ dµ .1. 
0 µ =11t" 

iz 
• Met complexe integratie van de funktie .!,__ Zij K de volgende z 

contour: van z = R langs halve cirkelboog om z = 0 in ~m(z) ?0 
naar z = -R, langs reele as naar z = -6, langs halve cirkelboog 
om z = 0 in Im(z) ~ 0 naar z = 6, langs reele as naar z = R. 

J iz iz 
0) =2'd. Qe e 21ti • res (van _e_ in - dz = z = z z 

K - R 
Dus 

f ·o 18 10 J • R i J e~z dz+ 
ei e ioe 

d6 + 
eiµ I e µ 

2Tti. 
0 eie 

- dµ + - dµ = µ µ 
C -lt 6 

C hebben we in Im(z) ~o genomen, omdat dan 

s iz 
lim e dz= O. (Ga na) 
R .. oo 

z 
C 



Dus 

dus 

r 
lim 
otO 

J -
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e:lµ 
- dµ + i Jo ioe18 

e d8 = 21ti 

-tt 

= tti 

cosµ dµ = O 
µ (uiteraard; integrand is oneven) 

sinµ dµ = tt. 
µ 

• Beschouw de functie van p 

(voor p > 0 uniforme convergentie) 

dI(p) = -[ sinµ e-pµ dµ = 
dp 

en I(p)- 0 als p-+co. 

Dus 
I(p) = arctan p +in 

en co 

I(O) = s a~nµ dµ =i1t• 
0 
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Opgaven 
· a) Bewijs: 

Is f(x) periodiek met periode p, onder dezelfde voorwaarden als 
in de stelling (15.12) op bladzijde 106, dan is 

1 1 
00 

2rt -
2 

{f(x+O) + f(x-0)} = -
2 

a + L, (a cos --1!:!. + b sin ~) 
o n=1 n p n p 

cos 
f(t) ~ dt. sin p 

(Aanwijzing: stel F(x) = f(*)) 

b) Bewijs: 

[ sin µ { 1 TC voor a. > 0 =.-c;u::_ dµ = 
µ -ire voor a.< 0 

c) Bereken de Fourier-reeks van de funktie (periodiek met periode 2TC) 

f(x) = sin ½.x voor ... TC~ x < 1t. 

d) Ook van f(x) = x sin x voor •re~ x < 1t. 

e) Ook van 

r voor 0 ~ X < 1 
:f'(x) - 1 voor 1 ~ X ' 2 

3-x voor 2 < X < 3 

met f (x+ 3) = f (x). 

We beschouwen opnieuw (zie bladzijde 92) de integraal 

waarbij 

en a = r 

. f(a) = 2: 1 J ;~z~ dz 
C 

f(z) analytisch op en binnen de 
0

cirkel C om z = 
e1cp. f(a) = f(r e1<p) = u(r,cp) + iv(r,cp). 

u(R,cp) = g(cp); v(R,cp) = h(cp). 

0 met straal R, 



1t 
f(a) = u(r.,n) + iv(r,,n) - ..1...J g(a) + ih(a) d8 

•T T - 21t 
1 

r i(q,-8) 
- - e . -tt R 

(r < R; uniforme convergentie) 

z = R2/a ligt buiten C, due 

1 J r < z ) _ ..1.. Jtt g < a > + ih < e > de 
0 = 21ti z •w R2/a dz - 21E 1 - ~ ei(q,-8) = 

C -1t r 

1 J1t -r g(a) + ih(8) 
= 2i' R c1 r -i(<p-8}) i(<p-8) de= 

- R e e 
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= .. 22 s{g(8) + ih(8)} !. e-i(<p-8)~ (!.)n e-in(q,-8)d8 = 
,. R fr:o R 

-it 

•;! f:_ <.i>nj~{g(e) + i_h(e)} e-in(q>-e)de (**) 
n=1 

-rt 

g(8) en h(8) zijn periodieke funkties met periode 21E. 
Stel an en bn zijn de Fourier-coefficienten van g(8), en en dn die 

van h(8). Uit (*)en(**) volgt 

1 co nJ1t u(r,<i>)= .fa
0

+ 
2
7tL<i> {g(8)cos n(q>-8)-h(8)sin n(q>-8)} d8 

n=1 -1t 
co 1t 

v(r,<i>)= ½c
0

+ ~L_(~)n f {g(8)sin n(q>-8)+h(8)cos n(q>-8)} d8. 
n=1 . -1t 

oo nJ'lt 
2~ L<i> {g(e)cos n(q>-8)+h(8)sin n(q>-6)) d8 = O 

n=1 -1t 
00 'It 

;1t L(~)ns {-g(8)sin n(q,-8)+h(6)cos n(<p-8)} d8 = 0 
n=1 
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en hieruit: 

. 00 ns1t 
+ 1 L_ (!'..) g(e) cos n(cp-e) de 1t n=1 R 

-n 
oo r n 

+ ~=
1 

{R) { an cos ncp + bn sin rup ) 

1 
00 n Jn v(r,cp) = i,c

0 
+ i' L (~) g(e) sin n(cp-e) de 

n=1 
-n 

De reeksen zijn convergent en de relatie geldt als r < R. 
Hiermee zijn de harmonische funkties u(r,cp) en v(r,cp) voor een punt 

I 

binnen de cirkel uitgedrukt in de reeksen van Fourier voor een punt 
op de cirkel. 
Laten we het punt a langs de straal naur de rand gaan (f is analytisch, 
dus g en h zijn nette funkties), dan krijgen we de reeksen van I!'ourier 
voor g(<p) en h(<p). 

Bewijs zelf: d n 

Voorbeeld 

= a • n' b voor n ~ 1. n 

De funktie f(z) = log (1+z) is in elk punt z F -1 regulier. 
Zij r < 1, i<pl < n. 

u(r,cp) + iv(r,cp), 

dus u(r,<p) 
= 'i=_ (-1 )n-1 n r cos ntp 

n n=1 
00 (-1 )n-1 

v(r, <p) =L n sin n<p. r 
n=1 n 

(-1 )n-1 
Dus (vgl.boven) a = ------ (n ~ 1) en b = n n n o. Voor r = 1 is v( 1, q,) 

de ons bekende zaagtandfunktie h{cp) = fcp. De geconjugeerde hiervan is 
dus 

log (2 cos fcp). 
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16. Konforme afbeeldingen 

Door een analytische funktie w = w(z) wordt een afbeelding tot stand 
gebracht van (een deel van) het z-vlak in het w-vlak. 

Een voorbeeld hiervan is de lineaire transformatie w = az + b 
CZ+ d. 

Laten K
1 twee krommen zijn in het z-vlak met snijpunt z

0
, 

en w
0

, K' K' 1 t 2 

Stel Ki 
~ 

. . 
dan ~· . . 

K' . 
2 

. 

de beelden. 

z = f(o) 
z = g(-r), 

w = F(o) = 
w = G(-r) = 

w{f(o)} 
w{g(-r)}. 

Wo 

k' 
I 

Beschouw de raaklijnvectoren ! 1 

De richtingen van deze vectoren 

en ~ in z resp. i 1' en t; in w • 
- o df ~ o 

dF dw df dG dw _!!s: 
do= dz•do en~= dz~d-r • 

L (K1 ,~) 

L (K1' ,K
2
1 ) 

df = arg - -dO 
dF 

= arg - -do 

arg 

arg 

worden gegeven door da' d~' 

arg 

arg 

Dus in de punten waar dw ~ 0 is de hoek tussen twee krommen gelijk dz ' 
aan de hoek tussen de beeldkrommen zowel in grootte als draaizin 

(la' is t.o.v. i 1 over dezelfde hoek gedraaid als t• t.o.v. i
2
n.l. over 

dw) -
2 

de hoek arg dz. (*) 

Verder is 

lt'I = f2!!. llt1I 
- 1 dz 

I t I I = I dw I I t 
2 
I 

- 2 dz 

dus de door de raaklijnvectoren opgespannen driehoeken zijn gelijk­
vormig. 
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Zijn z1 en. z 2 punten op K1 resp. K2 met beelden w1 en w2 dan zijn 

de door z
0

, z
1

, z
2 

en w
0

, w
1

, w
2 

gevormde driehoekjes infinitesimaal 

gelijkvormig. (**) 

Een afbeelding met de eigenschappen (*)en(**) noemt men konform. 

Samenvattend: 
De door een analytische funktie w = w(z) gegeven afbeelding is in 

de omgeving van een punt z
0 

konform indien :: in z
0 

bestaat 

en ongelijk aan nul is. (16.1) 

Voorbeeld. w = z geeft geen konforme afbeelding; de draaizin der 
hoeken is tegen~esteld. 
De funktie w = z is dus niet analytisch. 

Voorbeeld. az+b dw ad-be 
w - -· - -

- cz+d' dz - (cz+df• 

De afbeelding is konform in z ~ 

Voorbeeld. De transformatie van Joukovski, 

is analytisch in z ~ o. 
dw 1. ( 1 1 
dz = - -2 ), 

2 z 
dw 

= 0 
+ 1 • 

dz voor z = -
Het beeld van de eenheidscirkel i8 

z = e t - 1t 
:B 

e C' 
-1 

!! als ad-be~ O. 
C 

(16.2) 

< 8~11: is het 

A' 
1 

lijnsegment w = cos 8 of -1 ~ w ~ 1, waarbij -1 < w < 1 dubbel­
overdekt is. 
De afbeelding is konform voor z ~ ± 1. 

Het beeld van de concentrische cirkel z 
- 1t < 8 ~ 1t , is 

of 

1 
w = - (r 

2 

Rew 

i6 
e + 1 e-i8) 

r 

= 1 (r + 1) cos 8 
2 r 

i6 
=re , r constant, 

Im w 1. (r 1) sin 8 • = 2 r 



0 
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Dit is de ellips 

= 1. 

1 i8 Deze ellipsis ook het beeld van de cirkel z = - e met dien verstande 

dat de beelden van r eia en 1 e18 gespiegeld li;gen aan de reele as. r 
y 

V 

C 

C~K' 

D': I 8::F' 
r X 

E~G' 

E 

z-vlak 
w-vlak 

Zowel het gebied O < lzl < 1 als 1 < lzl worden afgebeeld op ~et w-vlak 
waaruit weggelaten -1 ,$.. w ~ 1. + 
Het w-vlak wordt dus op de punten w = - 1 na, dubbel overdekt. 
Dit is ook te zien door bij gegeven beeldpunt whet origineel te 

bepalen: z = w ! '(;'l'::f. w =~is het beeld van z = 0 en van z = m. 

De gevonden ellipsen zijn confocaal; de brandpunten zijn 

+ Vi cr+1)2 - 4 r 
1 1 2

1 + 4 (r-r) = 1. 

Het beeld van een halfstraal z i8 
= r e , 0 < r, 8 constant, vinden we 

door eliminatie van r: 

u2 

cos2 8 

v2 

sin2 e = 1' 

+ dit is een tak van de hyperbool met brandpunten - 1, waarvan 
" 

u 
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z-vlak w-v ak 
de asymptoot een hoek e met de u-as maakt(volgt ook uit de konformiteit 
der afbeelding). 

We kunnen ons dit als volgt voorstellen. 
Het gebied lzl < 1 en het gebied lzl > 1 worden afgebeeld op twee 
afzonderlijke w-vlakken: W1 en W

2
• In beide vlakken onderscheiden we 

aan het segment -1 < w < 1 een boven- en onderkant en de bovenkant in 
W1 of W2 wordt geldentificeerd met de onderkant in W2 resp. W1 • 

Het aldus ontstane oppervlak noemen we het Riemann-oppervlak behorende 

bij de funktie w = i (z+;). Met elk punt w van dit oppervlak correspon­

deert een punt z. Dit Riemann-oppervlak bestaat uit twee bladen. Het 
segment -1 < w < 1 is de coupure 

W:-1 

2-vlak 



k:2 

k:1 

k::-1 
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Opmerking: Een randwaarde-probleem voor een dubbelgeteld lijnsegment 
of voor een ellips kunnen we dua transformeren in een randwaarde­
probleem voor de cirkel. Op de oplossing passen we dan de inverse 
transformatie toe. 

We beschouwen de transformatie van Joukovski nader. 
Stel 

of 

18 µ i8 
z = r e = e e 

cosh µ cos e 
sinh µ sin a. 

Met l; = µ 
r;-vlak in 

+ i8 is hierdoor een konforme afbeelding gegeven van het 
het w-vlak, op te vattan ala het product der afbeeldingen 

z; ·• z met z = ez;en z -w met w =.:!. (z+l). 
2 z 

Door de afbeelding 

z = ez; 

wordt het z-vlak oneindig vaak overdekt: elke strook 
- 1t + 2k n: < e ~ - 1t + 2 (k+1 )n, k geheel, wordt afgebeeld op het z-vlak .. 

Hierbij gaat de puntverzameling {µ=O, -n+2k <8~ -n+2(k+1)1t} over in 
de eenheidscirkel in het z-vlak, de punten metµ> 0 enµ< 0 
opvolgend in het buitengebied en binnengebied van die cirkel. 
De inverse afbeelding z; = log z is een meerwaardige funktie (hier 
oneindig-veelwaardig). 
Is z; = (log z~, de eenwaardige funktie met - n; < arg r;-' 1t, dan 
corresponderen via de funktie z; = log z met punt z de pu~ten 
z; = (log z )1 + 2kni. 

E 
3Tt 

G 

K'-
µ 

-11' L 
N M 

J'Yf 

H' 

~ vlak vlakken ZI< boven elkaar. 
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Om het bijbehorende Riemann-oppervlak te vinden, beelden we elke strook 
af op een afzonderlijk z-vlak: ~-

Aan de negatief-reele as in~ onderscheiden we een onder- en bovenkant. 

De bovenkant in~ wordt geidentificeerd met de onderkant in ~+1 • 

Dit oppervlak heeft oneindig veel bladen. 

Voorbeeld. De functie 

w = zn, n geheel ? 1 (16.4) 

dw n-1 met de afgeleide dz= n z is voor n = 1 in elk punt konform 

(uiteraard) en voor n? 2 in z F O. We zien dat arg w = n arg z en 

arg dw = (n-1) dz arg z. 

Met elk punt z correspondeert een punt w, maar het w-vlak wordt n maal 
overdekt. 

Elke puntverzameling z = r ei8 , k 2n < 8 < k+ 1 2n (k = 0,1, ••• ,n-1) n n 
wordt afgebeeld op het w-vlak. 
De inverse funktie 

1 
n 

z = w = e 

1 ii log z 

is een n-waardige funktie. 
Nemen weals coupure weer de negatief-reele as, dan ontstaat het 
Riemann-oppervlak als volgt. 

2k-1 2k+1 
De punten met --n-n < 8 ~ -n-n worden afgebeeld op het w-vlak Wk 

(k = 0,1, ••• ,n-1). Aan de coupure onderscheiden we weer een boven- en 
onderkant en de bovenkant in Wk wordt geidentificeerd met de onderkant 
in Wk+1 voor k = 0,1, ••• ,n-2, de bovenkant in Wn_ 1 met de onderkant 

in W
0

• Dit Riemann-oppervlak heeft dus n bladen. 

Dwarsdoorsnede. 

1--------.... 
.z------.... 

1'1-2..------i 
11-1 



Voorbeeld. w = z 3 • 

C 

I 

1?/ 

I 
I 

E. 

Opmerking: Voor n - co is 
1 

dus 

n 1 
z = w ~ 1 + - log w n 

n( z-1) ~ log w. 
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Het Riemann-oppervlak gaat voor n-co lijken op dat behorende bij 
I:;= log w. 

Voorbeeld 

We besohouwen de "lens" in het z-vlak gevormd door twee oongruente 
oirkelbogen door z = -1 en z = 1 die een hoek ~ met de reele as maken. 

z-vla..k 

Is er een funktie w(z) die als beeld van de lens de eenheidsoirkel 
geeft? Voor a= 0 zal dit de funktie 

· 1 1 
z = - (w + -) 

2. w 
zijn. ,, 
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Vanuit elk punt z op de lensfiguur (z ,' :!: 1) zien we het segment 
-1 , z ~ 1 onder een hoek n-a., terwijl dit voor het beeldpunt ! 1E is. 

z-1 Anders geschreven arg(z-1) - arg(z+1) = arg z+1 = 1t -a. 

due 

ContrcSle: 

dw We bepalen dz • 

of 

en arg(w-1) - arg(w+1) = arg w-1 = 11t w+1 2 

w-1 
arg ;:;r 

1 a. = -n ==9 2 

a. = 0 ==:> 

w = z 

w-1 cz-1 )½ 
w+1 = z+1 

w-1 
log -w+1 

x z-1 
= 2(n -a) log z+1 

1 1 dw 1t 
(w~1 w+1) dz = 2(1t -a) 

dw 1t w2 -1 
dz = 2(n-a.) --. 

2 -1 z 

= (w-1) 
w+1 

waaruit 

2 - 2a. .• T 

• 

volgt z 

1 1 
(- - z+1) z-1 

1 (w + 
1 

= 2 -) . 
w 

De afbeelding is dus konform in de punten z ~ ! 1. Dit is niet in 
tegenspraak met de boven gevonden hoeken 1t - a. en l 1t • De lijnstukken 
vanuit w = ± 1 naar punt w zijn niet de beelden van de lijnstukken van 
z = ! 1 naar punt z. 
Het gedrag in de omgeving van z = 1. Stel z-1 = ~, w-1 = w 

2<1 
2-T 

~ = <2:) 

of 

of • 



Dus in de omgeving van z = 1, z; = 0: 

~ 2(1-i) 
ti) + ••• t 

arg z; = 2(1-t) arg (I) + ••• 

1 arg w = 21t ➔ arg z; = n: - a. • 
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Randwaardeproblemen voor een lensfiguur zijn met behulp van bovenstaande 
transformatie op te lossen. 

We noemen hier een stelling, die direct volgt uit de afbeeldingsstelling 
van Riemann. 
Iedere gesloten kromme K die een enkelvoudig-samenhangend gebied omsluit, 
is met dit binnengebied konform af te beelden op de eenheidscirkel met 
binnengebied. De afbeelding is eenduidig bepaald, indien we van een wille­
keurig punt binnen Ken een richting door dit punt als beeld de oorsprong 
en de richting der positief-reele as voorschrijven. 
Voor een bewijs zie men bijvoorbeeld Z.Nehari, Conformal Mapping (New 
York, 1952), bladzijde 175 e.v. 
De stelling leert dus dat twee dergelijke krommen met hun binnengebied 
konform equivalent zijn. 
Er bestaat een numerieke methode ter bepaling van deze afbeelding voor 
het geval Keen bijna-cirkel is (d.w.z. K ligt in een ringgebied). 

Zij K gegeven door 

(1 + cf(e)) ie e , r constant. 
0 

We willen Kmet binnengebied G door een funktie w = w{z) afbeelden op 

C: w = R e
i'ij, 

met binnengebied D, waarbij de constanten Ren de funktie l<e) bepaald 
moeten warden. 
Stel w = z + cF(e) en q;' = e + c<j, (e). 

Dan is 
c F(6)) log w = log (z + cF(0)) = log z + log (1 + z 

= log r + i0 + log(1+ cf(e)) + log(1 + cF(e)) 
0 z 

= log r + 
0 

ie + C f(6) + C F(e) + O(c2) 
z 

log ie + C f(8) 1 1 -ie F(8 )+ O(c2 ) = r + + c- e 
0 r 1+cf(e) 

Q 

-ie 
= log r + i0 + cf(6) + C _e_ F{8) +O(c2 ). 

0 ro . 
Anderzijds is log w = log R + ie + ic<j> 



dus 

dus 

en 

log R + icqi 
-ie 

= log r + cf(8) + c _e_ F(e) + O(c2
) 

o r
0 

R = r 
0 

i<I> = r(e) + .1.. e-ie F(e) = 
ro 
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or o = r <a) + ..:L G 
1 

Ce ) 
ro 

1 
4>(8) = r G

2
(e). 

0 

Hieruit volgt G
1
(e) = - r

0 
f(e). 

G is een complexe funktie op de eenheidscirkel, dus (zie 14.10) 

G
2

(8) .1.. s21t G
1

(x) cot 1 (e-x) dx = 21t 2 
0 

of 4>(e) ..:L J21t r<x) cot 1 
Cx-e) dx = 21t 2 

0 (voor integraal CHW nemen). 

De afbeelding 

w1 (z) = ro e 1 (a + c <1>< e) ) 

geeft een eerste benadering van de gevraagde afbeelding. 
Zij K 1 het beeld van K bij de funktie w1 (z). Op K1 kunnen we dezelfde 
methode toepassen. 

Opmerkingen 

• 

• 

• 

Men kan ook werken met geconjugeerde reeksen van Fourier 
i.p.v. met de geconjugeerde integralen. 

Een randwaardeprobleem op een langgerekte kromme L kan aangepakt 
worden als volgt. Neem een lijnstuk binnen L. Transformeer het 
lijnstuk in een cirkel (Joukovski). Hierbij gaat Lover in een 
bijna-cirkel. ~ 

Iets dergelijks bij een profiel-kromme L, die in een punt P niet 
glad is. Neem een lens die in P aan L raakt~. __ ,!: 

,- -0 
... _ - - - ,. J:'" 

Transformeer de lens in een cirkel (zie boven). Hierbij gaat L 
• over in een bijna-cirkel. 
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Met de geschetste numerieke methode kan men een benadering vinden van 
de afbeelding van een vierkant met binnengebied op een cirkel met binnen­
gebied. Men kan deze afbeelding ook verkrijgen met de formule van 
Schwarz-Christoffel door het boven halfvlak af te beelden op het vierkant 
met binnengebied, want dan levert de inverse afbeelding hiervan, gevolgd 
door een lineaire transformatie, die het afbeeldt op de cirkel met 
binnengebied, de gevraagde afbeelding. 

We proberen hier rechtstreeks een funktie f te bepalen die het halfvlak 
Im w ?O in het w-vlak afbeeldt op een rechthoek ABCD met binnengebied 
in het z-vlak. 

A B 
z-vlak 

Stel A, B, C en D zijn de beeldpunten van z = O, z = b, z = b + id, 
z = id en stel 

f(-1) = O, f(1) = b, f(.2) = b + id 
k 

De hoeken ter grootte n bij A', ••• moeten overgaan in hoeken ter 
grootte tn bij A, ••• • We proberen daarom (vergelijk de afbeelding 

z = w in de omgeving van w = O) 

en wel, in verband met de verandering van het argument van de betreffende 
factor en het gegeven b > 0 9 d > O, 

~ = g(w) = f 1 
ale -1 < w < 1 

dw (1+w) (1-w)1° (1+kw/ (1-kw/ 

ala 

-1 ala = 
(1+w)t(w-1)t(1+kw)t(kw-1)t 

-1 ~ls = t tc tc t {-1-w) (1-w) -1-kw) 1-kw) 

1 < w < .1 
k 

1 
-<w k 

w < -
1 
k 
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-i 1 
= t t f f als - k < w < -1. 

(-1-w) (1-w) (1+kw) (1-kw) 

We gaan na dat de funktie 

de vereiste afbeelding tot stand bren~t. 

f(-1) = O; f(w) is reiel als -1 < w < 1; ~tel 
vermenigvuldiging met een constante); f(w) is 

1 met een zuiver-imaginair getal als 1 < w < k; 
00 ~ 

f(1) = b (eventueel door 
gelijk aan b vermeerderd 

1 stel f(k) = b + id 

f g(Z:) dl; = J g(Z:) dl; (substitueer Z: = k~), 
1 
k 1 

0 

fkg(~l 

00 

dZ.: = J g(O dC . 
t 

- 00 k 

1 b + id - b dus rC-k> = = id. 

17. De transformatie van Laplace 

Vooraf iets over de gammafunktie 

r00 

-v z-1 r(z) = ~ e v dv, 

0 

=f J g(C) dC g(l,;) dl,; 

-1 0 

waarvan de convergentie aangetoond kan worden als Re z > O. 
Voorlopig nemen we z ~eiel, dus 

r(:) = J00 

e-v vx- 1 dv, 

0 

X > 0. 

Blijkbaar is r(x) > 0 als x > O. Partiele integratie geeft 

-v x~1 -v x-1 -v x-2 r 00 Joo e v dx = [-e v ]
0 

+ (x-1) e v dv, 



dus 

en 

r{x) = {x-1) r(x-1), 

r{x) = 1 r(x+1), 
X 

We berekenen enkele waarden. 
00 

r{1) = s e-v dv = 1, 

0 

X > 1 

X > 0. 

dus met {17.2) en de afspraak O! = 1, 

r(n) = (n-1)!, n geheel ~ 1. 
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(De gammafunktie, een van de funkties van Euler, is een generalisatie 
van de faculteit-funktie n!) 

dus 

00 

r<½> = J 
0 

-v e -t v dv = 2 r -u2 
e du (subst. v = u2

) 

0 

(r(i))
2 

= 4 (r •-u• du )2 = 4 [ •-x• dx Jm•-y
2
dy 

= (poolcoOrdinaten) = 4 r d'f' Jm .-r• r dr • K. 

Voor x, 0 bestaat de integraal in (17.1) niet. 
Voor x < 0 definieren we r(x) door de relatie (17.3) geldig te verklaren 
voor x < o. Bijvoorbeeld 

2 2 1 4 1 4 ,r 
r<-2> = - 3 r(-2) = + 3 r(2) = 3 v~. 

In x = o, -1, -2, ••• heeft r(x) enkelvoudige polen, hetgeen men kan 
afleiden uit (17.3) 

1 
r(f>) = 6 r(1 + o), 

1 
r(-1 + o) = (-1 + 0 }o r(1 + o ), enz. 



4 

2 

0 X 

-2 

Opmerking 

In sommige boeken vindt men de funktie n{x) = r{x+1). 

Opgaven. 

a) Bewijs: r(m + .:!.) = 
2 

{2m) ! ,r 
2 

Vlt 9 

2 m I .m. 
m geheel 7 o. 
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b) Bewijs: 1 r{-m + -) 
2 

m geheel ~1, ook geldig 
voor m = O. 

De transformatie van Laplace wordt gebruikt bij het oplossen van 
differentiaalvergelijkingen. Ter inleiding beschouwen we de diff.vgl. 

F 1 {t) + a F{t) = O 

waarvan de oplossing gemakkelijk te vinden is: F{t) 
als F(O) = F

0
• 

Vermenigvuldiging mete-pt geeft 

F 1 {t) e-pt + a F{t) e-pt = O. 

Stel p zo groot, dat we kunnen integreren tussen Oen~ 
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J~F•(t) •-ptdt + a f F(t) •-pt dt = 0 

0 0 

of 

00 

[F(t) e-pt]
00 

+ ( ) r ( ) -pt 
0 

p+a J Ft e dt = 0 
0 

00 

Fo 
dus J F(t) e-pt dt =- • 

0 
p+a 

Nu is je-(p+a)t dt = _j_ 
o p+a 

dus F(t) -pt F -(p+a)t e = e 
0 

of F(t) = F -at e • 0 

Onder de Laplace-getransformeerde van F(t) verstaan we de funktie 
van p: 

00 

£{F(t)} == J F(t) e-pt dt, 

0 

als deze integraal voor voldoend grote p > 0 bestaat. 
Men toont gemakkelijk aan 

£ { F1 +F2 } = £ { F; } + £ D; } 
en 

£ (c ~ ) = C £ { ~ } 

J00

F<n\t) e-ptdt = [F(n-1 )(t) e•pt]
00 

+ pi
00 

F(n-1 )(t) e-ptdt 
0 0 0 

dus 

en hieruit 

(n ~ 1) 

Voorbeeld .. 

(n ? 1) 

(17.,8) 

Een massa m, bevestigd aan een veer met veerconstante c, beweegt zich 
lineair onder invloed van een kracht K(t). 



Voor de plaatscoordinaat x(t) geldt dan 
d2 

m __.!,
2 

= K(t) - C x(t) 
dt -

of 
m x(t) + C x(t) = K(t). 

Stel cf{x(t)} = x(p), dan is (zie 17.7, 8) 

- . m(p 2 x(p) - p x(O) - x(O)) + C x(p) = k(p) 

of • 
x(p) = mp x(O) + m x(O) + k(p) 

mp2 + C 
• 
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x(O) en x(O) moeten dus bekend ziJn, en we dienen de funktie te kennen 
waarvan het rechterlid de Laplace-getransformeerde is. We moeten dus een 
tabel maken. Stel f(p) = i { F( t)} 

F(t) 

cos bt 

sin bt 

cosh bt 

sinh bt 

f(p) 

r(n+1) 
n+1 p 

p 

n! 
n+1 

1 
p-a 

p 

p2 -b2 

b 

n > -1 

n geheel ~ 0 

p > a 



Voor het terugzoeken zijn nog van·belang 

F(t) 

at e cos bt 

1 eat sin bt 
b 

Opgaven. 

.. Bewijs: £{t sin bt } = 

--~ 
en cl{t cos bt} = 

Berekeningen. 
00 

f(p) 

1 

p-a 

2b;e 
(p2+b2)2 

E2 -b2 
• (p2+b2)2 

PD-131 

(n geheel ~ 1) 

.. £ {tn} = s tn e-pt dt 
00 

= P:+1 J (pt)n e-ptd(pt) = ~ r(n+1). n+ p 
0 0 

.. n geheel ~ 0 =?r (n+1) = n!. 

.. cf{eat}=f e•(p-a)t dt 1 
= - • 

0 
p-a 

• Stel s(p) = l{sin at}, c(p) = £{cos at} 
00 

s(p) = J e-pt sin at dt =-¾Ce-pt cos at]: - ~ c(p) 
0 

1 
= .. - -a 

I?. c(p) • 
a 

Ook s(p) = - 1 Ce-pt sin at]
00 

+ ! c(p) = ! c(p). 
p O p p 

Hieruit volgt s(p) a =--2 2 t 
p +a 

c(p) = -E-. 
p2+a2 



.. 

Ook als volgt te zien 

cf{eiat} _ _.1_ 
- p-ia 

of £{cos at+ i sin at}= p+ia • 
p2+8 2 

:i,{cosh at}= -
2
1 :!{eat -at} 1 ( 1 1 ) = + e = 2 p-a + p°+a" 

~{sinh at}= _a_. 
p2-a2 

ii{eat F(t)} = J°
0 

e-(p-a)t F(t) dt. 

0 

als f(p) = £.{ 1 tn-1 } = 1 
(n-1) ! n • 

p 

£,{eat cos bt} = f(p-a) 

als f(p) = £ {cos bt} • 

at .A.naloog voor e sin bt,. 
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p 
p2-a2 

Stelling ~ (17.10) 

Indien voor Rep= p
0 

de integraal J e-pt F(t) dt = f(p) bestaat, 

0 

dan bestaat zij voor alle p met Rep> p
0

• Bovendien is in dit halfvlak 

f(p) een analytische funktie van P• 

Opmerking: 1 Dus ......,. __ kan niet c1.ls beeldfunktie optreden. sin 1tp 



Bewijs: 

a 

lim s 
a -co 

0 

alle a 

p > 0 
0 
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-pt 
e ° F(t)dt bestaat, dus bij gegeven c > 0 is er een b zodat 

J
CIO-p t 

> b I e ° F( t) dt I < c • 
a 

Sa =Ja e-pt F(t)dt 
0 0 

-(p-p )t -pt 
e O e ° F(t)dt. 

F('t )d't }I 

= I - (p-p +1) 
0 r -(p-p )t f -p 't 

e O 
( e ° F(t)d'i:}dtl 

a t 
-(p-p )t . 't I 00 1f I• 0 11J. ° F(<)d<ldt 

Dus f(p) bestaat voor Rep> p
0

• Analoog bewijzen we dat d!~p) 

bestaat voor Rep> p
0

• 

Uit het voorbeeld op bladzijde 129/130 blijkt, dat we niet alleen bij 
een beeldfunktie de originele funktie dienen te kennen, maar ook de 
funktie waarvan de getransformeerde het product van twee beeldfunkties 
is. 



"' 
Stel f(p) = e F(t)dt, 's -pt 

0 

g(p) = fe-pt G(t)dt. 

0 

Gevraagd de funktie H(t) waarvoor geldt 
co J e-pt H(t)dt = f(p) g(p). 
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We veronderstellen F(t) en G(t) absoluut integreerbaar over [O,m). 
co "" 

f(p)g(p) = s e-P't F(T)d't s e-Pl; G(1;)d1; 

0 0 

= I j e-ph+t) F( 't) G(l; )d,: d1;. 
't=O 1;=0 

Stel 't = 't 9 t = 't + 1;. 
Uit 0~ 'ten O ~ 1; volgt 
Ook meetkundig te zien. 

voor de integratiegrenzen O ~ten 0~,: ~ t. 

Dus 

f(p)g(p) 

De uitdrukking 
t 

J=o F(T) G(t-T )d't 

F(T) G(t-T)d't}. 

(17.11) 

heet de convolutie-integraal (vouw-, Faltung) van F(t) en G(t), aan 
te duiden als F(t)*G(t). 

Dus 
cf {F(t))l{G(t)} = £{F(t)•G(t)). 

Bewijs zelf: 

F(t)•G(t) = G(t)•F(t). 

Voorbeeld 

£, { 1 bt -bt "' 1 . = 2b ( e - e )) = o<. { b sinh bt } • 



PD-135 

Voorbeeld 

i, ut F(·ddd= £ (F(t)} • £ ( 1} = 1 i (F(t)}. 
p 

0 

Dit is geen nieuws: stel F(t) = <j> 9 (t) dan is 

ci{ft F('t')d't'}= £(<1>(t) - <j>(O)} = £{<1>(t)} - 1,co) 
0 p 

en 1 £ ( F( t)) = 1 ,;f, { <I> 1 ( t)} 
p p 

Voorbeeld 

= 1 {pi,{ <I> (t)} - <j>(O)}. 
p 

Een massa m, beveatigd aan een 
veer met veerconatante C, beweegt 
zich lineair onder invloed van een 
kracht K(t) en een demping (bv. 
door een vloeistofbreker). Op het 
tijdatip t heeft m de uitwijking 
x{t). Voor niet te grote uitwijkingen 
is de veerkracht gelijk aan -Cx{t). 
·De damping veronderatellen we gelijk 
aan -Dx'(t). 

m x"(t) = K(t) - C x(t) - D x•(t). 

Opmerking 

Een dergelijke vergelijking vinden we bij een electriach circuit. 
R 

L('E(t) L q"{t) + R '(t) + 1 {t) E(t) 
~ - q c4 = .. 

Met x{p) =£ {x(t)} en k{p) =£, {K(t)} vinden we 

(m p 2 + Dp + C) x(p) =(mp+ D) x(O) + m x•{O) + k(p). 

(17.13) 

We beschouwen (17.,13) nader. 
Is het rechterlid ala geheel op te vatten ala het beeld van een 
opgedrongen kracht? 

De term m x•(O) 

x' (t) maakt in t = 0 een aprong ter 
grootte x•(O) (zoieta ala een 
one1ndig grote versnelling: een stoot). 



In plaa ts van x ' ( t) 1:>eschouwen we 

u(t) = { 2
1
; (t-T+6) 

de funktie 

en in plaata van x"(t) de afgeleide 

d{t) = g 
u(t) 

I 
ld(t 

T 

T+o 
I 

ale O ~ t < T-6 

ale T-o ~ t ~ T+o 
ala T+o < t 

van u{t): 

ala 0 < t < T-o 
ala T-o < t < T+o 
ale T+o < t 

... t 

-t 

T+6 
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s -pT sinh 6p 
= e 6 p 

lim d{p) 
()J, 0 

T-6 

-pT -= e ; lim lim d{p) = 1. 
T ,l, o 6,L, o 

d{p) is de beeldfunktie van de funktie d{t), die we beschouwden i.p.v. 
x"(t). 

lim d(t) d:,f 6 {t-T): de 6-funktie van Dirac (nul voor t ~ T, oneindig ow O -

groot voor t = T). 

Slordig geachreven 

,, f e-pt 6 (t-T)dt = e-pT. 

0 
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Voor T = 0 is het beeld van de 11versnelling 11 o ( t-T) gelijk aan 1. 
x'(O) is hier een veelvoud van en m x•(O) is dus het beeld van een 
kracht. 

Opmerking. 
( ) d ( ) -( ) __ _1 e-pT • Omdat d t = -dt u t, verwachten we lim up 

oi o P 

uCp> = Jm u(t) e-ptdt 
0 

1 T+o t 
= 26 f (t-T+o) e-p dt 

T-o 

+ Sm e-ptdt 

T-o 

= (na enig rekenwerk) = 1 e -pT sinh op 

lim u(p) = 1 
oto P 

-pT e .. 

De term (mp+ D) x(O) 

1 als T to. 
p 

x(t) maakt opt= 0 een sprong ter grootte x(O) (zoiets als een 
oneindig grote snelheid opt= 0: een onbegrensde positieve versnelling 
gevolgd door een onbegrensde negatieve versnelling}. 

In plaats van x•(t) beachouwen we nu niet de funktie d(t), die aprongen 
maakt, maar de funktie (0 < c < o}: 

0 ala 0 < t < T-o-c 

1 (t-T+o+c} ala T-6-c ~ t ~ T-b+c 4oc 

d (t) 1 als T-o+c < t < T+b-c = 26 1 

1 T+b-c ~ t~ T+b+c -4 (t-T-o-c) als oc 

0 als T+o+c < t 

in plaats van x"(t) de afgeleide d
1 

(t} van d
1 
(t), opvolgend gelijk 

1 1 
aan O, 46c' o, - 46c' o. 

lim d1 (t) = d(t); 
C .}o 

lim d1 (p) = d(p). 
cto 



I T-0 1 

I 

I i 
1-1 

I 
I 

T 

co 

= s d
2
(t) e-pt dt 

0 

, T+o - t 

- t 

- -- e P 
1 s['-o+c - t 

- 4oc 
1 ST+ o+ c e-pt 

dt - 40c dt 

T-o-c T+o-c 

( ) = _1,__ e-pT = n.e.r. poc sinh po sinh pc. 

lim d
2 

(p) = -¼ e-pT sinh po; 
cJ,o 

lim lim d
2

(p) = p 
o"o c~o 

-pT 
e • 

Voor T = 0 is het beeld van de "versnelling" lim lim d (t) dus p; 
o~o c+o 2 

px(O) is hier een veelvoud van en mpx(O) het beeld van een kracht. 

lim lim d 
1 
(p) = e -pT; voor T = 0 is he t beeld van de 11sne lheid 11 

oto cto 
dus ffe1; x(O) is hier een veelvoud van en Dx(O) het beeld van een kracht. 
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De vergelijking (17.13) luidde: 

x(p) = mp x(O) + D x(O) + m x•(O) + k(p) • 

mp 2 + Dp + C 

We bepalen eerst de originele funktie van 

C D2 

- > --. m 4m2 

C D2 

- = -- • 
m 4m2 

f(p) = __ 1 __ 

mp'+Dp+C 

F(t) 

1/m = __ D_2.....__c,.....---n ... 2,... 
(p+2m) + iii - 4m2 

met w = -v ~me - D2 
4m2 

Dit is een gedempte trilling 

D 
-2rri t 

F(t) = 1 t e 
m 

Kritisch gedempt 

C D2 
f(p) 1 C+i- p - p ·!: p) met V nz c - < -- • = 2m f3 f3 = 4m2 - iii • m 4m2 

D d D 
1 { -(-- f3)t -(-+ f3)t} 1 --t 

F(t) 2m 2m 2m sinh = 2mf3 e - e = - e m f3 

Bovenkritisch gedempt 

Opmerking 

Voor D = 0 hebben we een ongedempte trilling; voor K(t) = 0 vrije 
trillingen; voor K(t) p O gedwongen trillingen. 

Stel gedempte trillingen, 4mC > D2• 

f3t 



t 

= cf { s K ( 't) m~ 

0 

D --(t--r) 
e 2m sin (J) ( t--r)dt } • 

* 
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De factor(*) in de integrand is op te vatten ala de uitwijking 
opt tengevolge van een stoot op -r. 

D x(O) + m x'(O) 

mp 2 + Dp + C 

_..Q..t 
= ;f { 1 (x • ( O) + D x ( O)) e 2m sin wt} 

(J) m 

mp x(O) 

mp2 + Dp + C 

Samenvattend 

_..Q..t 
= £ {m x(O) :t (:w e 2m sin cot)} 

_..Q..t 
= £, ( x ( 0) e 2m ( cos cot -

2
D sin wt) } • 
mw 

x(t) = ..1. st K(-r) 
mw e 

D --( t--r) 
2m sin co (t--r)dt 

0 
_..Q..t _ _!Lt 

+ x'~O) e 2m sin wt+ x(O) e 2m (cos wt+ 2~(1) sin wt) 

Twee gevallen 

vrije gedempte trilling zonder beginsnelheid 

-~t 
x(t) = x(O) e 2m (cos wt+ 

2
D sin (J)t). m(J) 

• periodieke opgedrongen kracht K(t) = K
0 

cos Qt; x(O) = x'(O) = O. 

x(t) = Koft cos Q-r e-2~(t--r) sin w(t--r)dt. 
m (J) 

0 

Dit laatste geval behandelen we nu onafhankelijk van de Laplace­
tr~nsformatie. De vergelijking luidt 

m x"(t) + D x'(t) + C x(t) = K cos Qt. (*) 
0 
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Omdat x(O) = x•(o) = 0 bezit de homogene vergelijking alleen de nul­
oplossing. 
We kunnen (*) oplossen door substitutie van x = B

1 
cos Qt+ B

2 
sin Qt 

of van x = A
1 

cos (Q~ +~)en bepaling van B
1 

en B
2 

(reeel) resp. 

A
1 

(reeel) en ~• 

iOt Door substitutie van z = A e in 

m z 11 (t) + D z'(t) + C z(t) = K 
0 

iQt 
e (**) 

en bepaling van A (complex) vinden we ook de oplossing: x = Re (z). 

Want nemen we naast (*) de vergelijking 

m y"(t) + D y•(t) + C y(t) = K 
0 

sin Qt 

en stellen we z = x + iy, dan voldoet z aan (••) terwijl x = Re (z). 

iQt Substitutie van z = A e in(**) geeft 

K 
0 A=-----

C-m02+i00 
= 

K e-i~ 
0 

als ~ = arg ( C - m Q 
2 + iDQ). 

De oplossing van(*) is dus 

K ei(Qt-~) 
x(t) = Re 

O = A
1 

cos (Qt - cp) V ( c-m 02)2 +D2 '22 

met 

en ~ = ar g ( C - m Q 
2 + i 00) • 
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0 VI ~ Q 

De amplitude is maximaal vov
0

o =D~ ~• voor kleine 
aan de eigenfrequentie w = - - ---;- (resonantie). 

m 4m 

D praktiach gelijk 

<pt lt ___ - - - - ______ -_-_ - - - - -

vr 
(kleine D) 

De opgedrongen kracht en de trilling (complex)in een grafiek: 

De vergelijking 
zelfinductie L 9 

R 

/ z(t) 
I 

( 

\ IK 

\ 
I o 

I 
\.. / -- .,,,. 

voor een electrisch circuit met spanningabron E(t), 
capaciteit C en weerstand R in serie luidt (als 

I(t) de stroomsterkte, Ve het apanningsverschil 

over de condensator is) 

E(t) 

I t-1 



d E(t) 
of, met F(t) = dt , 

d 2 I dI 1 
L dt2 + R dt ♦ CI= F(t). 

(*) 

1 Vergelijk dit met (17.12): L~ massa, R~ dempingsconstante, c~ veer-

constante, F~ opgedrongen kracht. De oplossing wordt op analoge wijze 
gevonden. 
Is de begintoestand gegeven door 

dan volgt met de Laplace-transformatie 

(Lp2 +Rp+~) I(p) = Lp I(O)+R I(O)+L I'(O)+F(p) 

(17.17) 

We beschouwen speciaal weer het geval dat voor de vrije trilling geldt 

I ( 0) = I' ( 0) = 0 , d us F ( 0 ) = 0, 

en dat voor F(t) geldt 

F(t) = Re (F eiwt). 
0 

Met de Laplace-transformatie volgt 

dus 

F(p) = Re (F 
0 

Fop 
I(p) = ---------,.1- . 

(p2+ w2 )(Lp2 +Rp + C) 

Met de 11complexe rekenwijze" stellen we I( t) 
na substitutie 

iwt F
0 

e 
I(t) = Re -----­i - C&>

2 L + iR w 

• C&>t 
= Re (I

0 
e

1 
) en vinden 
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F 
0

cos (rot - <p) 
= ---;:::::;::=====-v (~ -,iL) +:if(.\)2 

waarbij q> = arg(i - «&l
2 L + iRw). 

Deze oplossing bestaat voor iedere t; de "Laplace 11-oplossing per 
definitie alleen voor t ~O. We vergelijken de oplossingen. Stel 
(breuksplitsing) 

I(p) 

waarbij a
1 

,
2 

= R + V R2 
1 - - - - , zodat 2L 4L2 LC 

De termen 

I(t) 
ex... t 

= A cos wt+ B sin wt+ Pe 

A cos wt+ B sin (Alt 

vormen de oplossing (17.18). 
(Eventueel te verifieren; met de breuksplitaing volgt 

<t-w2
L)F

0 
A = ---,.------ = 

(~(.\)2L) 2 +w2 R2 

en analoog voor B.) 

• 

De laatate twee termen gaan naar nul ala t naar oneindig gaat omdat 
Re a

1 2 
< 0 als , 

R2 1 R2 1 

4
L

2 
< LC' en a.1,a < 0 ala 

4
L2 > LC,. Deze termen corresponderen met 

R2 1 inachakelverschijnselen. (Ia 
4

L2 = LC dan zijn er termen 

_.!!..t 
Pt e 2L + Q 

R --t 
2L ) 

e " 

Voor grote t zijn de oplossingen (17.18) en (17.19) dus weinig verschillend. 

In het algemeen is (17.19) een atabiele oploaaing ala Re a 1 < 0 en 
Re a. 2 ,< 0., 
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In het algemeen krijgen we een stabiele oplossing ala de nulpunten van 
de noemer in de uitdrukking voor !(p) in het halfvlak Rep< 0 liggen. 

Om voor de Laplace-tranformatie een omkeerformule te kunnen bepalen, 
beschouwen we dit eerst voor de Fourier-transformatie. 

Bij een funktie F(x) is de Fourier-getransformeerde 
00 

f(a.) = J eia.x F(x) dx. 

- 00 

We veronderstellen weer J00 

I F(x) I dx < oo • 

Bewijs zelf 
- 00 

00 

J e:ia.x (d F(x)) dx = - i a. f(a.). 
dx 

"'00 

Bijzondere gevallen zijn de c~sinus- en sinustransformatie 
00 

F(-x) = F (x) ~ f ( a.} = 2 J cos a.x F{x) dx 
0 

F(-x) = -F(x) ~f(a) = 2i J sin ax F(x) dx. 
0 

Het probleem is nu: vindt bij gegeven f(a.) de funktie F{x) terug. 
We maken hierbij gebruik van de 

Stelling (17.21) 

Is F(x) gedefinieerd en differentieerbaar met continue 
afgeleide voor elke x, eventueel met uitzondering van een 
eindig aantal punten in ieder eindig segment, en is 

J00 

I F ( x) l dx < co dan is ( in te graal van Fourier) 
-oo 

½<F(x-O)+F(x+O)) = 
2
: f°" da. J00 

F(Z;) eia(~-x) dt. 
-oo -oo 

Bewijs: Ter inleiding het volgende. 
Zij r een positief reeel getal en stel 

G(x) = { 
F{x) voor lxl < r 
G(x+2r) overigens. 

Dan is (zie bladzijde 112) 

-
2
1 (G(x-0)+-2

1 (G(x+O)) = ~
2
1 + '£..(a cos~+ bn sin!.!!!.) 

o n=1 n r r 



met cos 
nnf dl; 

sin r 

dus (uniforme convergentie) 

i(G(x-O)+G(x+O)) 

= ..1.. Sr G(l;) ~ cos nn(~-x) d~ 
2r L- r n=-oo . -r 

= ~ Sr G(l;) 

-r 

00 

~ <L !. cos !!.! <t-x)). 
n=-oo r r 

(De oneindige som gedraagt zich als een o-funktie.) 
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Door de limiet te nemen voor r-.oo gaat G(x) over in F(x) maar is het 
zonder meer niet duidelijk dat het rechterlid overgaat in de integraal 

. ia.(l;-x) van Fourier met cos a. (l; -x) 1.n plaa ts van e • 

In grote trekken loopt het bewijs als volgt. 

~ f da. f F(l;)cos a (l;-x)~ 

-oo -co 

GO 

= ¾ lim J F(l; )dl; sin N(t-x) ., 
N .... GO l;-x 

- GO 

De funktie 

sin N(l;-x) = {O 
l; -x N 

k1t ala l; = x + 1f, k ge heel /; 0 

als l; = x 

gedraagt zich voor grote N als de o-funktie. 

Opgave: Teken de grafiek voor N = 2 en N = 10. 

Zij c > 0 gegeven. 
Bij c is een getal M > 0 te vinden zodanig dat 

11; -x I > 1 voor l; < -M en voor l; > M 

en dat voor A> M 
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-A r 1 5 F(t) 
sin N(s-x) d~I I F(t) I 1 

~ d~ < ]i: c 
""Oo 

~-x 
-00 

en 00 

I J F(~) 
sin N(~-x) 1 

t-x dtl < 4 c. 
A 

Het interval (-A,A) splitsen we in intervallen die geen discontinuiteits­
punt bevatten. Stelk intervallen 

(-A,c), (c,d), ••• , (a, x-0), (x+O, b), . . . ' (d,A) • 

Voor elk tweetal opvolgende discontinuiteitspqnten c end met xJ.[c,d] 
vinden we op grond van het lemma van Riemann-Lebesgue (blz. 107): bij c 
is een getal N te vinden, zodanig dat 

C 

1fd 
C 

ala N > N • 
C 

x-o 

I 
a 

F(:F ) sin N(~-x) dl" I 1 
"" ~-x ., < 2k c 

Ioc-o ( ) 
+ F(x-O) sin N (-x dt .. 

~-x a 

Op grond van hetzelfde lemma is er een getal Na, zodanig dat 

I 1-o F(s )-F(x-O) sin N(~-x) &: I < 4~ C 
a ~-x 

als N > N , .. 
a 

r o N(x-a) 
- sin N(~-x) f sin A 

........a _ __,_,.__ ___ d2; = (). = NO;-x)) = -- dA -+ 
a t-x O A 

ala N-+ 00 (zie 15.15), dus is er een getal Na" zodanig dat 

1 --2 
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x-o 

I f F(l;) sin ~~~~-x) dl; - ~ F(x-0} I = 
a 

I 1-oF(S,)-F(x-O) sin N(~-x)dl; + F(x-0){ j-osin N(,-x) d~ - ½tJI < 
a l;-x a t-x 
1 1 1 
4k c + ,4k c = 2k c ala N > Na = max (Na, , Na 11 ). 

Analoog is er een getal Nb zodanig dat 

I JbF(~) sin N(5,-x) d~ - -='lt21 F(x+O)I <..1.c ala N >N. • 
~-x 2k -b 

x+o 

Dus ala N > max (M, N, N, ••• ), dan is 
C a 

f F(~) sin N(s-x) d~ - "':"lt
2
1 {F(x-0) + F(x+O)}I < 

l;-x - 1 1 1 
4c + k • 2k c + 1j: c = c. 

De omkeerformule is nu snel gevonden. 
Stel F(x) continu in x. 

Analoog 

waaruit 

dus 

F(x) = ~ j da j F(l;) cos a.(l;-x) dl; • 
.;pg ..co 

00 00 

0 1 s da. s· '.F(~) sin a. Ct -x) ~ , = 2K 
-oo -00 

00 
00 s F(x) 1 s da F(l;) eia.(~-x)dl; 

= at 
-oo -00 

1 [ e ... :u,ix da. Seo F(l;) eia.l;d~ = at 
-co 

F(x) = ~ J 
..00 

-ia.x 
e 

-co 

f(a.) da.. 



Vaak vindt men ook: 

00 

f(a.) = _j_ s eia.~ F(~) d~ 
V21t 

(omkeerformule der Fourier-tranaformatie)~ 

Bij zonder geval.. 

F(-x) = F(x) =?f(a) =\f¾ J00 

F(~) cos a.t dt 
0 

dua f(-a) = f(a) 
dus 

co 

F(x) = vr J f(11) cos a.x da.. 

De Laplace-getransformeerde van F(x) is 
00 

f(p) =S e-pt F(t).dt. 
0 

Stel p = u + iv 
00 

f(u + iv) =S -ivt -ut F(t) e e 
0 

Stel a = -v; g(a) = f(u + iv) 

Dan 

en (17.22) 

of 

G(t) = {~

-ut ( ) F t ala t > 0 

ala t < O. 

g(a.) Joo iat = e G(t) dt 
..p:, 

co 

G(x) = 2~ s -ia.x g(a.) ch e 
-00 

1 J_cx, eivx f( u + iv) dv 
2Tt 

co 

dt. 

ala x > 0 

ala :x: < 0 
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of 1 
21ti 

e(u+iv)xf(u+iv)d(iv) 
= {

0

F(x) als x > o 

als x < o. 

Dus ala f(p) ~ s= e-pt F{t) dt t -

0 

dan 
y+i-

1 J epx f(p) 'dp = 
211:i y-i-

(F(x) als x > 0 

lo als X < o. 
Dit is de omkeerformule der Laplace-transformatie (17.23). 
De integratie is langs de verticale lijn Rep= yin het complexe vlak, 
waarbij y zodanig dat rechts van deze lijn geen singuliere punten liggen. 
Overigens is y willekeurig te kiezen in het convergentie-halfvlak. 

Dit laatste is in te zien door integratie van epx f(p) dp langs de recht­
hoek in het convergentie-halfvlak met hoek­

Voorbeeld F(x) 

f(p) 

-ax = e 

punten 
+ 

Y1 2 - ip 
J 

Y2 en de limie t te nemen voor p-+ .... 

(x > 0) 

(Re p > Re a). 

Met (17.23) en y >Rea 

= 
{:

ax 
1 y+im px als x > 0 

21ti J e dp 
Y-i ... p-a als x < 0 . 

We tonen dit nog afzonderlijk aan. Zij R > O, C
1 

en <; de cirkelbogen 

K1 

a 

y I 
I 

/ 

at 
e 

i8 1 3 x = y + R e met 2 n ~ e ~ ~ resp. 
1 1 
2n ~ 8 ~ 2n. 

K1 is het contour: van y - iR recht-

lijnig naar y + iR en langs C1 naar 

y - iR. 

K2 : van Y - iR naar y + iR en langs 

C2 naar y - iR. Neem R alvast zo groot 

data binnen K1 ligt. 
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of 
sin t Rt(cos e +i 8)iR 18 JiR pt -2_ eyt e e de 1 !.__ dt at 

2tti i8 + ra = e -'Y - a + R e p-a 
itt y-iR 

De absolute waarde der eerste integraal is gelijk aan 

J
{tt 

1..1. Yt 
21t e 

Rt cos e iRt sine 1 
1 e e 1 _18 d8 ~ 

R<r-a)e +1 

Dus 

~lt 

/ ..l. yt 
~ 21t e S

{1t 

Y2:rt 

Rt cos 8 
e 

TC 

= ¾,e'Yt s eRt cos 8 de 

1Tt 
1 tJ4n Rt(~1) 

<ney e d4>= 
0 

1 yt ( -Rt) 
= 2Rt e 1 - e 

lim 
R-oo 

voor t > 0 is 

~is 

pt 
1 lim e -dp = 2ni R-oo p-a 

K, 

Voor t < 0 vinden we analoog 

_1_ s ept dt = 0 
2Tii p-a 

en 

lim 
R ..... oo 

K2 

1 
2ni 

0 

-1 -cos <p 
-1 

als t > O. 

y+ioo pt at J e dt = e p-a 
r-i00 

8 Rt cos 8da = 

<I> -
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Een direkte berekening van de integraal (t > 0) 

F(t) 
· J+ico co 

1 t 1 ist = - eP f (p) dp = - e yt J e 21ti - 211: 
·y-ico -ao 

f(y+is)ds 

kan moeilijkheden opleveren, ook bij gebruik van numerieke methoden. 
Evenals in het laatate voorbeeld beachouwen we in het complexe p-vlak 
de contour K: van y-iR rechtlijnig naar y+iR en langs de halve cirkel­
boog C terug. 

y+iR 

Dan is (t > 0). 

F(t) = lim 2: 1 <f ept f(p)dp - sept f(p)dp). 
R-- K C 

y-iR 

La.at nu voor f(p) op C gelden: 

f(p) ~ O(R-6
) als R - •• 

Lemma van Jordan 
r 

(17 .24) 
Is op C 

f(p) ~ O(R-6 ) als R - co 

dan geldt 

J ept f(p)dp ~ O(R-6
) als R - ao 

C 

Bewijs: 

- Dus als 

verloopt ala in het laatste voorbeeld. Zie bijvoorbeeld 
Gustav Doetsch, Einfuhrung in Theorie und Anwendung der 
Laplace-Transformation, Basel-1958, s.157 
of G.Doetsch, Handbuch der Laplace-Transformation, Basel-1950 9 

Band I, s.224. 
Tabellen vindt men bijvoorbeeld in GwDoetsch, Anleitung zum 
praktischen Gebrauch der Laplace-Transformation, Munchen-1956. 

f(p) ~ O(R-
6

) voor R - •, dan is (t > 0) 

F(t) = lim 
R ➔co 

1 
211:i 

= som der reaiduen van eptf(p) voor Rep< Y• 
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Toepassing 

Op bladzijde 144 hebben we voor het beeld van de funktie I(t) gevonden 

- Fop 
I(p) = 1 

(p2 +w2 ) (Lp2 +Rp+c) 

Met de omkeerformule volgt 

1 ri~ ept F p 
I(t) = 2tti o . 1 

. (p2 +w2 ) (Lp2 +Rp+c) 
y-i~ 

dp. 

De singuliere punten der integrand zijn 

p = ! iw en a. = -
1 92 1 92 

R2 1 
Stel 4-L2 < LC g neem dus y > o. Aan de voorwaarde uit het lemma van 

Jordan is voldaan, dus I(t) is gelijk aan de som der residuen van de 
integrand in p 1 , p2 9 °'1 en a.

2 
• 

V 1 R 2 

Stel p = LC ... 4-L2 , zodat 

( 2 2 ) 1 2 R
2 

1 L a.,+<0 = - Ra.1 ... C + w L:: + 2L - C + cJL - Rip. 

Merk verder op dat ½(z+z) = Re {z} en ½(z-z) = i Im {z}. 

c-L1p)e-1 Pt } 2L 
R2 1 2 

~c+w L+Ril3 



= F 
0 

Re {-1 e_~wt_} 

0 w L+iwR 

I(O) = 

= 

1 F Re 
o 1 2L • R 

0 w +:i.w 

( 1 21 )2 2R2 
0 w +w 

F 
0 +r 

1 
F (-w2 L) 

o C 

De noemer der laatste breuk is gelijk aan 

dus gelijk aan die der eerste breuk, dus I(O) = o. 

18. De golfvergelijking 
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We leiden deze vergelijking af voor geluidsgolven in de met een vloeibaar 
medium (bv. een gas) gevulde ruimte, onder nog te noemen veronderstel­
lingen. We denken ons een rechtsdraaiend rechthoekig coordinatenstelsel 
ingevoerd. De massadichtheid geven we aan met p(x,y,z,t); de druk in 
punt~= (x,y,z) op tijdstip t met p(x,y,z,t). pis een funktie van p; 
de betrekking wordt gevonden uit de toertandsvergelijking. (Voor een 
ideaal gas bij isothermisch evenwicht is p = Cp, bij adiabetisch even-

Cp/Cv 
wicht is p = Cp ). De lucht is in beweging; plaatselijk treden F 
verdunningen op. De snelheid der lucht in punt~ op tijdstip t geven we 
aan door de vector 

~ = (u(x,y,z,t), v(x,y,z,t), w(x,y,z,t)). 

De stroomvec tor ! is dus ge lijk aan pv (bv. g;am ) • 
- cm sec 
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We verwaarlozen de viscositeitskrachten (geen wrijving; ideale vloeistof), 
dus in elk punt werkt de druk op een vlakje door dat punt langs de 
nor.maal en is in alle richtingen gelijk. · 
Beschouw een blokje met hoekpunten (x,y,z), ••• ,(x+t1x,y+Ay,/Jiz). 

X 

z (l.,0 ~ kracht op linker- en rechtervlak 

p(x,y,z,t) l1x /Jiz resp. 

y 
-p(x,y+Ay,z,t) tsx. /Jiz, 

dus de y-component van de kracht op 
het blokje is in eerate benadering 

-(p(x,y,z,t) + t 4'f tsx t,,z + p(x,y,z,t) tsx /Jiz = - i Ax Ay /Jiz. 

dv Dey-component der versnelling is dt' de maasa van het blokje 

pl:rdlyAz, dus - indien er verder geen krachten op het blokje werken -
geldt 

_ ~ dv oY Ax t:,.y l:,.z = pAx t:,.y l:,.z d t 

of 
pdv 
dt = -~ ay 

en analoog 

pdu 
= - El?. 

dt ox 

p~ = ~ 
dt oz 

dus 
dv - - grad p (18.1) pdt = 

Opmerking. Zij f(x,y,z,t) een funktie van de plaatacoordinaten en de tijd. 

~i ia het locale differentiaalquotient, 

:: is het totaal differentiaalquotient. 

df of of dx of~ of dz of 
dt = at + ax dt + ay dt + oz dt = at + y_.grad f • 

De vergelijkingen worden dan 



ou grad u .QE. 
Pot + V 0 = ox 

ov grad v El?. (18.2) Pat + V " = ay 

ow 
Pat + V " grad w = -~ oz 

We veronderstellen dat alle snelheden, drukveranderingen en dichtheids­
veranderingen klein zijn, dus kleine trillingen. We kunnen dan kwadra­
tische grootheden verwaarlozen. De vergelijkingen worden dan 

av - . 
pot = - grad p ( 18.1a) 

Dit zijn drie vergelijkingen; er zijn vijf onbekenden nl. u, v, w, p 
en P• 
We veronderstellen dat ~ in eerste benadering co,stant is, 

dus 

~ - c2 dp -

grad p = c2 grad p • 

De massa die gedurende een tijd At door linker- reap. rechtervlak 
in het blokje wordt gebracht, is 

p(x,y,z,t) Ax Az v(x,y,z,t) At 

reaulterend in eerste benadering in 

- o(§;) AX AY AZ at. 

Door alle zes vlakken dus 

- (a~iu) + a~~v) + a~~w)) Ax AY az at. 

Dit moet gelijk zijn aan 

{p(x,y,z,t + At) - p(x,y,z,t)} AX AY AZ 

2.2. = 0 t AX Ay AZ At. 

Dus 
a (pu) + a (pv) a (pw) 00 ----- + _..._,__.,_ + ;;;.i:;.. = 0 ax ay oz at· 

of p div v + v .. grad p + 5"'t = 0 

of (zie boven) p div v + l = O. 

(18.4) 



dP (Voor een onsamendrukbare vloeistof zonder bronnen is cit= O, dus 
div v = O.) 

We verwaarlozen de kwadratische grootheid ~. grad p, dus 

div v + ,:!. .2.e, = 0 
- pat 

Uit (18.1a) en (18.3a) volgt 

av 
p it = - c2 grad p 

of 
ov c2 grad p 

- c2 grad ot = = p 

of 
o2v 

(o lo~ e) = - c2 grad 
ot2 at • 

Uit (18 .. 4a) volgt div 0 lo~ e o. V + at -

Dus 
1 02 ~ 

grad div V = --- .. - c2 ot 2 

(log p) 

Stel er is een snelheidspotentiaal: v =grad~ 
dan is 

1 i\2 ,,. 
grad 6~ = - grad~ c2 ot2 

(18.4a) 

of (integreren; de integratieconstante f(t) stellen we nul in het 
oneindige dus overal nul) 

1 62 m 
6~ - - ..;;_;t. = o. 

c2 ot 2 

Dit is de golfvergelijking. 

Opmerking. We vinden deze vergelijking ook voor de componenten der 
electrische en magnetische veldsterkte van een electro­
magnetisehe veld (vacuum; geen ladingen). 
Dan geldt nl .. 

oH oE 
0; =rot!; Ft= - rot H 

div H = 0; div E = O. 

02 .!! 
Hieruit ot2 

oE 
= rot -t = - rot (rot ll) a -
= 6H - grad div .!! = 6,!! 



o2 H. 
dus tJii 

J. 
0 --- = ot2 

L\Ei -
a2 Ei 

0 (i. = x,y,z). at2 = 

We veronderstellen dat 

( -iwt ~ x,y,z,t) = $(x,y,z) e (18.6) 

d ( t ~) ( t) t illi i d i k 1 us ~ x,;r,z, + 
00 

= ~ x,y,z, : een r ng. ca, s e c r e -

frequentie, w = 2nv, vis de frequentie. Substitutie van (18.6) en 
(18.5) geeft de vergeli·jking van Helmholt.z 

Hierbij is (18.8) 

(18.?) gaat over in de ons bekende vergelijking A$= 0 ala k = 0 

d .. i. als w = 0 (geen beweging) of c = oo , ~ = 0 (incompressibel 

medium). Een oplossing; van (18.8) moet voldoen aan:lim i is een 

oplossing van A$= O. 

We zoeken particuliere oplossingen van (18~?) en proberen de methode 
met gesepareerde variabelen, stellen dus 

$Cx,y 9 z) = X(x) Y(y) Z(z). 

Substitutie geeft 

X" Y" zu 2 
X + T + z + k = o. 

Elk der quotienten is constant en de som dezer constanten is• k2 .. 
Elke keus van de constanten levert een oplossing van (18.?); we eisen 
voor een oplossing $ wel dat ze naar nul gaat als we r = (x,y,z) langs 
een willekeurige weg naar oneindig laten gaan. -
Stel vooreerst 

X" -a.'l 
yn 

132, Z" y2 = ' T = - - = -X z 

met a, 13, y reeel ~ 0 en a.2 + 132 +y = k:2 • 
Dan is (in complexe vorm) 

X A, 
ia.x 

+ ~ 
-ia.x 

1 
= e e 

y = B1 il3x 
+ B2 

-il3x (18.10) e e 

•· z = c1 
iyx 

+ c2 -iyx e e ' 
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dus 
, , 

der oplossingen is (A2 B2 c2 0) een = = = 

<I> = 1\ B1 C1 e i (cx.x+~ y+y z) 

of, als 9. = (a.,~ ,Y) = kl!, met l~I = 1 

en A = .J\ B1 C1 ' 

<I> = A i(.9...r) 
e -

en i(9..r-wt) A eik('!_•!:_•Ct) • <p = A e - = 

Bij vaster stelt <peen trilling voor in r. Bij vaste t krijgen we 
een momentopname van deze trilling in elk-punt. Het getal k(~.r-ct) 
geeft de trillingstoestand aan, het is de fase der trilling.- - 1 Alle pun ten waarin de fase gelijk is aan f voldoen aan "t!L.r = ct + k f : 
de normaalvergelijking van een vlak. Het vlfk (golffront)-staat 
loodrecht op l!- en ligt op een afstand ct+ k van de oorsprong. 

Neemt f met 2R toe _dan hebben we dezelfde trillingstoestand in een vlak 

dat op een afstand 2; evenwijdig loopt aan het vorige vlak. 
2n 2Jtc c 

De golflengte is dus gelijk aan A = k = ~ = v • 
We zien verder dat bij variabele t de fase zich voortplant met een 
snelheid clangs de normaal 'It. Deze trilling is een lopen~e vlakke golf. 

De eerste top der golf ligt in het vlak !:•~=ct; de eerste knoop in 
n 

het vlak .!•!:. = ct + 2k. De fase O correspondeert met een massaverdichting, 

de fase R met verdunning. 

Bij de gekozen ex.,~, y hebben we nu een der basisoplossingen besproken. 
De andere oplossingen treden ook op als we voor a. en/of p en/of y de 
tegengestelde waarde kiezen. Nemen we verschillende waarden voor a.,~, 
y dan is ook een lineaire combinatie 

<p = EA e_i (9. .. !:_-wt) 

oplossing van (18.7). 

Opmerking. Ook de keus 

X" y11 Z" 
T = a.: ' T = - ~

2
' z = - r 

met ~ , ~ , y reeel /: 0 en - ~ + ~2 + y2 = k 2 leidt tot 

een oplossing. 



X = A1 ea.1 x + ~ e -a.1 x 

Yen Z als boven. 
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Stel a.1 > o. De oplossing ea.1 x is fysisch niet aanvaardbaar 

voor x > O, de oplossing e-a,x niet voor x < o. 
Neem bijvoorbeeld x > O, A1 = B2 = <; = C2 = O. 

_AB -a. 1 x+i{3y-iwt 
- 2 1 e . • 

Bij vaste x een golf in de y-richting. Deze golf ~mpt uit 
in de x+-richting. (Gaat een lichtgolf over van een medium 
naar een ander medium met kleinere brekingsindex, dan is er 
totale reflectie indien de invalshoek groter is dan de 
grenshoek. In feite wordt nog wel een deel doorgelaten: 
een vlakke uitdempende golf) 

Neem in (18.10) ~ =B
2 

= C1 = C
2 

= 0 en laat a en f3 de verzameling 

der reele getallen doorlopen. We kunnen schrijven (a.2 +{3 2 = k 2 ), 

a = k cos e , f3 = k sin 0 , O ~ a < 2ft. Dan zal 
V 

f2rc ik(x cos a+ y sin a - ct)d
6 <p ='b e (18.11) 

een oplossing der golfvergelijking zijn. De vlakken van constante fase 
bij een bepaalde a zijn de vlakken j_ (cos e , sin e , 0) 

y 

Stel x = r cosµ , y = r sin µ. 

e-iwt f2n 
8

ikr_ cos(a -µ) de . t l2n-µ eikr cos El dEI •l.(I) 
<p = = e 

0 -µ 
e-:i.wt s21t ikr cos e de. = e 

0 

m V O • 2 -iwt vve normeren <p • oor r = 1.s <p = n e • 

Stel <p = 2 -n; e -iwt J (kr), dan is 
0 

J (kr) = j__ 12
n eikr cos 0 e 

o 2-n; j d • 
0 

(18.12) 

J
0

(z) is de Besselfunktie van de eerste soort van de orde nul. 



J
O 

(kr) ·= 2: J2
1t {cos(kr cos 8) · + 1 sin(kr cos 8)} d8 

0 

= 
2
~ J1t {cos(kr cos 8) + i sin(kr cos 8)} d8 

-lt 
1 rlt 

= i J (cos(kr cos 8) + 1 sin(kr cos 8)} d8 • 
0 
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Stel 8 = 1t - X 

t cos(kr 8) Jilt cos d8 = cos(kr cos x) dx 
l =:r rlt 

sin(kr cos e) d0 sin(kr cos x) dx, J, 
i1t 0 

dus . f .z.lt 
J (kr) 2 cos(kr cos 8) d0. (18.13) 

0 = i 
0 

Reeksontwik.keling voor J
0
(kr). 

due Iv 

Io 

Iv 

dus 

Jl.1t co V 
-~ 

1 
(L_(-1) (kr cos 

- n: o v=o (2v)l 

_ ~ •_ (-1 )v (kr)2v Jin: 
- n: L c2v)1 

V=O 
0 (s~1)t 

0 

8 )2V 
) d8 = (uniforme convergentie) 

[ 
2v-1

0 
{n: 

= cos sin a]. ·f (2v-1){1- cos2 8) cos2v-2 8d8 
0 

0 

-~I 
- 2v v-1 

(v ~1) 

1 
I1 

1 
I2 - 3 1t = 2 1t; = 4 n:; - 1b • 

(2v-1) (2v-3) ... 3.1 I 
(2v) ! !. = 2v. (2v-2) 4.2 = V 2 2 ••• 0 (2 .v !) 



; V (18.14) 

Gevolg v 
J (kr) = z._ (-1 )

2 
(!!.)2v 

0 v=o (vl) 2 
(18.15) 

Deze reeksontwikkeling is bij grote kr voor numerieke behandeling 
niet erg bruikbaar. Daartoe leent zich beter de asymptotische ontwikkeling 
der integraalvoorstelling(zie later). De funktie J 0 (kr) is dus een 
oplossing van de (v~rgtlijking 6cj> + k2<1> = o. 
De vergeiijking 1~.7) 

6cj> + k 2 ♦ = O 

luidt in cilindercoordinaten (r,8,z) 

a2m 1 a,h 1 a 2m o 2"' 
...;..i. + - .=.. + - .::...i. + ::...L + k2 <I>= 0 
art r or rt ae2 oz2 

(ga dit na). 
Substitutie van 

♦ • R(r) D(8) Z(z) 

geeft 

zu .. 
dus Z is constant, stel ,2 • = I\ • 

(18.16) 

D" 2 dus Dis constant, stel = - n; stel n geheel om oplossingen cos n8 

en sin n 8 te krijgen waarvan de periode een deler van 2 x is. 
De vergelijking voor R(r) luidt nu 

R 11 + 1 R • + (At + k 2 
- ~) R = 0 r r2 

of, ala p = r V ">..
2 + k 2 en o(p) = 

011 + 1 o• + ( 1 - n 
2 

) o = o • 
p p2 



Noem p weer r en o weer 

1 R" + - R' + (1 -r 

R. De vergelijking 
n2 
- 2 ) R = 0 
r 
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(18.18) 

is de vergelijking van Bessel voor funkties van de orde n. 

We laten eerst zien dat J
0

(r) een oplossing is van de vergelijking 
ala n = O, en bepalen daarna voor willekeurige n de oplossing. 

n = o. d dR 
dr (r dr) + r R = o. (18.19) 

£{ R} g G(p) = J00 

e-pr R(r) dr 
0 

cf_{~:}= p G(p) - R(O) 

,[) dR [ -pr r dR dr d loo -pr dR d..{ r - } = e = - - e - dr dr 
O 

dr dp dr 

d d 
= - dp (p G(p) - R(O)) = - dp (p G(p)) 

IP d dR IP dR 
cl,{ dr (r dr)} = P ci{ r dr} dR d 

- (r -) = - p -dp (p G(p)) 
dr r=o 

£ ( r R} = - ~ G(p). 

Substitutie geeft 

Dus een oplossing is 

1 
G(p) = --. 

Vp2+1 

Dit is een rneerwaardige funktie. Voor de coupure nemen we het segment 
[-i,i]" 

We definieren rechts op de anede (waar p2 +1 reeel ~O is) w ala de 
gewone logarithme, zetten arg(p2 +1) continu voort, zodat links op de 
anede w gelijk is aan 

log(p2 +1) + 21ti. .. 
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Dus G(p) = 1 als p rechts op de snede 

als plinks op de snede. 

Voor Rep= O, Imp> 1 is p2 +1 reeel < o, en heeft Vp 2+1 het argument 

l1t, dus Vp2 +1 = i V-(p 2+1). 

Voor Rep= o, Imp< -1 is l/p1+1 = - i V-(p 2+1). 

Met de omkeerformule volgt 

y+ioo 
R(r) = ;!1 J G(p) epr dp 

y-ioo 

waarbij y > 0 9 want de singuliere punten van G(p) zijn +i en -L. 

Beschouw weer de contour K bestaande uit lijnstuk L van y-iR 
naar y+iR en de halve cirkel C naar links op L. 
Uit (17.24) volgt 

lim 
2
!

1 
J G(p) epr dp = O 

R-oo C 

zodat 

R(r) = lim 
2

~
1 
S G(p) epr dp. 

R-.oo K 

Binnen K liggen twee singuliere punten; we mogen K vervangen door een 
willekeurige contour om +i en -i en nemen hiervoor K1 : 

het lijnstuk van o-i naar o+i, halve cirkel om i naar 
-6+i, lijnstuk naar -o-i, halve cirkel om -i naar 6-i. 

R(r) = 
2

1 . s eprG(p)dp = lim 
2

1
1 

\ eprG(p)dp 
n:i K 9 6 ,v o n: i, 

= --1..._ f i _ep_r_dp + _1_ ('i ___ e=p_r ____ dp 1 Ji epr dp 
21ti ~i v'p1+1 2n:i~ ... vp2 +1 = 1d .... 1 i/pl+1 . 

eir cos e 1 J.1t · e 
-~---------~---~- d (i cos e) = i e

1
r cos d8 = J 0 (r) 

V1-cos 2 e o 
= ..1.lo 

rci 
TC 

(zie 18,.12) 
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Laten we y naar nul gaan, dan vinden we dus 

1 Jjpo pr 1 Ji epr 
21ti 

e dp = i dp 
-lP'l' Vp2+1 n -i q-:;f 

of 
-i pr Jioo pr 

= 2:1 r epr 

2:i Jioo e dp 
+ 2~i e dp dp. (*) 

q:;;; i Vp'"+1 -i ,Jpr.;-r 

Ii pr dp 1 e dp (p=-iA) 
= 2ni i -i 'l-(p2'+1 ) 

= 

- 00 

-1f 
-i"-r e 

d"-= 21d vrr:::f' 1 
;Loo 

= 2~i J pr 
dp e d = (p=iA) 

1 v'-(,P2 +15" P i 

2:iJ
00 Ur -e dA = 
~ 1 

2~i r.· 
. -i 

epr . 1 
-- dp = - J (r). Vp'°+1 2 o 

Stel 

(18.20) 

en 
(18.20a) 

H( 1 )(r) is de funktie van Hankel van de 1° soort van de orde nul. 
0 

H( 2 )(r) is de funk.tie van Hankel van de 2° soort van de orde nul. 
0 

(De funkties van Hankel heten ook wel Besselfunkties van de derde soort.) 
We vinden dus uit (*) 

H( 1 )(r) + HC 2\r) = 2 J (r) (18.21) 
0 0 0 

H( 1)(r) en H( 2)(r) complex geconjugeerd. (1'8.22) 
0 0 
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Een 
A= 

andere vorm van de Hankelfunkties vinden we door de substitutie 
cosh µ 

H( 1 ) (r) 
0 

2 P
00 

ir cosh µ. d 
= tti J e µ 

0 

(18.23) 

_ ~ Seo -ir cosh µ dµ 
- &i e • 

0 

De integralen in (18.20) zijn niet absoluut convergent. We tonen de 
relatieve convergentie aan. 

S
eo iA.r co Joo 

e d1'. = J cos kr d1'. + i sin Al" d1'.. 
1 ~ 1 ~ 1 vr;,r::=f 

In plaats van f°
0 

sin A.I' d1'. beschouwen we r sin A.r dA. = r si; l d;y. 
~ v~t -1 1 r 

(zie ook blz. 110/111) 

(2k+2)1t 

I 
2kn: 

.. (rk+1)1t 2(k+1)n: 
sin z dy = sin y dy + J sin y dy 

1 2 1t y (2k+1)1t y 

1 (2k+1 )~ 1 (l+2)x 
< 2kn: s . sin y dy + 2(k+1 )1t 

2k1t ( +1)'K 

1 
= - -kn: 

1 
(k+1)n 

De integraal wordt dus gemajoreerd door een convergente reeks. 

sin y d7 • 

Analoog voor de andere integraal. De integralen in (18.20), dus ook die 
in (18.21), zijn dus relatief convergent. 
Opmerking: 

SN sin Y dy = 
r y 

Ook hieruit blijkt de convergentie. 

Men kan aantonen dat de funktie H( 1)(r) voldoet aan de vergelijking van 
Bessel van de orde nul 0 

R" + 1 R' + R = O. r 

+ ir
2

, r
2 

> 0 en stel 

R(r) =Joo f eir cosh µ dµ = 
0 0 

ir
1 

cosh µ .. r 2 cosh µ 
e ~µ. 



dR 
dr = 

d2 R 
dr 2 

i J00 

coshµ 
ir cosh µ dµ e 

0 

00 

-f 2 ir cosh µ dµ = (cosh µ) e 

0 

r ir cosh 
µ dµ -[ (sinh µ) 2 = e 

0 0 

= - R - ~f sinh µ d (eir coshµ) 
0 

8
ir 

1 ir cosh µ] 
00 

i:f = - R - ir [sinh µ e + 
0 

0 

= - R + 0 - 1 R' 
r 

dus R voldoet aan 

1 
R11 + - R 9 + R = O. r 

cosh µ dµ 

cosh µ e ir cosh µ dµ 

Laat nu r
2 

tot O naderen, dan nadert ; 1 R(r) tot H~1 )(r), en H~ 1 )(r) 

zal aan dezelfde vergelijking voldoen. 

Omdat H( 2)(r) = H( 1)(r), zal ook H( 2)(r) aan de differentiaalvergelijking 
0 0 0 

van Bessel van de orde nul voldoen. 

19a De funkties van Bessel 

We hebben gezien dat de funkties 

= .1.. f'lt eir cos 8 de = 
Jo(r) 2it ~ 

oo k 
= )(-1) (!:.)2k 

~(k!)z 2 

HC1\r) -iJ iAr e d>i. - 1ti = 
0 ~ 1 

00 

H( 2 ) (r) s -i>i.r -2 e d>i. = n;i = 0 ,J>i,2 .. 1 1 

cos (r cos 8) d8 

2 f ir cosh 1' d 7ti e µ 

0 
00 -~ I -ir coshµ dµ e 

'ltl. 

0 
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aan de vergelijking 

R" + 1 R' + R = 0 r 

voldoen. 
Beschouw de differentiaalvergelijking van Bessel van de orde v 
(v willekeurig > 0) 

1 v2 
AJ"(r) + - J•(r) + (1 - -) J(r) = O (19.1) 

r r2 

of 

Stel 
A co k 

J=r Lakr 
k=o 

co k+A 
J =L.ak r 

k=o 

J '= ~ (k+A) ak rk+A-1 
k=o 

Substitutie geeft 

due 

f~-2 (k+A--v) (k+A+v) ak = 

of 
(X-v)(A+v) a

0 
= 0 

(x +1-v )(11,+1+v) a1 = 0 

(A+k-v H"-+k+v) ak = -ak-2' 

a F- 0 due ( 19. 2 ): X1 = v , X2 = -v. 
0 

2 ~co k+A 0 v ak r = 
=o 

ale k = 0 of 1 
ale k ~2 

k ➔ 2 

(19.2) 

(19.3) 

(19.4) 



,~ = "·I 
Dan (2v+1) a 1 = 0 

en k(2v+k) ak = -~_2 , k ?2• 

dus a2k+1 = 0 (k ~ 1 ) 

en 
-a2k-2 . 

a2k = 4k(v+k) (k ? 1 ) 

(-1 )k 
a2k = k.. 

4'°K!(v+k)(v+k-1) ••• (v+1) 

Een oplossing van (19.1) is dus 

1 of als Jv(r) = --v J(r), 
v!2 

00 
( .. 1 )k v+2k 

J ( ) ~ __,,___ (!.) 
v r = L_ k! (v+k) ! 2 

k=o 

I "-2 = ... v I Dan ( 1-2v) a 1 = O 

k(k-2v) ak = -ak_2 , k ? 2. 

Stel 2v f geheel • 

... a2k ... 2 
a2k = 4k(k ... v) (k ~ 1 ) 

- . ( .. 1 )k a 

- 22kii:1(k-v)(k-1-v) ••• (1-v) 0 

Dus de tweede oplossing van (19.1) is 

J(r) = r••i:._ <;~k (-v) I r2k 
k=o 2 I (-v+k) 1 
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(ook geldig voor k = 0). 



of, ala J (r) = -v 
1 J(r) 

2 ... v(-v)! 

OD (-1 )k -v+2k 
J ( r) ~ --,,.---,.......- (!:.) 
-v = kL.._ kH-v+k) ! 2 =o 

• 

Jv(r) is de Besselfunktie van de eerste soort, van de orde v. 
r V 

J v<r) = (2) x gehele funktie in r. 

v ! is geschreven voor r(v +1). 
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De algemene oplossing van (19.1) is dus A1J (r) + A2J (r) als 2v ~ 
V .. y 

geheel; hierbij mogen A1 en A2 funkties van v zijn. 

2v = geheel 9 v = n = 0,1,2, •••• 

Ook nu is a 2k+1 = 0 (k ~O). De eerste oplossing (zie 19.5) is 

~ (-1 )k r n+2k 
Jn(r) =~k!(n+k)! (2) • 

1 r n 
Rond z = 0 hebben we J (r) ~ (-2 ) • n n! 

Bewijs zelf: 

J (r) = (-1)n J (r), 
-n n n geheel. 

Dus X2 = -n gee ft geen twee de oplossing. 
De recurrente betrekking wordt voor X2 = -n: 

k(k-2n) ak = -ak_2 (k :r2) 

waaruit volgt a = O, in tegenspraak met de veronderstelling. 
0 

1 2v = geheel, v = m + 2, m =.0,1,2, •••• 

De oplossingen zijn 

OD (-1 )k r m+f+2k 
Jm+f =kk!(m+½+k)! (2) 

(19 .. 9) 
OD ( ... 1 )k -m-f+2k 

J L ---- <!:.> -(m+f) = k=o k! (-m-f+k) I 2 



Bewijs (gebruik opgave op blz. 128) 

J¼ (r) = \[!i sin r 

J (r) = \ fI cos r -t Yir 
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(19.10) 

Al.av nadert tot nul, naderen Jv(r) en J (r) tot J (r). De vergelijking -v 0 
van Bessel van de 
twee oplossingen. 

orde nul (en van de orde n, n geheel) heeft echter 

0 JV (r) 
Beschouw ( ........ .---) av 

Jv-J .v 
, de limie t van --- voor v ➔ 0. 

v=o 2v 

Stel 

aJV f- (-1)k 
a;= 1t=;o" k!(v+k) ! 

f-Cµ-1) I 
(j> (µ ) = µ (µ -1 ) I 

µ l = µ (µ-1) I 

. a 
r v +2k { r ov (v +k) I } 

(2) log 2 • (v+k) I • 

(µ willekeurig) 

logµ I = logµ + log (µ-1) ! ;. 

differentieren ge~ft 

1 
<I> (µ +1) = µ + <I> (µ ) 8 

Elders wordt bewezen 

<I> (1) = ... y 

waarbij y de constante van Euler is, gedefinieerd door 

y = lim ( 1 + 1 + 1 + • • • + 1 - log n) 
n ➔ co 2 3 n 

Dus 

y = 0,577 215 664 901 532 5 •••• 

<1> (m+1) 
fCµt > 

=(Y:µ1) 
µ=m 

(19.11) 



= (y + log ~) 

is de funktie van Bessel van de tweede soort van de orde nul 
(ook met notatie N

0
(r)). 

( 19.13) 

Y
0
(r) voldoet aan de vergelijking van Bessel van de orde nul, en verder 

geldt 

zodat (zie 18.21) 

H( 1)(r) = J (r) + i Y (r) 
0 0 · 0 

Zonder afleiding geven we de Besselfunktie van de tweede soort 
(Neumann-funktie) van de orde n. Hierbij is y' = er. 

Rond z = 0 is y (r) ~ (n-1)! (£
2

)-n, 
n 'ft 

n F o 

Yn (r Y voldoet aan de vergelijking van Bessel van de orde n. 
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De Hankel-funkties van de orde n zijn 

H( 1)(r) = J (r) + iY (r) } n n n 
H(2)(r) 

. 
= J (r) - iY (r) n n n 

Gemodificeerde Besselfunkties van de orde nul zijn (zie 

Gana 

d2 I -+ 
dr 2 

I (r) 
0 

dat beide funkties voldoen aan de vergelijking 

1 !!I - (1 + n
2

)I -- 0 met n 0 r dr = • r2. 

(19.17) 

18.15 en 

Voor een numerieke berekening van funktiewaarden zijn bij grote r 
van de betreffende reeks veel termen nodig. 

00 

18.23) 

Een (gewone) reeks> un(r) is convergent voor r€A, indien voor elke 
N n=1 

r €.A lim > u (r) bestaat. 
N- oo 'n=?f n 

Een voorbeeld hiervan is de Taylorreeks bv. om x = O, die convergeert 
als lim RN(x) = O: 

N➔ oo 

f(x) = ~ :: /n) (0) + RN(x) 
n=o 

met o < e < 1 (Cauchy) 

of (Lagrange) 

Afleiding van de laatste vorm 

f(x) = f(O) + fx f' (t)dt 
0 

= f(O) - j t•(t) d (x-t) 
0 

= f(O) - C(x-t) t• (t)] x + Jx (x-t) f"(t) dt 
0 0 

. 1 r = f(O) + x f 1 (0) - -
2 0 

f 11 (t) d (x-tf 
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= f(O) + x ft (0) + ½ x2 f"(O) + •• • + itf xN f(N) (0) + 

+ ;1 lx (x-t)N f'(N+1)(t) dt. 
0 

Voor numerieke berekeningen kunnen divergente reeksen soms ook gebruikt 
worden. Zo'n reeks kan bijvoorbeeld ontwikkeld worden uit de integraal­
voorstelling der betreffende funktie. 

Voorbeeld 

I -rA 
Beschouw de funktie F(r) = T dA. 

1 

0 < F(r) <100 

e-r"- d"- = 1 e-r 
'1 r 

(r > 0) 

Partieel integreren, zodat r in de noemer komt. 

Stel 

met 

Fk(r) 

Fk(r) 

F(r) 

= 
j -r"-
~ dA 

1 Ak 
(k ~ 1) 

= - 1 Joo j_ 
r 1 Ak 

d(e-r"-) = 

1 -r 
= - e r 

.1. e-r 
r2 

+ ••• + 

1 -r 

= ( .. 1 )n+1 (n+1) I r e-rA dA • 
Rn n+1 ,n+2 

r 1 "' 

-r k ( ) 
e - r Fk+1 r • 

••• 

-r 
e 

00 
( 1 )~I u 

De reeks L - k 
k=o r 

berekeningen zeer bruikbaar. 

is divergent (l_!L_I = ~), maar voor numerieke 
uk-1 r 

f .-r>. cl>. = 

1 

-r e • 

I ( ) I 1 -8 ( ) Nemen we bv. r = 1000, dan is R1 1000 < 2 • 10 dus F 1000 is, 

door twee termen te nemen, te bepalen in 8 decimalen nauwkeurig • 
... 1 

Voor r = 10 is de tout te groot; in dit geval een andere methode volgen. 



PD-175 

Opmerking. 

F(r) =f 
1 

(de exponentiaal-integraal). 

( ... 1 )n+1 e-r r n+1 
waarbij R = l!:,._ e-µr dµ 

n 1+µ 
0 

zodat IR I --r r n+1 -µr dµ 
(n+1) ! -r < e µ e = n+2 e • n 

0 r 

1 Hierboven is 1+µ niet vervangen door een reeks? maar door een polynoom 

plus correctieterm. 

Terwijl we bij een klassieke reeks IR (r)I klein proberen te maken door 
bij vaster n groot te maken, probereft we bij een asymptotische reeks 
]R (r)I klein te maken door bij vaste n r groot te maken. n 
Behalve asymptotische convergentie voor r- kennen we ook a.symptotische 
convergentie voor r- r

0
, namelijk ale bij vaste n lim Rn(r) = O. 

Bijvoorbeeld 

convergentie ala lim 
n-oo 

R (r) = 0 n 

r-r 
0 

asympto tische convergen tie voor r - 0 ale lim 
r-o 

R (r) = O .. 
n 

Voor een nette funktie is de reeks van Taylor zowel convergent ale 
aaymptotiach convergent voor x- O. ( 1 ) 
Wat ~it laatste betreft, stel n vast en If n+ (x)I < M. Dan is 
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IRn (x) I = :! I Jx (x-t)n f(n+ 1 \t) dt j < :! llx (x-t)n dt I = 
0 0 

M lxln+1. 
= (n+1) ! 

We leiden nu voor K (r) een asymptotische ontwikk.eling af voor grote r. 
0 

met 

K (r) 
0 

K (r) 
0 

r -r = e 
0 

h (cosh µ = A) S"° -AT 
cos µ d µ = e dA 

1 ~ 

(Cauchy). 

1 -rJ00 -µr -t{ta 1 ( ) (u)k L = - e e µ k' -t (k) 2 + Rn J d)-l 
V2 o =o · 

n oo 

= ..1.. e-r L~ (-t>c) j_ s e-µr µk-t dµ + Q 
V2 k=o k. k 2k """n 

0 

~ _ ..1... -r 100 

-µr -t 1 ( 1 . te )-n-i (l!:.)n+1 d - e e µ ( 1)' + µ 2 µ. V2 n+ • 

(-½)(k)(k-½)(k) = (-½><-¾) ••• (-t9k+1)(k-½)(k-¾) ••• 

= (-1 )k { (2k-1) ~~-3) ... 1y 



dus 

1 -r ~=-e 
V2 

1 -r <-e 
V2 

1 e ll: d f -µ.r n+t 

2n+1 (n+1) ! (146µ.)n+! µ. 
0 
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1 f 
· ,-1_ 1 -r 3 

e-µr µ. n'T'2'" dµ. ___ e r ( ) 
2n+1 (n+1) ! = (n+1) ! (2r )n+i n+2 • 

0 

(19.20a) 

Bij vaste n en gegeven c > 0 is een r
0 

te vinden zodanig dat uit 

r > r
0 

volgt: ~ <c. De reeks is asymptotisch convergent, 

(19.20b) 

-r 

-r 
K (r) > O; K (r) ~\ fil

2 
!,__ (r-. oo); in r = 0 heeft K (r) een 

o o V2 'Vr . o 
logarithmische singulariteit. 

H(1)(r)~ vr ir 1 2 .£.. _!__ ( 1 + •• 0 } 

0 Xi V-ir + Sir .. 128r 2 ala r- oo 

of H(1 ) (r) ~ \J¾ i(r-t) 1 2 + ••• } e {1 + 8ir -0 r 128r2 ala r-oo 

dus (zie 18.22) 

,. H(2) (r) ~ I /2 -iCr-*) 1 2 
o V'iir e {1- Bir - 128r2 

(19 .. 21) 

ala r -oo 



dua (zie 19.15; we nemen alleen de eerste termen) 

J
O 
(r) ~ V! cos (r - f) ala r- oo 

Y
0
(r) ~~sin (r - f> ale r- oo • 
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Zijn Pn en on den-de nulpunten > 0 van J
0
(r) resp. Y

0
(r), dan is dus 

Grafiek 

Jo(r) 

en a ~ n 
1 q:tt + nn. 

De amplitude dezer golflijnen gaat voor r-oo 

-r 

-r 

naar nul als 1 -· Vr 
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20. De golfvergelijking (vervolg) 

J
0

(r) en Y
0

(r) waren r-afhankelijke oplossingen van de vergelijking 

.2:.! + ~ + k 2 <I> = 0, 
ax2 a,.2 

0plossingen van 

~+~-.1..~=0 
ox2 oy2 oc 2 ot2 

zijn Vli i(kp- i - wt) 
H( 1 ) (k ) -iwt ala p - 00 

0 p e ~ P e 

H( 2 ) (kp) -iwt VFo 1(-kp+ f -wt) (20.1) 
e ~ e als p-=· 0 p 

H(1) beschrijft een divergerende golf (fase constant~p - ct 
0 constant) 

H(2) beschrijft een convergerende golf (fase constant~+ ct 
0 constant). 

1 De cofactor - is als volgt plausibel te maken. De energie in de golf 
Vp 

is constant; energie ~ (amplitude) 2 ; de energie wordt verdeeld over 
steeds grotere cirkels waarvan de omtrek evenredig is met p; 

dus energie ~ 1. Dus amplitude ~ .1.. (oneindig lange 1- dimensionale 
P VP 

stralingsbron). 
De drie-dimensionale golfvergelijking luidt 

~+~+~-..1..~=0 
ox2 o;y2 oz2 c2 ot2 

-iwt k of met ~(x,:r,z,t) = <j>(x,y,z) e en 
I.I) 

= -C 

i..ie + i..ie + LJ + k2 <1> = 0. 
ox2 oy2 oz2 

Stel <I> alleen afhankelijk van r = Vx2 +y2+z2 en schrijf de vergelijking 
in bolcoordinaten 

...l. .l.. (r2 ~) + k2 .<I> = 0 
r2 r or 

(20.2) 



of 

of 

De oplossing is 

!ikr 
r ♦ Cr) = e 

of 

4>(r) A ikr B -ikr =-e +-e r r 

en 

cp Cr, t > A iCkr-wt) 
= - e r 

B -iCkr+ tit) . 
+ - e • ·r 

Amplitude 2 ~ energie ~ Cboloppervlak)-1 ~ 1 
r2 

dus amplitude~ 1. Cstralingsbron in de oorsprong) · r 
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(20.4) 

In dit driedimensionale. geval 
in het tweedimensionale geval 
Dit is in overeenstemming met 
oplossingen van t\cp = 0. 

1 gaa t cj> naar - ale k naar nul gaa t ; 
gaat ct> naar iog r ale k naar nul gaat. 
de vroeger gevonden r-afhankelijke 

De gevonden oplossing· C20.5) 

·c t) A ik(r-ct) cp r, = - e r . 

voldoet dus aan 

B -ikCr+ct) + - e r 

..1. ..!.. Cr2 ~) ... ..1. ~ = O. 
r2 or or 0~ ot2 (20.6) 

De reele divergerende oplossing is Cdezelfde letters voor andere 
cons tan ten) 

A · B 
cp1 (r,t) =--r cos k (r-ct) + - sink Cr-ct). r . 

Dit is een lopende golf. De plaats der knopen, punten waar de 
:~itwijking nul is, is veranderlijk met de ~ijd. 
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Ook de funktie 

( t) A kr -i<.ot B . kr -ic.ot 
~2 r, = r 006 e ~ r sin e t 

die ontstaat door eerst de reele <1>-oplosoing te nemen, voldoet aan 
(20.6), en dus ook 

A B 
~,(r,t) = r 006 kr 006 wt+ r sin kr cos wt. 

Dit is een staande golf. De plaats der knopen is vast. 

Opgave. Verifieer deze oplossingen direkt. 

We leiden uit de divergerende oplos'sing van het 3-dimen6ionale 
probleem die van het 2-dimensionale probleem af. 

De divergerende oplossing van (20.3) is <j>(r) =1eikr met r = Vx2 +y2 +z2 
r 

(bron in de oorsprong). DezeJ.fde funktie met r = V(x-a)2 +(y-b1 +(z-0)2 

zal ook voldoen (bron in (a,b,o)). • 
We beleggen nu de z-as met bronnen met diohtheid 1. 

De bij (o,o,c) behorende golffunktie is 

e 
ik Vx2 +y2 + C z-c )2 

-:====:;=:;===-:;-;- • 
Vx2 +y2 + < z-c )2 

Dus met P = i.Jx2 +y2 en o-z = l; vinden we voor de totale potentiaal 

00 ikVp2 + ( z-c )2 f •ik'/p 2 
•~• 

d~ =2 J ik.Vp2 + z;2 

_1 
e de e 

di; = 
VP2 +(z-c) 2 ,Jp2 + z;2 ,Jp2 + ~2 

-oo 0 

(l; = p sinh A ) 

= 2 f eikp cosh X d1'. = 1ti H{1)(kp). 
0 0 

Hankelfunkties van hogere orde 

In het algemeen zullen, ala ~(x,y,z) voldoet aan AU= O, ook de 

funkties ~ en elke riohtingsafgeleide * voldoen aan AU= o. 
Hetzelfde geldt voor de vergelijking AU+ k2 U = O, ook in 2 
dirnensies .. 

Nu is H( 1 ) (kp) oplossing van ti + ll + k2<j> = 0, dus ook 
o ax2 ay2 



en 

...2.. :e:< 1 ) (kp) = ~ H( 1) (kp) sin 8 
07 o dp o 

en, als D de operator~+ i ~ voorstelt, 

We definieren nu 

dus 
d 2 r eikp cosh A dA 

= - d(Itp) n:i 
0 

CID 

= ... g_ r eikp cosh 1\. cosh A d1'. 
11: i) ' 
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X 

(Imkp>O). 

Stel A = >.. 1 + i >..2 ; cosh i\ = cosh i\ 1 cos 11'.2 + sinh i\1 sinh i>..2 

= cosh >.. 1 cos 1\. 2 + i sinh 1\. 1 sin >- 2 • 

De e-macht in de integrand van H~ 1 )(kp) wordt 

ikp cosh i\1 cos 1'. 2 - kp sinh 1'.1 sin i\ 2 
.e 

alsi1'. 1 > 0 dient sin A. 2 > 0 bv .. 0 < A-2 < n: en 

ala i\1 < 0 dient sin 1\. 2 < 0 bv. - n: < 1\.2 < O. 

=-~foo 
0 

= - ¼ f 
000 

_ ... 1 r 
- n: l 
= _ 1 J 

1t s 

8
ikp cosh A cosh A di\ 

eikP coal: A ( A ..,J\.) e + e 

8
ikp cosh A eJ\.di\ + i j 

0 

eikp cosh i\ + i\ di\ 

di\ 

e 
ikp cosh A. ei\d(-A) 

(in tweede integraal subatitutie i\ = -A' en i\' weer i\ geno~md). 

Sis hierbij een integratiecontour, 
het Sommerfeld-contour, van 
- 00 + ai .naar oo + bi dat geheel ligt 
in.-,'.de gebi~den {i\1 <O, -n:< A2 < 0 } 
en •{1\.1 >O, 0 < A-2 < n:} .. 

.. 



Dus 

en 

a<1) (kp) = 
1 

1 f eikp cosh A_ +A dA 
1t s 

H(1) (kp) = j_ J eikp cosh>i. dA 
0 1ti S 

(20.10) 

We kunnen zo voortgaan; alle funkties rf- H( 1)(kp) zullen voldoen 
aan de golfvergelijking. 0 

We drukken D uit in poolcoordinaten. 

a a a an a aa ( a oo a ae) 
D = ai + 1 a,- = ap ~ + aa ax + 1 ap iy + ae ry 

a sin 8 le+ i(sin 
a cos 8 

= cos e- - 8- + op p op p 

i8 a i o 
= e <ap+"paa). 

Dit klopt met (20.7). 

Bewering: 

J/1 J 0 ikp cosh >. d>. = (ik)n 0 in8 J 0 ikp cosh >. + nA dA. 

(20.-11) 

Bewijs. Door volledige inductie. 

i) 
7re) 

De gelijkheid is geldig voor n = 1, want dan staat er (zie 20~10, 9) 

in overeenstemming met (20.8). Veronderstel geldigheid voor n = m~ 

Dan is 

Dm+1 f eikp cosh A dA = (volgens onderstelling) 
s 
= D {(ik)m 8 im6 s 8 ikp cosh A+ mA dA} 

s 
= (ik)m 8 i6 (..2... + !, ..2...) eim8 f 8 ikp cosh i\ + mi\ di\ 

op p ae d 
= (ik)m 8 16 8 im8 J' ik eikp cosh A +mA coshA dA 

s 
. + (ik)m ei8 ~ im 8 im8 J eikp coshA + mA d~ 

s 
• = (ik)m+1 ei(m+1)8 S 8 ikp cosh A+ m),, coshi\ d>t. 

s 
_ (ik)m 

8
i(m+1) 8 1 J 

8
ikp cosh A d(emA) 

p s . 
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= {ik)m+1 8 i{m+1 )e S 8 ikp cosh A+ mA cosh A dA 
s . 

+ O + {ik)m ei(m+1 )e ¼ J eikp cosh A+ mA ikp sinh A dA. 

= {ik)m+1 ei(m+1 )e 1 eikp cosh A+ mA {cosh A+ sinh A) dA. 
s 

= {ik)m+1 
8

i{m+1)8 J 
8
ikp cosh A +(m+1 )A dA. .. 

s 

De gelijkheid is dan ook geld1.g voor n = m+1, dus voor alle gehele 
n :ro. 
We definieren nu de Hankelfunkties van de 1e soort en orde n door 

H( 1 ) (kp) 
n 

zodat 

H~ 1) (kp) = x"i. (-i)n J eikp cosh A+ nA dA 

en die van de 2e soort door 

(20 .. 12) 

(20 .. 13) 

Zonder bewijs: deze definitie is in overeenstemming met (19 .. 17)~ 

Recursieformules 

Voor elke cilinderfunktie C (z) geldt n 

Bewijs .. 

(20., 14) 

d(:p) H~ 1) (kp) = ::i. (-i)n s eikp cosh A+ nX i cosh )I.ell< 
s . 

. = ~ (-i)n i { J 8 ikp cosh 'A. +(n+1 )AdA+ J 8 ikp cosh A +(n-1 )'A. d'A. } 
2~1 s s 

= ... 1 H(1 ){kp) + 1 H( 1 )(kp)., 
2 n+1 2 n-1 · 
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Dils (20.14) geldt voor C (z) = H( 1)(z); met (20.13) en (19.17) 
n n , 2 ) 

volgt dan ook de geldigheid voor H' (z), J (z) en Y (z). n n n 

H(1)(kp) + H(1)(kp) = 
n+1 n-1 

..1.. (-i)n+1 { S eikp oosh). +(n+1 )AdA _ J 8 ikp cosh 7'. +(n-1 )>..d>.. } 
rl s s 

= tf (-i)n+1 f eikp cosh A+ ni\ (e7'. ... e ... ).,) dA 

s 

= 'ft. (-i)n+1 J eikp cosh >.. + n7'. sinh i\ d11. 
s 

= ½ (-i)n+1 ~P I en). d(eikp cosh A) 

= ....::,g,_ (-i)n {O _ n f eikp cosh)., + nA d7'.} = + ~ H(1) (kp). 
1tikp S · kp n 

(20.15) geldt voor C (z) ~ H( 1)(z) due ookevoor H( 2)(z) J (z) en 
n n ' n ' n 

Uit (20.14, 15) volgt nog 

cn ... 1(z) = !!. C (z) z n + c•(z) n 
(ao .. 16) 

en 
= !!. C (z) C 1 (z) ... c•(z) (20.17) 

n+ z n n 

21. Bolfunkties 

De potentiaalvergelijking 

u + u,nr + u = o (21.1) xx .,., zz 

luidt in bolcoordinaten (r,8,<p), waarvan de betrekkingen gegeven 
worden door 

x = r sin e cos <p } 
y = r sin e sin <p 
z = r cos e , 

als volgt 

(21.2) 
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1 rt au 1 a au 1 a2 u 
- ..x.. (r2-) + --- -;-a (si:n8ae> + --- - = 0 (21.3) 
r2 ar ar r2 sin e u u r2 sin2 e acp2 

en de golfvergelijking 

-
1 _a (r22.!!) 1 a au 1 · a2u 2 + --- ;;-8 (sin8-;-8) + --- - + k u = o. 
r2 or or r2sin 8 u u r2sin28 aq,2 

Stel U(r,e,cp) = R(r) Q(8,cp). 

Substitutie, gevolgddoor vermenigvuldiging met 

1 d 2 dR 1 1 o ~ 1 
R cir (r dr) + Q (sine Te (sine ae> + si?le 

(21 .. 4) 

(21 .. 5) 

r 2 (RQ) ... 1 , geeft 

~} + k 2 r 2 = 0. 
ocp 2 

Stel het r-afhankelijke gedeelte gelijk aan -1, en het (8 9~)­

afhankelijke gedeelte gelijk aan A. 
Dus 

! (r2 ::) +(A+ k 2r 2 ),R = 0 

en 
2 

sin e ~ea (sin 8 ~) + Ll - A sin2 8Q = o. 
u ae acp2 

Substitutie, gevolgd door deling door N, geeft 

sin e d ( i e dP) + 1 d2~ - A sin2 8 = o. 
p d6 s n de ~ dcp2 

(21 .. 6) 

(21 .. 7) 

(21 .. 8) 

Stel het 8-afhankelijke en cp-afhankelijke gedeelte gelijk aan 
m2 resp. -m2 , zodat 

(21.,9) 

en 

sin e ..2.. (sin 8 ~) - (m 2 + A sin2 e) P = o. d8 de 
(21 .. 10) 

Ecn oplossing van (21,.4) is bekend zodra we oplossingen bezitten 
van (21.6, 9, 10). 

(21.9) heeft de basisoplossingen 

~ = e ± imcp_ (21 .. 11) 

waarbij we min het algemeen geheel veronderstellen, omdat we een 
in de ruimte eenduidige oplossing wensen. (Toename van cp met 2n 
geeft dan·dezelfde oplossing.) 
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Voor k = 0 luidt (21.6) 

d dR 
dr (r 2 dr) + AR = 0. 

Bewering: bij geschikte A is R = rn een oplossing. 

Substitutie geeft inderdaad A= - n(n+1). Uit de bewerking blijkt 

dat ook R = r-(n+1) voldoet. (Vergelijk de cirkelfunkties r±n sin ne 
+ . 

en r-n cos ne, die voldoen aan U + U = O.) xx yy 
We stellen dus A= - n(n+1) en beschouwen (21.6) 

..2.. (r2 ~) + (k 2r 2 
- n(n+1) R = 0 dr dr 

of 
R" + _g_ R' + (k 2 

- n(n+1 )) R = O. 
r r2 

Dit doet ons denken aan de vergelijking van Bessel. De term _g_ R' is r 
te veranderen in 1 R• door de substitutie 

r • 
R(r) = U(r) V(r) 

die de vergelijking doet overgaan in 

U"V + 2U'V' +UV"+ _g_ (u•v + UV') + (k 2 - n(n+1)) UV= o .. 
r r2 

Kies nu V zo, dat 

2U'V' + ~ U1 V = 1 U'V. r r 

1 (Nemen we rech~erlid = O, dan verdwijnt de term - R') r 

v• 1 Dit geeft T = - 2r, waarvan een oplossing is: V = r-t .. 

De vergelijking wordt, na vermenigvu~diging met Vr, 

U" + 1 u• + (+ t r-2 -2 + k2 - r .. 
r 

of 
un + 1 U' + (k2 - (n+f)2) U = o. 

r r2 

Hiervan zijn de oplossingen (zie 19.1, 

~odat oplossingen van (21.6) zijn 

1 
" R(r) = Vr J ±Cn+f) (kr) 

n(n+1)) 
r2 U = 0 

9) 

(de sferische Besselfunkties) 

(21.12) 



, \ 

Opmerking: 1im 1 ...1.. J (kr) 1 
= 

k-o ~ Yr n+½ V2(n-fi) I 

lim kn+½ ..1. J (kr) V2 
-n-t = (-n-t) ! k .... o Yr 

Oplossingen van (21.4) zijn dus de funkties 

+ ..1. J (kr) e -im<p p(e) 
Vr !(n+t) 

waarbij P(8) een oplossing is van (zie 21.10): 

(!.)n 
2 

r -(n+1) 
(2) • 

d dP sine d8 (sine d8) + (n(n+1)sin2 e - d) P = o. (21.13) 

We substitueren x = cos e; P(e) gaat over in een funktie die we aanduiden 
d d 

met P(x); de = - sin 8 -;Ix· 

De vergelijking wordt 

of 

d dP m2 
dx ((1-x 2 ) di)+ (n(n+1) - --) P = O 

1-x2 

2x: + (n(n+1) - ~) P = O. 
1-x2 

Dit is de differentiaalvcrgelijking van Legendre. 

(21.14) 

De oplossingen hiervan heten Legendre- of bolfunkties. De veelterm­

oplossingen zijn de veeltermen Pm(8) van Legendre en wel voor m = 0 
n 

de gewone veeltermen P (8) en voor m > 0 de geassocieerde veeltermen. 
n 

Im= o I 
(1-x2

) P 11 (x) - 2x P' (x) + n(n+1) P(x) = O. 

We proberen een Oflossi~ te vinden door machtreekssubstitutie. Na 
deling door de coefficient van P"(x) blijkt x = 0 een gewoon punt te 
zijn voor de coefficienten van P 1 (x) en van P(x). 

We substitueren dus P(x) =~:oak xk (en niet, zoals in 19.1 
A co k 

X L ~ X ). 
k=o 

Het ,.resultaat is 
co k co k 
~ (k+1)(k+2) ak+2 x - '=o (k(k+1) - n(n+1)) ak x = 0 
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zodat (k+1 # O, k+2 # 0) 

k(k+1)-n{n+1) (k-n)(k+n+1) 
(k+1)(k+2) ak = (k+1)(k+2) ~ (k ~ 0) • ( 21 .16 ) 

De oplossing is dus van de gedaante 

P(x) ••• 
2k 

X • •• 
2k+1 

X 

een lineaire combinatie van 

De machtreeksen convergeren 

de twee lineair onafhankelijke oplossingen. 

voor Ix I < 1, want lim I ~+2 I = 1. 
k-oo ~ 

Voor n geheel ~ 0 is a 2 = O; voor even n is de eerste reeks een n+ 
veelterm, voor oneven n de tweede reeks. Dit zijn de veeltermen P (x). n 
P

2
j(x) is een even funktie; P2j+1 (x) is een oneven funktie. 

Intermezzo 

Definitie 

Een verzameling reele continue funkties u 1 (x), 
orthogonaal stelsel in (a,b) indien 

fb, 
{ ui(x) uj(x) dx = 0 vo..or :J. 

Uiteraard is Sb u!(x) dx F O als u.(x); O. 
1 1 

a 

Het stelsel is orthonormaal als bovendien voor elke i 

Sb u~ (x) dx = 1. 
a 

Voorbeeld 

Het stelsel funkties 

{ 1 9 cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, ••• } 

vormt een orthogonaal stelsel in (-1t,1t). 

Het stelsel 

{--1.. t 1 - cos x, 
V21t G 

1 1 sin x, - c OS 2x, • • • } 
v; Vtt 

is orthonormaal. Zie (15.9). 

••• is een 



PD-190 

Beschouw op (a,b) de differentiaalvergelijking 

met de randvoorwaarden 

u(a) + a.u' (a) 
u (b) + ~u' (b) 

A is een parameter; a en~ ziJn getallen. 

(21.18) 

(21.19) 

Veronderstel dat (21.18, 19) oplossingen t O in (a,b) bezit voor 
A= A1 , A2 , ••• (verschillende X's). Zij ui(x) de bij A1 behorende 

oplossing. Uit (21.18) volgt 

d (p u') >.. q u. 
dx = - u. u. 

J i l. l. J 

d 
- X. ui - (p u') = q u. u. dx j J l. J 

dus r d -Sb d Jb uj dx (p u1)dx u. dx (p u3)dx = (>.j->.i) q u1 uj dx 
l. 

a a 

(Aj-X.) Sb q b 1b u. uj dx = [uj p u:i_J a - p u' u• dx + 
l. a l. i j 

b Ib - [u. p up a+ p u' u' dx 
l. i j 

= 0 (gebruik 21.19). 

Dus 

Jbq(x) u.(x) u.(x) dx = 0 
a l. J 

voor i -p j. 

De funkties u.(x) vormen in (a,b) een orthogonaal stelsel met gewichts­
funktie q (x) • 1 

Uit de berekening blijkt dat voor deze orthogonaliteit een voldoende 
voorwaarde is 

b b 
[p(x) u.(x) u1(x)] = [p(x) u.(x) u!(x)] • 

J a 1 J a 
(21.20) 

(Het type vergelijking (21.18, 19) behoort tot de problemen van 
Sturm-Liouville.) 

Voorbeeld. p(x) = q(x) = 1, a= -n, b = n 

u" + >..u = O. 

Bij de eigenwaarde X = n2 behoren de eigenfunkties cos nx en sin nx. 
Aan voorwaarde (21.28) is voldaan. Het stelsel {1, sin x, cos x, ••• ) 
is dus orthogonaal (zie ook boven). 

Einde intermezzo. 
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De veelterm Pn(x) voldoet aan (21.18) met p(x) = 1-x2 , q(x) = 1 en 

A= n(n+1), terwijl aan (21.20) voldaan is als (a,b) = (-1,1). 

Dus 

(21.21a) 

en we definieren 

--L 
2n+1 (21.21b) 

We bewijzen de formule van Rodrigues: 

dn 
P (x) = c (x2 -1 )n 

n n dxn 
voor n ~ O. 

Stel p (x) = (x 2 -1)n voor n ~ O, dan is 
n 

(x 2 -1) p'(x) = 2nx p (x). 
n n 

We differentieren n+1 maal: 

(x 2 -1) p(n+2\x) 
n 

+ cn;1) 2x p(n+1 )(x) + cn;1> 2 p(n)(x) 
n n 

= 2nx P(n+1)(x) + (n~1) 2n p Cn\x) 
n n 

Of 
(1-x2) p (n+2) (x) 

n 2 Cn+1) ( ) 
- X p X + n n(n+1) (n) ( ) p X = 0. n 

= 

Dus p(n) voldoet aan (21.15) en p(n)(x) is een veelterm van de graad n. 
n n 

Hieruit volgt dat p (n) (::) een veelvoud is van P (x) of 
n n 

P (x) = c p(n)(x) = c dn (x 2 -1)n. 
n n n n dxn 

We bepalen c met behulp van (21.21). n 

J1 
P 2 (x) dx 

-1 n 

p (~) = (x2-1)n, dus p(k)(x) bevat minstens een factor (x2-1) voor 
n n 

k < n, dus 



Dus 

en 

Dus 

J1 p2(x) dx = -
-1 n 

J1 (x2 -1)n dx = -1 
= 

(-1)n 

(-1)n 
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••••••• 

J:1 n ( n-1 ) • • • 1 (x-1)2n dx (n+1)(n+2)! •• 2n 1 

(n ! )2 -1 <-2ln+1 
(2n)! 2n+1 

J1 
p2 (x) dx = _1 _ 02 (n !)2 22n+1 (21.21) _2_ ==:}c = _1 _ 

n 2n+1 n 2n+1 n n! 2n• 
-1 

p (x) = 
n 

(Rodrigues) 

(21.22) 

Uit deze formule leiden we af 



dus 

1 ~n (n) dn-k dk = -- (x-1)n - (x+1)n n k n-k k n! 2 =o dx dx 

1 n k 
= --L (n) n(n-k) (x-1) n(k) (x+1)n-k 

n! 2n k=o k 

waaruit volgt 

p (-1) = n 

p (1) 
n = 

p (0) = n 

Voorbeelden. 

P
0

(x) = 1 

P
1
(x) = x 

(-1 )n 

1 
n 

..1. L (-1 )k (n)2 
n k 2 k=o 

1 

~ X 

pn .... 193 

(21.23) 

(21.24) 
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Zoals we al hebben gezien, heeft (21.15) nog een van P (x) lineair 
onafhankelijke oplossing. n 
Stel P(x) = u(x) P (x) en substitueer in (21.15). n 

(1-x'" )(u 11 P + 2u'P' + uP") - 2x(u•P + uP') + n(n+1) u P = 0 n n n n n n 

of, daar P (x) een oplossing is, 
n 

·1-x 2) P ·u" + { 2(1-x 2) P' n 
U II 

pt 
2x 

u' = - 2 _!! + 
1-x2 '" p 

n 

Hiervan is een oplossing 

u• (x) = 1 

In de omgeving van x = 1 is 

(1-x)u•(x) = --
1--­

(1+x)P2 (x) 
n 

want P (1); 1 ~ o. n 

Dus u' (x) 

n - 2x P } u• 
n 

u(x) 
co k 

= - a. log 11-xl + L_ ~k(x-1) • 
O k=O 

= 0 

De tweede oplossing P(x) is voor x = 1 dus niet eindig; ze heeft daar 
een logarithmische singular:iteit. Hetzelfde is aan te tonen voor x = -1. 
Dat x = 1 en x = -1 singuliere punten zijn van vergelijking (21.15) 
blijkt al uit het nul zijn van de coefficient van P 11 (x) voor x = ! 1. 

Imp o I 
Vergelijking (21.24) 

(1-x2 ) P" - 2x P' + {n(n+1) - ...!:_ }P = O 
2 1-x 

is op te lossen door machtreekssubstitutie. 

Hier zullen we een andere weg volgen. 

Su~stitueer P(x) = (1-x2)tm um(x) voor m ~ O. 
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Dit geeft 

(1-x2 ) u" - 2(m+1) x u' + (n(n+1) - m(m+1)} u = O. (*) m m m 

Differentieren geeft 

(1-x 2
) u"' - 2(m+2) X U 11 + m {n(n+1) - (m+1)(m+2)} u• = 0 

m 

dus vergelijking (*) met m+1 in plaats van m. 
Afgezien van een cofactor, is 

um+1 (x) = u~(x), 

waaruit 

u (x) 
m 

d 
= -d u 1 (x) = 

X m-
dm 

••• = u (x). 
dxm o 

Nemen we voor u (x) de veeltermoplossing van de gewone differentiaal­
vergelijking va& Legendre, dan is dus de veeltermoplossing van (21.14), 
afgezien van een normeringsfactor, 

pm(x) = (1-x2 )-im dm P (x). (21.25) 
n dxm n 

Kennelijk is pm(x) 
n = 0 voor m > n. 

Voorbeelden. 

P~ (x) = ~ 
p1 (x) = 3x~ P2 (x) = 3 ( 1-x 2 ) 

2 2 

p1 (x) 
:, = .2 (5x2 -1 )'{f:::;t 

2 
p}2(x) = 15x( 1-x 2 ) 

p J (x) 
} 

= 15 ( 1-x 2 /'2. 

(21.26) 

(Tot zover het eerste gedeelte van dit college 
De sy~labus hiervan werd verzorgd door drs B.j.M.Morselt 
Technische Hogeschool te Eindhoven.) ' 


