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Partiele differentiaalvergelijkingen 
We zullen ons in de volgende paragrafen bezighouden met numerieke 
oplossingsmethoden voor partiele differentiaalvergelijkingen. 
Speciaal van praktische betekenis zijn de tweede-orde partiele 
differentiaalvergelijkingen die we zullen onderscheiden in drie 
typen: hyperbolische, elliptische en parabolische vergelijkingen. 

6. Eerste-orde partiele differentiaalvergelijkingen 
Als inleiding op de behandeling van de drie genoemde typen differen
tiaalvergelijkingen beschouwen we eerst partieie differentiaalverge
lijkingen van de eerste orde in twee onafhankelijke variabelen x en Y• 
We gebruiken de behandeling van daze vergelijkingen, die praktisch niet 
voorkomen, om een aantal begrippen die in de theorie van de partiele 
differentiaalvergelijkingen een rol spelen, toe te lichten. 

De vergelijking 

au b au a-+ -=c ax ay 

wordt een guasi-lineaire eerste-orde partiele differentiaalvergelijking 

genoemd als de coefficienten a, b enc funkties zijn van x, yen u, 
. au au maar niet afhangen van de afgeleiden ix en ay • Het woord lineair slaat 

. OU OU op het feit dat de afgeleiden van de hoogste orde, hier ii en ay' lineair 

voorkomen; guasi betekent dat in de coefficienten a en b de onbekende 

funktie u mag voorkomen. Zijn a en b niet afhankelijk van u dan heet de 

vergelijking (6.1) lineair. Verder betekent eerste-orde dat alleen de 

eerste afgeleiden van u voorkomen. 

We gebruiken in het vervolg de standaard notatie 

au -= p ax 
OU 
- = q ay 

waardoor de differentiaalvergelijking (6.1) overgaat in 

ap + bq = c 

(6.2) 

Bij een gewone differentiaalvergelijking van de eerste orde hebben 
we de waarde van de gezochte funktie in een punt, het beginpunt, 
nodig om een eenduidige oplossing te kunnen vinden. In analogie 
hiermee mogen we verwach.ten dat bij een eerste orde partiele differen
tiaalvergelijking het voorschrijven van de onbekende funktie op een 
kromme C, de beginkromme, in het (x,y)-vlak voldoende is om een ,,n
duidig bepaalde oplossing te krijgen. We zullen daarom onder de oplos-



sing van (6.1) met gegeven begin
waarden verstaan: de funktie 
u = u(x,y) die voldoet aan (6.1) 
en op de kromme C de voorgeschre
ven waarden aanneemt. 

We k:unnen het probleem nog anders 
formuleren. 
In de drie-dimensionale (x,y,u)
ruimte is een kromme gegeven, waar
van C de projectie op het(x,y)-vlak 
is. Gevraag-dwordt dan het oppervlak 
u = u(x,y) te,bepalen, dat gaat door 
de gegeven kromme; zodanig dat in 
ieder punt van het oppervlak. aan de 
differentiaalvergelijking (6.1) 
voldaan is. 

y 

X 

OU Nu zijn bij een willekeurig oppervlak. u = u(x,y) de getallen p = h' 
au 

q = - en -1 in het punt (x,y,u) de richtingsgetallen van de normaal oy 
op het oppervlak in dit punt. De vergelijking (6.1) of (6.3) betekent 
dan meetkundig dat de rechte met richtingsgetallen a, b enc loodrecht 
staat op de normaal en dus ligt in het raakvlak door (x,y,u) aan het 
oppervlak.. We k:unnen een willekeurige kromme op het oppervlak aangeven 
met de parametervoorstelling 

x=x(s), u = u(s) = u(x(s),y(s)). (6.4) 

De raaklijn aan deze kromme, die tevens raaklijn aan het opp~rvlak. is 

heeft de richtingsgetallen ¥a, f en :: • De rechte met richtingsgetal

len a, b enc zal daarom precies dan Faak.lijn zijn aan het oppervlak 

u = u(x,y) als er een kromme (6.4) bestaat waarvoor geldt 

dx ds = a, .& -ds - b, 
du ds = c. 

De gezochte oplossing van de differentiaalvergelijking zal daarom de 
funktie u = u(x,y) zijn die aan deze drie vergelijkingen voldoet en 
bovendien op C de voorgeschreven waarden aanneemt. 

We nemen nu aan dat de vergelijking (6.1) lineair is d.w.z. a en b 
zijn onafhankelijk van u. De eerste twee vergelijkingen van (6.5) k:un
nen we dan vervangen door 

( dx a 
ev. dy = b als a= o). (6.6) 

Deze vergelijking definieert een schaar krommen in het (x,y)-vlak die 
we a.e karakteristieken van de differentiaalvergelijking noemen. 
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De vergelijking zelf heet de karakteristieke vergelijking. Op iedere 
karakteristiek moet volgens (6.5) gelden 

du c rx = a , ( du c) 
ev. dy = b . 

Deze vergelijking zullen we de karakteristieke voorwaarde noemen. 

We zien dus dat het oplossen van (6.1) in het geval van een lineaire 
partiele differentiaalvergelijking neerkomt op het oplossen van twee 
gewone eerste-orde differentiaalver-
gelijkingen, en wel op de volgende 
wijze: Zoek bij een willekeurig punt 
(x,y) van C (beginwaarde) de karak
teristiek met (6.6) en integreer ver
volgens langs deze karakteristiek de 
karakteristieke voorwaarde (6.7) met 
als beginvoorwaarde de voorgeschreven 
waarde van u in het punt (x,y). 
In het algemeen zal er een oplossing 
u = u(x,y) bestaan bij gegeven funktie
waarden op c. Als echter de kromme C 
zelf een karakteristiek is, d.w.z. 
als de kromme C voldoet aan (6.6) dan x 
kunnen we met de karakteristieke vergelijking niet van de kromme C af
komen. Er zal dan zeker geen oplossing bestaan als op C de voorgeschre
ven u niet aan de karakteristieke voorwaarde voldoet, terwijl er onein
dig veel oplossingen zullen bestaan als u op C wel.,voldoet aan (6.7). 
We zullen dit resultaat nu afleiden op een manier, die gemakkelijk uit
gebreid kan worden tot het geval van de tw~ede-orde partiele differen
tiaalvergelijkingen. 
Uit de Taylorreeksontwikkeling 

u(x,y) = u(x ,Y ) + (x- x )Lau + (y- y )~ + 
0 0 0 X O OY' ••• 

volgt dat,u(x,y) in een omgeving van het punt (x ,Y) 
0 0 

op C alleen maar 
au au - en q=ox ay bepaald (en eenduidig) is als in dat punt de getallen p = 

(eenduidig) te bepalen zijn. Dus uitgaande van de gegeven funktie u op 

C vragen we naar de mogelijkheid om pen q op deze kromme te bepalen zo

danig dat aan de differentiaalvergelijking voldaan is. 

Een parametervoorstelling van C is 

y = y(A.) 

waarbij A. een parameter, bijvoorbeeld de booglengte vanaf een zeker 
punt, van de kromme C is. Als pen q bestaan dan geldt voor de funktie 
u = u(A) op C ,, 



du OU dx ou Si 
°dr = ax a! + oy dX • 
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Deze vergelijking sa.men met (6.3) geeft voor pen q het volgende stelsel 

dx !!z du 
p dX + q dX = dX ' 

(6.8) 
pa + qb = c • 

Dit stelsel vergelijkingen heeft precies ~en oplossing 

p = 

als de determinant 

& dx -1 
a dX - b a! r O. 

du dx 
a. a3: - car 

q - & dx 
a dX - b dX 

Is a ¾f - b :~ = 0 dan heeft het stelsel (6.8) geen oplossing tenzij 

ook c * -bf= o. In dat geval is tevens a f - c ~~ = 0 en zijn 

& dx er oneindig veel oplossingen voor pen q. Nu is a dX - b a!= 0 aequi-

& du valent met de karakteristieke vergelijking enc dX - b a!= 0 aequivalent 

met de karakteristieke voorwaarde. Hieruit zien we dan tenslotte dat in 
het geval dat de geven kromme C een karakteristiek is de differentiaal
vergelijking dan en slechts dan oplosbaar is (en dan oneindig veel oplos
singen heeft) als de gegeven funktie u op C voldoet aan de karakteristie
ke voorwaarde. 

Voorbeeld 

au -+ ox 
OU ay = 1 ofwel p + q = 1. 

De karakteristieken worden gegeven door f = 1 1 de karakteristieke voor-
du 

waarde is dx = 1. 

De vergelijking van de karakteristieken is dus y = x + a met a een wil
lekeurige constante. Langs deze karakteristiek krijgen we u = x + b = 
= y + b - a .. 
We nemen als beginkromme Chet interval (0,1) op de x-as. 



Op C wordt voorgeschr·even u = f (x ) • 
r r 

Dan geldt voor de oplossing u - u = r 
= X - X = y op de lijn y = X - X. r r 
De oplossing is dus eenduidig bepaald 
in het gebied begrensd door de karak
teristieken door x = 0 en x = 1 en 
wordt gegeven door 

u(x,y) = f(x - y) + Y• 

Veronderstel dat we voor C een karak
teristiek nemen, bijvoorbeeld de rechte 
y = x dan is er alleen een oplossing 
mogelijk als op deze rechte geldt u = x = y. 
sing buiten de rechte y = x niet eenduidig. 
We kunnen bijvoorbeeld nemen 

u(x,y) = x + a(x - y). 
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X 

In dat geval is de oplos-

Voor een willekeurige waarde van a voldoet deze aan de vergelijking 
p + q = 1 en heeft de voorgeschreven waarde op de rechte y = x. We 
kunnen ook links en rechts van de rechte y = x verschillende waarden 
van a nemen, dan worden de afgeleiden pen q discontinu op de rechte 
y = x. 

We bekijken nog de mogelijkheid van het optreden van discontinuiteiten 
in de beginvoorwaarden en de voortplanting van deze discontinuiteiten 
in het veld. Daartoe nemen we weer de differentiaalvergelijking p + q = 1 
met beginkromme Chet interva1(0,1). We definieren de beginwaarden van 
u op C als volgt: 

{ 
:t\ (x) 

u(x,O) = 
f

2 
(x) 

waarbij we veronderstellen dat f 1 (a) / f 2 (a), zodat u(x,O) discontinu 
is in x = a. Deze discontinuiteit plant zich voort langs de karakteri
stiek door x =a.We hebben ~igenlijk twee verschillende problemen 
p + q = 1 met in het ene geval de beginwaarden u = f 1 (x) op (o,a), en 
in het andere geval u = f

2
(x) op (a,1). 

Ook als een discontinuiteit in de afgeleide voorkomt wordt deze langs 
de karakteristiek voortgeplant. Neem bijvoorbeeld 

{

1 0 ~ X ~ T 
u(x,O) = 

x+t t~x~1 

De oplossing van dit probleem is 
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waarin we duidelijk zien dat nu de afgeleiden pen q discontinu zijn 
langs de karakteristiek y = x - f. 

Opmerking. We zullen in het vervolg gebruik maken van het begrip 
differentiaal. Het voordeel van het gebruik van differentialen in 
een formule is dat we daarmee de introductie van een niet-essentiele 
parameter vermijden. Nemen we bijvoorbeeld de vergelijkingen (6.5). 
Voor de hierin voorkomende s mogen we een willekeurige parameter van 
de kromme (6.4) nemen. We schrijven daarom liever de vergelijkingen 
(6.5) in een vorm, waarin de parameters niet voorkomt, nl 

dx _ ~ _ du 
a - b - c • 

Evenzo geldt dat de expliciete parametervoorstelling van C (blz NA-70, 
onderaan) onbelangrijk is. De vergelijkingen (6.8) worden met behulp 
van differentialen 

pdx + qdy = du 
pa+ qb = c 

en de oplossing hiervan heeft dan de vorm 

_ cdy - bdu 
p - ady - bdx' 

adu - cdx 
q = ady - bdx • 

Ook in het geval van een quasi-lineaire vergelijking, dus als a en b 
afhankelijk zijn van u, noemen we de vergelijking 

i:l - ~ 
dx - a 

de karakteristieke vergelijking. De krommen y = y(x) in het (x,y)-vlak 
die voldoen aan deze vergelijking noemen we weer de karakteristieken 
van de differentiaalvergelijking. Het verschil met het lineaire geval 
is, dat we hier de karakteristieken niet kunnen bepalen onafhankelijk 
van de oplossing u = u(x,y) van de differentiaalvergelijking .. 

Voorbeeld 

ou u- + ox 
au 

y - = 1 .. ay 
dx dv du 

Formule (6.9) wordt in dit geval - =.=.IL= u y 1 

De karakteristieke vergelijking dx =~is niet direct te integreren. 
u y 

Daarom lossen we de twee andere vergelijkingen 

dx = udu en ~•, = du 
y 

op, en vinden de oplossingen 

X = fu2 + a. 
u 

en y = (3e .. 
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Hiermee hebben we een parametervoorstelling van de karakteristieken 
gevonden. 
We nemen als beginkromme Chet gedeelte van de rechte y = 1, waarvoor 
0 ~ x -' a, en als beginvoorwaarde: u = 0 op 
Uit deze beginvoorwaarde volgt p = 1 en a. = 
waar de karakteristiek doorgaat. 

c. 
x als x het punt op C is 

r r 

Voor de oplossing u = u(x,y) van de differentiaalvergelijking die voldoet 
aan de beginvoorwaarde geldt dus 

X - X = fut, r 
u Y = e 

langs de karakteristiek die gaat door het punt (x ,1). 
r 

( 6.10) 

Eliminatie van u uit deze twee betrekkingen geeft een expliciete uit
drukking voor de karakteristiek 

V 2(x-x ) 
y = e r 

Eliminatie van x uit bovenstaande r 
betrekkingen (6.10) geeft de ver-

gelijkingen van het oppervlak 

u 
y = e • 

y 

1 

a Jt 

Als de differentiaalvergelijking niet analytisch op te lossen is moeten 
we een numerieke integratiemethode gebruiken. Een voor de hand liggende 
manier is discretisering van de vergelijking. Dat geeft een differentie
formule op een rechthoekig rooster in het (x,y)-vlak. Deze methode kan 
echter ernstige moeilijkheden opleveren als de karakteristieken niet door 
de roosterpunten gaan, hetgeen speciaal het geval is wanneer de karakte
ristieken niet recht zijn, zoals in bovenstaand voorbeeld. De moeilijk
heden ontstaan wanneer de beginvoorwaarde een discontinuiteit bevat, aan
gezien deze discontinuiteit zich langs een karakteristiek voortplant, en 
dus tussen de roosterpunten terecht komt. Het differentieschema is in dit 
geval een onnauwkeurige benadering van het probleem. In een dergelijk ge
val verdient het aanbeveling om gebruik te maken van een karakteristieken
methode. 

Een vraag die speciaal bij numerieke behandeling van het probleem belang
rijk is, is de volgende. Is het mogelijk de gezochte oplossing te ver
krijgen door integratie langs een kromme, zonder last te hebben van de 
funktie in de omgeving van de kromme (hiermee bedoelen we dat in de inte
gratieformule geen afgeleiden I richtingsafgeleide van de kromme voorkomen). 
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Beschouw daartoe een willekeurige kromme in het (x,y)-vlak. Langs deze 
kromme geldt 

du = pdx + qdy. 

Hiermee kunnen we uit de differentiaalvergelijking ap + bq = c bij
voorbeeld p elimineren; we krijgen dan 

adu - cdx + q(bdx - ady) = O. 

In deze formule hebben we geen last van de richtingsvreemde afgeleide q 
als bdx - ady = o. Deze vergelijking voor de integra tiekromme is jui·st 
de karakteristieke vergelijking, en de integratieformule langs deze 
kromme wordt dan adu - cdx = 0 hetgeen juist de karakteristieke voor
waarde is. Gezamelijk vinden we dus weer de oorspronkelijke relaties. 

We geven tenslotte nog een voorbeeld van numerieke integratie langs een 
karakteristiek. We nemen het bovenstaande voorbeeld up+ yq = 1 waarvan 
de karakteristieke vergelijking en voorwaarde respectievelijk zijn 

ydx = udy, dx = udu. 

Als benadering voor deze vergelijking nemen we 

f(y+y )(x-x) = ·Hu+u Hy-y ), 
0 0 0 0 

(x-x) = t(u+u Hu-u ). 
O O 0 

Als u = u(x ,Y) dan kunnen we uit deze twee niet-lineaire algebra!sche 
0 0 0 

vergelijkingen bij gegeven waarde van x, de waarden van yen u berekenen 

waarvoor dan (bij benadering) geldt: (x,y) ligt op de karakteristiek door 

(x ,Y) en u = u(x,y). In het algemeen zal de oplossing van een dergeltjk 
0 0 

stelsel iteratief bepaald worden. In dit geval is het oplossen zeer sim-

pel omdat we u direct kunnen bepalen uit de tweede vergelijking en daar

na y uit de eerste. 

Bijvoorbeeld: als x = o, y = 1, 11 = 0 en we nemen x = 0.,2 dan is 
0 0 0 

u =fcf:1+ = 0.6325 en daaruit volgt dat y = 1.9249 een benadering voor 

de exacte waarde van y die gelijk is aan e
0 • 6325 = 1.8823. 

We zien dus dat per stap gelijktijdig een volgend punt van de karak
teristiek en de funktiewaarde in dit punt worden berekend. De bena
dering wordt natuurlijk beter als de stapgrootte in x kleiner genomen 
wordt. In de praktijk zal men de afbreekfout controleren door verschil
lende stapgrootten te gebruiken. De in ons voorbeeld gebruikte benade
ringen zijn gelijkwaardig met de trapezium-regal en de afbreekfout is 
dan ook dienovereenkomstig. 
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7. Tweede-orde partiele differentiaalver~elijkingen 
We beschouwen nu de quasi-lineaire partiele differentiaalvergelijking 
van de tweede orde voor een funktie u = u(x,y) 

Omdat de differentiaalvergelijking quasi-lineair verondersteld is, 
kunnen de coefficienten a, b, c en e funkties zijn van x, y, u, pen q, 
maar moeten onafhankelijk zijn van r, sent waarbij 

o2u o2u o2 u 
t s = oxoy' t = -- • 

ox2 a y2 
r = 

Met behulp van deze standaard notatie kunnen we in plaats van (7.1) 
ook schrijven 

ar + bs +ct= e. 

Om de gegevens te vinden die nodig ziJn voor een eenduidig bepaalde 
oplossing van het probleem beschouwen we weer eerst de gewone differen
tiaalvergelijking. Bij een tweede-orde differentiaalvergelijking hebben 
we nodig de funktiewaarde en de afgeleide in het beginpunt. Analoog 
hieraan nemen we nu een beginkromme C en op die kromme schrijven we 
de funktiewaarde u en de eerste afgeleiden pen q voor. We mogen echter 
pen q niet wille~eurig voorschrijven want langs de kromme C moet gelden 

du = pdx + qdy. 

(Dit is de voorwaarde dat u(x,y) langs de kromme differentieerbaar is). 
We krijgen zo een beginwa~rde-probleem of Cauchy-probleem. Voor dit 
probleem geldt (analoog als in het geval van de eerste orde partiele 
differentiaalvergelijking) dat de oplossing bestaat en eenduidig is 
als de tweede afgeleiden r, sent eenduidig te bepalen zijn. Voor deze 
afgeleiden gelden de volgende relaties 

rdx + sdy, dp = 
dq = sdx + tdy, 

e = ra + sb + t c. 

Dit stelsel vergelijkingen heeft een eenduidig bepaalde oplossing als 
de coefficienten-determinant niet verdwijnt, d.w.z. 

dx 

0 

a 

dy 

dx 

b 

0 

dy 

C 

-f. 0 

Is de coefficienten-determinant gelijk aan nul ofwel 

c ( dx )2 - b. dx. dy + a ( dy) 2 = 0 



NA-77 

dan heeft het stelsel vergelijkingen (7.4) geen ~enduidig bepaalde op
lossing. Er bestaat helemaal geen oplossing, tenzij alle andere deter
minanten van het stelsel eveneens verdwijnen. In dat geval zijn er on
eindig veel oplossingen. Voor dit laatste geval is het voldoende dat 
i~n van de andere determinanten gelijk aan nul is, bijvoorbeeld 

dp dx 0 

dq 0 dy = 0 

e a C 

ofwel 

e.dx.dy - a.dp.dy - c.dq.dx = o. 

Vergelijking (7.5) die een betrekking geeft tussen dx en dy noemen we 
weer de karakteristieke vergeli~kin~, de oplossingskrommen heten weer 
karakteristieken. Vergelijking7.6 die moet gelden langs de karakteris
tieken noemen we weer de karakteristieke voorwaarde. 

Als de karakteristieken reeel zijn en de beginkromme geen karakteristiek 
dan kunnen we met (7.5) en (7.6) het beginwaarde-probleem numeriek op
lossen. Analoog als bij de eerste-orde vergelijking bepalen we dan ge
lijktijdig nieuwe punten van het karakteristiekennet en de oplossing 
u(x,y) in deze punten. We zullen dit nog expliciet behandelen. 

De karakteristieken z1Jn ook in dit geval krommen waarlangs we de tweede
orde partiele differentiaalvergelijking kunnen schrijven als een gewone 
differentiaalvergelijking, m.a.w. bij integratie langs een karakteristiek 
hebben we geen last van afgeleiden in een andere richting dan de richting 
van de kromme. 

Als de beginkromme C samenvalt met een karakteristiek van de differen
tiaalvergelijking dan heeft het beginwaarde-probleem geen oplossing als 
langs C niet voldaan is aan (7.6) en oneindig veel oplossingen als langs 
C wel voldaan is aan (7.6). 

Voorbeeld 
De vergelijking van de trillende snaar 

?J2 u a2u 
- -= o. 
ax2 ay2 

De karakteristieke vergelijking is (dy) 2 - (dx) 2 = 0 met de oplossingen 

f = .±. 1. De karakteristieken zijn dus 

y = X + a. , y = -X + a.. 
y 

De karakteristieke voorwaarde is 

" -dp.dy + dq.dx = O. 



NA-78 

Langs de karakteristiek y = x + «-t geldt dus -dp + dq = 0 ofwel 

p - q = p.. en langs de karakteristiek y = -x + c, geldt dp + dq = 0 

ofwel p + q = p2 • 

Nemen we nu als beginkromme C de x-as en hierop de beginvoorwaarden 
u(x,O) = O, p(x,O) = O, q(x,O) = sin x. In het punt (x,y) geldt dan 

P + q = 13
2 

= sin c, = sin (x+y) 

p - q = p.. = sin «-t = sin (y-x) 

Hieruit volgt p = sin y.cos x en 
q = sin x.cos yen dus is de oplossing 
u(x,y) = sinx.sin y. 

Als we voor C de karakteristiek y = x nemen dan moeten de beginvoorwaar
den op deze kromme voldoen aan p - q = 13, opdat het gestelde probleem 
een oplossing zal bezitten. In punten buiten de beginkromme is de op
lossing dan niet eenduidig bepaald, terwijl bovendien de tweede afgelei
den discontinu kunnen zijn langs deze beginkromme y = x. 
Nemen we bijvoorbeeld de beginvoorwaarden 

u(x,x) = 1, p(x,x) = 1, q(x,x) = -1 

dan voldoet de funktie 

u(x,y) = 1 + (x-y) + a(x-y) 2 

voor iedere keuze van a aan de differentiaalvergelijking en de begin
voorwaarden. De discontinuiteit treedt opals we links en rechts van 
y = x verschillende waarden voor a nemen. 

In het geval van de partiele differentiaalvergelijkingen van de eerste 
orde waren de karakteristieken steeds reeel. Dit is bij de tweede-orde 
partiele differentiaalvergelijkingen niet altijd het geval. We beschou
wen daartoe nog eens de karakteristieke vergelijking (7.5) die we 
schrijven in de vorm 

a(.2l) 
2 

- b .2l + c = 0. dx dx 

Deze vergelijking heeft in het algemeen twee oplossingen f = A.a en 

f =~,en levert dan twee karakteristieken-richtingen in ieder punt 

(x,y). Deze richtingen kunnen zijn toegevoegd complex, samenvallend reeel 

of reeel en verschillend. Op grond hiervan verdelen we de quasi-lineaire 

tweede-orde partiele differentiaalvergelijkingen in de volgende drie 

typen: 
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h;tEerbolisch '<} 4-ac > 0 twee reele niet-samenvallende karak-
teristieken-richtingen, 

:earabolisch bl - 4-ac = 0 reele samenvallende karakteristieken-
richtingen, 

elli;Etisch bt - 4-ac < 0 twee complexe karakteristieken-rich-
tingen. 

Het bestaan van reele niet samenvallende karakteristieken-richtingen 
is essentieel voor de mogelijkheid van een numerieke stap voor stap 
methode voor de oplossing van een beginwaarde-probleem. Deze methode 
is dus alleen mogelijk voor de hyperbolische differentiaalvergelijkingen. 
Voor het oplossen van de elliptische en parabolische differentiaalverge
lijkingen zullen we andere oplossingsmethoden moeten gebruiken. 

O;Emerking. Als de coefficienten van (7.1) niet constant zijn is het 
mogelijk dat eenzelfde differentiaalvergelijking in verschillende ge
bieden van het (x,y)-vlak van verschillend type is. Zo is bijvoorbeeld 
de differentiaalvergelijking 

a2u (x t - y 1) -- F(u p q X y) 
t ' ' t 

ay2 

hyperbolisch als x2 < y 2 , elliptisch als x 2 > yt en parabolisch als 

x 1 = y 2 (als tenminste q in het rechterlid voorkomt). 

Het is zelfs mogelijk,als het type van de vergelijking ook afhangt van 

de oplossing, dat in een bepaald ,gebied de vergelijking van type ver

andert bij verandering van de oplossing, dus van de beginvoorwaarden. 

Als representant van 
neemt men meestal de 

voor de parabolische 

de hyperbolische partiele differentiaalvergelijking 
vergelijking van de trillende snaar: u -u = O, xx yy 
vergelijking neemt men de warmtegeleidingsverge-

lijking: u = u en voor de elliptische vergelijking de potentiaalver
xx y 

gelijking: u + u = o. We zullen nu laten zien dat deze vergelijkin-
xx YY 

gen niet alleen speciale, eenvoudige, gevallen van de drie verschillende 
typen zijn, maar dat een willekeurige vergelijking zich ook ess·entieel 
gedraagt ala een van de representanten. We zullen namelijk aantonen dat 
de algemene quasi-lineaire partiele differentiaalvergelijking van de 
tweede orde 

au + bu + cu = e xx xy yy 

door een coordinatentransformatie te herleiden is tot een van de ge
noemde representanten. 
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1. hyperbo1ische geval: b 2 - 4ac > 0 

In dit geva1 heeft de karakteristieke verge1ijking (7.5) twee reele 
oplossingen 

g _ b + V b2 - 4ac 
dx - 2a ' 

g _ b - 1/ b 2 - 4ac 
dx - 2a 

De coefficienten a,b enc zijn gegeven funkties van x,y,u,p en q en 
mogen dus beschouwd worden als funkties van x en y, waarbij we dan 
veronderste11en dat de oplossing u(x,y) bekend is. De vergelijkingen 
(7.8) kunnen dan worden opgevat a1s gewone differentiaa1vergelijkingen, 
waarvan de a1gemene oplossingen, in imp1iciete vorm geschreven, respectie
velijk zijn 

met A enµ wi1lekeurige constanten. 
Ieder van deze relaties definieert 
in het (x,y)-vlak een schaar krom
men (karakteristieken). Deze krom- cp= 
men nemen we nu a1s parameterkrom- .,,.. ___ ~ 
men in een nieuw coordinatensysteem. 

cp=~ 
We voeren dus nieuwe coordinaten t 
en q in, gedefinieerd door 

t = cp(x,y), 1l = ~(x,y). 

(7.10) 

De eerste en tweede afgeleiden van u naar x en y worden in dit coordi
natensysteem: 

u = ut ~:ic + u 'Ix X 1l 

u = u~ ty + u lly (7.11) y 1l 

u = ul;tt! + 2ul; l; :ri + u T) 2 + Ul;l;XX + UqT)XX xx T) X X T)T) X 

uyy = ul;l;t; + 2ul; l; :rl + u Tl 2 + ul;l;YY + UT) flyy T) y y T)fl y 

u = ul;l;l;xl;y + ut11 (~x11y + l;yT)x) + uTJTJ TJxTJy + uttxy + u Tl • xy TJ xy 

Invullen van deze uitdrukkingen in de differentiaa1verge1ijking (7.7) 
1evert dan deze vergelijking in de nieuwe coordinaten: 

a ~t + 15 ~ 11 + c u11 TJ = e 
waarin de coefficienten zijn: 
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-a = 

~ = 
.. 
C = 

-e = 

+ bl; l; + cl; 2 

xy y 

2al;x1'1x + b(~71y + l;y71x) 

a71 2 + b71 Tl + C1) 2 
X X y y 

+ 2c2; 71 yy (7.12) 

e-a(u 7 l +u71 )-b(u)l'l. +u71 )-c(u 7 1; +u1) )., 
.,, ""XX 71 xx .,, "'XY Tl xy ..,. yy Tl yy 

Nu geldt in een willekeurig punt van de parameterkrommen ~(x,y) = A 

~dx -

en dus volgens (7..,8) 

b + Vb* - 4ac 
2a 

en hieruit volgt dat 

-Op geheel analoge wijze kunnen we afleiden dat c = 0 

Met de nieuwe coordinaten l; en Tl wordt de differentiaalvergelijking (7.,7) 
dus van de gedaante 

-
bul;'l = e ofwel ' = ..!.. (7.13) u 1!1'1 ;; " 

-
Het is gemakkelijk te gaan dat in het e van (7.,13) uitslui-na rechterlid-:;-
tend de grootheden l;, 1'1, u, ul; en u

71 
voorkomen., b 

De vergelijking (7.13) heet de normaalvorm van de tweede-orde partiele 
differentiaalvergelijking van het hyperbolische type. Dikwijls echter 
wordt een an4ere normaalvorm gebruikt. Deze krijgen we door over te 
gaan op nog andere coordinaten a en p door middel van de transformatie 

l; = t( a+ p) a. = l; + 1} 
of 

'11 = ½Ca - 13) P= l; - Tl . 
Dan geldt 

ul; = ua. + u 13 
u = u - Up 
" a 

en de normaalvorm wordt dan .. 
waarbij f = JL (7 .15) 

b 
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De meest elementaire vorm hiervan is de homogene vergelijking 
u~« •Upp= O, welke juist de eerder genoemde vergelijking van de 

trillende snaar is. 

2. parabolische geval: b 2 - 4ac = 0 

In dit geval heeft de karak.teristieke vergelijking (7.5) slechts eett 
oplossing 

welke aanleiding geeft tot slechts ien schaar parameterkrommen <p(x,y) = A. 
Om de tweede schaar parameterkrommen te krijgen kiezen we een willekeu
rige, van <p(x,y) onafhankelijke, funktie ~(x,y). Dan kunnen we weer 
nieuwe coordinaten 'f,, en Tl invoeren door de relaties 

Omdat •Cx,y) = A ook nu oplossing is van de karakteristieke vergelijking 
geldt, evenals in het hyperbolische geval, data= O; maar nu is 
c # 0 daar ♦(x,y) een willekeurige funktie is. 

Uit b
2 

- 4ac = 0 volgt 

en hieruit vinden we voor de coefficient b eenvoudig 

= (Va.'f,, + Vc.'f,, ) (Va .. T) + Ve.fl ) = o .. 
X y X y 

Met de coordinaten 'f,, en T) krijgt de differentiaalvergelijking (7.7) nu 
dus de normaalvorm 

-
uflfl = : = f('f,,,T),u,u'f,,,uT)) .. 

Als in het rechterlid f de grootheid u'f,, niet voorkomt, dan is de 

differentiaalvergelijking een gewone differentiaalvergelijking, met 
daarin 'f,, als parameter. 
De meest eenvoudige vorm van een parabolische differentiaalvergelijking 
is dus uflTl = u'f,,, hetgeen juist de warmtegeleidingsvergelijking is. 

3. elliptische geval: b 2 
- 4ac < 0 

Dit geval kan op precies dezelfde wijze behandeld worden als het hyper
bolische geval, met dit verschil dat de rechterleden van (7 .. 8), en dus 
ook de funkties <p(x,y) en <j>(x,y), toegevoegd complex zijn .. Daardoor 
zijn de coordinaten 'f,, en Tl toegevoegd complex~ We kunnen nu overgaan op 



de reele coordinaten a en p door de transformatie 

en vinden dan de normaalvorm 

(7., 18) 

Als eenvoudigste geval van een elliptische differentiaalvergelijking 
vinden we dus de potentiaalvergelijking: uaa + upp = o. 

We behandelen nu het numeriek oplossen van een hyperbolische differentiaal
vergelijking met behulp van de karak.teristieken. 
Als de differentiaalvergelijking (7.,7) hyperbolisch is, dan heeft de 
karakteristieke vergelijking twee reele verschillende oplossingen die we 
nu schrijven in de vorm 

dy = f dx dy = g dx (7.,19) 

waarbij fen g de wortels zijn van de vierkantsvergelijking 

a 'A.2 - b 'A. + c = o. 

Door ieder punt (x,y) gaan twee karak.teristieken waarvan de richtingen 
gegeven worden door (7.19). We noemen deze karak.teristieken respectieve
lijk: de f-karak.teristiek en de g-karakteristiek. Omdat langs iedere 
karak.teristiek de karakteristieke voorwaarde (7.6) moet gelden, geldt 
in het bijzonder langs de f-karakteristiek 

e dy - a f dp - c dq = 0 

en langs de g-karak.teristiek 

e dy - a g dp - c dq = 0 

We veronderstellen nu dat op de 
beginkromme C de waarden van u, 
pen q gegeven zijn, waarbij 
voldaan·is aan de relatie 

du= p dx + qdy. (7.22) 

Nu beschouwen we op C twee 
naburige punten P(x ,Y) en 

0 0 
Q(x1 ,y1 ). Het snijpunt van de 

f-karakteristiek door Pen de 
g-karakteristiek door Q noemen 
we R(x,y)., 
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In P zijn bekend: x
0

,y
0

,u
0

,p
0 

en q
0

; in Q zijn bekend x19y
1 

,u19p 1 en q
1

• 

Met deze gegevens moeten we in R x,y,u,p en q berekenen. Hiervan worden 
x en y bepaald door de karakteristieken (7.19); pen q worden bepaald 
door de karakteristieke voorwaarden (7.20) en (7.21) ·terwijl u bepaald 
wordt door (7.22). 
We nemen voor deze vijf vergeli_jkingen de volgende benaderingsformules 

y- y 
0 

= f( f + f )( X - X ) 
. 0 0 

y- y = 
1 

t(g+ g
1 
)(x- x

1
) (7.23) 

t(e+ e Hy- y ) -t(af+ a f )(p- p ) - ½(c+ c )(q- q ) = 0 
0 0 0 0 0 0 0 

t(e+e
1
)(y-y

1
)-t(ag+a

1
g

1
)(p-p

1
)- ·Hc+c

1
)(q-q

1
) = 0 

U - U = f(p + p )(x - X) + f(q + q )(y - Y' ). 
0 0 0 0 0 

We hebben nu een stelsel van vijf niet-lineaire vergelijkingen voor de 
vijf onbekenden x,y,u,p en q. Dit stelsel kunnen we oplossen met het 
volgende iteratieproces. Als beginschatting voor x,y,u,p en q kunnen 
we bijvoorbeeld de overeenkomstige waarden in P nemen. Hiermee berekenen 
we de coefficienten a,b,c en e en vervolgens fen g. Deze waarden vullen 
we in het stelsel (7.23) in en lossen dan het (nu lineaire) stelsel op. 
De oplossing is een nieuwe schatting voor x,y,u,p en q waarmee we het 
proces herhalen. Dit iteratieproces zal in het algemeen snel convergeren 
als de afstand tussen Fen Q klein is. 

We zien dus dat uit de gegeven waarden van u,p en q op de beginkromme C, 
de waarden van deze grootheden op een naburige kromme C' berekend kunnen 
worden. We kunnen dan C1 als nieuwe beginkromme nemen en het proces 
herhalen. Het is nu ook direct duidelijk dat, als de beginkromme eindig 
is, de oplossing van het beginwaardeprobleem alleen bepaald is in het 
gebied begrensd door de karakteristieken die gaan door de eindpunten 
van c. 

We onderzoeken nu nog het speciale geval dat de beginkromme C eenzelfde 
schaar karakteristieken tweemaal snijdt. 
Het gedeelte PSA van C kan gewoon als 
beginlcromme beschouwd worden. Geven we 
hierop u,p en q die voldoen aan (7.22) 
dan kunnen we de waarden van ·u,p en q 
vinden in het gebied dat begrensd wordt 
door de karakteristiek door Pen R. Om 
de waarden van u,p en q te vinden het 
overige gebied binnen C hebben we vol
doende aan een relatie tussen pen q 
of de waarde van u (waarmee in feite 
met (7.22) ook een relatie tussen p 
en q gegeven is) op PQB. Want de karak
teristieke voorwaarde langs de karak-

C 
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teristiek QR geeft een relatie tussen pen q in Q en de bekende pen q 
in R. Een tweede relatie tussen pen q in Q is dus voldoende om hun 
waarde eenduidig te bepalen. We noemen het gedeelte PQ.B dan ook liever 
geen beginkromme maar rand met een randvoorwaarde. 

Voorbeeld 
De half oneindige trillende snaar. 
De vergelijking is uxx - utt = o. 
D b " d. • • ou t O ' 0 e eginvoorwaar en z1Jn u en q = ot gegeven voor = en x, • 
Deze leggen de beginstand en de beginsnelheid van de snaar vast. Als 

randvoorwaarde geven we u op de lijn x = 0 en t ~ o. 
~iermee is de uitwijking van het eindpunt op ieder tijdstip vastgelegd. 

De karakteristieken met bij-
behorende relaties zijn 

t - x = a, met p - q = P, 

t + x = c, met p + q = 132 

In het punt R bepalen we de 
grootheden u,p en q op de 
normale wijze uit de begin- Q 
voorwaarden op de x-as. Langs 
de karakteristiek RQ geldt 
nu de relatie p + q = 13, 

t 

waarbij p gelijk is aan p + q P S x 
in R. 
We kennen u en daarmee ook q langs de t-as, in het bijzonder in het 
punt Q. Dan kunnen we uit p + q = p de waarde van pin Q direct be
rekenen. We zijn dus in staat de oplossing u = u(x,t) te bepalen in 
het gehele eerste kwadrant. 

Als de karakteristieke richtingen (7.19) afhangen van de coordinaten 
x en yen eventueel ook nog van de onbekende funktie u, dan zullen de 
karakteristieken gekromd zijn. I-Iet gevolg is dat de snijpunten van de 
f- en g-karakteristieken niet aequidistant in x en y zullen liggen. Het 
kan echter zijn dat de oplossing van het probleem gewenst wordt op een 
rechthoekig net met constante maaswijdte. Het is duidelijk dat dan 
achteraf nog veel rekenwerk nodig is om de oplossing, met behulp van 
interpolatieformules, in de gewenste punten te bepalen. 

We kunnen deze moeilijkheid op de volgende manier vermijden. 
Veronderstel, bijvoorbeeld, dat de beginkromme juist de x-as is, en dat 
de oplossing u moet worden bepaald in aequidistant gelegen punten op de 
rechten y = n.k voor n = 1,2,3, ••• • 



We veronderstel1en nu dat de 
punten Rs ••• aequidistant ge
legen zijn op de rechte y = k. 
De twee karakteristieken door 
R snijden de rechte y = 0 in 
de punten Pen Q. Het verband 
tussen de grootheden x,y,u,p en 
q in de punten P, Q e~ R wordt 
gegeven door het stelsel ver
gelijkingen (7.23). 
In dit geva1 zijn de coordinaten 
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x en y van R bekend, maar moeten n'+-_..____..,_.,_-a_. _ _._ _ _,_ _____ _ 
we x

0 
van P en x 1 van Q bepalen. T-= x 

Samen met u, pen q zijn dit dus weer vijf onbekenden, die we door 
iteratie uit het stelsel (7.23) kunnen bepalen. De enige extra complicatie 
is dat we u

0
, p

0 
en q

0 
in P en u1 , p 1 en q1 in Q bij iedere it.eratiestap 

opnieuw door interpolatie moeten bepalen. We zien dus dat de interpolatie 
achteraf vervangen is door interpolatie tijdens het rekenproces. 

Hebben we de waarden van u,p en q bepaald op de rechte y = k dan kunnen 
we daarmee het proces voortzetten op de rechte y = 2k, etc. Het is 
natuurlijk noodzakelijk, dat alle punten va~ het rechthoekige net liggen 
binnen het gebied begrensd door de eindkarakteristieken. Het is oak 
duidelijk dat de maaswijdte in de y-richting niet noodzakelijk constant 
behoeft te zijn. 

We bes.chouwen nu nog het geval van een simul taan sys teem van twee 
eerste-orde guasi-lineaire vergelijkingen: 

au b au av f av a-+ - + e - + = g, ax ay ax ay (7.24) 
A au B au+ E av F av = G. - + + -ax ay ax ay 

' 
waarin de coefficienten funkties zijn van x,y,u en v, doch niet afhangen 
van de afgeleiden van u en v. 
We veronderstellen nu dat op de beginkromme C de funkties u(x,y) en 
v(x,y) gegeven zijn. 
Langs een willekeurige kromme moeten u en v oak voldoen aan de betrekkin-
gen: 

du au dx + au d = ax oy Y 

ov av (7 :25) 
dv = ax dx + oy dy. 

Op analoge wijze alf? voorheen volgt dat de oplossing van het beginwaarde
probleem ~enduidig bepaald is, tenzij langs de beginkromme C, de coeffi
cientendeterminant van het stelsel (7.24) en (7.25) verdwijnt, m.a.w. 
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dx dy 0 0 

0 0 dx dy 

b f = 0 a .e 

A B E F 

ofwel 

(eA-aE).(dy) 1 + (bE-eB+aF-fA).dx.dy+ (fB-bF).(dx) 2 = O. 

We noemen deze vergelijking weer de karakteristieke vergelijking. We 
vinden in het algemeen dus weer twee scharen karakteristieken. Als de 
karakteristieken reeel zijn noemen we het stelsel hyperbolisch. Ook 
nu vinden we karakteristieke voorwaarden waaraan langs de karakteristie
ken moet zijn voldaan. Bijvoorbeeld 

du 

dv 

g 

G 

dx 

0 

a 

A 

dy 

0 

b 

B 

0 

dx 

e 

E 

= o. 

Deze karakteristieke voorwaarde kan men ook nu weer gebruiken om de 
oplossing te bepalen langs de karakteristieken. Door ieder punt gaan 
twee karakteristieken, en de numerieke oplossingsmethode is bijna 
identiek met die van de tweede-orde hyperbolische vergelijking. 

Opmerking. 
Analoog als bij de gewone differentiaalvergelijkingen is een quasi
lineaire tweede-orde partiele differentiaalvergelijking altijd te 
schrijven als een stelsel van twee quasi-lineaire eerste-orde partiele 
differentiaalvergelijkingen. 
Stellen we namelijk 

au 
u = ox 

dan gaat de vergelijking (7.7) over in het stelsel 

au + bU + cV = e 
X y y 

U -V = O. y X 
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8. Differentiemethoden voor hyPerbolische differentiaalvergelijkingen 

Bij een hyperbolische differentiaalvergelijking kunnen we naast de 
behandelde numerieke oplossingsmethode met behulp van de karakteristieken, 
ook gebruik maken van eindige differentiemethoden. Met een dergelijke 
methode vinden we de oplossing van het begin- of randwaardeprobleem 
dan in de punten van een rechthoekig net. 

We beschouwen het standaardtype voor de hyperbolische differentiaalverge
lijkingen, namelijk de snaarvergelijking 

UXX - Utt= 0 

met de beginvoorwaarden 

u(x,O) = f(x) 

t~O (8.1) 

(8.2) 

Men kan gemakkelijk verifieren dat voor iedere tweemaal differentieer
bare funktie F(x) geldt dat zowel u(x,t) = F(x+t) als u(x,t) = F(x-t) 
voldoet aan de differentiaalvergelijking (8.1). De algemene oplossing 
van de snaarvergelijking wordt dan ook gegeven door 

u(x,t) = F(x+t) + G(x-t) 

waarin F(x) en G(x) willekeurige funkties mogen zijn. Deze oplossing 
voldoet aan de beginvoorwaarden (8.2) als 

u(x,o) = F(x) + G(x) = f(x), 

ut(x,O) = F'(x) - G'(x) = g(x). 

Hieruit volgt dat de oplossing van de differentiaalvergelijking die vol
doet aan de beginvoorwaarden, is: 

J
x+t 

u(x,t) = t{f(x+t) + f(x-t) + 
x-t 

(formule van d'Alembert). 

Opmerking 

(8.4) 

Deze formule laat nog eens duidelijk zien dat de oplossing in het punt 
(x,t) alleen afhangt van de beginwaarden op de x-as tussen de punten 
x-t en x+t; dit zijn juist de snijpunten van de beginkromme met de twee 
karakteristieken door (x,t). 

We nemen een constante stapgrootte h in de x-richting, en een constante 
stapgrootte kin de t-richting. Dan geldt 

a2u = u(x-h,t) - 2u(x,t) + u(x+h,t) + o'(hl) 

= u(x,t-k) - 2u(x,t) + u(x,t+k) 
k2 
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We vervangen nu in de vergelijking (8.1) de partiele afgeleiden door 
de centra+e differenties, en krijgen dan als benadering de differentie
formule 

U(x-h 1 t) - 2U(x 2 t) + U(x+h,t) = U(x,t-k) - 2U(x,t) + U(x,t+k) • (8. 6) 

Voor de benadering van de afgeleide in de tweede 
we gebruik maken van de voorwaartse differentie, 

au_ u(x,t+k) - u(x,t) M(k) 
at - k + v • 

beginvoorwaarde moeten 
waarvoor geldt 

De,beginvoorwaarden voor de differentieformule (8.?) worden dan 

U(x,o) = f(x), U(x,k) - U(x,O) _ ( ) 
k - g X • (8.8) 

De numerieke oplossing van de differentievergelijking (8.6) is in dit 
geval erg eenvoudig. De beginvoorwaarden (8.8) die we ook kunnen schrij
ven als 

U.(x,o) = f(x), U(x,k) = kg(x) + f(x) 

geven de waarden van U(x,t) op de beginrechten t = 0 en t = k, en door 
de differentieformule (8.6) te schrijven in de expliciete vorm 

U(x,t+k) = 2U(x,t) - U(x,t-k) + A2 (U(x+h,t) - 2U(x,t) + U(x-h,t)} 

b •. " k . d t waar iJ A= h, zien we a 

uit de waarden van U(x,t) op t=2k-+----------¼l~------
twee opeenvolgende rechten: 
t = (m-1)k en t = mk, de 
waarden van U(x,t) op de 
daaropvolgende rechte t=k 
t = (m+1)k berekend kunnen 
worden. 

t=O 
X: 
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Uitgaande van de beginvoorwaarden op een interval (a,b) op de x-as 
kunnen we de waarden van U(x,t) berekenen in de roosterpunten op en 
binnen de d~iehoek begrensd door het interval (a,b) en de twee zijden 
met helling+ A, door de eindpunten van (a,b). In het bijzonder hangt 
de waarde van U(x,t) in de top van de driehoek af van alle punten op de 
basis (a,b). --

Opmerkelijk is hier de analogie met de karakteristieken-driehoek (zie 
opmerking blz. NA-88). Er is echter een belangrijk verschil. De 
karakteristieken-driehoek ligt vast en daarmee ook de punten op de begin
kromme die de waarde van u(x,t) bepalen. De invloedsdriehoek bij het 
differentieprobleem, dus ook welke punten op de beginkromme de waarde 

van U(x,t) bepalen, hangt af van de keuze van A=~- In het differentie
probleem is deze A nog vrij te kiezen. 

Nu geeft de differentiemethode alleen dan een bruikbare benadering van 
de oplossing van de differentiaalvergelijking als voor h,k- 0 de oplos
sing U(x,t) convergeert naar u(x,t). 
Voor h,k- 0 gaat de differentievergelijking (8.6) met bijbehorende begin
voorwaarden (8.8) over in de differentiaalvergelijking (8.1) met begin
voorwaarden (8.2). Dit betekent echter in het geheel niet dat U(x,t) dan 
ook tot u(x,t) nadert. 
We zullen bewijzen dat de convergentie van U(x,t) naar u(x,t) gegarandeerd 
is als A~ 1, en dat dit niet het geval is als A> 1. 

Kiezen we A > 1, dan ligt het af
hankelijkshgidinterval (a,b) van de 
differentievergelijking binnen het 
afhankelijkheidsinterval (a,~) van de 
differentiaalvergelijking. 

We laten hen k naar nul naderen, 
zodanig dat A~ A. v8ronderstel nu 
da t voor zekere bg ginfunc ties f (x ) a. a P 
en g(x) de rij oplossingen U(x,t) convergeert naar u(x,t). Veranderen we 
dan de beginfuncties op de intervallen (u,a) en (b,~), dan verandert wel 
de waarde van u(x,t), maar niet de waarde van de oplossingen U(x,t). 
Voor het aldus gewijzigde probleem zal de oplossing u(x,t) dan verschil
lend zijn van de limietwaarde itan U(x,t) voor hen k-O. 

De convergentie van U(x,t) naar u(x,t) moei dus beschouwd worden als 
een ui tzondering indien de verhouding A= h > 1 .. 

Convergentie-onderzoek· voor A< 1 

Teneinde voor het geval A< 1 de convergentie van U(x,t) naar u(x,t) 
voor h,k-0 te onderzoeken, zullen we de oplossing U(x,t) in gesloten 
vorm trachten te bepalen. We doen dit met de methode van de scheiding 
van variabelen (separatie). 
We zullen met deze methode eerst de oplossing van de differentiaalverge
lijking bepalen. 

Van de snaarvergelijking uxx - utt = 0 zoeken we een oplossing die te 
schrijven is als 

u (x, t) = cp (x) • <I> ( t ) • (8.10) 



NA-91 

Substitutie van deze functie in de differentiaalvergelijking geeft, 

•<p"(x) <l>"(t) 
<p(x) = <I> ( t) • (8.11) 

Het linkerlid van deze gelijkheid is een functie van x alleen, terwijl 
het rechterlid uitsluitend van t afhangt. Dit is alleen mogelijk als 
beide leden gelijk zijn aan een constante. Noemen we deze constante -a.~ 
waarbij a. willekeurig is, dan krijgen we twee gewone differentiaalverge
lijkingen 

q, 11 (x) + a. 2 q,(x) = 0 

<l>"(t) + a. 2 <j>(t) = o. (8.12) 

Deze twee vergelijkingen kunnen we algemeen oplossen. Substitueren we 
deze algemene oplossingen in (8.10) krijgen we bij iedere keuze van a. 
een speciale oplossing van de snaarvergelijking, nl. 

u (x,t) = (A sin cx.x + B cos a.x)(C sin a.t + D cos a.t). (8.13) 
a. 

Met behulp van deze oplossingen zoeken we de oplossing die voldoet aan 
de begin- en randvoorwaarden van de snaar~ergelijking. We beschouwen 
hier het geval dat de snaar wel een beginuitwijking heeft, maar dat de 
beginsnelheid nul is. Nemen we voor het gemak aan dat de eindpunten van 
de snaar x = 0 en x = n zijn, dan zijn de beginvoorwaarden 

u (x,O) = f(x) 

ut (x,O) = 0 

en de randvoorwaarden 

(8.14) 

u(O,t) = u(n,t) = 0 t ? o. (8.15) 

We ontwikkelen nu de functie f(x) in een Fourierreeks 

00 

f(x) = L a sin nx 
n=1 

n 
(8.16) 

met 

a = ¾ JK f(x) sin nx dx. (8.17) 
n 

0 

00 

We nemen aan dat de beginvoorwaarde f(x) zodanig is, dat de reeks Lia I n 
•· . . •· n=1 convergent is (m.a.w. voldoende sterke afname van de coefficienten 

van de Fourierreeks). 

Bij iedere term a sin nx van 
oplossing (8.13),ndie voldoet 
begin- en randvoorwaarden. 

de Fourierreeks van f(x) zoeken we een 
aan U(x,O) = a sin nx, en verder aan de 

n 

Nu is u(O,t) = 0 als B = O, en u(n,t) = 0 als we voor a. een natuurlijk 
getal kiezen. Het ligt voor de hand dat we hier a.= n kiezen. 
u(x,O? = a sin nx als we nemen A= a en D = 1. Tenslotte volgt uit 
ut(x,O) = Be sin nx = 0 dat c = o. n 
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De gezochte oplossing (8.13) is dus 

u (x,t) = a sin nx cos nt. n n (8.18) 

De oplossing u(x,t) van de snaarvergelijking die voldoet aan de 
voorwaarden (P.14) en (8.15) kan dan geschreven worden als 

CIO CIO 

u(x,t) = ~ u (x,t) =La sin nx cos nt. (8.19) 
n=1 n n=1 n 

Deze oplossing in de vorm van superpositie van staande golven moet 
overeenk.omen met de oplossing 

u(x,t) = -H f(x+t) + f(x-t)} 

in de vorm van lopende golven, welke men verkrijgt door substitutie 
van g(x) = 0 in de formule van d'Alembert (8.4). lru geldt 

CIO 

-½ {f(x+t) + f(x-t)} = f L. a {sin n(x+t) + sin n(x-t)} 
n n=:1 

waaruit gemakkelijk volgt 
CIO 

f{f(x+t) + f(x-t)} == L a n 
sin nx cos nt. 

:Ve pakken nu het overe~nkomstige probleem voor de differentieverge
lijking op dezelfde ~ijze aan. ianRloog 2ls in het bovenstaande ge
val zoeken we nu nan.r oplossingen van ( 8. :.) die te sc;1rijven zijn als 

(8.20) 

Substitutie hiervan in de differentievergelijking levert 

'l'(t) ~(x+h) - 2~(x) + ~(x-h) = ~(x) 'l'(t+k) - 2'l'(t) + V(t-k) 
h2 k2 

ofwel 

w(x+h) - 2~(x) + ~(x-h) 

h~ ~ (x) 
= 

'l'(t+k) - 2'l'(t) + 'l'(t-k) 
" (8.21) 

k:t 'l'(t) 

Het linkerlid hangt weer alleen van x af en het rechterlid alleen van t, 

dus beide leden zijn gelijk aan een constante, die we weer -a. 2 noemen. 
We krijgen nu twee gewone differentievergelijkingen 

~(x+h) - 2~(x) + w(x-h) + a. 2 h2 ~(x) = O 

'l'(t+k) - 2'l'(t) + 'l'(t-k) + a. 2 k2 'l'(t) = O. 
(8.22) 
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Om aan de beginvoorwanrden te voldoen, kiezen we a. weer zo dat sin n:x: 
oplossing is van de vergelijking voor «:x:). Dit levert de relatie 

sin n(:x:+h) - 2sin nx + sin n(x-h) + a.2h.2sin nx = 0 

ofwel 

2sin n:x: cos nh - 2sin nx + a. 2l:i 2sin n:x: = 0 

waaruit dan gemakk.elijk volgt 

2 • nh 
a. = ii sin 2 . (8.23) 

We substitueren deze waarde voor a. in de differentievergelijking voor 
'l'(t) en krijgen dan: 

kt nh 
'l'(t+k) - 211:'(t) + 'l'(t-k) + 4 ht sin 2 

2 'l'(t) = O. (8.24) 

De beginvoorwaarden van de differentievergelijking zijn 

U(x,o) = f(x) V(x,k) = k g(x) + f(x) = f(x). (8.25) 

Willen we voldoen aan den-de term van de Fourierreeks (8.16) van de 
beginvoorwaarden, dan moet gelden 

~(x).'!'(O) = a sin nx 
n 

~(x).'l'(k) = a sin nx. 
n 

Dus de beginvoorwaarden behorende bij (8.24) zijn in dit geval 

(8.26) 

We moeten nu dus een differentievergelijking met constante coefficienten 
oplossen. In analogie met het overeenkomstige geval van de differentiaal
vergelijking stellen we 

iµt 'l'(t) = e , 

dan geldt 

il,l,(t+k) 2 iµt iµ(t-k) 4 '\ 2 • 2 nh il,l,t O e - e + e + A sin 2 e = 

ofwel 

2 cos µk - 2 + 4 A sin 2 ~h = O 

ofwel 

ofwel 

sin2 ~ - At sin2 nh 
2 - 2 

. uk sin= 
2 

'\ . nh = .:t I\. s1.n 2 
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Voor A< 1 levert deze vergelijking reele oplossingen voor µ. De bij 
n behorende oplossingen noemen we µ = + µ. 

- n 
De algemene oplossing Y(t) van de differentievergelijking (8.24) kunnen 
we dan schr,ijven in de vorm 

iµ t -iµ t 
Y(t) = C1 e n + C2 e n • (8.27) 

De beginvoorwa~rden (8.26) leveren de verGelijkingen voor C1 en C2 : 

metals oplossing 

-iµ k 
1 - e n 
iµ k -iµ k n n 

e -e 

= 1 

iµ k 
e n 1 
iµ k -iµ k • n n e -e 

Door dit in (8.27) in te vullen kan men gemakkelijk vinden dat 

cos µn(t - ~) 
Y(t) = ------

µnk 
cos 2 

µ k µ k 
Omdat A< 1 is sin •~ < 1 (zie boven) en dus cos ~ Io. 

(8.28) 

We krijgen de oplossing va~ de differentievergelijking, welke voldoet 
aan de beginvoorw<1.arden (8.25) door sommatie over alle n van de gevon
den speciale oplossingen, dus 

k 
cos µJt-2) 

µ k 
n 

U(x,t) 
00 

=La 
n=1 n 

.sin nx • 

cos 2 
Da t deze reeks convergeert, kunnen \'re op de volgende manier inzien. 

k cosµ Ct--) n 2 
µ k n cos-

2 

1 

µ kl leas ~ 

1 
= 

✓ µ k 
1- sin2 ~ 

Voor de algemene term van de reeks geldt dus 

k 
la I cosµ ( t ... -) 

n 2 sin ~ 
n a µ k nx 

n v1 - ,._2 n 
cos 2 ,,., 00 

Omdat we veronderstellen dat de reeks ~lal ,, n=1 n 

1 1 

(8.29) 

convergent is, is 

reeks voor U(x,t) uniform convergent (criterium van ',"ieierstrass). 

de 

• 
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We moeten nu nog bewijzen dat U(x,t) nadert tot u(x,t) als h .. 0 1 in 
k de veronderstelling dat A= h een cons1ante is, die kleiner dan 1 is. 

Nu wasµ oplossing van· de vergelijking 
n 

sin 1 = X sin f 
die we ook kunnen schrijven in de vorm 

sin l!:£ 
2 

rik 
2 

= 

. nh 
Sl.ll - 2 

nh 
2 

• 

Als h .. 0 gaat het rechterlid naar 1, dus ook het link.erlid gaat naar 1 
als k - o. Hieruit volgt dan dat µ ... n voor k - o. Voor de oplossing 
Y(t) (8.28) geldt dan n 

lim Y(t) == cos nt. 
k-o 

Ne zien dus dat iedere term uit de reeks van de oplossing U(x,t) van het 
differentie~roblcem nadert tot de overeenkomstige term uit de reeks van 
de oplossing u(x,t) vRn de snaarvercelijking, indien h,k -o bij con
stante A <1. 

Volgens een stelling over uniform convergente reeksen *) geldt dan ook 
dat 

lim U ( x, t). == u ( x, t) • 
h,k-+o 

Hiermee hebben we bewezen dat voorA < 1 de oplossing van de differentie
vergelijking convergeert n,ar de orlossing van de differentiaalvergelij
king als de stapgrootten hen k-+ O. 

*) De gebruikte stelling luidt: 

A.ls de reeks 

geving van x 

lim 
x-+a 

00 

van functies La (x) uniform convergeert in een omn 
n=1 

- a en voor iedere n bestaa.t lim a (x) dan geldt: 
x-a n 

00 
00 

L a (x) = ~ lim a (x). 
n=1 

n n=1 x-a n 

Voor definitie en stellingen over uniforme convergentie zie bijv. 

R.Courant: Differential and Integral Calculus, Vol 1. pg 386 ev. 
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Convergentie onderzoek voor A= 1 
In het vorige geval hebben we ex:pliciet gebruik gemaakt van het feit 

µk 
dat A< 1, nl. om te bewijzen dat cos ~ / o. Daarom kunnen we het 

gegeven bewijs niet gebruiken voor het geval A = 1. :·Je zullen nu laten 
zien dat we ook in dit geval convergentie hebben. 

Daar h = k kunnen we de differentievergelijking vereenvoudigen tot 

U(x+h,t) - U(x,t-h) = U(x,t+h) - U(x-h,t) 

Volgens nevenstaande figuur betekent 
dit dat het verschil van twee waar
den van U in een diagonaalric~ting 
constant is in de andere dingonaal
richting. 

·.'Je nemen nu x == rh en t -· sh en 
voeren nog de afkorting 

U(rh,sh) = U 
r,s 

in, dan geldt ac~tereenvolgens 

U -U = U -U = 
r,s+1 r-1,s r+1,s r,s-1 

= u - u = r+2,s-1 r+1,s-2 

= u - u r+s,1 r+s-1 1 0. 

YJe sommeren nu langs de c.ic,gona··,1, 
die de punten (r,s+1) en (r-s-1,0) 
verbindt. 'Je krijgen dan 

s 
~ (U - u 

(x, t+h) 

(x,t-h) 

(r,O) 

L- r-s+2a, 1 
<1=0 

r-s-1+2a,o) = U 1 - U r,s+ r-s-1,0. 

In deze formule vullen we de beginvoorwaarden 

U(x,O) = f(x) U(x,h) = h g(x) + :f'(x) 

in; we krijgen dan de formule 

(x+h,t) 



s 
U(x,t+h) - f(x-t-h) =Z {hg(x-t+2ah) + f(x-t+2ah) + 

a=o 

- f(x-t-h+2ah)} • 
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ru wordt veronaersteld d2..t g(x) continu is en f(x) continu differen
tieerbaar. Volgens de mi~delw~ardestelling geldt d~n 

1:u is 

f(x-t+2ah) - f(x-t+2ah-h) = h f'(x-t+2ah-h+e) 

met o < e < h. 

s 
L h g(x-t+2ah) 
a=o 

J
2t 

= t g(x-t+'t)d't 
0 

s 
Lh f'(x-t+2ah-h+8) 
a=o 

S
2t 

= t f'(x-t+T)d't 
0 

= t ( f(x+t) - f(x-t) } • 

Dus geldt 

ofwel 

Jx+t 
lim [ U(x, t+h) - f(x-t-h) ] = t g('t) d't + t {f(x+t) - f(x-t)} 
h- o x-t 

lim U(x,t+h) 
h~o 

J
x+t 

= t{f(x+t) + f(x-t)} + t g(•dd't.C8.33) 
x-t 

Volgens de for~ule van d'Alembert is het rechterlid van (8.33) echter 
juist de oplossing u(x,t) van de differentiaalvergelijking met de ge
geven beginvo0rv1aarden. 
Hieruit kunnen v:e dus besluiten d9.t 

lim U(x,t+h) + u(x,t) 
h-o 

m.a.w. de oplossing van het differentieprobleem nadert tot de oplossing 
van het differentiaalprobleem voor h,k - 0 ook in het geval A = 1. 



9. Stabiliteitsonderzoek voor differentiemethoden 

Zoals op blz NA-90 werd aangetoond is de differentiemethode met 
formule (8.9) in het algemeen niet convergent als A> 1. Ala echter 
aan de beginfuncties speciale eisen worden opgelegd, bijvoorbeeld 
de eis dat f(x) en g(x) beide analytische functies zijn, dan kan men 
bewijzen dat ook voor X > 1 geldt: U(x,t) nadert tot u(x,t) als h,k- o. 

Dit is wel begrijpelijk want een analytische functie is volledig bepaald 
door de functiewaarden in een willekeurig klein interval. Het is in dit 
geval dus niet mogelijk de beginfuncties alleen in een gedeelte van het 
begininterval te veranderen. Daarmee vervalt de redenering op blz NA-90. 

Men zou hieruit de conclusie kunnen trekken dat in het geval van analy
tische beginfuncties voor iedere waarde van A de differentieformule (8.9) 
bruikbaar ia voor de oplosaing van de snaarvergelijking. Dit is echter 
niet het geval. Er is nog een ander effect dat de bruikbaarheid van een 
methode bepaalt, namelijk de voortplanting van reeds gemaakt fouten. 
Bij iedere numerieke berekening worden afrondingsfouten ge!ntroduceerd. 
We zullen laten zien dat juist voor A> 1 het effect van deze afrondings
fouten catastrofaal is voor de oploasing van de differentievergelijking. 

Om het effect van een afrondingafout duidelijk te kunnen zien, beachou
wen we bet geval van de snaarvergelijking met beginfuncties f(x) • 0 en 
g(x) = o. De oplossing van de differentiaalvergelijking is dan u(x,t) =0; 
eTenzo is de oploasing van (8.9) dan U(x,t)· = o. Nu veronderstellen we 
dater ~6n afrondingsfout geintroduceerd is. We kunnen dit doen door 
bijvoorbeeld U(O,k) = c te nemen, in plaats van nul. Onder invloed van 
deze afrondingafout zal de oplossing van de differentievergelijking van 
nul verschillen. Deze van nul afwijkende oplossing vinden we uit de dif
ferentievergelijking (8.9) metals beginvoorwaarden 

r-:k 
ala XI o. 

f(x) = 0 g(x) = 
ala X = 0 

ofwel 

=(: 
ala X I 0 

U(x,o) = 0 U(x,k) (9.1) 
ala X = 0 

In onderstaande tabel wordt de oplossing gegeven voor het geval l = 2 
en c= 1. 

t 

5k 256 -1536 4432 ... 7920 95'41 -7920 4432 ... 1536 256 
4k 0 64 -288 616 -780 616 -288 64 0 
3k 0 0 16 ... 48 67 -48 16 0 0 
2k 0 0 0 4 -6 4 0 0 0 

k 0 0 0 0 1 0 0 0 0 
0 o··· 0 0 0 0 0 0 0 0 

,X 

-4h -3h· -2h -h 0 h 2h 3h 4h 
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Uit deze tabel zien we dat de fouten in de oplossing snei toenemen en van 
de gewenste nauwkeurigheid van de oplossing is na enige stappen niet Teel 
meer over. 
We zullen dit verschijnsel van aangroeiende fouten weer inatabiliteit 
noemen. 

Opmerking. In dit eenvoudige geval van de snaarvergelijking kunnen we 
het effect van een enkele afrondingsfout analytisch bepalen. 
Bij meer gecompliceerde vergelijkingen is dit dikwijls niet mogelijk. 
In zo'n geval bepalen we het effect van een afrondingsfout experimenteel 
door de differentievergelijking tweemaal op te lossen, waarbij de tweede 
keer de beginvoorwaarde in ,en enkel punt gewijzigd wordt. Het verschil 
van de beide oplossingen geeft dan een indruk van de stabiliteit van de 
methode. 

We behandelen nu twee methoden om de stabiliteit van een differentie
formule te onderzoeken: de Fourier-methode en de matrix-methode. 

a) Methode met behulp van Fourierreeksen 

We veronderstellen dat de functiewaarden U(x,t) op de lijn t = 0 af
rondingsfouten bevatten, en zullen nagaan hoe deze fouten zich voortplan
ten. Een willekeurige verdeling van de fouten kan voorgesteld worden door 

een eindige Fourierreeks L 
(n) 

is juist gelijk aan het aantal 

1~ X 

A e n • llet aantal termen van deze reeks n 

basiapunten op de rechte t = o. De coeffi-

cienten ~ mogen willekeurig gekozen worden, ~ = n geeft de gewone 
n n 

Fourierreeks. De waarde van A wordt dan bepaald door de eis dat de reeks n 
in ieder basispunt de waarde van de fout in dat punt moet hebben. 
Omdat het probleem lineair is kunnen we one beperken tot het onderzoek 
van de invloed van &6n term van de Fourierreeks. We nemen due een fouten-

i~x verdeling van de vorm • , en gaan na onder welk.e voorwaarden de invloed 
van deze fout beperkt blijft. 

De voortplanting van de fouten vinden we evenals hierboven in de van nul 
verschillende oplossing van de differentievergelijking (8.9), nu met de 
beginvoorwaarde 

( i~x U x,O) = e • 

We kunnen deze oplossing vinden met de methode van de scheiding van 
variabelen. Daartoe stellen we 

(9.3) 
De groei van de fout hangt dan af van de grootte van de factor eat. 

Ala leatl ~ 1 dan blijven de voortgeplante fouten beperkt, de methode 

heet dap stAbiel. Maar als leatl > 1 dan groeien de fouten in de oplossing 
exponentieel, en hebben we een instabiele methode. 
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Substitutie van (9.3) in de differentieformule (8.9) geeft 

iJa; a.(t+k) il3x a.(t-k) 2( 1 '") 1Jb:-t '\"'[ 1P(x+h) a.t 1a1x-h) a.tJ e e = - e e + - 11. "' e e+ 11." e e + e ~ e 

ofwel 

ale -ak 
e + e 

Deze vergelijking heeft twee oplossingen a en -a.. Welke van de twee 
genomen moet worden hangt af van de tweede (hier niet gegeven) begin
voorwaarde U(x,k). 
De methode is alleen staciel ala zowelleak.1 ~ 1 ala le-a.kl-' 1 due 

alt · I• I= 1, waaruit volgt data. zuiver imaginair is due a.= 1•• Verge-
lijking (9.4) wordt dan 

cos q,= 1 - 2>.. 2 ain 1 ¥. 
Deze vergelijking bezi t alleen een oplosaing Cf> als 11 ... 2>.. 1ain 1 , I ~ 1. 

Daar dit moet gelden voor alle p volgt hieruit direct dat >.. 1 .;; 1 en dus 
A~ 1. We zien due dat de voor.waarde voor stabiliteit van de differentie
formule (8.9) is>.. 4' 1. lioewel due soms voor ~ > 1 de convergentie in 
orde is zal de instabiliteit van de differentieformule tot gevolg hebben, 
dat we geen betrouwbare reaultaten vinden. 

We hebben vroeger bij de gewone differer.tiaalvergelijkingen gezien 
(blz NA-62,63) dat een impliciete differentieformule beter was, vanwege 
de atabiliteit, dan enkele eX]?liciete formulea. 
~e zullen nu aan een voorbeeld laten zien dat zoiets oak geldt bij 
hyperboliache partiele differer.tiaalvergelijkingen. 

·:1e krijgen een impliciete differentiaal vergelijking voor het snaarpro
~'u bleem door in (8.1) de tweede afgeleide - in r.et punt (x,t) niet te 
b:! 

benaderen door de centrale differentie in (x,t) zoals vroeger, maar door 
de gemiddelde van de centrale differenties in de punten (x,t+k) en (x,t-kh 
Men kan bewijzen dat de afbreekfout van dezelfde orde is dus 

a1u = 1 ( U(x+h,t+k) - 2U(x 9 t+k; + U(x-h,t+k) + 
h: 2 2h 

2 

U(x+h,t-k) - 2U(x,t-k) + U(s-h,t-k)] + O(h 2 ) • 

De differentievergelijking wordt in_dit geval 

1 [ U(x+h,t+k) - 2U(x,t+k) + U(x-h,t+k) + U(x+h,t-k) 
2hl 1 

-2U(x, t-k) + U(x-h 9 t-k)] = [U( x, t+k) = 2U(x 9 t) + U(x, t-k) J 
k' 
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ofwel 

U(x,t+k) - 2U(x,t) + U(x,t-k) = T A, 1 (U(x+h,t+k) - 2U(x,t+k) 

+ U(x-h,t+k) + tr(x+h,t-k) - 2TJ(x,t-k) + F(x-h,t-k)] 

In deze differentieformule zijn U(x+h,t+k), U(x,t+k) en U(x-h,t+k) 
onbekend. 
Het rekenpatroon ziet er als volgt uit 

t+k 

t 

t-k 

expliciete formule (8.9) 

x-h x+h 

t+k 

t 

t-k 

impliciete formule (9.5) 

x-h X x+h 

Uit een differentievergelijking kunnen we niet de drie onbekende 
functiewaarden vinden. Daarom beschouwen we de aerie vergelijkingen 
(9.5) van het niveau t+k gelijktijdig. Hemen we aan dat in de x-richting 
N+1 basiepunten zijn en voeren we nog de af'korting 

in, dan krijgen we het stelsel van N-1 lineaire vergelijkingen 

y).IU 1 - (1+).1,)U · 1 + i).1 U 
1 1 

= R r+ 1 , s+ r, 15+ r- , 15+ 

waarbij het rechterlid R bestaat uit bekende functiewaarden op het 
niveau t = (s-1)k en t = sk. Nemen we nu ook nog aan dat U 1 en o,s+ 
UN 1 b~kend zijn (randvoorwaarden), dan is het aantal onbekenden ,s+ 
in het stelsel vergelijkingen (9.7) gelijk aan N-1, en dus is dit 
stelsel oplosbaar. 

We onderzoeken eerst de stabiliteit van deze differentiemethode. Analoog 
als in het voorgaande stellen we 
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3ubstitutie hiervan in (9.5) geeft 

ak -cxk 
e - 2+ e t , '[ i,Sh a.k 2 cxk -il3h a.k = ,.. e e • e +e e + 

1(3h -a.k 2 -cxk -il3h -ak] 
+ e e - e + e e 

waaruit gemakkelijk volgt 

cxk -C1k. 
e + e ( 9.8) 

Zen analoge redenering als op blz N.!,-100 geeft ala voorwaarde voor 
atabiliteit 

1 + 2 l.: sin1 .@fl "-
1 

en dit geldt voor iedere waarde van Ae Dua de impliciete methode (9.5) 
ie onToorwaardelijk atabiel; een aoortgelijk reaultaat ala op blz NA-63 
Toor gewone differentiaalvergelijkingen werd gevonden. 

We kunnen nu de vraag stellen of het oplossen van een,meestal nogal 
groot, stelsel lineaire vergelijkingen niet een hoge prijs is voor de 
onvoorwaardelijke atabiliteit van de methode. 
Het oploaaen van het atelael vergelijkingen ia echter in dit geval een
voudig door de ap~ciale gedaante van de eoefficienten-matrix. 
Het stelsel lineaire vergelijkingen ziet eruit ala volgt 

a1 :x1 + b1 x 
1 

o1 x1 + a
1 

:x:1 + b 
I
x J 

0 X 
1 

+ a X r r- r r + b X 
r r+1 

ox 1 +ax n n- n n 

= d, 

s d 
• I • • 
= d 
• r 
• .. 
= d n 

ofwel in matrix-notatie B,! = ~, waarbij Been tridiagonale matrix is, 
d.w.z. een matrfx die alleen in de hoofddiagonaal en de beide neven
diagonalen van nul verschillende elementen heeft. 

a., b 1 f} 
c, 8! bl 

• " @I 

B' = " " • • • • • • " 
0 n-1 II!. b .. 

-e n-1 n-1 

" en_ Ill n 

Hierbij ia n = N--1, a1 = ... (1+ >i.'), bi= c1 = 1" ). 1 • 

Het oplossen van B,! = ! gaat nu ala volgt,. 

(9.10) 

We zoeken een onderdiagonaalmatrix Wen een bovendiagonaalmatrix I zo-
danig dat B = ••~ f 



., tr 1 41 -0-• 
~ ,, "' .. .. OJ 

w = • • Q. ::: .. .. .. 
., .. 4n-1 • "' -8--e on V 1 n 

De elementen w1 en qi vinden we op de volgende manier,. 

Uit B = W,.Q volgt voor de hoofddiagonaal 

a,. = w., w., = a1 

a = c2q1 + w, a w, = a, - c,q1 
• .. 
• dus • • .. 
a = 0 n4n-1 + w n n w = a - C n4n-1 n n 

en voor de nevendiagonaal 

b = w,q1 'I 
b = W lq ! 2 
• • dus "' 
b = "n-14n-1 n-1 

41 = L 
"'1 

q = ~ 
"' 

w, 
.,. 

b "' ...A::1 
4n ... 1 = 

VI n-1 
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(9.11) 

(9.12) 

(9.13) 

Uit (9.12) en (9,.13) kunnen we de elementen w
1 

en q
1 

als volgt berekenen 

w•a ~q=.!:!:a.. ➔ w=a-cq~q =~ etc. 
1 'I 1,r I I !1 I W 

1 I 

Als we op deze manier de 
we Bx= d op de volgende 
Wz =-~ als volgt 

d1 
y=-~y= 

1 W 
1 

f 

matrices Wen Q hebben gevonden, dan loesen 
manier op. Eerst bepalen we de vector z uit 

etc 

daarna bepalen we de gezochte oplossing ~ uit Q,! = z als volgt 

Is bij eliminatiemethode voor het oplossen van een stelsel lineaire 
vergelijkingen voor een willekeurige matrix het aantal vermenigvuldigin
gen in de orde van n' ; voor een tridiagonale matrix is met bovenstaande 
rekenwijze het aantal vermenigvuldigingen in de orde van n. 
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b). Stabiliteitsonderzoek met behulp van de matrixmethode 

De impliciete differentiemethode vereist randvoorwaarden. Bijvoor
beeld moeten bij het probleem van de trillende snaar de functiewaarden 
U(x,t) voorgeschreven zijn op twee rechten x = constant. Voor het 
stabiliteitsonderzoek kan men nu het effect van deze randvoorwaarden 
direct in rekening brengen door inplaata van de Fo.uriermethode de zgn .. 
matrix-methode te gebruiken. 

~we veronderstellen in het volgende dat de functie U(x,t) = 0 op de twee 
rechten x = x en x = x + Nh. 

0 0 

Iv~et de afkorting (9.6) wordt de impliciete differentie-vergelijking (9,.5): 

U ... 2U + U = t A I CtJ .. 2U + U 
r 9 a+1 r,s r,.s-1 r+1,s+1 r 1 s+1 r-1,s+1 

+ U - 2U ·+ U ] r+1,s-1 r,s-1 r-1,a-1 

of'wel 

We beschouwen de onbekende functiewaarden U(x,t) in de N-1 roosterpunten 
x = x + rh op de rechte t = sk ala een vector die we zullen aandu:tden r o 
met U, dus -s 

u = -s 

u 
1,s 

u 
2,s 

• • • 
• u 
N-1,s 

Dan kunnen we het stelsel vergelijkingen (9.14) voor r = 1,2, ••• ,N-1 
ala volgt in matrixnotatie schrijven 

AU 1 = BU - CU 1 -s+ -a -s- ofwel 

waarbij B = -2I met I= eenheidsmatrix en A= C een tridiagonaalmatrix is 
(zie (9.,.10)) .. 
De vergelijking (9.15) voor de vector .£

8
+1 kunnen we herleiden tot een 

zgn .. "two-level" formule door de vectoren U en U 1 te combineren -s -s ... 
tot een enkele vector V ,, -s 



u 
1,s 

• 

=(~:J = 
• u N-1,s 

V .. -s u 
1,s-1 

.. 

... 
u N-1,s-1 

Uit de twee formules 

u = u -s -s 

Volgt in matrixnotatie de vergelijk.ing voor de vector V 1 -s+ 

V 1 = PV 
-s+ -s 

waarbij Peen matrix is die samengesteld is uit de matrices van (9.,16) 

.. 

We veronderstellen nu dat de matrix P allemaal·verschillende eigenwaarden 
heeft .. Er zijn dus 2(N-1) verschillende eigenwaarden t 1 , de bijbehorende 

eigenvectoren noemen we ~ ,,, Deze vectoren vormen dan een basi.s van de 

lineaire ruimte der Y's, dus we kunnen de beginvector Y,1 ~anons pro

bleem schrijven ale een lineaire combinatie van de eigenvectoren 

Dan geldt echter 

Beschouwen we nu de ele~enten van y
1 

als de fouten op het begir-niveau, 

dan geeft de vector V 1 de voortgeplante fouten in de oplossing op het -s+ 
niveau t = (a+1)k. Voor de stabiliteit vaa de methode is vereist dat 

deze fouten begrensd zijn, dus ltjl" 1., 
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De eigenwaurd8~ tj van de matri~ F bepalen we uit de vergelijking 

det(P-tI) = o, ofwel 

(

A-, 

1

B-tI 
det 

_;.,-1 C ) = 

-tI 
o. 

We tellen t keer de eerste "kolom" bij de tweede op (deze kolommen 
bestaan uit twee matrices, men kan gemakkelijk nagaan dat de rekenwijze 
juist is). 
We vinden dan 

(

A-1 B-tI 
det 

I 

Uitwerken gee:ft 

en daar det I/ o, moet dus gelden 

det(-A-1 C+t(A-1 B-tI)) = O. 

Cmdat A- 1c = I is det A- 1J Oen t = 0 geen eigenwaarde 9 dus 

geeft 

(9.18) 

Hiermee hebben we de eigenwaardenvergelijking voor t teruggebracht tot 
determinantenvergelijking van de orde N-1. 

1 Stellen we t+ t = µ dan wordt deze vergelijking in µ : 

-2+( 1+ >.. 2 ) µ --t >..2µ -e-
-t>..2 µ -2+(1+A2 )v, .. 

= 0 .. 

-e-
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~it is geen normaal eigenwaardenprobleem. 
·;/e beschouwen nu de differer.tievergelijking 

(9.20) 

met de raLdvoorwaarden 

Dan is de matrix van (9.19) gelijk aan de coeffioienten-matrix van het 
stelsel vergelijkingen (9.20) voor r = ~,2, ••• ,N-1. De oplossingen van 
(9.19) zijn dus de waarden vanµ waarvoor (9.20) een niet-triviale 
oplossing heeft. We bepalen daarom de niet-triviale oplossingen van 
(9.20), en stellen daartoe 

y 
r 

il3r 
= e • 

Substitutie hiervan in (9.20) levert 

en hieruit volgt 

-2+( 1+ >..2 )µ 13 = ___ .......,. _____ _ 

).2 µ 
cos • (9.21) 

Deze vergelijking heeft twee oplossingen namelijk ± 13. De algemene 
oplossing van de differentievergelijking (9.20) kan dus geschreven 
worden in de gedaante 

il3r -"3r Yr= c1 e + c 2e • 

De coefficienten c1 en c2 volgen uit de randvoorwaArden 

waaruit volgt c 1 = -c, ~n 2ic 1 sin ~N = o. c 1 ~ 0 geeft de triviale 

oplossing •. Voor de niet-triviale oplossingen moet, dus 

sin 13N = 0 ofwel kx 13 = N met k= 1,2, .... ,N .. 1. 



Dit invullen in (9.21) geeft 

k1t -2+( 1+ l 1)p, 
cos -N = • 

Atµ 

Hieruit kunnen we'tenslotte µ oplossen. We vinden dan 

2 

We zien hieruit dat voor iedere waarde van A geldt µ ~ 2. 
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1 1 - 1 Nu is µ = t + t, due geldt dat t + t reeel is en O ~ t+t " 2 waaruit 

we gemakk.elijk kunnen afleiden dat ltl = 1. 

• 

iiiermee is aangetoond dat alle eigenwaarden tj van Pin 

gelijk zijn aan 1. Dus hebben we bewezen dat de methode 
formule (9.14) onvoorwaardelijk stabiel is. 

absolute waarde 

met differentie-

We onderzoeken nu nog de stabiliteit van differentiemethoden bij 
syatemen van eerste orde partiele differentiaalvergelijkingen. 
De eindige differentiemethoden kunnen ook gebruikt worden voor eerste 
orde partiele differentiaalvergelijkingen of systemen van eerste orde 
ver·gelijkingen. 
~e convergentie van zo'n Methode is in het algemeen in orde, evenals bij 
de tweede orde partiele differentiaalvergelijkingen, indien de verhouding 
van de stapgrootten hen k zo is dat het invloedsgebied van de differen
tiaalvergelijking (karakteristieken-driehoek) geheel valt binnen de 
invloedsdriehoek van de eindige differentiemetr.ode (zie blz NA-90 ev) 

Het onderzoek naar de stabiliteit kan weer gesc~ieden met bijvoorbeeld 
de Fourier-methode. Ala voorbeeld beschouwen we het volgende systeem 

Dit systeem ie aequivalent met de vergelijking voor de trillende snaar 
Ou au hetgeen direct duidelijk is als we p = ii en q = Ot stellen. 

We veronderstellen nu dat ala beginvoorwaarden zijn gegeven: p(x, t) 
en q(x,t) op het interval O-' x ,<: 2 van de rechte t = o. 

De karakteristieken zijn de rechten x-t = a. en x+t = a., en het invloeds
gebied voor t > 0 wordt begrensd door de rechten: 

t = 0 x-t= 0 x+t = 2. 

Indien we nu met de eenvoudigste 
eindi~e differentieformules wil
len werken, dan benaderen we de 
afgeleiden naar t door de voor
waartse differentie. In de 
x-richting kunnen we dan nog 
kiezen tussen voorwaartse, cen
trale en achterwaartse differenties. 

t 

0 X 
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Om binnen het gebied te blijven · moeten we bij de rechte x-t = 0 geen 
ach~erwaartse differenties en bij x+t=2 geen voorwaartse differenties 
gebruiken. Centrale differenties-zijn overal-in het invloedsgebied te 
gebruiken., 

We veronderstellen nu dat op de rechten x = 0 en x = 2 als randvoorwaar, 
de de waarde van q(x,t) gegeven is. Dan is daarmee de oplossing van 
hetsysteem (9 .. 23) eenduidig bepaald in de strook tussen de rechten 
x = 0 en.x = 2., 

We beschouwen nu de differentiemethode die ontstaat door in de x-richting 
centrale differenties en in de t-richting voorwaartse differenties te 
nemen. 
De differentieformules worden dan: 

Dit zijn expliciete differentieformules. De waarden van pen q op het 
niveau t = (s+1)k worden bepaald met behulp van de waarden van pen q op 
het niveau t = sk. 

Om de stabiliteit te onderzoeken veronderstellen we een fout er= Aeif3rh 

in de beginwaarden p O en een fout ~ = Beiprh in de beginwaarden a 0 r 9 r --r, 
en bepalen weer de oplossing die bestaat uit de voortgeplante fouten. 
Dit is de oplossing van (9.24) met de beginvoorwaarden 

A 
iprh 

P O = e r, 
if3rh ~.o = B e • 

We vinden deze oplossing weer met de methode van de scheiding van 
variabelen. We stellen 

Substitutie hiervan in (9.,24) levert dan 

k ip(r+1)h iP(r-1)h 
A 

a.s e ... e 
e 2h 

-~ h a.(s+1)k ask = on-- i ... r e ... e 
De k 

i P(r+1 ),h iP(r-1 )h a.(s+1 )k uk 
,, 133 8

a.sk e - e = A 8 if3rh e - e 

2h k 
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ofwel 
:i.J3h -il3h a.k 1 A e - e B e -

2h = k 

il3h -il3h ak 1 B e - e 
A e -

2h = k 

ofvrnl 

i >i.A sin 13h - B( e 
cx.k 

1) 0 - = 
a.k 

(9.28) 
-A (e - 1) + i >.. D sin f3h :::: o. 

Di t stelsel vergelijkingcn voor ·'" en 3 heeft alleen dan een oplossing 
als a zodanig gekozen \·1ordt dat 

i A sin l3h 

a.k -(e - 1) i A sin f3 h 

ofwel (ea.k - 1) 2 = - A. 2 sin 2 f3h .. 

= 0 

D . ht a.k 1 · · · · ak an is ec ere zuiver 1mag1na1r: e 

dus eak = 1+iy, waaruit volgt dat lea.kl> 1. 

1 = iy 

We zien dus dat voor geen enkele waarde van A -j O de methode stabiel is. 
De differentieformules (9.24) zijn dus volkomen onbruikbaar. 

Een andere differentiemethode krijgen we door zowel in de x-richting ala 
in de t-richting centrale differenties te nemen. We krijgen dan de dif
ferentieformules 

p -p 4r 2s+1 - q r+1 1 s r ... 1 1 a 
= 

r 2s-1 
2h 2k 

q ... q Pr 1s+1 - pr 1s-1 
(9.30) 

r+1 2 s r-1 2s 
= 2h 2k " 

Dit ziJn eveneens expliciete formules; de waarden van pen q op een nieuwe 
lijn worden nu bepaald uit de waarden op de twee voorgaande lijnen. 
OEmerking. Voor deze methode is de beginvoorwaarde~ pen q gegeven op 
de lijn t = 0 niet voldoende. We moeten eerst pen q ook berekenen, 
bijvoorbeeld met voorwaartse differentieformules, op de lijn t = k, m.a.w. 
de methode heeft een aparte startprocedure. 
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De stabiliteit van deze methode vinden we, analoog als in het vorige 
geval, uit de oplossing van (9.30) met de beginvoorwaarden (9.25). 
We substitueren (9.26) in (9.30) en krijgen dan 

ecxks 
ij3(r+1)h ij3(r-1)h 

if:3rh a(s+1)k a(s-1)k 
A 

e -e B e -e = e 2h 2k 

a.ks if:3(r+1)h if:3(r-1)h 
A eij3rh 

a(s+1)k a(s-1)k 
B e -e e - e e 2h = 2k 

Hieruit volgt 

2 ii\ A sin 13h - B(ecxk - e -cxk) = O 

( ak. e-ak.) i\ A e - - 2 i B sin 13h = 0 

en dit stelsel heeft een oplof;sing A en B als de coefficientendeterminant 
gelijk aan nul is, dus 

(ea.k-e-a.k) 
2

= -4i\ 2 sin 2 13h 

a.k -ak 
e - e = !. 2 i i\ sin j3h. 

Analoog als op blz NA-100 vinden we dat de methode alleen stabiel is als 
Ii\ sin f:3hl ~ 1 voor alle 13. De voorwaarde voor stabiliteit is dus i\ ~ 1. 

Als derde methode voor het systeem (9.23) behandelen we tenslotte nog een 
impliciete methode. We krijgen de impliciete formules door de tweede af
geleide naar x weer te vervangen door het gemiddelde van twee centrale 
differenties (zie blz NA-100). 
De differentieformules worden dan 

Pr+1 2s+1 - Pr-1 2s+1 + Pr+1 2s - p 4r 2s+1 - 4r 2s r-1 2s = 4h k 

4r+1 2s+1 - 4r-1 2s+1 + 4r+1 2s - q pr 2s+1 - Pris r-1 2s = 4h k 

Na substitutie van (9.26) in deze formules vinden we 

ak ak • ½ i i\ A ( e + 1 ) sin 13 h - B ( e - 1 ) = 0 

A(eak ... 1) - fi A B(eak + 1).sin f:3h = 0 

waaruit we nu als vergelijking voor a vinden 

ak 2 _1_ 2 ( ak 2 • 2 . 
( e - 1 ) = - ~ i\ e + 1 ) sin 13 h 
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ofwel 

ea.k 1 
= 

eak + 1 

i>.. ,t 2 sin Ph. 

Voor stabiliteit is weer vereis-t lea.kl~ 1 en le-a.kl~ 1, dus a= icp. 
Vullen we dit in (9.34) in dan krijgen we 

tan~=+ -
2
)., sin Ph 

2 -

en deze vergelijking heeft voor alle waarden van)., een oplossing cp. We 
zien dus dat ook in dit geval de impliciete methode onvoorwaardelijk sta
biel is. 

10. Parabolische differentiaalvergelijkingen 

Physische problemen welke mathematisch beschreven worden door een 
parabolische differentiaalvergelijking van de tweede orde hebben veelal 
betrekking op diffusieverschijnselen (o.a. warmtegeleiding). 
De normaalvorm voor een parabolische differentiaalvergelijking is 

Ou 
at (10.,1) 

waarbij x de plaatscoordinaat en t de tijd voorstelt. Deze differentiaal
vergelijking heeft slechts een schaar karakteristieken, nl. de lijnen 
t = constant. Dit kunnen we bijvoorbeeld inzien door de vergelijking 
ut = uxx op te vatten ala de limiet van de hyperbolische vergelijking 

uxx - c 2utt = ut voor c - 0. 

De karakteristieken-richtingen hier-

van zijn _ddt = + c. Beide scharen ka-
x - 1 

rakteristieken naderen dus tot de lijnen 
t = constant als c - o. 
Daarmee verdwijnt de karakteristieken
driehoek; het invloedsgebied voor de-,f,;;:::::..---,,--------+~--------ir'"'":'." 
waarde van de oplossing van (10.1) in -F O e: .... 
een willekeurig punt is de gehele be-
ginlijn. Omdat de 
diffusievergelijki:rgvan de eerste orde int is, mogen we verwachten dat 
een beginvoorwaarde u(x,0) = f(x) voldoende is voor een zinvol probleem. 
Is de beginvoorwaarde gegeven op een eindig interval dan zijn randvoor
waarden aan beide einden noodzakelijk vocr een oplossing. 

Uit bovenstaande blijkt dat voor de numerieke oplossing van een parabo
lische pifferentiaalvergelijking geen gebruik kan worden gemaakt van de 
karakteristieken. Daarom zijn we thans geheel aangewezen op de eindige 
differentiemethoden. 



We beschouwen nu het klassieke warmtegeleidingsprobleem 

ou a2u at= a 
ox 2 

met de beginvoorwaarde 

u(x,0) = g(x) 

en de randvoorwaarden 

u(0,t) = f 1 (t) 

u(L,t) = f
2 

(t) 

t ~ 0 

t :;::, 0 
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(10.2) 

(10.3) 

(10.4) 

De oplossing u(x,t) van dit probleem geeft de temperatuur in een dunne 
staaf waarvan L de lengte, en de constante a> 0 de warmtegeleidings
coefficient voorstelt. 

De voorwaarden (10.3) en (10.4) 
geven de functie u(x,t) op drie 
zijden van een gebied in het 
(x,t)-vlak. Aan ~~n zijde is het 
gebied onbegrensd. 
Het probleem is nu de functie 
u(x,t) te bepalen in het gebied 
begrensd door deze drie zijden. 
Daartoe nemen we een rechthoekig 
net over het gebied. De stap
grootte in de x-richting noemen 
we weer hen in de t-richting k. 
Als benadering voor ut nemen we 

de voorwaartse differentie, waar
voor geldt 

tt 

k 

ou = u(x 2 t+k) - u(x,t) _ O(k) 
ot k 

0 h L 

en ala benadering voor u nemen we de centrale differentie, waarvoor 
xx geldt 

... 
X 

Op deze manier krijgen we een differentieformule die er als volgt uitziet 

U(x,t+k) - U(x 2t) = a U(x+h 2 t) .... 2U(x 2t) + U(x-h 9 t) 
k 



ofwel met A = 
ak (dan is A een dimensieloze grootheid) 
h2 

U(x,t+k) = (1 - 2A)U(x,t) + >..{U(x+h,t) + U(x-h,t)}. (10.5) 

Het rekenpatroon ziet er met deze formula als volgt uit 

x-h 
R 
X x+h 

t+k 

t 
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We zullen de afbreekfout nu eens nader bekijken. We maken daarbij gebruik 
van de Taylor-ontwikkelingen van u(x,t) naar x alleen, en naar t alleen. 
Er geldt 

h 2 (2) h' (J) h,. (,.) h 5 (5) h 6 (6) 
u(x+h,t)=u(x,t)+hu~+ 2 ux + 31 ux +41ux +51ux +blux (t 19 t) 

( ) ( ) , h 2 (2 ) h' ( J) h 1t ( ,. ) h 5 (, ) h6 ( 6) (-,: t) 
ux-h,t =ux,t -hux+Tux - 31 ux +1i1ux -51ux +blux .,. 2 , 

en 

Vullen we deze reeksen in de differentiaalvergelijking (10.2) in dan 
krijgen we 

u(x,t+k) - u(x,t) u(x+h,t) - 2u(x,t) + u(x-h,t) = - k - a _____ _. __________ ___. ______ .....,. _ _,_.......,. + R • 

h2 

Hierin is R de afbreekfout van de differentieformule (10.5) waarvoor 
geldt 

1 k 2 (2) k' (J) 
R=- p21 ut (x,t) + 31 ut (x,'t)) 

Nu geldt volgens de differentiaalvergelijking 

u = au en dus Utt 
2 ( It) 

= a u 
t xx X 

en ook 
(,) '(6) 

ut = a u • 
X 

Met behulp hiervan kunnen we de fout R schrijven in de vorm 

De afbreekfout wordt in eerste instantie gegeven door de eerste term van 
het rechterlid van deze formule. We zien hieraan nog eens dat de fout van 

de orde h 2 en k is. 



Kiezen we nu hen k zodanig dat 

ofwel 
1 

A = 6 
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dan verdwijnt de eerste term van R. De afbreekfout is dan van hogere orde, 

namelijk van de orde h' en k 2
• ~e speciale keuze A= i kan dus beschouwd 

worden als een optimale keuze voor wat betreft de afbreekfout. 

Convergentie-onderzoek voor de expliciete formule (10.5). 
We onderzoeken de convergentie van deze differentiemethode alleen voor 
het geval van homogene randvoorwaarden, m.a.v. de randvoorwaarden (10.4) 
worden in dit geval 

u(0,t) = u(L,t) = 0 t :> 0 • ( 10.6) 

Eerst bepalen we de oplossing van de differentiaalvergelijking, met de 
methode van scheiding van de variabelen. Daartoe stellen we 

00 

u(x,t) = L. b (t).sin 
n=1 n 

n1tx 
L 

Dan is aan de randvoorwaarden (10.6) voldaan. 
Wegens de lineariteit van de differentiaalvergelijking kunnen we ons, 

evenals vroeger, beperken tot een term, un(x,t) = bn(t).sin n~x, van de 

Fourierreeks (10.7). Substitutie van u (x,t) in de differentiaalvergelij-
n 

king geeft een vergelijking voor b (t): 
n 

ofwel 

b' ( t )sin nnx 
n L 

n 2n 2 nnx 
= -a-- b (t)sin L 

L2 n 

b ' ( t ) + an 
2

1t 
2 

b ( t ) = 0 • 
n L2 n 

De algemene oplossing van deze vergelijking is 

b (t) = B e 
n n 

met Bn een willekeurige constante. 

(10.,8) 

(10 .. 9) 



Met behulp hierTan kunnen we de_ oplossing u(x,t) dan schrijven in de 
vorm 

u(x,t) B e n 

an2x1 
- ---t 

sin n~x .. 

· De constanten B volgen dan uit de beginvoorwaarde,immers n 
GO 

u (x, 0) = g(x) = L, Bn sin n~x 
n=1 

dus de constanten B zijn de Fouriercoefficienten van g(x) n 

B. = ~L JL g(x) sin nKx dx .. 
n 

O 
T 

(10.10) 

(10.11) 

Hiermee hebben we de oplossing van de differentiaalvergelijking (10.2) 
die voldoet aan de beginvoorwaarde (10.3) en de randvoorwaarden (10 .. 6) 
gevonden. 

Nu bepalen we de oplossing van de differentievergelijking, ook met sepa
ratie. We stellen 

U(x,t) = ~(x).'f(t) 

en substitueren dit in de differentievergelijking (10.5) .. Dan krijgen 
we 

otwel 

'f(t+k) 
'f(t) 

= 1 + >.. l(x+h) - 2~(x) + ~(x-h) 
l(x) " 

Het linkerlid is uitsluitend een functie van t, het rechterlid hangt 
alleen van x af. Beide leden zijn due gelijk aan een constante c .. Hier
mee krijgen we de volgende twee gewone differentievergelijkingen 

'f(t+k) = C 'f(t) 

M>(x+h) + (1 ... 2>..) ~(x) + M>(x-h) = C ~(x)., 

Om aan de begin- en randvoorwaarden te kunnen voldoen zorgen we weer, 

evenals bij de hyperbolische vergelijkingen, dat sin nt oplossing is 

van de vergelijking voor ~(x). Dit levert voor C de vergelijking 
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.. i u(x+h) ,., s n L sin n-n:x 
L 

+ A ain nx(x-h) =Cain nffx 
L L 

waaruit gemakkelijk gevonden kan worden dat 

C = 1 - 4Aain1 n;: .. 

De differentievergelijking voor 'l(t) wordt nu 

'l(t+k) = (1 - 4:>i. sin2 n
2
;h) 'l(t) .. 

Om deze vergelijking op te loasen stellen we 
ClL t 

'l{t) = e n ., 

(10 .. 16) 

Door aubstitutie hiervan in de differentievergelijking vinden we voor 
a. de waarde n 

(10 .. 17) 

Nu geldt dus dat voor iedere waarde van A de functie 

a, t 
U (x.t) = A en sin!!:!!. n • L 

waarin a. gegeven is door (10.17), een oplossing is van de differentie-. 
n 

vergelijking (10,.5) welke voldoet aan de homogene randvoorwaarden (10 .. 6) .. 
Kiezen we nu speciaal A= B (10 .. 12) dan voldoet U (x,t) eveneens aan de n n 
n-de term van de Fourierreeks (10 .. 11) van de beginvoorwaarde .. Door nu deze 

speciale oplossingen U (x,t) te sommeren over alle n krijgen we de oplos
n 

sing U(x,t) van de differentievergelijking welke voldoet aan de begin-

voorwaarde (10 .. 11), dus 

U(x,t) 
a. t 

B e n 
n 

nnx 
sin L .. (10 .. 19) 

Het probleem van de convergentie van de methode is nu weer: 
ak nadert U(x,t) tot u(x,t) ala h,k - 0 bij constante A= - • 
ht 

De oplossing van de differentievergelijking verschilt van de oplossing 
van de differentiaalvergelijking alleen in de exponenten van de e-machten .. 



Nu is 

or. = -k1 
log(1 - 4 A sin 2 

~) = n 2L 

1 
=it 

log(1 - 4>+.sin 2 
~). 

4A i 2 ~ ,, 
s n 2L 

4 Asin 2 ~ 
n 21t2h 2 

4L2 

waaruit met behulp van de standaardlimieten 

lim 
x-o 

log (1-x) = _1 
X 

gemakkelijk volgt dat 

en lim 
x-o 

ala = 

sin x 
X 

= 1 

constant is., 
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We zien dus dat voor h,k - 0 bij constante A iedere term uit d,e reeks 
van de oplossing (10,.19) van de differentievergelijking convergeert naar 
de overeenkomstige term in de oplossing (10.10) van de differentiaalver
gelijking,. 

Als we nu veronderstellen dat de beginvoorwaarde 

CIO 00 

~ n-n:x 
g(x) = L- Bn sin L zodanig is dat L. IB 1 convergeert, dan conver-

n=1 n n=1 

geert de reeks (10,.19) uniform in hen k ala Re or. ~ 0,, In dat geval mogen 
n 

we volgens de stelling op blz. NA-95 de limietovergang termsgewijs uit-

voeren. Daaruit volgt dat voor Re or. ~ 0 geldt: U(x,t) - u(x,t) voor 
n 

h 9 k - O,. 

Nu is 

, 

dus Re or. -' 0 als J 1 - 4 A. sin2 
n 

daan voor iedere waarde van h als 

dat de methode convergent ~s ala 

n;Lh I ~ 1.. .Aan deze ongelijkheid is vol

A ~ t .. Hiermee hebben we dua gevonden 

~<½. 



NA-119 

nh Nemen we nu het geval A> t. Voor de waarden van n, waarvoor Leen on-

even geheel getal is, geldt dan 

1 - 4 A sin 2 ;f = 1 - 4 A< -1 

en dus is 

1 
a.n = k log{ 1-4X) 

een complex getal waarvan het reele deel positief is. Weliswaar conver

geert ook in dit geval 'de reeks (10.19) voor iedere h en k,daar 

IU (x,t)I ~ c. B waarbij C = (4X - 1)t/k, maar deze convergentie is niet 
n n 

uniform in hen k, omdat C niet begrensd is voor kin de buurt van nul. 
Daarmee vervalt de mogelijkheid om termsgewijs de limietovergang uit te 
voeren. 
Dientengevolge kunnen we de convergentie voor A > t dan ook slechts ver
wachten bij zeer speciale eisen voor de beginvoorwaarde g(x); bijvoor
beeld zeer sterke afname van de coefficienten B, in het bijzonder B = 0 

.n n voor n > n
0 

.. 

Stabiliteitsonderzoek voor verschillende differentieformules. 

A11ereerst onderzoeken we met de Fourier-methode de stabiliteit van de 
expliciete formule (10.5). Met de afkorting (9.6) wordt deze formula 

U = (1-2 ~U + >..(U 1 + U 1 ) • r,a+1 r,s r+ ,s r- ,s 
(10.,20) 

Evenals in het geval van de hyperboliache vergelijking stellen we 

u 
r,s 

a.sk if3rh = e e • 

Subatitutie hiervan in de differentieformule geeft 

a.k 1 2 " " ( if3h =if3h) e = - A+ A e + e 

ofwel 

( 10.21) 

De methode is alleen stabiel als lea.kl ~ 1, dus als A -'t• 0ok in dit 
geval vinden we dus dat, hoewel soms voor A >t de methode wel conver
gent is, we altijd A ~t moeten nemen om betrouwbare resultaten te krij
gen, vanwege de instabili tei t van de methode voor A > t • .,, 
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We onderzoeken nu ook weer de mogelijkheid om met impliciete differentie
formules grotere stabiliteit te krijgen,. In dit geval benaderen we de twee
de afgeleide u in het punt (x,t) door een gewogen gemiddelde van centrale xx 
differenties in de punten (x,t+k) en (x,t) .. De afbreekfout is dan weer van 
dezelfde orde, dus 

o2u = p{u(x+h, t+k) - 2u (x, t+k) + u(x-h, t+k) }+(1-p){u(x+h, t)-2u(x, t)+u(x-h1 t)} 
ox2 h 2 

voor iedere O < p ( 1 .. Nemen we dan in de t-richting de voorwaartse 
differentie 9 dan krijgen we de formule 

ofwel 

ApU 1 1-(2Ap+1)U 1+A.pU 1 1=-"-(1-p)U 1 +(2A-2Ap-1)U + r+ ,s+ r 9 s+ r- ,s+ r+ ,a r 9 s 
-A.(1-p)U 1 .. (10,.22) r- ,a 

We beschouwen van deze formula enkele speciale gevalleno 

Voor p = 1 krijgen we de formula 

AU r+1 9 s+1 u • r,s 

Het rekenpatroon ziet er met deze formula als volgt uit 

t = (s+1 )k 

t = sk 

r-1 r r+1 

( 10 .. 23) 

Deze formula staat bekend onder de naam: vierpunts im.pliciete formula 
van Laasonen. 

V~or p = ¼ nemen we juist het gemiddelde van de centrale.differenties 
op de lijnen ten t+k. We krijgen in dit geval de formula 

~u 
2 r+1 9 s+1 

A 
- (A+1)U 1 + - U = r,s+ 2 r-1,s+1 

(10,.24) 
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Het rekenpatroon is nu 

s+1 

r r+1 

Deze formule heet: zeapunta impliciete formula van Crank-Nicolson. 

0pmerking. 0ok hier geven de impliciete differentieformules aanleiding 
tot een stelsel lineaire vergelijkingen waarvan de matrix de gedaante van 
een bandmatrix heeft. 

De algemene impliciete differentieformule (10.22) levert bij het stabili
teitsonderzoek met de Fourier-methode de vergelijking 

2).p cos l3h eak- (2>i.p+1 )eak = -2M1-p)cos l3h + (2>..-2).p-1) 

waaruit volgt 

-4).(1-p)ain 2 fil! + 1 ak 
e 2 = _______ ....,.,,__ 

!!t 0 

4 ). p sin2 
2 

+ 1 
(10.25) 

Voor p = 0 hebben we het geval van de expliciete formula (10.20). 
Dan is (10.25) gelijk aan (10.,21) en de stabiliteitsvoorwaarde is >.. ~ ¼. 

Voor p = 1 wordt de vergelijki.ng (10 .. 2,> 

a.k 1 .. e = f3h 1 + 4 >.. sin1 
2 

Voor iedere waarde van). is ieakl ~ 1, dus de formula van La.asonen is 
onvoorwaardelijk stabiel. 

Voor p = t krijgen we 

1 - 2Xsin2 fill ak 2 e = ------~A-~h ., 
1 + 2). sin2 .t:.!! 

2 

Dus ook bij de formule van Crank-Nicolson hebben we onvoorwaardelijke 
stabiliteit., 
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De formule van Iaasonen kan ook worden opgevat ala een differentieformule. 
opgebo~wd uit een achterwaartse differentie in de t-richting en een nor
male centrale differentie in de x-richting. 
Men kan zich afvragen of het gebruik van een nauwkeurigere benadering 
voor de afgeleide naar t bv. de centrale differentie, waarvoor geldt 

6u = u(t+k) - u(t-k) ~(k2) 
at 2k + , 

een bruikbare formule oplevert. De differentieformule kan in dit geval 
geschreven worden in de vorm 

u 1-u 1 = 2 Mu - 2u + u 1 > • r,s+ r,s- · r+1,s r,s r- ,a 
(10.26) 

Het onderzoek naar de stabiliteit van deze formule levert de vergelijking 

-ak 
- e = -8 11. sin 2 l3h • 

2 

Voor stabiliteit is vereist data= i~ (zie blz. NA-100), dan wordt de 
vergelijking voor ~ 

sin ~ = 4 i A sin 2 ., 

en deze vergelijking heeft voor geen enkele waarde van A een oplossing ~ • 
We zien dus dat 9 hoewel de differentieformule (10.26) nauwkeuriger is 
dan alle voorgaande formules, d.w.z. een afbreekfout van hogere orde in 
k heeft, deze formule totaal ongeschikt is vanwege de instabiliteit voor 
al.le waarden van Ae 

Evenals bij de hyperbolische vergelijkingen kan ook hier voor het stabili
teitsonderzoek gebruik gemaakt worden van de matrix-methode., We zullen 
dit demonstreren aan de differentieformule van Crank-Nicolson, die we 
schrijven in de vorm 

U -2(1+ J.)u +U = - {U -2(1 ... 1)u +U } .. (10.27) r-1,s+1 11. r 9 s+1 r+1,s+1 r-1,s >.. r,s r+1,s 

We nemen aan dat de randvoorwaarden homogeen zijn, immers het gaat om het 
foutenonderzoek, waarbij we aannemen dat de echte randvoorwaarde goed in 
rekening worden gebracht. 
Analoog ala op blz. NA-104 kunnen we het stelsel vergelijkingen (10.27) 
als volgt in matrix-notatie schrijven 

AU 1 =BU 
"""5+ """5 

waarbi;r A en 

ofwel 

B = -(C +~I) met I= 
"-

(10 .. 28) 

eenheidsmatrix en 
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... 2 1 -e-1 -2 1 
0 • • 

C = .. • .. (10.29) 
• .. • -e- 1 -2 1 

1 -2 

Voor stabiliteit van de methode moeten we eisen dat voor iedere eigenwaar

de µm van de matrix A- 1 B geldt !,.a.ml ~ 1. 

Deze eigenwaarden worden bepaald door de vergelijking 

A"""B .... .:,.=P.!. ofwel 

Invullen van de uitdrukkingen voor A en B geeft 

ofwel 

2 .2::l:. (c + - I)v = o_ .. 
• 1'. 1+µ -

(10 .. 30) 

( 10.31) 

De eigenwaarden µ van A-1 B zijn dus verbonden met de eigenwaarden v van 
C door de relatie 

ofwel 2 + A.\I µ = 2 - A.\I .. 

-1 Verder zijn de eigenvectoren van C gelijk aan de eigenvectoren van A B .. 
Om de eigenwaarden van de matrix C te bepalen beschouwen we weer de dif
ferentievergelijking (zie ook blz. NA-107) 

Y 1 - (2+v)Y + Y = O 
r- r r+1 

met de randvoorwaarden 

yo = YN = O. 

We stellen 

y 
r 

( 10.,33) 

Substi~ueren we dit in de differentievergelijking, dan krijgen we 
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en hieruit volg~ de relatie tussen ~ en v 

cos 2 + " ~ = 
V 

(10.34) 

De algemene oplossing van (10.33) wordt dan 

en deze oplossing voldoet aan de randvoorwaarden als c 1 = -c
2 

en 

2ic 1 sin ~N = O. We krijgen de niet-triviale oplossingen voor sin ~N = 0 
m1t 

ofwel ~ = N met m = 1,2, ••• ,N-1. 

Invullen in (10.34) geeft 

cos = 
2 + V 

V 

en hieruit vinden we voor de eigenwaarden v van C (omdat Nh = L) 

"m = - 4 sin2 m;Lh • 

-1 
De eigenwaarden µ van A B volgen dan uit (10.32) 

2 4 A sin 2 mnh 
2L .. 

(10.35) 

Hieruit zien we direct dat alle eigenwaarden µ voldoen aan Iµ I~ 1 m m 
voor iedere waarde van A> O. Daarom hebben we nogmaals aangetoond dat de 

formule van Crank-Nicolson onvoorwaardelijk stabiel is. 

We zullen nu ook nog bij Crank-Nicolson de convergentie van de methode 
onderzoeken, met behulp van de matrix-methode. 

-1 We bepalen daartoe eerst de eigenvectoren van de matrix A B. Zoals we. 
in het voorgaande zagen sijn dit eveneens de eigenvectoren van C. 
Een eigenvector van C is de niet-triviale oplossing van (10.33) behorende 
bij een van de eigenwaarden van c. Z.oals we hierboven zagen kunnen we de 
oplossing welke bij v behoort schrijven in de vorm 

m 

met 13 = m; ,. (10.37) 
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We hebben volgens (10.35) N-1 verschillende eigenwaarden. De N-1 bijbe
horende eigenvectoren zijn dus 

w = -m 
{ . m1thr} 
sin - L 

m = 1 , 2, ••• , N-1 • (10.38) 

Deze eigenvectoren ziJn lineair onafhankelijk. Ze vormen een orthogonale 
basis in de ruimte van de vectoren U • De orthogonaliteitsrelaties zijn -s 

{-0: (w , w ) = -m -n 
m ,j:. n 

• 
m = n 

Een willekeurige vector~ is dan te schrijven als een lin~aire combinatie 
van de basisvectoren w 1 op de volgende wij ze -m 

N-1 
U -- 2 ~ ( ) L.._ u,w w • 

N m=1 - -m -m 
(10.39) 

Nu nemen we aan dat als beginvoorwaarde op de lijn t = 0 de waarden 

u = f r,o r r = 1,2, ••• ,N-1 ( 10.40) 

gegeven zijn. Deze beginwaarden vormen voor de vergelijking (10.28) de 
beginvector U = (U } , welke te schrijven is als lineaire combinatie -o r,o 
van de eigenvectoren w (10.39). Dus -m 

waarbij 

N-1 
U =-.;;;:-aw 
-o L- m-m 

m=1 

a 
m 

N-1 
2 ~ m1thr =NL- f sin L • 

r=1 r 

In coordinaten uitgeschreven krijgen we dan 

N-1 
U =~ a 
r,o m=1 m 

sin~ 
L • 

(10.,41) 

Dit is de discrete Fourier-ontwikkeling van de beginvoorwaarde. 

Voor de vector U, d.i. de oplossing van (10.27) op het niveau t = sk, 
-s geldt dan 

(10.,42) 
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Dus de oplossing van de differentievergelijking van Crank-Nicolson 
met homogene randvoorwaarden en beginvoorwaarde (10.40) is van de 
gedaante 

u 
r9S (

1 - 2 A sin2 

a . 
m 

1 + 2ABin2 

m1th 
2L 
m1th 
2L 

sin !!!!h!: 
L 

waarin de coefficienten a gegeven zijn door (10.41). Vullen we hierin 
m 

x = rh en t =skin, dan krijgen we 

m1th )t/k N-1 a ( 1 - 2 A sin 
2 

U(x,t) = L 2L sin m1tx • 
m=1 m 1 + 2 A sin2 m1th, L 

2L 

Nu geldt 

(1 - 2 A sin 2 

t 
it 

~) 
2L 

t ( , 2 !!!!!) k log 1 - 2 /\ sin 2L 

= e 

(10.43) 

waaruit met behulp van het resultaat op blz. 
m2n2 

NA-118 direct volgt 

t -a-t 
- 2 

1 . ( 1 2 , . 2 mnh)k 2L im - ~ sin 2L = e bij constante Ao 
h,k-o 

Op analoge wijze krijgen we 

lim 
h,k- o 

waaruit we tenslotte vinden 

lim 
h,k-o 

11. constant 

(

"' ... 2 A sin 2 ~ 
.I 2L 

m1th 
1 + 2 A sin2 

2L 

t 

) 
m 2n2 

-a-t 
L2 

= e • 

Voor de Fourier-coefficienten van U(x,t) geldt 

2 N-1 mnhr 
a = L 2:= h., fr sin 

2 LN mithr = - f sin .h 
m r=1 L L r L r:::o 

waaruit volgt 

lim am= Bm =ff 
0 

mnx 
f(x) sin L dx. 

( 10,,44) 

( 10.,45) 



NA-127 

We zien dus dat de m-de term uit de (eindige) Fourierreeks (10.43) van 
U(x,t) convergeert naar de overeenkomstige term uit de Fourierreeks . L . 
(10.10) van u(x,t). Verder is N = h dus &ls h- o dan N .... m, dus de 

eindige reeks (10.43) gaat voor h- o over in een oneindige reeks. Onder 
m 

dezelfde aanname als vroeger, nl. L IBnl convergeert, kan men dan be-
n=1 

wijzen dat U(x,t) - u(x,t) als h,k - o, bij constante i.., waarmee dan be-

v,ezen is dat de methode van Crank-Nicolson convergent is voor alle waarden 
van i... 

We zullen nu.nog een expliciete differentieformule behandelen, welke het 
voordeel van een impliciete formule heeft, nl. onbeperkte stabiliteit. 
Om deze formulate krijgen gaan we uit van de totaal instabiele formule 
(10.26), ook wel formula van Richardson genoemd. We vervangen nu in het 
rechterlid de term 2U door de som van U 

1 
en U 1 en krijgen 

r,s r,s- r,s+ 
zo de vierpunts expliciete formule van Du Fort and Frankel 

U - U = 2i..(U - U - U + U ) 
r 9 s+1 r,s-1 r+1,s r,s+1 r,s-1 r-1,s 

ofwel 

(1 + 2i..) U = 211.(U + U ) + (1 - 211.) U 1 ,. 
r,s+1 r+1,s r-1,s r,s-

(10.,46) 

Het rekenpatroon van deze formula is 

s+1 

6 

s-1 

r-1 r r+1 

Opmerkin~. Een moeilijkheid bij de methode van Du Fort and Frankel is 
de start. Omdat de functiewaarden op een nieuwe lijn warden berekend 
met behulp van de functiewaarden op de twee voorgaande lijnen, heeft 
Du Fort and Frankel een aparte startprocedure nodig om de functiewaar
den op de lijn t = k te bepalen. 

In matrix-vorm ziet de formula (10.46) er als volgt uit 

A U 
1 

= B U + C U 1 • 
--s+ --s -s-

(10.47) 

Hier in is A = ( 1 + 2;.,)I en C = ( 1 - 2 i..)I met I = eenheidsmatrix, terwijl 
Been tridiagonaalmatrix is met nul op de hoofddiagonaal 
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0 2A -e-21'. 0 • 
• • • 

B = 
• • • 

-e- 0 .. 2). 

21'. 0 

Op dezelfde manier als op blz. NA-105 voeren we in 

( 
u ) V = -a 

-s .!!a-1 

en krijgen dan de vergelijking V 1 = P V met 
-s+ -s 

Voor stabiliteit is weer vereist dat voor de eigenwaarden µ van P geldt 
lµI ~ 1,. De eigenwaarden-vergelijking is 

= 0 

welke we gemakkelijk kunnen herleiden tot o.e vergelijking 

det(Aµ2 - Bµ - C) = O. 

De matrix Aµ2 - Bµ - C heeft de gedaante 

(1+2).)µ 2-(1-21'.) -2Xµ 

-2Xµ (1+21'.)µ 2 -(1-2).) -2Xµ -e-
,. 

" 
e -21'.µ 

(1+21'.)µ2 -(1-2X) 

De hierbijbehorende homogene differentievergelijking is 

( 10.,50) 

met de randvoorwaarden 

( 10 .. 49) 
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Stellen we hierin de oplossing Y 
r 

ipr 
= e dan krijgen we de betrekking 

cos p = (1+2A)µ 2-(1-2A) 
4Aµ 

en de algemene oplossing 

y = c(eipr 
r 

-ipr) 
- e • 

(10.51) 

Met behulp van de homogene randvoorwaarden vinden we de voorwaarde voor 
niet-triviale oplossingen 

sin pN = 0 ofwel 

Dit ingevuld in de betrekking (10.51) geeft een vierkantsvergelijking 
voor µ 

( 2 mn ( 1+2A)µ - 4 Xµ cos 1f - 1-2A) = O 

welke voor iedere m twee wortels µ 1 en µ
2 

heeft 

= 
2A cos 1f !. /1 - 4A2 sin 2 1f 

1 + a 

Dan geldt 
2Xlcos mNn: I + /1 - 4A2 sin 2 m; 2A jcos m;I+ 1 

lµI ~ ------------- ~ ------ ~ 1 
1 + 2"- 1 + 2). 

ala 4 2 • 2 mn A sin 1f ~ 1, en 

V 4X2cos2 m; + 

1 + 2A 

als 4X2 sin 2 mNn: > 1 • 

Dus voor alle eigenwaarden µ van P geldt lµI .( 1. M.a.w. de methode 
van Du Fort and Frankel is stabiel voor alle waarden van A> o. 

Tot nu toe hebben we ala vanzelfsprekend aangenomen dat de differentie
vergelijking overgaat in de differentiaalvergelijking als de stapgrootten 
hen k tot nul naderen. Bij een partiele differentiaalvergelijking kan 
zich echter het merkwaardige verschijnsel voordoen (dat niet voorkomt 
bij gewone differentiaalvergelijkingen) dat de oplossing van de gebruik
te differentievergelijking wel stabiel is, doch niet convergeert naar 
de oplossing van de bedoelde differentiaalvergelijking, maar naar een 
andere. We zeggen in zo'n geval dat de differentieformule niet consistent 
of compatibel is met de differentiaalvergelijking. 



We zullen nu de coneistentie of compatibiliteit va~ verachillende 
behandelde differentieformules onderzoeken. 
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Het verschil tussen differentievergelijking en differentiaalvergelijking 
hebben we de afbreekfout (truncation error) genoemd, en het is duidelijk 
dat voor een compatibele formule de afbreekfout naar nul gaat ala 
h,k - o. 

De differentievergelijkingen die we hebben afgeleid voor het warmtege
leidingsprobleem kunnen we schrijven in de algemene gedaante 

L U(x,t) = 0 (10.52) 

waarin Leen lineaire operator voorstelt, de zg. differentie-operator. 
De exacte oplossing van de differentiaalvergelijking voldoet dan aan 
de vergelijking 

L u(x,t) = T 

waarbij T de lokale afbreekfont voorstelt. De vorm van 'I1 kunnen we 
bepalen door gebruik te maken van Taylorreeksontwikkelingen van u(x,t). 

Bij _de expliciete formule 

U(x, t+k) - U(x 2 t) 
L U(x,t) = k - a 

U(x+h,t) - 2U(x 1 t) + U(x-h1 t) 

h2 

vinden weals we de Taylorreeksen (zie blz. NA-114) van u(x,t) invullen 

L u(x,t) 

Op dezelfde manier vinden we voor de formule van Crank-Nicolson 

2 

De differentiaal-operator ( 1 + t k rf + t k:2 _g_ + ••• ) komt hierbij overeen 
ot2 

met het middelen in de t-richting van de centrale differenties. 
De afbreekfout bij Du Fort and Frankel tenslotte is 

... ) . 



We hebben nu dus de volgende formules gevonden 

Expliciete formule 

Lu + ••• 

Crank-Nicolson 

Lu - (-91! -at 

Du Fort and Frankel 

+ 

+ ••• • 

+ ••• 
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• 

• 

In de formule van Crank-Nicolson zien we dat de term d(k) wegvalt, 
althans indien de hogere afgeleiden van u(x,t) bestaan. Daardoor wordt 

de afbreekfout 0Ch 2 ) en ~(k 2 ), m.a.w. ink een orde beter in vergelijking 
met de formule van Laasonen. 

Verder zien we dat zowel voor ve expliciete formule als voor Crank
Nicolson geldt dat de afbreekfout tot nul nadert als h,k - o. De bij
behorende differentievergelijking gaat dus in de limiet over in de be
doelde differentiaalvergelijking voor de warmtegeleiding. We spreken 
in dit geval van consistente of compatibele formules. 

Bij Du Fort and Frankel is de situatie enigszins anders. In dit geval 
gaat de differentievergelijking alleen over in de differentiaalverge
lijking als k sneller naar nul gaat dan h. Indien hen k even snel naar 
nul gaan, dus als k/h constant is, dan los~en we in feite een andere 
differentiaalvergelijking op, nl. de hyperbolische vergelijking 

au 
- .. a at 

a2u + ac2 ~ = o. 
ax 2 a t 2 

Het is gemakkelijk in te zien, dat de begrippen convergentie, consistentie 
en stabiliteit niet als geheel onafhankelijk te beschouwen zijn. Door 
Richtmyer (en John) is bewezen dat de consistentie en stabiliteit veelal 
convergentie insluiten. 



11. Elliptische partiele differentiaalvergelijkingen 

We hebben in de voorafgaande paragrafen gezien dat bij hyperbolische 
vergelijkingen de reele karak:teristieken een overheersende invloed heb
ben op de methode om deze vergelijkingen op te lossen. 
Bij de parabolische vergelijkingen waren de karakteristieken wel reeel, 
maar doordat ze samenvielen, konden we er geen gebruik van mak:en. 
Nu in het geval van de elliptische differentiaalvergelijkingen in twee 
dimensies hebben we geen reele karak:teristieken. De karakteristieken 
zijn toegevoegd complex, en dus is er nu ook geen mogelijkheid om ze 
te gebruiken bij een numerieke oplossingsmethode. 

Ook in een antler opzicht onderscheiden de elliptische problemen zich van 
de hyperbolische _en parabolische, namelijk dat beginwaarde-problemen 
ofwel Cauchy-problemen niet zinvol zijn voor elliptische differentiaal
vergelijkingen. 

We spreken 9 in navolging van Hadamard, van een goed-gesteld probleem 
(well-posed problem) als kleine veranderingen in de gegeven voorwaar
den geen catastrofale verandering van de oplossing ten gevolge hebben. 
Anders gezegd, een probleem is goed-gesteld, als de oplossing eenduidig 
en continu van de nevenvoorwaarden afhangt. 
We zullen nu een voorbeeld geven van een probleem dat niet goed-gesteld 
is. Het is een CauchY:probleem voor de vergelijking van Laplace namelijk 

a2u 
+ a2u = 0 y > 0 

ax2 ar 
met de beginvoorwaarden 

u(x,o) = f(x) 

u (x,o) y = g(x). 

Nemen we hierin speciaal 

f(x) -vn g(x) 0 = e sin nx = 

dan is de oplossing van dit probleem 

( ) -Vn u x,y = e · cosh ny sin nx. 

Laten we nun naar oneindig gaan, dan gaat f(x) naar nul voor iedere x, 
evenals alle afgeleiden van f(x). Was het probleem goed-gesteld, dan zou 
ook u(x,y) - 0 als n- ~; echter u(x,y)- ~ voor alley F o. 

Een beginwaarde-probleem voor de vergelijking van Laplace is kennelijk 
een niet goed-gesteld probleem en kan daarom ook geen reele physische 
betekenis hebben. Bij elliptische vergelijkingen zullen we dan ook al
tijd te mak:en hebben met randwaarde-problemen. 
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Daarbij spreken we van e·en eerste :randwaarde-probleem of Dirichlet-probleea 
als op de rand de functiewaarden gegeven zijn, en van een tweede rand
waarcfe-p:robleem of Neumann-:Probieem als -op de rand de norma1e aYgeleiden 
gegeven zijn. Een probleem waarbij op de rand een relatie tussen functie
waarden en afgeleiden gegeven is zullen we een derde randwaarde-probleem 
noemen. 

Als voorbeeld van een elliptische vergelijking beschouwen we nu de 
potentiaalvergelijking of vergelijking van Laplace 

0 tu 0 tu 
- + -- = o. 
ox 2 c,y2 

Bij deze differentiaalvergelijking behoort een gebied G begrenad door 
een gesloten kromme c. De oplossing van het randwaarde-probleem is de 
functie u(x,y) die in het gebied G voldoet aan de vergelijking (11.1) 
en op de rand C aan de gegeven randvoorwaarde. 

De algemene methode om een dergelijk randwaarde-probleem op te lossen 
bestaat hierin dat we een rooster over het gebied G leggen, de differen
tiaalvergelijking vervangen door een geschikte differentievergelijking 
op de roosterpunten en het stelsel algebraische vergelijkingen, dat we 
op deze manier krijgen, oplossen. Dus het numeriek oplossen van een el
liptisch probleem komt meestal neer op het oplossen van een groot stel
sel lineaire vergelijkingen; een onderwerp dat apart behandeld zal war
den. 

De eenvoudigste differentievergelijking krijgen we door het rooster 
vierkant te nemen, d.w.z. h = k, 
en de partiele afgeleiden in (11.1) (r, +1) 
te vervangen door centrale differen-
ties. Op deze manier krijgen we dan (r-1,) ~s) ( +1,s) 

U + U + U + U - 4U r+1,s r-1,s r 9 s+1 r,s-1 r,s 

Volgens deze differentievergelijking is de functiewaarde in een punt 
het gemiddelde van de functiewaarden in de vier omliggende punten. 

De oplossingen van (11.2) hebben eigenschappen welke de oplossingen 
van (11.1), dit zijn de harmonische functies, eveneens hebben. 
1). Uit het feit dat de waarde U het gemiddelde is van de vier om-r,s 

liggende functiewaarden volgt dat de extrema van de oplossing van 
(11.2) op de rand liggen. Voor harmonische functies geldt eveneens: 
de extreme waarden van een op een gesloten gebied harmonische functie 
worden op de rand aangenomen. 
Ook analytische functies hebben deze eigenschap (maximum-modulus 
theorema). 

2). Door herhaald toepassen van de differentievergelijking is het 
de waarde van U uit te drukken in de functiewaarden van de 

r,s 
Hiiruit volgt dat de functiewaarden op de rand voldoende zijn 
het bepalen van de oplossing van (11.2) in het gehele gebied. 

mogelijk 
rand. 

voor 
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Een harmonische functie is in ieder punt van een gebied uit te .. drukken 
in de functiewaarden op de rand met behulp van de functie van Green. 
De overeenk.omstige eigenschap voor een analytische functie wordt gege
ven door de integraalformule van Cauchy. 
3). Uit de eerste stelling van Green volgt dat voor een harmonische 

functie ~(x,y) geldt 

t ~ ds = 0 ( 11 • 3) 

voor een gesloten kromme c. Hieruit zien we dat bij een Neumann-pro

bleem de waarden van~ op de rand niet willekeurig voorgeschreven 

kunnen worden, maar dat-deze waarden moeten voldoen aan (11.3). 
Voor de oplossing van de differentie- 1 2 3 
vergelijking (11.2) geldt iets analoogs. --------
We beschouwen daartoe het speciale geval 
dat we de oplossing van (11.2) willen be-
palen in het inwendige van nevenstaande 
gebied, als op de rand de normale afge

au leide an' waarbij ~ de naar buiten ge-

richte normaal is, gegeven is. 

4 5 

7 8 

6 

9 

We veronderstellen nog dat in de hoekpunten de beide mogelijke normale 
afgeleiden samenvallen, m.a.w. dat daar geen discontinuiteit optreedt. 
In ieder van de negen punten kunnen we de differentievergelijking opstel
len. Er zijn drie soorten punten gerepresenteerd door 5, 2 en 1. De dif
ferentievergelijking in ieder van deze punten luidt als volgt. 
Voor punt 5 

u
2 

+ u4 + u6 + u8 - 4u5 = o. 

Voor punt 2 

Met u
5

, - u
5 

= -2hg2 , dit is de discrete voorstelling van de randvoor

waarde, wordt deze vergelijking 

Voor punt 1 

Met u2 , - u2 = _-2hg1 

2u2 + 2u4 - 4U1 = 

- u4 = -2hg1 krijgen we 
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De co~fficienten-matrix van het stelsel vergelijkingen, dat we op deze 
manier krijgen, is singulier. Er is dus geen sprake van een eenduidige 
oplossing. In het algemeen zal er helemaal geen oplossing zijn, tenzij 
voor de rechterleden dezelfde afhankelijkheid geldt als voor de linker
leden. Deze voorwaarde is 

9 
h.~ g = 0 

m=1 m 
(11.4) 

m#5 
en dit is een simpele differentie-benadering voor (11.3). 
Als de randvoQrwaarde g zodanig is dat (11.4) geldt, dan is de oplossing 
van het differentieprobleem bepaald, op een constante na. Dit is een be
kend feit bij een Neumann-probleem. 

We zullen ons nu gaan bezighouden met het opstellen van eindige-differentie 
formules voor het geval van de lineaire elliptische differentiaalvergelij
king, 

a 2u b o 2 u a2u au f ou a--+ +c +e-+ +gu=p 
a x 2 a xay a y 2 ax a,-

waarbij b -4ac < 0 en de coefficienten a,b,c,e,f,g en p wel mogen afhangen 
van x en 7 maar niet van de oplossing u. 
De eerste ~raag die zich voordoet betreft de keuze van het netwerk. 
Indien we eisen dat het veld opgevuld wordt door regelmatige veelhoeken, 
dan hebben we drie typen van roosters. We kunnen namelijk bewijzen dat van 
de regelmatige veelhoeken alleen de gelijkzijdige driehoek, het vierkant 
en de regelmatige zeshoek een vlak kunnen opvullen 

Dit bewijs gaat als volgt. V~ronderstel dat de regelmatige N-hoek het vlak 
kan opvullen. Als 6 de hoek van de N-hoek is, dan is er een natuurlijk getal 
n zodanig dat n8 = 21t. Verder geldt de relatie Na = (N - 2)1t • Combinatie 
van deze twee relaties geeft 

N - 2 
N 1t 

ofwel N ~ 
2 

is een natuurlijk getal .. 

Door invullen van N = 3,4,5,6 zien we dat alleen N = 3,4 en 6 voldoen. Ver
der zien we dat voor N > 6 het getal • 

2N 4 
N - 2 = 2 + N - 2 

niet geheel is. 
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Intermezzo 

Symbolische operatorenmethode. 

Een lineaire operator Lis een transformatie van een verzameling functies 
in een andere verzameling functies, zodanig dat geldt 

1) L(f + g) = Lf + Lg (11.6) 
2) L(a.f) = a. L f • 

Bij allerlei differentieformules in de numerieke analyse spelen de volgen
de lineaire operatoren een rol. 

t:. voorwaartse differentie Af(x) = f(x+h) - f(x) 

V achterwaartse differentie Vf(x) = f(x) - f(x-h) 

0 of(x) h h centrale differentie = f(x+ 2) .. f(x- 2) 
E verplaatsingsoperator Ef(x) = f(x+h) 

middelingsoperator µf(x) h h t[f(x+ 
2

) + f(x-2) l µ = 

Met deze vijf lineaire operatoren kunnen we op eenvoudige wijze interpolatie
formules afleiden. Daartoe bepalen we eerst een aantal relaties welke tussen 
deze operatoren gelden. 

Den-de macht van een operator wordt gedefinieerd op de voor de hand liggen
de wijze. Bijvoorbeeld 

De inverse van een. operator vermenigvuldigd met deze operator levert de iden
titeit. Daarom geldt 

-1 -1 . 
E f(x) = E Ef(x-h) = f(x-h). 

Algemeen definieren we nu voor willekeurige reele ~ 

E'1-(x) = f(x+a.h). 

Nu gelden de volgende relaties 

/J. = E - 1 0 = Et .. E-f 

V = 1 E-1 µ = f(Et + E .. t). 

De geldigheid van de eerste relatie volgt uit 

Af(x) = f(x+h) - f(x) = Ef(x) - f(x) = (E-1)f(x). 

Voor de overige relaties gaat het bewijs analoog. 
Uit de relaties (11.7) kunnen we nog de volgende afleiden 

t:. = VE= oEt 52 = E+ E-1 - 2 

µo = f(E - E- 1
) µ2 = ¾(E + E-1 + 2) 

µ' = 1 + ¾o' 

(11.7) 

(11.8) 



Als voorbeeld leiden we de interpolatieformule van Newton af. 

Dus 

a 
( 1 + A) y(x ) 

0 
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Op soortgelijke wijze kunnen we de interpolatieformules van Gauss, Everett, 
Bessel etc afleiden. 

We voeren nu nog de volgende operator in 

D differentiaal operator D f(x) = 

waarmee we formules voor de afgeleiden kunnen maken. 

Volgens de formula van Taylor geldt 

df 
dx 

h 2 h 3 
E y(x) = y(x+h) = y(x) + hy 1 (x) + 21 y"(x) +31 y"' (x) + ••• 

h 2D 2 h 3 D 3 

= [ 1 + hD + 2! + 3l + •. • J y(x) 

hD = e y(x) • 

We definieren dus de operator ehD door middel van de m~chtreeksontwikkeling 
X van de functie e. Op deze manier vinden we de relatie 

hD 
E = e " 

We kunnen nu ook nog andere relaties afleiden 

hD 
i -t 2 6== E: ... E = e 

Op analoge wijze geldt 

hD 
~ = cosh 2 ., 

Omgekeerd kunnen we ook schrijven 

hD = 2 sinh"'"1 tO of hD = log E = log (1 +A). 

Toepassing 

hy' = 
"' 0 

hDy = log (1 +f.))y 
0 0 

=(A-tA 2 +iA' • .,.,)y
0 

.. 
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De coefficienten nem,en_ zeer langza~m af, daarom zijn centrale differen
tieformules beter. Bijvoorbeeld 

want de reeksontwikkeling van si~h-1 x, d.i. de inverse functie van 
sinh x,is 

sinh-
1 

X = X - i X :, + 41, x 5 • • • • 

Ala we centrale differenties willen gebruiken voor de eerste afgeleide y~, 
dari komen we in moeilijkheden als we alleen beschikken over een tabel 
van de functie y(x). 

h y• = hDy = (2 sinh-, !l)y 
O O 2 0 

geeft een ontwikkeling in oneven centrale differenties van y, en deze 
komen niet voor in de differentietabel. Daarom passen we em 0 kunstgreep 
toe. In plaats van centrale differenties nemen we gemiddelde centrale 
differenties van oneven orde. Deze kunnen we wel uit de differentie
tabel halen, want 

us:. 2n+1 2n 
rU = µO e0 = 

We krijgen de gemiddelde centrale differenties op de volgende manier 

hy' = (2 sinh-1 !2.)y- = (1 +¼o2)-t{2 sinh-, 2-)µ y 
o 2 o 2 O 

( 1 J 1 5 ) = µo .. 6µ6 + 30 µo • • • Yo. 

Met behulp van bovenstaande formules kunnen we op eenvoudige wijze dif
ferentieformules voor de afgeleiden vinden. Centrale differentieformu

-1 6 
les krijgen we met hD = 2 sinh 2 

dy n 1 ( 1 J 1 5 ) 

a.x = ii µ 6 - ? 6 + 30 °. • · · Yn 

d2y 
___!! = 
dx2 

.1.. ( 1 ,. 1 6 ) e,2 ... - o + - o ••• yn 
h' 12 90 

d,.y 
n 1 ("' 1 6 _2_ a) - = -h,. o .. b o + ~ o .,. • Yn 

dx' 

en voorwaartse differentieformules met hD = log (1+A) 



NA-139 

In numerieke proce.ssen benaderen we iedere afgeleide door een differen
tieformule, die we na een aantal termen afbreken. De afbreekfo.ut, die 
we daardoor krijgen, wordt in het algemeen bepaald door de eerste wegge
laten term in de differentieformule. Is deze eerste weggelaten term een 
n-de orde differentie; dan is de afbreekfout van de orde hn. De differen
tieformules kunnen we dan weer uitdrukken in de functiewaarden. Bijvoor
beeld 

dyn 1 
+ O(h 2 ) 

Yn+1 - Yn-1 + O(h2) - = -µoy = 2h dx h n 

dy 1 Yn+1 - y 
~ + O(h) n O(h) 
dx = hAyn = h + 

dy 1 
- ~ o'>Yn + O(h ") 

n = iiµ Co dx 
(11.9) 

1 (-y + 8y - 8y + y 2) + O'(h,.) = 12h n+2 n+1 n-1 n-

dy 1 (A - fA2)y + O(h2) n = 2h dx n 

1 (-y + 4y - 3y) + CJ(h2) = 2h n+2 n+1 n 

en voor de tweede afgeleide 

d2y 
Yn+1 - 2y + y . 1 __ n n n- + e'(h2) = 

dx2 h2 
(11.10) 

d2y -y + 16yn+1 - 30y + 16y 1 - Yn-2 n n+2 n n- + O(hlt). = 
dx2 12 h 2 

Voor de ~artiele afgeleiden kunnen we gelijksoortige formules geven als 
voor de gewone afgeleiden, bijvoorbeeld 

h .!_ = 
i>x 

h D = 11 6 J. µ 6 3 
X ,..XX ... 0 XX + ••• 

... ..1..o" + ••• 12 X 

waarbij de index aangeeft welke variabele beschouwd wordt. 



Dus 

Evenzo 

au 1 r1S (U - u ) + O(h), ox =h r+1,s r,s 

au 
.1.. r 1 s = (U - u ) + t<,(h2). ox 2h r+1,s r-1,s 

geldt 

au 
r,s = 

oy 21k (U 1 - U 1) + O(k2). r,s+ r,s-

Voor de gemengde tweede afgeleide geldt 

Voor h = k krijgen we dan 
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1 (U - U - U + U 1 1) + O(h1 ). 
4h 2 r+1 9 s+1 r-1,s+1 r+1,s-1 r- ,s-

Einde intermezzo. 

We passen de centrale differentieformules toe op de lineaire partiele 
differentiaalvergelijking (11.5) waaruit de gemengde term weggelaten is, 
dus b = o. Door van iedere formule alleen de eerste term te nemen krij
gen we 

..1.[(a + t eh) 11 
1 

+ (a - t eh) u 
1 

J+ 
h2 r+ ,s -r- ,s 

+ ..L [ ( C + f flt) 11 1 + ( C .. f flt) 11 1 J + 
k2 r,s+ r,s-

2a 2c 
- (-h2 + k2 - g) 11 + C 11 = P• r,s r,s 

Als we de term C 11 , de afbreekfout, r,s 
weglaten krijgen we dus een vijfpunts
formule. De coefficienten a, c etc. moeten 
berekend worden ~n het punt (r 9 s). De 
operator C heeft de gedaante 

1 1 
C = -{a(- -

h2 12 
,,1 ( 1 + iti {c .... 12 

r- ~ ,s 

r,s+1 

r s r-

r,1 ,-1 
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De vorm (11. van de lokale afbreekfout in de vijfpuntsformule kunnen 
we gebruiken als we in tweede instantie een nauwkeuriger resultaat wil
len krijgen door hogere differenties mee te nemen. Maar in andere geval
len hebben we liever een afbreekfout uitgedrukt in afgeleiden. 
We kunnen bijvoorbeeld schrijven 

0 2
U 

6
2 

U x r,s 
r,_s 

waarin x -h < l;1 <x +h en de vierde afgeleide continu verondersteld 
wordt,en r r 

au 
+ 1 hJ 

«ru(l;2 y B) 
µ o u = h r,s (11.14) 
xx r,s ox 6 OXJ 

waarin t, tot hetzelfde interval behoort en de derde afgeleide continu 
moet zijn. Met de gelijksoortige formules voor de y-differenties vinden 
we voor de afbreekfout in (11.11) 

1 o"u( l; 19 y ) 1 a:su( 7;2,Y s) 
C ~,s = -h2 {- a s + b e } + 12 ax:" ax:s (11.15) 

1 a"u(x ,11 1) 1 oJu(xr,11 2) r d ( h 2 ) + 0 ( k 2) • -k 2 { - c + b r = 12 ay" ax:s 

Als b IO in (11.5) dan benaderen we de gemengde tweede afgeleide door de 
differentieformule 

u - u - u + u r+1 9s+1 r-1,s+1 r+1,s-1 r-1,s-1 
4hk + T 

met de afbreekfout 

a'u( l:::s ~) 1 o"u(l!z., TJi,) 
T = J. h 2 ---- +? k 2 ---- = el(h 2) + d(k 2) • 

0 ox.Joy O oxoy' 

Hierin is X - h < l; ,, l; ,. < X + h r r 
We zien dat als de gemengde term 
in de differentiaalvergelijking 
(11.5) voorkomt, de differentie
formule een negenpuntsformule is. 

en 

r s+1 r-1,s+1 -~---~r+1,s+1 

r-1,s ,s 
r+1,s 

(11.16) 

r-1,s-1 L---,1........,.=--i'--~r+1,s-1 
Opmerking. Het is wel mogelijk door een coordinatentransformatie de ge-
mengde term te elimineren en daardoor de eenvoudigere vijfpuntsformule 
te gebruiken, maar dit is niet altijd een voordeel. 
Vaak is de randkromme simpel, bijvoorbeeld een rechthoek evenwijdig aan 
de assen. Door de coordinatentransformatie gaat deze eenvoudige vorm dan 
verloren. 

In verschillende belangrijke partiele differentiaalvergelijkingen met een 
simpele differentiaal operator, zoals de vergelijking van Laplace of de 
vergelijking van Poisson 
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kunnen we de lokale afbreekfout reduceren, door een·relatief klein 
aantal punten meer op te nemen in de eindige differentieformules. 
Daartoe is het noodzak.elijk dat de stapgrootten in beide richtingen 
dezelfde zijn, dus h = k. 
Verder zullen we hierbij gebruik mak.en van de symbolische operatoren 
methode. 

Omdat zowel de differentiaalvergelijking als het rooster symmetrisch 
is in x en y beschouwen we de volgende symmetrische sommen 

u + u + u + u r+1 9 s r-1,s r 9 s+1 r,s-1 

w +u +u +u 
r+1,s+1 r+1,s-1 r-1 9 s+1 r-1,s-1 

u +u +u +u r+2,s r-2,s r,s+2 r,s-2 

waarvan de punten respectievelijk op afstand h, h{2 en 2h van het cen
trale punt (r,s) gelegen zijn. 

hD Met behulp van de relatie E = e kunnen we deze sommen als volgt schrij-
ven 

::::: [ 4 + h 2 (D 2 + D 2 ) + .1.. h,. ((D t + D t ) , .... 2D 2 D t } + 
X y 12 X y X y 

_._ ± h 6 "D 2 + D 2 ) ' - 3(D2 + D 2 )D 2 D 2 } + Ju 
T 3o0 ~ x y - x y x y ••• r,s • 

Voor de tweede som vinden we 

S, = (4 cosh bD .cosh bD )u 
2 x y r,s 

+ ~ h 6 ({D 2 + D2)'+ 12(D 2 + D2)D 2D2 }+ 10 X y X yxy ••• ] u .. 
r,s 

(11.19) 

Op dezelfde wijze vinden we voor de derde som 

s, = [ 4 + 4h 2 (D 2 + D 2) + 4 h,.((D2 + D2)2 .... 2D 2D2 } + 
X y 3 X Y xy 

,. 
+ i h 

6
{(n; + ny2)' 3(D2 + D2) D2D2 } + ••• ] u (11.20) .... . 

~ y xy r,s 



Nemen we uit S1 alleen de eerste twee termen, dan k:rijgen we de eerder 
genoemde vijfpuntsformule,namelijk 

S = u + u + u + u = 4u + h2 (D 2 + D ~u + Cu 
1 r+1,s r-1,s r,s+1 r,s-1 r,s x y r,s r,s 

ofwel 

(D 2 + D 2) u = -1.( u + u + u + u ... 4u ) + T 
x y r,s h 2 r+1 9 s r-1,s r,s+1, r,s-1 r,s 

met de afbreekfout 

T = _j_ h 2 {(D 2 +D 2
) 

2 
... 2D2 D 2 }u + O(h.\). 

12 x y x y r,s 
(11.21) 

Nu geldt voor de vergelijking van Laplace 

(D 2 + D 2 ) u = 0 .. x y r,s 

Dus in dit geval is de afbreekfout T (11.21) van de vorm 

(11.22) 

Voor de vergelijking van Poisson (11.17) geldt 

en daar f(x,y) gegeven is, is deze uitdrukking te berekenen. De afbreek
fout Tis dan in dit geval eveneens van de vorm (11.22). Het wegvallen 
van een gedeelte van de afbreekfout (11.21), geeft geen verbetering in 
de orde van de fout; deze blijft h 1 • 

Door een combinatie van S1 en S2 te nemen kunnen we de term D2D2u 
elimineren. Daartoe moeten we nemen x Y r,s 

waaruit volgt 

2 2 1 ) 1 2 ( 2 2) ../ .\ (D +D )u = - (481 +S2 -20u --12 h D +D u + o(h ). (11.23) x y r,s Gh2 r 9 s x y r,s 

Ook hier geldt dat (D 2 + D2 ) u verdwijnt, resp. te berekenen is. x y r,s 
Dus de afbreekfout is in dit geval d(h.\)., Het is zelfs nog gunstiger 

want men kan gemakk.lijk inzien dat ook de term met h.\ verdwijnt 9 resp. 

te berekenen is, dus de afbreekfout is ef(h6). 
De gevonden formule (11.,23).is de negenpuntsformule., Deze formule is 
voor de vergelijkingen van Laplace en Poisson dus een zeer nauwkeurige 
formule. 
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Een andere formule die ook negenpunten gebruikt krijgen we door een 

combinatie van 31 en SJ te nemen. Voor de combinatie 163 1 - s, kan 

men eenvoudig bewijzen dat de term D2D2u geelimineerd wordt, en 
X y r, S ' 

dat de afbreekfout dezelfde nauwkeurigheid heeft, dus ef(h ). Deze 
formule heeft echter het grote nadeel dat aan de randen punten buiten 
het gebied meegenomen moeten worden. Dit in tegenstelling tot de ne
genpuntsformule (11.23), die daarom ook de voorkeur verdient. 

Soms zijn we niet geinteresseerd in de oplossing van de differentiaal
vergelijking maar willen we een van de afgeleiden weten. We leiden 
daarom ook nog een uitdrukking af voor de gemengde tweede afgeleide. 
We veronderstellen het rooster weer symmetrisch in x-en y-richting, 
dus h = k, en gebruiken de symbolische operatorenmethode. We gaan uit 
van de benaderingsformule voor de gemengde tweede afgeleide op blz 
NA-140 en krijgen dan 

-
1-c u - u + u .. u ) = 4h2 r+1,s+1 r-1,s+1 r-1,s-1 r+1,s-1 

sinh hD .sinh hD u x y r,s 
lfD1 h'D' 

= ..1.(hD +---3:x:_1_ + ••• )(hD +-1l3! + ••• )u· 
h2 x y r,s 

zodat 

1 
-(u - u + u - u ) = 
4h2 r+1,s+1 r-1,s+1 r-1,s-1 r+1,s-1 

D:xPy [ 1 + ¾ h 2 (D! + D;) + 1~0 h,. {(D! + D;) 2 + 1D!D;} + .... Dur,s 

(11.24) 

hetgeen in overeenstemming is met (11.16). 

Indien nu u voldoet aan de vergelijking van Laplace of Poisson dan 
r,s a\i 

kunnen we aT berekenen uit het linkerlid van (11.24) en even-x y ,. 
tuele bekende grootheden met ~en afbreekfout van de orde h • 

Is u niet de oplossing van de differentiaalvergelijking maar van een 
r,s 

differentievergelijking die de vergelijking van Laplace, resp. Poisson, 

benadert dan geldt niet meer 

(D2 + D 2)u = 0 resp. = f 
X y r,s r,s 

maar wel 
,. 

(D 2 + D 2)u = o'(h 2) resp. f + d(h 2) 
x y r,s r,s 



p 
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d k i dJ.. t a 2 
u kr dt t t zo at oo n geval axoy ver egen wor me een afbreekfou van 

d~ orde h,.,. 

Een aantal driedimensionale problemen is terug te brengen tot twee
dimensionale doordat er symmetrie aanwezig is. Is het probleem rotatie
symmetrisch dan werken we graag met poolcoordinaten. 
Daarom beschouwen we de vergelijking van Laplace nu eens voor de pool
coordinaten 

X = p COS 0 y = p sin e 

(11.25) 

Bij rotatie-symmetrie geldt u
88 

= 0 en dan wordt de vergelijking 

o2u 1 au 
- + -- = o. (11.26) 
ap 2 pop 

Voor het bepalen van de eindige differentieformules nemen we in het 
(p,e)-vlak een rechthoekig rooster. Dit geeft in het (x,y)-vlak het 
volgende rooster 

' -(p e) vlak 

r+1 ,s 

r,s-· r,16 r 19 s+1 

r-1 ,a 

' ' 
' ' 

' ' r-1 s ,, 

,, 

/ 
/ 

,, r,s+1 

h,i-

r,s-1 

r-1,s-1 ' ' ' ,, 
,, r-1,s+1 

/ 

k e _,,. 
-

Er gelden nu de volgende formules 

1 u (u - 2u + u 1 ) + ~(h 2 ) 
PP h2 r+1,s r,s r- 9 s 

en 
1 

u = 2
1
ph (u - u ) + d(h

2
) p p r+1,s r-1,s 

' 
' / ' / 

..1.. u = 1 ..1..(u -2u + u 
1

) + G(k 2) .. 
p2" ea (rh)' k 2 r,s+1 r,s r,s-

,, ,, 
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Voor de Laplace vergelijking in poolcoordinaten vinden we dan 

1 1 = _j_ [ ....i._ 1 ( 1' ) 
upp + p up +P-;- uea 2 ur,s+1 + 2k2 ur,s-1 + 1 +2r ur+1 .. s + 

h r 2k 2 r _ • 

We zullen deze formule bijvoorbeeld ook gebruiken als de rand eenvoudig 
is in poolcoordinaten. Bij de rotatie-symmetrie is u onafhankelijk 

r,s 
vans en daardoor vereenvoudigt (11.27) tot 

u + 1 u = j_ [(1 +j_)u - 2u + (1--.l)u ] + O(h2 ) (11.,28) 
PP P P h' 2r r+1,s r,s 2r r-1,s 

Het probleem is alleen zinvol in de buurt van de oorsprong als voor p = 0 
ou of r = 0 geldt op= o. Is dit het geval dan moeten we bij de differentie-

formule u1 = u 1 nemen; dan is 
,s - ,s 

1 2 2 
(u + - u) = - (u - u ) + O(h) 

PP p p p=o h' 1,s o,s 

hetgeen volgt uit 

(11.29) 

u 
( .....E?) = ( u ) 

p p= o pp p=o 
= _l( u - 2u + u 1 ) + e5 ( h2 

) .. 
h' 1, s o, s - , s 

Behandeling van de randen 

Tot nu toe hebben we steeds gebieden beschouwd van rechthoekige vorm 
waarbij de randen evenwijdig liepen aan de coordinaat-assen. Verder ver
onderstelden we dat hen k zodanig gekozen konden warden dat de randen 
samenvielen met lijnen van het rooster. Indien hen k verschillen~ mogen 
zijn is• dit altijd mogelijk, zodat een vijfpuntsformule zoals op blz. 
NA-140, of een negenpuntsformule voor een vergelijking die de gemengde 
tweede afgeleide bevat, altijd gebruikt kan worden met een lokale afbreek-

fout O(h 2 ) + ~(k 2) in ieder punt. 
Voor de speciale negenpuntsformule (11.23) moeten we veronderstellen dat 
h = k om de afbreekfout ff(h 6) te krijgen. In dit geval kunnen de randen 
alleen maar samenvallen met roosterlijnen als de lengten van de randen 
een simpele verhouding hebben. 
Is de verhouding van deze lengten niet geschikt dan zullen we een rooster
lijn hebben waarvan de afstand tot de rand kleiner is dan h. We kunnen 
dan nog wel soortgelijke differentieformules vinden voor de punten dicht 
bij de rand, maar de lokale afbreekfout wordt van lagere orde in hen k; 
bijvoorbeeld van 6(h4

) tot ~(h) voor de speciale negenpuntsformule. In 
zo'n ~~val is het niet erg zinvol om zeer nauwkeurige formules te gebrui
ken in de punten die verder van de rand liggen omdat deze nauwkeurigheid 
toch niet overal te halen is. Men zou in zo'n geval bijvoorbeeld de eis 
h = k kunnen laten vallen. 



Veel erger wordt het als de randen 
niet meer recht zijn, maar gekromd 
zoals bijvoorbeeld in nevenstaande 
figuur. Als we de vijfpuntsformule 
gebruiken dan zijn de punten 2 en 5 
normale inwendige punten.B en C 
zijn randpunten. 
De afstanden OB en OC zijn fracties 
van de stapgrootten hen k. 
We stellen daarom 
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5 

Hierin zijn O < 'f,. 1 < 1, -1 < 11 1 < o, terwijl t 2 = 1 en TJ 2 = 1 ingevoerd 
zijn om de afleiding van de formule zo algemeen mogelijk te houden. 

We beschouwen het geval van een Dirichlet probleem. 

gegeven. We bepalen de afgeleiden in het punt O met 
Taylor-ontwikkelingen 

OU 

Dan zijn 11:B en u0 
behulp van de 

Om de eerste afgeleide te krijgen elimineren we ---2, en krijgen dan 
ox t 

/; t:, - 'f,. 2 ~ 1 } 

~{~1('(,.: + 'f,.2) l2;a + t:1~2 uo .. 'f,../t:1 + ~2) u3 + lo/(h2). 

OU 
0 Door eliminatie van - vinden we ox 

(11 .. 32) 

Soortgelijke formules kunnen we ook afleiden voor de afgeleiden van u 
naar Y• 
We merken op dat in de afbreekfout een term &(h) voorkomt als t 1 -/ l; 2 • 

Het formeren van het systeem differentievergelijkingen wordt een moeizaam 
karwei. Voor de negenpuntsformule wordt de zaak nog gecompliceerder. 
Een andere mogelijkheid is de standaard differentieformule alleen te ge
bruike~ in die punten die omgeven zijn door inwendige roosterpunten, en 
de punten, die dicht bij de rand liggen, te benaderen door interpolatie. 
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Op deze manier worden de randvoorwaarden verwerkt in de roosterpunten 
die dicht bij de rand liggen. In bovenstaande figuur, bijvoorbeeld, 
bevat de vijfpuntsformule in het punt 3 het punt O en de waarde in dit 
punt .0 kunnen we uitdrukk.en in de waarden in de punten 3 en B door 
lineaire interpolatie 

of door een kwadratische interpolatie die het punt 5 gebruikt. 
Een derde mogelijkheid is om ook in het punt O aan de differentiever
gelijking te voldoen. Daarbij rnaken we gebruik van het uitwendige punt 
1. De waarde u1 kunnen we uitdrukk.en in~ en u

0 
of in~, u

0 
en u

3 
door lineaire of kwadratische extrapolatie. Deze laatste rnethode geeft 
effectief dezelfde formules als die welke we hebben afgeleid uit (11.31) 
en (11.32) 

We beschouwen nu het geval van een Neumann-probleem. 
Alsop de rand de normale afgeleide (of een combinatie van functie.en 
normale afgeleide) gegeven is, dan is het probleem van de verwerking 
van de rand nog gecompliceerder. Voor een rechthoekig gebied zijn nog 
wel betrekkelijk eenvoudige formules af te leiden, doch de afbreekfout 
zal dan weer groter zijn dan in inwendige van het gebied. 
In nevenstaande figuur bijvoorbeeld 2 - · · · - · ·-; 
wordt de rand gevormd door 204, en ' 
op deze rand is de normale afgeleide : 
gegeven. In het punt O geeft deze ----+ 1 
normale afgeleide een relatie tussen 3 --------11 
u i, en u,- De vijfpuntsformule in O I 
het punt O bevat dus geen uitwendige 
punten en de afbreekfout is van de-
zelfde orde, dus d(h 2). Voor de negen- 4 - - - - - - .• 
puntsformule echter reduceert de lokale afbreekfout e(h~) in een in
wendig punt tot O(h2

) in een randpunt. 

Voor gekromde randen is het probleem veel gecompliceerder, daar de 
richting van de normaal zelden zal samenvallen met een rechte van 
het rooster. 

Voor dit probleem ziJn twee methoden in gebruik. De eerste methode leidt 
tot eenvoudige, doch onnauwkeurige formules, de tweede methode geeft 
grotere nauwkeurigheid ten koste van veel gecompliceerdere formules. 

De eerste methode introduceert uit-
wendige punten zoals punt 1 en punt 
4 in de vijfpuntsformule voor het 
punt o. Deze uitwendige punten wor-
den met behulp van de normale afgeleide 
op de rand uitgedrukt in inwendige 
punten en daardoor geelimineerd uit 
de differentieformule. 3 

" 



Bijvoorbeeld voor punt 1. 
We trekken de normaal uit 
noemen we B. Het snijpunt 
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het punt 1 op de randltromme. Het snijpunt 
van de normaal met de rooster-lijn 02 noemen 

a~ 
we C. We benaderen -A- door un m 

u1 .. uc .. 
waarbiJ m de afstand van 1 tot C is. 

uc vinden we door lineaire interpolatie uit u en u
2

• Daarmee hebben we 
a o 

dus u
1 

uitgedrukt in 0:, u
0 

en u
2

• De differentieformule in het punt 0 

is natuurlijk zeer onnauwkeurig vergeleken met de formules in punten die 

verder van de rand liggen. 

De tweede methode is meer bewerkelijk. 
We geven hier alleen de resultaten. 
We passen in Ode vijfpuntsformule toe. 
In deze formule is alleen het punt 1 
op de lijn OA uitwendig. . 
We trekken in A de normaal n die een 
hoek o:. maakt met de horizontale roos
terlijn, en de raakvector §.• im 
Overal op de randkromme is an gegeven. 

We beschouwen speciaal de afgeleide van 
au o2 u 
an langs de kromme, dus aaan • 

Nu geldt 

_!_ = 
an 

cos a. ...!. + sin a. _g_ ax Cy 

dus 

en ...Q... 
a!! 

sin a.~- + \os a. /y 

o2u 
= ( cos 2 a. - sin 2 a. ) A + cos a. sin a xay 

In het. bijzonder geldt 

• oo:. aa. 
sin a. ax - cos a. oy .1 

p 

waarbij p de kromtestraal is van de rand in het punt A. 

n 

(11.35) 

De vijf partiele afgeleiden van u naar x en y die in (11.35) voorkomen 
kunnen we .uitdrukken in de afgeleiden in het punt Oen de· afstand OA = ~h. 
We doen dit met behulp van Taylor-ontwikkelingen, bijvoorbeeld 

auA au o2u 2 o'u 
.H. = __Q + (~h) __Q + (~h) --0 + ••• • (11.36) 

ox ox ox' 2! ox' 
" .OUA atuA 

Daarmee kunnen we O!!, en a~a~ schrijven in termen van de afgeleiden 

in het punt O • 
Drie andere relaties vinden we door u2 , u

3
,en u4 uit te drukken in u

0 

en de afgeleiden van u in het punt o. De gegeven differentiaalvergelijking 
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tenslotte geeft ook nog een vergelijking. Aldus verkrijgen we zes ver
gelijkinge~ waaruit we de vijf partiele afgeleiden in het pµntO kunnen 
elimineren. Daarmee hebben we een eindige differentieformule voor de 
differentiaalvergelijking gevonden in de grootheden u, u, u, u4 en 
de gegeven randvoorwaarden. 0 2 3 

Voor het speciale geval van de vergelijking van Poisson (11.17) wordt deze 
differentieformule 

...1. (au 2 + 
1 auA 

bu, - 4eu) - gf + cu,. + -p--
h2 

0 0 h a.a, 

waarbij f de waarde van f(x,y) in het punt 
0 

a= 1 - m + 2 ~ 1 + mt + .Q! l!l V 1 + mt 
1 - m2 PA 1 - m 

Fh m2V1 + ml) b :a: 2(1 + .:a.:: 
p A 1 - m1 

c = 1 + m + 2 ~ 1 + m 2 .. Q!. m V 1 + m2 
1 - m2 PA 1 + m 

1 ~ 
1 + m2 Ll! m2V1 + m2 

e = + + 
1 ... m2 PA 1 .. m' 

2~ + m2 1 2'11 g = + p = 
1 .. m2 

m = tan Cl • 

o2u A d(h) + q a.!!<».!! = 

0 is en 

1 + m2 
-2~m q = 

1 m2 

We zien dat de totale afbreekfout van de orde his, dus van dezelfde orde 
als bij het Dirichlet-probleem, waarbij we de formules (11.31) en (11.32) 
gebruiken voor punten dicht bij de rand. 

We beschouwen nu het speciale geval a= O, 
d.w.z. de normaal in A valt samen met een 
roosterlijn. Dan ism= 0 en de formulas 
(11.38) worden eenvoudig 

a = 1 + 2~ 

b -. 2 

C = 1 + 2~ 

e = 1 + ~ 
g = 1 + 2~ p = 2 q = o. 

De differentieformule (11.37) wordt dan 

• 

2 

3 0 An 1 

4 



..1. {(1 + 2t)u 2 + 2u3 + 
h2 

= ( 1 + 2~)f 
0 

(1 + 2~)u,. - 4(1 + ~)u
0

} = 

2 ouA 
... ii on + d(h). -
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Veronderstellen we bovendien nog ~= O, m.a.w. het punt A valt samen met 
het punt o, dan krijgen we 

1 2 ouo 
h

2
(u2 + 2u 3 + u,. - 4u

0
)= f

0 
- ii on + d(h). (11.40) 

Deze formule kunnen we ook krijgen door in de vijfpuntsformule voor 
het punt 0 

..1. (u + u 3 + u,. + u 1 - 4u) = f + e(h 2) (11.41) 
h2 2 o o 

te substitueren 

u, .. u, 
2h ofwel 

OU 
u 1 = 2h On° + u 3 + o ( h' ) • 

Ook voor t ~ 0 kunnen we (11.39) uit de vijfpuntsformule (11.41) af
leiden. In dit geval geldt 

0UA ouA ou o2 u 
o,a = ax"° = oxo + ~ h. ox: + O(h2) 

u 1 - u, u1 - 2u + u, 
0 cf(h 2) = 2h +~h + 

h2 

(1 + 2~)u 1 - 4~u + (2~-1)u 3 
+ O(h 2) 0 

= 2h 

dus 

Vullen we deze uitdrukking in (11.41) in dan krijgen we (11.39). 

Opmerking .. Als m = 1, dus ·als a.= * , dan hebben de formules ( 11 .38) geen 

betekenis. Door in dit geval de gehele vergelijking (11.37), 
dus alle coefficienten ( 11.38), met m - 1 te vermenigvuldigen 
en vervolgens m = 1 te stellen krijgen we de differentiever
gelijking 

_.£.. [(2 +J!.. -{z)u
2 

+...h.. ff u
3 

+ 2u,. - 4(1 +~ {j:-)u ] = 
h 2 i:,A PA PA o 



We zullen deze formule aan een speciaal 
geval controleren. Daartoe nemen we in 
de buurt van A een rechte rand en t = 1, 
dan gaat de randkromme door het punt 1 

1 
en - = o. 

PA 
Formula (11.43) wordt in dit geval 

(11.44) 
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2 

3 

4 

Ook deze formule kunnen we rechtstreeks uit de vijfpuntsformule (11.41) 
afleiden, door gebruik te maken van de voorwaartse differentie benadering 

= 

dus 

u 2 - u 3 - u 1 + u,. 
------ + e(h) 

Vullen we deze uitdrukking in (11.41) in dan krijgen we (11.44). 

Om de convergentie van een differentiemethode te onderzoeken beschouwen 
we het verschil van de eindige differentie-oplossing en de exacte oplos
sing van de differentiaalvergelijking 

e = u - u(x ,Y ). r,s r,s r s 

e noemen we de discretiseringsfout of afbreekfout van de oplo·ssing• • r 9 s 
De differentiemethode is convergent ala e - 0 voor h,k- o. r,s 
We nemen het geval van de algemene lineaire vergelijking (11.5) met ala 

differentjeformule de negenpuntsformule 

= Lu r,s 

+- u + -f) ( C 
2k r,s+1 k2 -- u f ) 2k r,s-1 

(11.46) 

+ 

L heet .fte eindige differentie-operator. De lokale afbreekfout van de dif
ferentieformule noemen we T. 



Dan luidt de differentie-vergelijking 

Lu = p r,s 

en de differentiaalvergelijking 

L u(x ,Y) = p + T. r s 

Dus de fout in de oplossing e voldoet aan de vergelijking 
r,s 

Le = T. r 9 s 
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(11.48) 

Voor een elementaire behandeling van de convergentie moet geeist warden 
dat de differentie-operator L van positief type of tenminste niet-negatief 
~ is, voor voldoend kleine waarden van hen k. Hiermee bedoelen we 
dat het teken van de coefficient van u verschillend is van de tekens 

r,s 
van alle overige coefficienten in (11.46). 
Deze voorwaarde is vervuld als b = O, want a enc hebben hetzelfde teken 
omdat de vergelijking elliptisch is, en de termen waarin a of·c voorkomen 
zijn voor kleine waarden van hen k overheersend. 
Verder moet geeist worden dat de matrix behorende bij de operator L 
diagonaal-dominant is, d.w.z. de coefficient van u is in absolute r,s 
waarde niet kleiner dan de som van de absolute waarden van de overige 
coefficienten en in minstens ~en geval zelfs grater. Dit is bijvoorbeeld 
vervuld als b = 0 en het teken van g verschillend is van het teken van 
a en c. 
Als aan deze ,twee eisen voldaan is dan heeft de oplossing van Lu= 0 met 
u gegeven op de rand de eigenschap dat het maximum en het minimum niet 
in het inwendige maar op de rand van het gebied liggen; want iedere waarde 
is een gewogen gemiddelde, met positieve gewichten, van omliggende waarden. 
Hieruit volgt direct dat als de randwaarden nul zijn, zodat de vergelij~ 
kingen werkelijk homogeen zijn, de enige oplossing de nuloplossing is. 
Dan is de matrix van L niet singulier, dus bestaat de oplossing van het 
inhomogene stelsel vergelijkingen en deze oplossing is eenduidig. 

Deze feiten maken het mogelijk in sommige gevallen convergentiebewijzen 
te geven. Bijvoorbeeld kan bewezen worden dat de vijfpuntsformule voor 
de vergelijking van Laplace in een rechthoekig gebied als op de rand de 
functiewaarden gegeven zijn, een fout geeft die niet groter is dan 
G(h 2 ) + e(k2), mits de vierde partiele afgeleiden van de oplossing be
grensd zijn., 

Een bewijs hiervan is gegeven door Kantorowitz en Krylow. Voor gebieden 
met gekromde randen heeft Collatz een bewijs gegeven waarbij voor punten 
dicht bij de rand benaderingen zoals (11.33) gebruikt worden. 
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Om een eer$te benadering van de oplossing te verbeteren hebben we, 
evenals bij de gewone differentiaalvergelijkingen, in het algemeen 
drie methoden .. 

De eerste methode bestaat eenvoudig uit het verfijnen van het rooster. 
Deze methode is echter zeer tijdrovend. Halvering van de stapgrootten 
heeft tot gevolg dat het aantal vergelijkingen vier keer zo groot wordt. 
Op deze manier wordt het aantal vergelijkingen na enige verfijning ont
stellend groot. 

De tweede methode staat bekend als de deferred-correction methode. We 
zullen deze methode bespreken aan de hand van de gewone differentiaal
vergelijking 

y" + f(x)y' + g(x) y= k(x). (11.50) 

Met behulp van centrale differentieformules, zie blz NA-138, kunnen we 
(11.50) als volgt schrijven 

'":1' ... 2y + y + y h f ( y - y - v ) + h 2 g v + C v = h2 k "n+1 n n-1 n n+1 n "n-1 n"n "n n 

ofwel 

(1+yhf )y 1 - (2-h2 g )y + (1-fhf )y 1 + Cy = h 2k (11.51) n n+ n n n n- n n 

waarbij 

( 1,. 1 6) ( 1, 1, c = - 12 o + 90 o • • • + hf n .. 6 µo + 30 µo (11.52) 

Als nu twee beginwaarden y en y1 gegeven zijn en de term Cy verwaarloosd o n 
wordt, dan kunnen we y in opeenvolgende punten berekenen met bovenstaande 

n 
recurrente relatie (11.51). Op deze wijze vinden we de eerste benadering 

(1) (1) (1) 
yn • Met de differenties van y berekenen we de term Cy , ala be-

n (,) n 
nadering voor de waarde Cy. We vullen Cy in (11.51) in, en berekenen 

dan uitgaande van dezelfde; en y 1 een nie~we benadering y( 2
). Dit proces o n 

kan op dezelfde wijze worden voortgezet tot het verschil in opvolgende be-

naderingen voor y voldoende klein is. 
n 

De correctie formule voor de nieuwe benadering kan geschreven worden in 
de vorm 

( 1 + fhfn)Tln+ 1 - (2 .. h 2 gn)1'1n + ( 1 -thfn)'l'ln .... 1 + Cy~") = 0 

met 11 
0 

= 11 1 = o. 
Dan is de nieuwe benadering .,.cv+1) = 

n 
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De berekening van C y voor kleine waarden van n vereist da t we y , y , etc n --1 -2 
kennen. Deze berekenen we door de recurrente betrek:king (11.51) in omge
keerde richting toe te passen. 

Ook bij de partiele differentiaalvergelijkingen kunnen we de afbreekfout 
uitdrukken in differenties van de oplossing. 
Evenals bij de gewone differentiaalvergelijkingen kunnen we met de oplos
sing van de differentievergelijking benaderingen voor de differenties, 
en dus voor de afbreekfout berekenen en deze in de vergelijking invullen. 
Op deze wijze verbeteren we de oplossing op hetzelfde net. 
Een nadeel van deze methode is dat in ieder punt differenties in twee 
richtingen bepaald moeten worden, hetgeen tot veel werk aanleiding kan 
geven. 

Een derde methode welke soma met succes toegepast kan worden is de methode 
van de deferred approach to the limit. (zie ook blz NA-38). 
Ook deze methode demonstreren we eerst aan de hand van een gewone differeh
tiaalvergelijking 

y" = f(x,y). 

Een benaderende oplossing krijgen we uit de eenvoudige eindige differen
tievergelijking 

We noemen y(x) de oplossing van de differentiaalvergelijking (11.53), en 
y(x,h) de oplossing van de differentievergelijking (11.54). We veronder
stellen dat de afrondingsfouten verwaarloosbaar ~ijn, dat de oplossing 
zich fatsoenlijk gedraagt en dat de stapgrootte h voldoende klein is 9 

zodat voor de afbreekfout in de oplossing geldt 

y(x) - y(x 9h) =Ah+ Bh 1 +Ch'+••• (11.55) 

waarbij A,B,c, ••• functies van x zijn. 

Indien nu een dergelijke relatie bestaat, dan ziJn we in staat de functies 
A, B, c, ••• te bepalen. Van belang is de eerste functie uit deze rij te 
bepalen die niet identiek nul is. Daarmee vinden we immers de orde van 
de fout. 

We vullen (11.55) in de vergelijking (11.54) in, en krijgen dan 

o'(y(x) - Ah - Bh1 - Ch' ••• ) = h2 f(x,y(x) - Ah - Bh2 - ••• ). 

Met behulp van de formule 

2 ( • h ..1.:hD) 2 
-- h 2D 1 + ..1.. hi.D" 1 h

6
D6 

o = 2 sin ""2" 12 + 360 + • " ,. 

vinden we 
1 1 6 . 

(D2 +'
12 

h2 D,. + 
360 

h4 D + .... )(y(x) - Ah - Bh1 - Ch' ....... ) = 

= f(x,y(x) - Ah - Bh 2 - Ch' - ••• ). 



Deze formule is eenidentiteit in h en bijgevol~~ete:m. de coeff:l.enten van 
overeenk:omstige machten van h gelijk zijn. Dit geeft achtereenvolgens 

ho . D2y = f(x,y) • 

h1 (D2 .. .2!)A 
oy = 0 

h2 (D2 ... ll)B 1 ,. _,1A20
2 f = 12 Dy ay 2 0 2 

_ of)C 
y2 

h' (D 2 1 D ,.A AB o f 1 A' = .. 12 - oy2 + 6 oy 

waarbij we gebruik maken van de 

f(x,y-k) = f(x,y) - k of+ 
oy 

ontwikkeling 

1 k2 o 2f 
2 a.,.2 - ...... 

o'f 

oy' 

De eerste betrekking van (11.,57) levert juist de oorspronkelijke differen
tiaalvergelijking op, terwijl de volgende succeaaievelijk vergelijkingen 
zijn voor A, B9 c, ••. etc. 

We veronderstellen nu dat we een randwaarde-probleem hebben, met voorge
schreven waarden y(x) aan de randen. Dan is de fout (11.55) aan de randen 
nul voor iedere wa~rde van h. Dus alle functies A, B, c, ••• zijn nul 
aan de randen. 
Hieruit kunnen we direct concluderen dat A identiek nul is, ala eenduidige 
oplossing van een homogene differentiaal vergelijking (11.57). Dus ook 
C is identiek nul. De vergelijking voor Bis inhomogeen door de term 

- ;
2 

D,.y, dus Bis niet identiek nul. Dit alles geldt natuurlijk onder de 

voorwaarde dat de vergelijking 

of z 11 
- - z :s:: 0 ay z(x) = z(x) = 0 

o n 

alleen de triviale oplossing bezit., 

De fout (11.,55) kan dus geschreven worden als 

y(x) - y(x 9h) = B(x).h2 + E(x).hlt + ••• .. 
Uit twee benaderende oplossingen voor verschillende stapgrootten h 1 en 

h 2 bepalen we 

geldt 

y(x) 

y(x) 

dus 
,, 

y(x) 

= 

= 

= 

een nauwkeuriger resultaat door· eliminatie van B(x) .. Er 

...... 
y(x,h2 ) + Bh: +Eh:+••• 

h; y(x,h1 ) - h~ y(x,h2) 

h2 .. h2 
2 1 
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Hebben we benaderende oplossingen dan kunnen we zowel B. als E elimi-
neren. Dit proces staat bekend onder de naam deferred approach to the limit 

of ook wel hp-extrapolatie, waarbij p de macht van h aangeeft behorende 
bij de eerste coefficient, die ongelijk nul is.· 

We passen dit proces nu toe op het geval van de partiele differentiaal
vergelijkingen. Hierbij is het noodzakelijk dat in de uitdrukking voor 
de fout slec4ts een parameter voorkomt. We veronderstellen dus dat 
k = }..h en nemen h als parameter. 
We veronderstellen dat voor de oplossing u van de differentiaalvergelijking 
en de oplossing u(h) van de differentievergelijking geldt 

u = u( h) + Ah + Bh 2 + • •• • 
Evenals in het voorgaande willen we de coefficienten A, B, ••• bepalen. 

We veronderstellen dat de elliptische differentiaalvergelijking de vorm 
heeft 

f(D) u = g(x,y) 

waarin L de eindige differentie-operator voorstelt. 
De eindige differentievergelijking schrijven we in de vorm 

L u(h) = g(x,y) (11.60) 

waarbij f(D) een gegeven differentiaal-operator voorstelt. 
We veronderstellen dat lokale afbreekfout bekend is, en geschreven kan 
worden als een machtreeks in h, dus 

• 
Substitueren we (11.61) en vervolgens u(h) uit (11.58) in (11.60) en 
stellen we vervolgens de coefficienten van overeenkomstige machten van h 
aan elkaar gelijk, dan krijgen we 

f(D) u = g(x,y) 

f(D) A - bu= 0 

f(D) B - cu+ b A= 0 

etc. 

Is nu de rand recht, en zijn de functiewaarden gegeven op de rand dan 
zijn alle coefficienten A, B, c, ••• nul op de rand. We kunnen in dit 
geval overal centrale differenties gebruiken, zodat de afbreekfout ten-
minste 6(h2 ) is, m.a.w. b = o. Hieruit kunnen we afleiden dat A= O, 
maar B niet overal nul. 
Op deze wijze kunnen we dus weer komen tot h2 -extrapolatie. 

Opmerking., 
•· 

Voor speciale vergelijkingen en differentie-formules zoals 
de vergelijking van Laplace en de speciale negenpuntsformule 
oi een rechth~ekig gebied, is het mogelijk om tot een 
h -extrapolatie te komen. 
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12. Integraalvergelijkingen 

Een integraalvergelijking is een vergelijking waarin de onbekende functie 
onder het integraalteken voorkomt. 

We verdelen de integraalvergelijkingen in twee hoofdtypen 

a. Fredholm integraalvergelijkingen. Bij deze vergelijkingen zijn de 
integratie-grenzen vaste getallen. 

b. Volterra integraalvergelijkingen. In deze vergelijkingen heeft ~e 
integraal een vaste grens, de andere integratiegrens is de onafhan
kelijk variabele. 

We beschouwen alleen lineaire integraalvergelijkingen die we onderverdelen 
in drie soorten 

J
b 

k(x,y) f(y) dy = g(x) 
a 

fb 
) k(x,y) f(y) dy = g(x) + f(x) 
a 

(b 
J k(x,y) f(y) dx = A f(x). 
a 

(12.1) 

Deze vergelijkingen noemen we respectievelijk de Fredholm vergelijking 
van de eerste, tweede, derde soort. In ieder van deze vergelijkingen 
is de kern k(x,y) een bekende functie, g(x) is eveneens bekend. De functie 
f(x) is de onbekende functie, die we moeten bepalen. De vergelijking van 
de derde soort (12.3) is een ei~enwaarde ver~elijking. Hierbij wordt 
gevraagd naar de waarden van X eigenwaarden waarvoor de vergelijking 
een niet-triviale oplossing bezit. 
De bij een eigenwaarde A behorende niet-triviale oplossing f(x) noemen 
we een eigenfunctie. 
Als de constante bin de vergelijkingen (12.1), (12.2) en (12.3) ver
vangen wordt door x dan zijn de vergelijkingen van het Volterra type. 

We noemen een Fredholm vergelijking niet-singulier als de integratie
grenzen a en b eindig zijn, de kern k(x,y) in het gebied (a,b) voor x 
en y geen singulariteit heeft en g(x) voldoende glad is. 
We beschouwen nu de numerieke oplossing van een lineaire niet-singuliere 
Fredholm vergelijking van de tweede soort (12.2). 
Volgens de definitie van de Riemann-integraal kunnen we deze vergelijking 
ook schrijven als 

N 
lim.L, (x

1 
- x

1
_1) k(x,y

1
) f(y

1
) = f(x) + g(x) (12.4) 

i=1 

waarin a~ x < x. • •• < x.. ~ b, y. een punt van het interval (x. 
1
,x.) 

0 • l'I l. l.- l. 

is, terwijl bij het limietproces N-oo en max (x. 
1
,x.) - o. We geven 

l.- l. 

x in (12.4) achtereenvolgens de waarden x 1 ,x
2

, ••• ,~ en krijgen dan als 

benadering voor de integraalvergelijking het stelsel lineaire vergelij
kingen 



N 
~ (x1 - x1_1) k(xj,xi) f(xi) = f(xj) + g(xj) 

j = 1,2, ••• ,N 

voor de bepaling van f(xj). 

Dit stelsel vergelijkingen heeft in matrix-notatie de vorm 

(K - I) !. = JS. (12.6) 

waarbij de matrix K afkomstig is van de kern k(x,y). Als de matrix 
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K - I van ( 12.6) singulier is, dan heeft het algebraische probleem in 
het algemeen geen oplossing, en in ieder geval geen eenduidig bepaalde 
oplossing. Overeenkomstig zal de integraalvergelijking (12.2) geen op
lossing, of tenminste geen eenduidig bepaalde oplossing hebben, als de 
homogene vergelijking (12.2) met g(x) = 0 een niet-triviale oplossing 
heeft; of anders gezegd, als A= 1 een eigenwaarde is van (12.3). 

Verder, als (12.3) een eigenwaarde dicht bij een heeft, dan is het 
inhomogene probleem ill-conditioned, en we zullen numerieke moeilijk
heden hebben bij het bepalen van de oplossing van (12.6) met enige 
nauwkeurigheid. 

In het geval van een Volterra integraalvergelijking wordt de matrix K 
uit (12.6) een driehoeksmatrix. Het is daarom voor de hand liggend te 
veronderstellen dat een Volterra probleem gemakkelijker op te lossen is 
dan een Fredholm probleem. 

We leiden nu a'llereerst voor 

lb 1 
y(x)dx = h[(2 y

0
+ y 1 

a 

de trapeziumregel 

1 
+ ••• + y 1+ -2 y) + C] n- n 

een uitdrukking af voor de afbreekfout C in voorwaartse differenties 
van y en achterwaartse differenties van y. We doen dit met behulp van 

o n 
de symbolische operatorenmethode. Daartoe definieren we eerst de operator 

-1 D integraaloperator D-1 y(x) = fx y(t)dt. 
a 

Men kan eenvoudig nagaan dat 
differentiaaloperator D. Dan 

-1 D inderdaad de inverse is van de 
geldt 

Jxr+1 
y(x)dx -1 n-\'.\ -1 

= D (y 1-y ) = = D Vy 1 • 
r+ r yr r+ (12.8) 

X r 

Met behulp van de relaties A= E-1 en hD = log E vinden we 

Op analoge wijze vinden we 



-1 V V 2 V:, 
D V = h ( 1 - 2 - 12 - 24 - • " • ) • 

Dus in termen van voorwaartse differenties geldt 

jxr+1 h 
y(x)dx = 2 (yr+1+yr) + 

X r 

en met achterwaartse.differenties 

X J r+1 
y(x)dx 

X r 
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Noemen we C de afbreekfout in het r-de interval bij de trapeziumregel 
r dan is volgens bovenstaande formules 

C (-
h. 2 h. ' ... ) (12.9) = 12 + 24 - yr r 

en 
:I..! - V-, 

C = (- 24 - .... ) Yr+1• (12 .. 10) 
r 12 

Nu geldt 

y(x)dx 
I: jxr+1 n-1 h 

= y(x)dx = L [2(y 1+y) + h C ] 
r+ r r 

r=o X r:=o r 
1 1 n-1 

= h (- y + Y1+ ... + y 1+ - y ) + h L C 
2 o n- 2 n r 

r=O 

en daar C = E1' C geldt dus voor de afbreekfout C uit (12.7) 
r 0 

n-1 n-1 Er 1-En _1_ C En 
C = L C = L C = -- . C = - 1-E Co• (12 .. 11) 

r 0 1-E 0 1-E o 
r=o r=o 

In de eerste term van (12.11) vullen we de uitdrukking (12.9) in, dus 

_1_ C 1 
(-

h. 2 h. J ... ) h. I:,. 2 ... ) = 1-E 12 + 24 - Yo = (- - - - y • 
1-E o 12 24 0 

In de tweede term van (12.11) gebruiken we (12.10) en krijgen dan 

zodat we tenslotte voor C de formule vinden 

••• ) y 
n 

(12 .. 12) 

(Gregory) 
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We besohouwen nu de numerieke oplossingsmethode van het tweede Fredholm 
probleem, die we krijgen als we de integraal in (12.2) met behulp van 
de trapeziumregel berekenen. De Fredholm vergelijking (12.2) wordt dan 

1 ••• + k(x,x 1 )f 1+ -2k(x,x )f + n- n- n n 

+ C(x)] = g(x) + f{x) (12.13) 

waarin de correotieterm C natuurlijk een functie van xis. Deze verge
lijking geldt voor iedere x waarvoor k(x,y) gedefinieerd is. Nemen we 
nu speciaal de waarden x = x ,x 1~ ••• ,x in (12.13) dan krijgen we het 
stelsel lineaire vergelijkin~en · n 

••• + k + -2
1k. f + C.) = i,n-1 i,n n i 

waarin k. . = k(x. ,x.) en g. = g(x.) bekend zijn, en f. = f(x.) 
i,J i J i i i i 

bepaald moeten worden. Of in matrix notatie 

At_ = -g_ + h £(f) 

waarbij de matrix A van de vorm is 

. . . 1 
- -h k 2 o,n 

• 
(12.15) 

- ,k k 
2 n,o 

. . . . . . . 

De oorrectieterm Ci kunnen we op twee verschillende manieren in rekening 
brengen .. 
Als we weten hoeveel differenties van (12.12) een significante bijdrage 
geven kunnen we deze differenties uitdrukken in functiewaarden. Daarbij 
blijft het stelsel vergelijkingen (12.14) lineair. De moeilijkheid hier
bij is echter dat de differenties mede bepaald worden door de onbekende 
functie f(x). In de meeste gevallen zal het daarom niet mogelijk zijn 
te bepalen welke differenties nog significant zijn. Het is daarom aan
trekkelijker om een iteratieve methode zoals de "deferred correction" 
methode te gebruiken. Voor de eerste benadering van de oplossing f(x) 
negeren we de correctieterm en krijgen dan het stelsel vergelijkingen 

(0) 
A.,.! = - 15.• 

Met de oplossing f(O) bepalen we de correctieterm £(f(O)) en vinden 

vervolgens ala tweede benadering f( 1 ) uit 
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Dit proces herhalen we op de gebruikelijke manier. Daarbij kunnen we 
voor het bepalen van de correctieterm C gebruik maken van de formula 
(12.12), of een centrale differentieformule in de eindpunten 

(12.16) 

Deze heeft het voordeel dat de coefficienten sneller afnemen. Om (12.16) 
te gebruiken moeten we y buiten het interval (a,b) kennen, en hiervoor 
is nodig dat we k(x,y) eJi g(x) buiten (a,b) definieren. Want dan kunnen 
we met behulp van de vergelijking (12.13) f(x) in het buitengebied be
rekenen. 
De deferred correction methode is nogal bewerkelijk in dit geval omdat 
voor iedere vergelijking (12.14) een differentietabel gemaakt moet worden 
van y. = k. j fj. 

J J.' 

Ook kunnen we de methode van de "deferred approach to the limit" gebrui
ken, met h 2-extrapolatie in het geval van de trapeziumregel en h~-extra
polatie bij het gebruik van de integratieformule van Simpson. 

De eindige differentieformules voor integratie geven bij n+1 aequi
distante basispunten alleen exacte resultaten bij polynomen van de graad 
~ n zelfs als we de differentiecorrectie meenemen. 
Als we de Gauss integratieformule gebruiken krijgen we exacte resultaten 
voor polynomen tot en met de graad 2n+1, alleen de basispunten zijn niet 
meer aequidistant gelegen. De integraalvergelijking wordt in dit geval 

p . 
w k(x,x )f(x) + C(x) = g(x) + f(x). (12.17) r r r r . 

Deze formule geldt voor alle x. Kiezen we x = x
1 
,x

2
, ••• ,xp dan krijgen 

we een stelsel van p lineaire vergelijkingen, waaruit we de waarden f(x) 
r 

kunnen bepalen. 
Een nadeel van dezc methode is de moeilijkheid om de nauwkeurigheid te 
schatten zonder de gehele berekening te herhalen met een formule van ho-
gere orde. 

Opmerking. Als we de oplossing f(x) gevonden hebben in de basispunten x, 
dan kunnen we f(x) in andere punte~ eenvoudig vinden uit de vergelijkingr 
(12.13) of (12.17). Dit gaat in het algemeen sneller en nauwkeuriger dan 
interpol~tie met de gevonden basispunten. 

We beschouwen nu enkele bijzondere gevallen. 
We noemen de kern k(x,y) symmetrisch als geldt 

k(x,y) = k(y,x). (12.18) 



Dan is de matrix A uit (12.15) eveneens symmetrisch als we de eerste 
en de laatste rij delen door 2. Het oplossen van het stelsel vergelij
kingen (12.14) is eenvoudiger. Bij gebruik van een eliminatiemethode 
is de hoeveelheid werk half zo groot ala bij een willekeurig stelsel 
vergelijkingen van dezelfde afmetingen. · 

Een verdere vereenvoudiging krijgen we ala de symmetrische kern van het 
convolutie-type is, d.w.z. de kern is een functie van x - y alleen 

k(x,y) = k(x-y) (12.19) 

In dit geval wordt de matrix A behalve symmetrisch, ook centro-symmetrisch; 
dit betekent 

a .. = a . j = a = a • iJ n-1,n- ji n-j,n-i 

We kunnen dan het stelsel van n+1 vergelijkingen splitsen in twee stel
sels beide van de orde t(n+1) als n oneven is, of van de orde t(n+2). en 
tn als n even is. 

Voorbeeld 

af + bf1 + cf2 + df:, = go 0 

bf + ef1 + pf2 + cf, = g1 0 
cf + .Pf1 + ef

2 
+ bf:, = g2 0 

df + cf1 + bf
2 

+ af, = g, 
0 

Door vergelijking vier bij een, en vergelijking drie bij twee op te tel
len krijgen we de vergelijkingen 

(a+d)(f
0

+f,) + (b+c){f
1 

+ f
2

) = g
0 

+ g, 

(b+c){f
0

+r,) + (e+p)(f
1 

+ f
2

) = g 1 + g 2 

Door aftrekking van dezelfde vergelijkingen krijgen we 

( a - d )( f 
O 

.. f:, ) + ( b - c )( f 
1 

,... f 
2 

) = g 
O 

- g :, 

( b - c )( f 
O 

.. r, ) + ( e - p )( f
1 

- r 
2

) = g 
1 

- g
2 

• 

In plaats van een stelsel van vier vergelijkingen hebben we dus twee 
stelsels van elk twee vergelijkingen gekregen met als onbekenden f + f, , 
f 1 + f 2 resp. f

0 
- f:, , f 1 - f 2 • \Je bepalen dus eerst de oplossing $Jan 

de twee kleine stelsels vergelijkingen, en met behulp hiervan vinden we 
de oplossing van het grote stelsel. 

In sommige speciale gevallen zijn we in staat de integraalvergelijking 
exact op te lossen. Zulke oplossingen kunnen we ook gebruiken als we 
de integraalvergelijking kunnen benaderen door een vergelijking van 
speciale gedaante. · 

Als de kern het product is van een functie van x, en een functie van y 

k(x,y) = X(x) Y(y) (12.20) 

dan spreken we van een ontaarde kern. De integraalvergelijking wordt 
dan 



b J X(x)Y(y) f(y) dy = f(x) + g(x). 
a 

We schrijven 

A= Jb Y(y)f(y)dy 
a 

(12.21) 

(12.22) 

en vinden dan een expliciete uitdrukking voor de oplossing 

f(x) = A.X(x) - g(x) (12.23) 

De constante A vinden we door substitutie van (12.23) in (12.22) 

= J
b 

A (AX(y) - g(y)) Y(y)dy 
a 

zodat 

-J
b 

g(y)Y(y)dy 
A = _a _______ _ 

1 - Jb X(y)Y(y)dy 

( 12.24) 

a 

We zullen in het algemeen een kern.k(x,y) ontaard noemen (en wel 
p-voudig ontaard) als 

p 
k(x 9 y) = .L. Xr(x) Y (y). 

r=1 r 

We voeren nu in de grootheden 

J
b 

A = Y (y) f(y) dy 
r r 

(12.26) 
a 

dan is 

p 
f(x) = L.. AX (x) - g(x) 

r=1 r r 
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Substitutie van (12.27) in (12.26) geeft een stelsel lineaire verge
lijkingen voor Ar 

p (b - Sb 
Ar= ~=i As~ X

6
(y) Yr(y) dy a g(y) Yr(y) dy (12.28) 

r = 1,2, ••• ,p 

Uit dit stelsel vergelijkingen bepalen we A r = 1,2, ••• ,p, substitueren r 
deze waarden in (12.27) en krijgen dan een oplossing van de integraalver-
gelijking. 
Is het stelsel (12.28) niet oplosbaar dan heeft ook de integraalverge
lijking geen oplossing. 

In practische gevallen zal de kern vaak niet de simpele vorm (12.25) 
hebben, maar kan wel benaderd worden door een ontaarde kern. Bijvoor
beeld ale de kern van het convolutie type is kunnen we als-benadering 
voor k(x- y) de eerste n+1 termen van de machtreeks nemen 



n 
k(x-y) ,. L ar(x-y)r = L bijxiyj. 

r=o 
In andere gevallen kunnen we soms gebruik maken van een dubbele 
Fourierreeks. 

Een iteratieve methode om de Fredholm vergelijking van de tweede soort 
(12.2) op te lossen is de methode van de successieve approximaties. 
Stel 

f 1 (x) = -g(x) 

Dan is de oplossing van de Fredholm vergelijking 

f(x) = lim f (x) 
n-• n 

indien deze limiet bestaat. 

We k.unnen ook gebruik maken van de formules 

q, (x) = -g(x) 
0 

b 
q>n+ 1(x) = J k(x,y) q,n(y)dy 

a 

en de oplossing wordt gegeven door de Neumann reeks 

(12.29) 

(12.30) 

Om de convergentie van deze methode te kunnen nagaan beschouwen we 

c (x) = f(x) - f (x) 
n n = J

b 

a 

-- Jb k(x,y) c 1(y)dy. 
na 

Noemen we 

N n+1 = 

dan is 

N n+1 = 

max le 1(x)I 
a~x~b 

n+ 

lcn+1<i>I = 1Jb K(x,y) 
a 

~ M. (b-a) N n 

en (y) dy I 

als we veronderstellen dat lk(x,y)I ~ M. 
Dus~als M(b-a) < 1, dan is de methode convergent. Deze voorwaarde is 

wel voldoende, doch niet noodzakelijk, en zal niet altijd vervuld zijn. 
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Men kan ook bewijzen dat de methode van de successieve approximaties 
convergent is als alle eigenwaarden van de kern in absolute kleiner 
zijn dan een. 

We beschouwen nog eens de formules (12.30) 

<p (x) 
0 

<p-, (x) 

= -g(x) 
b 

= -J k(x,y) g(y) dy 

afb Jb = k(x,y) q,/y) dy = - k/x,y) g(y) dy <p2(x) 

-,,(x) 
ajb asb = k(x,y) q,

2
(y) dy = - k3 (x,y) g(y) dy 

a a 
etc. 

waarin 

k
2
{x,y) = Jb k(x,t) k(t,y) dt 

a 

k 3(x,y) = Jb k(x,t) k/t,y) dt 
a 

etc .. 

meer algemeen b 
k (x,y) = J k(x,t) kr_/ t,y) dt r a 
k 1 (x,y) = k(x,y) 

De functie k (x,y) noemen we de r-de geitereerde kern. r 

(12.32) 

Als de methode van de successieve approximaties convergent is dan con
vergeert de reeks (12.31). Invullen van q, (x) in de reeks geeft dan 

n 

+ J
b 

f(x) = - g(x) k*(x,y) g(y) dy (12.33) 
a 

waarin 

k* (x,y) = ... 

de reciproke of resolvente kern genoemd wordt. 

We beschouwen nu de Fredholm vergelijking van de eerste soort 

b J k(x,y) f(y) dy = g(x) 
a 

( 12 .. 1) 

Dit probleem is moeilijker dan het probleem van de tweede soort. De 
moeilijkheden komen tevoorschijn als we eindige differentiemethoden, 
zoals,in het voorgaande behandeld, willen gebruiken .. 

In ve~l gevallen heeft het probleem van de eerste soort bij gegeven 
kern -k(~,y) alleen een oplossing bij zeer speciale keuze van de functie 
g(x). Dit is bijvoorbeeld het geval als de kern ontaard is. 



Voorbeeld 
Neem 

k(x,y) = X(x)Y(y) 

dan wordt (12.1) 

J
b 

X(x) Y(y) f(y) dy = g(x) 
a 

en deze vergelijking heeft alleen een oplossing als 

g(x) = a.X(x) 

In dit geval is de oplossing niet eenduidig want de enige eis voor 
de oplossing f(x) is 

J
b 

Y(y) f(y) dy = a 
a 

Bij een gevonden oplossing f(x) kunnen we dus iedere functie f (x) 
0 optellen waarvoor 

b J Y(y) f
0

(y) dy = O. 
a 

Voor het algemene geval van de ontaarde kern 

p 
k(x,y) = L X (x) Y (y) 

r=1 r r 

heeft het probleem alleen een oplossing als 

p 
g(x) =La X (x) 

r=1 r r 

en ook in dit geval is er van eenduidigheid van de oplossing geen 
sprake. Iedere functie f (x) waarvoor geldt 

0 

J
b 

Y (y) f (y) dy = 0, r o r = 1,2, ••• ,p 
a 

mag bij een oplossing opgeteld worden. 

Om in het algemeen de mogelijkheid van oplossen te onderzoeken maken we 
gebruik van de eigenfuncties van de kern k(x,y). In sommige gevallen 
is het namelijk mogelijk de oplossing van (12.1) uit te drukken met 
behulp van de eigenfuncties. 

We veronderstellen dat de kern k(x,y) de eigenwaarden Ar met bijbehoren
de eigenfuncties f (x) heeft, zodat dus r 

Jb k(x,y):fi:,(y)dy= Ar fr(x) (12.37) 
a 



NA-168 

Als het mogelijk is om de functie g(x) te schrijven als 
00 

g(x) = L_b f (x) 
r=1 r r 

en we nemen aan dat 

co 

f(x) = L a f (x) (12.39) 
r=1 r r 

dan geldt 
b 

r a = x-r r 

hetgeen direct volgt als we (12.38) en (12.39) in (12.1) invullen,_ ; 
gebruik maken van (12.37). Daarmee hebben we de, oplossing dan gevonden. 
Het vinden van een oplossing op deze manier is alleen mogelijk als aan 
verschillende voorwaarden voldaan is. Bijvoorbeeld moet g(x) te schrij
ven zijn als een reeks van eigenfunc~ies (12.38). ~it is alleen mogelijk 
voor willekeurige g(x) als de eigenfuncties een volledig stelsel vormen, 
en hiervoor is noodzakelijk dater oneindig veel onderling verschillende 
eigenwaarden zijn. 

(Een voorbeeld van een volledig stelsel functies is het stelsel van de 
goniometrische functies sin kx, cos kx, k = 0,1, ••• , • Iedere continue 
functie is te schrijven als een Fouri~rreeks). b 
Verder mag A = 0 niet voorkomen want dan bestaat a = ~ 0 niet, tenzij 
· 0 0 I\. 

b = b. Anders gezegd, als A = 0 dan mag g(x) niet een iillekeurige 
0 0 

functie zijn want b moet nul zijn. In dat geval is de oplossing niet 
eenduidig want met i(x) voldoet ook f(x) +µf (x) aan de vergelijking. 

0 

In het geval van een p-voudig ontaarde kern (12.,25) wordt de eigenwaarde
vergelijking 

p 
Jb 

~ X (x) Y (y) f(y) dy = Xf(x) 
r r a 

(12 .. 40) 

ofwel 

p 

L A X (x) = Xf(x) 
r=1 r r 

(12.41) 

Vullen we (12.41) in (12.40) in dan krijgen we 

p p Jb p L Xr(x) L A Y (y) X (y) dy = A L X (x) .A 
r=1 s=1 6 a r 6 r=1 r r 

dus 
p 

L C A = AA 

s=1 
rs s r (12.42) 

met 

C = Jb Y (y) X (y) dy. 
rs r a 

a 



Hieruit zien we dat bij een p-voudig ontaarde kern hoogstens p verschil-
. lende eigenwaarden ongelijk nul behoren, nl. de ~igenwaarden van (12.42). 

De bijbehorende eigenfUncties zijn een lineaire combinatie van X1 (x) ••• 
• • • X (x) volgens ( 12.,41). Bij een eigenwaarde A= 0 behoort als eigen
funct~e iedere functie waarvoor 

A r Jb 
= Y (y) f(y) dy = O. r 

a 

We kunnen nu gemakkelijk nagaan dat het voorbeeld op blz. NA-167 een 
speciaal geval is van de oplossingsmethode met behulp van eigenfuncties. 

We zullen nu de numerieke oplossi.ng van het probleem van de eerste soort 
behandelen. Daarbij moeten we verschijnselen tegenkomen welke correspon
deren met de gevonden theoretische resultaten. We nemen het geval van de 
eindige differentiemethode waarbij de integraal van (12.1) benaderd wordt 
door de trapeziumformule. Dan krijgen we een stelsel lineaire vergelij
kingen, dat in matrix-notatie van de gedaante is 

-1 
Af = h _g 

waarin fen _g de vectoren zijn van functiewaarden van f(x) en g(x) 
op de basispunten en 

A= KD (12.44) 

met 

k ••••• k t o,o o,n. 

B-k • fl) ••• k 1 
1,0 1 9n 

K = • D = 0 

• • • -8- 1 
k ••••• k t n 9 o n,n 

..,t 
Ala A bestaat dan is de oplossing van het numerieke probleem 

(12.45) 

en de vorm van de oplossing van (12.1) hangt af van het gedrag van 
(12.45) als h - o. 
Als de kern een eigenwaarde A= 0 heeft dan zal de matrix Kook een 
eigenwaarde nul (ev .. bijna nul) hebbe·n .. De matrix K is dan singulier 
(ev. bijna singulier). Hetzelfde geldt voor de matrix A, en dus heeft 
in dit geval (12.43) slechts een oplossing voor zeer speciale keuze van 
JI• 
Als de kern p-voudig ontaard is dan is er een eigenwaarde A= o. De 
matrix K is singulier als de orde groter is dan p. Want als we de basis
punten x 19x 2 , ••• ,xn nemen en met ,!

6 
en !

5 
,s = 1, ••• ,n bedoelen de 

" 
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vectoren 

X1(xs) Y, (y s) 
• • 

X = • y • (12.46) = -s • -s • 
• • 

X (x) 
p s 

y (y) 
p s 

dan is 
T XTY !1Y1 • • • 1 n 

K= 
XTY 

2 1 • • • x;rn 
• 

XTY 
n 1 • • • xT.y 

nn 

ofwel 
X.T 

K: 
X,T (Y1 y2 • • • y ) (12.47) 2 n 
• 
• 
•T 
X 

n 

De X matrix van (12.47) is een nx p matrix, de Y matrix is een p xn matrix, 
De matrix K heeft de orde n en de rang pals n > p. 

Voor een ontaarde kern is het daarom niet mo·gelijk het stelsel vergelijkin• 
gen (12.43) eenduidig op te lossen als we meer dan p basispunten kiezen. 
Dit is niet zo verrassend want we weten dat de integraalvergelijking 
geen eenduidige oplossing heeft. 

De vraag is of het in dit geval toch mogelijk is ecn oplossing te vinden 
op meer dan p basispunten. ·ae hebben in het voorgaande gezien dat een 
noodzakelijke voorwaarde is dat g(x) van de vorm is 

p 
g(x) = L. a. X (x). 

r=1 r r 

De vector _g heeft dan de componenten gi = (~ 9,g,) waarbij _g de vector 
van de coefficienten a. is. De vergeliJking \12.43) wordt dan 

r 

(12.48) 

waarbij XT en Y de matrices van K uit (12.47) zijn. Oplossingen van deze 
v~rgelijking zijn de vectoren f waarvoor 

(12.,49) 

en daar Y een p x n matrix is kunnen we n - p componenten van ! wille
keurig '''nemen., 

Speciaal kunnen we deze componenten zo kiezen dat we de additionele 
functies in de oplossing, d.w.z. de eigenfuncties behorende bij A= o, 
onderdrukken. 



We nemen als voorbeeld de integraalvergelijking 

1 J (x + y) f(y)dy = g(x). 
0 

Hierin is 
2 

k(x,y) =L,xr(x) Yr(y) 

met X1(x) = x, X2(x) = Y1 (y) = 1 9 Y2 (y) = Y• 

De eigenwaarden met bijbehorende eigenfuncties zijn 

f. (x) = x"3 + 1 
. ,2 -

en bij de eigenwaarde 1 = 0 behoren als eigenfuncties alle functies cp(x) 
waarvoor geldt 

f 1 cp( y) dy = 0 
0 

11 y 

0 

cp(y)dy = O. (12.52) 

De integraalvergelijking (12.50) is slechts oplosbaar als g(x) een 
lineaire functie is. De oplossingen zijn dan van de vorm 

De constanten A1 en A
2 

zijn te berekenen maar µ en ook cp(x) is niet 
bepaald. 

Willen we nu de oplossing hebben welke de term cp(x) uitsluit dan moeten 
we meer dan twee basispunten nemen. Bijvoorbeeld is Simpson over het 
hele interval al voldoende. De trapeziumregel met drie basispunten geeft 
het stelsel vergelijkingen 

t f(t) + t f(1) = 2 g(O) 

t f(O) + f(t) ~ ¼ f(1) = 2 g(f) 

f f(O) 
J 

+ - f(t) + 
t 

f(1) = 2 g(1) 

De matrix is singulier maar als g(x) lineair is dan heeft het stelsel 
(12.54) de algemene oplossing 

f(O) = z 

f(f) = -12 g(O) + 8 g(f) - z 

f(1) = 16 g(O} - 8 g(f) + z 

met z ala parameter. Bij iedere gegeven functie g(x) kunnen we dan z 
zo kiezen dat de oplossing een lineaire functie is. Daarmee elimineren 
we dan de term cp(x) uit (12.53). 

Dit pPoces wordt zeer bewerkel;_jk en moeilijk in het algemene geval,met 
veel punten, willekeurige constanten en afgeronde coefficienten in de 
vergelijkingen. Verder heeft deze manier voor het geval van een ontaarde 

kern 
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geen practische waarde, want zoals we gezien hebben is dit geval ana
lytisch oplosbaar. We hebben hiermee evenwel aangetoond dat het mogelijk 
is met behulp van een eindige differentiemethode een oplossing te vinden. 

Het geval van een niet ontaarde.kern is veel moeilijker. We verwachten 
hierbij oneindig veel eigenwaarden die zich naar de oorsprong toe ver
dichten. Bij toename van het aantal basispunten worden meer eigenfuncties 
toegevoegd behorende bij kleine eigenwaarden en de matrix wordt meer 
ill-conditioned naarmate het aantal basispunten toeneemt. Het stelsel 
vergelijkingen (12.43) dat we oplossen is s1echts een benadering van 
het werkelijke stelsel 

-1 
(A+ C)f = h 5, 

waarbij Cf de differentiecorrectie is. Weliswaar wordt Cf kleiner ala 
het aantal basispunten toeneemt maar de matrix A wordt tenslotte zo 
ill-conditioned, dat de kleine residuen i .. anleiding geven tot grote veran
deringen in de componenten van 1..• 
We kunnen niet verwachten dat de methode met de eigenfuncties van blz. 
NA-168 in dit geval significante resultaten oplevert. Want we kunnen 
slechts eindig veel eigenfnnctie~ bepalen en kleine fouten bij het be
palen van f behorende bij een kleine ~ hebben een groot effect op 

b r r 

ar = f en dus op de oplossing. 
r 

Het probleem is essentieel ill-conditioned, inherent instabiel in de zin 
van paragraaf 5 en het is de vraag of het probleem in physische zin wel 
goed gesteld (well posed) is. Het zoeken naar methoden om het probleem 
zeer nauwkeurig op te lossen is dus onvruchtbaar. Men zal echter dikwijls 
al tevreden zijn als men een redelijk gladde functie f(x) kan vinden waar
voor de residue functie 

c(x) = Jb k(x,y) f(y) dy - g(x) 
a 

in een of andere zin klein is in het gehele interval. In dat geval kunnen 
we bovenstaande methoden wel gebruiken, als tenminste de matrix niet te 
groot is en de intee;ratieformule voldoende nauwkeurig. Men denkt hierbij 
direct aan de Gauss integratieformules. Het gebruik van deze formules 
zal dikwijls resultaten geven,welke, zeker voor physische doeleinden, 
aanvaardbaar zijn. 
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