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Partiéle differentiaalvergelijkingen

We zullen ons in de volgende paragrafen bezighouden met numerieke
oplossingsmethoden voor partiele differentiaalvergelijkingen.
Speciaal van praktische betekenis zijn de tweede-orde partiele
differentiaalvergelijkingen die we zullen onderscheiden in drie
typen: hyperbolische, elliptische en parabolische vergelijkingen.,

6. Eerste-orde partiele differentiaalvergeliijkingen

Als inleiding op de behandeling van de drie genoemde typen differen-
tiaalvergelijkingen beschouwen we eerst partiele differentiaalverge-
lijkingen van de eerste orde in twee onafhankelijke variabelen x en y.
We gebruiken de behandeling van deze vergelijkingen, die praktisch niet
voorkomen, om een aantal begrippen die in de theorie van de partiéle
differentiaalvergelijkingen een rol spelen, toe te lichten.

De vergelijking
au ou
a-é_; +b = c (6.1)

wordt een quasi-lineaire eerste-orde partiele differentiaalvergelijking

genoemd als de coefficienten d, b en ¢ funkties zijn van x, y en u,
du ou

maar niet afhangen van de afgeleiden 3z o8 3;. Het woord lineair slaat
op het feit dat de afgeleiden van de hoogste orde, hier au en QE, lineair

ax ay
voorkomen; quasi betekent dat in de coefficienten a en b de onbekende

funktie u mag voorkomen. Zijn a en b niet afhankelijk van u dan heet de

vergelijking (6.1) lineair., Verder betekent gerste-orde dat alleen de

eerste afgeleiden van u voorkomen.

We gebruiken in het vervolg de standaard notatie

%12
Sl2

= p = q (6.2)

waardoor de differentiaalvergelijking (6s1) overgaat in

ap + bqg = ¢ (6,3)

Bij een gewone differentiaalvergelijking van de eerste orde hebben

we de waarde van de gezochte funktie in één punt, het beginpunt,

nodig om een &&nduidige oplossing te kunnen vinden., In analogie
hiermee mogen we verwachten dat bij een eerste orde partiéle differen-
tiaalvergelijking het voorschrijven van de onbekende funktie op een
kromme C, de beginkromme, in het (x,y)-vlak voldoende is om een &&n-
duidig bepaalde oplossing te krijgen. We zullen daarom onder de oplos-
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sing van (6,1) met gegeven begin-
waarden verstaan: de funktie y
u = ulx,y) die voldoet aan (6.1)

en op de kromme C de voorgeschre-

ven waarden aanneent,

We kunnen het probleem nog anders
formuleren,

In de drie-dimensionale (x,y,u)-
ruimte is een kromme gegeven, waar-
van C de projectie op het (x,y)-vlak )
ise Gevraagdwordt dan het oppervliak //
u = u(x,y) te bepalen, dat gaat door
de gegeven kromme, zodanig dat in
ieder punt van het oppervlak aan de
differentiaalvergelijking (6.1) X
voldaan is.

ou

Nu zijn bij een willekeurig oppervlak u = u(x,y) de getallen p = x?
q = %% en -1 in het punt (x,y,u) de richtingsgetallen van de normaal

op het oppervlak in dit punt. De vergelijking (6.1) of (6.3) betekent
dan meetkundig dat de rechte met richtingsgetallen a, b en ¢ loodrecht
staat op de normasl en dus ligt in het raakvlak door (x,y,u) aan het
oppervlak, We kunnen een willekeurige kromme op het oppervlak aangeven
met de parametervoorstelling

x = x(s), y = y(s), u = uls) = u(x(s),y(s)). (6.4)

De raaklijn aan deze kromme, die tevens raaklijn aan het oppervlak is

heeft de richtingsgetallen %ﬁ, %E en %%. De rechte met richtingsgetal=-

len a, b en ¢ zal daarom precies dan raaklijn zijn aan het oppervliak

u = u(x,y) als er een kromme (6.4) bestaat waarvoor geldt

ax _ 4y _ du _
ds A a.’ ds - b, ds - c. . (6‘5)

De gezochte oplossing van de differentiaalvergelijking zal daarom de
funktie u = u(x,y) zijn die aan deze drie vergelijkingen voldoet en
bovendien op C de voorgeschreven waarden zanneemt,

We nemen nu aan dat de vergelijking (6.1) lineair is d.w.z. a en b
zijn onafhankelijk van u. De eerste twee vergelijkingen van (6,5) kun-
nen we dan vervangen door

%ﬁ = % = £(x,y) , (ev. %? = % als a = 0). (6.6?

Deze vergelijking definieert een schaar krommen in het (x,y)-vliak die
we de karakteristieken van de differentiaalvergelijking - noemen.
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De vergelijking zelf heet de karakteristieke vergelijking. Op iedere
karakteristiek moet volgens (6.5) gelden

-2, . B-2. (6.7)

Deze vergelijking zullen we de karakteristieke voorwaarde noemen,

We zien dus dat het oplossen van (6.1) in het geval van een lineaire
partiéle differentiaalvergelijking neerkomt op het oplossen van twee
gewone eerste-orde differentiaalver-
gelijkingen, en wel op de volgende
wijze: Zoek bij een willekeurig punt y
(x,y) van C (beginwaarde) de karak-
teristiek met (6.6) en integreer ver- c
volgens langs deze karakteristiek de
karakteristieke voorwaarde (6.7) met
als beginvoorwaarde de voorgeschreven
waarde van u in het punt (x,y).

In het algemeen zal er &&n oplossing
u = ul(x,y) bestaan bij gegeven funktie- /
waarden op Cs, Als echter de kromme C
zelf een karakteristiek is, dew.z.
als de kromme C voldoet aan (6.6) dan x
kunnen we met de karakteristieke vergelijking niet van de kromme C af-
komen, Er zal dan zeker geen oplossing bestaan als op C de voorgeschre-
ven u niet aan de karakteristieke voorwaarde voldoet, terwijl er onein-~
dig veel oplossingen zullen bestaan als u op C wel voldoet aan (6.7).
We zullen dit resultaat nu afleiden op een manier, die gemakkelijk uit-
gebreid kan worden tot het geval van de tweede-orde partiele differen-
tiaalvergelijkingen.

Uit de Taylorreeksontwikkeling

karaktéristieken

un ou
'U.(X,y)— u(xoiyo)"' (x- xo)ax + (‘y" Yo)ay + esoe

bepaald’(en éénduidig) is als in dat punt de getallen p = %% en q %%

(&&nduidig) te bepalen zijn. Dus uitgaande van de gegeven funktie u op
C vragen we naar de mogelijkheid om p en q op deze kromme te bepalen zo=-

danig dat aan de differentiaalvergelijking voldaan is.

Een parametervoorstelling van C is

x = x(A), y = y(A)

waarbij A een parameter, bijvoorbeeld de booglengte vanaf een zeker
punt, van de kromme C is. Als p en g bestaan dan geldt voor de funktie
u = g(l) op C
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du _ Qu dx _ 9u gy
dA T 9x d\ 3y aa °

Deze vergelijking samen met (6.3) geeft voor p en q het volgende stelsel
dx dy _ du
Pox*teiaxT @

(6.8)
pa + gb=o¢ .

Dit stelsel vergelijkingen heeft precies één oplossing

ay _,a du _ _ax
p = odA L) g < dh ” S
T a8y _p&x o 4Y _p8x
aIn P o UL TY

als de determinant

dy ax
b 55 # 0.

&ax -
Is a %% - b %% = O dan heeft het stelsel (6.8) geen oplossing tenzij
4y _ p du _ i du . dx _ ;
ook ¢ an b ax = O In dat geval is tevens a an cax - O en zijn
R . ; ay dx _
er oneindig veel oplossingen voor p en g, Nu is a ar - b i 0 aequie
valent met de karakteristieke vergelijking en ¢ %% - b %% = 0 aequivalent

met de karakteristieke voorwaarde. Hieruit zien we dan tenslotte dat in
het geval dat de geven kromme C een karakteristiek is de differentiaal-
vergelijking dan en slechts dan oplosbaar is (en dan oneindig veel oplos~
singen heeft) als de gegeven funktie u op C voldoet aan de karakteristie=
ke voorwaarde.

Voorbeeld
du du _
el oy = 1 ofwel p + q = 1.
De karakteristieken worden gegeven door 4y _ 1, de karakteristieke voor-

du dx
waarde is ax = Te

De vergelijking van de karakteristieken is dus y = x + a met a een wil=
lekeurige constante, Langs deze karakteristiek krijgen we u = x + b =
=y + Db = a.

We nemen als beginkromme C het interval (0,1) op de x-as.
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Op C wordt voorgeschreven u = f(xr). ¥
Dan geldt voor de oplossing u - u, =
=X =X =Y 0p de lijn y = x - X

De oplossing is dus eenduidig bepaald
in het gebied begrensd door de karake-
teristieken door x = O en x = 1 en
wordt gegeven door

u(x,y) = f(x - ) + y.

Veronderstel dat we voor C een karak-

teristiek nemen, bijvoorbeeld de rechte © X. 1 CX
¥y = x dan is er alleen een oplossing

mogelijk als op deze rechte geldt u = x = y, In dat geval is de oplos-
sing buiten de rechte y = x niet eenduidig.

We kunnen bijvoorbeeld nemen

ﬁ(x,y) =x + al(x - y).

Voor een willekeurige waarde van o voldoet deze aan de vergelijking
P+ g =1 en heeft de voorgeschreven waarde op de rechte y = x. We
kunnen ook links en rechts van de rechte y = x verschillende waarden
van o nemen, dan worden de afgeleiden p en g discontinu op de rechte
T = X

We bekijken nog de mogelijkheid van het optreden van discontinulteiten
in de beginvoorwaarden en de voortplanting van deze discontinuiteiten

in het veld, Daartoe nemen we weer de differentiaalvergelijking p + q = 1
met beginkromme C het interval(0,1). We definieren de beginwaarden van

u op C als volgt:

A

£, (x) 0 x<a
u(x,0) =

fz(x) a <x <1

waarbij we veronderstellen dat f,(a) # f,(a), zodat u(x,0) discontinu
is in x = a. Deze discontinuiteit plant zich voort langs de karakteri-
stiek door x = ae We hebben eigenlijk twee verschillende problemen

P + g =1 met in het ene geval de beginwaarden u = f,(x) op (0,a), en
in het andere geval u = f,(x) op (a,1).

Ook als een discontinulteit in de afgeleide voorkomt wordt deze langs
de karakteristiek voortgeplant., Neem bijvoorbeeld

1 0gxg %
u(x,0) =
x++ +gxg1

De oplossing van dit probleem is

I3
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1+ 5 ¥y > x-%
u(x,y) =
y

X + *

waarin we duidelijk zien dat nu de afgeleiden p en q discontinu zijn
langs de karakteristiek y = x - %,

Opmerking. We zullen in het vervolg gebruik maken van het begrip
differentiaal. Het voordeel van het gebruik van differentialen in
een formule is dat we daarmee de introductie van een niet-essentiele
parameter vermijden. Nemen we bijvoorbeeld de vergelijkingen (6.5).
Voor de hierin voorkomende s mogen we een willekeurige parameter van
de kromme (6.4) nemen. We schrijven daarom liever de vergelijkingen
(6.5) in een vorm, waarin de parameter s niet voorkomt, nl

dx _ dy _ du
% o Yo v (6.9)

Evenzo geldt dat de expliciete parametervoorstelling van C (blz NA-70,
onderaan) onbelangrijk is. De vergelijkingen (6.8) worden met behulp
van differentialen '

du
c

pdx + qdy
ra + qb

I n

en de oplossing hiervan heeft dan de vorm

_ £dy - bdu _ adu - ecdx
P=2dy —bvax ' %7 2dy - bax

Ook in het geval van een quasi-lineaire vergelijking, dus als a en b
afhankelijk zijn van u, noemen we de vergelijking

a4y _ >

dx a

de karakteristieke vergelijking. De krommen y = y(x) in het (x,y)=-vlak
die voldoen aan deze vergelijking noemen we weer de karakteristieken
van de differentiaalvergelijking. Het verschil met het lineaire geval
is, dat we hier de karakteristieken niet kunnen bepalen onafhankelijk
van de oplossing u = u(x,y) van de differentiaalvergelijking.

Voorbeeld
u Lu + du 1
ax * 7 oy ¢

ax _ dy _ du
u y 17

De karakteristieke vergelijking %? = %? is niet direct te integreren.

Formule (6.9) wordt in dit geval

Daarom lossen we de twee andere vergelijkingen
dx = udu en = du

op, en vinden de oplossingen

u
x=4%u? +a en y= Be .
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Hiermee hebben we een parametervoorstelling van de karakteristieken
gevonden,

We nemen als beginkromme C het gedeelte van de rechte y = 1, waarvoor

0 £x £a, en als beginvoorwaarde: u = 0 op C, :

Uit deze beginvoorwaarde volgt Bp= 1 en a= x_ als x_ het punt op C 1
waar de karakteristiek doorgaat. T r

Voor de oplossing u = u(x,y) van de differentiaalvergelijking die voldoet
aan de beginvoorwaarde geldt dus

X - X = 3u2, y=e" (6.10)

langs de karakteristiek die gaat door het punt (xr,1).

Eliminatie van u uit deze twee betrekkingen geeft een expliciete uit-
drukking voor de karakteristiek

\l ZZX—X ) y

y=e oy
Eliminatie van X, uit bovenstaande
betrekkingen (6.10) geeft de ver- l
gelijkingen van het oppervlak

y=e'.

a X

Als de differentiaalvergelijking niet analytisch op te lossen is moeten
we een numerieke integratiemethode gebruiken. Een voor de hand liggende
manier is discretisering van de vergelijking. Dat geeft een differentie-~
formule op een rechthoekig rooster in het (x,y)-vlak. Deze methode kan
echter ernstige moeilijkheden opleveren als de karakteristieken niet door
de roosterpunten gaan, hetgeen speciaal het geval is wanneer de karakte~-
ristieken niet recht zijn, zoals in bovenstaand voorbeeld. De moeilijk-
heden ontstaan wanneer de beginvoorwaarde een discontinuiteit bevat, aan-
gezien deze discontinuiteit zich langs een karakteristiek voortplant, en
dus tussen de roosterpunten terecht komt. Het differentieschema is in dit
geval een onnauwkeurige benadering van het probleem, In een dergelijk ge-
val verdient het aanbeveling om gebruik te maken van een karakteristieken-
methode.

Een vraag die speciaal bij numerieke behandeling van het probleem belang-
rijk is, is de volgende. Is het mogelijk de gezochte oplossing te ver-
krijgen door integratie langs een kromme, zonder last te hebben van de
funktie in de omgeving van de kromme (hiermee bedoelen we dat in de inte-
gratieformule geen afgeleiden ¥ richtingsafgeleide van de kromme voorkomen),
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Beschouw daartoe een willekeurige kromme in het (x,y)-vlak. Langs deze
kromme geldt

du = pdx + qdy.

Hiermee kunnen we uit de differentiaalvergelijking ap + bg = ¢ bij-
voorbeeld p elimineren; we krijgen dan

adu - cdx + q(bdx - ady) = O,

In deze formule hebben we geen last van de richtingsvreemde afgeleide q
als bdx - ady = O, Deze vergelijking voor de integratiekromme is juist
de karakteristieke vergelijking, en de integratieformule langs deze
kromme wordt dan adu - cdx = O hetgeen Jjuist de karakteristieke voor-
waarde is. Gezamelijk vinden we dus weer de oorspronkelijke relaties,

We geven tenslotte nog een voorbeeld van numerieke integratie langs een
karakteristiek. We nemen het bovenstaande voorbeeld up + yq = 1 waarvan
de karakteristieke vergelijking en voorwaarde respectievelijk zijn

ydx = udy, dx = udu.
Als benadering voor deze vergelijking nemen we
= 3 - - = - R
Hy+ yo)(x-xo) = F(u+ uo)(y yo)’ (x xo) Flu+ uo)(u uo)

Als u, = u(xo,yo) dan kunnen we uit deze twee niet-lineaire algebraische
vergelijkingen bij gegeven waarde van x, de waarden van ¥y en u berekenen
waarvoor dan (bij benadering) geldt: (x,y) ligt op de karakteristiek door
(xo,yo) en u = u(x,y). In het algemeen zal de oplossing van een dergelijk
stelsel iteratief bepaald worden. In dit geval is het oplossen zeer sim-
pel omdat we u direct kunnen bepalen uit de tweede vergelijking en daar-
na y uit de eerste.

Bijvoorbeeld: als X, = 0, Y, = 1, uo= O en we nemen x = 0,2 dan is

u =V 0.t = 0,6325 en daaruit volgt dat y =O1éggg9 een benadering voor

de exacte waarde van y die gelijk is aan e = 1.8823,

We zien dus dat per stap gelijktijdig een volgend punt van de karak-
teristiek en de funktiewaarde in dit punt worden berekend. De bena-
dering wordt natuurlijk beter als de stapgrootte in x kleiner genomen
wordt. In de praktijk zal men de afbreekfout controleren door verschil-
lende stapgrootten te gebruiken. De in ons voorbeeld gebruikte benade-
ringen zijn gelijkwaardig met de trapezium-regel en de afbreekfout is
dan ook dienovereenkomstig.
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7. Tweede~orde partiele differentiaalvergelijkingen
We beschouwen nu de quasi-lineaire partiele differentiaalvergelijking:
van de tweede orde voor een funktie u = u(x,y)
2 2 2
aL¥ iy :x: PP k. (7.1)
3 x2? y ay?
Omdat de differentiaalvergelijking quasi-lineair verondersteld is,
kunnen de coefficienten a, b, ¢ en e funkties zijn van x, y, u, P en g,
maar moeten onafhankelijk zijn van r, s en t waarbij
32u 32 32
ALt TR (7.2
3ax? y 3 y?

Met behulp van deze standaard notatie kunnen we in plaats van (7.1)
ook schrijven

ar + bs + ct = e, (7.3)

Om de gegevens te vinden die nodig zijn voor een éénduidig bepaalde
oplossing van het probleem beschouwen we weer eerst de gewone differen-~
tiaalvergelijking., Bij een tweede-orde differentiaalvergelijking hebben
we nodig de funktiewaarde en de afgeleide in het beginpunt. Analoog
hieraan nemen we nu een beginkromme C en op die kromme schrijven we

de funktiewaarde u en de eerste afgeleiden p en g voor. We mogen echter
. p en g niet willekeurig voorschrijven want langs de kromme C moet gelden

du = pdx + qdy.

(Dit is de voorwaarde dat u(x,y) langs de kromme differentieerbaar is).
We krijgen zo een beginwaarde-probleem of Cauchy-probleem, Voor dit
probleem geldt (analoog als in het geval van de eerste orde partiele
differentiaalvergelijking) dat de oplossing bestaat en éénduidig is
als de tweede afgeleiden r, s en t &&nduidig te bepalen zijn., Voor deze
afgeleiden gelden de volgende relaties

dp = rdx + sdy,
dq = sdx + tdy, (7.4)
e=1ra +s8b + tc.

Dit stelsel vergelijkingen heeft een é&nduidig bepaalde oplossing als
de coefficienten-determinant niet verdwijnt, d.w.z.

dx dy 0
dx dy # O

a b c

Is de coefficienten-determinant gelijk aan nul ofwel

c(dx)? - v.dx.dy + alay)? = 0 (7.5)
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dan heeft het stelsel vergelijkingen (7.4) geen &énduidig bepaalde op-
lossing. Er bestaat helemaal geen oplossing, tenzij alle andere deter-
minanten van het stelsel eveneens verdwijnen. In dat geval zijn er on-
eindig veel oplossingen. Voor dit laatste geval is het voldoende dat
&&n van de andere determinanten gelijk aan nul is, bijvoorbeeld

dp dx 0

dq 0 dy = 0
e a c
ofwel
e.dx.dy - a.dp.dy - ¢.dg.dx = O. (7.6)

Vergelijking (7.5) die een betrekking geeft tussen dx en dy noemen we
weer de karakteristieke vergelijking, de oplossingskrommen heten weer
karakteristieken. Vergelijking (7.6) die moet gelden langs de karakteris-
tieken noemen we weer de karakteristieke voorwaarde.

Als de karakteristieken reéel zijn en de beginkromme geen karakteristiek
dan kunnen we met (7.5) en (7.6) het beginwaarde-probleem numeriek op-
lossen. Analoog als bij de eerste-orde vergelijking bepalen we dan ge~-
lijktijdig nieuwe punten van het karakteristiekennet en de oplossing
u(x,y) in deze punten. We zullen dit nog expliciet behandelen.

De karakteristieken zijn ook in dit geval krommen waarlangs we de tweede-
orde partiele differentiaalvergelijking kunnen schrijven als een gewone
differentiaalvergelijking, m.a.w. bij integratie langs een karakteristiek
hebben we geen last van afgeleiden in een andere richting dan de richting
van de kromme.

Als de beginkromme C samenvalt met een karakteristiek van de differen-
tiaalvergelijking dan heeft het beginwaarde-probleem geen oplossing als
langs C niet voldaan is aan (7.6) en oneindig veel oplossingen als langs
C wel voldaan is aan (7.6).

Voorbeeld

De vergelijking van de trillende snaar
3%u _ 3%y - 0.
ax? dy?

De karakteristieke vergelijking is (dy)? - (dx)? = O met de oplossingen

4L - 4 1.De karakteristieken zijn dus

Yy=X+4+0ad,; Y= =X+ Qs

De karakteristieke voorwaarde is

~dp.dy + dg.dx = O.
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Langs de karakteristiek y = x + a, geldt dus -dp + dq = O ofwel
P - q=p; en langs de karakteristiek y = -x + a, geldt dp + dg = O
ofwel p + q = By »

Nemen we nu als beginkromme C de x~as en hierop de beginvoorwaarden
u(x,0) = 0, p(x,0) = 0, q(x,0) = sin x. In het punt (x,y) geldt dan

i

sin a, = sin (x+y) (x,¥y)
sin o sin (y-x)

P+a=B,
P-4q-=8

il
n

Hieruit volgt p = sin y.cos x en
q = 8in x.cos y en dus is de oplossing
u(x,y) = sinx.sin y.

N

o = ¥-x @ = X+Y

Als we voor C de karakteristiek y = x nemen dan moeten de beginvoorwaar-
den op deze kromme voldoen aan p -~ q = B, opdat het gestelde probleem
een oplossing zal bezitten, In punten buiten de beginkromme is de op-
lossing dan niet eenduidig bepaald, terwijl bovendien de tweede afgelei-
den discontinu kunnen zijn langs deze beginkromme y = x.

Nemen we bijvoorbeeld de beginvoorwaarden

ul(x,x) = 1, plx,x) = 1, qlx,x) = =1
dan voldoet de funktie
ulx,y) = 1 + (x=y) + alx-y)?

voor iedere keuze van a aan de differentiaalvergelijking en de begin-
voorwaarden. De discontinuiteit treedt op als we links en rechts van
y = x verschillende waarden voor a nemen, ‘

In het geval van de partiele differentiaalvergelijkingen van de eerste
orde waren de karakteristieken steeds reeel. Dit is bij de tweede-orde
partiele differentiaalvergelijkingen niet altijd het geval, We beschou-
wen daartoe nog eens de karakteristieke vergelijking (7.5) die we
schrijven in de vorm

dyy?2 _ . dy _
a(dx) b > tec= 0.

Deze vergelijking heeft in het algemeen twee oplossingen %ﬁ =N en

%ﬁ::l,, en levert dan twee karakteristieken-richtingen in ieder punt
(x,¥). Deze richtingen kunnen zijn toegevoegd complex, samenvallend reeel
of reeel en verschillend. Op grond hiervan verdelen we de gquasi-lineaire

tweede-orde partiele differentiaalvergelijkingen in de volgende drie

typen:
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hyperbolisch ¥ - hac >0 twee reele niet-samenvallende karak-
teristieken-richtingen,

parabolisch ¥ - bac = 0 reele samenvallende karakteristieken-
richtingen,

elliptisch b2 - bac < O twee complexe karakteristieken-rich-
tingen.

Het bestaan van reele niet samenvallende karakteristieken-richtingen

is essentieel voor de mogelijkheid van een numerieke stap voor stap
methode voor de oplossing van een beginwaarde-probleem., Deze methode

is dus alleen mogelijk voor de hyperbolische differentiasalvergelijkingen.
Voor het oplossen van de elliptische en parabolische differentiaalverge-~
lijkingen zullen we andere oplossingsmethoden moeten gebruiken.,

Opmerking. Als de coefficienten van (7.1) niet constant zijn is het
mogelijk dat eenzelfde differentiaalvergelijking in verschillende ge-
bieden van het (x,y)-vlak van verschillend type is. Zo is bijvoorbeeld
de differentiaalvergelijking

2 2
QUL (x? - vy 2 F(usPyqy%,¥)

2 x? ay?
hyperbolisch als x? < y?, elliptisch als x2> y? en parabolisch als
x? = y? (als tenminste q in het rechterlid voorkomt).
Het is zelfs_mogelijk,als het type van de vergelijking ook afhangt van
de oplossing, dat in een bepaald gebied de vergelijking van type ver-

andert biJj verandering van de oplossing, dus van de beginvoorwaarden.

Als representant van de hyperbolische partiele differentiaalvergelijking

neemt men meestal de vergelijking van de itrillende snaar: uxx-'uyy = 0,

voor de parabolische vergelijking neemt men de warmtegeleidingsverge-

lijking: U . = uy en voor de elliptische vergelijking de potentiaalver-

gelijking: u o+ uyy = 0, We zullen nu laten zien dat deze vergelijkin-

gen niet alleen speciale, eenvoudige, gevallen van de drie verschillende
typen zijn, maar dat een willekeurige vergelijking zich ook essentieel
gedraagt als een van de representanten., We zullen namelijk aantonen dat
de algemene quasi-lineaire partiele differentiaalvergelijking van de
tweede orde :

au__ + 'buxy + cuyy = e (7.7)

door een coordinatentransformatie te herleiden is tot een van de ge-
noemde representanten.
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1¢ hyperbolische geval: b? - Lac > O
In dit geval heeft de karakteristieke vergelijking (7.5) twee reéle
oplossingen

dy _ b + VB2 - Lac dy _ b =Vb? - hac
dx ~ 2a ! dx = 2a :

(7.8)

De coefficienten a,b en ¢ zijn gegeven funkties van x,y,u,p en q en

mogen dus beschouwd worden als funkties van x en y, waarbij we dan
veronderstellen dat de oplossing u(x,y) bekend is. De vergelijkingen

(78) kunnen dan worden opgevat als gewone differentiaalvergelijkingen,
waarvan de algemene oplossingen, in impliciete vorm geschreven, respectie-~
velijk zijn

o(x,y) =A, p(x,y) = (7.9)

met A en p willekeurige constanten. b=y
Ieder van deze relaties definieert '
in het (x,y)-vlak een schaar krom-
men (karakteristieken). Deze krom- -
men nemen we nu als parameterkrom-
men in een nieuw coordinatensysteem.
o=
We voeren dus nieuwe coordinaten
en n in, gedefinieerd door

L= (P(xiy)y N = ¢(X,y).
(7.10)

De eerste en tweede afgeleiden van u naar x en y worden in dit coordi-
natensysteem:

ux = uz 5: + un Ny

v TV %y Y Wy (7.11)

w_ = uELZ; + 2u§n§xnx + unn"; ML U

Upy = Uggly  * B iy + U ng o+ wle, - oun gy

ey = Uprlaly t U (Baly B+ Upongng kR ¢ Un .

Invullen van deze uitdrukkingen in de differentiaalvergelijking (7.7)
levert dan deze vergelijking in de nieuwe coordinaten:

auzz+5uzn+cunn=e

waarin de coefficienten zijn:




- 2 2

a = a§x + b&xzy + ciy

b=2ar_q_+ b(En + E_n.) + 2¢E 9

- = =y T vy (7.12)
¢ = an/ + bnqu + cny

= e = a(uzgxx+ un"xx) - b(ugzxy+ uq"xy) - c(u;zyy+ unnw).

Nu geldt in een willekeurig punt van de parameterkrommen ¢(x,y) = A

ay _ Pz 5y

ax - T e, T E
¥y %
en dus volgens (7.8)

Eg _‘_ b + Vb? - Lac

gy 2a

en hieruit volgt dat

E:ag; +b§xgy+c§;

Op geheel analoge wijze kunnen we afleiden dat ¢c = O

Met de nieuwe coordinaten £ en 1% wordt de differentiaalvergeliJking (7.7)
dus van de gedaante

Eugn = e ofwel ﬁiﬂ =-§- R (7:13)
Het is gemakkelijk na te gaan dat in het rechterlid %} van (7,13) uitslui-
5 ‘

tend de grootheden E, 1, u, uE en uy voorkomen,

De vergelijking (7.13) heet de normaalvorm van de tweede-orde partiele
differentiaalvergelijking van het hyperbolische type. Dikwijls echter
wordt een andere normaalvorm gebruikt. Deze krijgen we door over te
gaan op nog andere coordinaten o en P door middel van de transformatie

E=3(a+ B a= &+ 7
of (7014)
1= #(a- p) B=Z-1 .
Dan geldt
T %t TaT a7 U “gn = Yoo ~ “pp
en de normaalvorm wordt dan
) u - uBB = f waarbij f = i? (7.15)
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De meest elementaire vorm hiervan is de homogene vergelijking
Yo ™ uBB = 0, welke Juist de eerder genoemde vergelijking van de
trillende snaar is,

2, parabolische geval: b? = hac = 0

In dit geval heeft de karakteristieke vergelljking (7 5) slechts &&n
oplossing

%% = %% , (7.16)

welke aanleiding geeft tot slechts &&n schaar parameterkrommen ¢(x,y) = A,
Om de tweede schaar parameterkrommen te krijgen kiezen we een willekeu-
rige, van ¢(x,y) onafhankelijke, funktie ¢(x,y). Dan kunnen we weer
nieuwe coordinaten £ en 1 invoeren door de relaties

£ = o(x,y) n = o(x,y).
Omdat ¢(x,y) = A ook nu oplossing is van de karakteristieke vergellgking

geldt, evenals in het hyperbolische geval, dat a = O; maar nu is
¢ # 0 daar ¢(x,y) een willekeurige funktie is.

Uit b? - bac = 0O volgt
a= aE; + b{xiy + cC; = Ofg.gx + f?.zy)’ = 0

en hieruit vinden we voor de coefficient b eenvoudig

b

i}
it

afny + b(Zong + Lo ) + elony

(flex + Ve.r )(f;.nx + TE.H ) 0.

i
1t

Met de coordlnaten £ en N krijgt de differentiaalvergellgklng (7.7) nu
dus de normaalvorm

u = = f(g’n ’u,u

M

allal

g (7.17)

Als in het rechterlid f de grootheid ug niet voorkomt, dan is de

differentiaalvergelijking een gewone differentiaalvergelijking, met
daarin £ als parameter,
De meest eenvoudige vorm van een parabolische differentiaalvergelijking

is dus unn = ug, hetgeen Jjuist de warmtegeleidingsvergelijking is.

%3, elliptische geval:'b2 - hac € 0

Dit geval kan op precies dezelfde wijze behandeld worden als het hyper-
bolische geval, met dit verschil dat de rechterleden van (7.8), en dus
ook de funkties ¢(x,y) en ¢(x,y), toegevoegd complex zijn. Daardoor

zijn de coordinaten ¥ en n toegevoegd complex. We kunnen nu overgaan op
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de reele coordinaten o en B door de transformatie

@ = &t p =zl
2 21

en vinden dan de normaalvorm

Als eenvoudigste geval van een elliptische differentiaalvergelijking
vinden we dus de potentiaalvergelijking: U uBB = O,

We behandelen nu het numeriek oplossen van een hyperbolische differentiaal-
vergelijking met behulp van de karakteristieken.

Als de differentiaalvergelijking (7.7) hyperbolisch is, dan heeft de
karakteristieke vergelijking twee reele verschillende oplossingen die we
nu schrijven in de vorm '

dy = f dx dy = g dx (7.19)
waarbij f en g de wortels zijn van de vierkantsvergelijking
ai-bA+ c= 0,

Door ieder punt (x,y) gaan twee karakteristieken waarvan de richtingen
gegeven worden door (7.19), We noemen deze karakteristieken respectieve-
lijk: de f-karakteristiek en de g-karakteristiek. Omdat langs iedere
karakteristiek de karakteristieke voorwaarde (7.6) moet gelden, geldt
in het bijzonder langs de f-karakteristiek

edy ~afdp~-cecdg=0 (7.20)
en langs de g-karakteristiek
edy -~-agdp-cdg=20 (7.21)

We wveronderstellen nu dat op de
beginkromme C de waarden van u,
p en q gegeven zijn, waarbij
voldaan is aan de relatie

du=pdx + qdy. (7.,22)
Nu beschouwen we op C twee
naburige punten P(xo,yo) en
Q(x,,¥,). Het snijpunt van de

f-karakteristiek door P en de
g-karakteristiek door Q noemen

&
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In P zijn bekend: X917 0U 4P en 4, in Q zijn bekend Xy 97y 9UqsPy €0 Qg0

Met deze gegevens moeten we in R x,y,u,p en q berekenen. Hiervan worden
X en y bepaald door de karakteristieken (7.19); p en q worden bepaald
door de karakteristieke voorwaarden (7.20) en (7.21) terwijl u bepaald
wordt door (7.22). .

We nemen voor deze vijf vergelijkingen de volgende benaderingsformules

T=3, = #(f+ £ ) (x=x )

y-3, = %(g+'g1)(x- x,) ' (7.23)
#(e+ e )(y- v,) -#af+a f )(p- p,)~-2#(e+c )(q=-q)) =0
(e+ e )(y=-7y,) - Hag+ a,g,)(p-p )= #(c+ c ) (g~ q,) = O

u-u = +p + po)(x - xo) + ¥(q + qo)(y - yo)‘

We hebben nu een stelsel van vijf niet-lineaire vergelijkingen voor de
vijf onbekenden x,y,u,p en q. Dit stelsel kunnen we oplossen met het
volgende iteratieproces. Als beginschatting voor x,y,u,p en g kunnen

we bijvoorbeeld de overeenkomstige waarden in P nemen., Hiermee berekenen
we de coefficienten a,b,c en e en vervolgens f en g, Deze waarden vullen
we in het stelsel (7.23) in en lossen dan het (nu lineaire) stelsel op.
De oplossing is een nieuwe schatting voor x,y,u,p en q waarmee we het
proces herhalen, Dit iteratieproces zal in het algemeen snel convergeren
als de afstand tussen F en ¢ klein is,

We zien dus dat uit de gegeven waarden van u,p en q op de beginkromme C,
de waarden van deze grootheden op een naburige kromme C' berekend kunnen
worden, We kunnen dan C' als nieuwe beginkromme nemen en het proces
herhalen. Het is nu ook direct duidelijk dat, als de beginkromme eindig
is, de oplossing van het beginwaardeprobleem alleen bepaald is in het
gebied begrensd door de karakteristieken die gaan door de eindpunten
van C,

We onderzoeken nu nog het speciale geval dat de beginkromme C eenzelfde
schaar karakteristieken tweemaal snijdt,

Het gedeelte PSA van C kan gewoon als
beginkromme beschouwd worden., Geven we
hierop u,p en q die voldoen aan (7.22)
dan kunnen we de waarden van u,p en q
vinden in het gebied dat begrensd wordt
door de karakteristiek door P en R, Om
de waarden van u,p en q te vinden het
overige gebied binnen C hebben we vol-~
doende zan een relatie tussen p en q
of de waarde van u (waarmee in feite
met (7.22) ook een relatie tussen p P
en q gegeven is) op PQB. Want de karake
teristieke voorwaarde langs de karake

&
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teristiek QR geeft een relatie tussen p en q in Q en de bekende p en q
in R. Een tweede relatie tussen p en q in Q is dus voldoende om hun
waarde eenduidig te bepalen., We noemen het gedeelte PQB dan ook liever
geen beginkromme maar rand met een randvoorwaarde,

Voorbeeld

De half oneindige trillende snaar,

De vergelijking is LI O, -

De beginvoorwaarden zijn u en q = 3¢ 8egeven voor t=0enx3 0,

Deze leggen de beginstand en de beginsnelheid van de snaar vast. Als
randvoorwaarde geven we u op de lijn x = O en t 2> O.

Hiermee is de uitwijking van het eindpunt op ieder tijdstip vastgelegd.

De karakteristieken met bij-
behorende relaties zijn

t-x=0a metp~q By t

By

In het punt R bepalen we de
grootheden u,p en q op de

normale wijze uit de begin- Q
voorwaarden op de x-as., Langs
de karakteristiek RQ geldt
nu de relatie p + q = B,
waarbij B gelijk is aan p + q P S x

in R,

We kennen u en daarmee ook g langs de t-as, in het bijzonder in het
punt Q. Dan kunnen we uit p + q = B de waarde van p in Q direct be-
rekenen, We zijn dus in staat de oplossing u = u(x,t) te bepalen in
het gehele eerste kwadrant.

t+x=0 metp+ q

Als de karakteristieke richtingen (7.19) afhangen van de coordinaten

X en y en eventueel ook nog van de onbekende funktie u, dan zullen de
karakteristieken gekromd zijn. Het gevolg is dat de snijpunten van de
f- en g-karakteristieken niet aequidistant in x en y zullen liggen., Het
kan echter zijn dat de oplossing van het probleem gewenst wordt op een
rechthoekig net met constante maaswijdte. Het is duidelijk dat dan
achteraf nog veel rekenwerk nodig is om de oplossing, met behulp van
interpolatieformules, in de gewenste punten te bepalen,

We kunnen deze moeilijkheid op de volgende manier vermijden,
Veronderstel, bijvoorbeeld, dat de beginkromme juist de x-as is, en dat
de oplossing u moet worden bepaald in aequidistant gelegen punten op de
rechten y = n.k voor n = 142;3;464 »
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We veronderstellen nu dat de

punten RS,.. aequidistant ge-

legen zijn op de rechte y = k.

De twee karakteristieken door

R snijden de rechte y = O in y=2
de punten P en Q. Het verband

tussen de grootheden x,y,u,p en

g in de punten P, Q en R wordt
gegeven door het stelsel ver- r=i
gelijkingen (7.23).

In dit geval zijn de coordinaten )
x en y van R bekend, maar moeten o
we X van P en x, van Q bepalen.yt S Q x

Samen met u, p en g zijn dit dus weer vijf onbekenden, die we door
iteratie uit het stelsel (7.23) kunnen bepalen., De enige extra complicatie
is dat we Uy P, en q, in P en u,, Py en g4 in Q bij iedere iteratiestap

opnieuw door interpolatie moeten bepalen., We zien dus dat de interpolatie
achteraf vervangen is door interpolatie tijdens het rekenproces,

Hebben we de waarden van u,p en q bepaald op de rechte y = k dan kunnen
we daarmee het proces voortzetten op de rechte y = 2k, etc. Het is
natuurli jk noodzakelijk, dat alle punten van het rechthoekige net liggen
binnen het gebied begrensd door de eindkarakteristieken. Het is ook
duidelijk dat de maaswijdte in de y-richting niet noodzakelijk constant
behoeft te zijn.

We beschouwen nu nog het geval van een simultaan systeem van twee
eerste-orde quasi-lineaire vergelijkingen:

ou Su v Sv _

a o3 + b ay + ox * f 3y - g, ) (7.218)
du du ov av _

A ox + B ay + E ox + F 3y - G, .

waarin de coefficienten funkties zijn van x,y,u en v, doch niet afhangen
van de afgeleiden van u en v,

We veronderstellen nu dat op de beginkromme C de funkties u(x,y) en
v(x,y) gegeven zijn.

Langs een willekeurige kromme moeten u en v ook voldoen aan de betrekkin-
gen:

du du

du = F dx + 3y dy m
(7.25)
av av
dv = py dx + 3y dy.

Op analoge wijze als voorheen volgt dat de oplossing van het beginwaarde-
probleem &énduidig bepaald is, tenzij langs de beginkromme C, de coeffi-
cientendeterminant van het stelsel (7.,24) en (7.25) verdwijnt, m.a.w,

&
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dx dy o - )

0 dx dy

b e £ =0
A B F

ofwel
(eA=aE).(dy)? + (bE-eB+aF-fA).dx.dy+ (£B-bF).(dx)? = 0.

We noemen deze vergelijking weer de karakteristieke vergelijking. We
vinden in het algemeen dus weer twee scharen karakteristieken., Als de
karakteristieken reeel zijn noemen we het stelsel hyperbolisch. Ook

nu vinden we karakteristieke voorwaarden waaraan langs de karakteristie-
ken moet zijn voldaan., Bijvoorbeeld

du dx’ dy 0
dv 0 0 dx - o.
g a b e
G - A B E

Deze karakteristieke voorwaarde kan men ook nu weer gebruiken om de
oplossing te bepalen langs de karakteristieken. Door ieder punt gaan
twee karakteristieken, en de numerieke oplossingsmethode is bijna
identiek met die van de tweede-orde hyperbolische vergelijking,.

Opmerking.

Analoog als bij de gewone differentiaalvergelijkingen is een gquasi-
lineaire tweede-orde partiele differentiaalvergelijking altijd te
schrijven als een stelsel van twee quasi-lineaire eerste-orde partiele
differentiaalvergelijkingen,

Stellen we namelijk

- B - du
U= ox T ay

dan gaat de vergelijking (7.7) over in het stelsel

U bU eV_= e
ax+ y+ y

U -V _=0,
Yy X
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8. Differentiemethoden voor hyperbolische differentiaalvergelijkingen

Bij een hyperbolische differentiaalvergelijking kunnen we naast de
behandelde numerieke oplossingsmethode met behulp van de karakteristieken,
ook gebruik maken van eindige differentiemethoden. Met een dergelijke
methode vinden we de oplossing van het begin~ of randwaardeprobleem

dan in de punten van een rechthoekig net.

We beschouwen het standaardtype voor de hyperbolische differentiaalverge-
1ijkingen, namelijk de snaarvergelijking

uxx - utt = 0 t>0 (8.1)

met de beginvoorwaarden
u(x,0) = £(x) ut(x,O) = g(x). (8.2)

Men kan gemakkelijk verifieren dat voor iedere tweemaal differentieer-
bare funktie F(x) geldt dat zowel u(x,t) = F(x+t) als u(x,t) = F(x-t)

voldoet aan de differentiaalvergelijking (8.1). De algemene oplossing

van de snaarvergelijking wordt dan ook gegeven door

u(x,t) = F(x+t) + G(z-t) (8.3)

waarin F(x) en G(x) willekeurige funkties mogen zijn. Deze oplossing
voldoet aan de beginvoorwaarden (8,2) als

u(x,0) = F(x) + G(x) = £(x),
ut(x,o) = P(x) - G'(x) = g(x).

Hieruit volgt dat de oplossing van de differentiaalvergelijking die vol-
doet aan de beglinvoorwaarden, is:

x+t
u(x,t) = F{£(x+t) + £(x-t) + j g(g)az) (8.4)

x-t

(formule van d'Alembert).

Opmerking

Deze formule laat nog eens duidelijk zien dat de oplossing in het punt
(x,t) alleen afhangt van de beginwaarden op de x-as tussen de punten
x-t en x+t; dit zijn juist de snijpunten van de beginkromme met de twee
karakteristieken door (x,t).

We nemen een constante stapgrootte h in de x-~richting, en een constante
stapgrootte k in de t-richting. Dan geldt

82u _ ulx-h,t) - 2ulx,t) rulxsh,b)  gpe)

dax? h?

(8.5)

« 3%u _ ulx,t-k) - 2ulx,t) + ulx,brk) | gop2y,

24?2 k?
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We vervangen nu in de vergelijking (8.1) de partiele afgeleiden door
de centrale differenties, en krijgen dan als benadering de differentie-
formule :

U(x-h,t) - 2U(x,t) + U(x+h,t)  Ulx,t-k) - 2U(x,t) + U(x,t+k) (8.6)
= . L
h! : o k2
Voor de benadering van de afgeleide in de tweede beginvoorwaarde moeten
we gebruik maken van de voorwaartse differentie, waarvoor geldt

2o almtd - wlob) o6, (8.7)

De beginvoorwaarden voor de differentieformule (8.6) worden dan

U(x,0) = £(x), Xk 200 oy, (8.8)
De numerieke oplossing van de differentievergelijking (8.6) is in dit
geval erg eenvoudig. De beginvoorwaarden (8.8) die we ook kunnen schrij-
ven als

a

U(x,0) = £(x), U(x,k) = kg(x) + £(x)

geven de waarden van U(x,t) op de beginrechten t = O en t = k, en door
de differentieformule (8,6) te schrijven in de expliciete vorm

U(x,t+k) = 2U(x,t) - U(x,t-k) + A?{U(x+h,t) - 2U(x,t) + U(x-h,t)}
(8.9)

waarbij A = % s zien we dat

uit de waarden van U(x,t) op -2k
twee opeenvolgende rechten:

t = (m=1)k en t = mk, de

waarden van U(x,t) op de

;}iﬁ*qa

daaropvolgende rechte t=k —¥ 3% H—
t = (m+1)k berekend kunnen
worden,

t=0
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Uitgaande van de beginvoorwaarden op een interval (a,b) op de x-as
kunnen we de waarden van U(x,t) berekenen in de roosterpunten op en
binnen de driehoek begrensd door het interval (a,b) en de twee zijden
met helling 4+ A, door de eindpunten van (a,b). In het bijzonder hangt
de waarde van U(x t) in de top van de drlehoek af van alle punten op de
basis (a,b).

Opmerkelijk is hier de analogie met de karakteristieken~driehoek (zie
opmerking blz. NA-88). Er is echter een belangrijk verschil, De
karakteristieken~driehoek ligt vast en daarmee ook de punten op de begin-
kromme die de waarde van u(x,t) bepalen. De invloedsdriehoek bij het
differentieprobleem, dus ook welke punten op de beginkromme de waarde

van U(x,t) bepalen, hangt af van de keuze van A = &. In het differentie-~

probleem is deze A nog vrij te kiezen, h

Nu geeft de differentiemethode alleen dan een bruikbare benadering van

de oplossing van de differentlaalvergelljklng als voor h,k—- 0 de oplos~
sing U(x,t) convergeert naar u(x,t).

Voor h,k-o gaat de differentievergelijking (8.6) met bijbehorende begin-
voorwaarden (8.8) over in de differentiaalvergelijking (8.1) met begin-~
voorwaarden (8.2). Dit betekent echter in het geheel niet dat U(x,t) dan
ook tot u(x,t) nadert.

We zullen bewijzen dat de convergentie van U(x,t) naar u(x,t) gegarandeerd
is als A < 1, en dat dit niet het geval is als A > 1.

Kiezen we Xo > 1, dan l1ligt het af-
hankelijkshéidinterval (a,b) van de
differentievergelijking binnen het
afhankelijkheidsinterval (a,B) van de
differentiaalvergeli jking.

(x,t)

¢«~karakteristiek

We laten h en k naar nul naderen,
zodanig dat A > A_. Veronderstel nu
dat voor zekere béginfuncties f(x) a a b B

en g(x) de rij oplossingen U(x,t) convergeert naar u(x,t). Veranderen we
dan de beginfuncties op de intervallen (a,a) en (b,B), dan verandert wel
de waarde van u(x,t), maar niet de waarde van de oplossingen U(x,t).
Voor het aldus gewijzigde probleem zal de oplossing u(x,t) dan verschil-
lend zijn van de limietwaarde van U(x,t) voor h en k-0,

De convergentie van U(x,t) naar u(x,t) moet dus beschouwd worden als

een uitzondering indien de verhouding A= 5 > 1.

Convergentie-onderzoek voor A < 1

Teneinde voor het geval A < 1 de convergentie van U(x,t) naar u(x,t)
voor h,k—0 te onderzoeken, zullen we de oplossing U(x,t) in gesloten
vorm trachten te bepalen. We doen dit met de methode van de scheiding
van variabelen (separatie).

We zullen met deze methode eerst de oplossing van de differentiaalverge-
1lijking bepalen.,

Van de snaarvergeli jking u_-u = 0 zoeken we een oploussing die te

schrijven is als

& .

tt

ulx,t) = e(x) - ¢(t). (8.10)
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Substitutie vanldeze functie in de differentiaalvergelijking geeft,

o (x) _ ()
olx) = ole)° (8.11)

Het linkerlid van deze gelijkheid is een functie van x alleen, terwijl
het rechterlid uitsluitend van t afhangt. Dit is alleen mogelijk als
beide leden gelijk zijn aan een constante. Noemen we deze constante -raﬂ
waarbij a willekeurig is, dan krijgen we twee gewone differentiaalverge-
l1ijkingen

o"(x) + a? w(k) =0

m(t) + a? ¢(t) = 0, (8.12)
Deze twee vergelijkingen kunnen we algemeen oplossen. Substitueren we
deze algemene oplossingen in (8.10) krijgen we bij iedere keuze van a
een speciale oplossing van de snaarvergelijking, nl.

ua(x,t) = (A sin ox + B cos ax)(C sin at + D cosat). (8.13)

Met behulp van deze oplossingen zoeken we de oplossing die voldoet aan
de begin- en randvoorwaarden van de snaarvergelijking. We beschouwen
hier het geval dat de snaar wel een beginuitwijking heeft, maar dat de
beginsnelheid nul is. Nemen we voor het gemak aan dat de eindpunten van
de snaar x = O en x = ® zijn, dan zijn de beginvoorwaarden

u (x,0) = f(x) Oogxgmn
ut(x,O) =0 O<Kx< n (8.14)
en de randvoorwaarden
u(0,t) = u(n,t) = 0 t » 0. (8.15)
We ontwikkelen nu de functie f(x) in een Fourierreeks
o0
f(x) = a sin nx (8.16)
n
n=1
met
5> (T
a = = j f(x) sin nx dx. (8.17)
n =n
o]
oo
We nemen aan dat de beginvoorwaarde f(x) zodanig is, dat de reeks > ]an]

. PR n="1
convergent is (m.a.w. voldoende sterke afname van de coefficienten

van de Fourierreeks).

Bij iedere term a_ sin nx van de Fourierreeks van f(x) zoeken we een
oplossing (8.13),%die voldoet aan U(x,0) = a_ sin nx, en verder aan de
begin- en randvoorwaarden, o

Nu is u(0O,t) = 0 als B = O, en u(n,t) = O als we voor a een natuurlijk
getal kiezen, Het ligt voor de hand dat we hier a = n kiezen.

u(x,09 = a_ sin nx als we nemen A = a_ en D = 1. Tenslotte volgt uit

U

(x,0) = AC ein nx = 0 dat C = O,
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De gezochte oplossing (8.13) is dus
u (x,8) = a_ sin nx cos nt. _ (8.18)

De oplossing u(x,t) van de snaarvergelijking die voldoet aan de
voorwaarden (2,14) en (8.15) kan dan geschreven worden als

ulx,t) = E un(x,t) = > a sin nx cos nt. (8.19)
n=1 n=1

Deze oplossing in de vorm van superpositie van staande golven moet
overeenkomen met de oplossing

ulx,t) = H flx+t) + £(x-t)}

in de vorm van lopende golven, welke men verkrijgt door substitutie
van g(x) = 0 in de formule van d'Alembert (8,4). Nu geldt

T{£(x+t) + £F(x-t)} = 3+ > an{sin n(x+t) + sin n(x-t)}
) n=1 :

waaruit gemakkelijk volgt

<o

I{f(x+t) + f(x=-t)} = z a sin nx cos nt.
n=1

e pakken nu het overeenkomstige probleem voor de differentieverge-
lijking op dezelfde wijze azan, .ianaloog als in het bovenstaande ge=-
val zoeken we nu naar oplossingen van (8,5) die te schrijven zijn als

Ulx,t) = (x). ¥ (t). (8.20)

Substitutie hiervan in de differentievergelijking levert

3 o(x+h) - 29(x) + ®(x-k) _ 5(x) Y(t+k) - 2¥(t) + w(t-k)

h? . "k ?

y(t

ofwel

o(x+h) - 28(x) + ®(x-h) _ ¥(t+k) - 2¥(t) + ¥(t-k)

- " . (8,21)
o o (x) k* v(t)

Het linkerlid haungt weer alleen van x af en het rechterlid alleen van t,
' 2

dus beide leden zijn gelijk aan een constante, die we weer ~oa?* noemen,
We krijgen nu twee gewone differentievergelijkingen
o(x+h) - 28(x) + @(x-h) + a?h?@(x) = O
: (8,22)
. (t+k) - 2¥(t) + ¥(t-k) + o?k2¥(t) = O.
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Om aan de beginvoorwaasrden te voldoen, kiezen we o weer zo dat sin nx
oplossing is van de vergelijking voor & x), Dit levert de relatie

sin n(x+h) = 2sin nx + sin n(x-h) + g%h?sin nx = O
ofwel
2sin nx cos nh - 2sin nx + a%h?sin nx = O

waaruit dan gemakkelijk volgt

a = % Sin 112-12 ° (8923)

We substitueren deze waarde voor « in de differentievergelijking voor
¥(t) en krijgen dan:

. ,
Y(t+k) - 2¥(t) + ¥(t-k) + &L '11% sin? %—}-‘- ¥(t) = 0. (8.24)

De beginvoorwaarden van de differentievergelijking zijn

i

U(x,0) = £(x) Tlx,k) = k glx) + £(x) = £(x). (8.25)

Willen we voldoen aan de n-de term van de Fourierreeks (8,16) van de
beginvoorwaarden, dan moet gelden

o(x).¥(0)
®(x).¥(k)

i

a_ sin nx
n

il

a_  sin nx.

n

Dus de beginvoorwaarden behorende bij (8.,24) zijn in dit geval
v(0) = ¥(k) = 1. (8.26)

We moeten nu dus een differentievergelijking met constante coefficienten
oplossen, In analogie met het overeenkomstige geval van de differentiaal-
vergelijking stellen we

w(t) = ¥t

dan geldt
elu(t+k) it el}(t-k) o b A?sin? %? vt _ o
ofwel
2cospk—2+4}\sin2-nz—h=0
ofwel
sin? %? = A? sin? %?
ofwel
i, BE _ i BB
sin 5 :_l—_)xSll’lZ .
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Voor A < 1 levert deze vergelijking reele oplossingen voor p. De bij
n behorende oplossingen noemen we 9§ = + B

De algemene oplossing ¥(t) van de differentievergelijking (8.,24) kunnen
we dan schrijven in de vorm
in_t -ip_t »
¥(t) = Cqe 7 4+ Che . (8.27)

De beginvoorwaarden (8,26) leveren de vergelijkingen voor C, en Cps
2
ip k -ip.nk

met als oplossing

-ip_k in k
c. =1 =8 Mo c = & *n - 1
i - - 2 = : - e
ip.nk ip nk 1p,nk in k
e -e e -

Door dit in (8.27) in te vullen kan men gemakkelijk vinden dat

' cos p, (t - %)

\ - .
¥(t) = e . (8.28)
cos ——
2
Bk Bk
Omdat A < 1 is sin 45— < 1 (zie boven) en dus cos -5 # O.

We krijgen de oplossing van de differentievergelijking, welke voldoet
aan de beginvoorwaarden (8,25) door sommatie over alle n van de gevon=-
den speciale oplossingen, dus

) cos u.n(t—%)
U(x,t) = E a m .5in nx .,
n="1, g™
cos —5—

Dat deze reeks convergeert, kunnen we op de volgende manier inzien,

cos p.n(t- "215)

< 1 _ 1 _ 1 < 1
Bk = w kT J n :
cos —=— |cos e 3 1 sin?—2— J;?-Azsin zh V1 = A2
2 2 2 2
Voor de algemene term van de reeks geldt dus
cos p.n(t--}-ac) la | v
a - = sin nx|  —— (8.,29)
n %) V1 = a2
. cos —5~
@ hod v
Omdat we veronderstellen dat de reeks E lanl convergent is, is de
- ) n="1

reeks voor U(x,t) uniform convergent (criterium van Weierstrass).
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We moeten nu nog bewijzen dat U(x,t) nadert tot u(x,t) als h = 0, in
de veronderstelling dat A = -ﬁ- een constante is, die kleiner dan 1 is.
Nu was L oplossing van de vergelijking

pk _ , ;. mh
s:’ma—}\::-;:Ln2

die we ook kunnen schrijven in de vorm

pk nh
sin 5 sin —=- 5
mk ~ " mn
2 2

4ls h =+ O gaat het rechterlid naar 1, dus ook het linkerlid gaat naar 1
als k= 0, Hieruit volgt dan dat B, n voor k -+ 0, Voor de oplossing
v(t) (8 28) geldt dan

lim ¥(t) = cos nt.
k-0

de zien dus dat iedere term uit de reeks van de oplossing U(x,t) van het
differentieprobleem nadert tot de overeenkomstige term uit de reeks van
de oplossing u(x,t) van de snazrvergelijking, indien h,k - O bij con-
stante A <1.

Volgens een stelling over uniform convergente reeksen *) geldt dan ook
dat

lim U(x,t). = ulx,t).
h,k-=o

Hiermee hebben we bewezen dat voor A < 1 de oplossing van de differentie~
vergelijking convergeert n-ar de oplossing van de differentiaalvergelij-
king als de stapgrootten h en k - O.

*) De gebruikte stelling luidt:

o0
Als de reeks van functies E an(x) uniform convergeert in een om-

n="1
geving van x = a en voor iedere n bestaat lim an(x) dan geldt:
x="=a
-]
1im > a (x) = Z lim a (x).
x—»a n=1 = n=1 x~a

Voor definitie en stellingen over uniforme convergentie zie bijv.

R,Courant: Differential and Integral Calculus, Vol 1. pg 386 ev.,
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Convergentie onderzoek voor A = 1

In het vorige geval hebben we expliciet gebruik gemaakt van het feit
1k

dat A <1, nl, om te bewijzen dat cos —%— # 0, Daarom kunnen we het

gegeven bewijs niet gebruiken voor het geval A = 1. Ve zullen nu laten
zien dat we ook in dit geval convergentie hebben,

Daar h = k kunnen we de differentievergelijking vereenvoudigen tot
U(x+hyt) - U(x,t-h) = U(x,t+h) - U(x-h,t) (8.30)

Volgens nevenstaande figuur betekent (xyt+h)

dit dat het verschil van twee waar-~

den van U in een diagonaalrichting
constant is in de andere diagonaal-

richting.
(x-h,t) (x,t) (z+h,t)
Je nemen nu x = rh en t = sh en
voeren nog de afkorting
U(rh,sh) = Ur’s
in, dan geldt achtereenvolgens (x,t-h)
- = U - =
Ur,s+1 Ur-1,s r+1,e58 rys5-1
= (rys+1)

Ur+2,s--1"Ur+'|,s—2

e » @

Ur+s,1 - Ur+s—1,0.

Wle sommeren nu langs de dicgonanl,
die de punten (rys+1) en (r-s-1,0)
verbindt., We krijgen dan

)

(r-s,1

L T I

(r,0) (r+s+1,0)

(r-s-1,0) (r-s+1,0)
s

E (v - U _
oo To5+2047 r-s-1+20,0) = Ur,s+1 - Ur-s~1,0’
In deze formule vullen we de beginvoorwaarden

U(x,0) = £(x) U(x,h) = hglx) + £(x)

in; we krijgen dan de formule




s
U(x,t+h) - f£(x-t-h) =>_ {hg(x-t+20h) + f(x-t+20h) +
g =0

- f(x-t-h+2¢h)}., (8.31)

Tu wordt verondersteld dat g(x) continu is en f(x) continu differen-
tieerbaar. Volgens de middelwsardestelling geldt dan

f(x-t+20h) =~ f(x-t+2gh-h) = h f?'(x~t+20h~h+8)

met 0 < 8< h.

Tu is
s 2t
lim > __ bk g(x-t+20h) = % J glx-t+t)dsx
h—-+o0 o=0 )
s 2t '
1im > h £'(x-t+20h-h+8) = %_f f'(x-t+t)dr (8,32)
h—=+o0o o=o0 o
= 3 f(x+t) - £(x=-t) } .
Dus geldt
x+t
lim [ U(x,t+h) = f(x-t-h) ] = % J glel)dr + F{f(x+t) = £(x~-t)}
h-+o x=-t
ofwel

x+t
lim U(x,t+h) = F{f(x+t) + £(x=t)} + % f - glg)ar.(8.33)
h—*o x-t

Volgens de formule wvan d'Alembert is het rechterlid van (8.,33) echter
juist de oplossing u(x,t) van de differentiazlvergelijking met de ge-
geven beginvoorwaarden,

Hieruit kunnen we dus besluiten dat

lim U(x,t+h) + ulx,t)
h—+o ’

m.a.,Ws de Oplossing van het differentieprohleem nadert tot de oplossing
van het differentizzlprobleem voor h,k = O ook in het geval A = 1,
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9, Stabiliteitsonderzoek voor differentiemethoden

Zoals op blz NA-90 werd aangetoond is de differentiemethode met
formule (8,9) in het algemeen niet convergent als A > 1, Als echter
aan de beginfuncties speciale eisen worden opgelegd, bijvoorbeeld
de eis dat f(x) en g(x) beide analytische functies zijn, dan kan men
bewijzen dat ook voor A > 1 geldt: U(x,t) nadert tot u(x,t) als h,k- O,

Dit 1s wel begrijpeliik want een analytische functie is volledig bepaald
door de functiewaarden in een willekeurig klein interval, Het is in dit
geval dus niet mogelijk de beginfuncties alleen in een gedeelte van het
begininterval te veranderen. Daarmee vervalt de redenering op blz NA-90.

Men zou hieruit de conclusie kunnen trekken dat in het geval van analy-
tische beginfuncties voor iedere waarde van A de differentieformule (8.9)
bruikbaar is voor de oplossing van de snaarvergelijking. Dit is echter
niet het geval, Er is nog een ander effect dat de brulkbaarheld van een
methode bepaalt, namelijk de voortplanting van reeds gemaakt fouten,

Bij iedere numerieke berekening worden afrondingsfouten geIntroduceerd,
We zullen laten zien dat juist voor A > 1 het effect van deze afrondings-
fouten catastrofaal is voor de oplossing van de differentievergelijking.

Om het
wen we
glx) =
evenzo
dat erxr

effect van een afrondingsfout duidelijk te kunnen zien, beschou-
bet geval van de snaarvergelijking met beginfuncties f(x) ¥ O en
O. De oplossing van de differentiaalvergeliiking is dan u(x,t) = 0;
is de oplossing van (8.9) dan U(x,t}) = O, Nu veronderstellen we
één afrondingsfout geIntroduceerd is. We kunnen dit doen door

bijvoorbeeld U(O,k) = ¢ te nemen, in plaats van nul. Onder invloed van
deze afrondingsfout zal de oplossing van de differentievergelijking van

nul ver
ferenti

schillen. Deze van nul afwijkende oplossing vinden we uit de d4if-
evergelijking (8.9) met als beginvoorwaarden

Y als
£f(x) = 0 glx) =
¢/k als x = O

x £ 0

ofwel

0O als x #0

U(x,0) = 0 Ulx,k) = (9.1)

€ als =0
In onderstaande tabel wordt de oplossing gegeven vooxr het geval A 2
en €= 1o

t -
5k T 256 =1536 Lhyzo =7920 9541 =7920 k432 «1536 256
e 0 64 ~288 616 «780 616 -288 64 0
3k o 0 16 48 67 -48 16 0 o}
2k 0 0 0 L -6 L 0 0 0
k 0 0 0 -0 1 0 0 0 0
0 o’ o) 0 0 0 0 0 0 0
> X
-lh =3h -2h ‘ =h 0 h 2h 3h  bh
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Uit deze tabel zien we dat de fouten in de oplossing sneél toenemen en van
de gewenste nauwkeurigheid van de oplossing is na enige stappen niet veel
meer over,

We zullen dit verschijnsel van aangroeiende fouten weer instabiliteit
noemen,

Opmerking, In dit eenvoudige geval van de snaarvergelijking kunnen we
het effect van é€&n enkele afrondingsfout analytisch bepalen.

Bij meer gecompliceerde vergelijkingen is dit dikwijls niet mogelijk.

In zo'n geval bepalen we het effect van een afrondingsfout experimenteel
door de differentievergelijking tweemaal op te lossen, waarbij de tweede
keer de beginvoorwaarde in 8én enkel punt gewijzigd wordt., Het verschil
van de beide oplossingen geeft dan een indruk van de stabiliteit van de
methode,

We behandelen nu twee methoden om de stabiliteit van een differentie-
formule te onderzoeken: de Fourier-methode en de matrix-methode,

a) Methode met behulp van Fourierreeksen

We veronderstellen dat de functiewaarden U(x,t) op de 1ijn t = O af-
rondingsfouten bevatten, en zullen nagaan hoe deze fouten zich voortplan-
ten, Een willekeurige verdeling van de fouten kan wvoorgesteld worden door

ip =
een eindige Fourierreeks ;E; Ano n s Het aantal termen van deze reeks
n
is juist gelijk aan het aantal basispunten op de rechte t = O, De coeffi-

cienten Bn mogen willekeurig gekozen worden, ﬁn = n geeft de gewone
Fourierreeks, De waarde van An wordt dan bepaald door de eis dat de reeks

in ieder basispunt de waarde van de fout in dat punt moet hebben.
Cmdat het probleem lineair is kunnen we ons beperken tot het onderzoek
van de invloed van één term van de Fourierreeks, VWe nemen dus een fouten-

verdeling van de vorm ‘iﬁx' en gaan na onder welke voorwaarden de invloed
van deze fout beperkt blijft,

De voortplanting van de fouten vinden we evenals hierboven in de van nul
verschillende oplossing van de differentievergelijking (8,9), nu met de
beginvoorwaarde

U(Z,O) = eiBX ® (9.2)

We kunnen deze oplossing vinden met de methode van de scheiding van
variabelen. Daartoe stellen we

Ulx,t) = eTP* o%%, (9.3)
De groel van de fout hangt dan af van de grootte van de factor eat.

Als Ieatl.< 1 dan blijven de voortgeplante fouten beperkt, de methode

heet dan stablel. Maar als Ieatl > 1 dan groeien de fouten in de oplossing
exponentigel, en hebben we een instabiele methode,
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Substitutie van (9¢3) in de differentieformule (8,9) geeft

JAPx galtek) o iBx alt-k) | o ey iBxat S, ib(x+h).at4.eiﬁ(x-h)qat]
ofwel

e 4 o7 2(1-27) + Al(ePR , oiPBy

e™® 4 " = 2 . 4 A?gin? %? (9.4)

Deze vergelijking heeft twee oplossingen o en -a. Welke van de twee
genomen moet worden hangt af van de tweede (hier niet gegeven) begin-
voorwaarde U(x,k), ok ak

De methode is alleen statiel als zowelle | € 1 als |le | € 1 dus

~]oukl = 1, waaruit volgt dat a zuiver imaginair is dus a« = 19, Verge-
1ijking (9,4) wordt dan

cog 9 = 1 = 2A? gin? %? .

Deze vergelijking bezit alleen een oplossing ¢ als l1-2l’sin’ %?I €1,

Daar dit moet gelden voor alle P volgt hieruit direct dat A? € 1 en dus
A &£ 1, We zien dus dat de voorwaarde voor astabiliteit van de differentie~
formule (8,9) is A € 1, Hoewel dus soms voor A > 1 de convergentie in
orde is zal de instabiliteit van de differentieformule tot gevolg hebben,
dat we geen betrouwbare resultaten vinden,

Ve hebben vroeger bij de gewone differentiasalvergelijkingen gezien

(blz NA-62,63) dat een impliciete differentieformule beter was, vanwege
de stablliteit dan enkele expliciete formules,

e zullen nu aan een voorbeeld laten zien dat zoiets ook geldt bij
hyperbolische partiele differentiaalvergelijkingen.

e krijgen een impliciete differentlaalvergeliiking voor het snaarpro-
)

bleem door in (8.1) de tweede af‘geleide-—g--}-1 in ret punt (x,t) niet te

ax!
benaderen door de centrale differentie in (x,t) zoals vroeger, maar door
de gemiddelde van de centrale differenties in de punten (x,t+k) en (x,t-k)
Men kan bewijzen dat de afbreekfout van dezelfde orde is dus

atu 1 . ;
— = —— [ U(x+h,t+k) - 2U(x,t+k; + U(x=h,t+k) +
ax? 2n’

U(x+h,t-k) - 2U(x,t-k) + U(m-h,t-k)] + O(h?) .

De differentievergelijking wordt in _dit geval

——; [ U(x+h,t+k) - 2U(x,t+k) + U(x=-h,t+k) + U(xs+h,t-k)
2h
~2U(x,t~k) + U(x=-h,t=k)] = —; [U(x,t+k) = 2U(x,t) + U(x,t-k)]
" .
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ofwel
U(x,t+k) = 2U(x,t) + U(x,t-k) = % A2[U(x+h,t+k) = 2U(x,t+k)

+ U(x-h,t+k) + U(x+h,t-k) = 2U(x,t-k) + U(x-h,t-k)] (9.5)

In deze differentieformule zijn U(x+h,t+k), U(x,t+k) en U(x-h,t+k)
onbekend,
Het rekenpatroon ziet er als volgt uit

expliciete formule (8.9) impliciete formule (9.5)
tek @ t+k & P~ &
t Y e % t : #
t=k > : t-k " e —
x-h x x+h ' x=h x x+h

Uit eén differentievergelijking kunnen we niet de drie onbekende
functiewaarden vinden, Daarom beschouwen we de serie vergelijkingen
(9¢5) van het niveau t+k gelijktijdig. MNemen we aan dat in de x-richting
N+1 basispunten zijn en voeren we nog de afkorting

U(x +rhysk) = Ur,s (9.6)

in, dan krijgen we het stelsel van N=1 lineaire vergelijkingen

42U

- L :
r+1,8+1 (142 )Ur B8+

? =
1+ L Ur-1,a+1 =R

(9.7)
r = 1.2,.00'N-1

waarblj het rechterlid R bestaat uit bekende functiewaarden op het

niveau t = (8=1)k en t = gk, Nemen we nu ook nog aan dat Uy geq o0
®

UN 8+ 1 bekend zijn (randvoorwaarden), dan is het aantal onbekenden
L

in het stelsel vergelijkingern (9.7) gelijk aan N-1, en dus is dit
stelsel oplosbaar,

We onderzoeken eerst de stabiliteit van deze differentiemethode. Analoog
als in het voorgaande stellen we

U(x,t) = o18% gat |
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Substitutie hiervan in (9,.5) geeft
e o 24 o7 o At L g7k, IR0k '
eishe—ak _ ae-uk . e-iBhe—ak]
waaruit gemakkelijk volgt

e 4 o 2
1 + 2}35:111’?-1-:1

o (9.8)

Zen analoge redenering als op blz W4-100 geeft ale voorwaarde voor
stabiliteit

1
1 4+ 2A% gin?

| €1
3

en dit geldt voor iedere waarde van A, Dus de impliciete methode (9,5)
is onvoorwaardelijk stabiel; een moortgelijk resultaat als op blz NA-63
voor gewone differentlaalvergelijkingen werd gevonden,

We kunnen nu de vraag stellen of het oplossen van een,meestal nogal
groot, stelsel lineaire vergelijkingen niet een hoge prijs is voor de
onvoorwaardelijke stabiliteit van de methode, '

Het oplossen van het stelsel vergelijkingen is echter in dit geval een-
voudlg door de speciale gedaante wan de coefficienten-matrix.

Het stelsel lineaire vergelijkingen ziet erult als volgt

84X, + byx, . = 4,

o, X, + &, X + b 9 X3 f d’
| ]
L]

8.x +ax + b=z = 4

r re1 rr et e T (9.9)

' :

b 4 4+ a x = 4

%n el nn n

ofwel in matrix-notatie Bx = d, waarblj B een itridiagonale matrix is,
dow.2, een matrix die alleen in de hoofddiagonaal en de beide neven-
diagonalen van nul verschillende elementen heeft.

a b
P e B

: , %
B = . .o .e _‘a (9.10)

ne1 ®net Ppog
“ 9 °n' an

= =(14AD, b, = ¢, =+,

Hierbij 48 n = N=1, a,

Het oplossen van Bx = d gaat nu als volgt.
We zoeken een onderdiagonaalmatrix W en een bovendiagonaalmatrix § zo-

danig dat B = W.Q




" O Lo O
% L ) @ @

e & "@:qnn,'
O o, o -,

o (9.,11)

De elementen wy en qi vinden we op de volgende manier,
Uit B = W,Q volgt voor de hoofddiagonaal

a, = W, w, = a,
By T G2l v Ty Va T By 7 9y
® &
H dus s (9912)
8 % %%t T "n T 8 7 %p%an
en voor de nevendiagonaal
b
- am-l
b1 w1q1 q‘! w1
b2 = qu’ qQ = b&'
® Wg
o dus ¢ (9.13)
° L
bn-1 = wn-‘lqn-‘l Yt L

Uit (9.12) en (9,13) kunnen we de elementen w, en 9y als volgt berekenen

i

=By = T
W, = a, m)q,-'1wbw2—aanczq,‘%qﬂ -—% etc,

Als we op deze manier de matrices W en Q hebben gevonden, dan lossen
we Bx = d op de volgende manier op. Eerst bepalen we de vector y uit
Wy = 4 als volgt

) d1=} _da”czy‘i .
Iy = W, Ty = W, ete

daarna bepalen we de gezochte oplossing x uit Qx = y als volgt

Ry = T Epq F Tpoq ~ YuqTy otes

Is bi] eliminatiemethode voor het oplossen van een stelsel lineaire
vergelijkingen voor een willekeurige matrix het aantal vermenigvuldigin-
gen in de orde van n3 ; voor een tridiagonale matrix is met bovenstaande
rekenwijze het aantal vermenigvuldigingen 4in de orde wvan n,




b). Stabiliteitsonderzoek met behulp van de matrixmethode

De impliciete differentiemethode vereist randvoorwaarden, Bijvoor-
beeld moeten bij het probleem van de trillende snaar de functiewaarden
U(x,t) voorgeschreven zijn op twee rechten x = constant., Voor het
stabiliteitsonderzoek kan men nu het effect van deze randvoorwaarden
direct in rekening brengen door inplaats van de Fouriermethode de zgn,
matrix-methode te gebruiken. '

We veronderstellen in het volgende dat de functie U(x,t) = O op de twee
rechten x = X, en x = x_ + RNh.,

Met de afkorting (9.6) wordt de impliciete differentie-vergelijking (9.5):

U 20 +U =3 AU

Te8+1 T ry8” rys-1 2u

r+1,8+1° r.3+14'Ur-1,s+1

r+i,8-1" " ry3-1 r=1y8=

ofwel

L = -
,s—&-‘l'.'i A Ur—1,s+1 ZUr,s +

A% U0

r+1,&+1_(1+xn0¥

x!
Be-1 +3 Ur-‘],s-

SCEN T = (AT 11 (9.14)

We beschouwen de onbekende functiewaarden U(x,t) in de N-1 roosterpunten

X, =X, 4+ rh op de rechte t = sk als een vector die we zullen aanduiden

met U , dus
=g

01’
UZ,B
7T = ° o
-ns P
0
N“'1 ] B

Dan kunnen we het stelsel vergelijkingen (9,1L) voor » = 1,250604N=1
als volgt in matrixnotatie schrijven

AU = BU = CU
b -

-1 -1
=8+1 Ugq Ofwel U 4 =4 BI, -4 €Ty (9.15)

1
waarbli] B = =21 met I = eenheidsmatrix en A = C een tridiagonaalmatrix is

(zie (9010))0

De vergelijking (9,15) wvoor de vector EB+1 kunnen we herleiden tot een

zgn. ''two-level" formule door de vectoren U, en Hs 1 te combineren

tot een enkele vector Es
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[ U
a1,5
@
=5 U =1¢8
VB = = R
T
=] U1,su1
L]
2.
JN—1 ’5”1

Uit de twee formules

i

U A8y - AT 'cU
=8+ =g =g

(9,16)

U U
=8 -8

Volgt in matrixnotatle de vergelijking voor de vector Ee+1

) = PV
=g+ =g

waarbij P een matrix is die mamengesteld is uit de matrices ven (9,16)

A"Yp «ATVC
P = ® (9@17)
I 0
We veronderstellen nu dat de matrix P allemaal verschillende eigenwaarden
heeft, Er zijn dus 2(N-1) verschillende eigenwaarden t;s de bijbehorende
elgenvectoren noemen we_zi. Deze vectoren wormen dan een basis van de

lineaire ruimte der V's, dus we kunnen de beginvector V., van ons pro-

bleem schrijven als een lineaire combinatie van de eigenvectoren

2(N=1)
vV, = Z ail';,_ ®
i=1
Dan geldt echter
8y 2(N~1) s
B R i e

Beschouwen we nu de elementen van V, als de fouten op het begirniveau,
dan geeft de vector Es+1 de wvoortgeplante fouten in de oplossing op het
niveau t = (8+1)k., Voor de stabiliteit van de methode is vereist dat

deze fouten begrensd zijn, dus ltjl.‘ 1.

£
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De eigenwaarder tj van de matrix I bepalen we uit de vergelijking
det(P-tI) = 0, ofwel

FR- TS ¢ AN
det = 0.
I -tI

We tellen t keer de eerste "kolom" bij de tweede op (deze kolommen
bestaan uit twee matrices, men kan gemakkelijk nagaan dat de rekenwijze
juist is),

We vinden dan

ATV BT A7V Cat (A7 VB-tI)
det = 0.
T 0
Uitwerken geeft
det I.detbA ™ C+t(A7'B-tI)) = O
en daar det I # O, moet dus gelden
det(-A"'C+t(A™'B-¢I)) = O.

Cmdat A7'C = I 48 det A”'%%/ O en t

1

O geen eigenwaarde, dus

0

det(t.A™Y) .det(—%c +B=tA)
geeft

det(B—(t+%)C) = 0. (9.18)

Hiermee hebben we de eigenwaardenvergelijking voor t teruggebracht tot
determinantenvergelijking van de orde N=1,

Stellen we tk%==u dan wordt deze vergelijking in p :

«2+(1+A) - {E}
-3y =2+(1+A) .
® ¢ ¢ =0 (9.,19)
{E}" Aty =2+(1+A2)p




it is geen normaal eigenwaardenprobleem,
ile beschouwen nu de differentievergelijking

- K’u.YPH + (-2+(1+k’)u).Yr - *}hqur__.] =0 (9.20)

met de rardvoorwaarden

Dan is de matrix van (9.19) gelijk aan de coefficienten=mstrix van het
stelsel vergelijkingen (9.,20) voor r = 142,¢eeyN=1, De oplossingen van
(9.19) zijn dus de waarden van p waarvoor (9,20) een niet-triviale
oplossing heeft. Ve bepalen daarom de niet-triviale oplossingen van
(9,20), en stellen daartoe

Substitutie hiervan in (9,20) levert

-y olP . (=2+(1+Ap) = A%y et? - o
en hieruit volgt
=2+ (1420}
cos B = =2+ (1 h op o , (9,21)

sz

Deze vergellijking heeft twee oplossingen namelijk + B, De algemene
oplossing van de differentievergelijking (9,20) kan dus geschreven
worden in de gedaante

Y = c,eiﬁr + c,e"‘ﬁBr .
r

De coefficienten cy en ¢, volgen uit de randvoorwaarden

i

Y

cy, + ¢, = 0
o 1 2

Y, = c,eiBN + c,a'iBN =

N 0

waarult volgt ¢4 = -¢, en 2icysin QN = 0s ¢4 = O geeft de triviale

oplossing, . Voor de niet~-triviale oplossingen moet dus

sin pN = 0 ofwel B = % met k= 1,2,.0.’N"1a
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Dit invullen in (9.,21) geeft

kx _ =2+(1+Ap
cos F= = "
Au
Hieruit kunnen we tenslotte p oplossen, We vinden dan

2
? kn
142A 2sid =5

B = ° (9022)

We zien hieruit dat voor iedere waarde van A geldt » £ 2.
Nuis p =t + %, dus geldt dat t + -,1; reeel is en O u% £ 2 waaruit
we gemakkelijk kunnen afleiden dat |t] = 1.

Hiermee is aangetoond dat alle eigenwaarden tj van P in absolute waarde

gelijk zijn aan 1., Dus hebben we bewezen dat de methode met differentie-
formule (9,14) onvoorwaardelijk stabiel is,

We onderzoeken nu nog de stabiliteit van differentiemethoden bi]

systemen van eerste orde partiele differentiaalvergelijkingen ,

De eindige differentiemethoden kunnen ook gebrulkt worden voor eerste
orde partiele differentiaslvergelijkingen of systemen van eerste orde
vergelijkingen.,

De convergentie van zo'n methode is in het algemeen in orde, evenals bij
de tweede orde partiele differentiaalvergelijkingen, indien de verhouding
van de stapgrootten h en k zo is dat het invloedsgebied van de differen-
tiaalvergelijking (karakteristieken-driehoek) geheel valt binnen de
invloedsdriehoek van de eindige differentiemetlhode (zie blz NA-90 ev)

Het onderzoek naar de stabiliteit kan weer geschieden met bijvoorbeeld
de Fourier-methode, Als voorbeeld beschouwen we het volgende systeem

% _ 3 8 _ %

ax - ot ax = it | (9.23)
Dit systeem is aequivalent met de vergelijking voor de trillende snaar
hetgeen direct duidelijk is als we p:-:—; en q = l% stellen,

We veronderstellen nu dat als beginvoorwaarden zijn gegeven: p(x,t)
en q(x,t) op het interval O £ x € 2 van de rechte t = O,

De karakteristieken zijn de rechten x~t=a en xtt=a, en het invloeds-
gebled voor t > O wordt begrensd door de rechten:

t=20 Xt =0 x+t=2a

Indien we nu met de eenvoudigste
eindige differentieformules wil- t
len werken, dan benaderen we de
afgeleiden naar t door de voor-
waartse differentie, In de
x-richting kunnen we dan nog

kiezen tussen voorwaartse, cen-
trale en achterwaartse differenties,
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Om binnen het gebied te blijven moeten we bij de rechte x-t =0 geen
achterwaartse differenties en bij x+t =2 geen voorwaartse differenties

gebruiken, Centrale differenties zijn overal in het invloedsgebied te
gebruiken,

We veronderstellen nu dat op de rechten x = O en x = 2 als randvoorwaar .
de de waarde van q(x,t) gegeven is. Dan is daarmee de oplossing van

het systeem (9.23) eenduidig bepaald in de strook tussen de rechten
X =0enx =2, . :

We beschouwen nu de differentiemethode die ontstaat door in de x-richting
centrale differenties en in de t-richting voorwaartse differenties te
nemen,

De differentieformules worden dan:

b

ri1.8 ~ Pra1,s  r.s41 " Yp.s

2h ' k

(9.24)
Q1,8 = qre1,s _ Prosi1 T Pros
2h - k

Dit zijn expliciete differentieformules. De waarden van p en q op het
niveau t = (8+1)k worden bepaald met behulp van de waarden van p en g Op
het niveau t = sko

Om de stabiliteit te onderzoeken veronderstellen we een fout er==Aeiprh

iprh

in de beginwaarden P, o €N een fout “r = Be in de beginwaarden 9.0
3 )

en bepalen weer de oplossing die bestaat uit de voortgeplante fouten,
Dit is de oplossing van (9.24) met de beginvoorwaarden

= a ¢iBTh giPTh | (9.25)

Pr,O qr,O =B

We vinden deze oplossing weer met de methode van de scheiding van
variabelen, We stellen

o = A elBrh ea.sk

_ . iprh ask
T8 qr’s =B e e ® (9.26)

Substitutie hiervan in (9,.,24) levert dan

iB(r+1)h_eiB(r—1)h_ 5 1Brh ea(s+1)k;_eask
h e k

iﬁ(r+1)h_.eiﬁ(r-1)h a(8+1)k._eask (9.27)

A eaSk e

!

ask e

‘B =4 eiBrh e

2h Tk
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ofwel
A elﬁ o= e-lﬁh = B eak - 1
2h - k
5 elBh - ~1Bh . ok 1
2h - k
ofwel

iAA sin Bh - B(eak - 1) =0
ok (9.28)
-A(e" - 1) + iAB sin Bh = O.

Dit stelsel vergelijkingen voor .. en B heeft alleen dan een oplossing
als a =zodanig gekozen wordt dat

iAsin Bh ~(*E 1)

- =0 o2
ol _ 1) i) sin Bh (9.29)

ofwel (6™ - 1)? = - A2 gin? ph.,
. ak . . e s, 0K .
Dan is echter e~ = 1 zuiver imaginair: e~ - 1 = iy
dus emk = 1+ iy, waaruit volgt dat ledkl > 1.
We zien dus dat voor geen enkele waarde van A # O de methode stabiel is.

De differentieformules (9,24) zijn dus volkomen onbruikbaar,

Een andere differentiemethode krijgen we door zowel in de x-richting als
in de t=richting centrale differenties te nemen. We krijgen dan de dif=-
ferentieformules

P P q - q

r+1,s'- r=1,8 _ ‘r,s+i T ,8«1
2h N 2k
(9.30)
qr+1,s“qr-1,s _ pr,s+1 - Pr,s--'l
2h - 2k °

Dit zijn eveneens expliciete formules; de waarden van p en g op een nieuwe
lijn worden nu bepaald uit de waarden op de twee voorgaande lijnen.
Opmerking., Voor deze methode is de beginvoorwaardez p en ¢ gegeven Op

de 1lijn t = O niet voldoende, We moeten eerst p en q ook berekenen,
bijvoorbeeld met voorwaartse differentieformules, op de 1lijn t = k, m.a.w,
de methode heeft een aparte startprocedure,

3
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De stabiliteit van deze methode +vinden we, analoog als in het vorige
geval, uit de oplossing van (9.,30) met de beginvoorwaarden (9.25).
We substitueren (9,26) in (9.30) en krijgen dan

eiB(r+'])h__eiB(r-1)h a(s+1)k._ea(s-1)k

A eaks = =B eiBrh e 5
. (9.31)
. eaks eiB(r+’l)h‘_e:LB(r-1)h . eiBrh ea(s+1)k_.ea(s-1)k
2h 2k

Hieruit volgt
2iAAsin h - B(e®® - o~
ok

i
o

Ale = e'“k) - 2iABsin Bh

en dit stelsel heeft een oplossing A en B als de coefficientendeterminant
gelijk aan nul is, dus

(e . e"“k) = ~h A?gin? Bh

edk-e-ak'= + 21 A sin Bh. (9.32)

Analoog als op blz NA-100 vinden we dat de methode alleen stabiel is als
|A sin Bh| £ 1 voor alle B, De voorwaarde voor stabiliteit is dus A < 1.

Als derde methode voor het systeem (9.23) behandelen we tenslotte nog een
impliciete methode. We krijgen de impliciete formules door de tweede af=-
geleide naar x weer te vervangen door het gemiddelde van twee centrale
differenties (zie blz NA-100),

De differentieformules worden dan

q = q

- P + P

pr+1,s+1 r=1,85+1 r+1,8 - pr-1,s _ Tys+1 Ty5
Lh - k
(9.33)
Ys1,841 = Yre1,841 7 Yri1,5 7 Yper,s _ Pr.s+1 ~ Pr.s
Lh - k

Na substitutie van (9.26) in deze formules vinden we
212 4(e®* & 1)sin Bh - B(e™ - 1)'= 0
A(eak - 1) = 2i A B(eu'k +# 1)sin Bh = O

waaruit we nu als vergelijking voor a vinden
-

(®F = 1) %= = 222 (™ 4+ 1)? sin? Pn
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ofwel
ak
- 1 ii -
edk = + > sin Bh . - (9434)
e + 1

Voor stabiliteit is weer vereist leak|4< 1 en Ie-akl £ 1, dus a = ig.
Vullen we dit in (9.34) in dan krijgen we

tan % =+ % sin Bh

en deze vergelijking heeft voor alle waarden van A een oplossing ¢. We

zien dus dat ook in dit geval de impliciete methode onvoorwaardelijk sta-
biel is,

10, Parabolische differentiaalvergelijkingen

Physische problemen welke mathematisch beschreven worden door een
parabolische differentiaalvergelijking van de tweede orde hebben veelal
betrekking op diffusieverschijnselen (o.a. warmtegeleiding).

De normaalvorm voor een parabolische differentiaalvergelijking is

2 :
__0_1:1_ = Q_ll_ ) . (10.1)
ot ax?

waarbij x de plaatscoordinaat en t de tijd voorstelt., Deze differentiaal-
vergelijking heeft slechts één schaar karakteristieken, nl. de lijnen
t = constant. Dit kunnen we bijvoorbeeld inzien door de vergelijking

u, = uxx op te vatten als de limiet van de hyperbolische vergelijking

2

uxx - £ utt = ut voor € = O,

De karakteristieken-richtingen hier-

van zijn %ﬁ = + €. Beide scharen ka-
rakteristieken naderen dus tot de lijnen
t = constant als £ - O,

Daarmee verdwijnt de karakteristieken
driehoek; het invloedsgebied voor de T
waarde van de oplossing van (10.,1) in -3¢
een willekeurig punt is de gehele be-
ginlijin. Omdat de

diffusievergelijkingvan de eerste orde in t is, mogen we verwachten dat
één beginvoorwaarde u(x,0) = f(x) voldoende is voor een zinvol probleem,
Is de beginvoorwaarde gegeven op een eindig interval dan zijn randvoor-
waarden aan beide einden noodzakelijk vocr een oplossing.

Uit bovenstaande blijkt dat voor de numerieke oplossing van een parabo-
lische differentiaalvergelijking geen gebruik kan worden gemaakt van de
karakteristieken., Daarom zijn we thans geheel aangewezen op de eindige
differentiemethoden.




We beschouwen nu het klassieke warmtegeleidingsprobleenm

met de beginvoorwaarde

u(x,0) = g(x) 0x <KL

en de randvoorwaarden

u(0,t) = £,(¢t) t >0

\Y

w(Lyt) = £,(t) t 0.

(10.2)

(10.3)

(10.4)
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De oplossing u(x,t) van dit probleem geeft de temperatuur in een dunne
staaf waarvan L de lengte, en de constante a > O de warmtegeleidings-

coefficient wvoorstelt.

De voorwaarden (10,3) en (10.4)
geven de functie u(x,t) op drie tt
zijden van een gebied in het
(x,t)=vlak., Aan &&n zijde is het
gebied onbegrensd.

Het probleem is nu de functie
u(x,t) te bepalen in het gebied
begrensd door deze drie zijden.
Daartoe nemen we een rechthoekig
net over het gebied. De stap-
grootte in de X-~-richting noemen
we weer h en in de t-richting k.

Als benadering voor u, nemen we K

de voorwaartse differentie, waar-
voor geldt

du _ ulx,t+k) = u(x,t) |
= = - - (k)

en als benadering voor u . nemen we de centrale differentie, waarvoor

geldt

32u _ u(x+h,t) = 2u(x,t) + ul(x-h,t)

+ d(h?).

9x? h?

Op deze manier krijgen we een differentieformule die er als volgt uitziet

U(x,t+k) = U(x,t) _ o Ulxrh,t) - 2U(x,t) + U(x-h,t)

k
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ofwel met A = 2% (dan is A een dimensieloze grootheid)
h

U(xat+k) = (1=2M)U(x,t) + A{U(x+h,t) + U(x-h t)}. (10.5)

Het rekenpatroon ziet er met deze formule als volgt uit

5~ t+k
£ — c = t
X-h X x+h

We zullen de afbreekfout nu eens nader bekijken. We maken daarbij gebruik
van de Taylor-ontwikkelingen van u(x,t) naar x alleen, en naar t alleen.
Er geldt

6
u(x+h,t) =u(x,t) + hu!+ %— ;2) 3 u(,) +1—15‘-; u}(:) +P§5-l u](:) +-1-16-i us)(h,t)
u(x-h,t) =u(x,t) - hul + -hé-z- u}(: ) -»-3-!- u(’) +-E_! u:(:) h;! () +—6- ui‘)(ﬁzgt)
en
2
u(x,t+k) = u(x,t) + kué +§T‘ui2) + %— (s )(x T)e

Vullen we deze reeksen in de differentiaalvergelijking (10.2) in dan
krijgen we
u(x,t+k) - ul(x,t) u(x+h,t) = 2ulx,t) + ul(x=h,t)

ut - auxx = X - a 2 + R,

Hierin is R de afbreekfout van de differentieformule (10.5) waarvoor
geldt

Rz~ E{2! (2)(x t)+ ( )(x )} + i‘—; {-2-1;— (")( t) +

(6)(§,t)}

Nu geldt volgens de differentiaalvergelijking
)
a2y (™)

ut = auxx en dus utt

X
(3) a’u(s).
X

en ook ut

1

Met behulp hiervan kunnen we de fout R schrijven in de vorm

2ah? _ k) () y ey 4 (2RI ’k ) u$ (00,

R =(

#

De afbreekfout wordt in eerste instantie gegeven door de eerste term van
het rechterlid van deze formule. We zien hieraan nog eens dat de fout van

de orde h? en k is.
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Kiezen we nu h en k zodanig dat

2ah? a’k 1
g L Sa2 A=
Iy 51 = 0 ofwel 3
dan verdwijnt de eerste term van R. De afbreekfout is dan van hogere orde,
namelijk van de orde n* en k%, De speciale keuze A = % kan dus beschouwd

worden als een optimale keuze voor wat betreft de afbreekfout.

Convergentie-onderzoek voor de expliciete formule (10.5).

We onderzoeken de convergentie van deze differentiemethode alleen voor
het geval van homogene randvoorwaarden, m.a.w, de randvoorwaarden (10.4)
worden in dit geval '

u(0,t) = u(l,t) = O t >0 . " (10.6)

Eerst bepalen we de oplossing van de differentiaalvergelijking, met de
methode van scheiding van de variabelen. Daartoe stellen we

u(x,t) = ZE: bn(t).sin E%E . (10.7)
n=1

Dan is aan de randvoorwaarden (10.6) voldaan.
Wegens de lineariteit van de differentiaalvergelijking kunnen we ons,

evenals vroeger, beperken tot één term, un(x,t) = bn(t).sin E%E, van de
Fourierreeks (10,7). Substitutie van un(x,t) in de differentiaalvergelij=

king geeft een vergelijking voor bn(t):

2.2
. nmX n?g nnx
bi'(t)sin == = =a
n 12

L

= bn(t)31n

ofwel
24 2
b;(t) + Eﬂ—g— b (t) = 0. , (10,8)
L

De algemene oplossing van deze vergelijking is

an?n?

t
b (t) =B e L 2 (10.9)

met Bn een willekeurige constante,




NA=116

Met behulp hiervan kunnen we de oplossing u(x,t) dan schrijven in de
vorm

an®_ .
_ = L? nRX
ulx,t) = Be sin 5= . (10,10)
n=1

De constanten Bn volgen dan uit de beginvoorwaarde,immers

u(x,0) = g(x) = > B sin X (10.11)
n=1

dus de constanten Bn zljn de Fouriercoefficienten van g(x)
2 JL nx
Bﬁ =5 ) g(x) sin = dx . (10.12)

Hiermee hebben we de oplossing van de differentiaalvergelijking (10.2)
die voldoet aan de beginvoorwaarde (10.3) en de randvoorwaarden (10,6)
gevonden.

Nu bepalen we de oplossing van de differentievergelijking, ook met sepa-
ratie, We stellen
U(x,t) = @(x).¥(t) (10613)

en substitueren dit in de differentievergelijking (10.5), Dan krijgen
we

&(x) ¥(t+k) = ®(x)¥(t) + A{®(x+h) - 2&(x) + &(x~h)} ¥(t)
ofwel

¥(t+k) ®(x+h) - 28(x) + @(x~h)
W =1 % A Q(x) ® (1001’4’)

Het linkerlid is uitsluitend een functie wan t, het rechterlid hangt
alleen van x af. Beide leden zijn dus gelijk aan een constante C, Hiere
mee krijgen we de volgende twee gewone differentievergelijkingen

¥(t+k) = C ¥(t) (10,15)

AB(x+h) + (1 -2A) &(x) + A®(x=h) = C ®(x).

Om aan de begin~ en randvoorwaarden te kunnen voldoen zorgen we weer,
evenals bij de hyperbolische vergelijkingen, dat sin 9%5 oplossing is

van de vergelijking voor ®(x)., Dit levert voor C de vergelijking

&
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A sin BEGEHR) (4 o0y gin BEX 5 gip BR(X=R) _ o .. DEX
L L L L
waaruit gemakkelijk gevonden kan worden dat
C=1- L\sin? %1-‘- . (10.16)

De differentievergelijking voor ¥(t) wordt nu
¥(tek) = (1 - bAsin? B w(t),

Om deze vergelijking op te lossen stellen we

a t
¥(t) =e O .

Door substitutie hiervan in de differentievergelijking vinden we voor
o, de waarde

=21 - » axh
@ =i log(1 L) sin aL). (10617)

Nu geldt dus dat wvoor iedere waarde van A de functie

o t
U (x,t) = Ae ™ gin T= (10,18)

waarin a, Begeven is door (10.17), een oplossing is van de differentie-
vergelijking (10,5) welke voldoet aan de homogene randvoorwaarden (10,6).
Kiezen we nu speciaal A = Bn (10.12) dan voldoet Un(x,t) eveneens aan de
n-de term van de Fourierreeks (10.,11) van de beginvoorwaarde, Door nu deze
speciale oplossingen Un(x,t) te sommeren over alle n krijgen we de oplos-
sing U(x,t) van de differentievergelijking welke voldoet aan de begin=

voorwaarde (10.,11), dus

= OLnt nnx
U(x,t) = 2 B e sin 5= . (10.19)
n=1

Het probleem van de convergentie van de methode is nu weer:
nadert U(x,t) tot u(x,t) als h,k - O bij constante A = gk .
he
De oplossing van de differentievergelijking verschilt van de oplossing
van de differentiaalvergelijking alleen in de exponenten van de e-machten.

&
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Nu is
=3 2 nrh
@ = k,lOg(1 - 4 Asin 5T,
- e nNh 2 nnh
1 log(1 = L4 Agin 7). 4L Asin St nlx’h?
k L Asin? 1—1—21%1- n?n3n? L 17
412

waaruit met behulp van de standaardlimieten

1m 2EU=X) L g oy gy o8lRX g
X0 X -0
gemakkelijk vblgt dat
2. 2
lim g = = anm als A = ak constant is.
h-o = L? n

We zien dus dat voor h,;k - O bij constante A iedere term uit de reeks
van de oplossing (10,19) van de differentievergelijking convergeert naar
de overeenkomstige term in de oplossing (10,.,10) van de differentiaalver=~
gelijking. '

Als we nu veronderstellen dat de beginvoorwaarde

ad o0
nrx i
glx) = n';'-'l B sin =% zodgnlg is dat nz=1 IBnl convergeert, dan conver=-

geert de reeks (10,19) uniform in h en k als Re a < 0. In dat geval mogen
we volgens de stelling op blz. NA=95 de limietovergang termsgewijs uit-
voeren., Daaruit volgt dat voor Re a < 0 geldt: U(x,t) - ulx,t) voor

h,k = O.

Nu is
_ 1 . 3 nrih
Re @ = log |1 = 4A sin >t |
dus Re o, £ 0 als }1 = 4 Asin? n-;-til—l- |< 1+ Aan deze ongelijkheid is vol=-

daan voor iedere waarde van h als )\ % . Hiermee hebben we dus gevonden

dat de methode convergent is als Xg-}‘
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Nemen we nu het geval A > 4, Voor de waarden van n, waarvoor %? een one

even geheel getal is, geldt dan

1 = basin? BRE = 9 _ 4ag -1

2L
en dus is
a = % log(1=4A)

n

een complex getal waarvan het reele deel positief is, Weliswaar conver-
geert ook in dit geval de reeks (10.19) voor iedere h en k,daar
lUn(x,t)l € C. B waarbij C = (4n - 1)t/k, maar deze convergentie is niet

uniform in h en k, omdat C niet begrensd is voor k in de buurt van nul,
Daarmee vervalt de mogelijkheid om termsgewijs de limietovergang uit te
voeren,

Dientengevolge kunnen we de convergentie voor A >% dan ook slechts ver-
wachten bij zeer speciale eisen voor de beginvoorwaarde g(x); bijvoor-
beeld zeer sterke afname van de coefficienten Bn’ in het bijzonder Bn =0
voor n > no. )

Stabiliteitsonderzoek voor verschillende differentieformules,

Allereerst onderzoeken we met de Fourier-methode de stabiliteit wvan de
expliciete formule (10,5). Met de afkorting (9,6) wordt deze formule

) = (1-2).)Ur s ) . (10,20)

ry8+1 ’ * A(Ur+1

’B * UI‘-1 ,B
Evenals in het geval van de hyperbolische vergelijking stellen we
ask iprh
e e o

U =
ry8

Substitutie hiervan in de differentieformule geeft

ak

e = 1 - 2a+ a(eMPh . 71BN ,
ofwel
eak = 1 = l"’k Sin2 @Eh_ ® (10021)
ak

De methode is alleen stabiel als |e | € 1, dus als A <% Ook in dit
geval vinden we dus dat, hoewel soms voor A > % de methode wel conver=-
gent is, we altijd A < 4+ moeten nemen om betrouwbare resultaten te krij-
gen, vanwege de instabilitéit van de methode voor A > %.




We onderzoeken nu ook weer de mogelijkheid om met impliciete differentie~-
formules grotere stabiliteit te krijgen. In dit geval benaderen we de itwee-
de afgeleide v in het punt (x,t) door een gewogen gemiddelde van centrale

differenties in de punten (x,t+k) en (x,t). De afbreekfout is dan weer van
dezelfde orde, dus

3% _ plulx+h,t+k) = 2ulx,t+k) + ulx-h, t+k) }+(1-p) {ulx+h,t)~2ulx, t)+ulx~h,t) }
ax? h?

+ &(n*).

voor jiedere O £ p € 1. Nemen we dan in de t-richting de voorwaarise
differentie, dan krijgen we de formule

Ur,s+1'Ur,3="’[p(Ur+1,s+1’2Ur,a+1‘”Ur-1,s+1)""(1'p)(Ur+1,s"2Ur,s*Ur_1,s)]
ofwel
xPUr+1,s+1~(2AP+1)Ur,a+1+prrn1,s+1="K(1-P)Ur+1,s+(2x'2hp'1)nr,s +
-)\(1-p)Ur M (10.22)
i |

We beschouwen van deze formule enkele speciale gevallen,

Voor p = 1 krijgen we de formule

+ AU =0 (10,23)

XU bt (2)\-'*‘1 )Ur r-»] ,s+1 r,s

r+l1,s+1 ¢5+1

Het rekenpatroon ziet er met deze formule als volgt uit

__.-@. Q @, t =.(B+1)k
= £t = gk -~
e r r+1

Deze formule staat bekend onder de naam: vierpunts impliciete formule
van Laasonen,

Veor p = 4+ nemen we juist het gemiddelde van de centrale differenties
op de lijnen t en t+k., We krijgen in dit geval de formule

A

4+ =
2 Ur-1,s+1

- (A+1)T

A
2 ry8+1

U§+1,s+1

&

A
3 (10,24)

= e

+ (A-‘I)Ur -

9

Uf-r-’l,s
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Het rekenpatroon is nu

& — & s+1
- 35 3 ]
| r r+l

Deze formule heet: zespunts impliciete formule van Crank-Nicolson.

Opmerking. Ook hier geven de impliciete differentieformules aanleiding
tot een stelsel lineaire vergelijkingen waarvan de matrix de gedaante van
een bandmatrix heeft.,

De algemene impliciete differentieformule (10,22) levert bij het stabili=
teitsonderzoek met de Fourier-methode de vergelijking

2\p cos Bh eak-(21p+1)eak = =2A(1=p)cos Bh +'(2x-2xp-1)

waaruit volgt

e“k i L4A(1-p)sin 5+ 1

. (10.25)
L A p sin® %ll+1

Voor p = O hebben we het geval van de expliciete formule (10.20).
Dan is (10,25) gelijk aan (10,21) en de stabiliteitsvoorwaarde is A < %,

Voor p = 1 wordt de vergelijking (10.2%)

ak _ 1 .

1 + 4A sin? %

e

.o . ok
Voor iedere waarde van A is |e |

onvoorwaardelijk stabiel.

£ 1, dus de formule van Laasonen is

Voor p =+ krijgen we

- in?
emk—1 2A sin

1 + 2X sin?

gh
2
B °
2

Dus ook bij de formulé van Crank«Nicolson hebben we onvoorwaardelijke
stabiliteit,
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De formule van Laasonen kan ook worden opgevat als een differentieformule .
opgebouwd uit een achterwaartse differentie in de t-richting en een nor-

male centrale differentie in de x-richting.
Men kan zich afvragen of het gebruik van een nauwkeurigere benadering
voor de afgeleide naar t bv. de centrale differentie, waarvoor geldt

du _ u(t+k) = u(t-k) 2
At Sk L d(k ),
een bruikbare formule oplevert. De differentieformule kan in dit geval
geschreven worden in de vorm

= 2MU - 2U + T ) PO (10,26)

r,s+1-Ur,s~1~ r+1,8 r,s rel,s

Het onderzoek naar de stabiliteit van deze formule levert de vergelijking

eak - -ok = -8 Agin? Eé?- .

Voor stabiliteit is vereist dat a = i¢9 (zie blz. NA=100), dan wordt de
vergelijking wvoor ¢

sing= 4 i A sin? %?

en deze vergelijking heeft voor geen enkele waarde van A een oplossing ¢ .
We zien dus dat, hoewel de differentieformule (10.26) nauwkeuriger is

dan alle voorgaande formules, d.w.z. een afbreekfout van hogere orde in

k heeft, deze formule totaal ongeschikt is vanwege de instabiliteit voor
alle waarden van A,

Evenals bij de hyperbolische vergelijkingen kan ook hier voor het stabili=-
teitsonderzoek gebruik gemaakt worden van de matrix-methode, We zullen
dit demonstreren aan de differentieformule van Crank-Nicolson, die we
schrijven in de vorm

= (U -2(1 = %)U +T } . (10.27)

1
=2(1+ )7 r=1,8 ry8 T+1,8

Urn1,s+1 r,s+1+Ur+1,s+1

We nemen aan dat de randvoorwaarden homogeen zijn, immers het gaat om het
foutenonderzoek, waarbij we aannemen dat de echte randvoorwaarde goed in
rekening worden gebracht.

Analoog als ov blz. NA-104 kunnen we het stelsel vergelijkingen (10.27)
als volgt in matrix-notatie schrijven

AT =B U ofwel U =48 U (10.28)
=g+ =g =g+ -5

waarbij A = C = %'I en B = ~(C + %.I) met I = eenheidsmatrix en
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-2 1
1 =21 *6‘
¢ - o o o |
s ° (10.29)
-@- 1 =2 1
1 =2

Voor stabiliteit van de methode moeten we eisen dat voor iedere eigenwaar=-
de p_ van de matrix AT'B geldt luml < 1o

Deze eigenwaarden worden bepaald door de vergelijking
A"'By =p ¥ ofwel (B-pa)y = O. (10,30)

Invullen van de uitdrukkingen voor A en B geeft

2 2
ofwel
2 1=u -
(C 'f:x 1"'“ I)z = go (10031)

De eigenwaarden p van A7'B zijn dus verbonden met de eigenwaarden v van
C door de relatie

=21 - 2+Ay
=% Tm ofwel b= 5o (10.32)

Verder zijn de eigenvectoren van C gelijk aan de eigenvectoren van AniBo
Om de eigenwaarden van de matrix C te bepalen beschouwen we weer de dif=
ferentievergelijking (zie ook blz. NA-107)

Yr_,] - (2+v)Yr + Yr+1 =0 (10,33)

met de randvoorwaarden

YO = YN = 00
We stellen

Y = e:LBre

T

Substitueren we dit in de differentievergelijking, dan krijgen we

emiB - (2+vy) + eig = 0
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en hieruit volgt de relatie tussen B en v

cos B = =XV (10.34)

v

De algemene oplossing van (10.33) wordt dan

I = ¢y e:"Br + c, e-iBr.

en deze oplossing voldoet aan de randvoorwaarden als ¢, = -c, en

2ic, sin BN = O, We krijgen de niet-triviale oplossingen voor sin BN = O

ofwel P = 9%‘- met m = 1,2,.00 N1,

Invullen in (10.34) geeft

mn 2+ Vv
COS === = ~—mn
N v

en hieruit vinden we voor de eigenwaarden v van C (omdat Nh = L)

._2 muith

v,o= - 4 sin = . (10.35)

De eigenwaarden p van A B volgen dan uit (10,32)
2 - brsin® B
]L = Py (10.36)

m . 2 mnh
2 + LA sin =1,

Hieruit zien we direct dat alle eigenwaarden p voldoen aan lpml L1
voor jiedere waarde van A > O. Daarom hebben we nogmaals aangetoond dat de

formule van Crank-Nicolson onvoorwaardelijk stabiel is.

We zullen nu ook nog bij Crank~Nicolson de convergentie van de methode
onderzoeken, met behulp van de matrix-methode,

We bepalen daartoe eerst de eigenvectoren van de matrix A"'B, Zoals we
in het voorgaande zagen zijn dit eveneens de eigenvectoren van C.

Een eigenvector van C is de niet-triviale oplossing van (10+3%) behorende
bij een van de eigenwaarden van C, 7oals we hierboven zagen kunnen we de
oplossing welke bij Yo behoort schrijven in de vorm

T = c(e*PT - "3BTy - 536 sin Br

met B =3F . (10,37)
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We hebben volgens (10.35) N-1 verschillende eigenwaarden., De N-1 bijbe=
horende eigenvectoren zijn dus

. mnhr
W_m = (Sln T} m = 1,2,.00,N’1. (10.38)

Deze eigenvectoren zijn lineair onafhankelijk. Ze vormen een orthogonale
basis in de ruimte van de vectoren Hs' De orthogonaliteitsrelaties zijn

(’f.m’!'L)= 0 m#Zn
n N
5 =

Een willekeurige vector U is dan te schrijven als een lineaire combinatie
van de basisvectoren W o9 0P de volgende wijze

N-1
Z (_U_,Em)!mo : (10039)

m=1

H:

=24

Nu nemen we aan dat als beginvoorwaarde op de lijn t = O de waarden

Uio = £ T = 132,000 Net (10.40)

gegeven zijn., Deze beginwaarden vormen voor de vergelijking (10,28) de
beginvector Ho = {vU } , welke te schrijven is als lineaire combinatie

r’o
van de eigenvectoren w (10.39). Dus
N-1
= a w
-0 m—m
m=
waarbij
N
a =2 £ sin ZERE (10.41)
m N ey S L

In coordinaten uitgeschreven krijgen we dan

3=1 mihr
U = a sin ®

Dit is de discrete Fourier-ontwikkeling van de beginvoorwaarde.,

Voor de vector U ;, d.i. de oplossing van (10.27) op het niveau t = sk,
-5
geldt dan

& Ne-1
_ k| s - -]
U =(A'B)" U = 511 a B ow. . (10.42)

m m-m
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Dus de oplossing van de differentievergelijking van Crank-Nicolson
met homogene randvoorwaarden en beginvoorwaarde (10,40) is van de
gedaante

5
N-1  [1-2Xsin? B2 _—
U => a : sin T
Te® @p=1 O ‘mnh L
' 1 + 2Asin? T

waarin de coefficienten a gegeven zijn door (10.41). Vullen we hierin

x =rh en t = sk in, dan krijgen we

t/k
N=1 1-2xsin® BER -
U(x,t) = > a pa—— sin =3= . (10.43)
m="1 1+2Asin -Ei-

Nu geldt t

t 2 mnh
K % log (1-2Asin 2L)v
(1-27»sin2 _Z—L—) = e

waaruit met behulp van het resultaat op blz., NA-118 direct volgt

t -am2n2 t
= 2
lim (1 = 2\ sin? %%%)k = e 2L bij constante A,
Op analoge wijze krijgen we
t a m?n? t
= 2
1lim (1 + 2A sin? %)k =e b
h,k- o
waaruit we tenslotte vinden
t m 2 ?
lim ;3% = e L . (10, 44)
h,k—+o 1+ 2 A sin? ST

A constant

Voor de Fourier~coefficienten van U(x,t) geldt

N-1 N
am = % h.fr sin mrhy =-% Z f sin E%?E .h
r=1 L r=0 r
waaruit volgt
1im a =B =2 | f£(x) sin 2% gx. (10.45)
h-o m m L L
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We zien dus dat de m-de term uit de (eindige) Fourierreeks (10.43) van

U(x,t) convergeert naar de overeenkomstige term uit de Fourierreeks

(10,10) van u(x,t). Verder is N = n

eindige reeks (10,43) gaat voor h - o over in een oneindige reeks, Onder

foid

dezelfde aanname als vroeger, nl. E anI convergeert, kan men dan be-
n=1

wijzen dat U(x,t) - u(x,t) als h,k = o, bij constante A, waarmee dan be=-

L dus &ls h—= o dan N =-» =, dus de

wezen is dat de methode van Crank-Nicolson convergent is voor alle waarden
van A,

We zullen nu nog een expliciete differentieformule behandelen, welke het
voordeel van een impliciete formule heeft, nl., onbeperkte stabiliteit.
Om deze formule te krijgen gaan we uit van de totaal instabiele formule
(10.26), ook wel formule van Richardson genoemd. We vervangen nu in het

rechterlid de term 2U door de som van U en U en krijgen
Try5 T 4S=1 r,s+1

zo de vierpunts expliciete formule van Du Fort and Frankel

= 2A(U )

r,s+1 Ur,s-1 r+l,s Ur,s+’l - Ur,s~1 + Ur-1,s

ofwel

(1+2A) T = aa(u + U Y+ (M=20) T (10,46)

res+1 r+l,s r-1,8 rys-1"°

Het rekenpatroon van deze formule is

L

) s+1

H— 3£ s
3 8~1

r-1 r o

Opmerking. Een moeilijkheid bij de methode van Du Fort and Frankel is
de start. Omdat de functiewaarden op een nieuwe 1lijn worden berekend
met behulp van de functiewaarden op de twee voorgaande lijnen, heeft
Du Fort and Frankel een aparte startprocedure nodlg om de functiewaar-
den op de lijn t = k te bepalen,

In matrix-vorm ziet de formule (10,46) er als volgt uit

AU 4, =BU_ +CU_,. (10.47)

Hierin is A = (1+2A)I en C = (1=2MNI met I = eenheidsmatrix, terwijl
B een tridiagonaalmatrix is met nul op de hoofddiagonaal

£
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@ ] ®
B =
& *® ®
E} o o 2A
o 2n 0
Op dezelfde manier als op blz. NA-105 voeren we in
U
v =8
-g
L

en krijgen dan de vergelijking Is

-4 -1
P = A'B A C
I 0 *

Voor stabiliteit is weer vereist dat voor de eigenwaarden ¥ van P geldt
[pl £ 1. De eigenwaarden-vergelijking is

= P Xé met

1878 =y a7'c
=0
I -3
welke we gemakkelijk kunnen herleiden tot de vergelijking

det(Ap? ~ Bp - C) = O, (10,.48)

De matrix Ap? - Bu - C heeft de gedaante

(1+2A) p2=(1=27) =21 ES

=2Ap (1+20)p2=(1=21) =2An

o o o (10,49)
@ ) —2)\.}1

f{;}— ~2\p (1+23)p? = (1-21)

De hierbijbehorende homogene differentievergelijking is

».- 2- - - -
am Y oo+ { (e20)p? - (1 2N JT - 2hp Y 0 (10,50)

1 1

met de randvoorwaarden
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Stellen we hierin de oplossing Yr = eiﬁr dan krijgen we de betrekking
2 -
cos p = {1r2Mpt=(1-24) (10.51)
L

en de algemene oplossing

Y = c(elBr - e-lBr).

T
Met behulp van de homogene randvoorwaarden vinden we de voorwaarde voor
niet=-triviale oplossingen

sin BN =0 ofwel B = 'T\]._ m = 1’2"000,1“-1‘

Dit ingevuld in de betrekking (10,51) geeft een vierkantsvergelijking
voor

(1+2M)p? ~ LAp cos %}i - (1=2\) =0

welke voor iedere m twee wortels yu, en y, heeft

2\ cos E;;— + V1 - 4225in? m—g—

Pasos ~ T+ ’
Dan geldt m T n
2\|cos 3%] + V1 - KA?gin? 3? 2\ lcos 3?|+ 1
lnl < < <1

1+ 2\ 1+ 2\

als 4 A%sin? %% <1, en

2002 BT 2.4n2 O _ 4y
Tl - V#xcos 5 + (WAPsin? 5= - 1) =W <1

1 + 2A 1+ 2

als 4A? sin? %% > 1.
Dus voor alle eigenwaarden 1 van P geldt |p| < 1. M.a.w. de methode
van Du Fort and Frankel is stabiel voor alle waarden van A> O,

Tot nu toe hebben we als vanzelfsprekend aangenomen dat de differentie-
vergelijking overgaat in de differentiaalvergelijking als de stapgrootten
h en k tot nul naderen, Bij een partiele differentiaalvergelijking kan
zich echter het merkwaardige verschijnsel voordoen (dat niet voorkomt

bij gewone differentiaalvergelijkingen) dat de oplossing van de gebruike
te differentievergelijking wel stabiel is, doch niet convergeert naar

de oplossing van de bedoelde differentiaalvergelijking, maar naar een
andere., We zeggen in zo'n geval dat de differentieformule niet consistent
of compatibel is met de differentiaalvergelijking,




We zullen nu de congistentie of compatibiliteit van verschillende

behandelde differentieformules onderzoeken,

Het verschil tussen differentievergelijking en differentiaalvergelijking
hebben we de afbreekfout (truncation error) genoemd, en het is duidelijk
dat voor een compatibele formule de afbreekfout naar nul gaat als

h,k-» O,

De differentievergelijkingen die we hebben afgeleid voor het warmtege-
leidingsprobleem kunnen we schrijven in de algemene gedaante

L U(x,t) = 0 (10.52)
waarin L een lineaire operator voorstelt, de zg. differentie-operator.

De exacte oplossing van de differentiaalvergelijking voldoet dan aan
de vergelijking

L u(x,t) =T (10.53)

waarbij T de lokale afbreekfout voorstelt. De vorm van T kunnen we
bepalen door gebruik te maken van Taylorreeksontwikkelingen van u(x,t).
Bij de expliciete formule

Ulx,t+k) = U(x,t) a U(x+h,t) = 2U(x,t) + U(x=h,t)
k
h?

L U(X,t) =

vinden we als we de Taylorreeksen (zie blz., NA=114) van u(x,t) invullen

2 2 a3 2 2 bk 26
Lu(X,t) =T = (%’%"“g‘u"'%—a—g* ..')-a(u ?2 b"u 320 9 u+ooo)o
at? at? 3x? ax® ox$

Op dezelfde manier vinden we voor de formule van Crank-Nicolson

N k 3%u . k2?2 a’u
T = (at + 3 + + cee) +

22w, b2 a*u  ht 3% u

a 2
L a(1 +%k 4‘%1{2"&-— + .ac) + ooo)o (10055)

2
De differentiaal-operator (1 +4k -a—t- +4,-k"'~—-— + oo0) komt hierbij overeen
, at?

met het middelen in de t-richting van de centrale differenties,

De afbreekfout bij Du Fort and Frankel tenslotte is

6 2 334 2y h2 a'u k2 32u kY a3

o
""'"‘|‘ ““""""ooo)-a( * ose = = - ~ 9 e o)
e axz 12 g n? gtz  12h? att
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We hebben nu dus de volgende formules gevonden

Expliciete formule

2 2 2 &
Lu_(%_aau)z_(l_gau_ah Gu)

+ see Py
ax? 2 352 12 g2
Crank-Nicolson
2 2 Ak
R TR
ox? dx? ox*

k2 (6311 - _3_?_ b"u
] 2

* a3 )""oco o
3 ox29t?

43

Du Fort and Frankel

2 2 .3 2 b4 2 .2
aa u) - ke 3°u ah? 3'u + ak?é gcu

- + oe0o °
ax? AL

Lu - (%% -
ax* h? at?

In de formule van Crank-Nicolson zien we dat de term U(k) wegvalt,
althans indien de hogere afgeleiden van u(x,t) bestaan. Daardoor wordt

de afbreekfout OCh?) en O(k?), m.a.w., in k een orde beter in vergelijking
met de formule van Laasonen.

Verder zien we dat zowel voor de expliciete formule als voor Crank-
Nicolson geldt dat de afbreekfout tot nul nadert als h,k =+ O, De bij=-
behorende differentievergelijking gaat dus in de limiet over in de be-
doelde differentiaalvergelijking voor de warmtegeleiding., We spreken
in dit geval van consistente of compatibele formules.

Bij Du Fort and Frankel is de situatie enigszins anders. In dit geval
gaat de differentievergelijking alleen over in de differentiaalverge-
lijking als k sneller naar nul gaat dan h. Indien h en k even snel naar
nul gaan, dus als k/h constant is, dan lossen we in feite een andere
differentiaalvergelijking op, nl, de hyperbolische vergelijking

2
Q% - g Q2% o0 4B 0.
ax? pt?

(<%

Het is gemakkelijk in te zien, dat de begrippen convergentie, consistentie
en stabiliteit niet als geheel onafhankelijk te beschouwen zijn. Door
Richtmyer (en John) is bewezen dat de consistentie en stabiliteit veelal
convergentie insluiten,
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11, Elliptische partiele differentiaalvergelijkingen

We hebben in de voorafgaande paragrafen gezien dat bij hyperbolische
vergelijkingen de reele karakteristieken een overheersende invloed heb-
ben op de methode om deze vergelijkingen op te lossen,

Bij de parabolische vergelijkingen waren de karakteristieken wel reeéel,
maar doordat ze samenvielen, konden we er geen gebruik van maken.

Nu in het geval van de elliptische differentiaalvergelijkingen in twee
dimensies hebben we geen reele karakteristieken. De karakteristieken
zijn toegevoegd complex, en dus is er nu ook geen mogelijkheid om ze

te gebruiken bij een numerieke oplossingsmethode.

Ook in een ander opzicht onderscheiden de elliptische problemen zich van
de hyperbolische en parabolische, namelijk dat beginwaarde-problemen
ofwel Cauchy-problemen niet zinvol zijn voor elliptische differentiaal-
vergelijkingen.

We spreken, in navolging van Hadamard, van een goed-gesteld probleem
(well~posed problem) als kleine veranderingen in de gegeven voorwaar-
den geen catastrofale verandering van de oplossing ten gevolge hebben.

" Anders gezegd, een probleem is goed-gesteld, als de oplossing éénduidig
en continu van de nevenvoorwaarden afhangt.

We zullen nu een voorbeeld geven van een probleem dat niet goed-gesteld
is. Het is een Cauchyprobleem voor de vergelijking wvan Laplace namelijk

?%u P?u
LJu . gu
ax?2 ay?

=0 y>O0

met de beginvoorwaarden

u(x,0) = f£(x)
uy(x,o) = g(x).

Nemen we hierin speciaal

f(x) = e—fﬁ sin nx g(x) =0

L]
dan is de oplossing van dit probleem

v

u(x,y) = e '~ cosh ny sin nx.

Laten we nu n naar oneindig gaan, dan gaat f(x) naar nul voor iedere x,
evenals alle afgeleiden van f(x), Was het probleem goed-gesteld, dan zou
ook u(x,y) - O als n - «=; echter u(x,y)—» « voor alle y # O.

Een beginwaarde-probleem voor de vergelijking van Laplacg is kennelijk
een niet goed-gesteld probleem en kan daarom ook geen reele physische
betekenis hebben. Bij elliptische vergelijkingen zullen we dan ook ale
tijd te maken hebben met randwaarde-problemen.

&
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Daarbij spreken we van een eerste randwaarde-probleem of Dirichlet-probleem
als op de rand de functiewaarden gegeven zijn, en van een tweede rand-
waarde-probleem of Neumann-probleem als op de rand de normalé afgeleiden
gegeven zijn. Een probleem waarbij op de rand een relatie tussen functie-
waarden en afgeleiden gegeven is zullen we een derde randwaarde-probleem
noemen,

Als voorbeeld van een elliptische vergelijking beschouwen we nu de
potentiaalvergelijking of vergelijking wvan Laplace

2 2
2% _ 2%u
ox?  ay?
Bij deze differentiaalvergelijking behoort een gebied G begrensd door
een gesloten kromme C, De oplossing van het randwaarde-probleem is de

functie u(x,y) die in het gebied G voldoet aan de vergelijking (11.1)
en op de rand C aan de gegeven randvoorwaarde.

= 0, : (11.1)

De algemene methode om een dergelijk randwaarde-probleem op te lossen
bestaat hierin dat we een rooster over het gebied G leggen, de differen-
tiaalvergelijking vervangen door een geschikte differentievergelijking
op de roosterpunten en het stelsel algebraische vergelijkingen, dat we
op deze manier krijgen, oplossen. Dus het numeriek oplossen van een el-
liptisch probleem komt meestal neer op het oplossen van een groot stel-
sel lineaire vergelijkingen; een onderwerp dat apart behandeld zal wor-
den,

De eenvoudigste differentievergelijking krijgen we door het rooster
vierkant te nemen, d.w.z. h = k,
en de partiele afgeleiden in (11.1) (rob+1)
te vervangen door centrale differen-
ties. Op deze manier krijgen we dan (r=1,B) @8 (F+1,8)

(rys=1)

+ U + U + U - 4y = 0, (11.2)
r+1,8 r=1,8 Ty¢8+7 ry6=1 Try8

Volgens deze differentievergelijking is de functiewaarde in een punt
het gemiddelde van de functiewaarden in de vier dmliggende punten,

De oplossingen van (11.2) hebben eigenschappen welke de oplossingen
van (11.,1), dit zijn de harmonische functies, eveneens hebben.

1), Uit het feit dat de waarde Ur s het gemiddelde is van de vier om=-
$

liggende functiewaarden volgt dat de extrema van de oplossing van
(11.,2) op de rand liggen. Voor harmonische functies geldt eveneens:
de extreme waarden van een op een gesloten gebied harmonische functie
worden op de rand aangenomen,
Ook analytische functies hebben deze eigenschap (maximum-modulus
theorema) .

2). Door herhaald toepassen van de differentievergelijking is het mogelijk

de waarde van Ur s uit te drukken in de functiewaarden van de rand.
?
Hidruit volgt dat de functiewaarden op de rand voldoende zijn voor

het bepalen van de oplossing van (11,2) in het gehele gebied.
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Een harmonische. functie is in ieder punt van een gebied uit te drukken

in de functiewaarden op de rand met behulp van de functie van Green,

De overeenkomstige eigenschap voor een analytische functie wordt gege-

ven door de integraalformule van Cauchy.

3). Uit de eerste stelling van Green volgt dat voor een harmonische
functie ¢ (x,y) geldt

eI -
Jc an ds = O (11.3)

voor een gesloten kromme C, Hieruit zien we dat bij een Neumann-pro-

bleem de waarden van 9@ op de rand niet willekeurig voorgeschreven

on
kunnen worden, maar dat deze waarden moeten voldoen aan (11.3).
Voor de oplossing van de differenties 1 2 3

vergelijking (11.2) geldt iets analoogse
We beschouwen daartoe het speciale geval
dat we de oplossing van (11.2) willen be-
palen in het inwendige van nevenstaande
gebied, als op de rand de normale afge-

leide gﬁ, waarbij n de naar buiten ge- 2 6
richte normaal is, gegeven is,

38 - g(x,y)

ag"‘ g 1Y/ e 7 8 9

We veronderstellen nog dat in de hoekpunten de beide mogelijke normale
afgeleiden samenvallen, m.a.w, dat daar geen discontinuiteit optreedt.

In ieder van de negen punten kunnen we de differentievergelijking opstel-
len. Er zijn drie soorten punten gerepresenteerd door 5, 2 en 1, De dif-
ferentievergelijking in ieder van deze punten luidt als wvolgt,

Voor punt 5

5
Voor punt 2
U, + U3 + U5 + US' - #Uz = 0,
Met Us, s U5 = »Zhga, dit is de discrete voorstelling van de randvoor=

waarde, wordt deze vergelijking

U, + U3 + 2U5 - 4U2 = 2hg2.

Voor punt 1

U2 + Ua, 4+ U,+ + Uq' - 4U1 = O,

Met U2' - Qé = 52hg1 en U4, - U4 = --2hg1 krijgen we

#

2
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De coefficienten-matrix van het stelsel vergelijkingen, dat we op deze

manier krijgen, is singulier. Er is dus geen sprake van een é&nduidige

oplossing. In het algemeen zal er helemaal geen oplossing zijn, tenzi}j

voor de rechterleden dezelfde afhankeligkheid geldt als voor de linker~
leden, Deze voorwaarde is

h. Z gy / (11.4)
m;45

en dit is een simpele differentie-benadering voor (11.3).

Als de randvoorwaarde g zodanig is dat (11.4) geldt, dan is de oplossing
van het differentieprobleem bepaald, op een constante na, Dit is een be-
kend feit bij een Neumann-probleem.

We zullen ons nu gaan bezighouden met het opstellen van eindige~differentie
formules voor het geval wvan de lineaire elliptische differentiaalvergelij=-
king,

2 2 2
a.a L RPN 9 u 4+ C 2’ + e %ﬁ + £ %E + gu=7p (1165)
0x? o xdy ay? y

waarbij b =l4ac < O en de coefficienten a,b,c,e,f,g en p wel mogen afhangen
van X en ¥y maar niet van de oplossing u.

De eerste vraag die zich voordoet betreft de keuze van het netwerke.

Indien we eisen dat het veld opgevuld wordt door regelmatige veelhoeken,
dan hebben we drie typen van roosters. We kunnen namelijk bewijzen dat van
de regelmatige veelhoeken alleen de gelijkzijdige driehoek, het vierkant

en de regelmatige zeshoek een vlak kunnen opvullen

JAVAN

Dit bewijs gaat als volgt. Veronderstel dat de regelmatige N-hoek het vlak
kan opvullen, Als 6 de hoek van de N-hoek is, dan is er een natuurlijk getal
n zodanig dat n® = 2n, Verder geldt de relatie Ng = (N=2)n , Combinatie

van deze twee relaties geeft

-Z—E:::Nm_ 21t
n N

ofwel N2N2 is een natuurlijk getal.

Door invullen van N = 3,4,5,6 zien we dat alleen N = 3,4 en 6 voldoen, Ver=-
der zien we dat voor N > 6 het getal

25 b
Ne2 ©“tN¥a-2

niet geheel is.
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Intermezzo
Symbolische operatorenmethode.

Een lineaire operator L is een transformatie van een verzameling functies
in een andere verzameling functies, zodanig dat geldt

1) I(f + g)
2) L(af)

wrele (11.6)
aLf. e

Bij allerlei differentieformules in de numerieke analyse spelen de volgen-
de lineaire operatoren een rol.

A voorwaartse differentie Af(x) = £f(x+h) - £(x)

V achterwaartse differentie Vf(x) = f(x) - f(x~h)

6 centrale differentie of(x) = f£(x+ %) - f(x-%)

E verplaatsingsoperator Ef(x) = f(x+h)

1 middelingsoperator wf(x) = F[E(x+ -21!) + f(x--g)l

Met deze vijf lineaire operatoren kunnen we op eenvoudige wijze interpolatie-
formules afleiden. Daartoe bepalen we eerst een aantal relaties welke tussen
deze operatoren gelden,

De n-de macht van een operator wordt gedefinieerd op de voor de hand liggen-
de wijze, Bijvoorbeeld

Enf(x) = En-1f(x+h) = ees = f(x+nh),

De inverse van een operator vermenigvuldigd met deze operator levert de iden-
titeit. Daarom geldt

E '£(x) = E 'Ef(x-h) = f£(x~h).
Algemeen definieren we nu voor willekeurige reele o
E%(x) = f(x+qah).

Nu gelden de volgende relaties

A=E-~-1 szi};E-*% (11.7)'

Ve1l-E" p = #HE® + ETF),
De geldigheid van de eerste relatie volgt uit

Af(x) = £(x+h) = £(x) = Ef(x) - £(x) = (E=1)£(x),
Voor de overige relaties gaat het bewijs analoog,
Uit de relaties (11.7) kunnen we nog de volgende afleiden

. A =VE=5E ; 62 =E4+ E ' 2
po = HE = E7) p? = HE + B 4 2) (1.8
1"'2 = 1 + 71..'62
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~ Als voorbeeld leiden we de interpolatieformule van Newton af.

E F(x ) = (1+4) y(x )

f

y(x + ah)

[1+an + (DA% + (DA% + o0 I3(x).

Dus

y(x +ah) = y(xo) + aAy(xO) + (g)A2 ¥(x )+ oo0t (g)Any(xo) + R(x).

Op soortgelijke wijze kunnen we de 1nterpolatieformu1es van Gauss, Everett,
Bessel ete aflelden.

We voeren nu nog de volgende operator in

ar

D differentiaal operator D £(x) = I

waarmee we formules voor de afgeleiden kunnen maken,
Volgens de formule van Taylor geldt
E y(x) = y(x+h) = y(x) + hy*(x) + y"(x) + y"' (%) % 00e

h’D’ n3p 3

21 + 31 + soe J Y(X)

(1 + hD +

R 7(x) o

L1}

We definieren dus de operator ehD door middel van de machtreeksontwikkeling
van de functie ex. Op deze manier vinden we de relatie
E=ehDo )

We kunnen nu ook nog andere relaties afleiden

1D WD
b=Ef - E ?=e2 me 222 simZ .

2
Op analoge wijze geldt
$ = cosh %? o
Omgekeerd kunnen we ook schrijven

hD = 2 sinh™! #8 of hD = log E = log (1+4).

Toepassing

hy! = WDy = log (1+8)7,

2. 1,3
(A-%A + 3A ...)yo.
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De coefficienten nemen zeer langzaam af daarom zijn centrale differen-
tieformules beter. Bl;voorbeeld

b’y = W'D’y = (2 sinh™' %)2y

= (52 = - 1 iy

= (6 126 'l" 906 Boo)y
want de reeksontw1kke11ng van 81nh x, d.i, de inverse functie wvan
sinh x,is

sinh™? x=x-%x3+—ﬂ%x’ cos o

Als we centrale differenties willen gebruiken voor de eerste afgeleide y!',
dan komen we in moeili jkheden als we alleen beschikken over een tabel
van de functie y(x).

hy! = Dy = (2 sinh” %)yo

geeft een ontwikkeling in oneven centrale differenties van y_, en deze
komen niet voor in de differentietabel., Daarom passen we een kunstgreep
toe. In plaats van centrale differenties nemen we gemiddelde centrale
differenties van oneven orde, Deze kunnen we wel uit de differentie~
tabel halen, want

5 2n+1 - ub.bzn - %(E-E-1) ban

We krijgen de gemiddelde centrale differenties op de volgende manier

_ , ] 6
hy! (2 sinn™ %)yo = (1+11."62) %(2 sinh™ -E)p, Yo

] .
(pd = gpb’ + -316 p65...)yo-

Met behulp van bovenstaande formules kunnen we op eenvoudige wijze dif-
ferentieformules voor de afgeleiden vinden. Centrale differentieformu-

les krijgen we met hD = 2 sinh - 3
dy
n _ 2 1 1
—dx%l = i‘ 1.1(6 -36,+'3-6650¢0)yn
a2y v
"'""—I_l':- "'1' (62 ‘1—6 'l""'ab aoo)y
ax? h? ks n
dby
-""'2=~(6~ 6+"E_6ooo)y
dx* n*
en voorwaartse differentieformules met hD = log (14 4)
dy
om ol and el
ax (A 2A+3A..-)y.
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In numerieke processen benaderen we iedere afgeleide door een differen--.

tieformule, die we na een aantal termen afbreken, De afbreekfout, die

we -daardoor krijgen, wordt in het algemeen bepaald door de eerste wegge-
~laten term in de differentieformule., Is deze eerste weggelaten term een

n-de orde differentie, dan is de afbreekfout van de orde h®™, De differen-

tieformules kunnen we dan weer uitdrukken in de functiewaarden. Bijvoor-

beeld
dy 5 -y
—n _ 1 2y _ “n+1” n-1 ,
ax "hv-f’Yn-!-O(h)— 5 + 0(h?)
dy y -y
—n_1 _ “n+1 n
ax f'11Ayh.+ o(h) = = + O(n)
ay
—a_1 | .
ax "hﬂ(ﬁ 663)yn+0(h)
. (11.9)
e _ .
= 325 (Tpao * 8yn+'l 8y, q + Tpp) + O(0Y)
dy _
n 1 2
—n _ 1 1A
dx ~ 2h (2 -% 2)yn + 0(h°)
=t (ey o # by . =3y ) + 6(h?)
2h © “n+2 n+1 n
en voor de tweede afgeleide
ay Yy -2y + ¥
n _ “n+d n e | + O(h?)
dx? h?
(11.10)
d%y -y + 16y . = 30y + 16y . -y
n . m2 B+ e n=1  Tn-2 | g(nd).

dx? 12 h?

Voor de partiele afgeleiden kunnen we gelijksoortige formules geven als
voor de gewone afgeleiden, bijvoorbeeld

9 1 3

bz =B D = RO, = ZT Rl + oo
n? 22 _pmpz 22 L oy
3 x? X x 122 "x eee

waarbij de index aangeeft welke variabele beschouwd wofdt.
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Dus
| aU¥ B 1
—Ts8 _ -
Ax h (Ur+1,s Ur,s) + 6(n),
aUr s 1
T8 _ - 2
ax 2h (Ur+1,s r-1,s) + 60,
Evenzo geldt
0T 4 .
—_—aB
3y % Up,ee1 ™ Up et * d(x?).

Voor de gemengde tweede afgeleide geldt

OZUr s 3 GUr s 1 1 1,
= x soo - eeoe P
axay 2x\37 /)" B Px0 - 28 o) i P8 =g 85 e )T,
Voor h = k krijgen we dan
62Ur s 1
82 . - _ . '

Einde intermezzo.

We passen de centrale differentieformules toe op de lineaire partiele
differentiaalvergelijking (11.5) waaruit de gemengde term weggelaten is,
dus b = 0, Door van iedere formule alleen de eerste term te nemen krij-
gen we

J—[(a + % eh) %1, t (a = %eh) %15 J+

h2
1 H
+ - [(c+%fk) L +(c = 31k) u, ., 51 1+ (11.11)
rys+1
2c

-'( -8‘) ‘llr's-l-Cur's._p.
Als we de term C a, ,5° de afbreekfouf,
weglaten krijgen we dus een vijfpunts- refl.s rls 1.8
formule, De coefficienten a, ¢ etc. moeten ! b !
berekend worden in het punt (r,s). De
operator C heeft de gedaante Ty 8=
C = " a( =5 8. + 55 90 ...)+eh( gv- LI 30 L eee)} +

* 2 (o~ s 62+ = )+ Be(-Fp 82 + 55 .63 o00)) (1112)
k2 12 %5 * 90 °x *°° -2 36 .
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De vorm (11, van de lokale afbreekfout in de vijfpuntsformule kunnen
we gebruiken als we in tweede instantie een nauwkeuriger resultaat wil-
len krijgen door hogere differenties mee te nemen. Maar in andere geval-
. len hebben we liever een afbreekfout uitgedrukt in afgeleiden,

We kunnen bijvoorbeeld schrijven

4
au au(ﬁ"y ) )

6211 = h2 ___,_L_r5+_1_h'* R - 2 (11.13)

X T,y8 2 12 ax"

dx

waarin x_~h < £, < xra-h en de vierde afgeleide continu verondersteld
wordt,en

du fu, y. )
p_bu = h —IeB %’h’ —2e (11.14)
X X 1,5 3 x 3%’

waarin Ey tot hetzelfde interval behoort en de derde afgeleide continu
moet 213n. Met de gelijksoortige formules voor de y-differenties vinden
we voor de afbreekfout in (11.11)

O"u(§1,ys) 1 a;u(zzsys)

c = =h?{— a ——= e ——— } +
%, 12 . o 4 ; ax’ (11.15)
*ulx_,1n,) ’u(x_41n,)
k2 é% c - x? v + % £ —x’ d(n?) + 6(k?.
ay" ax’

Als b # 0 in (11,5) dan benaderen we de gemengde tweede afgeleide door de
differentieformule

2 - -
0 ur,s _ ur+1.s+1 ur-1.s+1 ur+’|,s-1 + ur-1,s-1 + T

dxdy bnk

(11, 16)

nmet de afbreekfout

a"u(Z; 1) %u(E, 4 ny)
T = % h’-————;———— + % k? ———— = 6(h?) + d(x?
x'dy dxoy
Hierin is xr—-h<§3,§,'<xr+h en ys—k<n,,n,‘<ys+k.

We zien dat als de gemengde term

. a1 s r.s+1
in de differentiaalvergelijking r-1,5+1 . T+ 715+
(11.5) voorkomt, de differentie-
formule een negenpuntsformule is, re1y8 13 r+1,8
L]
rely8=1] 1,8k r+1,8=1

Opmerking. Het is wel mogelijk door een coordlnatentransformatie de ge-
mengde term te elimineren en daardoor de eenvoudigere vijfpuntsformule
te gebruiken, maar dit is niet altijd een voordeel.

Vaak is de randkromme simpel, bijvoorbeeld een rechthoek evenwijdig aan
de assen., Door de coordinatentransformatie gaat deze eenvoudige vorm dan
verloren,

&

In verschillende belangrijke partiele differentiaalvergelijkingen met een
simpele differentiaal operator, zoals de vergelijking van lLaplace of de
vergelijking van Poisson
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2
9x? Ay 2

kunnen we de lokale afbreekfout reduceren, door een relatief klein
aantal punten meer op te nemen in de eindige differentieformules.
Daartoe is het noodzakelijk dat de stapgrootten in beide richtingen
dezelfde zijn, dus h = k.

Verder zullen we hierbij gebruik maken van de symbolische operatoren
. methode,

Omdat zowel de differentiaalvergelijking als het rooster symmetrisch
is in x en y beschouwen we de volgende symmetrische sommen

8, = ur+1,s * ur—1,s ¥ ur,s+1 + ur,s—'l

S = w

2 uJr+1,s+1 ¥ ur+1,s—1»+ ur-1,s+1 * ur-—1,s-1
S

=u +u + 1 + 1
3 T+248 r=2,85 T4y65+2 T o 8=2

waarvan de punten respectievelijk op afstand h, hV2 en 2h van het cen-
trale punt (r,s) gelegen zijn.

Met behulp van de relatie E = ehD kunnen we deze sommen als volgt schrij-
ven .

- x x y y _
S, = (e +e +e ‘+e )ur,s 2(cosh hD_ + cosh hDy)ur,s
h2D? h"D; h?p? h"Dy"
= 2(1 + 51 L ) + o006 + 1 % 51 s Tl + ono)u

T8
- 2¢n 2 2 5 ? 2 y2 _ 22
=[hk + 1 (D + D ) ¢ 12 h {(Dx + Dy ) 2Dx Dy.} +

+ 3‘%‘6 B (D2 + D2)% - 3(D + D2 DI D2} 4 eesdu, . - (11.18)

Voor de tweede som vinden we

S (4 cosh hD .cosh hD )Ju

2 x T reB

i}

2,n 2 2 1. bppn2 2y 2 2.0 2
(4 + 2n (Dx + Dy) +Z h ((Dx + Dy) * #Dxmy } %

14,6 2 243 2 2yn 272
+ 755 b (D2 + Dy) * 12(1)X + Dy)Dny}q. oee ]ur,s, (11.,19)
Op dezelfde wijze vinden we voor de derde som
= 2(p2 2 Lo 2 2y2 2n2
=[4 + 4h (Dx + Dy) * 3 h {(DX + Dy) 2Dx1)y}+
. 8 . 6rrne2 3 2 2y n2n2
+ L5 b (D2 + Dyz). - 3(D 2 + Dy) D2Ps }o oee ]ur’s. (11,20)
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Nemen we uit S, alleen de eerste twee termen, dan krijgen we de eerder
genoemde vijfpuntsformule,namelijk :

= ) = 2
S’ u:l'+’l,s+"1:z~-'l,s+u:r*,s+1"'u::-,s--'l ll-ur’ +h (D +D2)u T,8 cur,s
ofwel
1
D2 D2 = — -
( * y)ur s hg(ur+1,s*'ur-1,s"ur,s+14'ur,s-1 uur,a) + 1T

met de afbreekfout

1 .2 2y 2 2.2 &
T =35 h {(D y) ZDny}ur,s + d(nM). (11.21)

Nu geldt voor de vergelijking van Laplace

(D2 + D2)u = 0.
x ¥ re8

Dus in dit geval is de afbreekfout T (11.21) van de vorm

_ A, 2242 5
T = =zh Dnyur s * g(n®). (11.22)

Voor de vergelijking van Poisson (11.17) geldt

2 2\ 2 - 2 2
(Dx + Dy) U5 (Dx + Dy)i’r’!3

en daar f(x,y) gegeven is, is deze uitdrukking te berekenen., De afbreek-
fout T is dan in dit geval eveneens van de vorm (11.22). Het wegvallen
van een gedeelte van de afbreekfout (11.21), geeft geen verbetering in
de orde van de fout; deze blijft h?,

Door een combinatie wvan S, en S te nemen kunnen we de term D;pzur 5
elimineren, Daartoe moeten we nemen Ty

4s, +8, = (204 6n°(D24D%) +#0* (D2 4+D2) +6(u) Ju,

waaruit volgt

2 . - __ 2 8
(D2 '*Dy)ur,s = o (4s, +8, ZOur’s) =5 h? (D -+D ) U g ¥ d(n*). (11.23)
Ook hier geldt dat (D’ + D;) U s verdwijnt, resp. te berekenen is.
Dus de afbreekfout is in dit geval g(h*), Het is zelfs nog gunstiger
want men kan gemakklijk inzien dat ook de term met h* verdwijnt, resp.

te berekenen is, dus de afbreekfout is ¢(h®),
De gevonden formule (11.23).is de negenpuntsformule, Deze formule is

voor de vergelijkingen van Laplace en Poisson dus een zeer nauwkeurige
fprmule. s
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Een andere formule die ook negenpunten gebruikt krijgen we door een
comﬁinatie van S, en S; te nemen. Voor de combinatie 165, = S; kan

men eenvoudig bewijzen dat de term Dnyu geelimineerd wordt, en
dat de afbreekfout dezelfde nauwkeurlgheid heeft, dus dkh ). Deze
formule heeft echter het grote nadeel dat aan de randen punten buiten
het gebied meegenomen moeten worden. Dit in tegenstelling tot de ne=-
genpuntsformule (11,23), die daarom ook de voorkeur verdient,

Soms zijn we niet geinteresseerd in de oplossing van de differentiaal-
vergelijking maar willen we een van de afgeleiden weten, We leiden
daarom ook nog een uitdrukking af voor de gemengde tweede afgeleide,
We veronderstellen het rooster weer symmetrisch in x-en y~richting,
dus h = k, en gebruiken de symbolische operatorenmethode. We gaan uit
van de benaderingsformule voor de gemengde tweede afgeleide op blz

NA~ 140 en krijgen dan

Ln? ur+1,s+1"ur—1,s+1i'ur-1,s~1'-ur+1,s-1

L cinh BD .sinh hD_ u

h? x Yy T8
KD’ n’p?

= == h-D XX hD + eoe '

h"’( + 31 + )( 5 -—-13! + )ur’s

zodat
2 (u - u + U -u
L2 r+148+1 r~1,8+1 TeTy8-=1 r+1y8=1
L
2(n2 2 2 2y2, JIp2p?

D_D [1+gh(D +D)+120h {(D +D) 3Dxpy}af...}‘jur’s

(11.24)

hetgeen in overeenstemming is met (11,16),

Indien nu ur,s ﬁ;ﬁdoet aan de vergelijking van Laplace of Poisson dan
kunnen we 3;3; berekenen uit het linkerlid van (11.2?) en evens
tuele bekende grootheden met een afbreekfout van de orde h

Is ur,s niet de oplossing van de differentiaalvergelijking maar van een
differentievergelijking die de vergelijking wvan Laplace, resp., Poisson,

benadert dan geldt niet meer

2 4+ D2)u =0 resp. = f
(Dx + y) - ‘ ) r,s
maar wel
2 - 2 . F(n?
(D + Dy)ur,s g(nh?) resp fr,s + g(h?)
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a2

zodat ook in dit geval 3 %y verkregen wordt met een afbreekfout van

de orde h*,

Een aantal driedimensionale problemen is terug te brengen tot twee~
dimensionale doordat er symmetrie aanwezig is, Is het probleem rotatle—
symmetrisch dan werken we graag met poolcoordinaten,

Daarom beschouwen we de vergelijking van lLaplace nu eens voor de pool-
coordinaten

X = p cos 8 y=p sin ©
2 2 2y 2
Q+.Q_u=-ﬁ_+1_sig+_1__f’_3=o, (11.25)
ax? ey? ap? P P p? 262
Bij rotatie-symmetrie geldt Yge = 0 en dan wordt de vergelijking
2 1

dp? p 3p

Voor het bepalen van de eindige differentieformules nemen we in het
(ps 8)=vlak een rechthoekig rooster., Dit geeft in het (x,y)-vlak het
volgende rooster

i (py8)-vlak (x,y)=-vlak]

p r+lly8 r+1,k
AN /

s
Yys5=1 T8 ris+e] \\ r, B R
N, rd
r,8—1 N 7 I‘,S-I-']
rely8 : s r=1} & .
1 -, s

ni r=1y8=1 . o r=148+1
k 6-—-7 » ‘\\/,
Er gelden nu de volgende formules
- 2
upp - h? (ur+1,s 2ur,s + ur—1,s) + 8(n?)
en
1 1 2
o %o T 2pn (ur+1,s - ur-1,s) + 0(n ")
= ——(u - ) + O(h2)
2rh? r+1,8 r-1,
S S 2
pz‘Pee - (rh)? k2(ur,s+1 2ur,s + ur,s—1) + 8k,
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Voor de Laplace vergelijking in poolcodrdinaten vinden we dan

7

1 1 1 1. 1 1
U += U _+= U, = — [ u + u + (14=)u +
PP P P p? 0O n?  p2k? T o5+ P22 r,sfj 2r r+1,s

1
+ (1 -Zr)ur-‘l,s - 201+

Ju J+ (h?) + d(k2),
r2x? T8

(11.27).

We zullen deze formule bijvoorbeeld ook gebruiken als de rand eenvoudig

is in poolcoordinaten, Bij de rotatie-symmetrie is L. onafhankeli jk
?
van 8 en daardoor vereenvoudigt (11,27) tot '

d - A , 2
LI ” [(1+2r)ur+1,s Zur’s + (1-2r)ur-1,s] + 0(h?) (11,28)

Het probleem is alleen zinvol in de buurt van de oorsprong als voor p = O

of r = 0 geldt gz = 0, Is dit het geval dan moeten we bij de differentie-

formule u = 1u nemen; dan is
1,8 -1,3
(u__+ 1, =2 (4 -u )+ 8(n?Y (11;29)
PP P PTPO L 1,8 0,58
hetgeen volgt uit
u
(p )p o (upp)p=o hz(u118 Zuo’s + u_1’s) + g(n*).

Behandeling van de randen

Tot nu toe hebben we steeds gebieden beschouwd van rechthoekige vornm
waarbij de randen evenwijdig liepen aan de coordinaat~assen. Verder ver-
onderstelden we dat h en k zodanig gekozen konden worden dat de randen
samenvielen met lijnen van het rooster. Indien h en k verschillend mogen
zijn is dit altijd mogelijk, zodat een vijfpuntsformule zoals op blz,

NA= 140 , of een negenpuntsformule voor een vergelijking die de gemengde
tweede afgeleide bevat, altijd gebruikt kan worden met een lokale afbreek=-

fout 0(h?) + 6(k?) in ieder punt, :

Voor de speciale negenpuntsformule (11,23) moeten we veronderstellen dat
h = k om de afbreekfout G(h6) te krijgen. In dit geval kunnen de randen
alleen maar samenvallen met roosterlijnen als de lengten van de randen
een simpele verhouding hebben.

Is de verhouding van deze lengten niet geschikt dan zullen we een rooster=
1lijn hebben waarvan de afstand tot de rand kleiner is dan h, We kunnen
dan nog wel soortgelijke differentieformules vinden voor de punten dicht
bij de rand, maar de lokale afbreekfout wordt van lagere orde in h en k3
bijvoorbeeld van &(h') tot H(h) voor de speciale negenpuntsformule. In
zo'n geval is het niet erg zinvol om zeer nauwkeurige formules te gebrui-
ken in de punten die verder van de rand liggen omdat deze nauwkeurigheid
toch niet overal te halen is. Men zou in zo'n geval bijvoorbeeld de eis

h = k kunnen laten vallen,




Veel erger wordt het als de randen
niet meer recht zijn, maar gekromd
zoals bijvoorbeeld in nevenstaande
figuur, Als we de vijfpuntsformule
gebruiken dan zijn de punten 2 en 5
normale inwendige punten.,B en C
zijn randpunten. ‘
De afstanden OB en OC zijn fracties
van de stapgrootten h en k.
We stellen daarom
OB = g,h

oC = n,k

1

Hierin zijn 0 < £, < 1, =1< 1, < 0
zijn om de afleiding van de formule
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B

(11.30)

a—
-

s terwijl z, 1 en 7N,= 1 ingevoerd
zo0 algemeen mogelijk te houden.

We beschouwen het geval van een Dirichlet probleem. Dan zijn uB en uc

gegeven, We bepalen de afgeleiden in het punt O met behulp van de

Taylor-ontwikkelingen

du (£4h)? a%u (z,0)? a*u
'uB = uO + (511'1) axo + 51 9+ 31 }O + ooe
ax? : X
du (,h)? 8%u (g,n)> u
u3 = uo + (E’h)axo + CZ! 2 + E;, 2 4+ o600 @
ox? YooY
du
Om de eerste afgeleide te krijgen elimineren we ; en krijgen dan
ax
du &y = ¢
1 g, 1 2 L4
e = e | §—g = u,} + oln?),
X h g, (g, +2,) Up 2.8, © £z, + :2) 3

ou
Door eliminatie van 5;9 vinden we

2
2 uo _ 2 1
ax?
1 a3uo
+ 2 h(E, - %)
3 2 ox

— 1
—h2{51(§1 +§2) uB E1E2 u°+52(€1 +§2),u3

+ @(n?).

(11.31)

} *

(11.32)

Soortgelijke formules kunnen we ook afleiden voor de afgeleiden van u

naar Ve
We merken op dat in de afbreekfout

een term O(h) voorkomt als Z,#Z,.

Het formeren van het systeem differentievergelijkingen wordt een moeizaam
karwei, Voor de negenpuntaformule wordt de zaak nog gecompliceerder,

Een andere mogelijkheid is de standaard differentieformule alleen te ge-
bruikepn in die punten die omgeven zijn door inwendige roosterpunten, en
de punten, die dicht bij de rand liggen, te benaderen door interpolatie.
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Op deze manier worden de randvoorwaarden verwerkt in de roosterpunten
die dicht bij de rand liggen. In bovenstaande figuur, bijvoorbeeld,
‘bevat de vijfpuntsformule in het punt 3 het punt O en de waarde in dit
punt O kunnen we uitdrukken in de waarden in de punten 3 en B door
lineaire interpolatie

Equ, + E u,
- 3 2
u = L, + d(n?) (11.33)

of door een kwadratische interpolatie die het punt 5 gebruikt.,

Een derde mogelijkheid is om ook in het punt O aan de differentiever-
gelijking te voldoen, Daarbij maken we gebruik van het uitwendige punt
1 De waarde u, kunnen we uitdrukken in up en uo of in Upy U, en u3

door lineaire of kwadratische extrapolatie. Deze laatste methode geeft
effectief dezelfde formules als die welke we hebben afgeleid uit (11.31)
en (11.32)

We beschouwen nu het geval van een Neumann-probleem,

Als op de rand de normale afgeleide (of een combinatie van functie en

normale afgeleide) gegeven is, dan is het probleem van de verwerking

van de rand nog gecompliceerder., Voor een rechthoekig gebied zijn nog

wel betrekkelijk eenvoudige formules af te leiden, doch de afbreekfout

zal dan weer groter zijn dan in inwendige van het gebied.

In nevenstaande figuur bijvoorbeeld CY R

wordt de rand gevormd door 204, en !

op deze rand is de normale afgeleide :

gegeven. In het punt O geeft deze |
i
I
i
i

normale afgeleide een relatie tussen 3 Srmm e
u, en uz, De vijfpuntsformule in
het punt O bevat dus geen uitwendige
punten en de afbreekfout is van de=-

zelfde orde, dus ¢(h?), Voor de negen- L.J '
puntsformule echter reduceert de lokale afbreekfout g(h*) in een in-
wendig punt tot ¢(n?) in een randpunt,

Voor gekromde randen is het probleem wveel gecompliceerder, daar de
richting van de normaal zelden zal samenvallen met een rechte van
het rooster.

Voor dit probleem zijn twee methoden in gebruik., De eerste methode leidt
tot eenvoudige, doch onnauwkeurige formules, de tweede methode geeft
grotere nauwkeurigheid ten koste van veel gecompliceerdere formules.,

De eerste methode introduceert uit-
wendige punten zoals punt 1 en punt
L in de vijfpuntsformule voor het

punt O, Deze uitwendige punten wor- 2 |
den met behulp van de normale afgeleide

op de rand uitgedrukt in inwendige c B
punten en daardoor geelimineerd uit

de dif{erentieformule. 3
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Bijvoorbeeld voor punt 1.

We trekken de normaal uit het punt 1 op de randkromme., Het snijpunt

noemen we B, Het snijpunt van de normaal met de rooster-lijn 02 noemen
] : Su, = u

we C, We benaderen in door —J—E—~— waarbij m de afstand van 1 tot C is.

U vinden we door lineaire interpolatie uit u o en u,. Daarmee hebben we
]

dus u, uitgedrukt in 3n 0 U, on Uye De differentieformule in het punt O
is natuurlijk zeer onnauwkeurig vergeleken met de formules in punten die

verder van de rand liggen,

De tweede methode is meer bewerkelijk,
We geven hier alleen de resultaten,

We passen in O de vijfpuntsformule toe.
In deze formule is alleen het punt 1

op de 1lijn OA uitwendig. )

We trekken in A de normaal n die een
hoek a maakt met de horizontale roos-
terlijn, en de raakvector s.

Overal op de randkromme is o, Begeven. 1 o A\ 1
We beschouwen speciaal dezafé;1eide van
ou 0°u
on langs de kromme, dus 3s0n °
Nu geldt iy
3 3 . 3 d Y 2
= = Py = L = . £ 11,
%n cosa - + sina 3o enaé sina g + cosa o (11.34)
dus
a2u 8%, é’qA a*u,
- 2 )
35in = (cos ?a~ sin?q) 373, + cos a sin al - ) +
son ’ Y byz ax2
ou ou
o 20 %Y (pin o —2 o A
+ (sn.nocax cosa ay)(sn_na o cos a5 e (11.35)
In het bijzonder geldt
O . Sa _ _8a_ _ 1
sina 37 - cosa 0y - a5 = >

waarbij p de kromtestraal is van de rand in het punt 4,

De vijf partiele afgeleiden van u naar x en y die in (11.35) voorkomen
kunnen we uitdrukken in de afgeleiden in het punt O en de afstand OA = Eh.
We doen dit met behulp van Taylor-ontwikkelingen, bijvoorbeeld

du ou 3%u , 0’u
————axA = '-'—-axo + (Eh) 2 o (g}'l) o + o000 ® (11036)
0x? * 0x3
, au 2%u
: A

Daarmee kunnen we

in het punt O,
Drie andere relaties vinden we door U, u3,en u, uit te drukken in u

3n en 3son schrijven in termen van de afgeleiden

en de afgeleiden van u in het punt O, De gegeven differentiaalvergelijking
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tenslotte geeft ook nog een vergelijking, Aldus verkrijgen we zes ver-
gelijkingen waaruit we de vijf partiele afgeleiden in het punt O kunnen
elimineren, Daarmee hebben we een eindige differentieformule voor de
differentiaalvergelijking gevonden in de grootheden u 4, u_ , u,y W, en
de gegeven randvoorwaarden. ° 2 3 &

Voor het speciale geval van de vergelijking van Poisson (11.17) wordt deze
differentieformule ’

, 2
2 (au, + buy + cu, ~ beu ) - gf_ + jﬂpggé +q 2 = d(n) (11.37)
w2 2 > * ° o h-an agon :

waarbij f  de waarde van f£(x,y) in het punt O is en

1+m? ZhpViem?

a=1m4+ 2 )
1 - m? A 1-m
N1+ m?
b = 2(1 + QE.___liLE_)
PA 1 = m?
2 V 2
c=1+m+2z1_t£._§£m (11.38)
1 = m? PA 14+ m

1+ m?  rh m2V1+m?
l+m nvl+m®
1-m Pa 1 «nm?

2

g=1+.__.2_€__ p=2V1+m5 q_.:_zcm.:‘_.'_'l'_m_

1 = m? ' 1 - m?
m= tan a e

We zien dat de totale afbreekfout van de orde h is, dus van dezelfde orde
als bij het Dirichlet-probleem, waarbij we de formules (11.31) en (11632)
gebruiken voor punten dicht bij de rand.

We beschouwen nu het speciale geval a = O,

deWeZo de nmormaal in A valt samen met een

roosterlijn. Dan is m = O en de formules 2
(11.38) worden eenvoudig

=14+ 2E

=2

1+ 2¢

14+ £

14+ 2 pr=2 4aq=0.

il

a
b
¢ =
e
g

De differentieformule (11.,37) wordt dan

4

W

(@]

(=]
~

"y

1




i; {((1+28)u, + 2u; + (1+28)u, - ’+(1+E)u0] =

5 0u (11439)

= 2 _4A

=

Veronderstellen we bovendien nog £
het punt O, dan krijgen we

1}

0O, m.2.w, het punt A valt samen met

1 2 auo

;;'(uz + 2u; + u, = ’-I-uo)= fo - EE— + g(h). | (11.40)
Deze formule kunnen we ook krijgen door in de vijfpuntsformule voor
het punt O

1 2

;; (u, + u; + u, + u,y - 4u°) = £+ g(h?) (11.41)
te substitueren
u - u, auo $en? auo 5

s =5 * 6(b")  ofwel uy = 2h 5= + uy + 907,

Ook voor £ # O kunnen we (11,39) uit de vijfpuntsformule (11.41) af-
leiden, In dit geval geldt

du, 0wy, ou a’uo ,
3n - - % +Eh, 2+d(h)
] ox
u, - u u, = 2u_ + u
L A o %, d(n?)
2h h?
(1+28)uy = 4gu + (2 = Nuy,
= + ¥(h?)
2h
dus
on %y L¥ 1 .- 28 3
u, = + u_ o+ u, + g(n?), (11.42)

1 1+2f 3n 142 o 14+ 2 73

Vullen we deze uitdrukking in (11.41) in dan krijgen we (11.39).

Opmerking. Als m = 1, dus-als o= % , dan hebben de formules (11,38) geen

betekenis, Door in dit geval de gehele vergelijking (11.37),
dus alle coefficienten (11,38), met m=1 te vermenigvuldigen
en vervolgens m = 1 te stellen krijgen we de differentiever-

gelijking
R, CY N +-1—1—V_2—u3+2u,.-1+(1+-l_1- [Zz)u ]=
. h? Pa 2 Py Pa °
? u, g
=Lf + 2L 259n * (n). (11.43)
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We zullen deze formule aan een speciaal
geval controleren, Daartoe nemen we in 2%
de buurt van A een rechte rand en £ = 1,
dan gaat de randkromme door het punt 1

en A = O, B8 a2
Pp -
Formule (11,43) wordt in dit geval — ¢
3 1=A
u,
-1-1-;(211 + 2u, - 4uo)=fo+2 750m +d(n).
(11.&‘1"’) 4'

Ook deze formule kunnen we rechtstreeks uit de vijfpuntsformule (11,41)
afleiden, door gebruik te maken van de voorwaartse differentie benadering

%, U, =uy-u;+u,
rrrrla + 6(n)
2V 2h2
dus
3 2u,
U = u, +u, - u,; - 2h? 3oom * d(n’),

Vullen we deze uitdrukking in (11.41) in dan krijgen we (11.44),

Om de convergentie van een differentiemethode te onderzoeken beschouwen
we het verschil van de eindige d1fferent1e-op10551ng en de exacte oplos-
sing van de differentiaalvergelijking

s = Up,s " u(xr,ys). : (11.45)

e, g noemen we de discretiseringsfout of afbreekfout van de oplossing .
$
De differentiemethode is convergent als e. s 0 voor h,k - 0O,
9
We nemen het geval van de algemene lineaire vergelijking (11.,5) met als

differentieformule de negenpuntsformule

2 o+ £ u’ + a._e u PR - T £ u [ - L u o+
n? Sh r+1,8 n?  2h r=148 k2 ok T e85+ k2 Sk T, 5=

b
* Ehk(ur+1,s+1 T PSP [ DS ur+1,s-1) + (11,46)
Zé 2¢
(hz 2 g> T,8 Ty8

L heet de eindige differentie-operator. De lokale afbreekfout van de dif-
ferentleformule noemen we T,

i




Dan luidt de differentie-vergelijking

Lu _=p (11,47)
en de differentiaalvergelijking
L u(xr,ys) =p+ T, (11.48)

Dus de fout in de oplossing €. s voldoet aan de vergeliljking
9

L e = T, (11049)

Voor een elementaire behandeling van de convergentie moet geeist worden
dat de differentie~operator L van positief type of tenminste niet-negatief
type is, voor voldoend kleine waarden van h en k. Hiermee bedoelen we

dat het teken van de coefficient van L verschillend is van de tekens

van alle overige coefficienten in (11,46),

Deze voorwaarde is vervuld als b = O, want a en ¢ hebben hetzelfde teken
omdat de vergelijking elliptisch is, en de termen waarin a of ¢ voorkomen
zijn voor kleine waarden van h en k overheersend.

Verder moet geeist worden dat de matrix behorende bij de operator L

diagonaal-dominant is,; d.w.z. de coefficient wvan L S is in absolute
$

waarde niet kleiner dan de som van de absolute waarden van de overige
coefficienten en in minstens &én geval zelfs groter., Dit is bijvoorbeeld
vervuld als b = O en het teken van g verschillend is van het teken van

a en cCc,

Als aan deze twee eisen voldaan is dan heeft de oplossing van Lu= O met

u gegeven op de rand de eigenschap dat het maximum en het minimum niet

in het inwendige maar op de rand van het gebied liggen; want iedere waarde
is een gewogen gemiddelde, met positieve gewichten, van omliggende waarden.
Hieruit volgt direct dat als de randwaarden nul zijn, zodat de vergelije
kingen werkelijk homogeen zijn, de enige oplossing de nuloplossing is,

Dan is de matrix van L niet singulier, dus bestaat de oplossing van het
inhomogene stelsel vergelijkingen en deze oplossing is é&nduidig.

Deze feiten maken het mogelijk in sommige gevallen convergentiebewijzen
te geven. Bijvoorbeeld kan bewezen worden dat de vijfpuntsformule voor
de vergelijking van Laplace in een rechthoekig gebied als op de rand de
functiewaarden gegeven zijn, een fout geeft die niet groter is dan
g(n?) + d(k?), mits de vierde partiéle afgeleiden van de oplossing be-
grensd zijn.

Een bewijs hiervan is gegeven door Kantorowitz en Krylow. Voor gebieden
met gekromde randen heeft Collatz een bewijs gegeven waarbij voor punten
dicht bij de rand benaderingen zoals (11.33) gebruikt worden,
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Om een eerste benadering van de oplossing te verbeteren hebben we,
evenals bij de gewone dlfferentiaalvergellJklngen, in het algemeen
drie methoden,

De eerste methode bestaat eenvoudig uit het verfijnen van het rooster.
Deze methode is echter zeer tijdrovend. Halvering van de stapgrootten
heeft tot gevolg dat het aantal vergelijkingen vier keer zo groot wordt.
Op deze manier wordt het aantal vergellaklngen na enige verfijning ont-
stellend groot,

De tweede methode staat bekend als de deferred-correction methode. We
zullen deze methode bespreken aan de hand van de gewone differentiaal-
vergeli jking

y" o+ £y + glx) y= k(x). (11,50)

Met behulp van centrale differentieformules, zie blz NA-138, kunnen we
(11.,50) als volgt schrijven

S ’ v - 2 32
yb+1 2yn + yn--‘l + %Ilfn(yn+1 yn yn-1) + b gnyn + Cyh b kn
ofwel
(1+4nf Jy, . - (2=-n?g )y + (1-4hf )y . + Cy = bk (11,51
waarbij
C = (-’Té’b'. +'9'66 ...)-!-hf (-g}lb)'!"é% ooo)o (11052)

Als nu twee beginwaarden yo en y, gegeven zijn en de term Cyn verwaarloosd
wordt, dan kunnen we v, in opeenvolgende punten berekenen met bovenstaande
recurrente relatie (11,51), Op deze wijze vinden we de eerste benadering

(1) . (1) (1)

s Met de differenties van T, berekenen we de term C Y, o als be~
naderlng voor de waarde C T We wullen C Yn in (11.51) in, en berekenen

)
dan uitgaande van dezelfde Y, en ¥y een nieuwe benadering y o Dit proces
kan op dezelfde wijze worden voortgezet tot het verschil in opvolgende be~

naderingen voor I, voldoende klein is,

De correctie formule voor de nieuwe benadering kan geschreven worden in
de vorm

™
n

- - h? - =
(1+-§-hfn)nn+1 (2=h gn)nn + (1 %hfn)nn-,‘ + Cy 0

metq =t}.1=oo

(w1 _ (v)

Dan is de nieuwe benadering y n + mﬁ.
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De berekening van(Jynvoor kleine waarden van n vereist dat we y 0 J 2,etc

kennen. Deze berekenen we door de recurrente betrekking (11.51) in omge~
keerde richting toe te passen.

Ook bij de partiele differentiaalvergelijkingen kunnen we de afbreekfout
uitdrukken in differenties van de oplossing,.

Evenals bij de gewone differentiaalvergelijkingen kunnen we met de oplos-
sing van de differentievergelijking benaderingen voor de differenties,

en dus voor de afbreekfout berekenen en deze in de vergelijking inwvullen,
Op deze wijze verbeteren we de oplossing op hetzelfde net.

Een nadeel van deze methode is dat in ieder punt differenties in twee
richtingen bepaald moeten worden, hetgeen tot veel werk aanleiding kan
geven, '

Een derde methode welke soms met succes toegepast kan worden is de methode
van de deferred approach to the limit. (zie ook blz NA-38),

Ook deze methode demonstreren we eerst aan de hand van een gewone differeh-
tiaalvergeli jking

y"' = £(x,y). (11.53)

Een benaderende oplossing krijgen we uit de eenvoudige eindige differen-
tievergelijking

82y = h2f(x,y). (11.54)
We noemen y(x) de oplossing van de differentiaalvergelijking (11.53), en
y(x,h) de oplossing van de differentievergelijking (11.54). We veronder-
stellen dat de afrondingsfouten verwaarloosbaar zijn, dat de oplossing

zich fatsoenlijk gedraagt en dat de stapgrootte h voldoende klein is,
zodat voor de afbreekfout in de oplossing geldt

y(x) - y(x,h) = Ah + Bh? + Ch* + ... (11.55)
waarbij A,B4C,... functies van x zijn.
Indien nu een dergelijke relatie bestaat, dan zijn we in staat de functies
Ay, By Cyos. te bepalen, Van belang is de eerste functie uit deze rij te
bepalen die niet identiek nul is, Daarmee vinden we immers de orde van
de fout,
We vullen (11,55) in de vergelijking (11.54) in, en krijgen dan

52(y(x) = Ah - Bh? - Ch® ,..) = h?f(x,y(x) - Ah = Bh?= .,.).

Met behulp van de formule

2 _ ; 2 _ .22 1 owos 1 6.6
82= (2 sinh 4hD)° = h°D° + B h'D" + 380 h'D’ # ese

vinden we

(D2 +K_:_‘_ h2D~ +* 1

= 356 h“D‘+'...)(y(x) - Ah = Bh? = CI® = ...) =

= £f(x,y(x) - 4h = Bh? -~ Ch® - ...). - (11.56)
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Deze formule is eenidentiteit in h en bijgevolg moeten de coeffienten wan
overeenkomstige machten van h gelijk zijn. Dit geeft achtereenvolgens

n° : D%y = £(x,y)

1, 2 9f\, _

. , (11.57)
n? : (D -%f;)B:%D*;,--%A’—:;f
n’ : (D? - %5)0 = - =5 D' - 4B o', z A 2’z
ay? 3y’
waarbij we gebruik maken van de ontwikkeling
f(x,y-k) = £f(x,y) - k-%§ + % k? Ll S cee o

dy?
De eerste betrekking van (11,57) levert juist de oorspronkelijke differen-

tiaalvergelijking op, terwijl de volgende successievelijk vergellijkingen
zijn voor A; B, Cy... etc,

We veronderstellen nu dat we een randwaarde~probleem hebben, met voorge-
schreven waarden y(x) aan de randen. Dan is de fout (11,55) aan de randen
nul voor iedere waarde van h, Dus alle functies A, By Cyes» Zijn nul

aan de randen.

Hieruit kunnen we direct concluderen dat A identiek nul is, als éénduidige
oplossing van een homogene differentiaal vergelijking (11.57)., Dus ook

C is identiek nul. De vergelijking voor B is inhomogeen door de term

- %% Dby, dus B is niet identiek nul, Dit alles geldt natuurlijk onder de
voorwaarde dat de vergelijking

af
nw B3 = =
z el 0 z(xo) z(xn) 0

alleen de triviale oplossing bezit,
De fout (11,55) kan dus geschreven worden als
Y(X) il y(X,h) = B(x).hz -+ E(X) oh~ + ooe ®

Uit twee benaderende oplossingen voor verschillende stapgrootten h, en
h, bepalen we een nauwkeuriger resultaat door eliminatie van B(x). Er
geldt

y(x) = y(x,h,) + Bh? + Eh,:' + vee
y(x) = y(x,h,) + Bh2 + Eh: + oses
dus ‘ h? y(x,h,) = b2 y(x,hz)
" y(x) = + O(h*),

2 2
h2 - hi
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Hebben we benaderende oplossingen dan kunnen we zowel B als E elimi-~
neren, Dit proces staat bekend onder de naam deferred approach to the limit

of ook wel hp-extrapolatie, waarbij p de macht van h aangeeft behorende
bij de eerste coefficient, die ongelijk nul is,

We passen dit proces nu toe op het geval van de partiéle differentiaal-
vergelijkingen. Hierbij is het noodzakelijk dat in de uitdrukking voor

de fout slechts één parameter voorkomt. We veronderstellen dus dat

kX =Ah en nemen h als parameter.

We veronderstellen dat voor de oplossing u van de differentiaalvergelijking
en de oplossing u(h) van de differentievergelijking geldt

u=u(h) + Ah + Bh?+ ... . (11.58)
Evenals in het voorgaande willen we de coefficienten A, B,... bepalen.,

We veronderstellen dat de elliptische differentiaalvergelijking de vorm
heeft

£(D) u = glx,y) - (11.59)

waarin L de eindige differentie-operator voorstelt.
De eindige dlfferentievergeligking schrijven we in de vorm

L u(h) = glx,y) (11.60)

waarbij f(D) een gegeven differentiaal-operator voorstelt.,
We veronderstellen dat lokale afbreekfout bekend is,; en geschreven kan
worden als een machtreeks in h, dus

= £f(D) + bh + ch?+ ... (11,61)
Substitueren we (11.61) en vervolgens u(h) uit (11.58) in (11,60) en
stellen we vervolgens de coefficienten van overeenkomstige machten van h

aan elkaar gelijk, dan krijgen we

£(D) u = glx,y)

f(D)A~-bu=0 (11.62)
f(D)B- cu+ bA=0
etc,

Is nu de rand recht, en zijn de functiewaarden gegeven op de rand dan
zijn alle coefficienten A, By C,..+ nul op de rand. We kunnen in dit
geval overal centrale differenties gebruiken, zodat de afbreekfout ten-
minste 9(h?) is, mea.w. b = O, Hieruit kunnen we afleiden dat A = O,
maar B niet overal nul,

Op deze wijze kunnen we dus weer komen tot h?-extrapolatie,

Ogmerklng, Voor speciale vergelijkingen en differentie-formules zoals
de vergelijking van Laplace en de speciale negenpuntsformule
op een rechthoekig gebied, is het mogelijk om tot een

h’-extrapolatie te komen,

i
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12, Integraalvergelijkingen

Een integraalvergelijking is een vergelijking waarin de onbekende functie
onder het integraalteken voorkomt,

We verdelen de integraalvergelijkingen in twee hoofdtypen

a, Fredholm integraalvergelijkingen. Bij deze vergelijkingen zijn de
integratie~grenzen vaste getallen.

b. Volterra integraalvergelijkingen., In deze vergelijkingen heeft de
integraal een vaste grens, de andere integratiegrens is de onafhan-
kelijk variabele,

We beschouwen alleen lineaire integraalvergelijkingen die we onderverdelen
in drie soorten

b
5 k(z,y) £(y) dy

= g(x) (12.1)
a
b t
(7 k) £ ay = g0 + £ (12,2)
a
b
S k(x,y) £f(y) ax = A £(x). (12,3)
a

Deze vergelijkingen noemen we respectievelijk de Fredholm vergeliiking
van de eerste, tweede, derde soort. In ieder van deze vergelijkingen

is de kern k(x,y) een bekende functie, g(x) is eveneens bekend. De functie
f(x) is de onbekende functie, die we moeten bepalen. De vergelijking van
de derde soort (12.3) is een eigenwaarde vergelijking., Hierbij wordt
gevraagd naar de waarden van A\ (eigenwaarden) waarvoor de vergelijking
een niet-triviale oplossing bezit.

De bij een eigenwaarde A behorende niet-triviale oplossing f(x) noemen
we een eigenfunctie,

Als de constante b in de vergelijkingen (12.1), (12,2) en (12,3) ver-
vangen wordt door x dan zijn de vergelijkingen van het Volterra type.

We noemen een Fredholm vergelijking niet-singulier als de integratie-
grenzen a en b eindig zijn, de kern k(x,y) in het gebied (a,b) voor x

en y geen singulariteit heeft en g(x) voldoende glad is.

We beschouwen nu de numerieke oplossing van een lineaire niet-singuliere
Fredholm vergelijking van de tweede soort (12.2).

Volgens de definitie van de Riemann-integraal kunnen we deze vergelijking
ook schrijven als

N
limg (xi - xi_,]) k(x,yi) f(yi) = f(x) + g(x) (12.4)

waarin a € X < X, eeo < Xy £hb, y; een punt van het interval (xi_,],xi)
is, terwijl bij het limietproces N-« en max (xi_1,xi)V* O, We geven

x in (12.4) achtereenvolgens de waarden Xq49Kgge009%Xy €0 krijgen dan als

benadering voor de integraalvergelijking het stelsel lineaire vergelij-
kingen
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N

g (xy = %y 4) Klxgox,) £0x,)

i

f(xj) + g(xj) (12,5)

j = 1,2,.00,N

voor de bepaling van f(xj).

Dit stelsel vergelijkingen heeft in matrix-notatie de vorm
K-I)ft=g (12,6)

waarbij de matrix K afkomstig is van de kern k(x,y). Als de matrix
KoI van (12,6) singulier is, dan heeft het algebraische probleem in
het algemeen geen oplossing, en in ieder geval geen eenduidig bepaalde
oplossing. Overeenkomstig zal de integraalvergelijking (12,2) geen op-
lossing, of tenminste geen eenduidig bepaalde oplossing hebben, als de
homogene vergelijking (12.,2) met g(x) = O een niet-triviale oplossing
heeft; of anders gezegd, als A = 1 een eigenwaarde is van (12.3).

Verder, als (12.3) een eigenwaarde dicht bij &&n heeft, dan is het
inhomogene probleem ill-conditioned, en we zullen numerieke moeili jk-
heden hebben bij het bepalen van de oplossing van (12.6) met enige
nauwkeurigheid.

In het geval van een Volterra integraalvergelijking wordt de matrix K
uit (12.6) een driehoeksmatrix. Het is daarom voor de hand liggend te
veronderstellen dat een Volterra probleem gemakkelijker op te lossen is
dan een Fredholm probleem.

We leiden nu allereerst voor de trapeziumregel
b
1 1
‘£ y(x)dx = h[(E Fot g+ eee + T 4 3 yn) + CJ (12.7)

een uitdrukking af voor de afbreekfout C in voorwaartse differenties
van y_ en achterwaartse differenties van yn. We doen dit met behulp van

de symbolische operatorenmethode. Daartoe definieren we eerst de operator

x
p~] integraaloperator p~! y(x) =.[ y(t)dt.
a .

Men kan eenvoudig nagaan dat D-1 inderdaad de inverse is van de
differentiaaloperator D. Dan geldt

xr+1 -1
y(x)dx = D (y

X
r

Met behulp van de relaties A = E~1 en hD = log E vinden we

r+1-yr) =D 4 Ip = D V’yr+1. (12.8)

- A - A _ a2 A

o

Op analoge wijze vinden we
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D~1v=h (1 ------- ooo)o

Dus in termen van voorwaartse differenties geldt

b'd
r+1
_h A2 A3
i y(x)dx = > (yr+1+yr) +h (- 75t 5h cee ) Y.
r
en met achterwaartse .differenties
xr+1 |
_h v ._ v’
\i ydx =5 (7 q#¥) + 0 (=35 = 5 ee0 ) Vg
- .

Noemen we C_ de afbreekfout in het r-de interval bij de trapeziumregel
dan is volgens bovenstaande formules

A2 A3
CI‘ = (" Té + '2—[; hid .oo) yr (12.9)
en 2 3
- (e XY
CI‘ = ( 12 oL 000) yr+1. (12-10)
Nu geldt
an N1 j r+1 n-1
y(x)dx = E y(x)dx = E [E(yr+1+yr) + h Cr]
X, T=0 X r=0
1 1 n-1
=h (5 Tt Tqt cee + Y 4+ 3 yn) + h 22; C.

en daar C_ = EX C, geldt dus voor de afbreekfout C uit (12.7)

n-1 n-1  r 1-E" 1. E G (12.11
C = ;—o Cr = Z—o E\ Co = I.E * Co =9°FE ‘0 T 1-E 7o’ 12,11)

In de eerste term van (12.11) vullen we de uitdrukking (12.9) in, dus

1 1 a?oa’ _ (A _ A
1=F Co T 1=E (- 12 Y25~ oee) Yo (12 T 2L eee) Io°

In de tweede term van (12.11) gebruiken we (12.10) en krijgen dan

o —— g ——— e

= (., Y.
= (== + 0os) T

zodat we tenslotte voor C de formule vinden

&

_ (A _ A2 v .,
C = (12 - 5% * eos) T, - (12 + 35+ coe) T, (12.12)

(Gregory)




NA-161

We beschouwen nu de numerieke oplossingsmethode van het tweede Fredholm
probleem, die we krijgen als we de integraal in (12.2) met behulp van
de trapeziumregel berekenen. De Fredholm vergelijking (12.2) wordt dan

1 1
h[2 k(x,xo) £, + k(x,x1) £+ oee k(x,x )fn-1+ Ek(x’xn)fn~+

n-=1

+ C(x)] = g(x) + £(x) (12.13)

waarin de correctieterm C natuurlijk een functie van x is. Deze verge-
lijking geldt voor iedere x waarvoor k(x,y) gedefinieerd is. Nemen we

nu speciaal de waarden x = x 1XqueeesX) in (12,13) dan krijgen we het

stelsel lineaire vergellaklngen

1 A
h(5 &y o+ ky qfq+ eee v ky gt Sy £+ C) =gy + £y

i=0,1,...,n (12014)

waarin ki,j = k(xi,xj) en g, = g(xi) bekend zijn, en f, = f(xi)
bepaald moeten worden. Of in matrix notatie

Af = -g + h C(f)

waarbij de matrix A van de vorm is

1 1
1=k -hk . o . - gh ko
1. . 1
, - K, 1 =30 k4 .
A= . (12.15)
1 1
b '241 kn,o ] ] ] o o ® ® 1 - 2h kn’n

De correctieterm Ci kunnen we op twee verschillende manieren in rekening
brengen.

Als we weten hoeveel differenties van (12.,12) een significante bijdrage
geven kunnen we deze differenties uitdrukken in functiewaarden. Daarbi]
blijft het stelsel vergelijkingen (12.14) lineair. De moeilijkheid hier-
bij is echter dat de differenties mede bepaald worden door de onbekende
functie f(x). In de meeste gevallen zal het daarom niet mogelijk zijn

te bepalen welke differenties nog significant zijn. Het is daarom aan=-
trekkelijker om een iteratieve methode zoals de "deferred correction”
methode te gebruiken., Voor de eerste benadering van de oplossing f(x)
negeren we de correctieterm en krijgen dan het stelsel vergelijkingen

220 g

(0)

vervolgens als tweede benadering f

bepalen we de correctieterm C(f( )) en vinden

n

Met de oplossing f
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Dit proces herhalen we op de gebruikelijke manier. Daarbij kunnen we
voor het bepalen van de correctieterm C gebruik maken van de formule
(12.12), of een centrale differentieformule in de eindpunten

- (=~ L s -
C = ( 12 'p-b 4+ 720}16 000)(yn yo)o

Deze heeft het voordeel dat de coefficienten sneller

(12.16)

afnemen., Om (12.16)

te gebruiken moeten we y  buiten het interval (a,b) kennen, en hiervoor
is nodig dat we k(x,y) eh g(x) buiten (a,b) definiéren. Want dan kunnen
we met behulp van de vergelijking (12.13) f(x) in het buitengebied be-

rekenen.

De deferred correction methode is nogal bewerkelijk in dit geval omdat
voor iedere vergelijking (12.14) een differentietabel gemaakt moet worden

. = k., f..
van yJ i, 73

Ook kunnen we de methode van de "deferred approach to the limit" gebruie
ken, met h?-extrapolatie in het geval van de trapeziumregel en h' -extra-

polatie bij het gebruik van de integratieformule van

Simpson.

De eindige differentieformules voor integratie geven bij n+ 1 aequi=~
distante basispunten alleen exacte resultaten bij polynomen van de graad

€ n zelfs als we de differentiecorrectie meenemen,

Als we de Gauss integratieformule gebruiken krijgen we exacte resultaten
voor polynomen tot en met de graad 2n+1, alleen de basispunten zijn niet
meer aequidistant gelegen, De integraalvergelijking wordt in dit geval

p .
g;% wrk(x,;r)f(xr) + C(x) = g(x) + £(x).

Deze formule geldt voor alle x. Kiezen we x = X, 0%,

(12.17)

seeesXy dan krijgen

we een stelsel van p lineaire vergelijkingen, waaruit we de waarden f(xr)

kunnen bepalen,

Een nadeel van deze methode is de moeilijkheid om de
schatten zonder de gehele berekening te herhalen met
gere orde., '

Opmerking. Als we de oplossing f(xr) gevonden hebben
dan kunnen we f(x) in andere punten eenvoudig vinden
(12,13) of (12,17)..Dit gaat in het algemeen sneller
interpolatie met de gevonden basispunten.

We beschouwen nu enkele bijzondere gevallen.
We noemen de kern k(x,y) symmetrisch als geldt

k(x,y) = k(y,x).

nauwkeurigheid te
een formule van ho=-

in de basispunten xr,
uit de vergelijking
en nauwkeuriger dan

(12.18)




NA-163

Dan is de matrix A uit (12.15) eveneens symmetrisch als we de eerste
en de laatste rij delen door 2, Het oplossen van het stelsel vergelij-
kingen (12.14) is eenvoudiger. Bij gebruik van een eliminatiemethode
is de hoeveelheid werk half zo groot als bij een willekeurig stelsel
vergelijkingen van dezelfde afmetingen. "

Een verdere vereenvoudiging krijgen we als de symmetfische kern van het
convolutie~type is, d.w.z, de kern is een functie van x -y alleen

k(x,y) = k(x~y) (12.19)

In dit geval wordt de matrix A behalve symmetrisch, ook centro-symmetrisch;
dit betekent :

a,. =a_ . =a, =a .
ij n-i,n-j ji n-j,n-i’

We kunnen dan het stelsel van n+1 vergelijkingen splitsen in twee stel-
sels beide van de orde #(n+1) als n oneven is, of van de orde #(n+2) en
4n als n even is. '

Voorbeeld
afo + bf, + cf2 + df, = g,
bfo-+ efy + pf, + cf; = g,
cfo + pf, + ef, + bfy = g,
dfo + cfy + I, + af, = g,

Door vergelijking vier bij een; en vergelijking drie bij twee op te tel-
len krijgen we de vergelijkingen

&}

(a4-d)(f°+-f,) + (b+e)(f, + fz)
(b4-c)(f04-f,) + (e+p)(f, + f:)

By + By
g, + €,

1

Door aftrekking van dezelfde vergelijkingen krijgen we

1

(a-d)(fo-f’) + (b--c)(f1 "fz) B, = By
(b=c)(f =-£) + (e~-p)(f = £) =g, - g, -

In plaats van één stelsel van vier vergelijkingen hebben we dus twee
stelsels van elk twee vergelijkingen gekregen met als onbekenden f +-% '

X o)
fy + f, resp, £ ~f3 , fy - f,. Ve bepalen dus eerst de oplossing van
de twee kleine stelsels vergelijkingen, en met behulp hiervan vinden we
de oplossing van het grote stelsel.

In sommige speciale gevallen zijn we in staat de integraalvergelijking
exact op te lossen, Zulke oplossingen kunnen we ook gebruiken als we
de integraalvergelijking kunnen benaderen door een vergelijking van
speciale gedaante, ' '

Als de kern het product is van een functie van x, en een functie van y

k(x,y) = X(x) Y(y) (12.20)

dan spreken we van een ontaarde kern. De integraalvergelijking wordt
dan
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b
J X(D)I(y) £(y) ay = £(x) + glx). (12,21)
a

We schrijven

b
- [ wwmemay (12.22)
a

en vinden dan een expliciete uitdrukking voor de oplossing
f(x) = A.X(x) - g(x) (12.23)

De constante A vinden we door substitutie van (12.23) in (12.,22)

b
A= J' (Ax(y) - g(y)) Y(y)ay

a
zodat b
-J g(y)I(y)ay
A=2 = (12.24)

1 = J Xy)¥(y)ay
a

We zullen in het algemeen een kern k(x,y) ontaard noemen (en wel
p-voudig ontaard) als

P
k(x,y) = D> Xr(x) Yr(y). (12.25)

r=1

We voeren nu in de grootheden

b
= j Yr(y) f(y) dy (12.26)
a
dan is
P
f(x) = 2:: ArXr(x) - g(x) (12.27)
r="1

Substitutie van (12.,27) in (12.26) geeft een stelsel lineaire verge—
1ijkingen voor A

p (b b
A= S A [(rmr@a-{ e 1 ay (12.28)
5=

r a a

r = 1,2,.00,P

Uit dit stelsel vergelijkingen bepalen we A r = 1,250003Py substitueren

deze waarden in (12.27) en krijgen dan een op10551ng van de integraalver-
gelijking.

Is het stelsel (12.28) niet oplosbaar dan heeft ook de integraalverge~-
1ijkirdg geen oplossing.

In practische gevallen zal de kern vaak niet de simpele vorm (12.25)
hebben, maar kan wel benaderd worden door een ontaarde kern, Bijvoor-
beeld als de kern van het convolutie type is kunnen we als benadering
voor k(x=y) de eerste n+1 termen van de machtreeks nemen
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n
r _ i3
k(x—y)~§ ar(x-y) —Zbijxy.
r=0
In andere gevallen kunnen we soms gebruik maken van een dubbele
Fourierreseks,

Een iteratieve methode om de Fredholm vergelijking van de tweede soort

(12.2) op te lossen is de methode van de successieve approximaties.
Stel ’

£, (x) = -g(x) b

fn+1(x) = -g(x) +_£ k(x,y) fn(y)dy , (12.29)

Dan is de oplossing van de Fredholm wvergelijking

f(x) = 1lim fn(x)

n-*eo

indien deze limiet bestaat.
We kunnen ook gebruik maken van de formules

(po(x) = -g(x)

@,

b
n+1(X) =£ k(x,y) (pn(y)dy (12.30)

en de oplossing wordt gegeven door de Neumann reeks

£(x) = ¢ (x) + @4(x) + 0,(x) + ... (12.31)

Om de convergentie van deze methode te kunnen nagaan beschouwen we

b
£(x) - £_(x) = i kGx,y) [£(y) - £, (D] ay

b
f k(x,y) cn_1(y)dy.
a

cn(x)

Noemen we

N = max le. (x)}
n+1 agxgh n+1
dan is
~ b ~e
a1 = 1@ = 1] KE) o) ay)

< Mo(b-a) N

als we veronderstellen dat |k(x,y)| € M.
Dus ‘als M(b~a) < 1, dan is de methode convergent. Deze voorwaarde is
wel voldoende, doch niet noodzakelijk, en zal niet altijd vervuld zijn.
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Men kan ook bewijzen dat de methode van de successieve approximaties
convergent is als alle eigenwaarden van de kern in absolute kleiner
zijn dan één,

We beschouwen nog eens de formules (12,30)
wo(x) = -g(x)

b
9q(x) = J k(x,y) g(y) dy
arb

9,(x) =f k(x,7) @(y) dy = - _fb k(x,y) g(y) dy
@s(x) = aj k(x,7) ofy) dy = -a " ky (x,y) e(y) dy
etc. : :

waarin

b
k,(x,y) =J k(x,t) k(t,y) dt
a

b

ky(x,5) =j k(x,t) k (t,y) at
a

etc.

meer algemeen

b
| xe,8) 06,3 at
a (12032)
k1(X’y) = k(x,y)

kr(x,y)

De functie kr(x,y) noemen we de r-de geitereerde kern.

ﬁAls de methode van de successieve approximaties convergent is dan con-
vergeert de reeks (12.31). Invullen van ¢n(x) in de reeks geeft dan

b
£x) = - glx) + | ¥ (x,y) gly) dy (12.33)
a
waarin

k*(x,¥7) = = EZ: kr(x,y)
r=1

de reciproke of resolvente kern genoemd wordt,

We beschouwen nu de Fredholm vergeliiking van de eerste soort

b
[" k3 29 ay = g (12.1)
a.

Dit probleem is moeilijker dan het probleem van de tweede soort. De
moeilijkheden komen tevoorschijn als we eindige differentiemethoden,
zoals -in het voorgaande behandeld, willen gebruiken.

In veel gevallen heeft het probleem van de eerste soort bij gegeven
kern k(x,y) alleen een oplossing bij zeer speciale keuze van de functie
g(x). Dit is bijvoorbeeld het geval als de kern ontaard is.




Yoorbeeld
Neem

k(x,y) = X(x)¥(y)

dan wordt (12.1)
b
{72 19 23 ay = g
a

en deze vergelijking heeft alleen een oplossing als
g(x) = a.X(x) (12.34)

In dit geval is de oplossing niet eenduidig want de enige eis voor
de oplossing f(x) is

b
J ¥(y) £(y) dy = a (12.35)
a

Bij een gevonden oplossing f(x) kunnen we dus iedere functie f (x)
optellen waarvoor o

b
] w2 ay = o. (12.36)
a
Voor het algemene geval van de ontaarde kern
P
k(x,y) = S Xr(x) Yr(y)
r=1
heeft het probleem alleen een oplossing als
Y
glx) = 5 @, Xr(x)
r=1
en ook in dit geval is er van eenduidigheid van de oplossing geen
sprake. Iedere functie fo(x) waarvoor geldt

b
[t e ar=0, =r=12,..0p (12.36)
a

mag bij een oplossing opgeteld worden.

Om in het algemeen de mogelijkheid van oplossen te onderzoeken maken we
gebruik van de eigenfuncties van de kern k(x,y). In sommige gevallen

is het namelijk mogelijk de oplossing van (12,1) uit te drukken met
behulp van de eigenfuncties,

We veronderstellen dat de kern k(x,y) de eigenwaarden Ar met bijbehoren-
de eigenfuncties fr(x) heeft, zodat dus

b
] ey = a1 (0 (12.37)
a
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Als het mogelijk is om de functie g(x) te schrijven als

g(x) =2 b £ (x) (12.38)
r=1 rr
en we nemen aan dat
£(x) = g;; a_ £ (x) (12.39)
dan geldt
b
. o
&
T

hetgeen direct volgt als we (12.38) en (12.39) in (12.1) invullen.
gebruik maken van (12.37). Daarmee hebben we de oplossing dan gevonden.
Het wvinden van een oplossing op deze manier is alleen mogelijk als aan
verschillende voorwaarden voldaan is. Bijvoorbeeld moet g(x) te schrij-
ven zijn als een recks van eigenfuncties (12.38), Dit is alleen mogelijk
voor willekeurige g(x) als de eigenfuncties een volledig stelsel vormen,
en hiervoor is noodzakelijk dat er oneindig veel onderling verschillende
eigenwaarden zijn,

(Een voorbeeld van een volledig stelsel functies is het stelsel van de
goniometrische functies sin kx, cos kx, k = 0y14+0.5 o Ledere continue
functie is te schrijven als een Fourierreeks). b

Verder mag ab = O niet voorkomen want dan bestaat a, = XQ niet, tenzi}

b = 0. Anders gezegd, als Xo = 0 dan mag g(x) niet een %illekeurige
functie zijn want b_ moet nul zijn. In dat geval is de oplossing niet
eenduidig want met ?(x) voldoet ook f(x)~+pf°(x) aan de vergelijking.

In het geval van een p-voudig ontaarde kern (12,25) wordt de eigenwaarde-
vergelijking

P b
2;; Xr(x) £. Yr(y) f(y) dy = Af(x) (12.40)
ofwel
P
g;% Ar Xr(x) = Af(x) (12.41)

Vullen we (12.,41) in (12.40) in dan krijgen we

P P b p
SR T A, i T () X () day =A 3 X (x).A_

r=1
dus
2 A
ST C.As = M T = 19240004D (12.42)
s=1
met .,
b
.. =] T.(» x ay.

a
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Hieruit zien we dat bij een p-voudig ontaarde kern hoogstens p verschil-

* lende eigenwaarden ongelijk nul behoren, nl. de eigenwaarden van (12.42).
De bijbehorende eigenfuncties zijn een lineaire combinatie van Xq(X)...
eee X (%) volgens (12.41). Bij een eigenwaarde A= O behoort als eigen-
functge iedere functie waarvoor

=f Y (y) £(y) dy = 0.
a

We kunnen nu gemakkelijk nagaan dat het voorbeeld op blz. NA-167 een
speciaal geval is van de oplossingsmethode met behulp van eigenfuncties.

We zullen nu de numerieke oplossing van het probleem van de eerste soort
behandelen, Daarbij moeten we verschijnselen tegenkomen welke correspon-
deren met de gevonden theoretische resultaten. We nemen het geval van de
eindige differentiemethode waarbij de integraal van (12.1) benaderd wordt
door de trapeziumformule. Dan krijgen we éen stelsel 11nea1re vergelij-
kingen, dat in matrix-notatie van de gedaante is

Af = n7'g (12, 43)

waarin f en g de vectoren zijn van functiewaarden van f(x) en g(x)
op de basispunten en

= KD (12.44)
met
k & Q008 k %
0,0 o,n
T 1 6-
X = ® D= 0
&
[ ® 1
kn'o [ X I N kn’n -9_ %

4

Als Ad'bestaat dan is de oplossing van het numerieke probleem
£=4""""g (12,45)

en de vorm van de oplossing van (12.1) hangt af van het gedrag van
(12.45) als h - 0O,

Als de kern een eigenwaarde A = O heeft dan zal de matrix K ook een
eigenwaarde nul (ev. bijna nul) hebben. De matrix K is dan singulier
(ev. bijna singulier). Hetzelfde geldt voor de matrix A, en dus heeft
in dit geval (12.43) slechts een oplossing voor zeer speciale keuze van

Ee

Als de kern p-voudig ontaard is dan is er een eigenwaarde A = O, De
matrix K is singulier als de orde groter is dan p. Want als we de basis-
punten Xq9¥pseee X, Nemen en met §S en Zs 38 = T4.00¢n bedoelen de

&
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vectoren
X1(xs) Y}(ys)
® e X
- @ — .
X = I_ = . (12,46)
X (x ) T (y)
P p s
dan is
T iy
-}21Y1 e e o X1Yn
T
K = XzY‘l ¢ o . X'fYn
[ ]
XnI| ¢ e Xﬁln
ofwel
T
X&
k=] %5 (4, ¥, o o o T ) (12.47)
XT
n

De X matrix van (12.47) is een nx p matrix, de Y matrix is een p xn matrix,
De matrix K heeft de orde n en de rang p als n > p.

Voor een ontaarde kern is het daarom niet mogelijk het stelsel vergelijkin.
gen (12,43) eenduidig op te lossen als we meer dan p basispunten kiezen.
Dit is niet zo verrassend want we weten dat de integraalvergelijking

geen eenduidige oplossing heeft.

De vraag is of het in dit geval toch mogelijk is een oplossing te vinden
op meer dan p basispunten. /e hebben in het voorgaande gezien dat een
noodzakelijke voorwaarde is dat g(x) van de vorm is

P
glx) = Z;; @, Xr(x).
L T (}?,g) waarbij g de vector
van de coefficienten ar is. De vergelijking U12.43) wordt dan

X IDE= b o (12,48)

De vector g heeft dan de componenten g,

waarbij XT en ¥ de matrices van K uit (12.47) zijn., Oplossingen van deze
vergelijking zijn de vectoren f waarvoor

-q
&

¥Df=nh (12.49)

en daar Y een pxn matrix is kunnen we n - p componenten van f wille~
3 —
keurig nemen,

Speciaal kunnen we deze componenten zo kiezen dat we de additionele
functies in de oplossing, d.w.z. de eigenfuncties behorende bij A= 0O,
onderdrukken, '
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We nemen als voorbeeld de integraaivergelijking

1
j (x+y) f(y)dy = glx). (12.50)
°

Hierin is
2

k(x,y) =Z;;Xr(x) Yr(y)

met X;(x) = x5 X,(x) = T (y) = 1, T,(3) = 7.
De eigenwaarden met bijbehorende eigenfuncties zijn

Mg =trqg £, (0 =xVF e (12.51)

en bij de eigenwaarde A = O behoren als eigenfuncties alle functies ¢(x)
waarvoor geldt

1 1
f ®(y)dy = 0 f vy ¢(y)dy = O. (12,52)
o o

De integraalvergelijking (12.50) is slechts oplosbaar als g(x) een
lineaire functie is., De oplossingen zijn dan van de vorm

£(x) = A, £, (x) + A £ (x) + po(x) (12,53)

De constanten A, en A, zijn te berekenen maar u en ook ¢(x) is niet
bepaald,

Willen we nu de oplossing hebben welke de term ¢(x) uitsluit dan moeten
we meer dan twee basispunten nemene Bijvoorbeeld is Simpson over het
hele interval al voldoende. De trapeziumregel met drie basispunten geeft
het stelsel vergelijkingen

3 £(3) + 2 £2(1) = 2 g(0) |
3 £00) + = £+ £2(1) = 2 g(1)

De matrix is singulier maar als g(x) lineair is dan heeft het stelsel
(12.54) de algemene oplossing

£(0) = z

£(3) = =12 g(0) + 8 g(1) - =

£(1) = 16 g(0) = 8 g(4) + 2z

1t

met z als parameter. Bij iedere gegeven functie g(x) kunnen we dan z
zo kiezen dat de oplossing een lineaire functie is. Daarmee elimineren
we dan de term ¢(x) uit (12.53).

Dit proces wordt zeer bewerkelijk en moeilijk in het algemene geval,met
veel punten, willekeurige constanten en afgeronde coefficienten in de
vergelijkingen, Verder heeft deze manier voor het geval van een ontaarde

kern




geen practische waarde, want zoals we gezien hebben is dit geval anae~
lytisch oplosbaar. We hebben hiermee evenwel aangetoond dat het mogelijk
is met behulp van een eindige differentiemethode een oplossing te vinden.

Het geval van een niet ontaarde kern is veel moeilijker, We verwachten
hierbij oneindig veel eigenwaarden die zich naar de oorsprong toe ver-
dichten., Bij toename van het aantal basispunten worden meer eigenfuncties
toegevoegd behorende bij kleine eigenwaarden en de matrix wordt meer
ill-conditioned naarmate het aantal basispunten toeneemt. Het stelsel
vergelijkingen (12.43) dat we oplossen is slechts een benadering van

het werkelijke stelsel

(A+C)f =10 (12.55)

waarbij Cf de differentiecorrectie is. Weliswaar wordt Cf kleiner als

het aantal basispunten toeneemt maar de matrix A wordt tenslotte zo
illeconditioned, dat de kleine residuen tanleiding geven tot grote veran-
deringen in de componenten van f.

We kunnen niet verwachten dat de methode met de eigenfuncties van blz.
NA=-168 in dit geval significante resultaten oplevert. Want we kunnen
slechts eindig veel eigenfuncties bepalen en kleine fouten bij het be-
palen van fr behorende bij een kleine kr hebben een groot effect op

a, =3 en dus op de oplossing.

Het probleem is essentieel ill-conditioned, inherent instabiel in de zin
van paragraaf 5 en het is de vraag of het probleem in physische zin wel
goed gesteld (well posed) is. Het zoeken naar methoden om het probleem
zeer nauwkeurig op te lossen is dus onvruchtbaar. Men zal echter dikwijls
al tevreden zijn als men een redelijk gladde functie f(x) kan vinden waar=
voor de residue functie

b
e (x) =j k(x,y) £(y) dy - g(x)
a

in een of andere zin klein is in het gehele interval. In dat geval kunnen
we bovenstaande methoden wel gebruiken, als tenminste de matrix niet te
groot is en de integratieformule voldoende nauwkeurig. Mem denkt hierbi]j
direct aan de Gauss integratie formules. Het gebruik van deze formules

zal dikwijls resultaten geven, welke, zeker voor physische doeleinden,
aanvaardbaar zijn.
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