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Tweede deel Numerieke Analyse 

Lineaire algebra 

In de volgende paragrafen behandelen we de numerieke methoden voor het 
oplossen van problemen uit de lineaire algebra. Die problemen zijn: 
het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen, het inverteren 
van een matrix en het bepalen van de eigenwaarden van een matrix. 

13. Matrices 

Als inleiding op de behandeling van de genoemde methoden wordt in 
deze paragraaf een samenvatting gegeven van de ·matrixtheo~ie. 

Een rechthoekig schema van, in het algemeen, complexe getallen beet 
een matrix en wordt ala volgt genoteerd: 

a a ... a 
u 12 1m 

a a ••• a 
21 22 2m (13.1) 

• • ••• • 
a a ... a 

D1 n2 nm 

In verkorte notatie A= {ai 1), i=1,2, ••• ,n; j=1,2, ••• ,m. 
De getallen aij zijn de el~menten van de matrix met n rijen en m 
kolommen. 
Twee matrices zijn gelijk ala al de overeenkomstige elementen gelijk 
zijn. . 
Als n=1 (resp. m=1) noemen we A een rij {resp. kolom) matrix. 
Als n=m dan is A een vierkante matrix. 
De vierkante matrix A wordt een diagonaalmatrix genoemd als a.j= ·o 
voor i ~ j; als bovendien a = a =•••=a heet de matrix 1 

11 22 nn · 
scalair. Een bijzonder geval hiervan is de eenheidsmatrix E: aii=1. 

Tenslotte wordt de matrix waarvan alle elementen gelijk aan nul zijn 
de nulmatrix d genoemd. 

Na het verwisselen van rijen en kolommen in {13.1) krijgen we de 
getransponeerde matrix 

a a ... a 
11 21 Di 

a a ,. .. a 
A'= 12 22 n2 (13 .. 2) 

• " . . . . 
a a .... a 

1m 2m nm 

Een vierkante matrix A is gelijk aan zijn getransponeerde A' dan en 
alleen dan als A symmetrisch is, d.i. ala ai 1 = aji" Duidelijk is 
dat ~e getransponeerde van een kolommatrix e~n riJmatrix is. 

Door de elementen aij van A_te vervangen door .. aij krijgen_we de 

complex toegevoegde matrix A. Als alle aij reeel zijn is A= A. 
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De complex toegevoegde matrix van A' noemen we de geconjugeerde A* van 
A. Dus A* = A'. 
We zien onmiddellijk in dat (A*)*= A en dat A*= A' als A reeel is. 

Scalaire vermenigvuldiging en optelling 

Zij a. een complex getal en A een matrix met elementen aij' 1=1,2, ••• ,n; 
j=1,2, ••• ,m. 
Dan is «A de matrix waarvan de elementen zijn 

Als B = (bij) evenals An rijen en m kolommen heeft, dan is 

A+B = (a1 j+b1 j), i=1,2, ••• ,n; j=1,2, ••• ,m. 
( 13.4) 

Voor deze optelling en scalaire vermenigvuldiging gelden, zoals een­
voudig is na te gaan, de volgende eigenschappen: 

1. A+ (B+C) = (A+B) + C 
2. A+B = B+A 
3• A+~ = A 
4. (a:+{3 )A = a:A + f3 A 
5. a(A+B) = a:A + a:B 
6. 1.A=A 
7 • ex (f3 A) = (a:f3 ) A 

Hierin zijn A, Ben C matrices, a en f3 complexe getallen. 

Vermenigvuldiging van matrices 

Het produkt AB van de matrices A en B wordt slechts gedefinieerd ala 
het aantal kolommen van A gelijk is aan het aantal rijen van B. 
Zij A= (aij), i=1,2, ••• ,n; j=1,2, ••• ,m 

B = (bij), i=1,2, ••• ,m; j=1,2, ••• ,p. 

Dan is 

met ( 13 .. 5) 

Opmerking -

Het produkt BA bestaat alleen als n=p. AB en BA kunnen alleen gelijk 
zijn als A en B vierkante matrices zijn van dezelfde orde (beide n rijen 
en n kolommen); zelfs dan geldt in het algemeen niet ~AB= BA zoals 
blijkt uit het volgende voorbeeld. 

,; ~) , .. ; 
( 1 1)(1 
-3 1 3 

1) = c5 
1 -9 

f) = <6 
Wel zijn scalaire matrices commutatief met alle vierkante matrices van 
dezelfde orde. Een bijzonder geval hiervan is AE =EA= A. 
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Eigensohappen matrixvermenigvuldiging 

1. De matrixvermenigvuldiging is associatief, d.w.z. als de produkten 
AB en (AB)C bestaan dan bestaan ook de produkten BC en A(BC) en 
bovendien 

(AB)C = A(BC). 

Bewijs. Het element uit de i 8 rij en de je kolom van (AB)C is 

Ep(Eaaia bap>cpj• 

Ep(Eaaia bap>cpj= EaEPaiu bup cpj= Euaia(Ep bup cpj). 

Dit is het element uit de ie rij en de je kolom van A(BC). 
Dus overeenkomstige elementen uit (AB)C en A(BC) zijn gelijk. 

2. a(AB) = (aA)B = A(aB). 
3. (A+B)C =AC+ BC. 

C(A+B) =CA+ CB. 
4. (AB)' = B'A'. 

5. AB= i B. 
6. (AB)*= B*A*, te bewijzen met 4. en 5. 

Partitionning van matrices 

Bij matrices van grote orde is het nuttig om matrixbewerkingen terug te 
b'rengen tot bewerkingen met matrices van lagere orde. Da.arvoor passen 
we partitionning van matrices toe in cellen. We zullen twee voorbeelden 
geven om deze verdeling in cellen duidelijk te maken. 

a12 a13 

a a 
22 23 

a a 
32 33 

( 

au a 23 a 13 a 14 ) 

= a a a a = 
21 ZI 23 24 

a a a a 
31 32 m . 34 

We beperken ons tot partitionning van vierkante matrices. De cellen die 
diagonaalelementen bevatten heten diagonaalcellen en we nemen in het 
vervolg aan dat de partitionning zodanig is dat de diagonaalcellen vier-
kante matrices zijn. 2 Als A en B, van dezelfde orde, verdeeld zijn ink cellen: 

A A . . . A1k B B . ., . B 2k 11 12 11 12 

¾1 '\2 .. .. . ~k B21 B22 ... B2k 
A= en B :c . • . .. • • ... . 
~ ~ . . . 1ick Bkl Bk2 ... Bkk 

waarbij bovendien A .. en B. 1 , diagonaalcellen van A en B, vierkante 
l.l. l. 

matrices van gelijke orde zijn, dan geldt: 
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A11 +B11 A12 +B12 ... A1k+B 1k 

~ +B21 ~2 +B22 ... A2k+B2k 
A+B= 

• .. . . . . 
~ +Bk.1 ~+Bk2 ... ¾:k+Bkk 

en 

011 C12 ... C1k 

Ca1 C22 ... C2k 
AB = . . ... . 

ck1 ck2 ... Ckk 

met cii van dezelfde orde ala Aii en 

c.j 
k 

Ail B lj' i, j =1 , 2, ••• ,k. (13.6) 
1 = :E,e=1 

Dit laatste zullen we aantonen. 
Het produkt Ai£ B,ej kan gevormd worden, omdat het aantal kolommen van 

Ail gelijk is aan het aantal rijen van Blj• Deze produkten kunnen opge­

teld worden omdat elk produkt een matrix is met evenveel rijen ale Ai1 
en evenveel kolommen ala B1j. Zij ca~ een element uit de eel Cij" Dan is 

C = (a b n + ex~ cx.i 1 I-' • • • 

+ • • • • • . . . . . . 

Hierin zijn s1 9 s2 -a1 , ••• , sk -sk_1 de orden van de ma trices J\.t ,A22 , ••• , 

~• De termen tussen de haakjes, waarvan de som ccx~ is, zijn elementen 

van de matrices Ail B1 j, A12 B2 j, ••• , AikBkj. Hiermee is aangetoond dat 

Een gerande matrix is een speciaal geval van een matrix waarop parti­
tionning is toegepast. We gaan uit van 

au a12 ..... a 1n-1 
a21 a22 ••• a 

A 1= 
2n-1 . 

n- • • ... • 
.. a a • • • a 

n-11 n-12 n-1 n-1 



Door toevoegen van een rij, een kolom en een getal krijgen we 

Evenzo 

Dan geldt 

en 

A: 
n 

A 
n-1 

... 

A +B = (An-1+Bn-1 
n n 

v+y 

A B = 
n n (

A 
1

B 
1

+uy 
n- n-

v B 1+a Y n- nn 

u+x 

a +b nn nn 

• • • 

) 
A 1x+b u ) n- nn 

vx+a b nn nn 

= 

• 

Hierin zijn A 1B 1 en uy matrices van de orde n-1; n- n- , 
A 1x en b u kolommatrices; n- nn 
v B 1 en a y rijmatrices; 

n- nn 
vx en a b getallen. nn nn 

A 
n-1 

V 
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Een ander speciaal geval van partitionning treedt opals Ai = ~ voor 
i I j; zo'n matrix noemen we quasi-diagonaal. Als twee quasf-diagonale 
matrices dezelfde structuur hebben, is volgens (13.6) hun produkt ook 
weer quasi-diagonaal. De determinant van een quasi-diagonaal matrix is 
het produkt der determinanten van de diagonaalcellen. 

Inverse en geadjungeerde matrices 

Een vierkante matrix A heet niet-singulier als det A IO. We zeggen dat 
,de matrix B de inverse is van de vierkante matrix A als 

Opdat de inverse matrix van A bestaat is nodig en voldoende dat 
det A# O. 
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1. Nodig. AB= E, dus det A• det B = 1 ofwel als de inverse bestaat 
is det A -/= O. 

2. Voldoende. 

We beschouwen de geadjungeerde matrix van A. Dit is de matrix 

A . 
11 A21 ... An1 

A A22 ... A 
j2 ll2 

C= . . ... 
A nn 

waarin Aij de algepraische cofactor van aij is (d.i. de onderdeterminant 

van aij vermenigvuldigd met (-1)i+j.) 

Het element in de i 8 rij en de je kolom van AC is 

Volgens een bekende stalling uit de theorie der determinanten is 

dij = 0 ala if j 

dij = det A als i = j. 
(13.8) 

Dus AC= (det A)E. Evenzo is CA= (det A)E. 
Bij iedere v~erkante matrix bestaat de geadjungeerde matrix. De matrix 
B = (det A)- C is de inverse matrix van de niet-singuliere matrix A 
want 

Deze matrix B heeft ook de eigenschap BA= E, omdat CA= (det A)E. 

Tenslotte zullen we aantonen dat de inverse matrix eenduidig bepaald is. 
Stel dater een matrix X bestaat z6 dat AX= E. Dan is BAX= BE. 
BE= Ben BAX= X. Dus X = B. 
Als verondersteld wordt dat YA= Edan geldt YAB = EB. 
Maar EB= Ben YAB = Y, dus Y = B. _1 _1 De inverse matrix van de matrix A schrijven we als A ,. A · heeft de 
volgende eigenschappen: 

1. det(A-1 ) = (det A)-1 ; 

( -1)-1 2. A = A; 
-1 -1 -1 -1 -1 

3., (Ai~) = ~ ~, immers AiA2A2 A1 =E. 

Polynomen van matrices 

Als n een natuurlijk getal is, definieren we ,,, 

n 
A = A•A ••• A (n factoren A). 
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Omdat de matrixvermenigvuldiging associatief is kunnen we dit produkt 
zonder haakjes schrijven. 
Voorts stellen we A0 = E. Eigenschappen: 

An Am = An+m 

(An)m = Anm. 

Een uitdrukking van de vorm 

ex An N An-1 E + ~ + ••• +ex o 1 n 

waarin ex1 getallen zijn, heet een matrixpolynoom, door substitutie van 
de matrix verkregen uit het algebraisch polynoom 

,Ct)= ex tn + ex tn-1 
0 1 + •. • + ex • n 

De rekenregels voor matrixpolynomen verschillen niet van de rekenregels 
voor algebraische polynomen. AJ.s bijvoorbeeld voor iedere t geldt 

p(t) = ~(t) + X(t) 

dan geldt voor iedere matrix A 

p(A) = ~(A) + X(A). 

Het karakteristiek 12olynoom 

De vergelijking 

a
11 

-t ~ ... a 
1n 

a a -t ... a 
12 22 2n 

= 0 
• . • 
a a ... a -t 1n 2n nn 

wordt de karakteristieke vergelijking van de matrix A= (a1 .) genoemd. 
Het linkerlid is het karakteristiek polynoom det(A-tE) van de matrix A. 
Zij 

dan 

,Ct)= det(A-tE) 

P1 = a.11 + a22 + "• • 
pn = (-1)n+1 det A. 

+ a nn 

. . . -

De nulpunten van het karakteristiek polynoom heten de eigenwaarden 
van de matrix. Als A , A , ••• ,'A. de eigenwaarden zijn van A dan geldt 

1 2 n 
dus: 



Volgens bekende eigenschappen van nulpunten van polynomen geldt 

\+\ + ••• 

A A 
1 2 

• • • A n 

Als we (13.9) en (13.10) combineren krijgen we 

en 

Opmerking 

A + A +•••+A = a + a +•••+a 
1 2 n 1 2 n 

.... A = det A. n 

(13.10) 
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au + '1a2 + ••• + ann noemen we het spoor van matrix A, notatie Sp(A) 9 

of Tr(A) van het engelse trace. 

De stelling van Cayley-Hamilton 

Ale ~(t) het karakteristieke polynoom is van de matrix A, dan is ~(A)= o. 

Bewijs 

Zij B de geadjungeerde van de matrix A-tE. Iedere algebraieche cofactor 
van A-tE, due ieder element van Bis een polynoom int, hoogstens van de 
graad n-1. Daarom kunnen we echrijven: 

B = B 1 + B 2t + n- n-
n-1 ••• + B t , 

0 

hierin zijn B 1 ,B 
2

, ••• ,B n- n- o 
matrices die onafhankelijk zijn van t. 

Volgens (13.8) is 

det(A-tE)E 

( )n( n n-1 ) = ... 1 t -P1 t -. ••-Pn E. 

Deze identiteit is equivalent met het volgende stelsel gelijkheden. 

B 1A = n-

B A-B n-2 n-1 = 

" 
,. .. 

BA - B1 = 0 

- B = 0 

(-1)n+1 

( ... 1 )n+1 

" .. 
(-1 )n+1 

( ... 1)n E 

pn E 

pn-1E 

" 

p E 

xE 

xA 

Als we nu deze (n+1) gelijkheden rechts vermenigvuldigen met resp. 

E, A,• f, ,. .. , An-1 , An en dan sommeren, dan is het linkerlid van de 
aldus verkregen matrix- gelijkheidde nulmatrix en het rechterlid is 

(-1 )n(An-p An-1 _ •. • - p 1 A-p E) = ~(A). 
1 n- n 

Dus <p(A) = d. 



Het m.inimaalpolynoom 

Volgens de stelling van Cayley-Hamilton is er bij een matrix een poly­
noom waarvan de matrix nulpunt is, want voor het karakteristiek polynoom 
<p(t) van matrix A geldt 1p(A) = ~. Het polynoom met A ala nulpunt is niet 
eenduidig bepaald immers als <j>(A) = e dan zal ook x(A) =~ala x(t) deel-­
baar is door <j>(t). 
Het polynoom van de laagste graad met de eigenschap dat de matrix A er 
nulpunt van is beet het minimaalpolynoom van de matrix. Dit polynoom is 
op een constante factor na bepaald. 

Stelling. Het karakteristiek polynoom ~(t) is deelbaar door het minimaal­
polynoom ,< t) • 

Bewijs 

Ala we 
Ofwel 
Hierin 
Ala we 

<p(t) delen door <j>(t) krijgen we het 
<p(t) = <j>(t)q(t) + r(t). 

is de graad van r(t) kleiner dan de 
de matrix A substitueren krijgen we 

quotient q(t) en de rest r(t). 

graad van cp( t). 

r(A) = <p(A) - <j>(A)q(A) = ~, want <p(A) = <j>(A) = 8. 

Dus de matrix A is nulpunt van het polynoom r(t). Maar dan is r(t) a o, 
want anders zou cp(t) niet het minimaalpolynoom zijn .. Dus 1p(t) is deelbaar 
door <j>(t). 

Op dezelfde manier kan aangetoond warden dat elk polynoom w(t), waarvoor 
w(A) = d, deelbaar is door het minimaalpolynoom. 
Voorbeeld 

A = (~ ! ~) 1 q,(t) = (1 - t) • en ~(t) = 1 - t want E - A = o', 

Gelijkvormige matrices 

We definieren dat de matrix B gelijkvormig is met de matrix A ala er een 
niet-singuliere matrix C bestaat, zodat B = c-i'AC. De ma~rix B wordt uit 
de matrix A verkregen door middel van een gelijkvormigheidstransformatie. 

~~=~!!:!!~EE!~• 
-1 -1 ... , ""1( ) 

1.. C A 1C + C A2 C + •,.,. + C An C = C A1 + A2 + •• • + An C 
-1 -1 -1 -1( ) 2. C A'lc .. c A.2C ... • ... c AnC = C ~ A2 .... An C 

In het bijzonder (C- 1 AC)n = c-1 An-C 
Bovendien geldt voor ieder polynoom f(t) 

f(C- 1 AC) = C- 1 f(A)C 

Uit dit laatste volgt onmiddellijk: 
gelijkvormige matrices hebben hetzelfde minimaalpolynoom. 

Opmerking. In het vervolg schrijven we (Al voor det A. 

3. Gelijkvormige matrices hebben hetzelfde karakteristiek 
polynoom. 
Bewijs .. Ala B = c'"'1 AC dan I B - tE j = l c""1 AC - tC-1 EC I= 
I c"" 11 IA - tE I 1c I = I A - tE I• 
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Eigenwaarden van matrixpolynomen 

Stelling. Als >..1,>.. 2 , ... ,>..n de eigenwaarden zijn van de matrix A, dan 

heeft het matrixpolynoom f(A), afgeleid van het polynoom f(t) 

de eigenwaarden f( >..1 ) ;· f (>..
2
),. ••, f(>.,n) • 

Bewijs. Eerst bepalen we lf(A)I. 
Als µ.1 , µ 2 , ••• ,µm de nulpunten zijn van f( t) = a

0 
+ a 1 t + ••• + am tm dan is 

f(t) = am(t - µ 1)(t - µ 2) ••• (t -µm) 

Daaruit volgt dat 

f(A) = am(A- µ1E)(A- µ1E) ••• (A-µmE) 

en dus 
lf(A)l =a: IA-l,\1EIIA-µ2Eleo•IA-µmE1 = 

= a:•( lL1) cp(µ ,) • • .cp(µm) • 

Voor het karakteristiek polynoom q,(t) van de matrix A geldt 

cp(t) = (>..1- t)()..2 - t) ••• ()..n - t). 

Daarom kunnen we schrijven 
m m n n m 

lf(A)I = an TT q,(µj) 
m j=1 

= a: TT TT ()..:1 - ~J) = TT am TI(~ -l-\j) 
j=1 i=1 i=1 j=1 

o-fwel n 
lf(A) I= TT f(~) 

i=1 

(13.11) is een identiteit 
polynoom f(t). 

t.a.v. de coefficienten a ,a 1 , ••• ,a van het o m 

Nu passen we (13.11) toe 
Het resultaat is 

op het polynoom f(t) - u. 

Dit 

I f (A) - uE I = ( f ( >.. 1) - u )( f ( A 
2 

) - u ) ••• ( f ( "-n) - u) • 

betekent dat f(>.. 1 ),f(>.. 2), ••• ,f()..n) de eigenwaarden zijn van 

Uit deze stelling leiden we af dat 
k van de matrix A. 

k k k >.. 1 ,>.. , ••• ,>.. de eigenwaarden 
2 n 

Elementaire transformaties van matrices 

f(A). 

zijn 

Voor numerieke methoden zijn de volgende eenvoudige bewerkingen op 
matrices belangrijk. 
a) Het vermenigvuldigen van de elementen van een rij met een getal. 
b 1 ) Een rij vermeerderen met het scalaire veelvoud van een voorafgaande 

rij. 
b) Een rij vermeerderen met het scalaire veelvoud van een volgende rij. 

2 

Elk van deze transformaties is equivalent met linksvermenigvuldiging 
van de matrix met. een niet-singuliere matrix van een speciaal type. 



ad a. Linksvermenigvuldiging uitvoeren met de matrix 

ad °bi• 

0 

a. 

0 

• 
• 

• 
1 

a. 

Linksvermenigvuldiging 

1 

• 
• 

• 
1 • 
• • 
• 
• 
a. • 

• 
1 

• 

• 

• 

• • • • i 

• 
• 

• 
1 

uitvoeren met de matrix 

• • • • • • 

• 
• 1 • • • • 

• 
• 

• 
1 

Bij de 
e 

j rij wordt het a. -voud van i e rij opgeteld. 
Voorbeeld 

b 

y 

v+a.y 

1 

j 

ad b
2

• Linksvermenigvuldiging uitvoeren met de matrix 

1 
• 

• 
• 

1 • • • a. • • • • 1 

• • 
• • 

• • 
1 • • • • j 

• 
• 

• 
1 
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(13.13) 

(13. 14) 



e 
wordt het ~-voud e opgeteld. Bij de i rij van de j rij 

voorbeeld 

G 
0 

;)(: 
b 

:) ( x:au 
b 

z:a•) 1 y = y+a.v 

0 V T 

Opmerking. Om analoge bewerkingen uit te voeren met kolommen moeten we 
rechts-vermenigvuldigingen uitvoeren met de boven aangeduide matrices. 

Een vierkante matrix (aij) (i,j = 1,2, ••• ,n) waarvoor geldt aij = 0 

voor i < j heet een linkertriangulaire matrix CL-matrix). Als aij = 0 

voor i > j is het een rechtertriangulaire matrix (R-matrix). 

!!~!!!~~~:EE!!!· 
1. De determinant van een triangulaire matrix is het product van 

de elementen op de diagonaal. 

2. Het product van L(resp.R)-matrices is weer een L(resp.R)-matrix. 

3. De inverse van een triangulaire, niet singuliere matrix is 
triangulair. 

Het resultaat van successieve transformaties van het type a en b1 wordt 
met een linksvermenigvuldiging met een L-matrix 

C11 0 • • • 0 

c,1 en • • • 0 
C = 

• • • • • • 
en, C " • • C nt nn 

verkregen omdat (13.12) en (1~.13) L-matrices zijn. 
Evenzo wordt het resultaat van opeenvolgende bewerkingen 
a en b

2 
met een linksvermenigvuldiging met een R-matrix 

B = 

~1 b12 "'• • b1n 
0 b_ ••• b 

'" t n .. 
0 0 .. 

.. 

.. .. b nn 

verkregen omdat (13.12) en (13.14) R-matrices. 

van het type 

Opmerking. Successieve bewerkingen van het type a en b.s (resp. a en b) 
op kolommen komen overeen met een rechtsvermenigvuldiging met een R 2 

(resp.L)-matrix. 



LR-decompositie van een matrix 

Stelling. De matrix 

a,, a,, • • • 

a,, an • • • 
A. = 

• • • • • 
a a 

n1 n, • • • 

kan geschreven worden 
een R-matrix B ala 

a,, I= o, (°'' a,,J1= 
8t, ~, 
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a 1n 

a tn 
• 
a 

nn 

ala het product van een L-matrix C en 

a,, a,, • • • a 
1n-1 

o, ••• a,, a,, • • • a 2n-1 
'P o. 

• • • • • • 
a a n-1,1 n-1,2 • • • a 

n-1~1 

Bewijs. We passen volledige inductie toe. 
Voor n = 1 is de bewering triviaal: a11 = b11 c 11 , waarin een der factoren 

willekeurig /: 0 gekozen wordt. 
Neem aan dat de stelling geldt voor matrices van de orde k-1. 
De matrix 

a,, a,, • • • a,k 

a, 1 an • • • a,k 
~ = 

• • • • • 0 

ak1 81.t, • • • ~ 

wordt beschouwd als een gerande matrix. 
Dus 

~ = (:-1 :J 
We zoeken triangulaire matrices Ok en Bk, eveneens volgens rand-partitio­
ning, te schrijven als 

Ck • (?-1 :kk) 
Bk= (;-1 :J 

en wel zo dat ., 
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Volgens (13.6) krijgen we voor het product van gerande matrices 

Dit matrixproduct zal de matrix~ zijn ala ck_1 , Bk_1 , x, y, bk:k en ckk 

aan de volgende voorwaarden voldoen. 

(13.16) 

(13.17) 

(13.18) 

(13.19) 

De triangulaire matrices ck_1 en Bk_1 die aan (13.16) voldoen beataan 

volgens de inductie-aanname. 

Uit de voorwaarde 1~_1 1 F O volgt dat ICk_1 I F O en 1Bk_1 I F o. 
Daarom zijn de kolom yen de rij x bepaald door de betrekkingen 

-1 
y = Ck-1 u 

De diagonaalelementen ck:k en bkk moeten nog bepaald worden uit de verge­

lijking 

ckkbkk = ~ - xy. 

Een van deze factoren kan willekeurig gekozen worden, de andere factor 
is dan volledig bepaald. 
Dus is~ te schrijven ala het product van twee triangulaire matrices. 

Uit het bewijs volgt dat de decompositie eenduidig is ala we tevoren de 
diagonaalelementen van een van de triangulaire matrices vastleggen. 
In het vervolg nemen we bii = 1 (i = 1,2, ••• ,n). 

Tenslotte kunnen we de volgende ontbinding krijgen: 

A = ff A B ( = CB)• 

Hierin is cii = 1 en A de diagonaal matrix met de diagonaalelementen 

a van C als elementen. 
n 

want uit de partitionning volgt: 
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0Emerkins; 

De voorwaarden !Ai I p o, i = 1,2, ••• ,n-1 zijn voor de deoompositie ook 

nodig zoals ten overvloede blijkt bij het uitsohrijven van de matrixver-

gelijking: 

a.t a,., • • • a c,., 0 • 1 ll1 • • 0 1 b12 • • • b1n 

a21 a • • • a 021 0
22 • • • o. 0 1 • • • b2n 22 2n 

= ,. 
• • • • .. • • • • .. • • • • • • • • 
an1 an2 • • 0 a 0 n1 

0 n2 • nn • • C 0 nn 0 • • • 1 

Dan krijgen we nl .. 

{°31 
= aj1 j = 1,2, ••• ,n 

b1j = ~ j = 2,3, ••• ,n 
011 

j = 3,4, ••• ,n 

(oj 3 = aj3 - cj1b13 - cj 2b 2 , 

lb3j = c: (a3j - c,. b1 j - CH b2j} 

j = 3,4, ••• ,n 

etc. 

De elementen bij bestaan slechts als alle c11 p O (i = 1,2, ••• ,n-1} d.i. 

ala al de prinoipaalminoren IA1 1 ongelijk zijn aan nul. 

Decompositie van in oellen verdeelde matrices 

Een in cellen verdeelde matrix B beet een rechterquasi-triangulaire 

matrix als alle oellen Bij met i > j nulmatrices zijn. Ala alle cellen 

c
1

j met i < j nulmatrices zijn in de partitioned matrix c, dan is dit 

een linkerguasi-triangulaire matrix. 



Stelling. Als de matrices 
A.11 A.12 • A.1 n-1 • • 

('" ~.J \ A.21 A.22 • A.2 n-1 A1 = A11 t A = '•••,A 1 = • • 
2 -¾1 A n- • • • • • • 22 

A. n-1., 1 -\..1-2 • • .A 1 :n-1,:n-

niet singulier zijn dan is de partitioned matrix 

A11 A,2 • • • A1n 
A21 A22 • • • A2n 

A= 
• • • ... • 
An1 An2 • • • A 

DD 

voor te stellen ala het product van een linker en een rechter­
quasi-triangulaire matrix. In een van die matrices kunnen voor 
de diagonaalcellen willekeurige, niet-singuliere matrices van 
geschikte orde gekozen worden. 

Het bewijs verloopt analoog met dat van de vorige paragraaf. 
Voor de matrix A11 is de decompositie 

A11 = A 11 E. 

Stel: voor A 1 is de ontbinding 
n-

al verkregen. 
We nemen weer randpartitioning 

( 

A 1 A= n-
V 

en we zoeken quasi-triangulaire 

voor A, dus 
n 

matrices van de vorm 

B n = (;-, : ) en 

DD 

C = (:n-1 d ) 
0nn 

De voorwaarde A = C B geeft de volgende vergelijkingen 
n n n 

C n-1 
B 

n-1 = A 1 (13.20) 
n-

C n-1 
y = u (13.21) 

X B 
1 = V (13.22) 

n-

XY+ C B = A (13.23) nn nn nn 

De quasi-triangulaire matrices C 1 en B 1 die aan (13.20) voldoen n- n-
bestaan volgens de inductie aanname. 

1An_1 I F O en dus ook jBn_1 I F O en lcn_1 I F o. Uit (13.21) en (13.22) 

volgt: 
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X = V B-1 

n-1 

en tenslotte 

B = C-1 (A - XY), nn nn nn 

waarin we voor C een willekeurige niet-singuliere matrix hebben genomen. nn 

Matrixnotatie voor een stelsel lineaire vergelijkingen 

We beschouwen n vergelijkingen met n onbekenden 

~1 X1 + a12 x 2 + ••• + a 1 X = ' n n 
'\1 X1 + a

22 
x2 + ••• + a2nxn = f 

2 

• • • • • • • • • • • • • • • • 
+ a X = f nn n n 

In matrixnotatie krijgen we de matrixvergelijking 

Ax = f 

waarin A de coefficientenmatrix (a1 j) 

f de kolom van constante termen 

x de kolom met onbekenden. 

(13.24) 

-1 Als A niet-singulier is, levert linksvermenigvuldiging met A de oplossing 

-1 1 
x = A f = jTj Bf, (13.26) 

waarin B de geadjungeerde matrix van A is. 
In (13 9 26) staat dat 

A1if + ••• + 

IAI 
(Aji is de algebraische cofactor van het element aji) 

We herkennen (13.27) als de regel van Cramer voor het oplossen van een 
stelsel lineaire vergelijkingen, want in de teller staat de determinant 
van de.matrix uit A verkregen door daarin de 1e kolom te vervangen door 
de kolom f. 

Kwadratische vormen 

Een kwadratische vorm is een homogeen polynoom van de tweede graad in 
verschillende variabelen. In deze vorm schrijven we de coefficient van 
het product van ongelijke variabelen als som van twee gelijke termen. 
Uitgeschreven levert dit 

F(x 1,x 2 ,"'•••,xn) = a11 xf + a12 x1 x2 + ••• + a 1nx1xn 

+ a21 x,x1 + ~2 X: + • • • + a2nx2xn 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • 
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De matrix 

811 a12 • • • a1n 

a, 1 au • • • a2n 
A= 

• • • • • 0 

an1 an2 • • • a 
nn 

heet de matrix van de kwadratische vorm F. Deze matrix is symmetrisch. 
Met een kwadratische vorm is &en-eenduidig een symmetrische matrix ver­
bonden. 
We kunnen een kwadratische vorm in matrixnotatie weergeven. 
Immers 

••• + a
1 

X) 
n n 

• • • + a
2 

X) 
n n 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • 
+ x (a 1x1 + a 2x +•.•+a x) n n n t nn n 

en x, 
+ a,, x2 + • 

at'I x1 + a x2 + • u 
= (x1,X2t•••,x) 

n • • • • • • • • • 
an1x1 + a X + • n2 2 

a.., a,, ••• a1n 
a,1 a ••• a2n 

(x 19x 2 , ••• ,xn) H 
= 

• • • •• • 
a n1 a n2 ••• a 

nn 

• 
• 
• 

• 

Een reele kwadratische vorm heet positief definiet ala 

• + a
1 

X 
n n 

• + a2nxn 

• • • • • 
• + a X nn n 

x1 

X 
2 

• = 
• • 
X 

D 

x• Ax 

F(x1 ,x 2, ••• ,xn) > 0 

De reele symmetrische matrix A 

ala de kwadratische vorm 

voor Cx
1
,x , ••• ,x > # co,o, ••• ,o). 

2 n 
= (aij) wordt positief definiet genoemd 

n 
poaitief definiet is. 

De eenheidsmatrix is positief definiet want xf + x: + ••• + x~ heeft deze 
eigenschap. 
Een quasi-diagonaaJ.matrix is dan en alleen dan positief definiet ale de 
cellen ervan positief.definiet zijn • . , 
We zullen onderzoeken hoe de coefficienten van een kwadratische vorm ver­
anderen als de variabelen een lineaire transformatie ondergaan. 



Veronderstel dat 

X1 = b11 Y1 + bit Y, + • • • + b1nyn 

x, = b,1 Y 1 + bu Y, + • • • + b2ny n 

• • • • • • • • • • • • • • • • • • 

ofwel x = By. 
Dan krijgen we dat de kwadratische vorm als volgt transformeert 

x 1 Ax = (By) 1 A( By) = y 'B 'AB y = y' C 'Y 

met C = B1AB. 
C is ook symmetrisch want c• ~ (B 1 AB) 1 = B1 A(B•)• = B1 AB = c. 
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Stelling. Een positief definiete kwadratische vorm blijft positief definiet 
bij een lineaire transformatie der variabelen ala de transformatie 
matrix niet-singulier is. 

Bewijs. We moeten aantonen dat y'B'ABy positief definiet is als x'Ax posi­
tief definiet is. 
Stel dat y•B•ABy ~ o. Dan zou x'Ax ~ 0 zijn voor x =By. Maar dit is 

0 0 0 

alleen mogeliJ.k voor By = o. Bis niet singulier, dus alleen voor y = 0 
0 · 0 

is y 1 B1 ABy ~ o. 
0 0 

Gauss-transformaties 

Het stelsel lineaire vergelijkingen 

Ax = f 

waarin de coefficientenmatrix A niet- singulier is, kan herleid worden tot 
een stelsel vergelijkingen waarvan de coefficienten-matrix symmetrisch en 
positief definiet is. 

Stelling. Ala A niet singulier is, dan zijn de symmetrische matrices AA' 
en A'A positief definiet. 

Bewijs. De kwadratische vorm x•Ex is positie.f definiet. Dus zijn ook 
x'A'EAx en x 1 .AEA1x poaitief definiet, want A is niet singulier. 
Conclusie:AA' en A'A zijn positief definiet. 

We vermenigvuldigen (13.29) links met A': 

A 1 Ax = A'f 

Deze vergelijkingen, met dezelfde oplossing ala (13.29) hebben nu een 
symmetrische, positief definiete coefficientenmatrix. (13.30) werd ver­
kregen door de z.g. linker Gauss-transformatie. 

Bij de rechter Gausa-transformatie beschouwen we i.p.v. (13.29) het 
hulpsysteem 

AA'y = f (13.31) 

De oplossing van (13.29) vinden we uit die van (13.31) met de formula 

X = A'y. 
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Opmerking 

Het product van symmetrische matrices is niet altijd een symmetrische 
matrix. Als A en B symmetrische matrices zijn, dan 

(AB)•= B1 A' = BA. 
Dus (AB)•= AB dan en alleen dan als A en B commuteren. 

Orthogonale matrices 

Een reele matrix A= (aij) i,j = 1,2, ••• ,n heet orthogonaal als 
n L. alj = 1 j = 1,2, ••• ,n 

i=1 

n 
en L. a 1 jaik = 0 voor j -/, k 

i=1 

dus als A1 A = E. 

!!§!~!2~!EE!!! 

De 

Tij-

1. Eis orthogonaal 

2. Als A orthogonaal 
-1 

is, dan A' = A 

3. Als A orthogonaal is, dan is A' ook ortho~onaal. 
Daarom geldt voor orthogonale matrices ook: 

n 
L 
j=1 

a 2 = 1 ij i = 1,2, ••• ,n 

n 
en L a1 jakj = 0 voor i F k 

j=1 
4. Als de matrices A en B orthogonaal zijn, dan is ook AB 

orthogonaal. Immers (AB)•AB = B1 A1 AB = B1EB = E. 

5. Als A orthogonaal is dan 

1 = IEI = IA'AI = IA'I IAI = IAl 2 • 

Dus A= +1 (direct orthogonaal) of -1 (gespiegeld orthogonaal). 

rotatie matrices zijn orthogonale matrices van de vorm 

• 
• 

• 
C • • .. -s .. • • i 

• e • 
• • .. 
• • • 
s e • • C • • • • j 

• 
• 

• 
1 

waarbij c 2 + s2 = 1. 
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Er is een hoek cp " dat cos en sin zo cp = C ff) = s. 
De matrix 

(: -:; (cos ~ -sin :; = 
sin <p cos 

beschrijft de coordinatentransformatie bij een rotatie over een hoek 
het platte vlak. 

in 

Door de matrix Tij wordt deze rotatie ingebed in de n-dimensionale ruimte. 

De matrix Tij wordt toegepast om een matrix te transformeren. 
. (1) (1) 

1. A= (a A) linkavermenigvuldigen met Tij: A = T1jA = (a A) 
(1) a~ . e e a~ 

A verschilt alleen in de i en j rij van A. 
(1) 

aiP = c a113 - s aji3 
(1 ) 

ajj3 = s a113 + c ajp 

2o A= (a A) rechtavermenigvuldigen met 
(t) a~ e e 

A , verschilt alleen in de i en j 
(t) 

aai = c aai + s aaj 
(t) 

aaj =-saai + c aaj 

T • A(t) AT = 
ij 0 = ij 

kolom van A. 

(13.34) 

ad 1. Stel tenminste een der twee elementen a
113 

en ajp is ongelijk aan nul. 

Dan zijn de getallen c en s z6 te kiezen dat in A (
1

) het element a~~>. 0 

Daartoe kiezen we volgens (13.33) 

s = en c = 

Bij deze keuze van c ens krijgen we 

( 1) 
ail3 = 1/a~p + aji3 > 0 

(1) (13.36) 
ajp = o. 

Stelling. Iedere reele, niet singuliere matrix kan door een rij van links 
vermenigvuldigingen met elementaire rotatie matrices getrans­
formeerd worden in een rechter triangulaire matrix waarvan alle 
diagonaalelementen, behalve eventueel het laatste element, 
positief zijn. 

Bewijs .. Zij 

a a ... 
11 12 

a21 a22 ••• a2n 
A = 

• • ... • 
a n1 a 

n2 ... 
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een niet einguliere matrix. We vermenigvuldigen matrix A euccesaievelijk 

met de elementaire rotatiematrices T
12

, T
13

, ••• , T
1
n. Deze matrices 

worden zo gekozen dat we achtereenvolgene alle elementen van de eerete 

kolom, behalve het e·erste element dat positief wordt, gelijk maken aan 

nul. Deze rij van transformatiee levert 

(1) (1) a (1) 
a11 a12 ••• 1n 

0 
(1) ( 1) 

a22 ... ~n 
A (1) = T T • • • T13T12 A = 1n 1n-1 . • • • • • 

0 
(1) 

an2 ••• 

Hierin is a~~)> 0 volgens (13.36). 

Als a 21 = a
31 

= ••• = an 1 = 0 en a 11 < 0 dan vermenigvuldigen we A 

links met de diagonaalmatrix (-1,1,1, ••• ,1,-1). 
(1) (1) (1) 

Omdat A niet singulier is, is tenminste e6n der elementen a 22 , a 32 , 

••• , a~1) ongelijk aan nul. Nu vermenigvuldigen we A(
1 ) achtereenvolgens 

met T
23

, T
24

, ••• , T2n zodanig dat alle elementen op de tweede kolom 

onder de diagonaal nul worden. Dit proce~ zetten we voort tot we uiteinde­

lijk krijgen: 

( 1) (1) 
a11 a12 ... 
0 a(2) ... 

A(n-1 )= T T T ••• T T A 
22 

= n-1,n n-2,n n-2,n-1 13 12 
• • • • • 

0 0 ... 

(13.37) 

waarin alle ai~) behalve eventueel a~:-1>, positief zijn. 

Opmerkingen 

(1) 
a1n 
a(2) 
2n 

• 

a (n-1) 
nn 

, (n-1) t ( ) 1. Om de matrix A te verkrijgen moeten hoogstens n n-1 matrix 

vermenigvuldigingen uitgevoerd woraen. 

2. Uit (13.37) volgt 
A= Q A(n-1) 

waarin A(n-1 ) een rechter triangulaire matrix en 



Volgens (13.38) is dus iedere niet singuliere matrix te schrijven 
ala het produkt van een direkt orthogonale matrix en een rechter 
triangulaire matrix (QR-decompositie). 

3. Ala A singulier is, is de QR-decompositie ook mogelijk. Dan zijn 
niet alle diagonaalelementen van de R-matrix ongelijk aan nul. 
Voorbeeld 

= (? 
V5 

2 - -
V5 
1 

V5 

Stelling. Iedere direkt orthogonale matrix is een produkt van elementaire 
rotatie matrices. 

Bewijs. Zij A een direkt orthogonale matrix. Dan is volgens (13.37) 

-1 -1 -1 (n-1) 
A= T12 T13 ••• Tn-1,n A 

waarin alle diagonaalelementen van A(n-1 ) positief zijn. 
(n-1) We zullen aantonen dat A = E. 

A(n-1 ) is evenals A direkt orthogonaal. Dus is a~~)= 1, want de som 

van de k:wadraten der elementen van de eerste kolom is een. Omdat de som 
van de produkten van de elementen van de eerste kolom met de overeen­
komstige elementen van de andere kolommen nul is, geldt 

De som van de kwadraten van de elementen van de tweede kolom is een, 
(2) (n-1) dus a 
22 

= 1. Zo voortgaande vinden we A = E. 

Definitie 

De matrix A is normaal ala AA'= A'A. 
De symmetrische matrices behoren evenals de orthogonale matrices tot 
de klasse van normale matrices. 

Hermitese matrices 

Een matrix A= (aij) met complexe elementen wordt hermitese matrix genoemd 
ala 

aij = aji 

ofwel ala A= A*. 
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Uit (13.39) volgt dat a
11 

= a
11

, dus de diagonaal elementen zijn reeel. 

Vele eigenaohappen van aymmetrische matrices gelden onveranderd voor her-· 
mitese matrices. 
1. A en B zijn hermitese matrices. 

Het product is dan en alleen dan een hermitese matrix ala AB= BA. 
2. Voor iedere complexe matrix A geldt dat A*A en AA* hermitese matrices 

zijn. 

Unitaire matrices 

De complexe matrix A 

~ 2. 
i=1 1a1jl 

= (a1 j) heet unitair ala 

= 1 j = 1,2, ••• ,n 

n 
en L a 1 jaik= 0 

i=1 
j ;I: k. 

OfWel als A*A = E. 
De bij de orthogonale matrices opgesomde vijf eigenschappen (NA-193) gel­
den ook voor unitaire· matrices. Alleen volgt voor unitaire matrices uit 
IA*A I=· 1 dat 

1 =IA*IIAl=IAIIAI =IAIIAI= IJAII'· 

Dus A = e
1
"'. 

Elementaire unitaire matrices zijn matrices van de vorm: 

1 

• 
• 

• ce is.p1 • -se~ • • • • • 
• • 

uij = • • 
• i<i>, • 

ceis.p,. • se • • • • • • 
• 

• 
• 

met c > O, s > o, c 2 + a 1 = 1 en cp 1 ... q, 2 = <p:s - (l)i.• 

Dan is IUij I = e1 ( <4>1+ tp,.). 

i 

j 

Opdat IUij I= 1 is nodig en voldoende dat ~1 = - q,,. (mod 2~), en dus ook 

q,
2 

= ... <9:s (mod 2~). 

-s•~:• )(a) = 
ce C,1 b 



Als lal + lbl F O dan zal 

ace1
<p 1 - bse1

({)2 > O 

ase -i<pt+ bee -ic, 1 = O 

als 
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C = lal 
' V la I' + lb I' 

8 = lb I "' = f T1 
'I la I'+ lb I' 

-arg a en <p 2 = 1t - arg b. 

Met deze elementaire unitaire matrices kunnen we, op dezelfde manier ala 
bij de elementaire orthogonale matrices bewijzen: 

Stelling. Iedere niet-singuliere complexe matrix kan met een rij van 
linksvermenigvuldigingen met elementaire unitaire matrices, 
waarvan de determinanten ~~n zijn, getransformeerd worden in 
een rechter triangulaire matrix waarvan alle diagonaal elemen­
ten, behalve eventueel het laatste, positief zijn. 

Opmerkingen 

1. Iedere niet-singuliere matrix is product van een unitaire matrix U met 
IUI = 1 en een rechter triangulaire matrix waarvan alle diagonaal 
elementen, behalve mogelijk het laatste, positief zijn. 

2. Iedere unitaire matrix U, met IUI = 1, is product van elementaire 
unitaire matrices waarvan de determinanten ook een zijn. 

14.Lineaire ruimten 

Na de formele behandeling van matrices introduceren we nu het begrip 
lineaire ruimte, waarmee aan matrices een meetkundige betekenis gegeven 
wordt. 

Definitie 

Een lineaire ruimte is een verzameling R van objecten, vectoren genaamd, 
die aan de volgende axioma's voldoet. 

A. Bij ieder paar x,y van vectoren bestaa t een vector x + y, de !!2,! van 
x en y genaamd, zo dat 
1.x+y=y+x 

2. (x+y)+z = x+(y+z) 

3. Er is een element O zodat voor iedere x uit R geldt x + 0 = x 

4. Bij iedere x uit R is er een vector -x zo dat x + (-x) = 0 

B. Bij iedere vector x en ieder getal a. bestaat een vector «x, het product 
van« en x zo dat 
5. 1x = x voor iedere vector x 

6. ( CX. + t3 ):x: = a,X + (3X 

7. ex. (x + y) = a.x + a.Y ,, 
8. a.(t3x) = (a,t3)x 
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Opmerkingen 

1. Er is slechts e,n nulelement O want stel dat ook 

X + 0' = X. 

Dan (-x) +x+O' =(-JQ+x ~O + 0' = 0=;>0' = o. 
Ook is eenvoudig te bewijzen dat het negatieve element -x eenduidig 
bepaald is, dat Ox= 0 en dat -x =(-1)x 

2. Een ruimte heet reeel (resp. complex) als de vermenigvuldiging gedefi• 
nieerd is voor reele (resp.complexe) getallen. 

De ruimte heet eindig dimen1::donaal ala am de volgende voorwaarde is voldaan: 

9. Er bestaat een eindig aantal vectoren x
1
,x

2
, ••• ,xN zodat iedere 

vector geschreven kan worden als 

De dimensie van een eindig dimensionale ruimte is het kleinste getal N 
waarmee aan voorwaurde 9 voldaan kan worden. 
Als voorwaarde 9 niet vervuld is, heet R oneindig dimensionaal. 

Het getal (x,y) dat aan vectoren x en y wordt toegevoegd heet het inwendig 
product van x en y als deze toevoeging aan de volgende voorwaarden voldoet: 

10. (x,x) > 0 voor x F Oen (x,x) = 0 ale x = 0 

11. (x,y) = (y,x) 

12. (x 1 +x
2
,y) = (x19y) + (x

2
,y) 

13. (a.x,y) = a.(x,y) 

Opmerkingen 

1. In een reele ruimte zij (x,y) reeel, zodat in die ruimte geldt (x,y)=(y,xi 

2. Een reele (resp. complexe) ruimte met inwendig product noemen we 
euclidisch (resp. unitair). 

3. lxl = V(x,x) noemen we de lengte van de vector x. 

Stelling
1
1,voor ieder paar x,y van vectoren geldt 

I Cx ,Y) I ~ Ix l • I Y I ( 14.1) 

Bewijs. Deze ongelijkheid van Cauchy geldt als x = 0 9 want (O,y) = 0 en 

IOI = o. Stel x F o. We voeren nu in z = y - a.x, met a. = il.t!,l • Omdat (x,x) 
(z,x) = (y,x) .. a.(x,x) = 0 krijgen we: 

-- Ix ( ! lY I t j(x • Y ) I 2 
lz 12 =:= (z,y -cx.x) = (z,y) = (y,y) - a.(x,y) 

Ix 12 

Dus Ix I 2 ly I 2 - I Cx, y > I 2 ? o. 
D.i. l(x,y) I .( Ix I• IY I• 
Vanwege (14.1) is er in een euclidische ru:i.mte bij ieder paar vectoren 
x en y een hoek ~, de hOPk tussen x en Y, z6 dat 

(x,y) ( ) 
cos <p = I xi •I YI 14.2 



NA-200 

Voorbeelden 

1. De arithmetische ruimte R; hierin is iedere vector een rij van n getallen 
x = (x1,x2••••,x ). n . 

'> n 

(x1,x2••••,xn) + (y1,Y2t•••,Yn) = (x1+Y1,x2+Y2••••,xn+yn) 
a(x1 ,x2 , ••• ,xn) = (ax1 ,ax

2
, ••• ,a.xn). 

Bij deze optelling en vermenigvuldiging met een scalar zijn de axioma's 
1 t/m 8 eenvoudig te verifieren. 
De nulvector is (O,o, ••• ,o). Iedere vector in R is te schrijven ala 

n 
x1e1 + x2e2 + • • • + xnen• 
Hierin is e1 = (0, ••• ,0,1,0, ••• ,0) d.i. alleen i 9 component is ~~n. 

Dus R is eindig dimensionaal. n 
Het inwendig product van de vectoren x en y is 

(x,y) = x1y'1 + x2y2 + ••• + xnYn• 

Ala R reeel is: n 
(x,y) = x1y1 + x2y2 + ••• + XnYn• (14.4) 

Dit inwendig product kan ook geschreven worden als matrixproduct: 

Y1 x1 -
Y2 x2 

(x,y) (x1 x2 X ) • (y1 112• • • • ,yn) 
0 = ••• = n • • 

• • 
Yn X n 

2. De verzameling van alle vierkante matrices van orde n. 

3. De verzameling van polynomen in een variabele met graad ~ n. 

Lineaire afhankelijkheid 

De vector y = a1x1 + a.2x
2 

+ ., •• + 

vectoren x1,x2 , ••• ,xm• 

ax is een lineaire combinatie van de mm 

De vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xm zijn lineair afhankelijk als er ~etallen 

a1 ,a
2

, ••• ,am niet allen gelijk nul, bestaan zodat 

a.1x1 + a2x2 + • • • + a.mxm = 0 • 

Ala (14.5) alleen geldt als a.1 = a
2 

= 
toren x1 ,x2 , ••• ,xm lineair onafhankelijk. 

0 dan noemen we de vec-

Als de vectoren x1 ,x2 , ••• ,xm lineair afhankelijk zijn, dan is minstens een 
xi lineaire combinatie van de andere vectoren. Ala b.v. cm F O, dan 

X = m 
(14.,6) 
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Stelling 2. Als de vectoren y 1 ,y
2

, ••• ,yk lineaire combinaties zijn van de 

vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xm en k > m dan zijn y 1 ,y
2

, ••• ,yk lineair 

afhankelijk. 

Bewijs. We bewijzen met volledige inductie. 
Voor m = 1 (dusk> 1) is het triviaal. 

Neem aan dat de stelling geldt voor m-1. 
Zij 

••• + a
1 

X mm 

•••••••••••••••••••••••••••••••• 

yk = '\:1x1 + °k2x2 + ••• + '1ianxm. 

Als in een kolom van de matrix A= (a1 j) alle elementen nul fijn, dan zijn 

y
1

,y
2

, ••• ,yk lineaire combinaties van m-1 vectoren, dus volgens inductie 

hypothese zijn y1 ,y2 , ••• ,yk dan lineair afhankelijk. 

Stel: ~ 1 F o. 
Beschouw het stelsel vectoren 

7' = 2 

• • • • • • • • 
a.k1 

Y' = y - - y k k a. 11 1 

Deze k-1 vectoren zijn lineaire combinaties van de m-1 vectoren x2 ,x
3

, •• ~xm• 
Volgens de inductie-aanname zijn y2,y3, ••• ,yk lineair afhankelijk, ofwel 

met 

Y~2 + Y3Y3 + ••• + ykyk = 0 

(r
2
,r

3
, ••• ,yk) I (o,o, ••• ,o) 

Als we (14.7) substitueren in (14.8) krijgen we 

Y1Y1 + Y2Y2 + oe• + ykyk = 0 
waarin 

a.21 ~ ak1 
Y1 = ... "11 Y2 - ct11 Y3 ••• - a.11 yk 

(14.8) 

(14.9) 

(14.10) 

uit (14.9) en (14.10) volgt dat y 1 ,y2 , ••• ,yk lineair afhankelijk zijn. 
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Basia van een ruimte 

.Een stelsel van lineair onafhankelijke vectoren heet een basis van een 
ruimte ala iedere vector van de ruimte lineaire combinatie is van elemen­
ten uit dit stelsel. 
In Rn vormen e1 ,e2 , ••• ,en een basis, want uit 

+ a e = 0 n D1 

volgt 
a1 = a2 =•••=an= 0 

en iedere vector x = (x1 ,x2 , ••• ,xn) kan geschreven worden ala 

•••+Xe• n n 

D:l.t is de natuurlijke basis van R. n 

In een ruimte van dimensie n bestaan n vectoren waarvan alle vectoren in 
die ruimte lineaire combin)tties zijn. Deze n vectoren vormen een basis want 
ale ze afhankelijk waren kon met minder dan n vectoren volstaan worden om 
de ruimte "op te spannen". Dus zou dan de dimensie kleiner zijn dan n. Er 
zijn ook niet meer dan n lineair onafhankelijke vectoren want elk stel van 
m vectoren met m > n is volgens stalling 2 afhankelijk. Daarom is het aantal 
vectoren in een basis onafhankelijk van de keuze van die basis: het is gelijk 
aan de dimensie van de ruimte. 

Stelling 3.·Elk stelsel van n lineair onafhankelijke vectoren vormt een 
basis voor een n-dimensionale ruimte. 

Bewijs. Zij u1 ,u
2

, ••• ,un een stelsel lineair onafhankelijke vectoren en zij 

x een willekeurige vector van de ruimte. Volgens stelling 2 zijn de vectoren 

u1 ,u
2

, ••• ,un,x lineair afhankelijk, want elk van deze vectoren is lineaire 

combinatie van n basisvectoren. Dus er bestaan getallen a
0

,a1 ,a
2

, ••• ,an, 

niet allen gelijk aan nul, zodat 

a OX ♦ a 1 u1 + • • • + an Un = 0 • 

Maar a
0 

F O want anders zouden de vectoren u1 ,u2 , ••• ,un lineair afhankelijk 

zijn. Dus 

X = 
C n -u. c

0 
n 

Hiermede is aangetoond dat iedere vector lineaire combinatie is van de 
lineair onafhankelijke vectoren u 1 ,u2 , ••• ,un• Deze vectoren vormen derhalve 
een basis. 

Coordinaten van veotoren 

Zij u1 ,u2, ••• ,un een basis van een ruimte. Dan is iedere vector x lineaire 

combinatie van u1 ,u2 , ••• ,un' n.1. 
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x = l;1u1 + l;2u2 + ••• + l;nun• ( 14.11) 

De coefficienten l;i zijn eenduidig bepaald door de vector x, want ala 

dan 

en due is t- 1;1 = t 2 .. t 2 = •• • = l:.n - l;~ = 0 

+ ••• + 

-,: • )u = O <:.n n 

omdat de ve_ctoren u 1,u2 , ••• ,un lineair onafhankelijk zijn. 

-,:tu 
<:.n n 

De coefficienten t 1 ,t2 , ••• ,tn heten de coordinaten van x ten opzichte van 

de basis u1 ,u2 , ••• ,un• 

Bij deze basis u1 ,u2, ••• ,un correspondeert met iedere vector dus een kolom­

matrix X = {t 1 l;. 2 • •• l;n)' en omgekeerd correspondeert met iedere kolom 

een vector die de elementen uit de kolom als coordinaten heeft. Vectorbe­

werkingen corresponderen ~~n-eenduidig met overeenkomstige kolom-bewerkingen. 

Coordinaten transformatie 

We zullen onderzoeken hoe de coordinaten van een vector veranderen als de 

basis van de ruimte veranderd wordt. u1 ,u2 , ••• ,un is de oorspronkelijke 

basis; u1,u2, ••• ,u~ de nieuwe basis die geschrevenkan worden als 

u' = 1 
u• = 

2 

a11u1 + a21u2 + 

a12u1 + a22u2 + 

••• .... 
+ a 1u n n 
+ a 

2
u n n 

• • • • • • • • • • • • • • • • • 

In de matrix 

a11 a12 • • .. a1n 

a21 a22 • • • a2n 

A = • • • • .. .. .. • .. • 
an1 an2 .. .. • a nn 

zijn de kolommen de coordinaten 

van de basis u1 ,u2 , .... ,un• 

De matrix A is niet-singulier want A heeft een inverse: de matrix waarmee 

de vectoren u1 ,u2 , ••• ,un uitgedrukt worden in u1,u2, ... ,u~. 
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Van een vector x zijn t 1 ,t2 , ••• ,~n de coordinaten t.o.v. de basis 

u1 ,u2 , ••• ,un terwijl , 1,~2, ••• ,~~ de coordinaten van x zijn t.o.v. de 

nieuwe basis u1,u2, ••• ,u~. 

Dit betekent dat 

= t'u' + '•u• + ••• + ~'u' 1 1 2 2 n n 

= t-,Ca11u1 + a21u2 + .... + a 1u) n n 

+ t2<a12u1 + a22u2 + .... + a 2u) n n 

+ • • • • • • • • • • • • • • • • 

Omdat u1 ,u2 , ••• ,un lineair onafhankelijk zijn geldt 

t1 = a11q,, + a12t2 + 

t2 = a21t 1 + a22t2 + 

• • • • • • • • • • 
~ - a t, n - n1 1 + a /. • n 2 + 

In matrix-notatie 

X = .Ax 1 

waarin 

t, 
t2 

• 
x= • en x' = 

• 
tn 

Deelruimten 

••• + a t, 1n n 

••• + a ~, 
2n n 

• • • • • • • .. " + a ~• • nn n 

• 1 

t2 

• • e 

0 

~ 

Een deelruimte van een lineaire ruimte R is een verzameling V van vectoren 
uit R zodanig dat elke lineaire combinatie van vectoren uit V weer een vector 
uit V is. 

Voorbeelden 

1., R zelf 
2. De verzameling met s:lechts een element: de nul.vector 

Een deelruimte is zelf een lineaire ruimte want aan de axioma's 1 t/m 8 is 
voldaan. Een deelruimte van een n-dimensionale ruimte is eindig dimensionaal 
met dimensie ~ n. Als de dimensie van een deelruimte n is, dan is de deel­
ruimte R zelf. 
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Iede.re basis van een deelruimte kan uitgebreid worden tot een basis van 
de gehele ruimte. 

Deelruimten opgespannen door vectoren 

De verzameling V van alle 1ineaire combinaties van de 

vectoren x1 ,x2 , •••• xm· is· een deelruimte, de deelruilp.te opgespannen door het 

stelsel x1 ,x2; ••• ,xm• 

Stelling 4~ De,dimensie van een deelruimte opgespannen door 4e vectoren 
x1 ,x2 , •••• xm is gelijk aan de rang van de matrix die ala kolom-

men heeft de coordinaten van deze vectoren t.o.v. een basis. 

Bewijs. Zij 

x11 x12 • • • x1m 

X x21 x22 • • • x2m {14.15) = 
• • • • • • 
xn1 xn2 • • • X nm 

de matrix waarvan de kolommen bestaan uit de coordinaten van de vectoren 

x1 ,x
2 
•••• ,xm t.o.v. zekere basis. Zij rang X = r. Dan is, volgens de de­

finitie van de rang van een matrix, tenminste ~&n minor vari de order on­

gelijk aan nul en zijn alle minoren met orde groter dan r gelijk aan nul. 

We mogen aannemen (indien nodig nummeren we n.l. de vectoren x1 ,x2 , ••• ,3m 

en de coordinaten, d.w.z. de basisvectoren om, due in X verwisselen we 

kolommen resp. rijen),dat 

X11 x12 • • • x1r 
I 

x22 x21 • • • x2r 
6 = {14.16) 

• • • • • • 
xr1 xr2 0 • • X rr 

een minor ongelijk aan nul is. 

We zullen aantonen dat x1 ,x2 , ••• ,xr een basis is van de deelruimte P'op­

gespannen door x1 ,x2 , • • • ,xm•· 
(a) De vectoren x1 ,x

2
, ••• ,xr zijn lineair onafhankelijk. 

Stel a.1x1 + a.2x2 + • • • + "rxr = O. 
In coordinaten uitgeschreven krijgen we: 



(b) 

a.1x11 + ~x12 + • • • 

a.1~1 + a.2x22 + • • • 

= 0 

= 0 

• • • • • • • • • • • • • • • • • 
a.1x 1+ a.2x 2 +•••+a. x = O r r · r rr 
• • • • • • • • • • • • • • • • • . 
a.1xn1+ a.2xn2 + • • • + a.rxnr = 0 • 
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(14.17) 

De determinant van de coefficientenmatrix van de eerste r vergelij• 
• 

kingen met de onbekenden a.1 ,a.2 , ••• ,a.r is ongelijk aan nul. 

Dit stelsel heeft dus alleen de oplossing a.1 = a.2 = ••• = a.r = o. 
Dus de vectoren x1 ,x2 , ••• ,xr zijn lineair onafhankelijk. 

De vectoren x1,x2 , ••• ,xm zijn 

Voor de vectoren x1 ,x2 , ••• ,xr 

Nu aantonen dat (b) ook gelnt 

Beschouw de determinant 

lineaire combinatiee van x1 ,x2 , ••• ,xr• 

is dit triviaal. 

voor x , s = r + 1 , ••• ,m. 
s 

x11 x12 • • • x1r x1e 

x21 x22 • • • x2r x2s 

A = • • • • • • 
s 

• • • • • • • (14.18) 
xr1 xr2 X X • • • rr rs 
z1 z2 • • • z z r 

waarin z1 ,z2 , ••• ,zr en z voor het bewijs niet terzake doende getallen 

zijn. De algebraischfl! cofactoren van z
1

,z
2

, ••• ,zr,z in ll.
8 

duiden we aan 

met µ1,µ2••••,µr,µ• 
Nu beschouwen we de vector 

Y = µ1x1 + µ2x2 + ••• + µrxr + µxs• 

De coordinaten hiervan zijn 

Y1 = µ1x11 + µ2x12 + • • • + µr:x:1r 

72 = µ1x21 + µ2x22 + • • • + µrx2r ~. 
• • • • • • • • • " • • . ' ,• • • " • • 

':,· .. -·· 

Yn = µ1xn1 + µ2xn2 + • • • .+ µrxnr 

+ µ.x1s 
+ µx2s 

• • • 
+ µx • ns 

We kunnen (14.19), gebruik makend van de minoren µ1 ,µ2 , ••• ,µr,µ ook 

schrijven als 
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x11 x12 • • • x1r x1s 

x21 x22 • • • x2r x2s 

yk = • • • • • • • • • • • • • k = 1,2, ••• ,n (14.20) 

xr1 xr2 • • • X X rr rs 

~1 ~2 • • • xkr ~s 

als k ( r dan is yk = 0 want dan zijn in (14.20) twee rijen gelijk. 

Als k > r dan geldt ook yk = o, immers (14.20) is in dat geva1 een 

minor van X van de orde r+1 en deze minoren zijn allen nul. 

Dus y = µ1x1 + µ2x2 + • • 
Maar omdat µ = 6 p O geldt 

• + µ X + µx = 0. r r s 

X 
s 

µ1 
= ... -x 

µ 1 
µ2 

- -x µ 2 

Uit (a) en (b) volgt dat de vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xr een basis vormen 

van P. Dus heeft Pde dimensie r. 

Conclusie: het maximum aantal lineair onafhankelijke kolomme~ zowel a1s 

het maximum aantal lineair onafhankelijke rijen van een matrix Xis de 

rang van die matrix. 

15. Lineaire operatoren 

We beschouweneen functie die aan iedere vector uit de lineaire ruimte R 
een element uit een verzameling Q toevoegt. 

Als Qeen verzameling van (reele of complexe) getallen is, dan noemen 
we de functie een functionaal. 

Ala Q een verzameling van vectoren uit R is dan wordt de functie een 
afbeelding, een transformatie of een operator genoemd. 

Voorbeelden van functionalen 

1. Het inwendig product van een vector x E: R en een vaste vector y E: R. 
0 

2. lxl = V(x,xJ, de lengte van xE: R. 

Een functionaal cp heet lineair als voor alle getallen ~, a
2 

en alle 
vectoren x1 ,x

2 
uit R geldt 

<p(cx1x1 +cx2x2) =cx1 <p(x1) + °'2cp(x2). 
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Lineaire operatoren 

Een operator A- heet 

1. A- (cxx) = ex A x 

lineair als aan de volgende voorwaarden voldaan is: 

voor ieder getal ex en iedere x E: R. 

Het product .A~ van de operatoren .,q en Ja is de operator e die aan 
iedere vector xE: R toevoegt de vector 

ex= A (IP.>x) (15.1) 

d.w.z. eerst do toepassen op x en dan .A op i, x. 
Als A en P., lineair zijn dan is ook v4R> lineair. 
Immers: 

ecx1 +x
2

) =«A<Jo (x1 +x
2

)) =A< ~x1 + dox
2

) = Ji- Cdbx1 )+Ji'CJa:x
2

)~Cx
1
+ Dx

2
• 

e(cxx) =ft(Ja (cxx)) =.A(cxdox) = cx.ft(Jax) = cxC.x. 

De operator e met de eigenschap dat voor iedere x E: R geldt 

ex = X (15.2) 

heet de eenheidsoperator. 
e is lineair en ook is gemakkelijk in te zien dat 

~,A = .Ae = A voor iedere operator JI-. 

De som .A + ~ van de operatoren v4 en </::, is een operator C die aan 
iedere vector x E: R toevoegt de vector 

C x = ("'4 + tR, )x = J1 x + ~ x. 

Het is eenvoudig te bewijzen dat de som van lineaire op~r~toren weer 
een lineaire operator is, dat derhalve geldt 

( A- + <P., )(x1 + x2) = ( v4 + ~)x1 + ( ~ + <P.>)x2 

en ( A + ~ )(ax) = ex ( A- + Fc>)x .. 

De operator 0 die aan iedere x E: R de nulvector toevoegt heet de 
nuloperator. 
Voor iedere operator fi- en iedere x E: R geldt 

( o4 + (}') X = J4 X + (9- X = -A-x" 
Dus ~ + <J = s4- " 
Evenzo geldt 0 + fi =.fr .. De nuloperator is lineair. 

Het product van een operator J4- en een getal ex is een operator die aan 
x E: R toevoegt de vector ex A-x .. 
Als ~ lineair is dan is ook cxfo lineair .. 
Tenslotte voeren we machten van operatoren in: 

,, k 
~ =.A-A .. ., .. .A- (k keer ~ toepassen) en vi-0 

= C 



om daarmee te definieren: 

A n .,i, n-1 · 
f(.,...) = a. J4 + 0.1.Jt + ••• +a. 1ft + a. £. •. o n- n 

Dit is het operator-polynoom afgeleid van het algebraische polynoom 

n n-1 
= a. t + a.1t + ••• + a. 1t + a. • o n- n 

f(t) 

In het vervolg spreken we uitsluitend over lineaire operatoren. 

Matrix-representatie van een operator 

Zij u1 ,u2 , ••• ,un een basis van de lineaire ruimte R. 

De operator A voegt aan deze vectoren toe de vectoren 

~ u1 , J$.u2, .. • .. , ..4 un • 

Van elk van deze vectoren kunnen we de coordinaten aangeven t.o.v. 

de basis. Uitgeschreven levert dit: 

Jl-u1 = a11u1 + a21u2 + ••• 

'4 u2 = a12u1 + a22u2 + • • • 

+ a 1u n n 
+ a 

2
u 

n n 

J\ u = a 1 u 1 + a 2 u 2 + •.. + a u • n n n nn n 

Nu beschouwen we de matrix A met als kolommen de coordinaten van fiu1 • 

'-" u2••••,v4 un 

a11 a12 • • • a1n 

a21 a22 • • .. a2n 
A = (15.5) 

• .. . " .. • • .. • .. • 

an1 an2 • • • a nn 

We zullen nu aantonen dat bij een gekozen basis de matrix A de operator 
v4 volledig bepaald is .. 

We gaan uit van operator fi- waarvan we de coefficientenmatrix.in (15.4) 
kennen. Deze bepaalt de matrix (15.5). 
Zij 

Stel y = Ax .. 
Dan geldt 

Stel nu 
t,',, 
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Uit (15.4) en (15.7) volgt 

Als we (15.8) en (15.9) combineren krijgen we 

n 
yk =~ ~~ 

1=1 
k = 1,2, ••• ,n 

Ofwel in matrix-notatie 

Y = AX 

waarin Yen X kolommatrices zijn metals elementen de coordinaten van 

y resp. x t.o.v. u1 ,u2 , ••• ,un• 

(15.11) is de bij een gekozen basis eenduidig bepaalde matrix-voorstelling 

van (15.8). 

Als we uitgaan van een matrix Adan wordt omgekeerd uit 

Y = AX 

verkregen 

Y =Jx .. 
Dus bestaat er een een-eenduidig verband tussen de operator A- en de 
matrix A .. 
Dit 1-1 verband blijft behouden bij bewerkingen met operatoren, d.w.z. 
de matrix van de som (resp. het product) van operatoren is de som 
(resp. het product) van de matrices behorende bij die operatoren. 

Overgang op andere basis 

We zullen onderzoeken hoe de matrix van een operator verandert als we 

overgaan op een andere basis. 

u1 ,u2 , ••• ,un is de oorspronkelijke basis, u1,u2, ••• ,u~ de nieuwe basis. 

Volgens (14.14) zullen de coordinaten van een vector x veranderen vol­

gens de formule 

X = A Y. 

Hierin is X de kolommatrix met de coordinaten van x t.o.v. u1,u2 , ••• ,un 
y de kolommatrix t , d. t t I ' ' me ae coor ina en van x .o.v. u1 ,u

2
, ••• ,un 

A de matrix die de vectoren u1,u2, ••• ,u~ uitdrukt in 
u1, u2, • .. •, un • 
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Nu beschouwen we een operator "5 waarmee in de basis u1 ,u2
, ••• ,un 

de matrix Ben in de basis u1,u2, ••. ,u~ de matrix C correspondeert. 

Zij 

V = J,;;, Xe 

Stel Ven W zijn de kolommatrices waarvan de elementen de coordinaten 

zijn van de vector v t.o.v. de basis u1 ,u
2

, ••• ,un resp. u1,u2, ... ,u~. 

Dan 

V = BX 

W = C Y 

Maar X = A Y en V = A W en dus 

AW = BAY, want V = 
Ofwel 

A-1BAY. w = 
Dus 

A-1BA. C = 

AW en V = BX = BAY. 

Hieruit concluderen we dat de matrices die de operator ~ representeren 
t.o.v. verschillende bases gelijkvormig zijn. 

Opmerkingen 

1. De matrix A is niet singulier, want A heeft een inverse: 
de matrix die de vectoren u1 ,u

2
, ••• ,un uitdrukt in u1,u2, ... ,u~. 

2. Iedere niet singuliere matrix Akan g~identificeerd worden met een 
coordinaten-transformatie. 

Rang van een operator 

De verzameling van alle vectoren Jx, met x E: R, duiden we aan met cA-R. 
Stelling 5. Als .A een lineaire operator is, dan is fi.R een deelruimte 

van R. 

Bewijs. Neem aan y1 en y 2 zijn elementen van v4-R. Dan bestaan er vec­

toren x1 en x2 zodat 

~ R heet de beeldruimte van A • De dimensie van J-1.R noemen we de rang 

van de operator~. 

De beeldruimte wordt opgespannen door Jiu1 ,v4u2 , ... ,«A-un als u1 ,u2 , .... ,un 

een basis is. 
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Volgens stelling 4 is de rang van de operator ..4 gelijk aan de rang 
van de Jr representerende matrix A bij zekere basis. 
De dimensie ;:.4-R is onafhankelijk van de basiskeuze, dus hebben de 
matrices die -A- representeren bij versohillende bases dezelfde rang. 
Hieruit ooncluderen we dat gelijkvormige matrices dezelfde rang hebben •. 

De beeldruimte v4R valt dan en alleen dan samen met de gehele ruimte 
als de rang van A gelijk is aan de dimensie van R, dus als de deter­
minant van de A representerende matrix ongelijk is aan nul. Dan noe­
men we de operator niet-ontaard. 
Al.s de rang van .A kleiner is dan n (= dim R) dan heet A- ontaard. 

De verzameling Q van vectoren y E: R z6 dat Jt y = 0 is ook een deelruimte 

van R. Als n.l. y
1

,y2 E: Q dan Ji-y
1
= .Ay

2 
= 0 en dus is A(a:1y

1 
+a.

2
y

2
) = 

= a:
1 

.A,y 1 + a.
2

.A-y 2 = O, ofwel ook a1y 1 + «
2

y 
2 

E: Q. 

Q noemen we de ~ van .A- • 

Stelling 6. Voor iedere operator .A geldt: 

dim JrR + dim Q = dim R. 

Bewijs. Stel u 1 ,u2 , •• ~,um is een basis van de kern Q van .A. 
We vullen deze verzameling vectoren aan met de vectoren v1 ,v

2
, ••• ,v n-m 

tot een basis van R. Nu zullen we aantonen dat de vectoren 

'"4v1 , ~v
2

,., ... , Av een basis vormen vari de beeldruimte AR. n-m 
(a) De vectoren v4v1 , ~v2 , • • ,.Av zijn lineair onafhankelijk. n-m 

Zij cx
1
Jlv1 + cx2 Jh2 + ••• + a Jlv = o. n-m n-m 

Dan is ~(cx1v1 + cx2v2 + ••• + « v ) = O, d.w.z. n-m n-m 
a:

2
v

2 
+ ••• +ex v E: Q, dus bestaan er getallen P1 ,P

2
, ••• ,~m 

n-m n-m 
a:1v1 + cx2v2 + ••• + a:n-mvn-m = ~1uj + ~2u2 + ••• + Pmum. 

lineair onafhankelijk Omdat de vectoren v1 ,v
2

, ••• ,vn-m'u1 ,u2 , ••• ,um 

zijn vinden we dus dat cx1 = a:2 = ••• = «n-m = O. 

Dus zijn de vectoren J4 v1 , '1fv
2

,.,.,., Jt-v lineair 
n-m 

onafhankelijk. 

(b) Iedere vector in -A-R is lineaire combinatie van Jlv1 ,Jlv
2

, •••. ,.:llv • n-m 
Stel y E: AR, dan is er een vector x zodat tftx = y. 

xis lineaire combinatie van basisvectoren, dus te schrijven als 

Maar dan is 

y =01iAv1 + .... +o ./+v n-m n-m 

omdat v4-u1 = Jl u2 = .... = .ftum = o. 
Dui is dim Jt-R = n-m en omdat volgens aanname dim Q =mis hiermee 

de stelling bewezen. 
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Uit deze stelling volgt dat Ax= 0 dan en alleen dan impliceert x = 0 
ala dim .,,_.R = n. 

Opmerking 

We mogen uit stelling 6 niet concluderen dat de bases van JfR en Q 
tesamen R opspannen, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld. 

A = (1 -1) 
1 -1 

Kern: x = A(1,1) 

Beeldruimte: x = µ(1,1). 

Met matrices geformuleerd komt stelling 6 overeen met de bekende stelling: 
Het maximum aan~al lineair onafhankelijke oplossingen van een stelse1 
van n lineaire homogene vergelijkingen met n onbekenden is gelijk aan 
n-r, waarin r de rang is van de coefficientenmatrix van het stelsel ver­
gelijkingen. 
Uitgeschreven is dit stelsel: 

• • • + a1 y n n 
= 0 

• • • • • • • • • • • • • 
+ a y = o. nn n 

Dit stelsel vergelijkingen is in vectornotatie 

Jly = 0 

waarin Jr de operator met representerende matrix 

t) 
nn 

en y de vector met coordinaten y 1 ,y
2

, ••• ,yn is. 

Iedere oplossing van (15.,12) ie dus element van de kern Q van J:; en 

omgekeerd zullen de coordinaten van y E: Q aan (15.12) voldoen, zodat 
• 

het maximum aantal lineair onafhankelijke oplossingen van (15.,12) 

gelijk is aan dim Q. Vo1gens stelling 6 is dim Q = n-r waarin r = dim JfR = 

= rang A., 

De inverse operator 

Als .A- niet-ontaard is dan is dim v4R = n en beeldt iA- de ruiinte Raf 
op zichzelf., JI- is dan een 1-1 afbeelding. ImD!..ers ala Ax = z en .f>r-y = z, 
dan is .;4-(x-y) = 0 en dus x = y omda t de kern van een niet ontaarde 
operator alleen d~ nulvector bevat. 
Daarom bestaat er bij iedere niet-ontaarde operator een inverse operator 

~-1 di~ aan iedere vector z E: Reen eenduidig bepaalde vector x toevoegt 

zodat ~x = z. 
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Eigenschappen 

1 .L>-1 • 1· . 
• V"f is ineair, 

ifov = w. 

LI -1 .o-1 .a want als ..R z = x en vr w = v, dan v-rx = z en 

Dus A-(x + v) = z + w. D.w.z. "9--1 (z + w) = x + v = v4--1z + v4--1w. 

.LI .o-1 3. Bij een gegeven basis corresponderen met de operatoren 1./'t" en v-r 
matrices die elkaars inverse~ zijn. 
Bewijs. Zij y = .Ax, dus JI.- y-=x. In matri:oes wordt, bij zekere basis 

de eerste re la tie: Y = Ax. Dus X = A-1y., 

Bij overgang op andere basis worden d~ matrix vergelijkingen: 

W = c-1ACV en V = c-1A-1cw, waarin Ven W de kolommatrices zijn 

behorend bij x en y t.,o.v. de nieuwe basis en C de transformatie-matrix 

is die de nieuwe basis-vectoren uitdrukt in de oude (zie NA-210). De 
... 1 -1 -1 matrices C AC en C A C zijn ook elkaars inversen. 

Eigenvectoren en eigenwaarden van operatoren 

Een eigenwaarde van een operator A- is een getal A zodanig dat er een . 
vector·x # 0 bestaat waarvoor geldt 

"'4-x = Xx. (15.13) 

De vector x in (15.13) wordt eigenvector van .fl behorend bij X genoemd. 
Het spectrum van .A is de verzameling van alle eigenwaarden van v4., 
Zij A= (ail:) de matrix die bij een zekere basis de operator .A- represen­

teert en stel dat op deze basis de e1genvector x de coordinaten 

x1 ,x2 , ••• ,xn heeft. 

Dan zijn de coordinaten van fi-x: 
n n 

L, a1k ~, ..... , L ankxk. 
k=1 k=1 

De coordinaten x1 ,x2 , ••• ,xn en de eigenwaarde X bepalen het volgende 

systeem van vergelijkingen: 

(a11 -X )x1 + a12 x2 + "' • • + a1n X = 0 n 

a21 x1 + (a22 - A)x2 + .. • Q + a2n X = 0 (15 .. 14) 
n 

"' • .. " • " .. ,. 
" • .. ,. • ,. .. • • .. • .. ,. • "' 

an1 :x:1 + an2 x2 + • " • + (a - X)x = 0 nn n 

Dit ste,,isel zal dan en alleen dan een niet-triviale oplossing x 1 ,x
2

, .... ,xn 

ala 
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a11- A a12 • • • a1n 

a21 •22 .. A • • • a· 
2n 0 (15.15) = 

• • • • • • 
an1 an2 • • • a - X -nn 

dus als A een nulpunt is van het karakteristiek polynoom van A. 

Matrices die dezelfde operator representeren in verschillende bases 
zijn gelijkvormig, en gelijkvormige matrices hebben hetzelfde karak­
teristiek polynoom. Daarom kunnen we spreken van het karakteristiek 
polynoom van een operator •. 
Als ~(t) het karakteristiek polynoom is van A, gerepreeenteerd door 
A,dan geldt volgens de stelling van Cayley-Hamilton ~(A)= &en dus 
ook ~("1-) =~,want ~(JI,) wordt gerepresenteerd door •<A). 
Ook bij een operator spreken we van een minimaal polynoom: 
het polynoom van de laagste graad waarvan de operator "nulpunt" is. 

Stelling 7. Ieder nulpunt van het karakteristiek polynoom van een ope­
rator is ook nulpunt van het minimaal polynoom ¢(t) van die 
operator. 

Bewijs. Zij x een eigenvector van JI, behorend bij een eigenwaarde A• 
Volgens de reststelling geldt 

Dus is 

Maar 

¢( t) = p ( t )( t - A) + ¢( >.J. 

¢(v4)x = p(Jl,)(,A -A£)x + <j>CA)x~ 

(JI. - Ae)x = 0 en ¢CA)= f:f dus ¢CA)X= 0 • 

Maar dan is ¢(A)= 0 want x F O. 

Dus de eigenwaarde A is nulpunt van ¢Ct). 

Het karakteristiek polynoom is deelbaar door het minimaal polynoom 
Czie NA-182), elk nulpunt van minimaal polynoom is derhalve ook nul­
punt van het karakteristieke polynoom. 
Karakteristiek en minimaal polynoom hebben dus dezelfde nulpunten die 
echter in het karakteristiek polynoom grotere multipliciteit kunnen heb­
ben. 

Bij iedere eigenwaarde A van JI. kan men met (15.14) de bijbehorende 
eigenvectoren bepalen. De eigenvectoren bij een eigenwaarde A vormen 
een dee lruimte van R: de ke rn van A - ). e, • 
Stelling 8. De dimensie ,e van de kern van A- - ).E. is kleiner of gelijk 

aan de multipliciteit k van het nulpunt A van het karakte­
ristiek polynoom. 

Bewijs. Stel x1 ,x2 , ••• ,x,e zijn lineair onafhankelijke eigenvectoren bij 

de eigenwaarde Ae Dit stelsel breiden we uit met x,e+1 , ••• ,xn tot een 

basis van R. Met deze basis wordt de operator fl voorgesteld door een 

matrix waarvan de eerste ,e kolomrnen zijn: 



A 0 • • • 0 

0 "- • • • 0 

• • • • • • 
0 0 • • • ;>.. 

0 0 • • • 0 

• • • • • 0 

0 0 • • • 0 

omdat A x1 = Ax-1 , Ax2 = J..x2 , ••• , Ax,e • AX ,e• 
Het karakteristiek polynoom van deze matrix is deelbaar 

en dus heeft het nulpunt A een multipliciteit k ~ ,e. 

Opmerkingen 

,e 
door (t -A) 

1. Het aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren kan kleiner zijn dan 
de multipliciteit van de bijbehorende eigenwaarde, zoals blijkt uit 
het volgende voorbeeld: · 

A = ( ~ ; ) ; I A - tE l = ( t - 3 )2, dus A= 3 is een dubbel 

nulpunt van het karakteristiek polynoom: k = 2. 
Om de eigenvectoren te bepalen moeten we oplossen: 

3x1 + x2 = 3:x1 
3x2 = 3x2 • 

We vinden slechts e~n lineair onafhankelijke eigenvector• n.l. (1,0). 
Dus ,e = 1 < k. 

2. Ala k = 1, dus A een enkelvoudig nulpunt is, is ook ,e = 1. 
Immers ,e ~ 1 en ,e > o. 

Eigenvectoren van een·matrix 

Een eigenvector van een matrix Xis een kolomvector X, waarvan niet 
alle elementen nul zijn, zodanig dat 

AX= i\X (15.16) 

waarin A de bij X behorende eigenwaarde van A genoemd wordt. 
Xis de matrix-voorstelling van de eigenvector x van de operator Ji 
die, bij zekere basis, gerepresenteerd wordt door A. 
Uit (15.16) volgt dat 

AX= u .. 
Als A reeel is geldt derhalve 

•· AX= AX -ofwel: met i\ is ook A eigenwaarde van A. 
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We hebben gezien dat gelijkvormige matrices hetzelfde karakteristiek 
polynoom hebben (NA-215), dus dezelfde eigenwaarden, want deze matri­
ces representeren t.o.v. verschillende bases dezelfde operator. 
Daarom zijn corresponderende eigenvectoren X en Y van de gelijkvormige 

matrices A en c-1Ac kolomvectoren metals elementen de coordinaten van 
de eigenvector x van operator .At.o.v. verschillende bases. 
In formule volgens (14.14) 

-1 Y = C X. (15.18) 

Dit is formeel te verifieren, want als 

AX=J\.X 

dan is 

Eigenvector en van een R - matrix 

Zij 

b11 b12 " " • 
0 b22 • • • 

B= 
• 0 • • • • 
0 0 • ,. • 

en bii F bjj als i F j. 
De diagonaalelementen zijn de eigenwaarden van B. 

Zij Xi een eigenvector behorend bij b
11

: 

B x
1 

= b
11

xi. (15.19) 

De matrixvergelijking (15.19) geeft n lineair-e homogene vergelijkingen 

voor den componenten x11,x21 , ••• ,xni van de kolomvector x1 • 

Om xi 1 .,xi 2 i, ••• ,x i te bepalen beschouwen we de laatste n-i ver-+ 91 +, n, 
gelijkingen van (15.19) 

(bi+1,i+1 - bii)xi+1
9
i + bi+1

9
i+2 xi+2,i + ..,,. 

(bi+2,i+2 -bii)xi+2
9
i + .., " 

+b 1 · xni i+ 9 n 

+ bi+2,n xni 

= 0 

= 0 

••••••••••••••••••••••• 

We zien dat 

xn,i = xn-1
9
1 = ••• = xi+1

9
i = o. (15.20) 

De 1 8 vergelijking in (15.19) levert met (15.20) 
f;', • 

(bii - bii) xii= O. 



We kiezen 

xii= 1. 
De eerste i- 1 vergelijkingen van (15.19) leveren de eerste i -1 
componenten van Xi. 
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De eigenvector bij Ai= bii is dus x1 = (x11,x21 , ••• ,xi_1 ,i,1,o, ••• ,o). 

Conclusie: de matrix X waarvan de kolommen bestaan uit de componenten 

van de eigenvectoren x1 ,x2 , ••• ,xn van de R-matrix Bis ook een R-matrix. 

Een matrix op diagonaalvorm transformeren 

Stel dat x1 ,x
2

, ••• ,xn de eigenvectoren zijn van Jfbehorend bij de 

eigenwaardED A1 , A2 , ••.,An. 

Dan: "1-x1 = "-1x1' Jf-x2 = "-2x2' • • •' Jhcn = >.. nxn. 
Zij matrix A de representant van ft t.o.v. zekere basis. 

We nemen aan dat x1 ,x2 , ••• ,x lineair onafhankelijk zijn, dus een basis 
n e 

vormen van de ruimte. In deze nieuwe basis is de i component van Jtxi 

gelijk aan Ai' de andere componenten vanJtxi zijn nul. 

T.o.v. deze basis wordt JI- dus gerepresenteerd door de diagonaal-matrix 

B = (j1 
0 • • • 0 

A2 • • • 0 

• • • • • 
0 • • • >..n 

Bis gelijkvormig met de matrix A, dus bestaat er een niet-singuliere 
matrix C zodanig dat 

-1 
B = C AC. 

Stel dat x
1
,x

2
, ••• ,xn kolomvectoren zijn die in de oorspronkelijke 

basis de vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xn representeren en dat in de nieuwe 

basis de vectoren Y1 ,Y2 , ••• ,Yn dit doen. 

Dan geldt 

Maar Yi= (o,o, ••• ,0,1,0, ••• ,o), ie element is 1. 

Uit (15.21) volgt dat de ie kolom van C de componenten bevat van xi 

t.o.v. de oorspronkelijke basi~. 

C is dus de matrix met in de kolommen de componenten van x1 ,x2 , ••• ,xn 

t.o•l• de oorspronkelijke basis. 



Stelling 9. Eigenvectoren behorend bij ongelijke eigenwaarden zijn 
lineair onafhankelijk. 

Bewijs. We nemen aan dat A1,A2, ••• ,A
8 

paarsgewijs verschillende ei­

genwaarden zijn van operator A- en dat x
1 

,x
2
,. •.• ,x

8 
bijbehorende ei­

genvectoren zijn. 

Stel dat x 1 ,x2 , ••• ,xj lineair onafhankelijk zijn en dat xj+1 ,xj+
2

, ••• ,i
8 

lineaire combinaties zijn van x
1

,x
2

, ••• ,xj. 

AJ.s 

= .t: y ,,x 
i=1 . 1" 1 

(j < ,e ~ s) 

dan geldt: 

Anderzijds: 

.fl-x,e = >..,e X,e = t:.. Yi,e >..,e xi 
i=1 

Uit (15.23) en (15.24) volgt dat 

t:. (>.,e->..i) Yi,e xi = o. 
i=1 

Dit impliceert dat (>.. ,e- )..i) y i£ = 0 omdat 

lineair onafhankelijk zijn. Omdat ).. ,e ~ Xi 

y 1,e = y 2,e = • • • =yj,e=O. 

Volgens (15.22) is dus x,e = o, maar d.i. 

de 

is 

in 

(15.22) 

(15.23) 

vectoren x 1 ,x
2

, ••• ,xj 

strijd met de aanname 

een eigenvector is. Het uitgangspunt is weerlegd: de vectoren 

x 1 ,x
2

, ••• ,x
8 

zijn lineair onafhankelijk. 

dat X,e 

Als het karakteristiek polynoom van een operator alleen enkelvoudige 
nulpunten heeft dan is er, volgens stelling 9, een basi~ bestaande 
uit eigenvectoren. 
In matrix formulering: ala alle eigenwa~rden van een matrix paarsgewijs 
ongelijk zijn, dan is die matrix op diagonaalvorm te brengen. 
Algemeen geldt: de matrix A is op diagonaalvorm te brengen als het aan­
tal lineair onafhankelijke eigenvectoren gelijk is aan de orde van die 
matrix. 

16. De Jordan normaalvorm van een matrix 

Een matrix waarvan het aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren klei­
ner is dan de orde van die matrix noemen we defect. 
Een dergelijke matrix is niet op diagonaalvorm te brengen. We zullen 
zien hoe een defecte matrix met een gelijkvormigheidstransformatie 
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veranderd k.an worden tot een z.g. k.anonieke Jordan vorm, waarvan de 
diagonaalvorm een speciaal geval is. 

(i) De afleiding van zo'n transformatie beschouwen we eerst voor het een­
voudige geval dat slechts twee eigenwaarden samenvallen en dat met de­
ze twee eigenwaarden slechts een lineair onafhankelijke eigenvector 
correspondeert. 
Stel dat A.1 , A2 , ~, ••• , A.n de eigenwaarden zijn van A en dat alleen 

>.'i = A.j voor i = 1 en j = 2. De bijbehorende eigenvectoren zijn 

x1,x3,x4,••·,xn. 
Volgens de stelling van Cayley-Hamilton geldt 

Nu voegen we aan x1 ,x
3

,x
4

, ••• ,xn de vector Y2 toe zodat een basis van 

R verkregen wordt. Op de vector ~passen we het linkerlid van (16.1) 

toe. Dan krijgen we 

(A- A
1
E) 2 (A- >..

3
E) ••• (A- )..nE) Y

2 
= O. 

Als we (A- >..1E) 2 Y2 = Vn stellen wordt ( 16.2) 

( A - )..
3 

E) • • • ( A - ).. E) V = 0. n n 

(16.2) 

Om (16.3) op te lossen beschouwen we het volgende stelsel matrixver­
gelijkingen 

(A - >..
3
E) V 

3 
= 0 

(A-)..
4
E) v

4 
= v

3 
•••••••••••••••• 
(A-)..E)V =V 

1
• n n n-

De oplossingen van dit stelsel zijn: 

• • • • • • • • • • • 

Dus n 
(A- >..1E)2 Y2 = L a.i x3. 

1=3 

(16.4) 

De veqtor (A- >..
1
E) 2Y

2 
heeft geen componenten in de "richtingen" x1 en Y

2 
hoewel Y

2 
een willekeurig gekozen ne basisvector is. 

Nu·bepalen we een vector x2 zodanig dat 

(16.6) 
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x1 voldoet aan (16.6); we zoeken echter een oplossing van (16.6) in 

de ruimte 

Stel 

Met (16.5) 

Of'wel: 

opgespannen door Y2,X3,X4,•••1Xn• 

n 
x2 = Y2 + Z: P1 i=, 

xi. 

en (16.6) krijgen we dan 

n 
L Cai + 13 i (>.i - >-1)) xi = 0 • 
i=3 

(16.7) 

Omdat x,,x4 , ••• ,Xn lineair onafhankelijk zijn krijgen we 

Hiermee is het bestaan van de vector x
2

, lineaire combinatie van Y2 
2 x

3
,x4, ••• ,xn, zodat (A->-

1
E) x

2 
= O aangetoond. 

I.p.v. (16.6) kunnen we schrijven 

Ofwel 
(16.9) 

D.w.z. 

Deze vector x
2

, dieniet een eigenvector is van A, noemen we een 

gegeneraliseerde eigenvector van A. 

Omdat de vectoren x1 ,Y2 ,x
3

,~••,xn,een basis vormen van R zijn ook de 

vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xn een basis van R, want iedere line~ire combinatie 

ran x1 ,Y
2

, ••• ,xn is volgens (16.7) ook een lineaire combinatie van 

x1 ,x2, • • • ,xn. 
Bij deze nieuwe, z.g. kanonieke basis, vinden we de volgende relaties 

A x1 = >-1 x1 
A x

2 
= Ji. 

1 
x

2 
+ x1 

A X3 = >-3X3 
(16.10) 

• • • • • • 
AX· = A X n n n 
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De bij matrix A behorende operator .A- wordt t.o.v. deze basis gerepre­
senteerd door 

A1 1 :o • • • 0 
I 

0 A1: O • • • 0 

c-1AC = 

______ ,. 11. 
O O 

3 
0 • • 0 (16.11) 

• • • • • • • 
0 0 0 • • • >i. n 

De matrix C heeft de kolomvectoren x1,x
2

, ••• ,xn als kolommen. 

De matrix 

(~1 :) 
wordt de Jordan-kast behorend bij eigenwaarde A1 genoemd. 

Opmerkingen 

1. De vector x
2

, oploaaing van (16.9) is op de vector x
1 

na bepaald want 

x1 is een element van de kern van .,,_ A
1
e. 

2. Een vector X heet een gegeneraliaeerde eigenvector van matrix A bij 

eigenwaarde A als (A - AE)m X = 0 voor zekere m > 1. 

Stelling 10. Een gegeneraliseerde eigenvector bestaat alleen als bij 
een twee-voudige eigenwaarde slechts een lineair onaf­
hankelijke eigenvector bestaat. 

Bewijs. Stel A1 = A2 met daarbij behorend twee lineair onafhankelijke 

eigenvectoren x1 en x
2 

; x
3

,x
4

, ••• ,Xn zijn de eigenvectoren behorend bij 

de paarsgewijs verschillende eigenwaarden A
3

,11. 4 , ••• ,An• Stel dater een 

gegeneraliseerde eigenvector Y bestaat, waarvoor geldt 

ofwel 

(A- >i.
1
E)2 Y = 0 

(A-A
1
E) Y = x

1
• 

Deze vector Y is te schrijven als 

n 

Dus 

L r1x1. 
i=1 

n 
(A-"-1E) L rixi = x1. 

· i=1 

x
1 

en x
2 

zijn eigenvectoren bij A1 , dus (A- A1E)X1 = (A- A
1

E)X
2 

= Oe 



(ii) 
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Dus 

Dit resultaat is in strijd met de lineaire onafhankelijkheid .van de 

vectoren x1 ,x
3

, ••• ,xn. Nu is weerlegd dat de gegeneraliseerde eigen­

vector bestaat. 

Stel dat A1 = >.. = ••• = >.. en dat bij deze p gelijke ej.genwaarden s:l.echts 
2 p 

een lineair onafhankelijke eigenvector x1 bestaat. We nemen voorts aan 

dat de andere eigenwaarden paarsgewijs ongelijk zijn. 

We voegen aan de eigenvectoren x1 ,x 1 , ••• ,x p+ n 
vectoren x2 ,x

3
, ••• ,xp toe. Deze verkrijgen we 

vergelijkingen op te lossen: 

k = 2,3, ••• ,p 

waarbij we bovendien de eis stellen dat 

de gegeneraliseerde eigen­

door de volgende matrix-

k = 2,3,4, ••• ,p. (16.13) 

Uitgeschreven krijgen we 

• • • • • • •• 

Dit levert 
(A->..

1
E) x1 = 0 

(A-1'.
1
E) x2 = x1 

• • • • • • • • 
(A->..

1
E) X = X 

p p-1 

ofwel 
A X1 = >..1X1 

A x
2 

= >.. 
1 

x
2 

+ x1 (16.15) 

A xP = >.. 1xP + x~_1 • 

T.o.v. de kanonieke basis, x1 ,x2 , ••• ,xn wordt de operator A, behorend 

bij matrix A voorgesteld door: 



1 

• • 

• 

• 

0 : • 

0 : • 

1 I • 

• 

• 

• 

0 

0 

• 
0 

0 

• • • • • • • 
0 0 • • • 

De matrix C heeft de vectoren x1 ,x2 , ••• ,xn als kolommen. 

0pmerking 
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We bewijzen hier niet dat de vectoren x
2
,x

3
, ••• ,xp die aan (16.12) en 

(16.13) voldoen bestaan. Evenmin dat deze vectoren met x1 ,x 
1

, ••• ,x. 
p+ n 

een basis vormen van R. 

(iii) In het algemene geval hebben we bij een p-voudige eigenwaarde A
1 

k 

lineair onafhankelijke eigenvectoren (k < p). Zonder bewijs vermelden 

we hier dat ook in dit geval een kanonieke basis geconstrueerd kan wor­

den. De operator JI- wordt t.o.v. deze basis gerepresenteerd door een 

matrix waarin k Jordan kastjes voorkomen die elk op de diagonaal A1 
hebben. 

B.v. 
>,. 1 0 0 0 0 

1 
0 A 1 0 0 0 

1 
0 0 A.1 1 0 0 

I k = 2, p = 6. 0 0 0 _ x..1 lo_ 0 
- -- - -1-· 0 0 0 O i A.1 

0 0 0 0 :o >.. 1 

In dit voorbeeld worden twee systemen vexgelijkingen van het type 
(16.14) gebruikt om de verzameling van gegeneraliseerde eigenvectoren 
te vinderi waarmee de verzameling van eigenvectoren wordt uitgebreid 
tot een kanonieke basis van de ruimte. 

Voorbeeld 

A= (~ ~ D 
Bij x

1 
= 1 vinden we slechts een lineair onafhankelijke eigenvector 

n.l. x1 = (1,0,0). 

Bij >..
3 

=.2 hoort de eigenvector x
3 

= (5,3,1). 



We berekenen de gegeneraliseerde eigenvector x
2 

uit 

(A - A1E) x2 = x1. 

Uitgeschreven krijgen we 

~2 + 2 t3 = 1 

3 ~3 = O 

~3 = 0 

Dit geeft de oplossing t
2 

= 1 en ~
3 

= o. We nemen ~
1 

= o, want de 
t 

vector x
2 

is op een veelvoud van x
1 

na bepaald (x
1 

is een element 

van de kern van (Ji- - A1e.- )). Dua x
2 

= (0,1,0). 

De transformatie matrix is derhalve 

0 

1 

0 

Met eenvoudig rekenwerk vinden we 

O -5; 
1 -3 
0 1 

De Jordan normaalvorm van fl is dua 

Symmetrische matrices 

Stelling 11. F.en symmetrische matrix is niet defect. 
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Bewijs. Stel dater een gegeneraliseerde eigenvector x
2 

bij de eigen­

waarde A van de symmetrische matrix A bestaat, z6dat 

en tevens 

Dan ils x2 (A- )..E)2X
2 

= O. (16.16) 

Nu voeren we in: Y = (A-)..E) x2• Dan wordt (16.16) 



Omdat Y' = x2(A-)..E)• =_X2(A' -AE) = X~(A-)..E), wordt (16.17): 

y,y = o. 

Dus is Y = o. Maar (A -A E) x
2 

= 0 is in strijd met de veronderstelling 

dat x
2 

geen eigenvector is. Hiermee is onze veronderstelling dat A een 

defecte matrix is weerlegd. 

Stelling 12. De eigenvector~n van een symmetrische matrix behorend bij 
verschillende eigenwaarden zijn orthogonaal. 

Bewijs. Stel Ai F Al• x1 en Xj zijn de eigenvectoren bij Ai resp. Aj: 

We beschouwen nu de volgende vergolijkingen: 

X:iAXj = AjX:iXj 

XjAXi = Aixjxi 

Hieruit volgt 

A = 
XjAX:I. 

Aj = 
X1AX~ . 

i Xj\ ' X{Xj 

Omdat xjxi = (xjxi)' = x1xj 

en XjAXi = (XjAXi)' =X1A•Xj = x1 AXj 

(16.18) 

(16.19) 

(16.20) 

vinden we dat in (16.20) zowel de tellers als de noemers nul 

zijn, anders zou immers Ai= >..j. 

Dus xi.xj = o, ofwel xiJ_ xj. 

Als de eigenwaarde >.. p-voudig voorkomt horen daarbij p lineair onafhan­

kelijke eigenvectoren. De andere n-p eigenvectoren X 1 ,x 2 , ••• ,X p+ p+ n 
staan loodrechtop deze p eigenvectoren Y1 ,Y2 , ••• ,Yp. · 

Nu construeren we successievelijk vectoren x1 ,x2 , ••• ,xp, die onderling 

orthogonaal zijn, met behulp ve.n de volgende re la ties: 

x1 = Y1 

x2 = Y 2 + a.21 x1 

• • • • • • • 
+ ••• + <l X. 1 • p,p-1 p-

De coefficienten 

'" 
a. 21 

a. 31 a.32 
• e • • 

a. p1 a. p2 • • • a. p,p-1 
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vinden we door achtereenvolgens te etellen: 

X.jX2 = 0 

x1 x3-=, i~?3 = 0 

••••••••••• 

De vec toren x1 , x
2

, ••• ;xp zijn evenals Y 1 ,_Y 
2

, ••• , YP eigenvectoren van 

de matrix A behorende bij de eigenwaarde A. Met dit orthogonalisatie­

procede is nu aangetoond dat 

Door ditzelfde procede ook toe te paeeen op de lineair onafhankelijke 
eigenvectoren behorend bij andere meervoudige eigenwaarden wordt een 
orthogonaal systeem van eigenvectoren verkregen. · 
Ala we deze vectoren normeren (lengte 1) dan is de matrix C met in- de 
kolommen die genormeerde eigenvectoren een orthogonale matrix. Dan geldt 
dus c-1 = c•. 
De met A gelijkvormige diagonaalmatrix is derhalve 

A1 0 • • • 0 

0 A2 • • • 0 

c-1AC = • • • • • • 
• • • • • • = C1 AC (16.21) 
• • • • • • 
0 0 • • • X n 

Conclusie: bij de symmetrische matrix A bestaat een orthogonale matrix 
C zodanig dat C1 AC een diagonaalmatrix is. 

Stelling 13. De eigenwaarden van een reeel symmetrische matrix zijn · 
reeel. 

Bewijs._Beschouw het Rayleigh quo~ient 

X*AX 
R(X) ~ PX 

van de vector X bij de matrix A. 
Stel X = U + iV, waarin U en V reele kolomvectoren zijn. Dan is 
X* = U' - iV1 • . 

X*AX = (U' .. iV 1 ), A(U + iV) = (U 9 AU + V1 AV) + i(U'AV - V'AU). 
Omdat U'AV = (U 1 AV)' = V'A'U = V1 AU is 

X*AX = U1AU + V'AV. 

Dus is ook X*X reeel, want X*X = X*EX en Eis symmetrisch. 
Conclusie: R(x) is reeel. 
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Als we aannemen dat X een eigenvector is bij de eigenwaarde Adan geldt: 

X*AX >..X*X 
R(X) = M°" = X*X = >.. • 

Dus de eigenwaarde A is reeel. 

O;emerking 

De eigenvectoren van een reeel symmetriache matrix zijn ook reeel want 
AX= AX geeft, in coordinaten uitgeschreven, n lineaire homogene ver­
gelijkingen met een reele coefficienten matrix A - >.,E. 

Positief definiete matrices 

Definitie. De reeel symmetrische matrix A heet positief definiet als 
X'AX > 0 voor iedere X po. 

X*AX Als A positief definiet is geldt n(X) = lFx > 0 voor XI o. Dus alle 

eigenwaarden van A zijn positief. Omdat geen eigenwaarde nul is bevat 
de kern van A alleen de nulvector: A is niet-singulier. 
Omgekeerd is een symmetrische matrix met uitsluitend poaitieve eigen­
waarden positief definiet. Iedere vector Xia n.l. lineaire combinatie 
van de orthonormale eigenvectoren x1 ,x2 , ••• ,xn (stelling 12). Dus 

n n n n n 
X'AX = <I: aixi)' A er: a.ix:l) = (La.ixi)'(L a.iAiXi) = L Aia.£ > o. 

i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 

Stelling 14. De matrix A is positief de.finiet. Dan geldt: 

(a) Als B positief definiet is, dan ook y1A+y 2B ala y1 >O, 
Y2 > 0 

(b) A-1 positief definiet 

(c) Als C niet-singulier is dan is C1 AC pos_itief definiet 

(d) Er bestaat een positief definiete matrix M zodanig dat 

M 2 = A 

(e) Als B reeel syrnmetrisch is dan zijn alle eigenwaarden 
van AB reeel 

(f) Ala Book positief definiet is dan heeft BA uitaluitend 
positieve eigenwaarden 

(g) Ala B reeel symmetrisch is en alle eigenwaarden van AB 
poaitief zijn is ook B positief definiet 

(h) Ala ook B positief definiet is en AB= BA, dan is AB 
positief definiet. 

Bewija. (a) X'(y1A+y 2B)X = y 1X 1 AX + r 2x•BX > 0 ala X F O en 

( y 1 A + y 2B) t = y 1 A + y 2B • 

(b) Stel A-1 x = Y, dus X = AY. Dan is x•A-1 X = (AY)'Y = Y•AY > 0 
~ -1 -1 

ala Y -/ o, dus ala X -/ o. Bovendien is A aymmetrisch, want AA = A A= 

= E. H:Ler volgt n.l. uit dat (A- 1
) 1 A = A(A- 1

·)' = E ofwel (A- 1
)' = A- 1. 

(c) X'(C'AC)X = (CX) 1 A(CX) > O als ex -Io, dus als X F o. Voorts 

is (C•AC)' = C'AC. 
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(d) Stel dat A1 ,A2, ••• ,An de eigenwaarden zijn van A met bij­

behorende eigenvectoren x1 ,x2
, ••• ,xn•· Dan AX

1 
= >..X

1 
(i = 1,2, ••• ,n). 

Besc~ouw nu de matrix M met MX1 = vr;_ Xi. De bijbehorende operatorv\£. 

beeldt Raf op zichzelf. 
Dan geldt: 

M2
Xi = M(MX1 ) = M(n'°; X1 ) = AiXi. 

Dus M2 = A. Alle eigenwaard~n van M zijn positief. 

Bovendien is M' = M. Immera M' =A= A'= M'M'. 0mdat M eenduidig be­

paald is geldt derhalve dat M = M'. 

We schrijven voor M voortaan·At. 

. (e) AB• Af(AfBAf)A-f. AB en AfBAf hebben daarom dezelfde eigen-

waarden. (AfBAf), = (Af)'B'(Af), = AfBAf. De eigenwaarden van A¼BA¼ zijn 

volgens stalling 13 reeel. 

(f) AB = Af(AfBAf)A-¼. AB heeft dezelfde eigenwaarden als AfBAf. 

Maar AfBAt = (Af)'BAt en deze matrix (Af)'BAf is volgens (c) definiet 

positief en heeft derhalve uitsluitend positieve eigenwaarden. 

(g) AB heeft positieve eigenwaarden, dus ook A-~(AB)Af = AfBAf. 

De symmetrische matrix AfBA¼ is dua positief definiet. Volgens (c) is 

due B = (A-f) (AfBAf) (At) = (A-f)' (AtBAt)At poaitief definiet. 

(h) AB= BA, dus (AB)'= B'A' =BA= AB. Volgens (f) zijn alle 

eigenwaarden van AB bovendien positief. AB is derhalve een positief de­

finiete matrix. 

De positief definiete eenheidsmatrix definieert in de n-dimensionale 
ruimte een lengte, metriek genaamd van een vector volgens 

(X'EX)f = (X 1 X)f = cf::_ 2; .t )f 
i=1 1 

waarin ~1 ,~
2

, ••• ,,n de coordinaten ziJn van de vector X t.o.v. een 

orthonormale basis. Deze metriek is afgeleid van het product van een 

rij-en een kolomv~ctor, n.l. 

X'EY = X•Y. 

Twee vectoren zijn (E) orthogonaal als X1EY = X'Y = o. 
Dit product voldoet aan de voor het inwendig product gedefinieerde 
axioma's 10 t.m. 13 (NA-199) zoals blijkt als X'Y ge±dentificeerd 
wordt met (x,y). 

Bij een positief definiete matrix zal het product X'AY, als we dit 
ident!ficeren met (x,y), voldoen aan de axioma•s 10 t.m. 13 (NA-199). 



Immers 

1. X'AX > 0 ala X t 0 

2. X 1 AY· = Y1 AX 

3. (x, + :K,)'AY = X,.'AY + x;AY 

4 • ( aX) ' AY = a. (X' AY) • 

van dit inwendig product (x,y) = X1 AY leiden we de A-metriek af: 

Ix I = (x,x/ = (X' AX)f 

is de A-lengte van de vector X. 
Twee vectoren X en Y zijn A-orthogonaal ala X'AY = o. 
Eigenschappen 

1. Omdat volgens stalling 1 geldt: 

l(x,:r) I , Ix 1. IY I 
krijgen we bij dit speciale geval: 

(X 1 AY) 1 ~ (X 1 AX).(Y 1 AY). 
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2. Paarsgewijs 
Bewijs. Zij 

A-orthogonale vectoren zi,Jn lineair onafhankelijk. 
x1 ,x

2
, ••• ,~ een A-orthogonaal stelsel van vectoren en 

stel a.
1
x1 

Dan geldt 

0 = 

+ a.2X2 + ••• + °k~ = o. 

Omdat x1AX1 > 0 is dus_a.1 = 0 (i = 1,2, ••• ,n). 

i llZ 1,2, ••• ,n. 

De A-orthogonale vectoren zijn dus lineair onafhankelijk. 

3. Met de p lineair onafhankelijke vectoren Y1,Y2 , ••• ,Yp kunnen we_ 

een A-orthogonaal stelsel van p vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xp construeren 

met behulp van de volgende relaties: 

x1 = Y1 

x2 = y2 + P21y1 

• • • • • • • • 

xP = YP + Pp1Y1 + ••• + ~pp-1Yp-1 

Bewija• We bewijzen met volledige induc.tie. 

(16.22) 

Stel dat de A-orthogonale vectoren x
1
,x

2
, ••• ,xm_

1 
al geconstrueerd 

zijn met de relaties (16.22). 

De vector Xm' A-orthogonaal t.o.v. x1 ,x
2

, ••• ,xm_1 , schrijven weals 

x = Y + a. 1 x1 + a. 2x2 + • • • + a. 1 x 1 . < 1 6 • 23) m m m m mm- m-

De coefficienten a. 
1

,a. 
2

, ••• ,a. 1 bepalen we uit de A-orthogonali-,. m m mm-
teitsvoorwaarden 

X'AX = X'AX = • • • = X' AX = O • . 1 m 2 m m-1 m 



Dit levert 

XjA(Ym + cx.m1X1 + •• • + a.m m-1 Xm-1) = 0 

Omdat volgens de inductie-aanname 

geldt 

Dus 

i p j en i,j ~ m-1 

XjAYm + a.mjXjAXj = 0 

X1 AY 
a. =- j m 

mj XjAXj 

j = 1,2, ••• ,m-1 

j = 1,2, ••• ,m-1 

NA-231 

j = 1 ,2, ••• ,m-1 

Xm is derhalve een eenduidig bepaalde lineaire combinatie van Ym,x1, 

x2,···,xm-1• 
Als we in (16.23) voor x1 ,x2 , ••• ,xm_1 de al bepaalde en in (16.22) 

uitgeschreven lineaire combinaties van Y1 ,Y2 , ••• ,Ym_1 substitueren, 

blijkt dat Xm een lineaire combinatie is van Y1 ,Y2 , ••• ,Ym: 

Xm = Ym + 13 m1Y1+ • • • + 13 mm-1 Ym-1 

Xm is niet de nulvector, want anders waren Y1,Y
2

, ••• ,Ym 1ineair afhan­

kelijk. 

De aanvang van de inductie is tri viaal: voor m = 1 "construeren" we 

de vector x1 z6 dat x1 = Y.1• 

Opmerkingen 

1. De hier bewezen mogelijkheid een stelsel vectoren te "A-orthogonali­
seren" kwam. alter sprake bij het bepalen van een E-orthogonale 
basis van een eigenruimte van een symmetrische matrix (NA-226) 

2. Door de vectoren x1 ,x
2

, ••• ,xp te delen door resp. (XjAXj)'i-, j =1,2, •• tP 

verkrijgen we een A-orthogonaa1 vectorsysteem. 

Reele niet symmetrische matrices 

Als de matrix A niet symmetrisch is, bestaat het volledige eigen­
waarde probleem uit het be1alen van de eigenkolommen X: 

AX= AX (16.24) 

en het bepalen van de eigenrijen Y* 

Y*A = ~Y* (16.25) 

I.p.v. (16.25) kunnen we schrijven: 

A*Y = µ Y. 

Voor de eigenwaarden A behorend bij de eigen~kolemmcin geldt: 

I A - i..E I = o. (16.26) 
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Voor de eigenwaarden µ behorend bij de eigenrijen geldt: 

IA* - ;:" El = o. (16.27) 

Ofwel l(A - µE)*I = IA - µEI = o. 
De karakteristieke polynomen van A en A* hebben C0'1plex s-conjugeerde coeffi­
cienten, de eigenwaarden van A* zijn dus de complex geconjugeerden van 
de eigenwaarden van A. 
Ala A reeel is hebben --A en A* dezelfde eigenwaarden. 
Bovendien volgt uit (16.26) en_(16.27~) : bij iedere eigenwaarde van A 
besta.at tenminste een eigenrij en e~n eigenkolom. Stel >i.

1
,A

2
, ••• ,An zijn 

de eigenwaarden van A. Hierbij behoren de eigenkolommen x1,x
2

, ••• ,xn en de 

i . . Y* Y* Y* e genriJen 1 , 2 , ••• , ·n• 

Stelling 15. Als Xi/ Aj dan geldt YiXj = o. 

Bewijs. AXj = AjXj 

Omdat Yi A = t.1 Yi 

geldt 

Dan is 

~aar 
(Yi A)Xj = A1 Yi x3• 

Hieruit volgt: 

Aj YtXj = Ai Yi_xj. 

Omdat \ / Aj is dus 

YfXj = O. 

(16.28) 

(16.29) 

(16.30) 

(16.31) 

(16.32) 

Conclusie: als de eigenwaarden van een matrix paarsgewijs verschillend 
zijn dan geldt voor de eigenkolommen x1,x2 , ••• ,xn en de eigenrijen 
y1 'Y2, • • • 'y; 

i I j. 

Een dergelijk stelsel van 2n vectoren noemen we een biorthogonaal systeem. 

Als A. 1 = x2 en bij deze tweevoudige eigenwaarde twee lineair onafhanke­

lijke eigenkolommen x1 ,x
2 

(dus ook twee lineair onafhankelijke eigenrijen 

Y1 , Y2, want rang (A- A1E) = rang (A• -A 
1
E) = n-2) behoren dan kunnen 

we op de volgende manier een biorthogonaal systeem van eigenrijen en ei­

genkolommen construeren. 

stel ,:u
2 

= x1 + a.x
2 

V2 = y1 + 13Y2. 

Dan geldt _AU2 = A 1 u2 en A*V 2 = ~v 2· 
Nu bepalen we a. zodanig dat Y1u

2 
= o, dus 



Y1(X1 + aX
2

) = o. 
We vinden voor . . 

Y1X1 
a = - y;y-• 

1 2 

Evenzo bepalen we~ zodanig dat x1v
2 

= o. 
Dan krijgen we 

~ = -

Met deze keuze van a en~ vormen de vectoren x1 ,u
2

,x
3

, ••• ,xn en 

Y1,v2 ,Y
3

, ••• ,Yn een biorthogonaal systeem. 
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Algemeen geldt: als het aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren 
van een matrix gelijk is aan de orde van die matrix, dan bestaat er 
een biorthogonaal stelsel van eigenkolommen en eigenrijen. 

Als van de eigenwaarden ;..1 , ).
2

, ••. ,"-n alleen ).1 = >.. 
2 

en bij de tweevou­

dige eigenwaarde A
1 

slechte e~n lineair onafhankelijke eigenkolom x1 
(dus oak slechta een lineair onafhankelijke eigenrij Y2) bestaat, gaan 

we aan de verzameling van eigenkolommen en eigenrijen gegeneraliseerde 

eigenvectoren toevoegen om een biorthogonaal syateem te verkrijgen. 

Zij x
2 

een gegeneraliseerde eigenkclom. Dan geldt due 

AX1 = i..1X1 

AX2 = i..1X2 + X1 • 

• Zij Y1 een gegene~aliseerde eigenrij: 

A*Y2 = ;:1y2 

A*Y1 = f1y1 + Y2. 

Uit (16.33) volgt 

Y1AX1 = ).1Y1X1 • 

Maar volgens (16.36) is 

(Y1A)X1 = (A*Y1) *X1 = (f 1 y1 + Y2) *X1 = i..1Y1X1 + Y2X1 • 

Met (16.37) levert dit 

Y2x1 = O. 

Omdat YjXi = 0 (j = 2,3, ••• ,n) is Y1X1 ~ o. 

Y*X = 0 voor j 
j 2 "' 

Immers 

= 3,4, •.• ,n 

YjAX2 = i..1YjX2 + Y1x1 = i..1YjX2 
(_YjA)X2 = (A*Yj)•x2 = (~jYj)•x2 = 
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Dus A1Y;x2 = AjYjX2• 

Maar dan is YjX2 = 0 want A1 = Aj (j = 3,4, ••• ,n). 

Stel nu dat Y1x2 F o. 
Dan bestaat er een vector 

u2 = x2 + a1X1 

zodanig dat 

Y1U2 = o. 
Immers 

Y1U2 = Y~?2 + a1 Y1X1 = 0 als 
Y1X2 

a.1 = - Y*X • ( 16.38) 
1 1 

De vector u2 is een gegeneraliseerde eigenkolom van A (een ge_genera­

liseerde eigenvector is immers op x1 na bepaald) die loodrecht staat 

op Yj (j = 3,4, ••• ,n) want x1 en x2 staan loodrecht op deze vectoren. 

Met deze vector u2 , loodrecht op Y1 , is een biorthogonaal systeem 

x1,u2,x3,••·,xn 

Y1,Y2,Y3t•••,Yn 

verkregen. 

Opmerkingen 

1. Voor u
2 

geldt: 

AU 2 = >. 1 U 2 + x1 • 

Imm.era 

AU2 =A(X2 +a.1X1) = >.1X2 +(1 +a.1>-1)X1 = >.1(U2-a1X1) + (1 +a/1.1)X1• 

2. Y1Au
2 

= Y1(A
1
u2 + X1 ) = Y

1
x1 • 

Maar (Y1A)U
2 

= (A*Y1)•u
2

• 

Dus Y1AU2 = (!1Y1 + Y2) •u2 = A 1Y1U2 + Y2U2 = Y2U2. 
Conclusie:Y1x1 = Y

2
u

2
• 

3., Y1Au
2 

= X1Y1u
2 

+ Y1x1 = Y1x1 • 

Maar Y2AX1_ = A 1 Y2X1 ~ O. 

ils we de genormeerde (al dan niet gegeneraliseerde) eigenkolommen 
(reap. eigenrijen) van A als kolommen (reap. rijen) gebruiken wordt 
de matrix C (resp. R) verkregen. Wegens de biorthogonaliteit geldt 

RC= E. (16.39) 

Volgens (16.11) wordt de bij A behorende operator JI- t.o.v. de kanonieke 
basis x1 ,u2,x

3
, ••• ,Xn door de Jordan normaalvorm gerepresenteerd. 

Volgens (16.39) levert dit: 
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X1 1 0 • • 0 

0 X1 0 • • 0 

RAC• 0 0 ~, . • 0 (16.40) 

0 • • • • • 
0 0 0 • • 1 n 

In het algemeen geldt: 

Er bestaan voor de matrices A en A* biorthogonale kanonieke bases. Ala 
deze vectoren kolommen .(resp. rijen) zijn van de matrices R (resp. C) 
dan is 

RAC = J 

waarin J de Jordannormaalvorm is van~• 

Opmerking 

Bij symmetrische matrices is, volgens (16.21) R = C' en dan is C1 AC 
een diagonaalmatrix. 

Kwadratische vormen 

Stelling 16. Iedere kwadratische vorm met een reele coefficientenmatrix 
kan getransformeerd worden tot een kanonieke vorm: 

n 
F(x1,x2,•••,xn) = ~ AiY£, 

waarin y1 ,y2 , ••• ,yn lineaire combinaties zijn van x1 ,x2 ,.~n• 

Bewijs. VJe hebben gezien (NA-191) dat we de kwadratische vorm kunnen 
schrijven ala 

F(x1,x2, ••• ,xn) = X'AX. (16.41) 

Hierin is A de reele symmetrische matrix behorend bij F(x1 ,x2 ,. •• ,xn) 

en x• = (x1 ,x
2

, ••• ,xn). 
Volgens (16.21) bestaat er een orthogonale matrix C zodanig dat 

C ' AC = A ( 16 • 42) 

waarin A de diagonaalmatrix is met de eigenwaarden \ van A op de 

diagonaal. 
Uit (16.42) volgt dat 

A= CAC 1 • 

Met dit resultaat wordt (16.41) 

F(x1,x2 , ••• ,xn) = X1 (CA C1 )X = (C'X)' A (C 1 X). 

Stel nu C'X = Y ofwel X = CY. 

Dan krijgen we 

met 

F(x1,x2 , ••• ,xn) =Y•A Y = >..1y1
2 + >..

2
y; + ••• + 

(y1,Y2t••••Yn) = Y•. 

X y 2 
n n ( 16.43) 



Positief definiete kwadratisohe vormen 

De kwadratische vorm F(x1,x2, ••• ,xn) noemen we positief definiet als 

F(x1,x2, ••• ,xn) > 0 voor (x1,x2, ••• ,xn) ~ (o,o, ••• ,o). Uit (16.43) 

blijkt dat F(x1,x2, ••• ,xn) dan en alleen dan positief definiet is als 

alle eigenwaarden van de matrix A, behorende bij F(x1,x2, ••• ,xn) posi­

tief zijn, dus als ie matrix A positief definiet is. 

Stelling.17. De kwadratisohe vorm X1AX • F(x1,x2, ... ,xn) is dan en a1,. 

leen dan positief definiet ala 

• • • • • • • • • • 
Aa - IAI > o. 

Bewijs. Stel F(x1,x2, ••• ,xn) • E~,j-1 aijxixj is positief definiet. 
Volgens (16.21) is er een orthogonale matrix C zodanig dat 

C1AC Bl A. 

waarin A. de diagonaalma trix is met A.,, ~, ••• 'An op de diagonaal en boven­

dien is\> 0 (i • 1,2, ••• ,n) omdat A positief definiet is. 

Dua 

Nu blijkts 

( 16.44) 

Besohouw nu 

F(;,~~••• ,,c,o, ••• ) • E ~, j•o a1jxixj. 

Voor deze positief definiete kwadratisohe vom geldt volgens hetzelfde 

argument ala bij (16.44) 

'\ > o. 

Om omgekeerd te bewijzen dat F(x1,x2, ••• ,xn) positief definiet is als 

~i >0 (i = 1,2, ••• ,n) besohouwen we de LR-deoompositie van de matrix A 

(NA-187): 
,. 

A • C A.B 



C een L-ma trix } 
Been R-matrix met enen op de diagona.al. 

Bij deze decompositie is 
lli 

«1•~>0 
i-1 

(a • 1 ). 
0 

Omdat de matrix A symmetrisch is geldt 

CA.:B •A"" A 1 • :B•,A.C 1 • 

Vanwege de eenduidigheid der decompositie is 

C • :B' • 

Du.a A 118 B' .AB. 

Maa.r dan is 

A • (B 1 )-1.A:B- 1 • {B-1 ) •AB-1 • 

HA-237 

Met de matrix B .. 1 wordt de kwadra.tische vorm F(x1,x2, ••• ,xn) getransfor­

meerd tot de kanonieke vorm waarvan A de matrix is. Deze kanonieke vorm 

heeft positieve coefficienten «1 en dus is F(x1,x2, ••• ,xn) positief de­

finiet. 

In formula: Stel X • B-1Y. 

F(x1'x2••··•7n) - X1AX 118 (B .. 1Y) •A(B .. 1Y) - y, (B-1 ) •AB-1Y - Y' A Y. 

Omdat 
Y 1 .A Y > 0 

zal due 
X1AX. > 0 

want B-1, is niet-singulier. 

als Y ,j 0 

als X f 0 

Stelling 18. F(x1,x2, ••• ,xn) en ~(x1,x2, ••• ,xn) zijn kwadratische vormen. 

Als ~(x1,x2, ••• ,xn) positief is kunnen beide kwadratisohe 

vormen met ~~n transformatie van variabelen op kanonieke vorm 

gebracht worden. 

Benje. We transformeren eerst ~(x1,x2, ••• ,xn) tot de kanonieke vorm 

~(x1,x2, ••• ,xn) • «1y~ + "2'"~ + ••• + uny!. {16.46) 



Hierbij gs.at F(x1,½,•••,xn) over in F1(y1,Y2, ••• ,yn)• 
Nu ga.a.n we in beide vormen over op nieu.we variabelen: 

z1 .. Y\~, z2 • Y2,r;;;_, ••• , I\. • Yn~• 

Deze tranaformatie is mogelijk omdat alle «1 >0, imm.ers ~(x1,x2, ••• ,~) 

is positief definiet. 

Met deze transformatie krijgen we: 

i(x1,½,•••,xn) • ~ + ~ + ••• +z!• 
F(:x:1,:x:2,•••,~) • F2(z1,z2,•••,zn)• 

Tenslotte transformeren we F2(z1,z2, ••• ,zn) op kanonieke vorm met de 

orthogonale transformatie P. 
Deze transformatie levert 

( ) 
2 2 . 2 

F2 z1,z2,•••,zn • 11t1 + "2t2 + ••• + \.tn• 

De kanonieke vorm z; + z: + ... + z! wordt getra.nsformeerd tot 

t~ + t~ + ••• + t!, want als z• • (z1,z2, ••• ,zn) en T1 • (t1,t2, ••• ,tn) 

den geldt 

Z Ill Pl' 

en 

•<x1,:x:2,••··~)-ztz"" (PI')'Pl' • T 1P1Pl' • T•T, 

omdat P orthogonaal is. 

Met deze drie successieve transformaties is dus verkregen: 

( ) 
2 2 2 

F xv½, ... ,xn .., 11t1 + ½t2 + oee + 1\itn 

( ) 2 2 2 
~ x1,x2••••,xn • t1 + t2 + ••• + tn. 

De coefficienten l-p½, .. •,\_ in (16.47) kunn.en we zonder de drie trans-

formaties uit te voeren bepalen. 

Zij C de matrix van de lineaire transformatie die Fen I simu.ltaan op 

kanonieke vorm brengt, A de matrix behorend bij F, B de matrix behorend 

bij ~ en A de diagonaalmatrix met ~,½,•••t\i, uit (16.47) op de diago­

naal. 

Dan geldt due: 

c•Ac ... A 
C•BC • E 
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Derhalve is 

A - µE - c•AC - µC'BC - c•(A - µB)c. 

Hier volgt uit da.t 

Ofwel 

(X1 - µ)(X2 - µ) ••• (Xn - µ) • lcl2IA - ~Bl • 
De getallen x1,A2, ••• ,An in (16.47) zijn de nulpunten van IA - µBl. 
:Met de hier ingevoerde notatie k:unnen we stelling 18 op een andere manier 

bewijzen. 

De matrix Bis posi~ief definiet, dus bestaat de positief definiete matrix 

B,i- (stalling 14d). 

Stal dat de orthogonale matrix Q de symmetrische matrix B-i-AB-,i op diago­

naalvorm transformeert. 

Dan geldts 

Q•B-'!" A B-½Q • C•AC • A 

waarin C .,. B-½ Q. 

De matrix B wordt door C getransformeerd tot 
1 1 

C 1BC = Qt (B .. '2) 'BB-'2 Q • Q1 Q .. E. 

De transformatie met de matrix C voert dus de kwadratische vorm F over 

op de kanonieke vorm met coefficienten x1,x2, ••• ,An en de kwadratische 

vorm top kanonieke vorm met coefficienten 1,1, ••• ,1. 

Hermitese vormen 

De algebraische uitdrukking 

F(z1,z2,•••,zn) ... a11z1z1 + a12z1z2 + ••• + a1nz1zn 

+ a21z2z1. + a22z2z2 + ••• + a2n.z2in 

• • • • • • • • • • 

+ an1zni1 + an2znz2 + ••• + annznin 

waarin aij • iji en z1,z2, ••• ,zn complexe variabelen zijn noemen we een 

Hermitese vorm. 

De matrix van de ooefficienten in de Hermitese vorm is een Hermitese matrix. 



De funotiewa.arden van da Hermitese vorm zijn re~el, want: 

n n n 
F(z1,z2, ••• ,z) • ~ a1 jz.z. •~a .. z.z. • ~ a1 jz1z. • F(z1, ••• ,zn) 

n i . i J •• 1 1J i J i j 1 J ,J• 1,J= , -

Een Hermitese vorm heet posit~ef definiet als 

F(z1,z2, ••• ,zn) >0 voor (z1,z2, ••• ,zn) r (o,o, ••• ,o). 
De matrix van een positief definiete Hermitese vorm heet een positief de­
£iniete Hermitese matrix. 
De bewijzen van de hieronder genoemde stellingen verlopen analoog met die 
van de overeenkomstige stellingen voor k:wadratische vormen. 

1. Iedere Hermitese vorm kan met een niet-singuliere lineaire transformatie 
van variabelen op kanonieke vorm: 

cx1 I z1 I 2 + cx2 l z2 I 2 + • • • + cxn I zn I 2 

gebracht worden (vgl. stalling 16). 

2. Opdat een Hermitese vorm positief definiet is, is nodig en voldoende 
dat al de coefficienten cx1 in de kanonieke vorm positief zijn. 

3. De k.anonieke vorm k.an bij een Hermitese vorm verki-egen word.en met een 
unitaire transformatie. 

4. Twee Hermitese vormen, wa.arvan ~~n positief definiet is, kunnen met ,,n 
lineaire transformatie ·op k.anonieke vorm gebracht worden (vgl. stalling 18). 

17. Het numeriek bepalrn van eigenwaarden 

V66r de behandeling van versohillende nwnerieke methoden ter bepaleing van 
de eigenwaa.rden van een matrix wordt eerst de stelling van Gershgorin be­
wezen, wa.arin een schatting gegeven wordt voor de eigenwaarden van een matrix. 

Stelling 19. Zij A= (aij) een matrix met complexe elementen. Alle eigen-

waarden van A liggen in de vereniging van de cirkels 

lz - aiil < Ri 
waarin 

R. "" 
1 

a.·• 1J 

(i .,. 1,2, ••• ,n) 

Bewijs. Stel dat A. een eigemra.arde is van de matrix A en dat X• (x1'x2, ... ,xn)' 

de bij A. behorende eigenvector is. 

Dan is 

Ofwel 

I: ~-1 8kjxj • (A. - 8lck)~. 
jrk 

(k = 1,2, ••• ,n) 

Zij i de index van het, in modulus, grootste element van x. 
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Dan geldt du.a 

Ofwel 

Voor iedere eigenwaarde van A vinden we een index i en een cirkel met mid­

delpunt a .. en straal R. zodat alle eigenwaarden van A in de vereniging van 
l.l. l. 

al deze cirkels liggen. 

We nemen aan dat de matrix A re~el is en niet defect. "-1•½••••,An zijn de 

eigenwaarden van A met bijbehorend de eigenkolommen x1,x2, ••• ,xn en de ei­

genrijen Y1,Y2, •.• ,~. _Dan geldt dus 

De Powermethode 

De powermethode is een iteratieve methode waarbij, met een (bijna) wille­

keurige startveotor beginnend, de grootste eigenwa.arde "-1 en de daa.rbij 

behorende eigenvector x1,bepa.ald wordt. 

Zij X(O) de startveotor die te schrijven is als 

(o) 
X ... r1X1 + T2X2 + ... + lnxn, 

wa.a.rbij we a.annemen dat X(O) zo gekozen is dat r1 f o. 
Nu berekenen we iteranden X(k) volgens het volgende iteratieproce"de: 

k == 1,2, ••• 

Dan geldt 

X(k) A X(k-1) ...n ~k X 
• • ~i-1 liAi i 

Als I i 1 I > l,"21 za.l de component van X(ic) in de richting van X.. steeds 

meer "versterkt" worden dan alle andere componenten in de richtingen 

x2,x;, ••• ,xn. 



Daarom geldt in dit geval: 

lim 11kx(k) • y
1
X

1 k-+oo 

Ala 1~\I > 1 wordt de coefficient van Xi in (17.3) groot, ala j11.il, < 1 
wordt daze coefficient klein. 

Ui t de lineari tei t van A volgt da.t voor het j-e',ken:tal -i~}'!'van,-X(k} geldt t 
J 

(k) n k 
X. • :Ei 1 yiX. X .. , j == 1,2, ••• ,n 

J = 1 lJ 

waarin Xi. het je kental is van de eigenkolom X .• We normeren de vector 

x(k) zo d;t het grootste kental, zeg x~k) van ~(k) gelijk is e.a.n ~~. 
We beschouwen nu de e.angroeHng van dit kental per iteratie: 

X(k+1) ...n k+1 
£ ~i-1 yiXi Xit 

X(k) "" ...n ,k X 
J ~i-1 1iAi il 

Met enig gereken vinden we met (17.5): 

X(k+1 ) 1 + Ak+1 + + Jc+1 
J, "2~2 ••• cxn~~n 

1 . li L im (k) • m ·7 ___ k ________ k_ 
}c-+coX..e k-+oo 1 + cx2 132 + •• • + cxnpn 

- ~ 

waarin 

i • 2,3, ••• ,n 

Uit (17.5) leiden we een scha.tting af voor de relatieve fout na k iteraties 

voor de berekening van A-j• Die relatieve fout geven we aa.n met het orde­

symbool O. 

We vinden n.l. 

Opmerking 

betekent dat 

als k -+co• 

X(k+1) 
,t ""L {1 +0(~2)} _x(k) ·7 
..e 

x(k+1) 

..i ::.:L_. ... 1 - o <l2) 
~ X(k) 

,e 
er een geta.1 A > 0 bestaa.t 

X(k+1) 

l-¾~-11 < A l~I 
,e 

zod.anig dat 



Dit iteratieproces levert ons ook de eigenvector x1, n.1. 

x(k) • ~ h1X1 + Y2~~ x2 + ••• + \i~ xn} • Y1~ [ ~ + 0 (~)X2J 

Voor de eigenwaa.rde ~ k:unnen we, als., de matrix symm.etrisch is, een betere 

benadering verk.rijgen met het Rayleigh-quotient. 

We beschouwen 

Dan vinden we 
lim R(X(k)) • 1'.

1
• 

k-oo 

De relatieve fout na k iteraties is eenvoudig te bepalen omdat de eigen­

vectoren van een symmetrische matrix een orthonormaal stelsel vormen. Met 

deze eigenschap leiden we af: 

\i2n+1 

\i2k: 

Een kleine verbetering van de nauwkeurigheid krijgen we door als benadering 

van ~ te nemen 

x(k+1)'u(k) 
x(k+1), x(k) 

in welk geval de relatieve fout O (~~+1
) bedraagt. 

Conclusie: bij toepassing van het Rayleigh-quotient wordt de eigenwaa.rde 

bepaald met een rela~ieve precisie O(~~) terwijl de (gelijk­

tijdig berekende) eigenvector een relatieve precisie O(~) heeft. 

Opmerkingen 

1. Als de matrix A positief definiet is zal de benaderde waarde van X.. 
kleiner zijn dan 1'.1 (zie 17.9). 

2. Als jA11 • IA21 >IA31onderscheiden we twee gevallen: 



&o A1 • -½• 
Na k iteraties, voor k voldoende groot, krijgen we een vector 

evenredig met r1x1 + (-1)kr,J-2• 
Voor k even levert dit r1x1 + r2X2• 

Voor k oneven levert dit r1x1 - r,J-2• 
Uit deze relaties vinden we benaderingen voor x1 en x2 en met 

het Rayleigh-quotient berekenen we dan A1• 

b. A1 • A2• 

Voor grote k krijgen we een vector evenredig met r1x1 + r,J-2• 

Dit is een benadering van een vector uit de twee-dimensionale 

eigenruimte. Met een andere startvector vinden we een tweede 

vector van deze :ruimte. 

3. Om de vector X(k) te berekenen hebben we X(O) k keer linksvermenig­

vuldigd. met A. We vragen ons nu af, of het tijdwinnend is met ma.chten 

van Ate rekenen, dus links vermenigvuldigingen uit te voeren met 
2 4 8 

A, A, A, ••• • 

Om A
2 

te berekenen moeten n
2 

vectorproducten (inwendige producten) 

berekend worden. 

Stel dat voor de vereiste nauwkeurigheid k iteraties verricht moe­

ten worden. 
I 

Bij iteratie met A : k stappen due kn vectorvermenigvuldig:lngen 
II II II A2: 1k II II ~+n 

2 

II " ti A4 i -¼le II II ~kn +2n2 
It II 11 As: ..l.k II II J..1cn + 3If 

8 8 

Hieru.it volgt dat: 

iteratie met A voorkeur verdient als k < 2n 

2n<k<,4n II 

II 

II A2 

II A4 

II 

II 

II " 
II " 4n < k < Bn. 

II 

II 

II 

In het algemeen zal iteratie met ma.chten van Ate prefereren zijn 

boven iteratie met A zelf als k groot en n klein is. 

Powermethoden voor niet-symmetrische ma.trices 

Als 1"11 > 1½1 verschilt de powermethode voor niet-symmetrische ma.trices 

niet va.n het bovenbehandelde voor symmetrische ma.trices. 

De veronderstelling "A is symm.etrisch" kwam voor het eerst ter spra.ke bij 

bet Rayleigh-quotient. We gebruikten in (17.9) n.l. dat de eigenvectoren 

een orthonormaal systeem vormen. 



Bij niet-symmetrische matrices moeten we, ook al zijn de matrixelementen 

re~el, complex rekenen. De startvector dient in het algemeen complex te 

zijn. 

We zullen het Rayleigh-quotient procede generaliseren om het toe te kunnen 

passen op niet-symmetrische matrices. We beginnen het iteratieproces met 

een startkolom X(O) en een startrij Y(o)* o 

Zij 

x<o) n 
yiXi - I: 1 i• en 

Dan geldt: 

X(k) n k 
xi =I:. 1 yiXi 1• 

en 

Eigenkolommen en eigenrijen vormen een biorthogonaal stelsel; als deze 

vectoren genormeerd zijn geldt: 

Y~X. • b . .• 
1 J 1J 

Beschouw 

Evenals in (17,9) vinden we dat de relatieve fout is: 

(17. 12) 

Om deze nauwkeurigheid te bereiken, ink stappen moeten 2k vectoren bewerkt 

worden. Het voordeel van het Rayleigh-quotient t.o.v. de formula 

~ • lim 
k .... co 

is dus bij niet-symmetrische matrices niet meer aanwezig. 
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Tenslotte bespreke~ we de methode van de vierkantsvergelijking waa.rmee 

de eigenwaarden 'J\.1 en 'J\.2 bepaald kunnen worden, ook als l'J\.11 • IA21 > l½I• 
Hierbij is het uitgangspunt dat voor grote k X(k) element is van de ruimte 

opgespannen door x1 en x2 en dat de bij enkele opeenvolgende stappen ge­

vonden vectoren lineair a.fhankelijk zijn. Met deze lineaire afhankelijk­

heid worden x1 en x2 bepaald. 

Zij 

X(k) ,k X ,k X O ('k)X 
a T1A1 1 + T2A2 2 + A3 3 

en 

We vormen nu achtereenvolgens, gebru.ik makend van de biorthogonaliteit: 
* (k+1) (k) 2k+1 2k+1 ( 2k+1) 

p2k+1 • y X • y1o1A1 + y2o2'J\.2 + 0 >s 
p • y(k+2)* X(k) 

2k+2 . 
~ , 2k+2 ~ , 2k+2 + 0 ( L2k+2) 

• y1u1A1 + y2v2A2 ) 

(17. 13) 

2k+1 2k+1 Als we stellen: q1 1 • Yf 1A1 en ,
2 

• Ti'2'J\.2 en aannemen dat k groat 

genoeg is om o(~)2k-ll) te venaarlozen, wordt (17.1~): 

p2k+1 .. ,, + •2 

P2k:+2 ., •1'J\.1 + <1'2"-2 

2 + A.2 (17 Cl 14) 
p 2k:+3 ., q, /':1 q,2 2 

3 
p2k+4 .., cp1"A.1 

3 
+ cp2'J\.2 

Dit zijn vier vergelijkingen met twee onbekenden q,1 en cp2 o 

Voor de oplosba.ar-heid van (17.14) is nodig en voldoende: 

1 1 p2k+1 'J\.1 A.2 p2k+2 

A.1 A.2 p2k+2 
. 2 A.2 

p2k+3 ]\ ... 0 
A.2•·· - 2 

A.2 
p2k+3 'J\.3 "-3 

p2k+4 1 2 1 2 • 



Ofwel 

~"2p2k:+1 - (1.i + "2)P2k+2 + p2k+3 • O 

41"2p2k+2 .. (l.i + "2)P2k+3 + p2k+4 • O. 

Deze twee vergelijkingen mel; de twee onbekenden ~ ~ en Ai+~ hebben als 

oplossing: 

en 
11 + ½ - p~+2p2k+3 - p2k+1p2k+4 - 2 (X. 

P 2k+2 - P 2k+1 P 2k+3 

Dus 41 en½ mjn wortels van de vierkantsvergelijking 

'A. 2 
- 2cxJi. + p ... 0. ( 17. 18 ) 

Om het verlies a.an cijfers te beperken berekenen we 2cx niet uit (17.17) 

maa.r uit de formule 
p 2k+4 + p 2k+2 p 

2cx = P (17.19) 
2k+3 

zom.t de onnauwkeurigheid vm de coefficienten in ( 17 .18) ui tslui tend ver­

oorzaa.kt word.t door het cijfer.erlies in teller en noemer van ~. 

Om het cijferverlies bij de berekening van p na te gam voeren we de groot-

heid 

o((~t+1) cp 
b = .:.a. -cp 1 

in. 

Dan v:i.nden we: 

2 

q,1;(1 + o) ; 
2 x2 

.P~.k+1 • p2k+3 • X1q,1 ( 1 +2 &) ; 

],_ 
).:1 

A.3 

p2k ') ... 
( 2 • 

p2k+4 • Ji.:cp
1

(1 ~ b). 7'.
1

q,
1 

14·-r- o).: + 
¼,_ 

1 ' A.1 

Dit resultaat gebruikend letdm we af: 



Als 1'. en A diobt bij elkaa.r liggen treedt oijferverlies in ~ op door 
1 2 

(A - A )2
, als di t niet het geval is dan wordt oijferver: ies in /3 door b 

1 2 
veroorzaact. Hetzelfde gebeurt in de uitdruk:1ting (17.17) voor 2,x. 

Als we echter (17.19) substitueren in de vierka.ntsvergelijking9 dan 

blijken de fouten in de daarmee berekende A en A te zijn: 
1. 2 

o((?-f+1) resp. o(C•t+1) 
1 2 l 2k+1, 

Het voordeel van (17.19) t.oovo (17o"17) blijkt ook a.ls ('i7) te ver-

waarlozen is voor grote k. Dan vallen in (17.16) en (17.17) cijfers weg 

in zowel de teller als de noemer. 

Maa.r met de tweede uitdrukking voor 2a wordt de vierka.ntsvergelijking: 

\ 
p2k+4) (p2k 2 ) l.-p -~ __±_A.-1 

2k+3 p2k+3 

Bij deze verhouding van A
2 

en A.
1 

geldt dan ook 

p2k+4 

p2k:+3 

p 
- 2k+3 - r 

p2k+2 1, 

- o. 

zodat de vierlamtsvergelijking naast een slecht bepaalde wortel in 

ieder geval een wortel 1'. • ).
1 

overhoudt. 

>... 2k+1 
De fout in \ is O ( (~) ) en deze fout is in di t geval groter dm 

de fout in >... • Di t is gevolg van bet fei t dat in de ge!tereerde vectoren 

j.k) en y(k) s{echts decima.len vanaf een zeker rangnummer door ~ en Y
2 

worden beinvloed. 

De vierka.ntsvergelijkingmethode levert dus goede benaderingen voor A. en 
1 

~\ mits I >...2 1 > I 1'.3lo 

Als 'r
1 

en 'r
2 

de benaderingen zijn voor A
1 

en A
2 

, berekend met (17.18), 

dan vinden we de bijbehorende (benaderde) eigenkolommen en eigenrijen met 

de volgende formu.les: 

x1 • X x(k+1) _ x(k+2). y • t y(k+1) _ y(k+2) 
2 ' 1 2 

x = r x(k+1) _ x(k+2). Y _ I y(k+1) _ y(k+2). 
,, 2 1 ' 2 2 A. k+1 

Men ka.n laten zien clat de fout in 'x1 en Y1 in bet algemeen O ((f) ) 
A ) k+1) '1 

is en die in X
2 

en Y
2 

in bet algemeen O ( (~ • 



De methode van de vierk:antsvergelijking is te prefereren. boven de gewone 

powermethode (al clan niet gebrJJ.ik makend van het Rayleigh-quotient) ala 

I~ I dicht bij 44n ligt ea l~I < 1. 

Powermethode bij defecte matrices 

We beschou.wen de defecte matrix A waa.rvan A
1 

• 1 en X een gegeneraliseercle 
2 2 

eigenvector is. 
:Dan geldt 

AX •l.X +X. 
2 1 2 1 

De gettereercle vectoren kunnen op de volgende manier geschreven worden: 

x<o) • T1X., + T,/-2 + Y3X3 + • •• + ynXh 
A x.(O) 

• <r1"'1 +y2) x1 + T2"'1x2 + T3"3X3 + ••• + Tn":rixn 

. . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Toor de nrhouding van de J,
8 kentallen van opeenvolgende iteranden vinden we: 

k+1[ { 1 + (k+1 )Ya } X.. + 1 x.._ .] + o(,t+1) 
x(k+1) r1~ A1T1 ---,J T1 ~ --, 

"J, lim. 

(17.21) 

Ala 11 de met (17.21) verkregen benadering is van 1-i, dan. klmnen we de eigen­

vector X., bepalen met de i'orrmtl.e: 

- ~x(k) + x(k+1) ... T2~ X1 + o(~) ~-

Omdat de gegeneraliseerde eigenvector op X., na bepaald is, is voor grote k de 

iterand x(k) een benadering van x2• 

De moeilijkheid is echter da.t bij iedere iteratie deze benadering van x2 een 

andere vorm aa.nneemt, zoda.t niet onmiddellijk te zien is of de bijdrage van X, 



al in voldoende mate verdwenen is. Ala x1 al bekend is ka.n bij het bepalen 
. (k) (k+1) van ~ met 1 tereren worden opgebouden als JC.i, X en X in bet vereiste 

aantal cijfers lineair afhankelijk zijn. 

Berekening van de kleinere eigenwaarden van een matrix 

De kleinere eigenwaarden 'A , 'A , • • • van een matrix bepalen we met de z.g. 
2 3 (1) 

deflatie-methode. Bij deze methode wordt de matrix A(• A ) na de be-

rekening van. de grootste eigenwaarde 'A.
1 

omgezet in een matrix A ( 2) n.ar­

van O,'A.
2

,'A.
3

, ••• ,~ de eigenwaarden zijn. 

We nemen aan dat de matrix A niet defect is. Dan geldt volgens (16.40) 

RA C .. A met RC • E. 

In de kolommen van C staan de eigenkolommen Xi van A en in de rijen van 

R staan de eigenrijen Y;, m A is de diagonaa.lmatrix met de eigenwaa.rden 

van A a.ls diagonaalelement~. Omd.at 
A Ill CAR 

is ieder element a1j van Ate schrijven ala 

aij ... ~-1 (E~1 ci.tA.tk)Iicj .. 1::.1 cik~1c1\:j (17.22) 

want A is een diagonaalmatrix. 

cik, bet ie element van de ke kolom van. c, is bet i 8 element van de ke eigen-

kolom ~• 
Iicj' het j8 element van de ke rij van R, is bet 'Je element van de ke eigenrij Y;. 
~ is de ke eigenwaa.rde \:• 

Maar da.n kunnen we (17.22) schrijven als 

aij - t: ... 1 \:~iykj 
ofwel 

In (17.23) is de matrix A geschreven als som van n matrices die elk producten 

zijn van. een kolom- en een rijvector. 

Veronderstel nu dat van de matrix A de eigenwaa.rde 1
1
, de bijbehorende eigen­

kolom X1 en de eigenrij Yr berekend zijn. Om nu de kleinere eigenwaarden te 

berekenen venijderen we uit A het aandeel afkomstig van 1
1

, x1 en Y[. We vor­

men n.l. de matrix 



Deze matrix heeft eigenwaarden o,~,"3,•••t\i eigenkolommen x1,x2, ••• ,xn en 
• •► y*y• y• en e1genr1Jen 1, 2, ••• , n.• 

Ilnmers: 

(i > 2) 

.. 
want Y1X1 • 1. 

Als ~ .j O heeft de singuliere matrix A (2) de rang n-1. 

De rijvectoren Y;,Y;, ••• ,Y: (resp. kolomvectoren x2,x3, ••• ,xn)*spannen een 

(n-1)-dimensionale ru.imte op die orthogonaa.l is op x1 (resp. Y1). 

Bij het berekenen van 

A ( 2) • A .. 7,x
1
y~ 

treedt cijferverlies op, zodat A( 2) niet singulier zal zijn maar een zeer 

kleine eigenwaarde zal hebben. 

Om ·"2, x2 en Y; te bepalen kunnen we de powermethode met het gegeneraliseerde 

Rayleigh-quotient toepassen of de vierka.ntsvergelijking-methode om tegelijk 
• ook A3, ~ en Y3 te berekenen. 

Dan gaan we verder met 

A(3) - A(2) - Y2Y: 
resp., A (4) 1111 A (2) - y 2y: -~~Y;. 

A.an de hand van een foutenbeschouwing kan men laten zien dat als x1 en Y1 
in p cijfers en~ in 2p cijfers nauwkeu.rig zijn berekend, het mogelijk is 

na voldoende iteraties x2 en Y2 in p-r cijfers en½ in weer het dubbele 

aantal, dus 2(p-r) cijfers nauwkeu.rig te vinden. Hierin is 

r . 101ogl :: I 

Eigenwa.a.rden van het product van twee s:ymmetrische matrices 

Bij trillingsvraa.gstukken is de matrix A waa.rva.n de eigenwaa.rden moeten worden 

berekend vaak het product van twee symmetrische matrices. 
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De bewegingsvergelijking van een trillend systeem met n vrijheidsgraden kan 

geschreven worden als 

PX,.. ,,2KX 

waarbij met de k:wadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix P 

de potentiele energie wordt weergegeven. De kinetische energie wordt besohre­

ven met de k:wadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix K en., ten­

slotte is de eigenfrequentie van het systeem. 

In plaats van (17.25) schrijven we: 

AX,.. U 

waarbij .). • -;,- en A = P-1K. 

De powermethode levert eerst de grootste eigenwaarde, dus de kleinste eigen­

frequentie en daarna door deflatie de grotere eigenfrequentie(s). De physicus 

is gelukkig veelal het meest geinteresseerd in de kleine frequenties. 

De eigenwaarden vindt men met de formula: 

YIAXi 
Ai ... 

Yi.Xi 

waarin Xi en Y1 de eigenkolommen zijn van A en A'. 

Uitgeschreven levert dit: 

AXi • .).iXi 

A 1Y .... AiY .• 
1 1 

Omdat Pen K symmetrisch zijn is 

dus 

Als we (17.27) linksvermenigvuldigen met P- 1 krijgen we 

p-1KP-1Y .... .).iP-1Y .• 
l. 1 

Ofwel A(P-1Yi) ... ki(p-1yi). 

Hieru.it volgt dat 

X .... P ... 1Y. , dus 
1 J. 

Yi= PX1• 

Deze betrekking substitueren in (17.26) geeft 
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De bewegingsvergelijking van een trillend systeem met n vrijheidsgra.den kan 

geschreven worden als 

waarbij met de kwadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix P 

de potentiele energie wordt weergegeven. De kinetische energie wordt beschre­

ven met de kwadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix K en¥ ten­

slotte is de eigenfrequentie van het systeem. 

In plaats van (17.25) schrijven we: 

AX• U 

waarbij A • t en A ... P-1K. 

De powermethode levert eerst de grootste eigenwaa.rde, dus de kleinste eigen­

frequentie en daarna door deflatie de grotere eigenfrequentie(s). De physicus 

is gelukkig veelal het meest geinteresseerd in de kleine frequenties. 

De eigenwa.arden vindt men met de formule= 

Y1AX
1 

l.i ... 
Yi.Xi 

waarin Xi en Yi de eigenkolommen zijn van A en A'. 
Uitgeschreven levert dit: 

A 1Y. ·• )..
1

Y .• 
l. 1 

Om.dat Pen K symmetrisch zijn is 

dus 

Als we (17.27) linksvermenigvuldigen met P-1 krijgen we 

p-1KP- 1Y. • A~P- 1Y .• 
1 .a. 1 

Ofwel A(P-1Yi) .,. Ai (P-1Yi). 

Hieru.it volgt dat 

X. • p"'"1y. , dus 
1 J. 

Yi = PXi. 

Deze betrekking substittieren in (17.26) geeft 



• 

Voor de eigenfrequentie vi vinden we derhalve: 

2 Xl_PXi 
"1 - • x•n i i 

Deze uitdrukking, waarin slechts gerekend hoeft te worden met de kolommen Xi, 

gebruiken we om met de powermethode v~ te bepalen. Na k iteraties vinden we, 

als k voldoende groot is, een benadering voor •! : 
x(k) 'px(k) 

• xCk) 'xx(k) • 

Bij de deflatie (17.24) ma.ken we ook gebruik van het verband tussen Xi en Yi. 

Omdat x1 • P-1Y1 geldta 

A~
2) • A - 11x1Y~ • p-1K - A1P-1Y1Y~ • P-1 (K - "-tE). 

Bij de deflatie blijft de matrix P ongewijzigd., maar alle diagonaal-elementen 

van K worden met 11 verminderd. 

Opmerking 

Om de convergntio van de powermethode op te voeren wordt wel eens spectrum­

translatie toegepast. 

Ala n.l. alle diagonaal-elementen van een matrix met eenzelfde getal worden 

vermeerderd, worden ook.alle eigenwaarden met dit getal vermeerderd terwijl 

de eigenvectoren onveranderd blijven. 

Imm.era uit 

AX • U 

volgt dat (A+ a)X •(A.+ a)x, 

zodat Ai+ a eigenwaarde met eigenvector Xi is van de matrix A+ aE ala Ai 

eigenwaarde met eigenvector x1 is van de matrix A. 

l.2 +a I ~ 
Door geschikte keuze van a is --- i < zodat de convergentie van 

~ + CJ A.1 
de powermethode toegepast op A+ aE beter is dan bij de oorspronk:elijke 

matrix A. 
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18. Transformatiemethoden voor het bepalen van eigenwaa.rd.en 

We zullen nu methoden behandelen waarmee alle eigenwaarden en eigenvectoren 
van een matrix bepaald worden. Bij deze methoden wordt door gelijkvormigheids­
tra.nsforma.ties uit de matrix A een matrix verkregen waarvan op een eenvoudige 
manier de eigenwa.arden kunnen worden bepaald. 

Methode van Jacobi 

Dit is een iteratieve methode voor symmetrische ma.trices waa.rbij door ortho-

gonale gelijkvormigheidstransforma.ties uit de matrix A 111 ( A (O)) de matrix 

A (k) wordt verkregen, die zo~ig is dat 

lim A (k) "" A• 
k-oo 

Omdat A symmetrisch is bestaat er een orthogonale matrix C (zie NA-227) zodat 

In de matrix C zijn de kolommen eigenvectoren van A. 

Deze matrix C wordt bij de methods van Jacobi benaderd met het product van een 

aantal elements.ire rotatie matrices Tpq (zie NA-193). Voor de elementen tij 

van de matrix T geldt: pq 

tpp"" t • cos 8 qq . 

t 111-t "" sin 8 pq qp 

tii ... 1, tlllj ... tim"" tij III O 

De elementaire rotatie matrix T beschrijft een rotatie over een hoek 8 in 
e e pq 

het vlak door de p· en q coordinaatas van de arithmetische ruimte Rn• 

Als 

dan is 

B • T1 A T pq pq (18.1) 

n n n 
b k '"'I: . ,e,,.1 t' .a . .e\ek ... cos 8 I: ,e,,.1 ap.tt .tk - sin 8.E .t-1 a ,t .tk• p J, PJ J q 

Ala k ~ p,q geldt: 

bpk ,.. a.pk cos 8 ... aqk sin 8 • 

Als k • p krijgen we 

b • cos8 (a cos 8 .. a sin 8) .. sin e(a cos 8 - a sine). pp pp pq qp qq 

Ala k • q wordt (18.2) 

bpq • COS 8(a sin 8 + a COS 8) - sin8(a sin 8 + a COB 8). pp pq qp qq 



We kunnen op deze manier a.fleiden: 

bpk • apkcos 9 - aqksin e 

bqk • apkcos e + aqkcos e 

bip = a1Pcos 8 - a14sin e 

biq = a1psin 8 + a14cos 8 

bik III aik 

i,k ,j, p,q 

b III a cos2 e + a sin2 8 - 2apqsin 8 cos 8 pp pp qq 

b "" a sin 8 + a cos 8 + 2apqsin 8 cos 8 qq pp qq 

b • i(a -a )sin 28 + a cos 28 • . pq pp qq pq 

We kiezen 8 zod.anig dat 

b ""O. pq 

2a tan 28 ... - _ ___.p ___ g ___ _ 
a ... a • 
pp qq 

(18.3) 

De rotatiehoek 28 is op een veelvoud van ~ na bepaald. Het is 

niet nodig de goniometrische functies in (18.3) te berekenen vanwege de 

eenvoudige relaties tussen tan 28, sin 8 en cos e. 
Als we invoeren: 

is 

Dus: 

cos 28.., 
,J 

A.., ... 2a pq 

tan 28.., ! 
p. 

u. sin e ... v 
A.2 + p.2 

1 

1 l1 
... {i_2 + l}.2 

-2 - , cos 8 = 

Als sin 0 dicht bij 1 ligt zal bij de berekening van cos 8 de helft van het 

aantal significante oijfers waarmee gerekend wordt verloren gs.an. Men zou. 

een fout introduceren door b • 0 te nemen. Daarom is het aa.n te bevelen pq 
d~ vo!gende formu.les te gebruiken: 



sgn(µ) { 2 'A. 2 • sin 2e, 
A + µ 

Bij deze formule geldt: lwl &E; 1, dus is - : :.; 8-.: te nemen (wa.nt e is op 

f na bepaald) en treedt de onnauwkeurigheid als bovenvermeld niet op in cos 8. 

De onnauwkeurigheid zou kunnen optreden in { 1 - ,l als w dicht bij 1 ligt. 

Dit gebeurt echter alleen a.ls µ klein is. Omdat in b de term 2µ sin 8 cos 8 
pq 

voorkomt ka.n men laten zien dat b toch altijd in alle cijfers O wordt, omdat 
pq . 

sine en cos 8 alleen · onna.uwkeurig bekend zijn als µ zeer klein is, ma.a.r da.n 

is de totale fout in 2µ sin e cos e toch voldoende klein. 

Wa.nneer we na deze elementaire transform.a.tie een volgende elementaire trans­

form.a.tie toepassen met hetzij dezelfde p hetzij dezelfde q dan gaat bet nul 

zijn van b weer verloren. pq 
We zullen laten zien dat de som van de kwadraten van alle niet-diagonaal.-

elementen bij de beschreven overgang van A naar B verminderd is met 2a:q• 

Met (18.3) is eenvoudig na te rekenen dat: 

b2 
pk 

+ b2 
qk .. a;k + a2 

qk ' 
b2 
ip 

+ b2 
iq 

,.. a2 
ip 

+ &2 
iq i,k ~ p,q 

b2 2 
ik ... aik 

b2 + b2 + 2b2 ... a2 + a2 + 2a2. 
pp qq pq pp qq pq 

Da.a.r echter bpq • bqp • 0 zien we dat 

b2 + b2 ... a2 + a2 + 2a2 
pp qq pp qq pq• 

D.w.z. een bedxag ten grootte 2a2 dat eerst buiten de diagonaal was is nu pq 
"in de diagoI,J.aa.ltermen"terechtgekomen. De som van de kwadraten van alle niet-

diagonaal-elementen wordt dus bij iedere iteratie kleiner, zodat de diagonaal­

vorm A steeds beter benaderd wordt. Het e:x:acte einde : de diagonaalvorm wordt 

echter niet bereikt. 

In de praktijk wordt de methode van Jacobi zo toegepast, dat na elka.a.r alle 

niet-diagonaal-elementen boven een zekere grens beha.ndeld worden. Zijn er geen 

elementen meer boven deze grens dan wordt de grens verlaagd. Op deze manier wer­

kend hoeft niet iedere keer het grootste element opgezocht te worden. 



Men vin~t·de eigenvectoren a.ls kolommen van de matrix 

C • T(1)T(2)T(3) ••• 

NA-257 

waarin T(1),T(2) enz. de elel!Dmta.ire rotatie ma.trices zijn die succesievelijk 

gebru.ikt zijn. 

Methode van Givens 

Bij de methode van Givens wordt de symmetrisohe matrix A door een orthogonale 

gelijk:vormigheidstransformatie omgezet in een z.g. tridiagonale matrix, d.i. 

een matrix die alleen op de diagonaal, de erboven gelegen superdiagonB,!l en 

de er onder liggende subdiagonaal elementen heeft die van nul versohillen. Dus 

B,.. C1AC met 

a.ls 

De orthogonale matrix C is, ala bij de methode van Jacobi, product van elemen­

taire rotatie ma.trices. 

Bij de methode van Givens wordt de rotatieboek e zodanig gekozen dat bij trans­

forms.tie met Tpq 

bp-1,q • O. (18.6) 

Volgens (18.3) geldt: 

bp-1,q m ap-1,Psin 8 + ap-1,qcos e. 
Volgens (18.6) is dus 

a 
tan e ... - P--

1 •9 .. (1a. 7) 
ap-1,p 

Bij een rotatie in het (2,3)-vlak wordt b13 • o. Da.a.rna roteren in bet (2,4)­

vlak, dit maakt bet (1,4)-element o. Hierbij verandert het (1,3)-element niet 
· · e e 

want bij rotatie in (2,4)-vlak veranderen alleen de elementen in de 2 en 4 

rij en kolom. We k:unnen zo suocessievelijk alle elementen (1,3), (1,4), ••• ,(1,n) 

gelijk aan Oma.ken. 

Daar.na. roteert men in het (3,4)-vlak en ma.a.kt dus het (2,4)-element nul. In 

principe zouden nu de elementen (1,3) en (1,4) kunnen veranderen. Er geldt echter: 

en 

b13 = a 13cos e - a 14sin e 

b14 = a 13sin e + a14cos 8. 



Omdat a13 • a
14 

• 0 blijven b13 en b
14 

gelijk aa.:n nul. · 

De elementen die reeds nul gems.a.kt zijn blijven ala nul behouden. Het resul­

taat is dat door hoogstens ½(n-1)(n-2) elementaire rotaties de matrix op 

tridiagonale vorm wordt gebracht. 

La.at daze zijn 

cx1 fl2 0 0 0 0 

132 cx2 13, • 0 0 

0 133 a:3 • 0 0 

B• • •· • • • • (18.8) 

0 0 0 • « n-1 13n 
0 0 0 • 13n an 

Deze matrix B heeft dezelfde eigenwaarden ala A, want gelijkvormige matrices 

hebben dezelfde eigenwa.arden. 

Als een der elementen 13. (i • 2,3, ••• ,n) gelijk is aan nul, is het karakteri­
i 

stieke polynoom van de matrix B product van de k.a.rakteristieke polynomen. van 

de matrices 

cx1 f32 0 • 0 0 0 a:i f31+1 O • 0 0 0 

f32 a:2 133 • 0 0 0 131+1 a:i+1 131+2 • 0 0 0 

• • • • • • • en • • • • • • • 
0 0 0 • 131 .. 2 "1-1 f3i-1 0 0 0 • Pn-1 cxn-1 Pn 
0 0 0 • 0 f31-1 a:. 1 J.-

0 0 0 • 0 Pn a:n 

die ieder wior zich behandeld kunnen worden. Das.rom nemen we aan dat alle f3. ,;. 0 
J. 

zijn. 

Het kara.kteristieke polynoom van B 

a ... l 
1 132 0 • 0 0 0 

132 ex -1 
2 133 0 0 0 0 

IB - XEI "" • • • • • • • (18o9) 
Q 0 0 • ~-1 ex 1-1 Pn n-
0 Q 0 • 0 Pn « -1 n 

duiden we aa.n met p (1), het ka.ra.kteristieke polynoom van de matrix bestaande n 
uit de,·eerste r rijen en kolommen van B- ~ zij p (1). Dan geldt: . r 



P1 (l.) • 4 1 - i\. 

P~/i\) • («2 - 1-.)p1 (i\) - 13~o (l) 

waarin 

p
0

(1) • 1. 

Algemeen vinden we bij ontwikkeling naa.r de re rij: 
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Pr(1) ~ (o:r-1)pr_1(1) - P!Pr_2(i\) (r • 2,3, ••• ,n). (18.10) 

Merk op dat 

(l) l 1 voor i\. - - co 
sgn Pr • (-1f voor i\ - co • 

De rij polynomen p
0
(l), p1(A.), ••• ,pn(i\) die aan (18.10) voldoet is een rij 

van Sturm en heeft de volgende eigensch.appen: 

!:, Als geen der p1 • o, heeft pn (1'.) geen meervoudige nulpgnten. 

Bnija. Ala\ tweevoudig nulpunt is van (18.9) bests.an er twee lineair onaf­

ha.ukelijke eigenveotoren bij A'i • De rang van B- >..1E is clan n-2, dus is znel 

p
1
/11 ) • O ale Pn .. 1(~'i) • o. 

Uit (18.10) volgt dan dat ook Pn_2(i\i) • o, Pn_3(11) • o, ••• , P
0

(A.i) = o. 
Dit is in strijd met p

0 
(l"i) • 1. 

:e_. Het a.antal eigenwaarden dat groter is den a wordt, als alle 131 , O zijn, 

gegeven door het amtal malen dat in de rij p
0

(a), p1(a), p2(a), ••• ,pn(a) 

twee opeenvolgende elementen hetzelfde teken hebben. 

Berijs. Ala a- 00 zijn de.elementen p
0

(a), p1(a), ••• af'risselend positief en 

negatief terrljl als a - - 00 alle elementen van deze rij positief worden. In 

het interval ( .. co, 00) heeft p 1 ( A.) ,~n tekenrlsseling, p2 ( i\.) twee tekenrlsselin­

gen etc. 

Uit (18.10) blijkt bovendien dat p (a) en p 2(a) tegengesteld teken hebben r r-
als p 1(a) • o. Daarom kmmen we onderstaand schema ma.ken, waarbij in de eer-r-
ste kolom een monotoon dalende rij van a-waa.rden wordt gen.omen. In de p (a) 

0 

kolom eta.an alleen + tekens. De p1 (a) kolom zel ergens van nega.tief in positief 

overga.an. Voor die waarde van a is p2(a) negatief. De waarden van a waarvoor p2 
van teken verandert liggen dus aan weerszijden van de waarde van a waarvoor 

p 1 (a) van teken rlssel t. 



a po(a.) P1 (a) P2(a.) P;(a.) P4(a.) 

cc + ... + - + 

• + - + - 0 
·-

• + - + - -
fl + - + 0 -
• + + + -
.. + .... 0 + -
• + + -
411 + - + 0 

• + 0 .. + + 

• + + + + 

• + + .. 0 + 

• + + ... ... + 

• + + 0 + 

• + + + 0 

• + + + - -
• + + + 0 

411 + + + + 0 .... + + + + + 

Als we dit schema opbouwen zien we da.t de r-1 tekenwisselingen van p 1 tu.seen 
r-

de r tekenrlsselingen van p liggen. r Door een O in ,~n van de kolommen p1 t/m 

p 1 verandert het aantal ma.len, da.t n- in een horizontale rij opeenvolgende ele-

menten hetzelfde taken hebben, niet. Dit vera.ndert alleen a.ls Pn = 0 wordt en 

we zien dat het d.an steeds toeneemt ale we naar kleinere a ga.a.n. Dus is het aa.n-

tal keren da.t we voor een bepaalde a waarde in opvolgende p -elementen hetzelfde r 
taken hebben, gelijk aan het aantal wortels van pn(l) = 0 die groter dan a zijn, 

d.w.z. gelijk a.an hat aantal eigenwa.arden groter dan a. 

We lomnen m.b.v., bovenstaa.nde eigenschap bode eigenwaarden zo nauwkeurig be­

palen ala we willen. We bepalen, met de stalling van G~rshgorin, het interval 

wa.a.rbinnen a.lle eigenvaarden liggen en door halvering van intervallen verkrijgen 

we den intervallen die ieder precies ,~n·eigenwaarde bevatten. In elk van deze 

intervallen passen we regula falsi toe om snel betere bena.deringen te vinden., 
" 

Het berekenen van de eigenveotoren van de matrix B gaa.t in principe gema.kkelijk 

uit de afzonderlijke vergelijkingen van het stelsel 
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Stelt men x11 • 1 da.n volgt x12 uit de eerste vergelijking enz. 

Tenslotte volgt xin·u1t de (n-1)e vergelijking terwijl aan de laa.tste 

vergelijking vold.a.an moet zijn door de berekende getallen x1 n-1 en. xin. 
Er doen zioh vaak moeilijkheden voor va.nwege het wegvallen van cijfers. 

Menzie hiervoor: J.H.Wilkinson, "The calculation of the eigenvectors of 

Codiagonal Matricesu , __ The Computer Journal 1,90-96, 195a. 

Methode van Householder 

De symmetrische matrix A wordt, ale bij Givens' methode, door gelijkvormig­

heidstra.nsformaties op tridiagonale vorm gebracht. De tridiagonale matrix B 
wordt verkregen als (n-2)e element uit de rij A (O\•A), A (t), A (2) , ••• , waar­

bij 

(18 0 12) 

met 

(18.13) 

De vector Vk in (18.1~) heeft lengte ~~n en is zodanig gekozen da.t 

~~) = 0 j - k > 2. (18.14) 

In de k8 rij van A(k) zijn de niet-tridiagonale elementen dus nul. 

De transformatie-matrix p(k) is symmetrisch en orthogonaal, want 

p(k) ~k)' = (E ... 2 V V1 ) 2 • E 
kk 

immers 
vkvk ... 1. 

De constructie van Vk, zod.anig dat aa.n (18.12), (18.13) en (18.14) is vol­

daa.n laten we zien voor een matrix van de orde 4. 
Zij 

met 

Dan is 

p(1) 1111 

1 0 0 0 



met 

a~!)m (1-2v!)a12 - 2v2v3a13 - 2v2v4a14 • a12 - 2v2p 

a~!)= -2v 
2 
v 

3
a

12
_ + (1-2v~)a

13 
... 2v 3v 4a 14 • a 13 - 2v ~ 

a<1) ... -2v v a. - 2v v a + (1-2v2
)~ • a. - 2v p 

14 2 4 12 3 4 13 4 14 14 4 

P = v2a12 + v3a.U + v4a14• 

Het is eenvoudig na. te ga.an dat 
2 2 (1 )2.. (1 )1 (1 )2. ~ +a +a •a +a +a 

12 13 14 12 13 14 • 

Dus als 

geldt 

a - 2pv • +(a2 + a2 + a.2 )½ 
12 2 - 12 U 14 

(18.15) 

a.
13 

- 2pv
3 

"' o (18.16) 

a - 2pv ... o. 
14 4 

Als we de drie vergelijkingen (18.16) m•t resp. v
2

, v
3 

en v
4 

vermenigvu.ldigen 

en dan optellen k:rijgen wes 

+ (2+2+2)½ P • v2 a12 .a,3 a.14 • 

Dit resultaat substitueren WO in (18.16) en da.n v:lnden we 

au V • + _____ .:::;.... ___ ...,. 

3 2(a~2 + a~.3 + a.~4f v2 

"'4 • + ( 2 2 + 2 \½ 
2 au + au a.141 v2 

(18.17) 

Om v
2 

zo na.uwkeurig mogelijk te bepalen en bovendien te verhinderen dat in 

de uitdrukkingen voor v
3 

en v
4 

gedeeld wordt door een klein geta.l nemen we 

in (18., 17) - tekens als a.
11 

< 0 en + tekens a.ls a.1, > o. 
Met de getallen v

2
, v

3 
en v

4 
uit (18.,17) heeft A(1J nu de vorm 

a(1 ) a.(1 ) 0 0 . 
1,.1 12 

a.(1) a(1) a.(1) a(1) 
21 22 23 24 

0 1
/1) 

3
(1) ,/1) 

32 33 34 

0 a;:) al!) a.!1) 



;.• 

Met de matrix P(2) ... E - 2V
2

V~1) constru.eren we de tridiagonale matrix 

A(2) = (ai~)) ... p(2)A(1)p(2). 

Zij 

Dan is 

0 

0 

0 

0 

p(2) llll 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

1-~ -2w \Y 
3 3 4 

... 2'ft 4 W 3 1-2w! 
Bevendien vinden we 

a( 2 ) • a(1 ) - 2w (w a(1 ) 
23 23 3 3 23 

a( 2) = a(1 ) - 2w (w a( 1 ) 
24 24 4 3 23 

+ w a.(1) ) 
4 24 

+wa(1)) 
4 24 

Nu is eenvoudig af te laiden dat 

( 1 )2 
( 1 )2 

( 2 )2 ( 2 )2 
a +a ,..a +a 

23 24 23 24 

zodat voor w en w geldt: 
3 4 

,,2 11111 ½l1 + a~~) ! , ,r • + a~? 
2 

• (18.18) 
3 (1)2 (1)2 ½ 4 ,_ (a.(1)~ + a(1) ,½ 

(a2• + a2A ) '•• 2 2 1 ., ... .,, 3 4 

Bij deze keuze van vr en w k:rijgen weals results.at de tridiagona.le matrix 
3 4 

a:1 ~2 0 0 

P2 ci:2 ia, 0 
B• 

0 f3 a, 134 J 

0 0 P4 «4 

waa.rva.n de eigenwaarden met de rij van Sturm bepaald.k:unnen worden. 

M.ethode van Lanc~os voor symmetrische matrices 

Ook bij deze methode wordt met een eindig aa.ntal orthogonale transforms.ties 
een tridiagona.le matrix B afgeleid uit de symmetrisehe matrix A. 
Bij de methode van Lanczos word.en succeasievelijk de kolommen ~ van de ortho-

gonale transformatie-matrix X geeonstru.eerd. waarbij dus Ba X•AX. 



Met de matrix P(2).., E - 2V
2

V~1) constru.eren we de tridiagonale matrix 

A(2).., (ai~)).., p(2)A(1)p(2). 

Zij 

V • (O,O,w ,w ), 
2 3 4 

Dan is 

1 0 0 

0 1 0 

0 0 2 

p(2) -
1 .. 2w.. 

3 

0 0 -2w4w 3 

BGvendien vinden we 

a( 2 ) • a(1 ) - 2w (w a(1 ) 
23 23 3 3 23 

a( 2) = a(1 ) - 2w (w a( 1) 
24 24 4 3 23 

Nu is eenvoudig af te leiden dat 

0 

0 

... 2w" 
3 4 

1-2w2 
4 

+ w a.(1) ) 
4 24 

+wa.(1)) 
4 24 

( 1 )2 
( 1 )2 

( 2 )2 
a + a ""a 

23 24 23 

(2)2 
+ a. 

24 

«, 132 0 0 

f.!2 a:2 J!, 0 
B 11111 

0 13, a, P,1, 

0 0 P4 «4 

wa.arvan de eigenwa.arden met de rij van Sturm bepaa.ld.kmmen worden • 

.Methode van La.nezos voor s;ymmetrische matrices 

Ook bij deze methode wordt met een eindig a.a:ntal orthogonale transformaties 
een tridiagc>nale matrix B afgeleid uit de symmetrische matrix A. 
Bij de methode van La.nczos word.en successievelijk de kolommen ~ van de ortho-

gonale tra.nsformatie-matrix X geconstru.eerd waa.rbij due B • X1AX. 



Deze kolommen ~ worden opgebouwd met de volgende drie-terms reou.rrente 
betrekking: 

metals startvectoren 

X
0 

= 0 en x1 willekeurig. 

Voor de orthogonaliteit van deze kolommen stellen we de eis 

Daa.ru.it vinden we dat 

(18.20) 

hierbij is gebru.ikt dat bij de vorige stap de orthogona~teit van~ en lic-1 
bewerkt is. 

We bewijzen nu met (18.19) en (18,.20) dat ~+1 loodrecht staat op alle vooraf­

ga.a.nde vectoren x1 (.em 1,2, ..... ,k) .. 
Deze bewering geldt voor k • 1 want X staat loodrecht op X en X • 

2 1" 0 
Stel dat de uitspra.ak geldt voor k ..;p,. 

Dan is 

X •AX -a X -P X p+2 p+1 p+1 p+1 p+1 p (18,.21) 

wa.arbij '\,+1 en Pp+1 met (18.20) zo genomen zijn dat Xp+2 loodrecht staat 

op Xp+i en XP .. 
Nu (18.21) linksvermenigvuldigen met X'.e, t = 0,1, ••• ,p-1. 

Dit levert 

x;xp+ 2 = x~AXp+1 - a:p+1x~xp+1 - ~P+1x•,xP (18.22) 

In (18.22) zijn volgens de inductie aanna.me de laatste twee term.en nul .. 

Dus 

XJXp+2 ""x;+1AX.£ .,. x;+1 (X.e+1 + «,.eX,e + ~.tx.t ... 1 )o 

In (18.23) zijn in het laatste lid alle termen nul volgens de inductie 

aanname. 

. 
Conclusie: behalve in spei,iale gevallen (bij "ongelu.kkige" keuze van de 

startviector X, ) zijn alle vectoren x1 ,x2, ..... ,xn ongelijk aan nul en 

daarom zal Xn+1 = o, want alleen de nulvector staat loodrecht op n ortho­

gonale vectoren,. 



Uit (18019) blijkt dat de matrix X waarvan x1,x2, ••• ,xn de kolommen zijn, 

aan de matrix-vergelijking 

AX= XB 

voldoet, waari.n 

"1 ~2 0 

1 (X2 ~3 

B • 
0 1 (X3 

• • • 
0 0 0 

0 0 0 

Dus 
... 1 

B = X AX. 

Opmerkingen 
I 

0 • 0 0 0 

0 • 0 0 0 

'34 • 0 0 0 

• • •· • • 
0 • 1 a 

n-1 ~n 
0 • 0 1 (X 

n 

1. Voor ~k kunnen we een eenvoudiger formule afleiden. 

(18.24) 

~k~-lk-1 = ~-1AXic = xkA¾:-1 • ~( ¾: + cxk-1~-1 + Pk-1~-2) ~ ~xk. 
Ofwel 

(18.25) 

2. Om de matrix X orthogonaal te maken, normeren we de vectoren ~+1~ 

I.p.v. (18.19) zij · 

~+1 ,.. T k+iA¾:. - cxk~ .. ~k~-1 ) 

wa.arbij y k+1 zo te nemen dat 

Deze normering heeft geen invloed op «k, maar nu is 

1 
~k = ~-1A¾: = ~~-1 =rk • 

Dit geeft als resultaats 

AX.. .,._L__x._ +IX x_ +.1.x_ • 
-'"k y k+1 -'"k+1 lc'"k y k --ic-1 

O.fwel 

(k~2) 



a: 1... 0 0 0 • 1 l2 
.1.. 

(X2 
1.. 0 0 • 

l2 Y3 

• • • • • • 
X 1AX = 

..L 0 0 0 • « n-1 ln 

0 0 0 • .1.. an 
ln 

3. Omdat ~ k > O (zie 18.25) gebruiken w~ weer de rij van Stlll'm om de eigen­

wa.a.rdenvan B te berekenen. 

Voorbeeld 

1 112 V2 2 

fi -42 -1 '12 
A"" fi -1 fi '/2 

2 fi 12 .. 3 

Methode van Givens a. 
Rota.tie in (2,3)-vlak, tan 8 '"' ... ...U.. 

1 a12 
= ... 1 , cos 8 • t/2 • - sin 8 • 

1 1 
Dit leve:rt 

l 1~ e&l:r ... ( : 
23 23 0 

2 

0 

{2 
1 

0 

2 

2 

0 

... 3 
a (1) 

Ro-fatie in (2,4) ... vlak, ta.n 8
2 

= 

Da.n krijgen we 

14 ... :z:ry = .. 1, 

a 12 

"" 

1 

2V2 
0 

0 

2V2 0 0 

0 1 -1 

1 

-1 

Tenslotte rota.tie in (3,4)-vla.k, tan e ... -3 . 

Het resultaat hierva.n is 

1 21/2 0 0 

B = T I A ( 2 )T ""' 
2V2 0 2 0 

0 V2 -½ .2 34. 34 
2 

0 0 .2 ... .2 
2 2 

cos 8 • ½i/2 • - sin 8 • 2 2 

(18027) 



Methode van Householder 

Volgens (18.17) is 

Dan is 

1 0 0 

0 

en 

0 1 -2{2 
-2{2 0 -½ -½ _....1 

p(1) ... 
0 -½ 5. - ~1 

enA(1). O -;-3{2 

0 

.1+...L 
3 3y2 
1 20 

- 9 +9{2 
6 'f 

0 1 1 ---- -f2 3{2 3 

Met (18.18) vinden we 

{ 1 1 ...4.. 
w32 == ½ 1 + [2(3 + 3{2)} 

zodat 

1 0 0 0 

p(2) -
0 1 0 0 

2 1 2 1 0 0 -,-~ i-~ 
0 0 2 1 ,-j/2 -;+3{2 

Methode van Lanczos 

0 .. 1+...4.. 
3 3v2 

.2. + 1. 
1 _)j2 

en y ~ 2 
-6 6f2 -4 2w3(i. 

1 -2{2 0 

0 V2 
en B • f2. 0 -½ 

0 0 _.5. 
2 

.i1 _§_ 
- 9 -9{2 

, 

0 

0 

_5. (18.28) 

2 
_.5. 

2 

Als startvector nemen we X/ = (1,0,0,o)~»et (18.19) en (18.25) berekenen we 

de vecto:rffi, AX1 en de elementen ex
1 

en p
1 

uit B : 

x• 1 0 0 0 1 
{2 {2 (AX~• 1 2 « ,.. 1 

{2 {2 
1 

x• 0 2 2 
{2 .. 2 {2 + 2 (~)• 8 -2 ex • O p - 8 

f 2 .. 2 {2 + 2 
2 2 

x• 0 -2 3 
.{2-4 -f2+4 a3 • - ½ P3 • 2 (AX ) I 0 10 

3 -i { 2 ·- 5 -if 2+ 5 x• 0 5 4 . Mf2 ',gif 2 ex ... .5. P -~ (AX4)' 0 -25 2 2 4 2 4 4 
x• •· 0 0 0 0 

5 



1 8 0 0 

1 0 2 0 
]3 - li 0 1 -t 4 

0 0 1 '5. ·2 

Opmerking 

De tridiagonale matrices (18.27) en (18.28), verkregen uit A met verschillende 

transformaties, zijn op de tekens van de niet-diagonaal elementen na identiek. 

Men kan in het algemeen aantonen da.t de tridi~gonale matrix waa.rtoe de symme­

trische matrix A getransformeerd ke.n worden met orthogonale gelijkvormigheids­

tra.nsformaties, op de tekens ve.n de niet-diagonaal-elementen na eenduidig be­

paald is. Dat deze tekens irrelevant zijn blijkt uit de recurrente betrekking 

(18.10). 

Methode van Lanczos voor niet-aymmetrische matrices 

Door een biorthogonaal stelsel van vectoren x1,x2, ••• ,Xn en Y1,Y2, ••• ,Yn te 

oonstrueren kunnen we ook een niet-symmetrische matrix A op tridiagonale vorm 

brengen. 

De. vectoren x1 ,x2, ••• ,xn en Y1,Y2, ••• ,Yn worden weer geconstrueerd met een 

drie-te:rms recurrente betrekking: 

De startvectoren zijn 

X
0 

= o, x1 willekeurig, Y
0 

• .o, Y1 rlllekeurig. 

De in (18.29) optredende constanten word.en zo gekozen da.t 

De.n vinden we: 

YkAXit 
«.tc ... Yi::~ 

yk~1"1c 
~ = Yi!:-1~-1 

(18.29) 

(1a.30) 



Geheel analoog met de vorige paragraaf kan bewezen worden dat ~+1 en Yk+1 
loodrecht sta.an op alle vooraf--geoonstru.eerde vectoren Y1 respectievelijk 

X.t (.t = 1,2, ••• ,k). 

Bovendien is uit (1s.30) duidelijk dat «k = «k. 

Voorts kunnen we voor pk een eenvoudiger formu.le afleiden: 

~ = ~A'Yk-1 = ~(Yk +ak-1 Yk-1 +pk-1Yk-2) 

k ~-1 yk-1 ~-1 yk-1 

Eenzelfde formula is af te leiden voor Pk, dus Pk= ~k. 

De vectoren Xn+1 en Yn+1 zullen beide nul zijn ala de vectoren Y1,Y2, ••• ,Yn 

en x1 ,x2, ••• ,xn lineair onafhankelijk zijn. 

De recurrente betrekldngen (18.29) kunnen weals matrix vergelijkingen schrij-

ven: 

AX :::: XB en A 1Y = YB 

waarin B de tridiagonale matrix (18.24) is met de a1 en ~i bepaald volgens 

(18.30) en (18.31) en de ma.trices X en Y de vectoren x1,x
2

, ••• ,xn resp. 

Y1,Y2 , ••• ,Yn ala kolommen hebben. 

Dan is 

B = x- ~ = y-1 A' Y • 

Opmerking 

Het is mogelijk dat YQ(k a O voor k ~ n. Hierbij moeten we de volgende gevallen 

onderscheiden: 

a. ~ = o, yk F 0 

b. ~,. o, y = 0 
k 

o. ~ = o, Yk ""0 

d. ~ /, 0, Yk r o. 

De oonstructie van het biorthogonale stelsel moet dan voortgezet worden met een 

vector~ die loodrecht staat op Y1,Y2, ••• ,Yk_1 (geval a, o end) en/or een 

vector Yk die loodrecht staat op x1 ,x2, ... ,~1 (geval b,o end• Als Yk1ic ,f,. 0 

voor k <n+1 zijn, zoaJ.s eenvoudig aangetoond kan worden de vectoren Y1,Y2, ••• ,Yn 

en x1,x2, ••• ,xn lineair onafha.nkelijk. 

De numerieke aspecten van de si tuatie Yk~ = 0 (k < n+1 ) word.en besohreven in 

Wilkinson, J.H., 1958, The calculation of eigenvectors by the method of Lanczos, 

The computer Journal, 1, 148-52. 
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De matrix B kan complexe eigenwaarden hebben, zodat bij niet-symmetrische 

ma.trices het prooes met de rij van Sturm niet gebruikt kan word.en. 

Ala pk(1'.) het kara.kteristieke polynoom is van de matrix bestaa.nde uit de eerste 

k kolommen en rijen van B, dan geldt: 

po(i\.) = 1 ' P1 (ll.) = a:1 .. i\. 

Pk+1 (i\.) = (a:k .. l.)pk(Al .,;,. 13 ic:Pk-1 (i\.) 

De karakteristieke vergelijking p (J\.) =Odie met (1s.33) verkregen kan word.en n 
kunnen we met b.v. de methode van Bairstow oplossen. Omdat de bepaling van de 

nulpunten van een polynoom veelal gevoelig is voor oijferverlies in de coeffi­

cienten, moet de recurrentie (1a.33) in dubbele lengte (dubbele precisie) uit­

gevoerd worden. 

Een alternatief is de methode van Muller waa.rbij (18.33) gebruikt wordt om 

drie functiewaarden pn(,c_2), pn(,c_1) en pn(~) uit te rekenen. 

Vervolgens bepalen we de kwad.ratische functie die door de drie punten 

(,c_2,Pn (,c_2)), (~_1,Pn (,c ... 1 )) en (~,Pn (¾_:)) bepaa.ld is. E&n van de nulpunten 

van de kwadratische functie zij ,C+1• Dan wordt de iteratie voortgezet met 

(,c_1,Pn(,c_1)), <,c;Pn(~)) en <1c+1'pn(,C+1)) 

tot I ,c - ~+11 klein genoeg is. 
De iteratie beg.int met drie startwaarden x1,x

2
,x

3
• 

Ale een benadering van het nulpunt l.
1 

van pn(1'.) gevonden is wordt dezelfde 

procedlll'8 toegepast op het polynoom 

pn("-) 

l .... i\.1 

waa.rbij de deling niet ,xpliciet uitgevoerd wordt, maa.r voor successieve wa.arden 
Pn\Xk} Xie de functiewaarden ~--r; berekend word m.b.v. (1s.33). 

Voorbeeld 

-5) 
... 2 

... 7 

De startyectoren X~ en Yl zijn beide (1,0,0). 



x•-1 (1 0 o) y~ = (1' 0 o) 

(AX1)' a (s -4 18) (A'Y ) 1-(8 
1 -11 ... 5) a 

1 
,., 8 

X' .., 
2 

(0 -4 18) yt ... (0 
2 -1 ... 5) 

( u
2 
)t .. (-86 .. 52 -106) (A•Y2)•=(-86 21 37) m (X2... ... 43 ' ~2"" .. 86 

x•. (0 3400 680) yt = (0 612 .ti§.) -3 43 43 3 43 43 

(AX3)' "" (o 14960 12240) (A ty ) 1 ==(0 1768 .. 2176) 162 23120 ... C(3 ... 43 , !33 ... 43 43 3 43 43 1849 
x• lllll 

4 
(o 0 0 ) Y' == (o 

4 
0 0) 

De tridiagonale matrix, met elementen a.fgerond op 66n deoimaa.J, is 

De rij prinoipaalminoren van I B ... AE I isa 

P/A)=1; P1(A)•8-1'.; p2(A),.. (-6.8-A)p1(l.) + 86; p3(l.) = (3.8--l.)p2(A)-1'2.5p1(A) 

(18.34) 

We starten de methode van Muller met x
1 

=- o, x = 2 en x "" 4. 
· 2 3 

Dan vinden we: 

p 
3 

(o) = 20.oe, p/2) = -15.24, P/4) ..... 5a.56. 

De kwadratisohe functie bepaald door (O,p
8 

(o)), (2,p/2)) en (4 11 p 3
(4)) is 

A
2 + 15.66 A ... 20.08 

waarvan een nulpunt benaderd wordt door l. = 1.2. 

Nu gaa.n we verder met (0 11 p 3
(o)), (2,p

3
(2)) en (1.2,p

3
(1.2)) waarbij 

p.,(1.2) = ... 2.a4. 

De kwadratische f'unctie door <lit drieta.1 punten is 

1.,8 A.2 
- 21 .. 26l. + 20~08 

waarva.n een nu.lpunt dichtbij 1.03 ligt. Deze uitkomst oorrespondeert de eigenwaar ... 

de }..1 = 1 van A. Om de resterende eigenwaarden te berekenen passen we dezelfde 

methode toe op de functie 

" p/A) 
q

3
(l.) =-- (1a.35) 

1 .. A1 

De functiewaarden q Jo), q J2) en q
3
(4) berekenen we met (1a.34) en (1a.35). We 

krijgen ala resultaat: 



De kwadratische functie hierbij behorende is 

waa:rva.n de nulpunten (bij benadering) zijn 2.1 + 3., 71., Deze waa.rden oorresponderell 

met de exacte eigenwaarden 2 ± 41 van A; 

19., Het oplossen van stelsels lineaire vergelijkingen 

Bij het aplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen onderscheiden we 
directe methoden (eliminatie methoden) en iteratieve methoden., 
Bij de directe methode word.t ~,n keer een rij bewerkingen uitgevoerd waa.rvan 
het resultaat een benadering is van de emote aplossing van het stelsel., 
Indien alle bewerkingen exact uitgevaerd warden krijgen we de exacte oplossing 
van het stelsel. De benadering van de emote oplossing is slechts te wijten aan 
de a.frandingsfouten bij aptellen, vermenigvuldigen en delen, en dus a.fhankelijk 
van de rekenapparatuur die gebruikt wardt. 
Voorbeelden van de directe oplossingsmethoden. 

1. Eliminatiemethode van Gauss. Door elimina.tie wordt het stelsel in de tri­
angulaire vorm gebracht. In het algemeen is het gunstig pivotal condensation 
toe te pa.seen. 

2., Gauss-Jordan eliminatie. De ooefficienten-matrix wordt herleid tot een dia­
gonaalmatrix. Ook hier is grootste pivot kiezen aan te bevelen. 

3. Reductiemethode van Crout. Met LR-decompositie van de coeffioienten-matrix 
wordt de Ga.uss-eliminatie comps.et genoteerd. 

Het effect van de afrondingsfouten bij het oplossen van 

AX ... Z 

hangt af van de matrix A. Als kleine njzigingen in de coefficienten-matrix 
A een grate verandering in de oplossing van (19.1) veroorzaken spreken we 
over een "ill-conditionned" stelsel. 

Het corrigeren van een benaderde oplossing 

Zij X(O) een benaderde oplossing van (19.1) met een directe methode verkregen, 

dus X(O) is een benadering van A""1z. 
Deze vector x(O) kunnen we opvatten ala oplossing van 

BX.., Z 

waarin B ... 1 een benadering is van de matrix A-1
, ofwel 

·x(0 ) • B-1.z. 
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Nu wensen we op X(D) eeu correcLie ,/u) a.ante brengen zodanig da.t ..ll(O)+a(O) 

a.an (19.1) voldoet. 

Dan geldt dus 

A a Co)= z - uC0 ) 

Met bet al afgeleide eliminatieschema kunnen we (19.3) zonder veel werk op­
lossen: 

waarmee we de volgende benadering van de oplossing verkrijgen: 

X ( 1 ) = X ( O) + B-1 ( Z - AX ( O) ) = ( c: + ( l'; - B-1 A ) ) B-1 z. 

Deze correcties voortzettond krijgen we a.ls iteratieschema voor de successieve 
benaderingen: 

Omdat x(k+1) = (E - B~1A)X(k) + X(O) krijgen we achtereenvolgens: 

x<0 ) .. B-1z 

X( 1 ) "" (E + C )B-1 Z 

• • • • • • • • • • • • • 

waarin 
7 -1 

C = E - B A. 

Als de matrix C verschillende eigenwaarden heeft, gerangschikt naar moduli: 

dan zijn de corresponderende eigenvectoren Yl (1 = 1,2, ••• ,n) lineair onaf­

hankelijk, dus iedere vector is lineaire combinatie van deze eigenvectoren. 

Volgens (19.4) geldt: 

x - x(k) = c(x - x(k-1)) 

x(k+1) _ x(k) = c(x(k) _ x(k-1) 

Z - AX(k) = BCB-1 (z - AX(k-1 )). 

Voor de errorvector X - X(k) = E(k), de correctievector X(k+1) -x'k) = a (k) 

resp. de residuvector Z - AX(k) = R(k) vinden we derhalve 



want 

Als 

E(k) = ·cf+1X 

6(k) = cf+1x(O) 

R(k) = BCk+1x(o) 

6(o) - cx<0) = B-1R(o). 

n 
X .,. E ,e.1 a.J,YJ, 

leiden we af dat 

E(k) En Ak+1y _ Ak+1y 
= J,•1 a ,e £ J, a1 1 1 

6 (k) = I:n 1 A ~+1y - A Ak+1y 
£• I-' J, J, £ '"'1 1 1 

R(k) =I: n A Ak+1BY - A ,._k+1BY 
.£=1 t',t ,£ J, "'1 1 1° 
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Uit (19.7) blijkt dat het correctie-proces X(k) convergeert naar de oplossing 

X van (19.1) als l"-,I < 1. We zien voorts dat voor k voldoende groat zal gel­

den: 

E(k) ,.. ,._ E(k-1) 
1 

6 (k) IZ A. il (k-1) 
1 

R(k) = ,._ H.(k-1 ). 
1 

Dit resultaat gebru.iken we om de convergentie van.het correctie-proces te ver­
snellen. Uit 

volgt n.l. 

X = X(k-1) + (1 - A )-16(k-1). 
1 

Als we (19.9) voor twee opeenvolgende waarden van k gebruiken om A te eli-
1 

mineren, krijgen we voor de componenten x1 van X de extrapolatie formule van 

Aitken: 

Als de eigenv.rdarde A complex J.s, dus A = A , moet de extrapolatie formula 
,. 1 2 1 

van Aitken aan die situatie aangepast worden. Voor de errorvector vinden we 

da.n: 
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X - X(k.) - a 1'.k+1y + a A k+1y (19o 11) 
1 1 1 1 1 1 

Bij de afleiding van (19.10) gebruikten we X(k+1), X(k) en X(k-1) om 1'-
1 

en a
1 

te elimineren. 
Om de onbekenden uit (19.11) te elimineren hebben we vijf vectoren nodig. 
De extrapolatie formula is dan: 

1 1 1 X(k) X~k+1) X~k+2) 
i l. l. 

X. -A~k) 8 ~k+1) 8 ~k+2) = X~k+1) X(k+2) x;~k+3) (19.12) 
l. l. l. 1 1 l. l. 

8 ~k+1) 8 (k+2) 8 ~k+3) /k+2) X~k+3) X(k+4) 
l. i l. l. l. i 

Dezelfde formule kan gebruikt worden om X. te berekenen als de moduli van 
1'.

1 
en 1'.

2
weinig verschillen. l. 

Voorbeeld 

5x + 7x + 6x + 5x
4 

= 23 
1 2 3 

7x + 10x + 8x + 7x = 32 
1 2 3 4 

6x + 8x
2 

+ 10x + 9x • 33 
1 3 4 

5x + 7x + 9x + 10x = 31. 
1 2 3 4 

Neem aan dat het eliminatie proces overeenkomt met het gebruik van de vol­
gende, niet-symmetrische benadering van A-1 

77.888 -46.929 

-46.977 280584 

-19.489 11.493 

11.495 -6.897 

-19. 4 29 

11.493 

5.612 

-3.368 

11.443 

-6.897 

-3.363 

2.218 

en zij voorts X(o)' = (3.272,-0.321,0.472,1.295) het resultaat van de eli­
minatie oplossingsmethode. 
Ret iteratieve correctie proces levert de volgende resultaten: 

/0) 

R(O) 

A (o) 

x.<1) 

R(1) 

A (1) 

x<2) ,, 

3.272 

-0.420 

-2.635 

0.637 

-0.321 

-0.535 

1 .. Cjj7 

1.,216 

0.031 

0.4 72 

0.619 

1.091 

0 .. 026 

-0.105 

0.986 

1.295 

-0.311 

-0.349 

0.946 

0.024 

0.062 

1.008 
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Aitken's formule toegepast op x<0 ), x<1 ) en x< 2 ) geeft de goede benadering 

(o.998,1.002,1.001,0.999) van de e:xacte oplossing (1,1,1,1)0 
Een aanwijzing voor deze oonvergentie versnelling vinden we in de bijna 

constante verhoudingen tussen de componenten van A(1) en A(o): -Oo159, 

-0.162,-0.170 en -0.178, die een benadering geven van A • 
. ( t 

De verhoudingen van de componenten van R(1) en RO) zijn echter -0.064, 

-0.058, -0.059 en -0.077. 
Nader onderzoek van C = E - B-1A leert dat A • -001446 en A = -0.0414; 

1 2 
de corresponderende eigenvectoren zijn zodanig dat in (19.6a) {3

1 
en {3

2 
van 

vergelijkba.re grootte zijn, maa.r BY
2 

heeft veel grotere componenten dan BY
1
• 

In het begin van het correctie proces, dus voor kleine k, geldt daarom nog 

niet dat 

benaderd wordt door 

A Ak+1BY 
I" 1 1 1' 

dan word.t de grootste bijdrage nog geleverd. door A Ak+2BY 
"'2 2 t· 

Correctie proces bij het bepalen van de inverse van een matrix 

Zij B-1 een benadering, met b.v. een eliminatie-methode verkregen, van A-1• 
0 

Nu brengen we op B-1 een correctie Lill- 1 aan, zodanig dat 
0 0 

A(B-1 + AB-1) = E. 
0 0 

Dan geldt dus 

A A B-1 .,. E - AB-1 • 
0 0 

W b 1 b d A°tl-1 1 e epa en een ena ering van l..},il vo gens 
0 

Dan krijgen weals nieuwe benadering van de inverse A-1: 

B-1 = B-1 + AB-1 • B-1(2E - AB-1). 
1 0 0 0 

Deze correcties voortzettend krijgen we ala iteratie schema voor de succes­

sieve benaderingen van A- 1 

. . . -1 -1 --1 De r1J van matrices B ,B1 ,B2 , ••• convergeert onoer bepaalde omstandig-
1 0 

heden naar A- (zie NA-280). 



We vinden: 

waarbij 

B-1 • B-1'(E + C) 
1 0 

B-1 • B-1 (E +c 
2 0 

:s-1 • B-1 (E + 0 
3 0 

• • • • • • • • 
:a;1 • B-1 (E +o 

0 

-1 
C = E - AB • 

0 

+ c2 +c3) 

+ 02 + 03 + o4 + o5 

• • • • • • • • • • 
k 

+ 02 + • • • + c2 .1) 

Normen van vectoren en matrices 

+ c6 + o1) 

• • • • • 

Uit (19.5) en (19.14) blijkt dat het ook bij rijen van vectoren en rijen 
van matrices nodig is over een limietbegrip te beschikken. Daartoe defini­
eren we functionalen, normen genaamd, waarmee de "grootte" van een vector 
resp. een matrix aangegeven wordt. 

De lineaire ruimte R heet genormeerd als er een voorschrift is dat aan n 
iedere X € R een reeel getal IIXII , de norm van X, toevoegt, zodanig dat n 

1. IIXII > 0 als X ~ o, IIOII • 0 

2. ll<XXII .. ja 1.11x11 

3. !IX+ YU~ IIXU + IIYII (driehoeksongelijkheid) 

Uit 3. leiden we met X = X - Y + Y, af dat 

llx - YII ~ IIXii - IIYII • 

In R zijn voor X • (x
1
,x , •.. ,x) de volgende normen gangbaar: n 2 n 

IIX11 1 ""b~=1 !xjl 

IIXll2 == (E~ ... 1 I xj I yi (euclidische lengte) 

IIXII • max Ix. I • 
co j J 

Dat deze functionalen aan 1. en 2. voldoen is duidelijk. Van de functionaal 

II 11
2 

1s de driehoeksongeliJkheid bekend. Dus II 11 2 is een norm. 



Omdat 

en 

UX+Yll00 = ~x lxj +y-j I 

- IIXll00 . + IIY 1100 

zi jn II II en II II ook normen. 1 00 

..;;max 
j 

Als x( 1), x(2), x(3), ••• een rij vectoren is in R zeggen we dat 
n 

als 

lim llx_k - XII • o. 
k-oo 

We bewijzen hier niet dat het bestaan van een limiet onafhankelijk is van 
de keuze van de norm. 
Een reeks van vectoren convergeert als de rij van partiele somm.en een limiet 
heeft. 

De norm van een matrix definieren we met de al gedefinieerde vectornorm als 
volgt 

IIAII • max IIAXII 
11x11 -1 

Dit betekent d.at 

.llfil 
HAIi .. r:-/o 11x11 • 

Voor alle XE H geldt derhalve: . n 

Ten aanzien van de lineaire ruimte var, matrices is (19.17) een norm. Immers 

1. l!A II ;;i,, 0 en IIA II = 0 impliceert JIA,(11 = 0 dus AX = 0 voor alle X E Rn ofwel 

A= 0. 

2. Voor alle X E Rn geldt llaAXII • lal. llAXII, dus llcxAII = lal• IIAII. 

3. Voor alle X E R · is 11 (A + B-)XII = IIAX -t BXII ..;; IIAXII + IIBXII. n 
Volgens (19.-18) geldt dus ll(A + B)XII ~ (IIAII + IIBII). IIXII ofwel 

IIA + Bil ..;; IIAII + IIBII. 

Voor de norm van het product van de matrices A en B leiden we a.£: 

IIABII ..;; IIAII. IIBII. 



Bewijs. Volgens (19.18) geldt voor iedere X € R n 

II (AB)XII • IIA(BX)ll ~ IIAll .11 BX:11 ~ IIAII. IIBII. IIXII. 

Dus 
IIABII ~ IIAII.IIBII. 

Als specie.al geval van ( 19,.19) krijgen we: IIAmll ~ IIAllm• 

Zij A(1 ), A(2 ), A(3), ••• een rij matrices. We zeggen dat 

als 
k 

IIA - All - o. 
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Een reeks van matrices convergeert als de rij van partiele sommen een limiet 

Conclusies heeft. 

1. Uit deze definitie volgt dat lim Am = 0 als lim !!Amil a o. Hiertoe is 
ijl-+00 

voldoende dat IIAII < 1. 

2. Als de matrix A op diagona.alvorm A gebracht kan worden: 

dan is 

Daarom is Am - O een nodige en voldoende voorwaarde opdat Am-+ O. D.w.z. 
m A -+ O d.an en alleen dan als alle eigenwaarden van A in modulus kleiner 

zijn dan een. Deze stelling geldt ook als A niet diagonaliseerbaar is. 

3. Voor iedere norm geldt: IIAII ;;;i. l~I (~ is een eigenwaarde van A). Immers 

als ~ de bijbehorende eigenvector is dan is 

4. Tenslotte beschouwen we de reeks E +A+ A2 + ••• • 

Voor de convergentie van deze reeks is nodig dat Am-+ O • Deze voorwaarde 

is ook voldoende. 

Als Am - O zijn alle eigenwaarden in modulus kleiner dan een, dus bestaat 

(E - A)-1• 
Uit .,, (E + A + A2 + ... + Am)(E - A) = E .. Am+1 volgt dat 

2 m ( )-1 m+1( )-1 E+A+A + ••• +A= E-A .. A E-A 
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Het rechterlid in (19.21) heeft (E - A)-1 ala limiet als m -co, due 

2 m ( )-1 E+A+.A:. + ••• +A+ •••• E-A (19o 22) 

Opmerkingen 

1. We bewijzen hier niet dat het bestaan van een limiet van een rij ma.trices 
onafhankelijk is van de keuze van de norm. 

2. Met de drie vectomormen (19.16) corresponderen de volgende ma.trimormen 

IIAll 1 • ~ ~~.1 la1jl 
J 

(kolom met maximale moduli-som) 

IIAll
2 

• At, A1is de grootste €eigenwa.arde van de pos.def.matrix AA• 

(rij met maxill!B,le moduli-som). 

3. Het resultaat van conclusie 4. kunnen we toepa.ssen op het correctie-proces 
(19.14). ~ 
R-1 • B-1 (E + c + c2 + • • • + C -1) - B-1 (E - c )-1 als II CII < 1. -k o o 
We zien voorts dat B-1 (E -C r1 • B-1 (AB-1)-11 • A-11 • 

0 0 0 

4. Evenzo eonvergeert het correctie-proces (19.4) ala IICII • IIE - B-1AII < 1. 

Iteratieve methoden voor het oplossen van lineaire vergelijkingen 

De algemene vergelijking voor een iteratief proces is van de vorm 

(k+1) (k) + f ( k) 
JC •a kx 

waarin x(k) een getal, vector, functie of matrix is, a(k) onafhankelijk van 
x maar niet noodzakelijk onafhankelijk van ken fk tenslotte een functie is 

of een operator die afhankelijk kan zijn van k. 

Als a en r onafhankelijk zijn van k heet de iteratie stationair. 

We zagen in (19.4) en (19.13) voorbeelden van stationaire iteraties: 

x(k+1) = B-1z + (E - B-1A)X(k) (19.4) 

resp. 

Iteratieve methode gebru.ikt bij 

18 problemen wa.arvan bekend is dat de iteratie snel convergeert, zodat 
minder werk nodig is den bij het direct oplossen. 

2e matrices met veel nulelementen. Bij eliminatie gs.at deze eigenschap 
verloren en is bovendien meer geheugenruimte nodig. 
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Voorbeelden 

ad 1. (6 1 1 

106 ' 1 

1 106 
( ~) = (~) (19.23) 

. 6 
De oplossing zal niet veel verschillen van 10- (z1,z2,z

3
). Daarom zal het 

volgende iteratie-schema snel convergeren: 

106x~k+1) 

106x~k+1) 

106x~k+1) 

ad.2 Matrices met veel nulelementen komen voor bij het oplossen van ellip• 

tische partiele differentiaalvergelijkingen met eindige differentie methoden. 

De coefficienten matrix kan de volgende vorm hebben: 

X X X 

Xi" X X X 

X X X X 

X X X 

X X X X 

X X X X X 

X X X X X 

X X X X 

X X X 

X X X X 

X X X X 

X X X 

Deze matrices hebben veelal een grote orde. 

Bij het oplossen van een stelsel lineaire 

algemene vprm van de staionaire iteratie 

x(k+1) = cx(k) + v 
waarin C een matrix en Veen vector is. 
Voor d~ oplossing moet gelden 

x = ex+ v. 

vergelijkingen AX= z is ee meest 



Dus 

ofwel 

V· = (E - C)A-1Z 

Als we (19.26) van (19.25)aflirekken krijgen we 

_x1c+1 - X = c(x(k) - X) 

Voor de errorvector E(k) • X - X(k) geldt dus 

E(k+1) = CEf( • c(k+1)E(o)) 
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Een· voldoende voorwaarde voor de convergentie van (19.25) is dus IICII <1; 
nodig ~n voldoende is dat alle eigenwa.a.rden van C in modulus kleiner zijn 
dan ~~n (zie conclusies 1. en 2. van de vorige paragraa,f). 
De keuze van de matrix C in (19.25) geeft aa.nleiding tot verschillende ite­
ratieve methoden. 

Jacobi iteratie 

De matrix A schrijven weals som van drie matrices: 

A = L + D + U. 

Dis het diagonaal gedeelte van A. 
L het linker triangulaire deel van A met nullen op de diagonaal. R het 
:rechl;ertriangulaire deel van A eveneens met nullen op de diagonaal. 
Het iteratie-schema (19.24), naar Jacobi genoemd, kunnen we nu in matrix­
vorm schrijven: 

DX(k+1) • Z - (L + u)x(k) 
Met de notatie van (19.25) hebben we dus hier: 

C • -D-1 (1 + u), V • D-1'z • 

(19.27) is eenvoudig te verif~~ren. 
Voor de convergentie is voldoende dat IID .. 1 (L + U)II < 1o 
Voorbeeld 

2 
3 
0 

0 

0 

1 
2 

0 

X .,. ( 1, 1,1) 
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llcll 1 = IICU
00 

• f• De groot9te eigenwaarde (in absolute waarde) is ongeveer 

-0.55. 

2 

2 

0 

X( 1, 1, 1) 

X(O) = (2,i,2); x_(1) == (-; ,-! P O); :X.(2) = (},½,t );eoo 

Hier treedt geen convergentie opo De iteratie matrix 

0 
2 1 

C, • -D-1 (1 + U) • - 3 3 
0 0 2 

2 

1 0 0 

heeft een eigenwaarde -1.10 11 llcll
1
= 6 , llcll00 = f. 

3o Tenslotte een voorbeeld om te laten zien dat de voorwaarde 11-D-1 (L+u)II < 1 

wel voldoende maa.r niet nodig is voor convergentie. 

2 

2 

0 

IICll
1 

= t;, IICll
00 

• 5• Omdat de grootste eigenwaarde (in modulus) ongeveer 0.75 

is convergeert het proces hoewel IICll en IICII groter zijn dan ~~n. 
1 00 

Gauss-Seidel iteratie 

De Jacobi iteratie kan als volgt gewijzigd worden. 

Stel x(k),x(k), ••• ,x(k) zijn bekendo Bereken nu met (19028) x(k+1), maar 
1 2 n (k+1) (k+1) (k) (k)1 

gebruik voor de berekening van x nu x ,x , ••• ,x in plaats van 
(k) (k) (k) . 2 1 2 n 

x
1 

,x
2 

, ••• ,~ etc. 

In voorbeeld (19.23) wordt dit 

106 (k+1) 
x1 = z1 

(k) (k) 
- X - X 2 3 

106 (k+1) 
X = Z 

2 2 
(k+1) (k) 

- X - X 1 3 

106 (k+1) 
X = Z 

3 3 

(k+1) (k+1) 
- X .. X 

1 2 
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Met de boveningevoerd.e uiatrioes L, Den U kunnen we deze Gauss-Seidel 
iteratie in matrix notatie weergeven n.l. 

Met de notatie van (19.25) hebben we in dit geval 

en weer blijkt aan (19.27) vold.aan te zijno 

Voor de ~onvergentie van (19.29) is voldoende dat ll(D + L)-1u II < 1; nodig 

en voldoende is dat alle eigenwaarden van (D + 1)"•1u in modul~s kleiner zijn 

dan een. 

Stelling De Gauss-Seidel iteratie oonvergeert als de ooeffioienten matrix A 
positief definiet is. 

Bewijs. Neem aan dat A en Y eigenwaarde en bijbehorende eigenvector zijn van 

(D + L)-1u (•(D + L)-1
]'.;• want A is posi tief~ definiet ); Dus 

(D + L)-1L1Y • 'A.Y. 

Ofwel 

L1Y • A(D + L)Y. 

Omd.at A posi tief ~iniet is, is geen der diagonaalelementen van D nul, dus 

D + L is niet-s ingu.lier. 

Hoewel A symmetrisch is, hoeft (D+L)-1u. dit niet te zijn, we mogen derhalve 

niet aannemen dat 'A. en Y reeel zijn. 

Als we (19.30) linksvermenigvuldigen met Y'krijgen we 

Dan is 

en 

Y1AY = Y' (L + D + L' )Y = 2a + Y1DY. 

Omdat A positief definiet is, is 

(u• - iV 1 )A (u + iV) = U1AU + V1AV > 0 

dus 

Uit (19.31) leiden we a.f dat 



l. - a; + i~ 
Y 1DY + ex - i~ 

, I Al 2 - __ a:_2_+....,_f_'_ 
(Y1DY + a)2 ·+ ~2 • 

Als ex> 0 is IA.1 2 < 1 want Y1DY > Of als 

volgens (19.32) is zelfs Y.DY > 2lexl• 
a < 0 geldt ook IA.1 2 
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Dus de moduli van de eigenwaarden van (D + L r 1u zijn kleiner dan ~~n. 

Voorbeeld 

0 

1 

2 

De matrices D- 1 (L+U) en (D + L)-1u voor de Jacobi en Gauss-Seidel iteratie 

zijn respectievelijk: 

(:i 
0 1 11,. -o. 748 0 0 1 A.1 • 1'. -o 

:~ ~-i:~: 1:-::: :ti 0.868 . 

2 

_o 0 0 1 A.3 - 1. 
2 

0 0 1 -3 
Aa.n de berekende eigenwaa.rden zien we dat het Jacobi proces convergeert 

' (zij het langzaam) terwijl de Gauss-Seidel iteratie divergeert. 

Versnelling van de convergentie 

We hebben gezien (NA;..273) dat de errorvector E(k) • X-X(k) a.an de verge­
lijking 

voldoet als C de iteratie matrix is. 

Als deze iteratie matrix eigenwaarden A;, en n lineair onafha.nkelijke eigen­

vectoren Y;, (;, "" 1, 2,: •• ,n) heeft .. da.n kunnen-we schrijTen 

E (o) _.n Y 
"" u ,e.1 a ,e J, 

zodat 

Voor grote k is 

A-~(k) 
1 

= a Y 
1 1 

i = 2,3, ••• ,4. 

Bij deze lineaire oonvergentie kunnen we Aitken's o2-proces (extrapolatie) 

toepassen om de convergentie te versnellen. 
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Als lli.1J • ll-2 1 komen in het rechterlid van (19.33) twee termen voor, 

zodat de drietermsextrapolatieformule (19.10) da.n niet gebruikt ken worden 

(zie NA-275). Zelfs ala A symmetrisch is, is er geen garantie dat C reele 

eigenwa.arden heeft. 

Als de matrix A positief definiet is, za.l Aitken's "double sweep" methode 

(ook wel to-fro of forwa.rd-ba.ckwa.rd methode genoemd), toegepast op het 

Gauss-Seidel proces, een itera.tie matrix opleveren waa.rva.n de grootste 

eigenwa.a.rde reeel is en kleiner da.n een. Bij deze methode berekenen we 

successievelijk x1 ,x2, ••• ,xn en 11 terugkerend" berekenen we xn_1,xn_2, • •• ,x2 ,x1i. 

Voorbeeld 

x 1 + ½ x2 + ½ x 3 = 2 

½ x 1 + x2 + ½ x 3 = 2 

½ x1 + ½ x2 + x3 • 2. 

De Jacobi-itera.tie divergeert want D-
1 (1 + U) heeft een eigenwa.arde -1. 

De Gauss-Seidel iteratie convergeert want A is positief definiet. De iteratie 

matrix (D + L)-
1u heeft twee complexe eigenwaarden en een eigenwaarde nul; 

(19.10) kan daarom niet met succes toegepast warden. 
(o) We nemen X = (0.8,0.8,0.8) 

Jacobi Gauss-Seidel 
k = O o.a o.a 0.8 0.0 0.8 0.8 

1 1. 2 1.2 1. 2 1. 2 1.0 0.9 
-' 

2 0.8 0.8 0.0 1.05 1.025 0.9625 

3 1. 2 1. 2 1. 2 1.0062 1.0156 0.9891 

4 o.a 0.8 0.8 0.9976 1.0067 o. 9978 

5 1. 2 1. 2 1. 2 0.9977 1.0022 1.0000 

6 0.8 0.8 0.8 0.9989 1.0006 1.0003 

Als we (19.10) toepassen op x(4 ), x< 5) en x< 6) krijgen we (o.9976,0.9997,1.000~ 

Met de double sweep methode vinden we de volgende iteranden: 

..t' ... o.a 0.8 0,.8 
x<1) = 1.075 0.95 0.9 
x<2) -= 1.0297 0.9844 0.9562 
x(3) = 1.0120 0.9943 0.9816 



Extrapolatieformule (19.10) toegpast op x<1), x< 2) en x<3) geeft 

1.0006, o.99a3, 1.0025 
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Stelling. Als de coefficienten matrix A positief definiet is convergeert 
de Gauss-Seidel iteratie met double sweep methode. 
De grootste eigenwaa.rde van de iteratie matrix is re~el. 

Bewijs. De double sweep wordt beschreven met twee matrix vergelijkingen: 

(D + L)X(k +½) = Z - L1X(k) 

(D + L1 )xCk+1) • Z - LX.(k +½). 

De volledige iteratie is dus 

(D + L' )x(k+1 ) "" Z - 1(D + 1)-1 (z - 1 1X(k)) 

= 1(D + 1)-1L1X(k) + {E - 1(D + 1)-1 } z. 

Voor de iteratie matrix vinden we 

C • (D + 1 1 )-
1L(D + 1)-11 1 • (D + L1 )-

1(LD-1)(E + LD-1)-11 1 (19.34) 

LD-1 
• P(1 ) is een linker triangulaire matrix waarvan alle diagonaalelementen 

nul zijn: Pf~).. 0 voor j ~ i. 
Een eenvoudige berekening toont dat voor P( 2) m (LD-1

)
2 geldt 

p~~) = o, 
J.J 

Algemeen geldt voor P(k) = (LD-1 )k 

P~~) • O, j ~ i - k + 1. 
J.J 

Dus is (LD .. 1 t = o. 
Daarom geldt de volgende identit?it 

(E + LD-1 )-~ ... E - (1D-1) + (LD"'"1 )2 _ • •• + (-1 )n-1 (LD ... 1 )n-1_ 

In (19.34) kunnen dus de factoren LD- 1 
en (E + LD ... 1 )-

1 
verwisseld w~rden: 

C = (D + L1 )-
1(E + LD-1)-1LD-1L•. 

Als CY= AY geldt derhalve 

Hiermee vinden we voor de eigenwaarde 

Y1LD ... 1 L1Y A•-------
Y1AY + Y•LD-\•y 
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In (19.35) zijn teller en noemer reeel en Y1AY is positief. 
- - . -1 ( -.k-2 ) _,l Bo.vendien is Y'LD L1Y niet negatief want LD L1 = D L 1 •D ""L•. 

Hieruit concluderen we dat A reeel is en O -s. A< 1. 

Convergentie versnelling met relaxa.tiefactoren 

Uitgaa.nde van de Jacobi resp. Gauss-Seidel iteratie proberen we een iteratie 

matrix C (zie (19.26)) te bepalen waarvan de grootste eigenwaarde kleiner is 

dan die van D-1(L + U) en (D + L)-1u. 
Ui t vergelijking ( 19. 28) voor de Jacobi i teratie leiden we 8,f dat 

D(X{k+1) - X(k)) • Z - AX(k) = R(k)@ (19.36) 

Uit (19.36) blijkt dat de verandering in iedere component gelijk is aan de 

corresponderende component van de residu vector van de voora.fgaande benadering 

gedeeld door het diagonaalelement. Vooruitlopend op het gedrag na de ke 

iteratie kunnen we deze wijziging vergroten of verkleinen, door die verande­

ring met een getal w , de relaxatie factor, te vermenigvuldigen. Deze factor 

hoeft niet voor iedere component hetzelfde te zijn en kan bovendien .afhan­

kelijk zijn van k. Daarom.vervangen we (19.36) door 

D(X(k+1) - x(k)) = ck(Z - AX(k)) (19.37) 

waarin Ck een diagonaalmatrix is. Bij stationaire processen is deze matrix 

onafhankelijk van k; voorts nemen we aan dat C.k = wE, om de analyse eenvou­

dig te houden. 

Dan geldt dus dat 

De iteratie matrix van de hier beschreven simultane overrelaxatie is E-wD-1A. 

Zij µ een eigenwaarde van E - wD"""
1
A en µ 1 een eigenwaarde van de Jacobi ite­

ratie matrix E - n-1A. 

Dan is 

Hieruit concluderen we dat 

Als de matrix A positief definiet is kunnen we schrijven 
_1_ 1-

A = D~BDg 



waa.rin Been positief definiete matrix is met Bii • 1. 

De vergelijkingen AX= Z worden da.n 

BY .. n--½z, Y .. nt-x. 

De iteratie matrix van mt Jacobi proces toegepast op 

BY::: n-½z 
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is E - B; de iteratie matrix van de simultane overrelaxatie is E -wB. 

Als A een eigenwaarde is van B zal de Jacobi iteratie convergeren als 

11 - lj < 1. Omdat alle eigenwaarden van B positief zijn convergeert de 

Jacobi iteratie als A
1 

< 2, waa.rin A1 de grootste eigenwaarde van Bis. 

De simultane overrelaxatie convergeert als 11 - AWi < 1; dit is het geval 

als we w zo kiezen dat wA
1 

< 2 (w > o). De beste keuze voor w is die waa.r­

voor geldt 

waarin A1 de groots te en An de kleinste eigenwaarde van B is. Immers dan 

zijn de grootste eigenwaarden van E - w Bop teken na gelijk. 

Uit (19.41) volgt dat 

2 
w .. A + A 

1 n 
A1 en 

- 1 
lA - A r-

I 1 - A.WI - I 1 -
2A I< 1 n I - n < 1. (19.42) 

A1 + A A + A I :1 + 1 I n 1 n 

n 

We merken op dat de invoering van de relaxatie factor het meest effect heeft 

als de eigenwaarden van B dicht bij elke.ar liggen, dus als A
1

/ An weinig 

van ~~n verschilt. Zo 1n matrix is slecht geconditioneerd voor het eigenwaar• 

deprobleem maar juist goed geconditioneerd voor het oplossen van een stelsel 

vergelijkingen. 

Voor de Gauss-Seidel iteratie. 

(D + L) x(k+1 ) = Z - ux(k) 

leiden we af dat 

D(X(k+1 ) - x(k)) = Z - AX(k) - 1(x(k~1 ) - x(k)). 
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De correctie vector x(k+1) - X(k) beinvloeden we weer met de relaxa.tie 

factor w: 

In (19.43) staat het iteratieschema van de successieve overrelaxa.tie. 

In plaats van (19.43) schrijven we 

(w-1D + 1)/k+1) = Z - ux(k) - (1 - w-1 )DX(k) ,·· 

De iteratie matrix van de successieve overrela.:xatie is 

Voor coefficienten matrices met veel nulelementen zijn de eigenwaarden 

van de iteratie matrix bestudeerd. Dergelijke matrices treden op bij het 

oplossen van partiele differentiaalvergelijkingen met eindige differentie 

methoden. 

Voor verschillende matrices, o.a. die behorende bij de 5-punts formule 

voor de La.place vergelijking (zie NA-133), is bewezen dat de grootste ei­

genwaarde van (D + L)-
1
u (Gauss-Seidel iteratie) het kwadraat is van de 

grootste eigenwaarde "'-1 van D-
1

(1 + U) (Jacobi iteratie). Als deze eigen­

waarden kleiner zijn dan e~n, dus convergentie verzekerd is, zal de succes­

sieve overrelaxatie optimaal convergeren als 

De hiermee corresponderende grootste eigenwaarde van C is dan 

1 - (1 - A.2 lt 
1 

------- - ti) - 1 • 
1 + ( 1 - A2 y½ 

1 

Voor dergelijke matrices is de tridiagonale eel structuur kenmerkend: 

A• 

Hierin zi jn D . 
J. 

Voorbeeld 
~. 

A"" 

D1 u1 0 

11 D2 u2 

0 12 D3 

0 0 13 

diagonaalmatrices, 

4 2 -1 

3 5 0 

-1 0 5 

0 

0 

die niet van dezelfde orde hoeven te zijn. 



De iteratie ma·trix van het Jacobi proces 

1 
2 

0 

0 

1 
-4 

0 

0 

heeft eigenwaarden A
1 

• 0.425½, A2 
½ = - 0.425 , 

De iteratie matrix van het Gauss-Seidel proces 

( 0 1 1 
2 - -

-(D + 1r1u .., 
4 

0 - .i. .2... 
10 20 

0 1 1 
4 -a 

heeft eigenwaarden A
1
= 0.425, A2 = ,._ - o. 3 
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A3 - o. 

Nog beter dan de Gauss-Seidel iteratie convergeert de successieve tveITe­

laxa.tie waarbij we, volgens ( 19.45) nemen w = 1.13a. De grootste eigen­

waarde van de matrix C (19.44) is dan 0.138 = >..1\A2 • >..1 , >..3• - 0.13a. 

In de praktijk is het moeilijk om een goede rela:x:atie factor te vinden. 

De methode van de successieve overrela:xa.tie wordt daarom alleen gebruikt 

bij grate stelsels met veel nulelementen waarbij de bepaling van een goede 

w slechts een klein gedeelte is van het gehele proces. 

Ala we in (19.37) WkE substitueren voor Ck krijgen we een niet-stationaire 

iteratie. Toegepast op 

BY•D-½z, 

ofwel: 
x(k+1) = ~ (E - wiB)X(o) + v. 

1-1 

We zijn daa.rom geinteresseerd in de eigenwaarden van het matrixpolynoom 

Als de matrix B eigenwaarden 11.i heeft, dan zijn de eigenwaarden van Pk(B) 

gelijk aan Pk(Ai) (zie NA.-183). 
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Nu willen we wk zo kiezen dat het algebraische polynoom Pk(t) zo klein 

mogelijk is over het gehele interval waarin de eigenwaarden A. liggen. 
J. 

Pk(t) is een polynoom van de gra.ad k. Van alle polynomen van de graad·k 

(met coefficient van tk een) heeft het Ts9hebyscheff polynoom de kleinste 

maximale variatie op een gegeven interval. Op het interval (-1,1] is het 

Tschebyscheff polynoom 

Tk(t) = cos (k arccos t). 

Dit polynoom heeft k+1 maxima (+1) en minima (-1). 

Als we wet en dat de eigenwaarden A. in het interval [ a, b] liggen, dan 
J. 

is het gezochte polynoom 

= 

T /:b+a-2.L) 
k\ b - a 

T (b + a) 
k b .- a . 

~ 

• 

Voor de relaxatiefactoren wk nemen we de reciproken van de nulpunten van 

De directe oplosmethoden vereisen } n3 vermenigvuldigingen. Omdat het 

vermenigvuldigen van een matrix en een vector n
2 vermenigvuldigingen 

vereist, zal een iteratieve methode minder werk vergen dan een directe 

methode als er minder dan -}n iteraties uitgevoerd moeten warden om de 

oplossing in de gevraagde nauwkeurigheid te berekenen. Bij de matrices 

met veel systematisch verdeelde nulelementen zal het aantal vermenig­

vuldigingen veel kleiner zijn dan n2• 1n dit geval zal een iteratieve 

methode te preferen zijn boven een eliminatie methode vanwege de geringere 

hoeveelheid werk en het geringer aantal geheugenplaatsen dat nodig is. 

Ook wat de nauwkeurigheid betreft is de iteratieve methode bij dergelijke 

matrices (veelal van zeer grate orde) te verkiezen boven eliminatie 

methoden. De oorspronkelijke coefficienten matrix, of een daarvan afgeleide 

iteratie matrix, wordt bij iedere iteratie weer gebruikt zodat afrondings­

fouten niet cumuleren. 

Deze voordelen vallen weg bij slecht geconditioneerde stelsels waarbij de 

grootste eigenwaarde van de iteratie matrix weinig van een verschilt. 

Dan zal de verandering X(k+1 ) - X(k) zeer klein zijn hoewel de oplossing X 



nog niet voldoende benaderd. is~1 

Immers voor grote k geldt 

Voorbeeld 

X - x(k+1) = A (X - x(k)). 
1 

_x1 - 0.70710 x2 = 0.29290 

o. 70710 x1 + o. 50000 x2 = 0.-20711 

x1 = 0.26267 

x2 = 0004275 
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Theoretisch convergeert de Gauss-Seidel iteratie want A is positief 

definiet. Als we rekenen met vijf cijfers achter de komma en beginnen 

met.X(O) = (o,o) dan stopt de iteratie al na de eerste slag metals resul-
( 1) 

taat X = (0.29290,0.00000). 

Dit is de exacte oplossing· van het stelsel 

x1 + 0.70710 x 2 = 0.29290 

0.70710 x 1 + 0.50000 x 2 = 0.20711 + 0.00000041. 

Bij het iterer.en zijn niet de exacte coefficienten gebruikt en de storing 

die daardoor in de oplossing met de iteratieve methode optreedt is van 
• 

dezelfde ordeals die welke optreedt bij de eliminatie methode. 

Bij slecht geconditioneerde stelsels convergeert de iteratie slecht; 

dit verschijnsel correspondeert met cijfer-verlies in de pivots bij de 

eliminatie methode. 

Dit wordt duidelijk als we de karakteristieke vergelijking beschouwen van 

de iteratie matrix. 

Bij de Jacobi iteratie is deze vergelijking 

Bij de Gauss-Seidel iteratie is deze vergelijking 

Het is duidelijk d.at voor beide vergelijkingen een wortel weinig van een 

verschilt als /Al weinig van nul verschilt, d.i. als het stelsel slecht 

geco~ditioneerd. is. 
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Omdat de beschreven iteratie methoden afhankelijk zijn van de volgorde 
waa.rin de vergelijkingen opgeschreven worden, ka.n de convergentie van 
het iteratieproces veranderd worden door de vergelijkingen op een nieuwe 
wijze te rangschikken (ordenen)o 

Voorbeeld 

De Jacobi ~n de Gauss-Seidel methode convergeren als de coefficienten­
matrix de eenheidsmatrix is; bij een permutatie van de rijen zal zowel 
D ala D + L s ingu.lier worden dus dan convergeren noch de Jacobi noch de 
Gauss-Seidel iteratie. 

Als rijen ~n overeenkomstige kolommen gepermu.teerd worden zal dit geen 
invloed hebben op de Jacobi iteratie wel echter op het Gauss-Seidel proces. 
Zij Pde permu.tatie matrix, dan is de nieuwe matrixvergelijking 

P(D + U + L)P 1 (PX) = PZ. 

Het Jacobi iteratieschema is dan 

PDP 1 (PX(k+1)) = PZ - P(U + L)~•(PX(k)) 

en het Gauss-Seidel schema 

P(D + U)P 1 (PX(k+1)) = PZ - PLP 1 (PX(k)). 

Met permutatie matrix 

1 

0 

0 

is (19.50) in uitgeschreven vorm 

a X 
(k+1) 

22 2 

a X 
(k+1) 

33 3 
(k+1) a X 

11 1 

= z - a x(k) - a x(k) 
2 21 1 23 3 

= z - a x(k) - a x(k) 
3 31 1 32 2 

= z - a x(k) - a x(k) 
1 12 2 13 3 

en (19.51) geeft bij uitschrijven 

a x(k+1) = z - a x(k)' - a x(k) 
22 2 2 21 1 2 3 3 

a x(k+1) = z - a x(k) - a x(k+1) 
3 3 3 3 31 1 32 2 

(k+1) (k+1) (k+1) ax =z-ax -ax • 
11 1 1 12 2 13 3 

Bij het oorspronkelijke Gauss-Seidel proces 

a x(k+1) = z - a x(k) - a x(k) 
11 1 1 12 2 13 3 

a x(k+1) - a x(k+1)_ a x(k) 
22 2 = z2 21 1 23 3 

(k+1) (k+1) (k+1) ax =z-ax -ax 
33 3 3 31 1 32 2 

(19~52) 
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gebruiken we x(k+1) om x(k+1) 
(k) 1 2 

x
1 

aa.nwenden. 

te berekenen, terwijl we in (19.53) daartoe 

Bij matrices met een tridiagonale celstructuur zijn er permu.taties van rijen 
en kolommen waarbij de ordening consistent is met het oorspronkelijke stelsel~ 
d.w.z. dat het Gauss-Seidel proces na de permu.tatie volgens dezelfde arith­
metiek verloopt ala bij het oorspronkelijke systeem. 

Voorbeeld 

u 2 

-D ( ::) = (~:) 

4x(k+1) = z _ 2x(k) + x(k) 
1 1 2 3 

5 5x(k+1) = z - ; (k+1) (19.54) 
0 2 2 x1 

2x(k+1) + (k+1) = z 
3 3 x1 

Bij de ordening·1,3,2 krijgen we 

(-; 
-1 

D(::J- (::) 
4x(k+1) = z - 2x(k) + x(k) 

1 1 2 3 
2 2x(k+1) + x(k+1) (19.55) = z 
0 3 3 1 

5x(k+1) - 3x(k+1) • ... z 
2 2 1 

Karakteristiek voor deze consistente ordening is dat de elementen ongelijk 
aan nul boven de diagonaal,na de permutatie zich ook boven de diagonaal 
bevinden. · 
Ala bij een permu.tatie de tridiagonale celstructuur behouden blijft ver­
andert de convergentie van het·proces niet hoewel de arith.metiek gewij­
zigd wordt. 
De permutatie 2,3,1 heeft ala resultaat 

( r -~ -D ( ::) = ( :: ) 

5x(k+1)' = z - 3x(k) 
2 2 1 

2x(k+1) = z + x(k) 
3 3 1 

4x(k+1) • z _ 2x(k+1) + x(k+1) 
1 1 2 3 

De iteratie matrices van (19.54), (19.55) en (19.56) hebben de eigenwaarden 
.ll o, o, 40 • 

Elliptische partiele differentiaalvergelijkingen 

Met de centrale differentie formules krijgen we voor de lineaire partiele 
differentiaalvergelijking 

Au + Cu + Du + Eu + Fu • G 
XX yy X y 

de bekende vijfpunts differentie formule (zi• NA-140) 

ur,s = ~1ur+1,s + ~3ur-1,s + ~2ur,s+1 + ~4ur,s-1 + ~r,s 

als we altha.ns alleen de eerste term meenemen.e 
Bij het randwa.arden probleem is_het resultaat een stelsel met evenveel verge­
lijkingen en onbekenden als er roosterpunten zijn binnen de rand. 
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4 
We nemen aa.n dat 13. ~ 0 (i = 1,2,3,4) en L 131 ,E;; 1. 

1 . 1 1= 

A. Punt iteratieve methoden 

Het iteratie schema voor het Jacobi proces is 

u(n+1) = A u(n) + A (n) + A (n) (n) (1 ) 
r,s l-'1 r+1,s .1-'3ur-1,s l-'2ur,s+1 + 134ur,s-1 + ~r,s• 9. 5a 

Bij de Ga.use-Seidel methode werken we per iteratiestap stelselmatig alle 
roosterpunten rijsgewijs ·ar en wel van links naar rechts. Dan is het 
iteratie schema: 

u(n+1) = 13 u(n). + 13 u(n+1) + 13 (n) + 13 u(n+1) + ~ • (19.59) 
r,s 1 r+1,s 3 r-1,s 2ur,s+1 4 r,s-1 r,s 

Al~ de Gauss-Seidel methode toegepast wordt op de vergelijking van Laplace 

uxx+u =0 yy (19.60a) 

1 waarbij de rand vierkant is en het rooster een wijdte h = M heeft dan geldt 

voor A , de convergentie factor van de Gauss-Seidel i teratie 

2 1t 1 (1t\2 A = cos M ~ - M) • 

De successieve overrelamtie toegepast op 

u(n+1) = w{A u(n) + A u(n+1) + A (n) 
r,s l-'1 r+1,s l-'2 r-1,s t-'3ur,s+1 

(19.57) heeft als iteratie schema 

+ 13 u(n+1) + ~ } - (w - 1)1/n). 
4 r,s-1 r,s r,s 

(19.60) 

Als (19.60) toegepast wordt op de vergelijking (19.6oa)spreken we van de 
ge~xtrapoleerde methode van Liebmann. 
De successieve overrelaxatie convergeert optimaal als 

waarin A de convergentiefactor is van het gewone Gauss-Seidel proces. 

B. Rij-iteratieve methoden 

Bij rij-iteratieve methoden verbeteren we de waarden van de oplossings­
benadering gelijktijdig voor alle roosterpunten op een rij. 
De simultane rij-iteratie (Jacobi) heeft het volgende schema: 

(n+1) (n+1) (n+1) + (n) + (n) 
ur,s = 131ur+1,s + !33ur-1,s !32ur,s+1 !34ur,s-1 + ~r,s• (19• 61 ) 

Bij de successieve rij-iteratie worden de verbeterde wa.arden van de vooraf'­
gaa.nde rij gebru.ikt: 

U (n+1) = A u(n+1) + A u(n+1) + A (n) (n+1) (1 6 ) 
r,s l-'1, r+1,s l-'3 r-1,s l-'2ur,s+1 + !34ur,s-1 + ~r,s• 9. 2 

Bij :Ledere waarde vans is het voor de bepaling van de verbeterde waarden 
nodig een stelsel va.n M vergelijkingen met M onbekenden op te lessen. Met 
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M wordt het aantal inwendige roosterpunten op de rij in kwestie aangeduid. 
De matrix van dit stelsel is tridiagonaal zodat het aantal bewerkingen voor 
het oplossen van dit systeem met de methode van Crout evenredig is m~t M. 
0ok bij de successieve rij-iteratie kunnen we overrelaxa.tie toepassen: 

u(n+1) = oo{ u(n+1) + u(n+1) + u(n) + u(n+1) + 't" _ u(n)} + u(n). 
r,s . ~1 r+1,s ~3 r-1,s ~2 r, s+1 ~4 r,s-1 r,s r,s r,s 

(19.63) 

Als A de convergentiefactor is van de successieve rij-iteratie (19.62) d.a.n 
convergeert (19.63) optimaal ala 

2 
w = ,----, • 

1 + ✓ 1 - i 
De successieve rij-overrelaxa.tie heeft voor de vergelijking van La.place 
bij vierkante rand als convergentiefactor 

A •( cos nh )2 ~ 1 - 2(1t ) 2 
2·- COB Tiil M 

1 waar h = M de roosterwijdte is. 

Deze rela:xa.tiemethode convergeert dus bijna twee keer zo snel als de su.cces­
sieve punt-overrelaxa.tie (19.60). De successieve rij-overrelaxa.tie geeft vooral 
snel een goede benadering ala de eens berekende elementen van de inverse van 
de tridiagonale matrix, nodig om rijsgewijs een stelsel op te lossen, bewaa.rd 
en gebru.ikt worden. 

c. Alternated direction implicit methode 

Een recente modificatie van de rij-overrelaxa.tie is de "alternated direction 
implicit" methode (ADI), waarbij op het rooster eerst een rij-iteratie wordt 
uitgevoerd en daarna een kolom-iteratie (double sweep). 
Voor de vergelijking van Laplace is het iteratie schema van deze methode: 

u (n+½) .. u (n) + w{u (n+½) + u (n+½) - 2u (n+½) } + w{u (n) +u (n) - 2u (n)} 
r,s r,s r+1,s r-1,s r,s r,s+1 r,s-1 r,s 

rij-iteratie 

kolom-iteratie 

Er is een methode om de factor w zodanig te bepalen dat bij die waarde de 
ADI methode optimaal convergeert. De convergentie is aanmerkelijk beter dan 
de convergentie van de puntsgewijze successieve overrela:xa.tie (19.60) en van 
de successieve rij-overrela.:xa.tie (19.63). Een nadeel van de ADI methode is 
echter dat op een computer veel "organisatie" gevergd wordt om rijen en daarna 
kolommen van tape (of trommel) naar het kerngeheugen te transporteren. 
Vooral bij een lineair secundair geheugen zal dit inconvenient zich doen ge­
voelen. ,. 
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