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Tweede deel Numerieke Analyse

Lineaire algebra

In de volgende paragrafen behandelen we de numerieke methoden voor het
oplossen van problemen uit de lineaire algebra. Die problemen zijn:
het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen, het inverteren
van een matrix en het bepalen van de eigenwaarden van een matrix.

13. Matrices

Als inleiding op de behandeling van de genoemde methoden wordt in
deze paragraaf een samenvatting gegeven van de matrixtheorie.

Een rechthoekig schema van, in het algemeen, complexe getallen heet
een matrix en wordt als volgt genoteerd:

a a L a

11 2 inm

a a X a

21 22 2m (13.1)
a a e e a

ni n2 nm

In verkorte notatie A = (a,,), 1=1,2,0004n5 J=1,2500.,m.
De getallen a zijn de el%ﬂenten van de matrix met n rijen en m

kolommen. 1j
Twee matrices zijn gelijk als al de overeenkomstige elementen gelijk
zijn. . ‘

Als n=1 (resp. m=1) noemen we A een rij (resp. kolom) matrix.
Als n=m dan is A een vierkante matrix.,
De vierkante matrix A wordt een diagonaalmatrix genoemd als a.j=‘0

i s a o ien a =a__ = = a eet de matrix
voor i # j3 als bovendien 11 ap = 00° an h .

scalair. Een bijzonder geval hiervan is de eenheidsmatrix E: aii=1.

Tenslotte wordt de matrix waarvan alle elementen gelijk aan nul zijn
de nulmatrix ¢ genoemd.

Na het verwisselen van rijen en kolommen in (13.1) krijgen we de
getransponeerde matrix

a a e oo a
11 21 ni
82 B2 %ng
Al = (13.2)
[ ] L] ® B 8 ®
a a oo a
im 2m nm

Een vierkante matrix A is gelijk aan ziJn getransponeerde A' dan en
alleen dan als A symmetrisch is, d.i. als ai = 8y Duidelijk is
dat de getransponeerde van een kolommatrix eén rigmatrix is.

Door de elementen ai van A te vervangen door aij krijgen we de

complex toegevoegde matrix A. Als alle 23 5 reeel zijn is A = A.
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De complex toegevoegde matrix van A' noemen we de geconjugeerde A* van
A. Dus A* = A',
We zien onmiddellijk in dat (A*)* = A en dat A* = A' als A reeel is.

Scalaire vermenigvuldiging en optelling

Zij a een complex getal en A een matrix met elementen a ,'i=1,2,...,n;
j=1,2,ooo’mo

Dan is ®A de matrix waarvan de elementen zijn
i=1,2’..-9n; j=1g29®o¢,mo (1303)

i3

a&ij,
Als B = (bij) evenals A n rijen en m kolommen heeft, dan is

A+B = (a +b )’ i=192 so0egll} j=1,2 YR P
13774 e REERD

Voor deze optelling en scalaire vermenigvuldiging gelden, zoals een-
voudig is na te gaan, de volgende eigenschappen:

1. A + (B+C) = (A+B) + C
2e A+B = B+A
3., A+0 = A
L, (x4B)A = oA + BA
50 a(A+B) =

6. 1.A = A

7. oa(BA) = (ap)a

Hierin zijn A, B en C matrices, o« en 8 complexe getallen.

Vermenigvuldiging van matrices

Het produkt AB van de matrices A en B wordt slechts gedefinieerd als
het aantal kolommen van A gelijk is aan het aantal rijen van B.

Zij A = (aij)’ i=1’2,o¢.'n; j=1,2,-oa’m
B = (bij)q i=1,2,...,m; j=1'2'oo-,pa
Dan is AB = (cij), i=1,2,...,n; j=1,2’o¢01p
met c,, =20 (13.5)

13 T %x=1 %k Pxj°

Opmerking

Het produkt BA bestaat alleen als n=p. AB en BA kunnen alleen gelijk
zijn als A en B vierkante matrices zijn van dezelfde orde (beide n rijen
en n kolommen); zelfs dan geldt in het algemeen niet dat AB = BA zoals
blijkt uit het volgende voorbeeld. .

1 2y, 1 1y, _ (=5 3
1 1,1 2 L 6

Wel zifh scalaire matrices commutatief met alle vierkante matrices van
dezelfde orde. Een bijzonder geval hiervan is AE = EA = A,




Eigenschappen matrixvermenigvuldiging

1. De matrixvermenigvuldiging is associatief, d.w.z. als de produkten
AB en (AB)C bestaan dan bestaan ook de produkten BC en A(BC) en
bovendien

(aAB)C = A(BC).

Bewijs. Het element uit de i® rij en de j© kolom van (AB)C is
2,(2 a Cpae
B ey

aia aB
B(zaaia B)CBJ 2 Zp8iq P o p3" Z, ia(zﬂ L cﬂj)f
Dit is het element uit de i® rij en de j® kolom van A(BC).
Dus overeenkomstige elementen uit (AB)C en A(BC) zijn gelijk.

2., a(AB) = (aA)B = A(aB).

3. (A+B)C = AC + BC.
C(A+B) = CA + CB.

l{"o (.AB)' = B'A"

5, AB = A

6. (AB)* —.B*A*, te bewijzen met 4. en S.

z

tdl

Partitionning van matrices

Bij matrices van grote orde is het nuttig om matrixbewerkingen terug te
brengen tot bewerkingen met matrices van lagere orde. Daarvoor passen
we partitionning van matrices toe in cellen. We zullen twee voorbeelden
geven om deze verdeling in cellen duidelijk te maken.

811 %42 %15 %y 8| %m %13 By 2y Py |25 gy

a a a a = a a a a = -3 a a a

21 22 23 24 21| 2 23 2 21 22 D23 gy *
a a a a a a a a a a a a

31 32 33 34 31| 32 3 51 82| 33 34

We beperken ons tot partitionning van vierkante matrices. De cellen die
diagonaalelementen bevatten heten diagonaalcellen en we nemen in het
vervolg aan dat de partitionning zodanig is dat de diagonaalcellen vier-
kante matrices zijn.

Als A en B, van dezelfde orde, verdeeld zijn in K° cellen:

A11 Am A1k B11 Biz ses Bﬂ:
Azi Azz e Azk Ba1 Bzz cee Bak
A= en B =

o

Aki Ak2 oo Akk Bk1 Bkz eoe Kk

waarbij bovendien Aii en B diagonaalcellen van A en B, vierkante

ii?
matrices van gelijke orde zijn, dan geldt:
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Ay +Byy  Bp #Byp,  ee. AL +B
. +Byy Ay +Bp, ... A 4B,
Ak1+Bk1 Ak2+Bk2 coe Akk+Bkk
en
Chp G eer Gy
| % 2o G

ij_ Clm oo e ld{

met Cii van dezelfde orde als Aii en

c

k K3
45 = 23:1 Aiz sz, 1,3=1,25000,.k. (13.6)

Dit laatste zullen we aantonen,
Het produkt Aiz Blﬁ kan gevormd worden, omdat het aantal kolommen van

Ai£ gelijk is aan het aantal rijen van sz. Deze produkten kunnen opge-~
teld worden omdat elk produkt een matrix is met evenveel rijen als Ai1

J

+ see0 + & b +
slﬁ)

en evenveel kolommen als B1 « 213 cqp een element uit de cel cij' Dan is

(acu bi B as,

+ o ® ° ® ® ° L] ® L] ° ® ® °

+ (a b

CaB

+ eos @ b o).
as, skB

Hierin zijn s, , By=Byy ecey By =8, 4 de orden van de matrices A, A, 4.0,
Akk' De termen tussen de haakjes, waarvan de som Cap is, zijn elementen

van de matrices AilEij’ Aizfgj’ ooy AikBkj' Hiermee is aangetoond dat

A. , B

13 = Zg=1 P50 Bese

Een gerande matrix is een speciaal geval van een matrix waarop parti-
tionning is toegepast. We gaan uit wvan

81 %4p & n-1

81 %z Byl
n~1‘ ® o 608 ®

L ]

an-1 n-1

a a °
N=1l Nn-i2
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Door toevoegen van een rij, een kolom en een getal krijgen we

a
An-1 aan A'n-1 u
A= . : = e
n .
a " v a
nf1 n nn
8 Pna *** %0 n-1 %mn
Evenzo
Bn-1 x
B= °
n
y bnn
Dan geldt
An-1+Bn-1 u+x
A+B =
n n
vy a__+b
nn nn
en
An_1Bn_1+uy An_1x+bnnu
AB = °
nn
v B +a_y vx+a__b
n=1""nn nn nn
Hierin zijn An-1Bn-1 en uy matrices van de orde n-ﬁ;
A x en b u kolommatrices:
n-1 nn
v Bn-1 en anny rijmatrices;
vx en a__b getallen.
nn nn
Een ander speciaal geval van partitionning treedt op als A = ¢ voor

i # j; zo'n matrix noemen we guasi-diagonaal. Als twee qua%i-diagonale
matrices dezelfde structuur hebben, is volgens (13.6) hun produkt ook
weer quasi-diagonaal. De determinant van een quasi-diagonaal matrix is
het produkt der determinanten van de diagonaalcellen.

Inverse en geadjungeerde matrices

Een vierkante matrix A heet niet-singulier als det A # O. We zeggen dat
.de matrix B de inverse is van de vierkante matrix A als

4

AB = E (13.7)

Opdat de inverse matrix van A bestaat is nodig en voldoende dat
det A # O.
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1 Nodig. AB = E, dus det A+ det B = 1 ofwel als de inverse bestaat
is det A #£ O.

2« Voldoende.

We beschouwen de geadjungeerde matrix van A. Dit is de matrix
AM~A21 coe Am

Am Abz ce Anz

C= . ° o9 a .

A, _ A . A
in 2zn nn

waarin Aij de algebraische cofactor van aij is (d.i. de onderdeterminant
i+j3
ij -

Het element in de i® rij en de j® kolom van AC is

van a,, vermenigvuldigd met (-1)

a + a, A + ..o + a, A, .

13 = 211hy 1232 in"jn

Volgens een bekende stelling uit de theorie der determinanten is

0 als i £ 3
det A als 1 = j.

dij

(13.8)
dij

1

Dus AC = (det A)E. Evenzo is CA = (det A)E.
Bij diedere v%erkante matrix bestaat de geadjungeerde matrix. De matrix
B = (det A)”'C is de inverse matrix van de niet-singuliere matrix A

want -1 -1
AB = A(det A) 'C = (det A) AC = E.

Deze matrix B heeft ook de eigenschap BA = E, omdat CA = (det A)E.

Tenslotte zullen we aantonen dat de inverse matrix eenduidig bepaald is.
Stel dat er een matrix X bestaat 26 dat AX = E. Dan is BAX = BE.

BE = B en BAX = X. Dus X = B,

Als verondersteld wordt dat YA = E dan geldt YAB = EB.

Maar EB = B en YAB = Y, dus Y = B, 1 -1

De inverse matrix van de matrix A schrijven we als A" ., A~ " heeft de
volgende eigenschappen:

1. det(a”1) = (det )y
2. H™T - gy
3. (a7 = A", dmmers A 447" 470 = E.

Polynomen van matrices

 Als n een natuurlijk getal is, definiéren we

An

= A‘A ® o6 A (n factOI‘en A)o
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Omdat de matrixvermenigvuldiging associatief is kunnen we dit produkt
zonder haskjes schrijven.
Voorts stellen we A° = E, Eigenschappen:

An Am - An+m
(AT = a™m,

Een uitdrukking van de vorm
n n-=1
a
OA + “1A + eoo + anE

waarin o, getallen zijn, heet een matrixpolynoom, door substitutie van
de matriX verkregen uit het algebraisch polynoom

n n-1
p(t) = aot + ait *oeee + @ .

De rekenregels voor matrixpolynomen verschillen niet van de rekenregels
voor algebraische polynomen. Als bijvoorbeeld voor iedere t geldt

p(t) = ¢(t) + x(t)
dan geldt voor iedere matrix A

p(4) = ¢(A) + x(a).

Het karakteristiek polynoom

De vergelijking

ali "t a.12 LI ] in
a -t ® o »
2 2 2n
=0
a a o0 0 a "‘t
in 2n nn

wordt de karakteristieke vergelijking van de matrix A = (a
Het linkerlid is het karakteristiek polynoom det(A-tE) van
Zij

.) genoemd.
de matrix A.

i

p(t) = det(A-tE) = (-1 (t%-p " up t77%- L. - p )

dan

p1 =an + a.m + ese + ann
P

(=™ et a. (13.9)
n

[}

De nulpunten van het karakteristiek polynoom heten de eigenwaarden
van de matrix. Als Ai, xz,...,xn de eigenwaarden zijn van A dan geldt
dus:

e(£) = (-DT(E=r)(t-Rz) ... (t=2).
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Volgens bekende eigenschappen van nulpunten van polynomen geldt

A1+A.2+ oo."'hn:Pl

AN e Ay = (-1)“’1pn. (13.10)

Als we (13.9) en (13.10) combineren krijgen we

}\+A +ooo+}t = a + a + ess + &
i 2 n i 2 n

en A‘ikz eec o )Ln = det Aa
Opmerking
a, +3, + cco + a . noemen we het spoor van matrix A, notatie Sp(4),

of Tr(A) van het engelse trace.

De stelling van Cayley-Hamilton

Als ¢(t) het karakteristieke polynoom is van de matrix A, dan is ¢(A) = O,

Bewijs

7Zij B de geadjungeerde van de matrix A-tE., Iedere algebraische cofactor
van A-tE, dus ieder element van B is een polynoom in t, hoogstens van de
graad n-1., Daarom kunnen we schrijven:

n=1

B =3B + B t+ ... + Bt s
D o

ne1 2

hierin zijn Bn-1’Bn-2""’Bo matrices die onafhankelijk zijn van t.
Volgens (13.8) is

det(A-tE)E

(B, 4*B, ot *+ co0 + Botn'1)(A-tE)
(-1 )n(tn_pi tn-

n-1 "n 1

-9 o."pn)Ec

Deze identiteit is equivalent met het volgende stelsel éelijkheden.

n+1
B, 1A = (=1) p, E X E
n+1
BooABp 4= (1" p ,E xA
BA-B, = -2 5 E x oD~
-B, = (-N" E x A

Als we nu deze (n+1) gelijkheden = rechts vermenigvuldigen met resp.

E, AL, ..., An'1, A" en dan sommeren, dan is het linkerlid van de
aldus verkregen matrix- gelijkheid de nulmatrix en het rechterlid is

1

(-1)n(An-gLA Te ee. = p_,A-p E) =09(a).

Dus @(A) = 6.
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Het minimesalpolynoom

Volgens de stelling wvan Cayley-Hamilton is er bij een matrix een poly-
noom waarvan de matrix nulpunt is, want voor het karakteristiek polynoom
¢ (t) van matrix A geldt ¢(A) = ¢, Het polynoom met A als nulpunt is niet
eenduidig bepaald immers als ¢(A) = © dan zal ook x(A) = & als x(t) deel-
baar is door ¢(t).

Het polynoom van de laagste graad met de eigenschap dat de matrix A er
nulpunt van is heet het minimaalpolynoom van de matrix. Dit polynoom is
op een constante factor na bepaald,

Stelling., Het karakteristiek polynoom ¢(t) is deelbaar door het minimaal=~
- polynoom ¢(t).

Bewijs

Als we o(t) delen door ¢(t) krijgen we het quotient q(t) en de rest r(t).
Ofwel o(t) = ¢(t)q(t) + r(t).

Hierin is de graad van r(t) kleiner dan de graad van g(t).

Als we de matrix A substitueren krijgen we

r(A) = ¢(4) = ¢(A)q(A) = &, want @(4) = ¢(4) = O,

Dus de matrix A is nulpunt van het polynoom r(t). Maar dan is r(t) = O,
want anders zou ¢(t) niet het minimaalpolynoom zijn. Dus ¢(t) is deelbaar
door ¢(t). ‘ ‘

Op dezelfde manier kan aangetoond worden dat elk polynoom w(t), waarvoor
w(A) = ¢, deelbaar is door het minimaalpolynoom.

Voorbeeld
1 0 0

A=[{0 1 05 ot) = (1=t)? en ¢(t) = 1=t want E= A = O,
0 0 1

Gelijkvormige matrices

We definieren dat de matrix B gelijkvormig is met de matrix A als er een
niet-singuliere matrix C bestaat, zodat B = C™YAC. De matrix B wordt uit
de matrix A verkregen door middel van een gelijkvormigheidstransformatie.

Eigenschappen.
10 €774,0 + CT',0 + o0o + €74 C = CT(A 44, + .00 +4)C
26 C 'A,0eC "4, CoveueC 'AC = C (444,04 )C

In het bijzonder (¢~ 'ac)® = ¢c~1a™C
Bovendien geldt voor ieder polynoom f(t)

r(c™'ac) = ¢ 'e(a)c

Uit dit laatste volgt onmiddellijk:
gelijkvormige matrices hebben hetzelfde minimaalpolynoom.

Opmerking. In het vervolg schrijven we f{A] voor det A,

. 3¢ Gelijkvormige matrices hebben hetzelfde karakteristiek
polynoon,
Bewijs. Als B=C 'AC dan |B~tE | = |CT'AC-tCT'EC | =

[c™ 14 -~ tE] |C| = |A - tE].
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Eigenwaarden van matrixpolynomen

Stelling. Als Aq,A,,..},An de eigenwaarden zijn van de matrix A, dan
heeft het matrixpolynoom f(A), afgeleid van het polynoom f(t)
de eigenwaarden f£(2,), £(A,)ge0e, f(kn)o

Bewijs. Eerst bepalen we |f(A)]. n
Als ByaByaeoesh de nulpunten zijn van f(t) = a +a,t+...4a t" dan is

£(t) = am(t -ud(t=p)e..(t "*‘m)

Daaruit volgt dat
£(a) = am(A"’ }L,E)(A' u’E)oco(A-'u.mE)

en dus [£(a)|

n
a, |- wE[|lA~n,Eloce|doy E| =

n
&mp(m)q)(p.z)ooo(p(p.m).
Voor het karakteristiek polynoom ‘p(t) van de matrix A geldt

Daarom kunnen we schrijven

m m n n m
I£(a)]| =a® (ny) =a> T7T Ge-u)=T1 Oy = us)
“n ,]j:I;QP " B og= IT-_-1 CRC M am':ll:[' Sl
ofwel n
12Ca) | =TT £(ay) (13.11)
o 1=

(13+11) is een identiteit t.a.v. de coefficienten a 984900492 van het
polynoom f£(t). ° n

Nu passen we (13,11) toe op het polynoom f£(t) -u.

Het resultaat is

1£CA) =uE| = (2(A,) = w)(£(a,) =w)eaa(£(r ) - ).
Dit betekent dat f(l,),f(lz),...,f(kn) de eigenwaarden zijn van f(A).
k k

Uit deze stelling leiden we af dat xf,xz,...,xn de eligenwaarden zijn

van de matrix Ak.

Elementaire transformaties van matrices

Voor numerieke methoden zijn de volgende eenvoudige bewerkingen op

matrices belangrijk, S

a) Het vermenigvuldigen van de elementen van een rij met een getal.

b1) Een rij vermeerderen met het scalaire veelvoud van een voorafgaande
rije.

bz) Een rij vermeerderen met het scalaire veelvoud van een volgende rij.

Elk van deze transformaties is equivalent met linksvermenigvuldiging
van de matrix met een niet-singuliere matrix van een speciaal type.
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ad a, Linksvermenigvuldiging uitvoeren met de matrix

/4

Bove 19 0
0O «
0 0

1

® .
-]
1
O\ /fa b ¢
0 X ¥y =z
1 u Vv w

R e s ¢

Bij de j° rij wordt het

Voorbeeld
1 0 O
0o 1 O
o &K 1

a b ¢
X ¥y z
u v w

e o o o i (13.12)

a b S

aX oy az

u v w

. (13.13)
. : 1 o ] ® . j
C o

o -voud van 1® rij opgeteld.

a b c
x y z

u+ax v+ay w+gz

ad bz‘ Linksvermenigvuldiging uitvoeren met de matrix

1

(13.14)

a
o ®
o
1
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Bij de 1° rij wordt het g-voud van de 3 rij opgeteld.

Voorbeeld

1 0 O a b ¢ a b c

0 1 «a X ¥ =z = X+au YyY+av Z+ow
0O 0 1 u v ow

u v w

Opmerking. Om analoge bewerkingen uit te voeren met kolommen moeten we
rechts-vermenigvuldigingen uitvoeren met de boven aangeduide matrices.

ij) (1,3 = 14,250004n) waarvoor geldt 84 = 0

voor i < j heet een linkertriangulaire matrix (L-matrix). Als aij =0

Een vierkante matrix (a

voor 1 > j is het een rechtertriangulaire matrix (R-matrix).

gégenschapggg.

1. De determinant van een triangulaire matrix is het product van
de elementen op de diagonaal,.

2., Het product van L(resp.R)-matrices is weer een L(resp.R)-matrix.

3¢ De inverse van een triangulaire, niet singuliere matrix is
triangulair.

Het resultaat van successieve transformaties van het type a en b, wordt
met één linksvérmenigvuldiging met een IL-matrix

C." o ® o ° 0
[+] 4] ® ® e 0
2% 22
C =
® Y o o o °
[+] c
Cn n ° ° ° “nn

verkregen omdat (13,12) en (13.,13) L-matrices zijn. :
Evenzo wordt het resultaat van opeenvolgende bewerkingen van het type
a en b, met 8én linksvermenigvuldiging met een R-matrix

b’1 b” L] L] @ b1 n

B = tn

L] @ B @ L] &

verkregen omdat (13.12) en (13.14) R-matrices.

Opmerking. Successieve bewerkingen van het type a en Y, (resp. a en ba)
op kolommen komen overeen met één rechtsvermenigvuldiging met een R
(resp.L)=-matrix,

&
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LR~decompositie van een matrix

Stelling. De matrix

2,4 a." . ° P 8.1 n

A= ?-21 a22 o Y PY a’ n
® ® o e ® o
a a a

n ngp ° ° ° “mn

kan geschreven worden als het product van een Lematrix C en
een R-matrix B als

B B4y o o o 8,9
844 # 0, (aﬂ a”)/é Oseee 8.4 a" e o o azn-1 # o.
8’1 8.22 Y ® ) . [ 4 [ ]

P12 ¢ Fpapet

Bewijs. We passen volledige inductie toe,

Voor n = 1 is de bewering triviaal: a =b

') e

s waarin een der factoren

11 T 1%

willekeurig # O gekozen wordt.
Neem aan dat de stelling geldt voor matrices van de orde k-1,
De matrix

849 84, o o

°
-
w

a a a
21 2 ° * °* Tk

Ak = ® ® L L ] ® (]
ak‘l akz

wordt beschouwd als een gerande matrix.

Dus
Aeq @
v ik

We zoeken triangulaire matrices Ok en Bk’ eveneens volgens rand-partitio-~
ning, te schrijven als

;

.

. . Coq ©
k- x c
kk
5 __(Bk-1 y >
e =
o bkk
en wel z8 dat

A = CyBye
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Volgens (13.6) krijgen we voor het product van gerande matrices
CeetBreer Ok
ck?k =
X B 1 Tl

Dit matrixproduct zal de matrix Ak zijn als Ck~1’ Bk-1’ X, Yo bkk en ¢,

aan de volgende voorwaarden voldoen .

Chgm1Pigmt = Agma (13.16)
x B, =¥ (13.18)
XY+, Py = Ay (13.19)

De triangulaire matrices Cpq B Bk-1 die aan (13,16) voldoen bestaan

volgens de inductie~aanname. ,
Uit de voorwaarde IAk_1| # 0 volgt dat ]Ck_1| £0 enlBk_1| # 0.
Daarom zijn de kolom y en de rij x bepaald door de betrekkingen

- 4
y =0 q0
x =v B}
- Ke=1

De diagonaalelementen Crc € bkk moeten nog bepaald worden uit de verge~
1ijking

CaPrie = P T Ve
Een van deze factoren kan willekeurig gekozen worden, de andere factor

is dan volledig bepaald.
Dus is Ak te schrijven als het product van twee triangulaire matrices,

Uit het bewlijs volgt dat de decompositie eenduidig is als we tevoren de
diagonaalelementen van é&én van de triangulaire matrices vastleggen.
In het vervolg nemen we b, =1 (i = 1,2,0004n),

Tenslotte kunnen we de volgende ontbinding krijgen:
A=CAB ( =CcCB)
Hierin is ¢,, = 1 en A de diagonaal matrix met de diagonaalelementen

ii
Ggy Cpggeeey O Van C als elementen.

|4, |
15,1

oy = want uit de partitionning volgt:

lagh = 105 1IBy 1= 035 1C5 41 Byy I1Bs gl = €35 105 4By q 1= og 184 41
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Ogmerking

De voorwaarden lAiI £0y 1 =1,25000,n=1 zijn voor de decompositie ook
nodig zoals ten overvloede blijkt bij het uitschrijven van de matrixver~
gelijking: '

g 3-1’ e o o a.1m Cy4 0 e oo O 1 b“2 o o Ao b1n
a21 a22 e ¢ e azn - 021 022 e © @ 0, 0 1 ¢ o o bzn
® ® & o o ® o ® e o o s L) ® ® o o ®
an1 ana e o o a.nn Cn1‘ cnz e o o cnn‘ 0o O e o
Dan krijgen we nl.
031 = aj1 J = 1,2,0..,!1
a
= -
b1j S 011 j - 2,3,.0.,11
032 = aja - 031 J = 2’3,ooo’n
b, == (a_,-c b,.) J = 3.4 n
2 e, 2§ T2 13 vTeeses
033 = a33“031b1’ o cjab23 | j = 3,4,...,n
1
ij = ?3';- a3j-cn b1j-c32b2j) j = #’5’.."n

1
etce

De elementen bij bestaan slechts als alle e, A0 (1 = 1,2,0004n=1) d.i.

als al de principaalminoren [Ai| ongelijk zijn aan nul,

Decompositie van in cellen verdeelde matrices

Fen in cellen verdeelde matrix B heet een rechterquasi-triangulaire

matrix als alle cellen Bij met i > J nulmatrices zijn, Als alle cellen

met 1 < j nulmatrices zijn in de partitioned matrix C, dan is dit

Cij
een linkergunasi-triangulaire matrix,




Stelling. Als de matrices

\ T Y
A11 12 'A A ® o o A

Ay =4,,4,= ""’An-1= el 22 2 n=1
A21 A,: . . e o o o

SERE RN RS Tyl

niet singulier zijn dan is de partitioned matrix

A" A‘ 2 o o o A1 a
A A e o o A
A= 21 22 2n
L} ® e o e e
A Bap oo Ay

voor te stellen als het product van een linker en een rechter-
quasi-triangulaire matrix. In één van die matrices kunnen voor
de diagonaalcellen willekeurige, niet-singuliere matrices van
geschikte orde gekozen worden.

Het bewijs verloopt analoog met dat van de vorige paragraaf,
Voor de matrix A,, is de decompositie
Ay = A4 B

Stel: voor An_ is de ontbinding

1

al verkregen,
We nemen weer randpartitioning voor An, dus

A U
A = n-1
v A

nn

en we zoeken quasi-triangulaire matrices van de vorm

B Y c ]
B ___(n-1 en C=(n-1

De voorwaarde An = Cn Bn geeft de volgende vergelijkingen

Cpa1 Bact = Aaeq (13.20)
C,q I =10 (13.21)
X En_1 =V | (13.22)
X¥+C B =4 (13.23)

De quasi~-triangulaire matrices C,.q a2 B, die aan (13,20) voldoen

bestaan volgens de inductie aanname.
lAn_1] # 0 en dus ook 1By_q | £ Oen lcn_1| # 0., Uit (13.21) en (13.22)
volgt:
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Y = Cn_1 ]
-1
X =V Bn.1

en tenslotte

B = C

1
nn nn (Ann - X0,

waarin we voor Cnn een willekeurige niet-singuliere matrix hebben genomen,

Matrixnotatie voor een stelsel lineaire vergelijkingen

We beschouwen n vergelijkingen met n onbekenden

44 Xg4 + 8, X, + coe *+ a1nxn = q

12 T2
+ a x =
By X4 22 Xy ¥ eoo tay X =1, (13.24)
® ® [ ] * ® o ® L] ® ® ® L ) *® ® . ®
X, +a.x + +4a X =f
8h1%*4 n2 2 eee nn n n

In matrixnotatie krijgen we de matrixvergelijking
Ax = £ : (13.25)

waarin A de coefficientenmatrix (a

ij)
f de kolom van constante termen
x de kolom met onbekenden.
Als A niet-singulier is, levert linksvermenigvuldiging met A™Y de oplossing

-1 1
x =A f = T2 Bf, (13.26)

waarin B de geadjungeerde matrix van A is.
In (13,26) staat dat
f 4+ o600 + A fn

A
R Gl ni
i~ [4]

is de algebraische cofactor van het element a

(13.27)

(g 41
We herkennen (13.,27) als de regel van Cramer voor het oplossen van een
stelsel lineaire vergelijkingen, want in de teller staat de determinant
van de matrix uit A verkregen door daarin de i® kolom te vervangen door
de kolom T,

Kwadratische vormen

Een kwadratische vorm is een homogeen polynoom van de tweede graad in

verschillende variabelen., In deze vorm schrijven we de coefficient van
het product van ongelijke variabelen als som van twee gelijke termen.

Uitgeschreven levert dit

. = 2
F(x1,x2,...,xn) By X7+ 8 XX, + o0 o A, XX

4

a. x x
2n 2 n

L]
®
®

2
+ 8.21 X’X1 + azzxz +
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De matrix

841 84, e e o Ay,

B By, s 00 By,

L] ® e o o (-]

a a a
n1 n2 ¢ °° nn

heet de matrix van de kwadratische vorm F., Deze matrix is symmetrisch.
Met een kwadratische vorm is 8én-é&nduidig een symmetrische matrix ver-
bonden.

We kunnen een kwadratische vorm in matrixnotatie weergeven.

Immers

1nxn)

a + a + x
-"x’( 2111 ’,x, e o & +a2n n)

® ® [ J e e - ® L] ® ° L] L] ® L ] ® L ] o L ]

F(x,,x,,...,xn) = x,(a, x, + B, X, + o o o *+a

+

x (a x +a _x + +4a x
n n1 1 n2 2 e * nn n)

X

aﬂx1+a’!xg+... in°n
X + a X + X
80 X4 22 72 T ¢ ° 2n'n

(x,,xz,...,xn)

® [ 4 L L] L] e L] L] L ® [ ] L L4 * *

a .X. +a %X + +a x
n1"1 n2- 2 °*°*° nn'n

n %y ece 2y, x4
a ‘eoe & b9
1
(x1,x2’oao’xn) 2 2 Zn 02 = x' AX
@ £ 3 [ X X ] @ ®
[ ]
801 %*n2 °°* %mn *n
waarin x! = (x1,x2,...,xn).
Een reele kwadratische vorm heet positief definiet als
F(x1,x2,...,xn) >0 voor (x1,x2,...,xn) # (0,0,aco,O)o
De reele symmetrische matrix A = (aij) wordt positief definiet genoemd
als de kwadratische vorm
n
F(x,,xz,...,xn) = ;Ej_1 agy %y X, positief definiet is.
5=

De eenheidsmatrix is positief definiet want x} + x; + oee *+ x; heeft deze
eigenschap.

Een quasli-diagonaalmatrix is dan en alleen dan positief deflnlet als de
cellen ervan positief -definiet zijn,

We zulléh onderzoeken hoe de coefficienten van een kwadratische vorm ver-
anderen als de variabelen een lineaire transformatie ondergaan.
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Veronderstel dat

Xg = Dgg¥y + 0,7, + ¢ o o+ b1nyn

x! =b!1y1 +b2’y2 + o o o +b2nyn
*n T bn1y1 + bnzy, oot bnnyn

ofwel =x = By.
Dan krijgen we dat de kwadratische vorm als volgt transformeert

x'Ax = (By)'A(By) = y'B'ABy
met C = BYAB, .
C is ook symmetrisch want C' = (B'AB)' = B'A(B')!' = B'AB = C,

Stelling. Een positief definiete kwadratische vorm blijft positief definiet
bij een lineaire transformatie der variabelen als de transformatie
matrix niet-singulier is,

Bewijs. We moeten aantonen dat y'B'ABy positief definiet is als x'Ax posi-
tief definiet is.
Stel dat yéB'AByo £ O, Dan zou x'Ax £ 0 zijn voor x = Byo. Maar dit is

alleen mogelijk voor Byo = O, B is niet singulier, dus alleen voor Y, = 0
1 1B
is yoB AByo £ O.

y'C'y

Gauss~transformaties

Het stelsel lineaire vergelijkingen
Ax = f (13.29) °

waarin de coefficientenmatrix A niet singulier is, kan herleid worden tot
een stelsel vergelijkingen waarvan de coefficienten-matrix symmetrisch en
positief definiet is.

Stelling., Als A niet singulier is, dan zijn de symmetrische matrices AA'
en A'A positief definiet.

Bewijs., De kwadratische vorm x'Ex is positief definiet, Dus zijn ook
x'A'EAx en x*AEA'x positief definiet, want A is niet singulier,
ConclusiesAA' en A'A zijn positief defiriet,

We vermenigvuldigen (13.29) links met A':

A'Ax = A'f (13.30)

Deze vergelijkingen, met dezelfde oplossing als (13.29) hebben nu een
symmetrische, positief definiete coefficientenmatrix. (13.30) werd ver=-
kregen door de z.g. linker Gauss~transformatie.

Bij de rechter Gauss-transformatie beschouwen we i.p.v. (13.29) het
hulpsysteenm

L

AAty = £ - (13.31)
De oplossing van (13.29) vinden we uit die van (13,31) met de formule

X = A'y‘
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Ogmerking

Het product van symmetrische matrices is niet altijd een symmetrische
matrix, Als A en B symmetrische matrices zijn, dan

(AB)* = B'A' = BA.

Dus (AB)' = AB dan en alleen dan als A en B commuteren,

Orthogonale matrices

Een reele matrix A = (a,,) i,] = 1,2,e00yn heet orthogonaal als

ij
Ef: 2 1 3 142 n
a = = glgo0e
i=1 i ’
n (13.32)
en ) a,.a. =O0voor j#£k
i=1 13 ik '

dus als A'A = E,

Eigenschappen

1¢ E is orthogonaal
2 Als A orthogonaal is, dan A' = a~?

3. Als A orthogonaallis, dan is A' ook orthogonaal,
Daarom geldt voor orthogonale matrices ook:

n
§ 8.2 = 1 i = 1,2,0..,!1

n
en a,.a ., =0 wvoor i k
%;% iJ kJ # _
L, Als de matrices A en B orthogonaal zijn, dan is ook AB
orthogonaal. Tmmers (AB)'AB = B'A'AB = B'EB = E,

56 Als A orthogonaal is dan
1 = |E| = |A'A| = |AY| |A| = |A|2,
Dus A = +1 (direct orthogonaal) of -1 (gespiegeld orthogonaal).

De elementaire rotatie matrices zijn orthogonale matrices van de vorm.

[+] 0 ® ® - ® ® e ® i
L2 ]
® ®
L
B o o C e o e & 3
®
®
)
1

waarbij c? + 82 = 1,
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Er is een hoek ¢ 2z dat cos ¢ = ¢ en sin ¢ = s.
De matrix

(c -s) (cos P -sin«p)
8 ¢ sin ¢ <cos ¢
beschrijft de coordinatentransformatie bij een rotatie over een hoek in

het platte vlak,
Door de matrix T wordt deze rotatie ingebed in de n-dimensionale ruimte.

ij
De matrix Tij wordt toegepast om een matrix te transformeren.
1 |
1¢ A = (a_,) 11nksvermenigvu1digen met T A( ) =T, A= (a( ))
(1) ©oP i:j ij ap
( verschilt alleen in de i® en j rij van A,
1)
=¢ca,, ~84a
%f) oo g1z, (13.33)
= 4+ ¢ a
%38 T ° Pup 18
(2) _ ¢ (2)
20 A= (a ) rechtsvermenigvuldigen met T A = AT, , = (a’_")
(’) aB ij ij GB
A(«' verschilt alleen in de 1% en j kolom van A,
2
a =c a + 8 a
%}) ol aj o = 1,2,.00,11 (1303[")
aa.j =88 te aaj

ad 1, Stel tenminste é8n der twee elementen aiB en a:j is ongelijk aan nul.

Dan zijn de getallen ¢ en 8 z6 te kiezen dat in A(i)het element aga)
Daartoe kiezen we volgens (13,33)
a a
8 = = 18 en ¢ = - (13.35)
] + ] 2 % 2
V'aj, +ajg *ip * %3p

Bij deze keuze van ¢ en 8 krijgen we

L) _
%g) Valp * 23 > 0©
a4p = O¢

(13.36)

Stelling. Iedere reele, niet singuliere matrix kan door een rij van links
vermenigvuldigingen met elementaire rotatie matrices getrans~
formeerd worden in een rechter triangulaire matrix waarvan alle
diagonaalelementen, behalve eventueel het laatste element,
positief zijn.

Bewijs. Zij

a- L X I a
1 12 1in
a a eos a
A= 21 22 2n
a a ese a
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een niet singuliere matrix. We vermenigvuldigen matrix A successievelijk

met de elementaire rotatiematrices T T . Deze matrices

12° T13’ “** Mn
worden 20 gekozen dat we achtereenvolgens alle elementen van de eerste
kolom, behalve het eerste element dat positief wordt, gelijk maken aan

nul. Deze rij van transformaties levert

(GD) (1) (1
3.11 a12 Py a.,n
1) (1)
) 0 2y, cas &
A = Tap Tapaq o0 TasTppd = . . cer
o a1 a1
n2 eee nn
(1 =
Hierin is 24 > 0 volgens (13.36).
Als a21 = a31 = eee =8 L= O en a 44 < O dan vermenigvuldigen we A
links met de diagonaalmatrix (=1,1,1,...41,~1).
Omdat A(1) niet singulier is, is tenminste één der elementen a;;)v a;;)'
ooy aéé) ongelijk aan nul. Nu vermenigvuldigen we A(1) achtereenvolgens
met T23, T24, ooy T2n zodanig dat alle elementen op de tweede kolom

onder de diagonaal nul worden. Dit proces zetten we voort tot we uiteinde-
lijk krijgen:

(1) &) 1
41 B2 e By
0 a(2) ses a(a)'
A = n-1,nTn-z,nTn-Z,n-1'"T13?12A = . .
0 0 oo ® a(n-1)
nn
(13.37)
waarin alle aii) behalve eventueel aé§'1), positief zijn.
Opmerkingen

1, Om de matrix 4®-1)

vermenigvuldigingen uitgevoerd worden.
2, Uit (13.37) volgt ’
. a=qa™l (13.38)
(n~1)

te verkrijgen moeten hoogstens +n(n-1) matrix

een rechter triangulaire matrix en

waarin A
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n-1,n Tn-2,n Tn-2,n-1 °e* T13 T12

Q = (T

Volgens (13.38) is dus iedere niet singuliere matrix te schrijven
als het produkt van een direkt orthogonale matrix en een rechter
triangulaire matrix (QR-decompositie).

3, Als A singulier is, is de QR-decompositie ook mogelijk. Dan zijn
niet alle diagonaalelementen van de R-matrix ongelijk aan nul.
Voorbeeld

1 2 _1.. - A V5 2V5
| , V5 V5 '
2 L - i _1 0 0
V5 V5

Stelling. Iedere direkt orthogonale matrix is een produkt van elementaire
rotatie matrices.

Bewijs. Zij A een direkt orthogonale matrix. Dan is volgens (13.37)

-1 =1 -1 (n=1)
A—T12 T13 ® o9 Tn-1’nA
waarin alle diagonaalelementen van A(n-1) positief zijn.
We zullen aantonen dat A(n'1) = B,
A(n-1) is evenals A direkt orthogonaal. Dus is ag:) = 1, want de som

van de kwadraten der elementen van de eerste kolom is &één. Omdat de som
van de produkten van de elementen van de eerste kolom met de overeen-
komstige elementen van de andere kolommen nul is, geldt

(1Y -~ (1) _ _ ()
a12 = a13 = ees T840 = 0.
De som van de kwadraten van de elementen van de tweede kolom is één,
dus agég = 1, Zo voortgaande vinden we A(n'1) = E,
Definitile

De matrix A is normaal als AAY = A'A.
De symmetrische matrices behoren evenals de orthogonale matrices tot
de klasse van normale matrices.
Hermitese matrices
i

. aj4 = 344 : (13.39)

Een matrix A = (a,,) met complexe elementen wordt hermitese matrix genoemd

als

ofwel als A = A*,




NA-197

Uit (13.39) volgt dat a,, = a,,, dus de diagonaal elementen zijn reeel.

Vele eigenschappen van symmetrische matrices gelden onveranderd voor her-’
mitese matrices,
1. A en B zijn hermitese matrices.
Het product is dan en alleen dan een hermitese matrix als AB = BA,
2. Voor iedere complexe matrix A geldt dat A*A en AA* hermitese matrices
zijn.

Unitaire matrices

De complexe matrix A = (aij) heet unitair als
52: 2 .
la I = 1 Jd = 1,2,..0'11
= @ 1]

n
en a,,a, =0 j A k.
g;; ij ik

Ofwel als A*A = E.
De bij de orthogonale matrices opgesomde vijf eigenschappen (NA-193) gel-
den ook voor unitaire matrices. Alleen volgt voor unitaire matrices uit
|A*A |=' 1 dat

T= A% Al =|AlIA] = TAT{A L= [A)
Dus A = eiv.
Elementaire unitaire matrices zijn matrices van de vorm:

1

cei‘% P e e "Be% ® . e e i
Uid = R R N

Bei% ® Py ® cei‘p" ® ® ® ® d

L4
1

Dan is lUijI = @=' P1t P/ |
Opdat lUijl = 1 is nodig en voldoende dat ¢, = =« ¢“(mod 2n), en dus ook

¢, = = @3 (mod 2n),

cei¢‘ -sei¢2 (a
se-i¢2 ce-i¢1 b

(acei¢1 - bsei¢2 )
aée-i¢2+ boe 1P




Na-198

Als |a| + |b| # O dan zal
acei¢1 - bseiwz >0
ase-iq5+ bee 1?1 = o

als

- la| , 8= b ,
Via[? + [b]? Viai?+ b2

¢ 1 = -arg a en ¢, = § - arg b

Met deze elementaire unitaire matrices kunnen we, op dezelfde manier als
bij de elementaire orthogonale matrices bewijzen:

Stelling. Iedere niet-singuliere complexe matrix kan met een rij van
linksvermenigvuldigingen met elementaire unitaire matrices,
waarvan de determinanten &én zijn, getransformeerd worden in
een rechter triangulaire matrix waarvan alle diagonaal elemen-
ten, behalve eventueel het laatste, positief zijn,

Opmerkingen

1o Iedere niet-singuliere matrix is product van een unitaire matrix U met
|IU| = 1 en een rechter triangulaire matrix waarvan alle diagonaal
elementen, behalve mogelijk het laatste, positief zijn.

26 Iedere unitaire matrix U, met |U| = 1, is product van elementaire
unitaire matrices waarvan de determinanten ook een 2zijn,

14,.Lineaire ruimten

Na de formele behandeling van matrices introduceren we nu het begrip
lineaire ruimte, waarmee aan matrices een meetkundige betekenis gegeven
wordt.

Definitie

Een lineaire ruimte is een verzameling R van objecten, vectoren genaamd,
die aan de volgende axioma's voldoet.

A, Bij ieder paar x,y van vectoren bestaat een vector x+y, de som van
X en y genaamd, zd dat
1e X +y = yJ+X

20 (x+y)+z =x+(y+2)
3, Er is een element O zodat voor iedere x uit R geldt x+0 = x
4, Bij iedere x uit R is er een vector -x 2z8 dat x+ (-x) = O
B, Bij iedere vector x en ieder getal a bestaat een vector gqx, het product

van a en x zb6 dat
5 1x = x voor iedere vector x

6o (a+ B)x = ax + Bx
7o a(%;*y) = aX + oy

8. a(px) = (aB)x
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Opmerkingen
1. Er is slechts één nulelement O want stel dat ook
x + 0' = x,
Dan (=x) +x+0' =(=®0+x =0 + 0' = 0=0' = O,

Ook is eenvoudig te bewijzen dat het negatieve element -x eenduidig
bepaald is, dat Ox = O en dat =x =(-1)x

2. Een ruimte heet recel (resp, complex) als de vermenigvuldiging gedefi-
nieerd is voor reele (resp.complexe) getallen.

De ruimte heef eindig dimensjonaal als asn de volgende voorwaarde is voldaan:

9, Er bestaat een eindig aantal vectoren X 0%, ,...,xN zodat iedere
vector geschreven kan worden als

asx, + a,x’ * oce0 + G.NXNO

De dimensie van een eindig dimensionale ruimte is het kleinste getal N
waarmee aan voorwaarde 9 voldaan kan worden,
Als voorwaarde 9 niet vervuld is, heet R oneindig dimensionaal.

Het getal (x,y) dat aan vectoren x en y wordt toegevoegd heet het inwendig
product van x en y als deze toevoeging aan de volgende voorwaarden voldoet:

10, (x,x) >0 voor x # O en (x,x) =0 alsx =20
11, (x,y) = (F,x)

12, (xq+x,,y) = (x,,5) + (x,,y)

13, (ax,y) = alx,y)

Opmerkingen

1, In een reele ruimte zij (x,y) reeel, zodat in die ruimte geldt (x,y)=(y,x)

2, Een reele (resp., complexe) ruimte met inwendig product noemen we
euclidisch (resp. unitair),

3. |x| = V(x,x) noemen we de lengte van de vector x.

Stelling 4,Voor ieder paar x,y van vectoren geldt

Bewijs., Deze ongelijkheid van Cauchy geldt als x = O, wa?t (?,y) =0 en
. v _ x

|0] = 0, Stel x £ O, We voeren nu in z = y =qx, met a = T%fET o Omdat

(z,x) = (yox) = alx,x) = O krijgen we:

x12ly 1% |Gx,9)12

x|?

2|2 = (2,5 =~ax) = (z2,¥) = (y,5) - alx,y) =

Dus Ix|2lyl?2 - |(x,y)12 > 0.
Deie [(x47)]| £ Ixlely e

Vanwege (14.1) is er in een euclidische ruimfe bij ieder paar vectoren
x en y een hoek ¢, de hock tussen x en y, 26 dat

cos ¢ = t-;IEfTY’ﬂ' (14,2)
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Voorbeelden

1. De arithmetische ruimte R " hierin is iedere vector een rij van n getallen
X = (11,x2,...,xn).

(x1,x2’.00,xn) + (y1’y2’ooa,yn) = (x1+y1’x2+y2’too,xn+yn)
a(x1;x2,...,xn) = (ax1,ax2,...,axn).
Bij deze optelling en vermenigvuldiging met een scalar zijn de axioma's
1 t/m 8 eenvoudig te verifieren.

De nulvector is (0,0,...,0). Iedere vector in R is te schrijven als
x e +X. e -+...-+xnen.

272
Hierin is ei..(o,...,o 1,04000,0) doi. alleen 1°® component is &én.
Dus Rn is eindig dimensionaal.
Het inwendig product van de vectoren x en y is
(x,¥) ="x1y1 +XT, 4 oeee + X T (14,.3)
Als Rn reeel is:

(x’y) = x1y1 + xzya + es0 + xn}'n. (1[{..[{.)
Dit inwendig product kan ook geschreven worden als matrixproduct:

74 x4

T2 _ _ *2

- e — °

(x,y) = (x1 X, eoe xn) : = (y,‘,yz,...,yn) °

L] ®

In *n

2o De verzameling van alle vierkante matrices van orde n,

3. De verzameling van polynomen in é&n variabele met graad £ n.

Lineaire afhankelijkheid
De vector y = %, X, %+ aaxa + o0s + @ X is een linealire combinatie van de

vectoren x1,x2,...,xm.

De vectoren x1,x2,...,xm zijn lineair afhankelijk als er getallen

a%,ab,...,uh niet allen gelijk nul, bestaan zodat

%Xy + O X, + oeee + aX = 0. (14,5)

As (14,5) alleen geldt als % = a, = eoo = g =0 dan noemen we de vec-

toren x1,x2,...,xm lineair onafhankeliijk,

Als de vectoren Xg9X 900 09Xy lineair afhankelijk zijn, dan is minstens é&én

xi lineaire combinatie van de andere vectoren., Als b.v. cm # 0, dan
® c c
% me bty = =Bx o, By (14,6)
m c 1 c 2 c M=
m m m
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Stelling 2, Als de vectoren TisY 00009y lineaire combinaties zijn vanwdé
vectoren Xq9X ,9000,X, €N k >m dan zijn S AET PERTTTS (W lineair
afhankeli jk,

Bewijs. We bewijzen met volledige inductie.
Voor m = 1 (dus k > 1) is het triviaal.

Neem aan dat de stelling geldt wvoor m-1.

Zij

y1 = a11x1 + (1.12x2 + 2060 + a,lmxm
yz = a21x1 L a22x2 + oee + O.mem

yk = %1551 + ak2x2 + eeo + akmxm.

AMls in &én kolom van de matrix A = (a,,) alle elementen nul zijn, dan zijn-

i3
y1,y2,...,yk lineaire combinaties van m-1 vectoren, dus volgens inductie

hypothese zijn Fq9Ts00e9¥y dan lineair afhankeli jk.

Stel: aq, £ 0.
Beschouw het stelsel vectoren

%21

y
G.11 1

%31
o y1

11 f (14.7)
® 6 & o 8 o e »
Tp =¥ - K,

k k a4q 1

d
Ne
i}
<
N
]

4
N
i
<
W
&

Deze k«1 vectoren zijn lineaire combinaties van de m=1 vectoren xz,x3,..”xho

Volgens de inductie~-aanname zijn yé,y%,...,yﬁ lineair afhankelijk, ofwel
Yzyé + Y}y% + ese + kal'{ = O (1’4'08)

met (72,73,...,yk) # (040500040) (14.9)

Als we (14,7) substitueren in (14.8) krijgen we
YiTq # V¥, * eee 4 VT = 0 (14,10)

waarin

a 04 ¢4
21 31 k1
Y =-_Y - Y - PP - -—_Y
T ey 2 ey D 0qq K

uit (14.9) en (14.10) volgt dat TS SOPRETS (% lineair afhankelijk zijn.

&




Baslis van een ruimte

Een stelsel van lineair onafhankelijke vectoren heet een basis van een
ruimte als iedere vector van de ruimte lineaire combinatie is van elemen-
ten uit dit stelsel.

In Rn vormen e1,e2,...,en een basis, want uit

0191 + 0.292 P eo0e + anem= 0]

volgt
a1=a2=..,=a = 0

en iedere vector x = (x1,x2,...,xn) kan geschreven worden als

x1e1 + xaea + oceo ¥ xneno

Dit is de natuurlijke basis van Rn.

In een ruimte van dimensie n bestaan n vectoren waarvan alle vectoren in

die ruimte lineaire combinaties zijn. Deze n vectoren vormen een basis want.
als ze afhankelijk waren kon met minder dan n vectoren volstaan worden om

de ruimte 'op te spannen', Dus zou dan de dimensie kleiner zijn dan n, Er
zijn ook niet meer dan n lineair onafhankelijke vectoren want elk stel van
m vectoren met m > n is volgens stelling 2 afhankelijk, Daarom is het aantal
vectoren in een basis onafhankelijk van de keuze van die basis: het is gelijk
aan de dimensie van de ruimte.

Stelling 3¢ Elk stelsel van n lineair onafhankelijke vectoren vormt een
basis voor een n-dimensionale ruimte,

Bewijs. Zij LITL PCRTR L een stelsel lineair onafhankelijke vectoren en zi}
x een willekeurige vector van de ruimte, Volgens stelling 2 zijn de vectoren
u1,u2,...,un,x lineair afhankelijk, want elk van deze vectoren is lineaire

combinatie van n basisvectoren. Dus er bestaan getallen 0909059000909

n
niet allen gelijk aan nul, zodat

X+ + g u =0
G.o a"“.] eee an n ®

Maar @, # 0 want anders zouden de vectoren U el 900090 lineair afhankelijk
zijn. Dus

(2]

C c

1 2 n
x:-—-u -—u -‘..-——u‘
Cq 1 S, 2 ¢, n

Hiermede is aangetoond dat iedere vector lineaire combinatie is van de
lineair onafhankelijke vectoren Ugslyreeest o Deze vectoren vormen derhalve
een basis.

Coordinaten van wvectoren

ZiJ U sltgsese, U €€1 basis van een ruimte. Dan is iedere vector x lineaire

combinatie van Wyalygecesl g nel,

2’
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X = LUy + LU, 4 eee +E UL (14,11)
De coefficienten Ci zijn eenduidig bepaald door de vector x, want als
= oo = ! A eveo !
X §1u1 + gauz + + Enun §1u1 + §2u2 + + gnun

dan

(g, =zuy + (@, - g)u, + eoo + (g -gl)w =0

en dus is - ;; =Ey = f5 = eee =E, 0~ En = ©
omdat de vectoren u1,u2,...,un lineair onafhankelijk zijn.

De coefficienten 51'52""'En heten de coordinaten van x ten opzichte van

de basis u1,u2,...,un.

Bij deze basis u1,u2,...,un correspondeert met iedere vector dus een kolom~
matrix X = (51 ;2 s o o zn)' en omgekeerd correspondeert met iedere kolom
een vector die de elementen uit de kolom als coordinaten heeft, Vectorbe=-

werkingen corresponderen &&n-eenduidig met overeenkomstige kolom~bewerkingen.

Coordinaten transformatie

We zullen onderzoeken hoe de coordinaten van een vector veranderen als de

basis van de ruimte veranderd wordt. u,,u ,...,un is de oorspronkelijke

2
basis; u;,né,...,ué de nieuwe basis die geschreven kan worden als

u, +a . u_  + 0 + 2_,1

1 2172 nl n

211

L] [ L] L 4 ® L] L ® o e ® L & o ® ® ®

w! = a_ u, +a_u. + +a _u
n 1n 1 2n 2 eee nn n

11 122 *°° 1n
3.21 322 e o o aan

A = ® & © © ® © © © o & (1’4‘013)
%p1 Zn2 °°° %pn

zijn de kolommen de coordinaten van de vectoren u%,ué,...,ua ten opzichte

.

van de basis u1,u2,...,un.

De matrix A is niet-singulier want A heeft een inverse: de matrix waarmee

2 n

de wvectoren Uqslsseeesty uitgedrukt worden in u%,u',...,u'o




Van een vector x zijn 51’52"'°’En de coordinaten t.,o,v. de basis

Ujglsgeee s terwijl g%,gé,,..,gé de coordinaten van x zijn t.o.v. de
nieuwe basis u;,ué,...,ua.
Dit betekent dat

X = :1 1 * zzu 4 oee + Enun
= Fig? ! .
g ul 4+ §2u2 + soe + Zn M
— ]
=z} (a qBq P B0, eas + an1un)
L ]
+ ga(a,]au1 +aju, bl t anaun)
+ L] L ] ® [ & o ® ] o o L] L] L] o o
| 4
+ En(a1nu1 A, UL+ oeee + annun)
Omdat UgeBs9e00sU lineair onafhankelijk zijn geldt
- 3] ] ]
G = Agq8g F ARt eee v T
= ] 1 oo M
5o = 22955 azaza @onfn (14,14)
L] [ ] L) ® . & ® o & @ ® L] o ® L]
= ' ] '
tn an1:1 n2§ *oeee v a it
In matrix-notatie
= Ax?®
waarin
]
2 ;
L2 5
] ®
X = en x' =| ¢
L] Q
1§
&n n
Deelruimten

Een deelruimte van een lineaire ruimte R is een verzameling V van vectoren
uit R zodanig dat elke lineaire combinatie van vectoren uit V weer een vector
uit V is.

Voorbeelden

1. R zel?f
2. De verzameling met slechts een element:

de nulvector

Een deelruimte is zelf een lineaire ruimte want aan de axioma's 1 t/m 8 is
voldaan. Een deelruimte van een n-dimensionale ruimte is eindig dimensionaal
met dimensie £ n, Als de dimensie van een deelruimte n is, dan is de deel-
ruimte R zelf,
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Iedére basis van een deelruimte kan uitgebreid worden tot een basis van
de gehele ruimte,

Deelruimten opgespannen door vectoren

De verzameling V van alle 1ineaire combinaties van de

vectoren x1,x2,...,xm,is'een deelruimte, de deelruimte opgespannen door het

stelsel x1,223...,xm. . \
Stelling #. De dimensie van een deelruimte opgespannen door de vectoren
o x1,x2,...,x is gelijk aan de rang van de matrix die als kolom=-
men heeft de coordinaten van deze vectoren t.o.v. een basis.

Bewi;[s. Zij

111 112 X

® @ * 1 m .
X= %1 %22 *°° *p (14,15)
o * ® ® ® ®
Xp1 *n2 * ° ° *am

de matrix waarvan de kolommen bestaan uit de coordinaten van de vectoren
x1,x2,...,xm t.0.v. zekere basis, 2ij rang X = r, Dan is, voclgens de de~
finitie van de rang van een matrix, tenminste é&n minor van de orde r on-
gelijk aan nul en zijn alle minoren met orde gfoter dan r gelijk aan nul.
We mogen aannemen (indien nodig nummeren we n.l. de vectoren x1,x2,...,%m
en de coordinaten, d.w.z. de basisvectoren om, dus in X verwisselen we

kolommen resp. rijen),dat

X949 X2 * o Xy

. X X e o o X
° ® ® o o @
X

1 xrz o e e xrr
een minor ongelijk aan nul is.

We zullen aantonen dat Xy9Xo0eee X, een basis is van de deelruimte P op-

gespannen door xq,xa,...,x '

m
(a) De vectoren X 9% 9000 9%, zijn lineair onafhankelijk.
Stel 0,X, + OX, teo oo +tox, = 0.

In coordinaten uitgeschreven krijgen we:
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o X .+ aéx12 + o ¢ o + O X =0

1M r 1ir

('X.1x21+ 0L2x22 * o o o *+ (erZr =0

[2 o » ® ® *® ® e *® ® * ® - [ [ 4 * o

X gt 0K o b e o0 kO, = 0 (14.17)

® o @ ® & & 0 o o o o o . . & © 8
.

ox .+ O.X + + ax =0
1 n1 2 n2 ¢ e r nr ¢

De determinant van de coefficientenmatrix van de eerste r vergelij~
E ]
kingen met de onbekenden Qg9 &y

Dit stelsel heeft dus alleen de oplossing Oy = Ay T oese = 0, = 0.

yeooy is ongelijk aan nul,

Dus de vectoren Xq9X 90009X, zljn lineair onafhankelijk.

(b) De vectoren X19%X,90009%  2ijn lineaire combinaties van 21,x2,...,xr.
Voor de vectoren X,,X_jeseyx_  is dit triviaal,
1?72 *“r
Nu aantonen dat (b) ook geldt voor X 9 B=T+T,000,m,

Beschouw de determinant

11 Fq2 e 2 e Xyp Fqa
29 %22 * e Ty ¥
As = ® O © 6 66 o6 & e o o & 9 @ (14.18)
Xp1 Xp2 ¢ 0 e Xpp Trg
21 22 e e e Zr z

waarin z,],zz,...,zr en z voor het bewijs niet terzake doende getallen
zijne, De algebraische cofactoren van-z1,za,...,zr,z in As duiden we aan

met ®q ,1"21 coosP sle
Nu beschouwen we de vector

T = Bg¥q T WKy F eee b X, F WK
De coordinaten hiervan zijn

Tq = PqXgq P BN b e o o BE P W,
+ e R X X,

b (14,19)

® & © o © © © o 6 o o 6 9 & © & 6 & 6 & @

Tn = Pq¥pq * Bp¥p0 * e R I

To = B¥p * %y,

nrxr

We kunnen (14.19), gebruik makend van de minoren n1,p2,...,ur,p ook

schrijven als




15.
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11 g o0 e Eqp Xqg

Xoq Fop o0 0 Ey Xy
yk = L] & L ] ® o a L ] 9 @ o [} ® ® k = 1’2,.‘.’n (14.20)
X X p.4

x
1 r2 °°*° %prr “rs

1 T2 ¢ *er  *xs

als k € r dan is ¥y = O want den zijn in (14,20) twee rijen gelijk.
Als k > r dan geldt ook y, = 0, immers (14.20) is in dat geval een

minor van X van de orde »+1 en deze minoren zijn allen nul.

Dus y = Bax, 4 BoXy o0 0 ot BX, FpX_ = 0.
Maar omdat 1 = 6 # O geldt

s~—-“x1-px2~...-uxr.

Uit (a) en (b) volgt dat de vectoren X 91X 90009% €N basis vormen

van P, Dus heeft P de dimensie r,

Conclusie: het maximum aantal lineair onafhankelijke kolommen zowel als
het maximum aantal lineair onafhankelijke rijen van een matrix X is de

rang van die matrix.

Lineaire operatoren

We beschouwen een functie die aan iedere vector uit de lineaire ruimte R
een element uit een verzameling Q toevoegt.

Als Q een verzameling van (reele of complexe) getallen is, dan noemen
we de functie een functionaal.

Als Q een verzameling van vectoren uit R is dan wordt de functie een
afbeelding, een transformatie of een operator genpemd.

Voorbeelden van functionalen

1, Het inwendig product van een vector x € R en een vaste vector y°€ R,
2., lx| = V(x,x), de lengte van x € R.

Een functionaal @ heet lineair als voor zlle getallen @y &, en alle
vectoren X 0%, uit R geldt ~

¢ (o, x, + azxa) =a, w(x1) + o @(xz).
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Lineaire operatoren

Een operator 4 heet lineair als aan de volgende voorwaarden voldaan is:'
1. A(ax) =aAx voor ieder getal o en iedere x € R.

,X € R.

2 J‘}(x,' + x2) = ﬁx,l + v4x2 voor iedere x,;,x,

1

Het product A® van de operatoren A en # is de operator € die aan
iedere vector x € R toevoegt de vector

Cx = A(Ax) : (15.1)

d.w.z. eerst B toepassen op x en dan & op Bx.
Als A en M lineair zijn dan is ook AR lineair.
Immers:

@(X.] +x2) =A(H (x, -+x2)) = A ( Rx, + (fbxz) = A (be1)¢.ﬁ(ax2)==_ex1+ 0:2.

Clax) =A(HB (ax)) =Aladx) = aA(Bx) = alx.

De operator €& met de eigenschep dat voor iedere x € R geldt
Cx = x (15.2)

heet de eenheidsoperator.
€ is lineair en ook is gemakkelijk in te zien dat

A = A = A voor iedere operator 4.

De som A + ¢ van de operatoren A en ¢ is een operator ¢ die aan
jedere vector x€ R toevoegt de vector

Cx = (A +B)x =A% + H x.

Het is eenvoudig te bewijzen dat de som van lineaire operatoren weer
een lineaire operator is, dat derhalve geldt

(A + J%)(x,]+x2) = (A +B)x, + (;ﬂ-+0‘.’>)x2
en (A + B)ax) = a( 4 +B)x.

De operator (@ die aan iedere x € R de nulvector toevoegt heet de
nuloperator.
Voor iedere operator A en iedere x € R geldt

(A +P)x = Ax + Gx =dAx.
Dus \A’ + 6 = % ®
Evenzo geldt G +A = \A'. De nuloperator is lineair.

Het product van een operator A en een getal @ is een operator die aan
x € R toevoegt de vector & Ax.

Als A lineair is dan is ook a & lineair.

Tenslotte voeren we machten van operatoren in:

‘ﬂk =AM eeeA (k keer A toepassen) en A° =€

«
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om daarmee te definieren:
n n-"1 ‘
f(A) = aoﬁ + a,]ﬁ + oee + an_,]ﬁ + anEr

Dit is het operator-polynoom afgeleid van het algebraische polynoom

n-=1

n
f(t) = aot +a.1t + o600 *+ Q t +0,n.

n=-1

In het vervolg spreken we uitsluitend over lineaire operatoren,

Matrix-representatie van een operator

Zij U slssee0,u  €€1 basis van de lineaire ruimte R.

De operator A voegt aan deze vectoren toe de vectoren
Au, ﬁua,“. ,ﬁun.

Van elk van deze vectoren kunnen we de coordinaten aangeven t.o.v.

de basis. Uitgeschreven levert dit:

ﬁu1 T a0, tasU, ¢ oees 48 L0
\ﬁ.uz = ay Uy 4 Ay U, +oees +B U (15.4)
® @ [ & L] @ ] &® o ® L] L] o ® [ ] ® &
= besd ')
Ay a, u, +a_ u. + +a 1
n nn

n"1 2n 2 n

Nu beschouwen we de matrix A met als kolommen de coordinaten van ﬁu,l,

Muz,ooo,\ﬂun

849 Rqp o 0 ¢ By,

. a a e & o &
a= | 2 e en (15.5)
& & - & L] o & @ @ L ] L]
21 %n2 * ° ° 2mn

We zullen nu aantonen dat bij een gekozen basis de matrix A de operator
A volledig bepaald is.

We gaan uit van operator 4 waarvan we de coefficientemnmatrix in (15.4)
kennen., Deze bepaalt de matrix (15,5).

Zij |
p. 4 '—‘A E_.,]u,‘ + E 2u2 + oee + E nun.
Stel 7 = Ax. (15.6)
Dan geldt ‘
¥ =8 A, +§2ﬁu2 oo o+ HAu. (15.7)
Stel nu ' '

n

Y =2 Myt (15.8)

k=1
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Uit (15.4) en (15.7) volgt

n n n n n
Bx = A = = ( ) e (1509)
Tt AT ek T (i

Als we (15.8) en (15.9) combineren krijgen we

M

Yy - a8 k = 1,2,0004n (15.10)

Ofwel in matrix-notatie
Y = AX (15,11)

waarin ¥ en X kolommatrices zijn met als elementen de coordinaten van

Yy resp. X t.0.v, u1,u2,...,un.

(15.11) is de bij een gekozen basis eenduidig bepaalde matrix-voorstelling
van (15.8).

Als we uitgaan van een mafrix A dan wordt omgekeerd uit

Y=4aX (15.8)
verkregen
y =\AXO . (15011)

Dus bestaat er een een-eenduidig verband tussen de operator S en de
matrix A. :

Dit 1-1 verband blijft behouden bij bewerkingen met operatoren, d.w.z,
de matrix van de som (resp. het product) van operatoren is de som
(resp., het product) van de matrices behorende bij die operatoren.

QOvergang op andere basis

We zullen onderzoeken hoe de matrix van een operator verandert als we
overgaan oOp een andere basis.

U slsgeeeslh is de oorspronkelijke basis, u%,u',...,uﬁ de nieuwe basis,

2 2 |
Volgens (14.14) zZullen de coordinaten van een vector x veranderen vol-

gens de formule
X=AYO

Hierin is X de kolommatrix met de coordinaten van x t.o.v. U olysece,l
Y de kolommatrix met de coordinaten van x t.o.v. u%,ué,...,u;

A de matrix die de vectoren u{,ué,...,uﬁ uitdrukt in

u1’u2,eoc,u @

n
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Nu beschouwen we een operator ¢ waarmee in de basis ﬁ1,u2,...,un
de matrix B en in de basis u{,ué,...,uﬁ de mat;ix C correspondeert,
713

v = HAx,

Stel V en W zijn de kolommatrices waarvan de elementen de coordinaten
zijn van de vector v t.o.v., de basis UysUs50ee,0 TeSP. u{,ué,...,u&.
Dan

v

W

B X
cY

il

Maar X = AYen V = AWen dus

AW = BAY, want V = AW en V = BX = BAY,

Ofwel -1
A BAY.

A~ B4,

W

Dus
C

]

Hieruit concluderen we dat de matrices die de operator @ representeren
t.0.v, verschillende bases gelijkvormig zijn.

Opmerkingen

10 De matrix A is niet singulier, want A heeft een inverse:

de matrix die de vectoren Ujslsgeesst uitdrukt in u%,ué,...,ua.

2o Iedere niet singuliere matrix A kan geidentificeerd worden met een
coordinaten«transformatie.

Rang van een operator

De verzameling van alle vectoren ﬂx, met x € R, duiden we aan met A R.

Stelling 5. Als A een lineaire operator is, dan is AR een deelruimte
van R,

Bewijs. Neem aan y1 en y2 zijn elementen van A R, Dan bestaan er vec-

2
Y1 =\A'x1 en y2 = \A’Xa.

toren X4 en x., zodat

. o -
Maar dan is ®.y, + « Yo 04(a1x

5 + xa) ook een vector in #R.

1 2

A R heet de beeldruimte van A . De dimensie van AR noemen we de ran

van de operator J$.

De beeidruimte wordt opgespannen door uﬁuﬂ,xﬁuz,...,d4un als Ugglygeee,yll

een basis ise




Volgens stelling 4 is de rang van de operator A gelijk aan de rang
van de M representerende matrix A bij zekere basis.

De dimensie AR is onafhankelijk van de basiskeuze, dus hebben de
matrices die 4 representeren bij verschillende bases dezelfde rang.
Hieruit concluderen we dat gelijkvormige matrices dezelfde rang hebben.

De beeldruimte AR valt dan en alleen dan samen met de gehele ruimte
als de rang van A gelijk is aan de dimensie van R, dus als de deter-
minant van de representerende matrix ongelijk is aan nul. Dan noe-
men we de operator niet-ontaard.

Als de rang van W kleiner is dan n (= dim R) dan heet M ontaard.

De verzameling Q van vectoren y€ R 26 dat Ay = O is ook een deelruimte

van R. Als n.l. y1,y2€ Q dan .ﬁ'y1= J}ya = 0 en dus is .ﬁ(a1y1 +a2y2) =
= a']’ﬁy'l + azﬁyz = 0, ofwel ook @y, + Ay, € Q.
Q noemen we de kern van A,
Stelling 6. Voor iedere operator A geldt:
dim &R + dim Q = dim R,
Bewijs. Stel U oUsgooeyl is een basis van de kern Q van ﬁ.
We wvullen deze verzameling vectoren aan met de vectoren v1,v2,...,vn_m
tot een basis van R. Nu zullen we aantonen dat de vectoren
\Av,],vftvz,...,ﬁvn_m een basis vormen van de beeldruimte AR,
(a) De vectoren \Av,‘,\ﬂ’vz,..,ﬁvn_m zijn lineair onafhankelijk.
Zij 0‘1\ﬂv1 + az.ﬁvz + oo + an-m‘ﬁvn-m = 0,
Dan is \A’(a,‘v,] OV, +oeee + an-mvn-m) = 0, deWoZo
R A N LTI N € Q, dus bestaan er getallen 51,32,...,3m
z6 dat a,v, + XV, + eee + & Vom " l31u:‘ + Bzuz + eee + Bmum. '
Omdat de vectoren v1,v2,...,vn_m,u,‘,ua,...,um- lineair onafhankelijk
zijn vinden we dus dat Ol,] = 012 = see = an-m = 0,

' Dus zijn de vectoren A V4 ﬁva,...,\ﬂ’vn_m lineair onafhankelijk.

(b) Iedere vector in MR is lineaire combinatie van ﬁv1,ﬁv2,...-, ‘”vn-m'

Stel y € AR, dan is er een vector x zodat Ax = y.

x is lineaire combinatie van basisvectoren, dus te schrijven als

X= 'Y,,u,] + 00 + Ymum + 61v1 + s6e + 6n-mvn-m.
Maar dan is
J = E”IV‘QV1 *oees # bn-m"q’vn-m

omdat ﬁ’u,] = ﬁua = eee = ./Q'um = O,

Dus is dim R = n-m en omdat volgens aanname dim Q@ = m is hiermee

de stelling bewezen,
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Uit deze stelling volgt dat HAx = 0 dan en alleen dan impliceert x = O
als dim I#R = 1,

Ogmerking

We mogen uit stelling 6 niet concluderen dat de bases van AR en Q
tesamen R opspannen, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld.

(1 -1> Kern: x = A(1,1)

A= 1 -1 Beeldruimte: x = n(1,1).

Met matrices geformuleerd komt stelling 6 overeen met de bekende stelling:
Het maximum aantal lineair onafhankelijke oplossingen van een stelsel

van n lineaire homogene vergelijkingen met n onbekenden is gelijk aan
n-r, waarin r de rang is van de coefficientenmatrix van het stelsel ver-

gelijkingen.,
Uitgeschreven is dit stelsel:
31171 *+ o 0o o + a1nyn =0
e & & © © o 6 6 © o o & @ (15012)

an1y1 + 606 o + annyn

]
(@]

Dit stelsel vergelijkingen is in vectornotatie
ﬂy:O

waarin W de operator met representerende matrix

a11 e o o a1n
A = ® © o ® 6 o o o
%p1 * ** %np

en y de vector met coordinaten y1,y2,...,yn is,

Iedere oplossing van (15.,12) ie dus element van de kern Q van A en
omgekeerd zullen de.coordinaten van y € @ aan (15.,12) voldoen, zodat

het maximum aantal lineair onafhankelijke oplossingen van (15.12)

gelijk is aan dim Q. Volgens stelling 6 is dim Q = n~r waarin r = dim AR =

= rang A,

De inverse operator

Als A niet-ontaard is dan is dim AR = n en beeldt # de ruimte R af
op zichzelf, A is dan een 1-1 afbeelding. Immers als Ax = z en Ay = 3z,
dan is A(x~-y) = O en dus x = y omdat de kern van een niet ontaarde
operator alleen de nulvector bevat.

Daarom bestaat er bij iedere niet-ontaarde operator een inverse operator

04-1 die aan iedere vector z € R een é&nduidig bepaalde vector x toevoegt
zodat Ax = z.
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Eigenschappen

1o JQ-1 is lineair, want als ﬂ“1z = X en ﬂ-1w = v, dan Ax = z en
Vv = W,
Dus A(x + ¥) = 2 + We DoWeze A" (z+w) =x + v =&z + A 'w.

2. A" = A4 =€,

3o Bij een gegeven basis corresponderen met de operatoren A en 04-1
matrices die elkaars inversg;t zijn, »
Bewijs, Zij y = Ax, dus A y=x, In matrices wordt, bij zekere basis
de eerste relatie:Y = AX, Dus X = A-1Y.

Bij overgang op andere basis worden deze matrix vérgelijk:ingen:
W=0CTACY en V= c'1A'1cw, waarin V en W de kolommatrices zijn
behorend bij X en ¥y te0.% de nieuwe basis en C de transformatie-matrix

is die de nieuwe basis-vectoren uitdrukt in de oude (zie NA-210), De

1

matrices C~1AC en C™ 14" C zijn ook elkaars inversen.

Eigenvectoren en eigenwaarden van operatoren

Een eigenwaarde van een operator /A is een getal A zodanig dat er een .
vector x # O bestaat waarvoor geldt

HAx =Ax, (15.13)

De vector x in (15.13) wordt eigenvector van & behorend bij A genoemd.
Het spectrum van A is de verzameling van alle eigenwaarden van Ao '

Zij A = (aik) de matrix die bij een zekere basis de operator A represen-
teert en stel dat op deze basis de eigenvector x de coordinaten
x,‘ ,XZ,ooo,Xn heeft,

Dan zijn de coordinaten van Hx:
> b
a goo0y a X. o
“— %1k 'k c5 “nk'k
De coordinaten Xg9X590009% €D de eigenwaarde A bepalen het volgende

systeem van vergelijkingen:

(a,],l-h)x,‘ + oAy, X, teoot+ B, X 0= 0
ayq %y *+ (a22- )».)xz * oo+ B, X = o} (15.14)
an1 x1 + ana x2 + o ~0 e + (ann" A.)Xn =0

Dit stelsel zal dan en alleen dan een niet~triviale oplossing Xy9X 9009% )

als

e
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agmh 2, e el Ay,

a a_..=\ ® o o a.,.

21 22 2n =0 (15.15)
® r ] L] [ L] @

%n1 %n2 cee Ay~ A

dus als A een nulpunt is van het karakteristiek polynoom van A.

Matrices die dezelfde operator representeren in verschillende bases

zijn gelijkvormig, en gelijkvormige matrices hebben hetzelfde karak-
teristiek polynoom, Daarom kunnen we spreken van het karakteristiek

polynoom van een operator, \

Als ¢(t) het karakteristiek polynoom is van 4, gerepresenteerd door
A,dan geldt volgens de stelling van Cayley~Hamilton ¢(A) = @ en dus

ook ¢(A#) = U, want ¢(A) wordt gerepresenbteerd door ¢(A).

Ook bij een operator spreken we van een minimaal polynoom:

het polynoom van de laagste graad waarvan de operator '"nulpunt" is.

Stelling 7, Ieder nulpunt van het karakteristiek polynoom van een ope-
rator is ook nulpunt van het minimaal polynoom ¢(t) van die
operator,

Bewijse Zij x een eigenvector van # behorend bij een eigenwaarde A,
Volgens de reststelling geldt '

p(t) = p(E)(t=-A) + ¢(A).

Dus is ¢(A)x = p(ANA =aE)x + ¢(W)x. .
Maar (B - A&)x =0 en $(A) = & dus p(AM)x= 0 ,
Maar dan is ¢(A) = O want x # O.

Dus de eigenwaarde A is nulpunt van ¢(t).

Het karakteristiek polynoom is deelbaar door het minimaal polynoom

(zie NA=-182), elk nulpunt van minimaal polynoom is derhalve ook nule
punt van het karakteristieke polynoom.

Karakteristiek en minimaal polynoom hebben dus dezelfde nulpunten die
echter in het karakteristiek polynoom grotere multipliciteit kunnen heb-~
ben.

Bij iedere eigenwaarde A van # kan men met (15.14) de bijbehorende
eigenvectoren bepalen. De eigenvectoren bij een eigenwaarde A vormen
een deelruimte van R: de kern van & - AE.

Stelling 8., De dimensie £ van de kern van & = A& is kleiner of gelijk
aan de multipliciteit k van het nulpunt A wvan het karakte-
ristiek polynoom.

Bewijs. Stel X 9% g0009X, 2zijn lineair onafhankelijke eigenvectoren bij
de eigenwaarde A, Dit stelsel breiden we uit met Xpoq9eeesXy tot een

basis vdn R, Met deze basis wordt de operator # voorgesteld door een

matrix waarvan de eerste £ kolommen zijn:
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A0 o o

O A o o o O
o o 6 o o o
0 0 o o & A
0 0 o« » « O

0 0 o «» o O

omdat Ax —Xx ® lﬁx —sz,o.o"ﬁx'e = szo
Het karakterlstiek polynoom van deze matrix is deelbaar door (t - l)
en dus heeft het nulpunt A een multipliciteit k > 4.

Opmerkingen

1, Het aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren kan kleiner zijn dan
de multipliciteit van de bijbehorende eigenwaarde, zoals blijkt uit
het volgende voorbeeld:

A = (3 1);lA-tEI=(t-3)’, dus A= 3 is een dubbel
o 3

nulpunt van het karakteristiek polynoom : k = 2,
Om de eigenvectoren te bepalen moeten we oplossen:

3x1 + x = 3x
3 Bx

We vinden slechts eén lineair onafhankelijke eigenvector-n.l. (1 0).
Dus z 1 <k,

26 Als k = 1, dus A een enkelvoudig nulpunt is, is ook £ =
Immers £ 1 en £ >0,

Eigenvectoren van een matrix

Een eigenvector van een matrix X is een kolomvector X, waarvan niet
alle elementen nul zijn, zodanig dat

AX=AX . (15.16)

waarin A de bij X behorende eigenwaarde van A genoemd wordt.

X is de matrixe~voorstelling van de eigenvector x van de operator A
die, bij zekere basis, gerepresenteerd wordt door A,

Uit (15.,16) volgt dat

£X=13X . | (15.17)
Als A reeel is geldt derhalve
AX=7%X

ofwel: met A is ook A eigenwaarde van A.
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We hebben gezien dat gelijkvormige matrices hetzelfde karakteristiek
polynoom hebben (NA-215), dus dezelfde eigenwaarden, want deze matri-
ces representeren t,0,v, verschillende bases dezelfde operator.

Daarom zijn corresponderende eigenvectoren X en Y van de gelijkvormige

matrices A en C-1AC kolomvectoren met als elementen de coordinaten van

de eigenvector x van operator & t.o.v. verschillende bases.
In formule volgens (14,14)
~

Y =C X (15.18)
Dit is formeel te verifieren, want als
AX=2X

dan is
ey x) = a0,

Bigenvectoren van een R-matrix

Zij
b11 b12 e o o b1n
o b ® ® o b
B = 22 2n
& [ <o [ (-] o ]
0 0 e s o b
nn

en by, # bjj als i # j.
De diagonaalelementen zijn de eigenwaarden van B,

7Zij X

4 een eigenvector behorend bij b, :

ii”

BX, =b,.X (15.,19)

i ii%s°
De matrixvergelijking (15.19) geeft n lineaire homogene vergelijkingen
voor de n componenten XggoFsq00009% g van de kolomvector Xi'
Om xi+1,i’xi+2,i"'°'xn,i te bepalen beschouwen we de laatste n-i ver-
gelijkingen van (15.19)

(v

141,441 " P13 0%501,4 ¥ Pia 102 Fien,d F o000 F P n ¥y =0
by up 442" Paa)®iyp g * ooe * Py Xy =0
(bnn-bii)xni =
We zien dat :
Tnyd T Fne1,i T 000 T Fyeq,1 = 06 (15.20)
De i° vergelijking in (15.19) levert met (15.20)
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We kiezen

= 1,

X41

De eerste i -1 vergelijkingen van (15,19) leveren de eerste i -1
componenten van Xi' A

De eigenvector bij A, =b,, is dus X, = (x1i,xai,...,xi_1,i,1,0,...,0).
Conclusie: de matrix X waarvan de kolommen bestaan uit de componenten

van de eigenvectoren X1,X2,...,Xn van de R-matrix B is ook een R-matrix.

Een matrix op diagonaalvorm tra.nsfo_rmeren

Stel dat x,4X,9eeeyx de eigenvectoren zijn van & behorend bij de
eigenwaarden X,] ’)‘2’ cee ’)‘n‘
Dan:ﬂ’x,l = )\1x1,ﬁx2 = A X 0000y ‘ﬂ’xn =N Xpe
Zij matrix A de representant van # t.o.v. zekere basis.
We nemen aan dat X 9X 90009X lineair onafhankelijk zijn, dus een basis
vormen van de ruimte, In deze nieuwe basis is de 1® component van ﬂxi
gelijk aan Ai’ de andere componenten van.ﬁxi zijn nul.
T.0.v. deze basis wordt # dus gerepresenteerd door de diagonaal-matrix
A O o0 O
o A e oo O
o . e o o o

0O O o o+ o A

B is gelijkvormig met de matrix A, dus bestaat er een nietesinguliere
matrix C zodanig dat :

B = C~lAC.
Stel dat X1,X2,...,Xn kolomvectoren zijn die in de oorspronkelijke
basis de vectoren x, ,xz,...,xn representeren en dat in de nieuwe

basis de vectoren Y1,Y ,...,Yn dit doen.

Dan geldt

2

X, =CY,. (15.21)

3 i
Maar ¥, = (040,0009037,0500050), 1% element is 1.
i | Al ]

Uit (15.21) volgt dat de i® xolom van C de componenten bevat van Xy
t.,0.v. de oorspronkelijke basis,

C is dus de matrix met in de kolommen de componenten van Xq1X 90009%

t.0.v., de oorspronkelijke basis.
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Stelling 9., Eigenvectoren behorend bij ongelijke eigenwsarden zijn
lineair onafhankelijk.

Bewijs. We nemen aan dat x1,12,...,x paarsgewijs verschillende ei-

genwaarden zijn van operator 4 en dat Xy 91X 9000 9X, bijbehorende ei-

genvectoren zijn,
Stel dat x,‘,xa,...,xj lineair onafhankelijk zijn en dat xj+1,xj+2,...,xs
lineaire combinaties zijn van Xg1X 90009X

J

Als

X, = > Yy 5y (3 < £ 8) (15.22)

i=1

dan geldt: j j

ﬁ'x'e = j_; Tif'ﬂx = E YoMy %ye (15.23)
Anderzijds: :

ﬂx£=x£x£=iyielzxi (15.24)

i=1

Uit (15.23) en (15.24) volgt dat

gi; £ 717 12 7i

Dit impliceert dat (Xz-ki) Yip = 0 omdat de vectoren x1,x2,...,xj
lineair onafhankelijk zijn. Omdat A, £ A, is

Yig =Yg = e =Yy =0-
Volgens (15.22) is dus Xp = 0y maar d.i. in strijd met de aanname datx,
een eigenvector is. Het uitgangspunt is weerlegd: de vectoren

x,',xa,...,xs ziJjn lineair onafhankelijk.

Als het karakteristiek polynoom van een operator alleen enkelvoudige
nulpunten heeft dan is er, volgens stelling 9, een basie bestaande

uit eigenvectoren.

In matrix formulering: als alle eigenwaarden van een matrix paarsgewijs
ongelijk zijn, dan is die matrix op diagonaalvorm te brengen.

Algemeen geldt: de matrix A is op diagonaalvorm te brengen als het aan-
tal lineair onafhankelijke eigenvectoren gelijk is aan de orde van die
matrix,.

De Jordan normaalvorm van een matrix

Een matrix waarvan het aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren klei=~
ner is dan de orde van die matrix noemen we defecte.

Een dergelijke matrix is niet op diagonaalvorm te brengen. We zullen
zien hoe een defecte matrix met een gelijkvormigheidstransformatie
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veranderd kan worden tot een z.g. kanonieke Jordan vorm, waarvan de
diagonaalvorm een speciaal geval is.

(i) De afleiding van zo'n transformatie beschouwen we eerst voor het een=-
voudige geval dat slechts twee eigenwaarden samenvallen en dat met de-
ze twee eigenwaarden slechts é&n lineair onafhankelijke eigenvector
correspondeert.

Stel dat Zﬂ,lz,AB,...;Kh de eigenwaarden zijn van A en dat alleen

Ai = Aj voor i =1 en j=2. De bijbehorende eigenvectoren zijn
X1 ’X31X4’. LN ,xn.

Volgens de stelling van Cayley-Hamilton geldt
2 =
(A- 2 E)"(A- BE)...(A-A.nE) - e. (16.1)
Xh""’xn de vector Y_ toe zodat een basis van

11%39 2
R verkregen wordt. Op de vector Y,passen we het linkerlid van (16.1)

Nu voegen we aan X

toe. Dan krijgen we
? —
(A- A1E) (A- XBE)...(A- an) Ya = 0. (16.2)
Als we (A-A1E)2Y2 = Vh stellen wordt (16.2)
(A~ 13E)...(A- an) v =0. (16.3)

Om (16.3) op te lossen beschouwen we het volgende stelsel matrixver-
gelijkingen

!
o

(A’)‘BE) v3 =
(A-qu) v, =

l
<}
¢}

QeSO OOLIOODLSNCGCS

De oplossingen van dit stelsel zijn:

V3 =05 &5
o
v = —m + @, X
l+ )\B‘)\q’ x3 Ll' ll- (16.'-1-)
Vn = a3x3+ al}x'.}"- eoeo + anxna
Dus a
2 —
(A-AE)* T, = g ay X;. (16.5)

De vegtor (A-K1E)2Y2 heeft geen componenten in de "richtingen" X1 en YZ

hoewel Y2 een willekeurig gekozen n® basisvector is,

Nu bepalen we een vector X_ zodanig dat

2
(A- x1E)’x2 = O, (16.6)
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X, voldoet aan (16.,6); we zoeken echter een oplossing van (16.6) in
de ruimte opgespannen door Y 3 4,...,X o

Stel
n

X, =1, + g;; By Xye (16.7)

Met (16.,5) en (16.6) krijgen we dan

n n ’ n n
0=(aA=AE)?(Y,+> B, X)=D a,X, +>5 B AX, - A B X .
1 2 iﬂ’i:i e RIE N S S 1 P4

i=3

Ofwel:

>

(o, +B, (A, =2.)) X, =
| i i ivi 1 i
Omdat XB,X#,...,Xh lineair onafhankelijk zijn krijgen we
2 (16.8)
B, = T . 164
i A1 Ai

Hiermee is het bestaan van de vector XZ' lineaire combinatie van Ié
X3,X4,...,Xn, zodat (A-X1E)’X2 = 0 aangetoond,

I.peve (16,6) kunnen we schrijven
- - E =
(A-2F) ((A-A,B) X, )

Ofwel

(A-A1E) X, = X,. (ﬂ6.9)

DoWeze -
A X2 = X1 Xa + x1.

Deze vector XZ’ die niet een eigenvector is van A, noemen we een
gegeneraliseerde eigenvector van A,
Omdat de vectoren X1,Y2,

vectoren X1’X2”"’Xn een basis van R, want iedere lineaire combinatie

X ,,..,Xn\een basis vormen van R zijn ook de

van X,5¥,400.,% is volgens (16.7) ook een lineaire combinatie van

X,"X ,ooo,X e

2 n

Bij deze nieuwe, z.g. kanonieke basis, vinden we de volgende relaties
A X1 = x X1

A X2 = X1X2 + X1

A Xz =hgXs

® L ¢ © & 6

(16.10)

v A Xﬁ = An Xn
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De bij matrix A behorende operator & wordt t.o.v. deze basis gerepre~
senteerd door '

Ay 0 o .. O
0 X1:O e o o O
«1 . 170°°0O ‘x
c 1AC= 0 0 3 o e o ¢ (16.11)
0 0 o+ 4 A

De matrix C heeft de kolomvectoren X, ,X ,...,Xn als kolommen,

172
(Jh1 1 ')
0 A1
wordt de Jordan~kast behorend bij eigenwaarde x1 genoemd,

De matrix

Opmerkingen

1. De vector X_, oplossing van (16.9) is op de vector X, na bepaald want

2

1
X, is een element van de kern van J- X,‘& .

2+ Een vector X heet een gegeneraliseerde eigenvector van matrix A bij

eigenwaarde A als (A- AE)"X= O voor zekere m > 1,

Stelling 10, Een gegeneraliseerde eigenvector bestaat alleen als bij
een twee-voudige eigenwaarde slechts één lineair onaf-
hankelijke eigenvector bestaat. )

Bewijs. Stel A = A, met daarbij behorend twee lineair onafhankelijke
eigenvectoren X1 en X2 ;XB’X#""’Xn zijn de eigenvectoren behorend bij
de paarsgewijs verschillende eigenwaarden 13,1#,...,Xn. Stel dat er een

gegeneraliseerde eigenvector Y bestaat, waarvoor geldt

(A-X1E)2Y =0
ofwel ’
(A-x,]E)Y: x1.

Deze vector Y is te schrijven als

Mg

Y. X, -
= i1

Dus n
(8-2,E) g Y% = X,.
X, en X. zijn eigenvectoren bij X,], dus (A-k,]E)X,l =(A=- )‘,‘E)X2 = O,

1 2




(1)

i=3
Dit resultaat is in strijd met de lineaire onafhankelijkheid van de

n n
= (A= AE) {T:; Yy % =2 v O -A) X,

vectoren X1,X ,...,X « Nu is weerlegd dat de gegeneraliseerde eigen-

3

vector bestaat.

2
één 11nea1r onafhankelljke eigenvector X1 bestaat. We nemen voorts aan

Stel dat l = A, = eee -l en dat bij deze p gelijke eigenwaarden silechts

dat de andere eigenwaarden paarsgewijs ongelijk zijn.

We voegen aan de eigenvectoren X xp+1,...;xn de gegeneraliseerde eigen-

19
vectoren X2,X3,o..,Xp toe. Deze verkrijgen we door de volgende matrixe

vergelijkingen op te lossen:

(A=A EX_ =0 Kk =2,3,..0,p (16.12)
waarbij we bovendien de eis stellen dat

(A-X1E)k_1xk £ 0 k= 243, lbg00eqypo (16.13)

Uitgeschreven krijgen we

(A-).1E) x =0
(A= A1E) x2 =0 (16,14)
P -
(A-x1E) xp =0 .
Dit levert
(A-A,IE) X, =0
(A-X,IE) X, = X,
(A"‘1E) Xp = xp_1
ofwel
A X1 = X1X1

® O & o 6 & o

AX = X X .
p X1 P p=1

Te0o.v. de kanonieke basis;X,l,Xz,...,Xn wordt de operator Jﬂ, behorend

bij matrix A voorgesteld door:




(iii)
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. 0
. O
s O
« O
. }\'n

De matrix C heeft de vectoren Xi,X geeegyX als kolommen,
2 n

Opmerking
We bewijzen hier niet dat de vectoren XZ’X3""'XP die aan (16,12) en

(16.13) voldoen bestaan. Evenmin dat deze vectoren met x1,xp+1,...,xn,

een basis vormen van R,

In het algemene geval hebben we bij een p-voudige eigenwaarde x1 k
lineair onafhankelijke eigenvectoren (k < p). Zonder bewijs vermelden
we hier dat ook in dit geval een kanonieke basis geconstrueerd kan wor-
den. De operator A wordt t.0o.v. deze basis gerepresenteerd door een
matrix waarin k Jordan kastjes voorkomen die elk op de diagonaal A

hebben,

1

BeV.
A, 1. 0 0,0 O
0o A, 1 0 10 0
0 0 A, 1 E 0 o . i
0.0 0 Ao o S P T 0
0 0700 Ay
0 0 0 010 Ay

In dit voorbeeld worden twee systemen vergelijkingen van het type
(16,14) gebruikt om de verzameling van gegeneraliseerde eigenvectoren
te vinden waarmee de verzameling van eigenvectoren wordt uitgebreid
tot een kanonieke basis van de ruimte,

Voorbeeld
1 1 2
Mg =h, =1
A=[0 1 3
Ay, = 26
_\o 0 2 3
Bij X1 = 1 vinden we slechts é&n lineair onafhankelijke eigenvector
n.l. X1 = (1,0,0)0
Bij A, = 2 hoort de eigenvector X, = (5,3,1).

3

3



We berekenen de gegeneraliseerde eigenvector XZ uit

(A - A1E) x‘2 = X,

Uitgeschreven krijgen we

o 1 2 51 1 g + 2 53 =1

0O 0 3 52 = 0 ofwel 3 53 =0

0 0 1 %y 0 £5 =0
Dit geeft de oplossing Cz =1 en CB = O. We nemen §1 = 0, want de
vector X2 is op een veelvoud van X, na bepéald (x1 is een element

van de kern van (# - k1€r)). Dus XZ = (0,1,0).

De transformatie matrix is derhalve

1 0 5
C=l0 1 3

0O 0 1

Met eenvoudig rekenwerk vinden we

1 0«5
cTal o 1 ~3
0O 0 1

De Jordan normaalvorm van Yt is dus

1 0 =5 1 1 2 1 0 5 11 0
¢Tac =0 1 -3 0 1 3 0 1 3 = {0 1 0
0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 0 2

Symmetrische matrices

Stelling 11. Een symmetrische matrix is niet defect.,

Bewijs. Stel dat er een gegeneraliseerde eigenvector X  bij de eigen-

2
waarde A van de symmetrische matrix A bestaat, zbdat

(A-)\.E)’x2 =0

en tevens
(A=AE) X, # 0,

Dan is x3(4=1E)%X, = O. (16.16)

Nu voeren we in: Y = (A=-AE) XZ' Dan wordt (16,16)

Xé(A-AE)Y: 0. (16.175
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Omdat Y' = Xé(A-AE)' = Xé(A' - AE) = Xz’(A-AE), wordt (16.17):
I'Y = o. '

Dus is Y = 0, Maar (A-AE) Xé = 0 is in strij& met de veronderstelling

dat X2 geen eigenvector is., Hiermee is onze veronderstelling dat A een

defecte matrix is weerlegd.

Stelling 12, De eigenvectoren van een symmetrische matrix behorend bij
verschillende eigenwaarden zijn orthogonaal.

Bewijs. Stel ki # kjg Xi en X, zijn de eigenvectoren bij Xi resp. xjf

3

We beschouwen nu de volgende vergelijkingen:

= : 16.1
XiAXj ijixj ( 8)
stxi = xixsxi (16.,19)
Hieruit volgt
X'AX X1AX
ORI N S U S [ (16.20)

S i SR R

1 = 0 =Y
Omdat xjxi (iji) xix:l
[] = (] T =YXrae o L
en xiji (xiji) XjA xj xiij
vinden we dat in (16.20) zowel de tellers als de noemers nul

zijn, anders zou immers Ai = A

Dus xixj = 0, ofwel xiJ_ Xd’

j.

Als de eigenwaarde A p-voudig voorkomt horen daarbij p lineair onafhan-
kelijke eigenvectoren. De andere n-p eigenvectoren XP+1’XP+2"..’Xn
staan loodrechtop deze p eigenvectoren Y1,Y2,...,Yp.

Nu construeren we successievelijk vectoren X1,X2,...,Xp, die onderling

orthogonaal zijn, met behulp van de volgende relaties:

X, =Y
X. =Y_ 4+ a

X +a X, + 60 + 0

% = T * %1t 2pa%e pyp=1"p~1"
De coefficienten
. %21
a31 azé
L 4 [ ] o [
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vinden we door achtereenvolgens te stellen:

X1 5 .;
X, = = 0
%= 2%y
oooooooo‘oo
X' —X'X F e 0 e = X——Oo
1% P 2P p -1"p

De vectoren X1,X2,...;?5 zijn evenals Y1,Y2,...,!b eigenvectoren van
de matrix A behorende blj de eigenwaarde Ao Met dit orthogonalisatie-
procede is nu aangetoond dat

Xi!ﬁ =0 143,141 f 192500049Ps

Door ditzelfde procede ook toe te passen op de linealr onafhankelijke
eigenvectoren behorend bij andere meervoudige eigenwaarden wordt een
orthogonaal systeem van eigenvectoren verkregen, '

Als we deze vectoren normeren {(lengte 1) dan is de matrix C met in de
kolommen die genormeerde eigenvectoren een orthogonale matrix., Dan geldt
aus ¢~1 = cv,

De met A gelijkvormige diagonaalmatrix is derhalve

A 0 + 06 O

1
0 ha e o ¢ O
-1 'y . e o P ‘
C 'AC= ° o o o . = CYAC (16021)

Conclusie: bij de symmetrische matrix A bestaat een orthogonale matrix
C zodanig dat C'AC een diagonaalmatrix is.

Stelling 13, De eigenwaarden van een reeel symmetrische matrix zljn

reeel,
Bewijs. Beschouw het Rayleigh quotient
X*AX
R(X) =5y

van de vector X bij de matrix A.
Stel X = U + iV, waarin U en V reele kolomvectoren zijn, Dan is
X* = U' - iV?Y,
X*AX = (U' = 4V?). AU + iV) = (U'AU + V'AV) + 1(U'AV - V'AU).
Omdat U'AV = (U'AV)' = V'A'U = V'AU is

X*AX = U'AU + V'AV,

Dus is ook X*X reeel, want X*X = X*EX en E is symmetrisch.
Conclusie: R(x) is reeel.

&
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Als we aannemen dat X een eigenvector is bij de eigenwaarde A dan geldt:

X*AX _ AX*X
X*X - X*°X

Dus de eigenwaarde A is reeel.

R(X)= = A o

Opmerking .
De eigenvectoren van een reeel symmetrische matrix zijn ook reeel want

AX = AX geeft, in coordinaten uitgeschreven, n lineaire homogene ver-
gelijkingen met een reele coefficienten matrix A ~ )E.

Positief definiete matrices

Definitie. De reeel symmetrische matrix A heet posifief definiet als
X*AX > O voor iedere X #£ O,
X*AX

Als A positief definiet is geldt R(X) = Bd > 0 voor X # 0. Dus alle

eigenwsarden van A zijn positief, Omdat geen elgenwaarde nul is bevat
de kern van A alleen de nulvector: A is niet-singulier.

Omgekeerd is een symmetrische matrix met uitsluitend positieve eigen-
waarden positief definiet., Iedere vector X is n.l, lineaire combinatie
van de orthonormale elgenvectoren X1,X2,...,X (stelling 12). Dus

n
X1AX = (Z a X, )" A<§___ aixi)-(zaixi) <}'_' ahyX,) = 2 Myef > O

Stelling 14, De matrix A is positief definiet. Dan geldt:

(a) Als B positief definiet is, dan ook y,A +y,B als vy, >0,
Y, >0
2

(b) A”71 positief definiet

(¢) Als C niet-singulier is dan is CYAC positief definiet

(d) Er bestaat een positief definiete matrix M zodanig dat
M? = 4

(e) Als B regel symmetrisch is dan zijn alle eigenwaarden
van AB reeel

(f) Als B ook positief definiet is dan heeft BA uitsluitend
positieve eigenwaarden

(g) Als B reeel symmetrisch is en alle eigenwaarden van AB
positief zijn is ook B positief definiet

() Als ook B positief definiet is én AB = BA, dan is AB
positief definiet,

Bewijse. (a) X'(71Au+yzB)X = Y4X'AX + Y, X'BX > 0 als X #0 en

L
(Y.,A+ YZB) YA+ Y,B.

(b) Stel A™'X = Y, dus X = AY. Dan is X'A” X = (AY)'Y = Y'AY > 0
als Y £ 0, dus als X £ O. Bovendien is A~ symmetrisch, want AA™' = A"'A=
= E. Hier volgt n.l, uit dat (A”')'a = A(A™")' = E ofwel (A™")r = 2”1,

(e) x*(CrAC)X = (CX)'A(CX) > 0 als CX # O, dus als X # O, Voorts
is (C'AC)' = C'AC.
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(d) Stel dat x1,x2,...,xn de eigenwaarden zijn van A met blj-
1,X2,000,Xn0‘ Dan A.Xi = AXi (131,2,oo¢,n)o
Beschouw nu de matrix M met MXi = VK; Xi. De bijbehorende operator.ﬂz

beeldt R af op zichzelf,
Dan geldt:

M’x. M(MX,) = M(V’T %) = MX

behorende eigenvectoren X

i i
Dus M2 = A, Alle eigenwaarden van M zijn positief.
Bovendien is M' = M, Immers M? = A = A' = M'M', Omdat M eenduidig be=-
paald is geldt derhalve dat M = M',
We schrlgven voor M voortaan A%;

(e) AB = A%(A%BA%)A i; AB en A%BA% hebben daarom dezelfde eigen~
waarden. (A%BA%)' (A%)'B'(A%)' = %BA%. De eigenwaarden van afat zijn
volgens stélling 13 reeel.

(£) AB = A%(A%BA%)A i; AB heeft dezelfde eigenwaarden als A%BA%

Maar A%BA% (A%)'BA% en deze matrix (A%)'BA% is volgens (¢) definiet
positief en heeft derhalve uitsluitend positieve eigenwaarden.

(g) AB heeft positieve eigenwaarden, dus ook A i(AB)A% = A%BA%
De symmeirische matrix A%BA% is dus positief definiet, Volgens (c) is
dus B = (A-%)(A%BA%)(IL%) = (a~Hratmahit positief definiet.,

(h) AB = BA, dus (AB)' = B'A' = BA = AB, Volgens (f) zijn alle
eigenwaarden van AB bovendien positief, AB is derhalve een positief de-

finiete matrix,

De positief definiete eenheidsmatrix definieert in de n~dimensionale
ruimte een lengte, metriek genzamd van een vector volgens

n . .
et = @ = _z2 )t ;\
i=1

waarin 51,E2,...,En de coordinaten zijn van de vector X t.o.v. een
orthonormale basis., Deze metriek is afgeleid van het product van een

rij-en een kolomvector, n.l,

X1EY = X'Y,

Twee vectoren zijn (E) orthogonaal als X'EY = X'Y = O,

Dit product voldoet aan de voor het inwendig product gedefinieerde
axioma's 10 t.m. 13 (NA=199) zoals blijkt als X'Y geldentificeerd
wordt met (x,7).

Bij een positief definiete matrix zal het product X'AY, als we dit
identificeren met (x,y), voldoen aan de axioma's 10 t.me 13 (NA-199),
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Irmers

1¢ X'AX >0 als X £ 0

2. X'AY = Y'AX

30 (X4 + X,)'AY = XJAY + XIAY
L, (aX)'AY = a(X'AY).

Van dit inwendig product (x,y) = X'AY leiden we de A-metriek af:
Ix] = (x,x)° = (X'4X)

18 de A~lengte van de vector X. :
‘Twee vectoren X en Y zijn A-orthogonaal als X'AY = O,

Eigenschappen

1. Omdat volgens stelling 1 geldt:
Hx,3) | € Ixla iyl
krijgen we bij dit speciale geval:
(X'aY)? < (X'2X).(Y'AY).

2. Paarsgewijs A-orthogonale vectoren zijn lineair onafhankeli jk.
Bewijse ZiJ X1,X2,.,.,Xk een A-orthogonaal stelsel van vectoren en

stel a1x1 + a2x2 + eee +'quk = 0,

Dan geldt , p
= v = ! eove
0 = (a1X1 + a2X2 + sece + q’kxk) AXi aiXiAXi 1= 1’2' 1D
Omdat XJAX, > O is dus a;, =0 (1 = 15240004m)0 |

De A-orthogonale vectoren zijn dus lineair onafhankelijk.

3¢ Met de p lineair onafhankelijke vectoren 11,Y ,...,Ié kunnen we

2
een A~orthogonaal stelsel van p vectoren X1,X2,...,Xp construeren
met behulp van de volgende relaties:

X1 = Y1

2 = I+ Byl (16.22)

o @ e ] L] L] L] ®

X =Y « Y+oo.+ Y
P P pp1 1 Bpp-1 p-1

Bewijse We bewijzen met volledige inductie.

P

Stel dat de A-orthogonale vectoren X1,X2,...,Xm~ al geconstrueerd
zijn met de relaties (16.22).

De vector Xm’ A-orthogonaal t.o.v. Xq,Xa,...,Xh_1, schrijven we als

1

Xh = Yh + am1X1 + am2X2 * oot 4 &m—1' (16.23)

Deﬁpoefficienten.am1,am2,...,am bepalen we uit de A-orthogonali=-

m~"
teitsvoorwaarden

XIAX = XIAX = o o« ¢ = X' _AX = 0.
: m 2 m m~1

1 m




Dit levert

X'A(Ym + 0 X 4 pee + 0

m1 1 m m=~1 Xm-'])=0 j=192,...,m-1

J
Omdat volgens de inductie~-aanname
X:"AXi =0 i#A3 eni,j < m=1
geldt
' ' = i - -
XjAYm + aijjAX:j =0 j = 1,2’000,m 1
Dus '
X1AY :
m .
amj =-E?A'}§' Jd =1,2,ooo,m“’1

Xm is derhalve een eenduidig bepaalde lineaire combinatie van Ym,X1,
XZ,COQ,X -10 .
Als we in (16.23) voor X19X 90004% , de al bepaalde en in (16.22)

uitgeschreven lineaire combinaties van Y,¢Y_ 4e00,Y substitueren,
172 ' "me

1
blijkt dat Xm een lineaire combinatie is van Y1,Y2,...,Ym :

Xy = Ym + Bm1Y1+ e tp

mm-1Im-1

Xm is niet de nulvector, want anders waren Y,',Ya,...,Ym lineair afhan-
kelijk,

De aanvang van de inductie is triviaal: voor m = 1 "construeren" we

de vector X, 28 dat X, =Y,
Opmerkingen |

1., De hier bewezen mogelijkheid een stelsel vectoren te '"A-orthogonali-
seren' kwam al ter sprake bij het bepalen van een E-orthogonale
basis van een eigenruimte van een symmetrische matrix (NA-226)

,...,Xp te delen door resp. (XSAXj)%; J=1,2500p

2o Door de vectoren X1,X2

verkrijgen we een A~orthogonaal vectorsysteem,

Reele niet symmetrische matrices

Als de matrix A niet symmetrisch is, bestaat het volledige eigen~
waarde probleem uit het bepalen van de eigenkolommen X :

AX = AX (16.24)
én het bepalen van de eigenrijen Y*

T*A = p¥* ' o (16.25)
I.peve (16.25) kunnen we schrijven: ' '

A*Y = ¢ Y. '

#

Voor de eigenwaarden A behorend bij de eigen kolommen geldt:
A - AE]| = O, (16.26)
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Voor de eigenwaarden p behorend bij de' eigenrijen geldt:
la* = n Bl =0, (16.27)

Ofwel (A = pB)*| = A = pE| = O, (16.27=)

De karakteristieke polynomen van A en A* hebben complex geconjugeerde coeffi-
cienten, de eigenwaarden van A* zijn dus de complex geconjugeerden van

de eigenwaarden van A,

Als A reecel is hebben A en A* dezelfde eigenwaarden.

Bovendien volgt uit (16.26) en-(16.27a_) : bij iedere eigenwaarde van A
bestaat tenminste é&n eigenrij en é&n eigenkolom., Stel Agshorecesh  zijn

de eigenwaarden van .A. Hierbij behoren de eigenkolommen x1,x2,...,xn en de

eigenrijen Y:‘]‘,Yz, soe ,Y_;.

Stelling 15, Als ki #Z A, dan geldt Y*X, = O,

J i3

Bewijs. ij = ijj , . (16.28)
Omdat Y;A = AiY;
geldt e

A*Y, = xiYi. (16.29)
Dan is

Y*AX, = A Y*X,. 1630

Py = NN (16.30)
Maar N

* — ®

(YiA)Xj = iYin' (16.31)
Hieruit volgt:

A Y* = A YT*X ..

jYin iYin
Omdat }‘i # }‘j is dus | _

¥*X, = O. (16.32)

i3]

Conclusie: als de eigenwaarden van een matrix paarsgewijs verschillend
zijn dan geldt voor de eigenkolommen X1,X geeegX en de eigenrijen
T#, Y% T* 2 n
195000009y
* - .
Yin o) i#3]

Een dergelijk stelsel van 2n vectoren noemen we een biorthogonaal systéem.

Als 7\1 = )\2 en bij deze tweevoudige eigenwaarde twee lineair onafhanke-

19%, (dus ook twee lineair onafhankelijke eigenrijen

T4 , I3, want rang (A= ME) = rang (a* =X 1E) = n-2) behoren dan kunnen

lijke eigenkolommen X

we op de volgende manier een biorthogonaal systeem van eigenrijen en ei~

genkolommen construeren,

Stel JIZ = X'l + axa

V2 = Y1 + BYa. .
- * - o
Dan geldt .AUZ -}\1U2 en A V2 A1V2

. Nu bepalen we a zodanig dat Y,’;Ua = 0, dus
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k3 -—
Y,l(x1 +(1X2) = 0,

We vinden voor

Evenzo bepalen we B zodanig dat X;V2 = 0,
Dan krijgen we
_X;YZ

Met deze keuze van a en B vormen de vectoren X1,U2,X ,...,Xn en

Y1’V2’Y3""’Yn een biorthogonaal systeem.
Algemeen geldt: als het aantal lineair onafhankelijke eigenvectoren
van een matrix gelijk is aan de orde van die matrix, dan bestaat er
een biorthogonaal stelsel van eigenkolommen en eigenrijen,

Als van de eigenwaarden X1,X2,...,Xn alleen K1 =\, en bij de tweevou-

2
1 slechts é&n lineair onafhankelijke eigenkolom X,

(dus ook slechts €én lineair onafhankelijke eigenrij Yg) bestaat, gaan

dige eigenwaarde A

we aan de verzameling van eigenkolommen en eigenrijen gégeneraliseerde
eigenvectoren toevoegen om een biorthogonaal systeem te verkrijgen.

7Zij X, een ge8eneraliseerde eigenkolom., Dan geldt dus

2
AX1 = 11X1 | ‘~ (16.33)
213 Y; een gegeneraliseerde eigenri]j:
AT, = AT, | ~ (16.35)
A*Y, = A1Y1 + 1. (16.36)
Uit (16.33) volgt
T2AX, = A1Y;x1. (16.37)

Maar volgens (16.36) is

- * % - (% * - * *
(Y:A)X1 = (A Y1) X1 = (X1Y1-+Y2) X1 = 11Y1X1 + Y2X1.

Met (164,37) levert dit

* =
Y2X1 0,
%k — — : *
Onmdat iji = 0 (j = 2,3,00.,1’1) 1S Y1X1 # O.»
T*X = 0 voor j = 3,’-},...,11

j 2 &
* = * * = *
Immers YjAX2 = A1YjX2 + Y1X1 A1YjX2
*AVX, = (A*Y )*X. = (\,Y.)*X. = A Y*X_,
) 2 ( j) 5 (xj j) 5 41735,

{Yj
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* - * °
Dus x1ij2 xjxjxa
Maar dan is Y:X, = O want A, = xj (3 = 338500a4n).

j2
Stel nu dat Y;Xa # 0.

Dan bestaat er een vector

U2 = X2 + a1X1

zodanig dat : =

* -
Y1U2 = 0,
Immers _ Y,"I‘X2
* = * * = T e wwe——— °
Y1 > Y1X2 + a1Y1X1 0 als o, Y;X1 (16.38)
De vector U2 is een gegeneraliseerde eigenkolom van A (een gegenera-
ligeerde eigenvector is immers op X1 na bepaald) die loodrecht staat
op Yj (3 = 344,000on) want X, én X, staan loodrecht op deze vectoren.
Met deze wector U2, loodrecht op Y1, is een biorthogonaal systeem
X,],UZ,XB,ooo’xn
Y1’Y2’Y3:°--’Yn
verkregene.
Opmerkingen
1. Voor U, geldt:
AU2 = X1U2 + X1.
Immers
AU2=A(X2+a1X1) = A ,X, +(1 +a1x1)X1 = }\1(U2-a1x1) + (1 +a1)~1)X1.
* — * ‘ - *
2. Y3AU, = Y10~1U2 + X)) = 11X,

Maar (Y;A)U2 = (A*Y1)*U2.
* = O * = * * = Y*U_,
Dus Y4U, (A1Y1‘+Y2) U, = A Y50, + T30, = Y30,
- * - * °
Conclus:Le.Y1X1 Y2U2
* =A * * 7 = Y*X .
30 Y3AU, =M T30, ¢ T3%y = T3

* = * =
Maar YZAX1 = X1YZXH : 0.

Als we de genormeerde (al dan niet gegeneraliseerde) eigenkolommen
(resp. eigenrijen) van A als kolommen (resp. rijen) gebruiken wordt
de matrix C (resp. R) verkregen. Wegens de biorthogonaliteit geldt

RC =E ., : (16.39)

Volgens (16.11) wordt de bij A behorende operator # t.o.v. de kanonieke
basis X1,U2,X ,...,Xn door de Jordan normaalvorm gerepresenteerd.

Volgens (16.39) levert dit:
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11 10 ., . 0
0O A0 . .0
RAcs. 0 o° }‘.3 e o+ O (16.40)
° ® @ - L4 o o
0 0O o o A

In het algemeen geldt:

Er bestaan voor de matrices A en A* biorthogonale kanonieke bases. Als
deze vectoren kolommen (resp. rijen) zijn van de matrices R (resp. C)
dan is :

RAC = d

waarin J de Jordannormaalvorm is van A .

Opmerking

Bij symmetrische matrices is, volgens (16.21) R = C'" en dan is C'AC
een diagonaalmatrix. :

Kwadratische vormen
L J

Stelling 16. Iedere kwadratische vorm met een reele coefficientenmatrix
kan getransformeerd worden tot een kanonieke vorm:

n
F(}F1,X2,...,xn ) = ; xiyf L

waarin TqsT0e0esd lineaire combinaties zijn van I PN

Bewijse We hebben gezien (NA-191) dat we de kwadratische vorm kunnen
schrijven als

F(X1'x2,ooo’\xn) = X'AX- ' (16041)

Hierin is A de reele symmetrische matrix behorend bij F(x1,x2,...,xn)
en X' = (x1,x2,...,xn).
Volgens (16.21) bestaat er een orthogonale matrix C zodanig dat

C'AC = A (16.42)
waarin A de diagonaalmatrix is met de eigenwaarden Ai van A op de

diagonaale.
Uit (16.42) volgt dat

A = CAC'.
Met dit resultaat wordt (16.41)

FXg4%590009%,) = X1(CACTX = (C'X)* A (C'X).
Stel nu C'X = ¥ ofwel X = CY,
Dan k?ijgen we

= - 2
F(xq,xag...,xn) =YIAY = A.,]y‘l + A

2 2
T3+ oo + )\nyn (16.43)

met (y1,:72,...,yn) =Y,
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Pogitief definiete kwadratische vormen

De kwadratische vorm F(x.l,xz,...,xn) noemen we positief definiet als
F(x1,x2,...,xn) > 0 voor (x1,x2,...,xn) # (0,0,...,0), Uit (16.43)
blijkt dat F(x1,x2,...,xn) den en alleen dan positief definiet is als
alle eigenwaarden van de matrix A, behorende bij F(x1,xz,...,xn) posi-

tief zijn, dus als de matrix A positief definiet is.

Stelling 17. De kwadratische vorm X'AX = F(x1,x2,...,xn) is dan en &
leen dan positief definiet als
A1 =e, >0

a,, &
A =] 1t 12

2 > 0

a'21 8.22

Bewijs., Stel F(x1,x2,...,x ) = 1,3_.1 8; X%y is positief definiet,
Volgens (16.21) is er een orthogonale matrix C zodanig dat

C'AC = A
waarin A de diagonaalmetrix is met A‘l )\2,...,). op de diagonaal en boven-

dien is 7\1 >0 (i=12,.,..,n) omdat A pOBitlef definiet is.
Dus

A= CACT,
Nu blijkts
o, = [A] = [c] [a] C'] = AAyeeany lc|2 > o. (16.44)
Besgchouw nu
F(x.‘ XpgeeesX 30s0es) -2: i, jmo ®135%1%5°

Voor deze positief definiete kwadratische vorm geldi volgens hetzelfde
argument als bij (16.44)

Ak>0.

Om omgekeerd te bewijzen dat F(x1,x2,...,xn) positief definiet is als
Ai >0 (i = 1,2,...,n) beschouwen we de LR-decompositie van de matrix A

(NA-187) s

A= CAB




A
wearin A disgonselmstrix (a1,a2,...,an) met @ = -

84

C een Lematrix

B een R—matrix} met enen op de diagonaal,

Bij deze decompositie is
L ( )
a, = >0 A =1),
i Ai-1 o

Omdat de matrix A symmetrisch is geldt
CAB=A = A" = BV 4 C?,

Vanwege de eenduidigheid der decompositie is
C = BY,

Dus A = B' AB, | (16.45)
Maar dan is

A= (B') A" 1w (B™1)aB™1,

Met de matrix B! wordt de kwadratische vorm F(x1,xz,...,zn) getransfor=
meerd tot de kanonieke vorm waarvan A de matrix is. Deze kanonieke vorm

heeft positieve coefficienten a; en dus is F(x1,x2,...,xn) positief de-

finiet,

In formule: Stel X = B™'Y, |

F(xqsXppeeesXy) = X1AK = (BHY)14(87'Y) = Y1 (B7)1B™'Y = 114 Y,

Omdat '
TPAY >0 als Y ¥ 0

zal dus
X'AX > 0 als X %0

want B~V is niet-singulier.

Stelling 18, F(x1,xz,...,xn) en <I>(x1,xz,...,xn) zijn kwadratische vormen,
Als <I>(x1,x2,...,xn) positief is kunnen beide kwadratische
vormen met één transformatie van variabelen op kanonieke vorm

gebracht worden.
Bewijs, We transformeren eerst Q(x.l,xz,...,xn) tot de kanonieke vorm

@(11,x2,...,xn) = a1y§ + azy'; + 500 + “ny; e (16.46)

&
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Hierbij gaat F(x1,x2,...,xn) over in F, (y1,y2,...,yn).
Fu gaan we in beide vormen over op nieuwe variabelen:

= I"1‘1—'371' Zp = -”'2‘[_“—2’"" % ™ yn\I?n'

Deze transformatie is mogelijk omdat alle a; > 0, immers Q(x,‘,xz,...,xn)
is positief definiet,
Met deze transformatie krijgen we:

@(x‘pxz)'"’xn) = £1 + Zg + so0 +2:o

F(x1!xé"°0,1h) = F2(51’22’0~-15n)°
Penslotte transformeren we Fz(z1,zz,...,zn) op keanonieke vorm met de
orthogonale transformatie P,
Deze transformatie levert

2 2 ' 2

Fz(z.‘,zz,...,zn) = A.‘t1 + Az'tz + o0 T Ahtn'
De kenonieke vorm z: + zg * 000 + z: wordt getransformeerd tot
t3 + b5t ees ¥ t2 , want als Z' = (z4y%p50009%,) e T' = (f4,t50000yt)
dan geldt

Z = PT

en
Q(x.l,xz,...,xh)-Z'Z = (PT)'PT = T'P'PT = T'T,

omdat P orthogonaal is, ,
Met deze drie successieve transformaties is dus verkregen:

Flrpmgeeerm) = Mtk + At 4 eee A (1647
Q(x1,xzpooo,xn) - t: + t; + s0s T tlzl. (16948)

De coefficienten AqyAyyeeeyd in (16447) kunnen we zonder de drie trans=
formaties uit te voeren bepalen, '

Zij C de matrix van de lineaire transformatie die F en ® simultaan op
kenonieke vorm brengt, A de matrix behorend bij F, B de matrix behorend
bij ® en A de diagonaalmatrix met MsAgseeos A uit (16647) op de diago=~
neal,

Dan geldt dus:

CIAC = A
C'BC = E




Derhalve is

A = pE = C'AC = pC'BC = C'(A - pB)C,
" Hier volgt uit dat

|A = pE| = |C?] |& - uB] |c] .-
Ofwel :

2

(Ag =)y = p)eee (A - 1) = [C]7|2 - pB| .
De getallen Ayyhypessyh in (16.47) zijn de nulpunten van |4 - I
Met de hier ingevoerde notatie kummen we stelling 18 op een andere manier

bewi jzen,
De matrix B is positief definiet, dus bestaat de positief definiete matrix

& d
B® (stelling 14 ).
. EY

Stel dat de orthogonale matrix Q de symmetrische matrix B op diago=~

- naalvorm transformeert,

Dan geldts
Q'B'%A B"%Q = C'AC = A
weerin C = B2 q,
De matrix B wordt door C getransformeerd tot
C'BC = Q'(B"%)'BB'%Q = Q'Q = E,
De transformatie met de matrix C voert dus de kwadratische vorm F over

op de kanonieke vorm met coefficienten 11,12,...,Ah en de kwadratische

vorm ® op kanonieke vorm met coefficienten 1,1;¢04,%

Hermitese vormen
De algebraische uitdrukking

F(2192p000093)) = 804343 + 845293, + eoe + oy 747
+ 8.212221 + 8.222222 + ee0 T a.2nzzzn
+ ® & & @ @ H»H © & o ® ® @ » ® & o o

+ B1%0%q T BpoZnZa T oeee T BB

waarin aij = Eji €N Z,9Z,geceyB complexe variabelen zijn noemen we een

Hermitese vorm.

De matrix van de coefficienten in de Hermitese vorm is een Hermitese matrix,
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De functiewaarden van de Hermitese vorm zijn re&el, want:

n n n
F(z1,z2,...,zn) » i}j' aijzizj - £ j=1 aijzizj = E aijzizj = F(z1’o.o,zn)
9 ]

Een Hermitese vorm heet positief definiet als
F(z1,zz,...,zn) >0 voor (21,22,...,zn) # (040y000,0)0

De matrix van een positief definiete Hermitese vorm heet een positief de- -
finiete Hermitese matrix,

De bewijzen ven de hieronder genoemde stellingen verlopen analoog met die
van de overeenkomstige stellingen voor kwadratische vormen.

1¢ Iedere Hermitese vorm kan met een niet-singuliere lineaire transformatie
van variabelen op kanonieke vorm:

a1‘z1'2 + 12l22l2 toeee ¥ anlznlz

gebracht worden (vgl. stelling 16),

2, Opdat een Hermitese vorm positief definiet is, is nodig en voldoende
dat al de coefficienten a@ in de kanonieke vorm positief zijn.

3¢ De kenonieke vorm kan bij een Hermitese vorm verkyegen worden met een
unitaire transformatie, :

4, Twee Hermitese vormen, waarvan &én positief definiet is, kunnen met één
lineaire transformatie op kanonieke vorm gebracht worden (vgl. stelling 18).

17. Het numeriek bepalen van eigenwaarden

V86r de behandeling van verschillende numerieke methoden ter bepaleing van
de eigenwaarden van een matrix wordt eerst de stelling van Gershgorin be-
wezen, wearin een schatting gegeven wordt voor de eigenwaarden van een matrix.

Stelling 19, Zij & = (aij) een matrix met complexe elementen. Alle eigen=
wasrden van A liggen in de vereniging van de cirkels

z - aiil ‘Ri (i = 1,2,...,11)
waarin
=1
I
Bewijs. Stel dat A een eigenwaarde is van de matrix A en dat X-(x1,x2,...,xh)'
de bij A behorende eigenvector is.
Den is
n
ng.l aijj = Axk (k = 1,2,0.0,11)
Ofwel .
praiy x.=(A=-a,)
=1 %% P M
itk

J

Zij i de index van het, in modulus, grootste element ven X,
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Dan geldt dus

A-a.

'_“.‘4 LN

- g
J=1 %3
I

Ofwel

< R..

jut 255l =Ry
I

|A - a, ij-:zj 7 las
bt
Voor iedere eigenwasrde van A vinden we een index i en een cirkel met mid-
delpunt a;; en straal Ri zodat alle eigenwaarden van A in de vereniging van
&l deze cirkels liggen,

We nemen aan dat de matrix A reBel is en niet defect. 11’A2""’Ah zijn de
eigenwearden van A met bijbehorend de eigenkolommen X1,X2,...,Xh en de ei-

genrijen Y:,Yéﬂ...,Y;. Dan geldt dus

=A% 4. 1y250005n.
A*Y. = XY,
1 11

3ovendien nemen we aan dat |Ay| = [A,] >-|A3| P eee = lAhI.

De Powermethode

De powermethode is een iteratieve methode waarbij, met een (bijna) wille=
keurige startvector beginmend, de grootste eigenwasarde 11 en de daarbij

behorende eigenvector X,,bepaald wordt,

Zij X(o) de startvector die te schrijven is als

0

x©) T8 ¥pky +oees + Ky (17.1)

waarbij we aannemen dat X(o) zo gekozen is dat v, # 0.
Nu berekenen we iteranden X(k) volgens het volgende iteratieprocé&é:
x®) L xE&ND gL (17.2)
Dan geldt

(k) (k=) k

X/ - n X =Ty Ty Xy (17.3)

Als |A1] >-LA2| zal de component van X( ) in de richting ven X, steeds
"meer "versterkt" worden dan alle andere componenten in de richtingen
X X,

09 3’--0’
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Daarom geldt in dit geval:s

1n A7%®) -y x, (17.4)
k+co
Als |A;| > 1 wordt de coefficient van X, in (17.3) groot, als |A,| < 1

wordt deze coefficient klein,
Uit de lineariteit van A volgt dat voor het 3 kenta.l Xﬁa '—X(k) geldt:

X X
( ) - R X5 J="12...n

waarin Xij het je kentael is van de eigenkolom X., We normeren de vector
X(k) z0 dat het grootste kental, zeg Xi(zk) van X(k) gelijk is aan één,

We beschouwen nu de sangroeifng van dit kentel per iteratie:
X(k+‘l) B ey
£ = i

- 17.5)
o X (
% Bimt Yy Xy
Met enig gereken vinden we met (17,5):
(k+1) k+1 + |
lim%y-— = lin A, = azpz M ﬂk - A (17.6)
waarin
v:X, A
V) i
o, = p = i=2 3 csosgll
i 71X‘1‘e 9 i A.1 /9

Uit (17.5) leiden we een schatting af voor de relatieve fout na k iteraties

voor de berekening van }.1. Die relatieve fout geven we asn met het orde

symbool U,
We vinden n.l.
X(k+1)
—(-7-— M {1 +0(8)) (17.7)
Opmerking
x(k+1)

R o)

betekent dat er een getal A > 0 bestasat zodanig dat
x(k+1)

|A1J'(1?>— | < & 165

als k ~so0,
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Dit iteratieproces levert ons ook de eigenvector X1, nele

xte) "11{ {ry%y 7251; Xyt oot "nﬁi Xb= 71"]1: [% +°(‘3§)X2] (17.8)

Voor de éigemraarde )\1 kunnen we, als de matrix symmetrisch is, een betere
benadering verkrijgen met het Rayleighe-quotient,

We beschouwen
x5 (k)

x ) Ty (k)- *

r(x()) «

Dan vinden we
1im RGx®)) . Aqe

k ~00
De relatieve fout na k iteraties is eenvoudig te bepalen omdat de eigen-
vectoren van een symmetrische matrix een orthonormeal stelsel vormen. Met

deze eligenschap leiden we af:

k) (k1) 42 7‘12k+1 + e 42 7&121”1 2

X 1 n 2 2

F0) () T 'r: ngk . Y; hik -n{1- = By (1 = By) +eee} (17.9)
- N {1 +o(g§k)} .

Een kleine verbetering van de nauwkeurigheid krijgen we door als benadering

van }..1 te nemen

Ller) 1, (&)
LG (&)

§k+1) bedraagt,

Conclusie: bij toepassing van het Rayleigh-quotient wordt de eigenwaarde

in welk geval de relatieve fout 0(B

bepaald met een relatieve precisie o(pgk) terwijl de (gelijk-
tijdig berekende) eigenvector een relatieve precisie O(ﬂz) heefte

Opmerkingen

1e Als de matrix A positief definiet is zal de benaderde waarde van }\1
kleiner zijn dan A1 (zie 1709) '
26 Als |A1| = I}‘zl >|7l.3] onderscheiden we twee gevallen:

&
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8o Ay = =Ay
Na k iteraties, voor k voldoende groot, krijgen we een vector
evenredig met v,X, + (-1)k72X2.
Voor k even levert dit 71X1 + 7212.
Voor k oneven levert dit 71X1 - 72x2'
Uit deze relaties vinden we benaderingen voor X1 en X2 en met
het Rayleigh-quotient berekenen we dan A1.
be A1 - AZ.
Voor grote k krijgen we een vector evenredig met"r1X1 + TZXZ'
Dit is een benadering van een vector uit de twee~dimensionale
eigenruimte, Met een andere startvector vinden we een tweede
vector van deze ruimte,
3e Om de vector X(k) te berekenen hebben we X(o) k keer linksvermenige
vuldigd met A, We vragen ons nu af, of het tijdwinnend is met machten
van A te rekenen, dus links vermenigvuldigingen uit te wvoeren met
A%, a% A%,
Om A2 te berekenen moeten n2 vectorproducten (inwendige producten)
berekend worden, ‘
Stel dat voor de vereiste nauwkeurigheid k iteraties verricht moe-
ten worden.

Bij iteratie met A ¢ k stappen dus kn vectorvermenigvuldigingen

" " " A2 : %‘k " n %101 +n2 "
1" u it A4: %;k " 9t i—kn +212 i
" n n A8 s _BLk " ] ‘é‘kn + 313 "
Hieruit volgt dat:
iteratie met A voorkeur verdient als k<2n
# n A2 " " " 2n<k<4dn
n " A4 " " " 4n <k < 8n.

In het algemeen zal iteratie met machten van A te prefereren zijn

boven iteratie met A zelf als k groot en n klein is.

Powermethoden voor niet-symmetrische matrices

Als |A1|v>v|A2| verschilt de powermethode voor niet-symmetrische matrices
niet van het bovenbehandelde voor symmetrische matrices,

De veronderstelling "A is gymmetrisch" kwam voor het eerst ter sprake bij
het Rayleigh—qnotient.rWe gebruikten in (17.9) n.l, dat de eigenvectoren

een orthonormaal systeem vormen,
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Bij niet-symmetrische matrices moeten we, ook al zijn de matrixelementen
re8el, complex rekenen., De startvector dient in het algemeen complex te

zijn.

We zullen het Rayleigh-quotient procédé generaliseren om het toe te kunnen

passen op niet-symmetrische matrices. We‘beginnen het iteratieproces met

een startkolom X(o) en een startrij Y

Zi
x5 ex e 1@zt gy, (17.10)
Dan geldt:
) ,on _ k (k) . p
X Zimq YiA X5 en Y 2;'1 E%AiYi (17.11)

Eigenkolommen en eigenrijen vormen een biorthogonaal stelsel; als deze
vectoren genormeerd zijn geldt:
* =
Yixj 513‘ (17.12)
Beschouw ( (x)
k)*, ,(k
R(X(k) (k)) _z_j_é%ij__..
X

Met (17.12) leiden we af:< n

Sk (o i) % P

n
1im rx®) vy o g4 3 =1 - 1n &

im]
- 00 1 -
k ~e0 k @;6 ><ZYJJJ> S W W Ve

i=1

=
-

.}\1,

Evenals in (17,9) vinden we dat de relatieve fout is:

'
{6 )
Om deze nauwkeurigheid te bereiken, in k stappen moeten 2k vectoren bewerkt

worden, Het wvoordeel van het Rayleighwquotient t.0.v. de formule

x 1)
M=l iy
) X'z

is dus bij niet-symmetrische matrices niet meer aanwezig,

&




NA-246

Tenslotte bespreken we de methode van de vierkantsvergelijking waarmee

de eigenwsarden Ay en A2 bepasld kunnen worden, ook als ])\1| - ])\zl > “‘31'
Hierbij is het uitgangspunt dat voor grote k X element is van de ruimte
opgespamnen door X1 en X2 en dat de bij enkele opeenvolgende stappen ge-
vonden vectoren lineair afhankelijk zijn. Met deze lineaire afhankeli jk-
heid worden X1 en X2 bepeald,

Zij

k)

( k k k
X = oy hy X+ 1A, X, +o(7\3)x3

en

r®) LT 3Ey, + 5, XXy

MY D, 2 *0("1;)%'

We vormen nu achtereenvolgens, gebruik mekend ven de biorthogonaliteit:

*
(x+1) (k) Zk+1 2k +1 Zk+1
Paaq = Y XD = g3t wpdahy 4 00T
(x+2)*, (k) 2k +2 2k+2 2k +2
Py =T X = 140477 + 10,05 + 0( )

. (17.13)
(x+2)*, (k+1) 2k+3 2k +3 2k +3
P2k+3 =Y X = 1,042 + Yod,A, + 0(>~3 )

(k+2)*, (k+2) 2k +4 2k 2k +4
P2k+4 =Y X = 1,842% + 10,0, 0 +0 (AB )

2Zk+1 2k +1
Als we stellen: ?, = 716 1A1 en ¢, = 7262A2 en aannemen dat k groot

5- kA ‘
genoeg is om 0<(A1> ) te verwaarlozen, wordt (17,13):

Pox1 =% *9
okt ™ PRyt 90,

-9\ + g, (17.14)

2 2

P
P2k+3
P

A3

3
eIl FUR UM

Dit zijn vier vergelijkingen met twee onbekenden @ 4 en 9, o

Voor de oplosbaar heid van (17.14) is nodig en voldoende:

T Pun Ao A Py,
A A P 42 2

; 2 Ze+2 = |M N Pyys =0
A2 a2 p - 3 3

1 2 Zk+3 A » }‘2 P2k | e




Ofwel

MAPo i = (M + )P 5 + Py 5 = 0
MALPyp = (M + 3)Py 5 + Py ) = 0.

Deze twee vergelijkingen met de twee onbekenden 7\.112 en Al+ J\.z hebben als

(17.15)

oplossings
ng+3 2k+2P2k+4
Mhy = = B (17.16)
Poe+2 = Poci1Pocss
en
P P - P P
7\1 Az 2k+2 2k+3 2k+1" Zk+4 2q. (17.17)

Pl - P o r1f o3

Dus L‘ en )\2 Zjn wortels van de vierkantsvergelijking
A2~ 2qp + B = O. (17.18)

Om het verlies aan cijfers te beperken berekenen we 2a niet uit (17.17)
meer uit de formule
P + P B
2 = S ZkiP - (17.19)
2k+3 ,

zodt de onnauwkeurigheid vande coefficienten in (17,18) uitsluitend ver-

oorzaskt wordt door het e¢ijferwrlies in teller en noemer van 8.,

Om het cijferverlies bij de berekening ven § na te gamm voeren we de groot-

heid 21
SRR ) )
q’1 M
in,
Dan vinden we:
2
P = ¢ (1 +53),; P = 225 (1+-23);
2k A ? 2k+3 171 12 ’
1 ,3
)‘2 . 3 }‘2
L A1q:1(1-+-i-; B)g Porg ™ A1<p1(1 + -)—:;5).
1
Dit resultaat gebruikend leiden we af:
‘ P22k+3 = PoyaoPoxag = MMy ("1 2%

2 2 2
Pocre = PocraForss = - (A = 25)79 0.
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Als h en h dicht bij elksar liggen treedt cijferverlies in B op door
(7& -7\ )3, 313 dit niet het geval is danwordt cijferver ies in P door 3
veroorza«ﬂd:. Hetzelfde gebeurt in de uitdrukking (17.17) voor 2a.

Als we echter (17.19) substitueren in de vierkantsvergelijking, den
blijken de fouten in de daarmee berekende Aien )\2 te zijn:

A\ 2Zk+1 A 2Zk+1
o) ) e o )
1 2
2k +1

Het voordeel van (17.19) t#.vo (17517) blijkt ook als 3\3: te ver -
waarlozen is voor grote k. Dan vallen in (17.16) en (17.,17) cijfers weg
in zowel de teller als de noemer,

Maar met de tweede uitdrukking voor 2a wordt de vierkantsvergelijking:

P P
A(A-'I';M> -8 (Pm‘+2x-1> - 0.
2k+3 Zk+3

Bij deze verhouding van }‘2 en 11 geldt dan ook

Tacw Tz
P

ok+3  Tokap

zodat de vierkmmisvergelijking mnaast een slecht bepsalde wortel in
jeder geval een wortel A\ = A1 overhoudte.

A\ Z#
De fout in x is O((—3-> ) en deze fout is in dit geval groter dm

de fout in 7\ Dit is gevolg ven het feit dat in de geltereerde vectoren
X(k) en Y(k) slechts decimalen vanaf een zeker rangmummer door Xz en Y2
worden beInvloed,
De vierkantsvergelijkingmethode levert dus goede benaderingen voor k1 en

[
A, mits A > Al

Als 7(1 en 'iz de benaderingen zijn voor A, em A, , berekend met (17.18),
den vinden we de bijbehorende (benaderde) eigenkolommen en eigenrijen met

de volgende formules:

% - '5( £ (e+1) (k+2); -,}'1 - 'an(k+1) - ylk+2)
’5{ v xlet) | g(e2) g % (k1) | y(ke2)
. L LA K
Men kan laten zien dat de fout in 'i en Y1 in het algemeen O ((il\) )
A\ k+1 4
is en die in X en Y in het algemeen O((-X-s- )
2
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De methode ven de vierkantsvergelijking is ‘e prefereren boven de gewone
powermethode (al dan niet gebruik makend ven het Rayleigh-quotient) als

,‘g_’-_,_..
A,

A .
dicht bij &én ligt en ‘f-| < 1.
2

Powermethode bij defecte matrices

We beschouwen de defecte matrix A waarven ;\.1 = 3.2 en Xz een gegeneraliseerde
eigenvector is.

. Dan geldt
AX, = AX, +X. (16.9)
De geltereerde vectoren kunnen op de volgende manier geschreven worden:
0
X( ) - 71X1 + 7212 + 75X3 + ooe + Ynxn

120 . (rahg +1p) Xg + phXy + vghdy + eee + AR
(17.20)

® ® L4 [ 2 [ ] L] ® ® L L e @ £ 2 L4 [ L] L] L ® ° e L] & L] L ] L] ® [ ]

-1 -1 k k k
A x(k ) = x(k) = (T1£|: +k72ﬁ )X1 + 72A1 x2 + ‘YBAB XB + o0e + 7nkn Xn.

" Voor grote k geldt:

x(k),71;}1‘{(1+k171)x1 + —x } + 0(13) X,

Voor de verhouding van de £ xentallen van opeenvolgende iteranden vinden we ¢

,

'(‘T""’ M
* {1 X, 1+ 00E)

(17.21)

Alsg 3:1 de met (17.21) verkregen benadering is van L‘, dan kunnen we de eigen=~
vector X.l bepalen met de formule:

k‘x(k) x(k'l"l) X‘I x + O(L}) x}

Omdat de gegeneraliseerde eigenvector op X1 na bepaald is, is voor gr."ote k de

iterand X(k) een benadering van X2.

De moeilijkheid is echter dat bij iedere iteratie deze benadering van xz een
andere vorm aanneemt, zodat miet onmiddellijk te zien is of de bijdrage van 15
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al in voldoende mate verdwenen is. Als X1 al bekend is kan bij het bepa.leh
van X2 met itereren worden opgehouden als JL“, X(k) en X(k+1) in het vereiste
santal cijfers lineair afhankelijk zijn.

Berekening van de kleinere eigenwaarden van een matrix

De kleinere eigenwaarden )‘2’ }‘3"" van een matrix bepalen we met de Z.g.
deflatie-methode, Bij deze methode wordt de matrix A (= A(1)) na de be~
rekening van de grootste eigenwaarde 7\1 omgezet in een matrix A(z) waar-
van O, ha’}‘a""’lh de eigenwaarden zijn.

We nemen aan dat de matrix A niet defect is. Dan geldt volgens (16.40)

RAC= A met RC =E,

In de kolommen van C sta.an de eigenkolommen X, van A en in de rijen va.n

i
R staan de eigenrijen Y , en A is de diagonsalmatrix met de eigenvaard.en
van A als diagonaalelementen, Omdat

A = CAR

is ieder element aij

855 * Heat Cput Coppe By = Zny Sy (17.22)

want A is een diagonsalmatrix, _
c 1x? het i® element van de k° kolom van C, is het 1 element va.n" de k° elgen~
kolom Xk

Rk 3? het j element van de k° ri) van R, is het j element van de x° eigenrij Y
Akk is de k° eigenwaarde Ak'

Maar dan kunnen we (17.22) schrijven als

85 = Spaq MK Ty kj

van A te schrijven als

ofwel

A =32 . AXYE . | (17.23)

In (17.23) is de matrix A geschreven als som van n matrices die elk producten
4 zijn van een kolom- en een rijvector.
Veronderstel nu dat van de matrix A de eigenwaarde A de bijbehorende eigen~
kolom X en de eigenxri] Y* berekend zijn. Om nu de kle:mere eigenwaarden te
berekenen verwijderen we ui’s A het aandeel afkomstig van ).1 X en Y*. We vor-

men n.l. de matrix
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2 L

a(® g .5 (17.24)
Deze matrix heeft eigenwa.arden 0y Ay }‘3”“’111 eigenkolommen X;yX5j00e,X en
en eigenrijen Y1 ,Yz, cee ,Y*.
Imme:r;s.

A(z)x = AX, - AT = AKX, (132)
vant YX, = 0
en

(2)y . -
ARy = ARy = AT = MKy = Ky = 0
want YiX, = 1.
™ (2)
Als ) # 0 heeft de singuliere matrix A'\“/ de rang n-1.
De rijvectoren Y2,Y3,...,Y (resp. kolomvectoren x2,X3,...,X ) spannen een
(n=1)~dimensionale ruimte op die orthogonaal is op X, (resp. Y, R
Bij het berekenen van

2@ Ly ax
treedt cijferverlies op, zodat A(z) niet singulier zal zijn maar een zeer
kleine eigenwaarde zal hebben. _
Om '}.2, X2 en Y; te bepalen kunnen we de powermethode met het gegeneraliseerde
Rayleigh-quotient toepassen of de vierkantsvergelijking-methode om tegelijk

ook )\3, X3 en Y; te berekenen,
Dan gaan we verder met

A0) L4 o xy®
respe A(4) = A(z) - AZXZY; - A3X3Y;'

Aan de hand van een foutenbeschouwing kan men laten zien dat als X1 en Y1
in p ¢ijfers en 11 in 2p ¢ijfers nauwkeurig zijn berekend, het mogelijk is
na voldoende iteraties X2 en Y2 in p-r cijfers en )\2 in weer het dubbele
aantal, dus 2(p-r) cijfers nauwkeurig te vinden., Hierin is

M

A

- 105,

Eigenwasrden van het product van twee symmetrische matrices

Bij trillingsvreagstukken is de mairix A waarvan de eigenwaarden moeten worden

berekend vaak het product van twee symmetrische matrices.
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De bewegingsvergelijking van een trillend systeem met n vrijheidsgraden kan

geschreven worden als
PX = y2KX (17.25)

waarbij met de kwadrstische vorm behorend bij de symmetrische matrix P

de potentiele energie wordt weergegeven., De kinetische energie wordt beschre-
ven met de kwadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix K en v ten-
slotte is de eigenfrequentie van het systeem.

In plaats van (17.25) schrijven we:

AX = AX

wearbij A = ;1,- en A = P~

De powermethode levert eerst de grootste eigenwaarde, dus de kleinste eigen-
frequentie en dasrna door deflatie de grotere eigenfrequentie(S). De physicus
is gelukkig veelal het meest geInteresseerd in de kleine frequenties. |

De eigenwsarden vindt men met de formule:

YIAX
li = "j:—i- (17026)
Y'X
ii
waarin X, en Y, de eigenkolommen zijn van A en A',

i i
Uitgeschreven levert dit:

AXi = Aixi
1 -
A Yi AiYi'
Omdat P en K symmetrisch =zijn is
A = (7)) = kP
-1
dus KP™'Y, = MY, . (17.27)
Als we (17.27) linksvermenigvuldigen met P™' krijgen we
ity = APy,
i i i
Ofwel A(P Yi) = Ai(P Yi).

Hieruit volgt dat
-1
Xi P Yi g dus

Yi = PXi.

Deze befrekking substitueren in (17.26) geeft
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De bewegingsvergelijking van een trillend systeem met n vrijheidsgraden kan

geschreven worden als
PX = y2KX (17.25)

waarbij met de kwadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix P

de potentiele energie wordt weergegeven., De kinetische energie wordt beschre-
ven met de kwadratische vorm behorend bij de symmetrische matrix K en v ten-
slotte is de eigenfrequentie van het systeem.

In plaats van (17.25) schrijven we:

AX = XX
wearbij A = '35 en A = P~k
De powermethode levert eerst de grootste eigenwaarde, dus de kleinste eigen~
frequentie en daarna door deflatie de grotere eigenfrequentie(s). De physicus

is gelukkig wveelal het meest geInteresseerd in de kleine frequenties,

De eigenwaarden vindt men met de formule:

YIAX
A = i i (17.26)
Y'X
ii
waarin X, en Y, de eigenkolommen zijn van A en A',

i i
Uitgeschreven levert dit:

AXi = Aixi
1Y w
A Yi AiYi.

Omdat P en K symmetrisch zijn is
AY = (P7IK) = kP
dus KP™'Y, = AT, . (17.27)
Als we (17.27) linksvermenigvuldigen met P~ ' krijgen we
Pty = APy,
i i i
Ofwel A(FT'Y) = A (PN,

Hieruit volgt dat
o1
Xi P Yi s dus

Yi = PXi.

Deze betrekking substitueren in (17.26) geeft
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] ]
Ai - \ - °

Voor de eigenfrequentie A vinden we derhalve:

1
2 xiPxi
) = °
]
X iKX 5

Deze witdrukking, waarin élechts gerekend hoeft te worden met de kolommen Xi,

gebruiken we om met de powermethode vi te bepalen, Na k iteraties vinden we,

als k voldoende groot is, een benadering voor vf :

2 - x (k)" gy k)
1 xfki'xxiki ¢

Bij de deflatie (17.24) maken we ook gebruik van het verband tussen Xi en Yi.
Omdat X, = P7'Y, geldts

-

(2) -1 -1 -1
A‘ =4 -3 X, Y =P K= MPYY! =P (K-L‘E).

Bij de deflatie blijft de matrix P ongewijzigd, maar alle diagonaal~-elementen
van K worden met ).1 verminderd.

Opmerking

Om de convergmiis van de powermethode op te voeren wordt wel eens spectrum#
translatie toegepast, _

Als n.1, alle diagona.al-elementen‘ van een metrix met eenzelfde getal worden
vermeerderd, worden ook .alle eigenwaarden met dit getal vermeerderd terwijl
de eigenvectoren onveranderd blijven,

Immers uit

AX = AX
volgt dat (A +0)Xa (A+0)X

zodat }‘i + g eigenwaarde met eigenvector 'Xi is van de matrix A + ¢E als Ai

eigenwaarde met eigenvector Xi is van de matrix A,
A +g0

A
I < _._3,

+ 0 l‘l

de powermethode toegepast op A + ¢oE beter is dan bij de oorspronkelijke

Door geschikte keuze van ¢ is zodat de convergentie van

matrix A,

4




18, Transformatiemethoden voor het bepalen van eigenwaarden

We zullen nu methoden behandelen waarmee alle eigenwaarden en eigenvectoren
van een metrix bepaald worden., Bij deze methoden wordi door gelijkvormigheidse
transformaties uit de matrix A een matrix verkregen waarvan op een eenvoudige
menier de eigenwaarden kunnen worden bepaald.

Methode van Jacobi ,
Dit is een iteratieve methode voor symmetrische matrices waarbij door ortho-

gonale gelijkvormigheidstransformaties uit de matrix & = ( A(o)) de matrix
A(k) wordt verkregen, die zodanig is dat

1m A% L a,

k=00

Omdat A symmetrisch is bestaat er een orthogonale matrix C (zie NA-227) zodat
CIAC = A,

In de matrix C zijn de kolommen eigenvectoren van A,
Deze matrix C wordt bij de methode wvan Jacobi benaderd met het product van een
asantal elementaire rotatie matrices T__ (zie NA-193), Voor de elementen % 13

Pq
van de matrix qu geldt:

tpp - tqq = cos ©

tpq --’cqp = gin 6

-bii-‘], tm;‘}ntim- tij-o i,j"P,Q, m = DPyq

De elementaire rotatie matrix ‘I'Pq beschrijft een rotatie over een hoek 6 in
het vlak door de pe~ en qe coordinasatas van de arithmetische ruimte Rn'
Als

B=1T! A ' 18.1
qu qu (18.1)

dan is

b, =20 t'.a.t, =cos 0L% ., a_ ,t, = sinoT (18,2)

pk Je k=1 "pj j& fk £=1 "pL ik
Als k # p,q geldt:s

n
P aq _Zt P

b = 8 . Cc0S O - 8 sin 6

Pk Pk gk
Als k = p krijgen we

bpp = cos6 (app cos ‘9 -8 sin 0) -sin G(aqpcos 0 - a.qqsine).

Als k = q wordt (18,2)

b g = €08 a(a optin @+ &, cos 8) - sine(aqpsin 0+ 8, co8 8)e
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We kunnen op deze manier afleiden:

= - i 3
bpk a.pkcos e aqksm 0

bqk = apkcos 6 + a.chos ©

> ik 7‘ Pyaq

=2
]

ip a.ipcos 6 = aiqsin o

iq a.ips:m 8 + aiqcos 0 (18.3)

Bix J

2 2 :
+ in - 28, in O ¢
oD a.ppcos 0 aqqs 2] qu fcos ©

i + +
aq a.ppsm 2] aqqcos 2] Zansin 0cos 6

- 26 + 20,
-ﬁ“(a.pp a.qq)sin 0 + 8 cos 20

o’
('

ik

o o
]

‘o o’
]

Pa

We kiezen @ zodanig dat

b = Oo
Pa _
DeWo Ze ‘ %8,
tan 2 = ~ — 24— (18.4)
PP qq
De rotatiehoek 20 is op een veelvoud van > na bepaald. Het is

2
niet nodig de goniometrische functies in (18.3) te berekenen vanwege de

eenvoudige relaties tussen tan 20, sin @ en cos 0,

Als we invoeren:

® =28,
> pq
B = %0 " %qq
is
tan 20 = A
Dus:

B
FJp—— ’
2
cos 29-%,31}16- —-—@,cosea *ﬁ-sinae (18.5)
AT 4

Als sin © dicht bij 1 ligt zal bij de berekening van cos O de helft van het
aantal significante cijfers waarmee gerekend wordt verloren gean. Men zou

een fout introduéeren door bpq = 0 te nemen, Daarom is het aan te bevelen.

de volgende formules te gebruiken:
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A .
w = sgn(p) —=——c = sin 26,
| A +u2
w w

8in @ = s~ =
2608 8" oy 1oo

¢cos Q= 1 = 8in"0,

Bij deze formule geldt: |w| <1, dus is - i‘-s C sf
g-na bepaald) en treedt de onnauwkeurigheid als bovenvermeld niet op in cos © .
De onnauwkeurigheid zou kunnen optreden in V1 - w® als o dicht bij 1 ligt.

Dit gebeurt echter alleen als p klein is, Omdat in bpq de term 2u sin @ cos €
voorkomt kan men laten zien dat bP q toch altijd in alle cijfers 0 wordt, omdat
sing en cos 6 alleen onmnauwkeurig bekend zijn als p zeer klein is, maar dan

is de totale fout in 2y sin 6 cos 6 toch voldoende klein.

Wanneer we na deze elementaire transformatie een volgende elementaire transe
formatie toepassen met hetzij dezelfde p hetzij dezelfde q dan gaat het nul
zijn van bpq weer verloren.

te nemen (want © is op

We zullen laten zien dat de som van de kwadraten van alle niet-diagonaal-

elementen bij de beschreven overgang van A nsar B verminderd is met 22 o

Pa
Met (18.3) is eenvoudig na te rekenen dat:
2 2 .2 2
Ppk *Pgx " fpx Ytk
2 2 .2 2
bip + biq a'ip + aiq i,k # p,q
2 .2
bik aik
b2 + b2 + 20> wma? +a® 4202,
pp qq Pq PP qa Pa
Dear echter bp q = bq_p = 0 zien we dat
b2 +b2 na,z +a,2 +2a2.
bp qq j Y qq Pq

D.w.2. cen bedrag ten grootte 23.; q dat eerst buiten de diagonaal was is nu
"in de diagonaaltermen"terechtgekomen., De som van de kwadraten van alle niet-
diagonaal-elementen wordt dus bij iedere iteratie kleiner; zodat de diagonaal-
vorm A steeds beter benaderd wordt. Het exacte einde : de diagonsalvorm wordt
echter niet bereikt,

In de praktijk wordt de methode van Jacobi zo toegepest, dat na elkaar alle
niet-disgonaal-elementen boven een zekere grens behandeld worden. Zijn er geen

elementen meer boven deze grens dan wordt de grens verlaagd., Op deze manier wer-

kend hoeft niet iedere keer het grootste element opgezocht te worden.
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Men vindt de eigenvectoren als kolommen van de matrix
¢ = t(Dp(@00)

waarin T(1),T(2) enz, de elementaire rotatie matrices zijn die succesievelijk
gebruikt zijn. : -

Methode van Givens

Bij de methode van Givens wordt de symmetrische metrix A door een orthogonale
gelijkvormigheidstransformatie omgezet in een z.g. tridiagonale matrix, d.i.
een matrix die alleen op de diagonmal, de erboven gelegen superdiagonsal en
de er onder liggende subdiagoneal elementen heeft die van nul verschillen., Dus
B = CVAC met

bij =0 als |i=j| =2
De orthogonale matrix C is, als bij de methode van Jacobi, product van elemen=-
taire rotatie matrices,
Bij de methode ven Givens wordt de rotatiehoek 6 zodanig gekozen dat bij trans-

f ti t T
ormatie met T,

bp__1’q = 0, (18.6)

Volgens (18,3) geldt:

= 8 sin 6 + & cos O,

b
p=1,q p~1,p r=-1,q

Volgens (18.6) is dus

tan § = = ;":149- . ' (18.7)

p-1,p

Bij een rotatie in het (2,3)-vlak wordt b13 = 0, Daarna roteren in het (2,4)-
vlak, dit maskt het (1,4)-element O. Hierbij verandert het (1,3)-element niet
went bij rotatie in (2,4)-vlek veranderen alleen de elementen in de 2° en 4°
rij en kolom. We kunnen zo successievelijk alle elementen (1,3), (1,4)5040,(1,n)
geiijk aan O meken,
Daarna roteert men in het (3,4)-vlak en maakt dus het (2,4)-element nul. In

principe zouden nu de elementen (1,3) en (1,4) kunnen veranderen., Er geldt echter:

b13 = a13303 6 = a1 sin 6

4
4

&

cos O,

en b14f= a1381n 6 + a1




Omdat 313 = a14 = Q blijven b13

NA-258

en b14 gelijk aan nul, -

De elementen die reeds nul gemaakt zijn blijven als nul behouden., Het resul-

teat is dat door hoogstens 4(n-1)(n-2) elementaire rotaties de matrix op

tridiagonale vorm wordt gebracht.
Laat deze zijn '

% By e 0
Bz a2 33 s 0
0 {33 a3 & 0
B = N P ® ® 'Y
0 o . « 1

0 0 0 . B

© O ©

. (18.8)

By
n

Deze matrix B heeft dezelfde eigenwaarden als A, want gelijkvormige matrices

hebben dezelfde eigenwesarden,

Als een der elementen B, (i = 2,3,,..,n) gelijk is aan nul, is het karakteri=
i 9

stieke polynoom van de matrix B product van de karskteristieke polynomen van

de matrices

@ B, 0O . 0 0

ﬁa aa ‘33 e O

® ® ® o e 'y ' en
0 0 0 o Bip%_qPBing

0 0 O e O

Bi1 i

@ B0 . 0 O 0
Bisq %41 Pyyp ¢ 0 O 0
® ® e -] L] ® L

0o o0 o o Bpq %1 By
0O 0 o .0 B«

die jeder vwor zich behandeld kunnen worden, Daarom nemen we aan dat alle Bi # 0

zi jno

Het karskteristieke polynoom van B

a~A B, O
B, a-r B,

IB L AEI = F) ® ®
0 0 0

0 0 0

¢) 0 0
0 o0 )
R o o (18.9)

faet %1 By
0 gn qn-l

duiden we san met pn(h), het karakieristieke polynoom van de metrix bestaande

uit de<eerste r rijen en kolommen van B- AE zij pr(A). Dan geldt:
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P1(A) i T A
| py(A) = (@, = A)pq(A) = gip, (1)
waarin
p,(A) = 1

Algemeen vinden we bij ontwikkeling naar de r® rij:

Po(2) = (e =), 4(A) = Bip,_5(A) (= = 2,3,..0m). (18.10)
Merk op dat

1 ,.voor A = =
sen Pr(l) = {_(-1)rvoor Ao,

De rij polynomen po().), P4 (L),...,pn(k) die asn (18,10) voldoet 1g een rij
van Sturm en heeft de volgende elgenschappen:

8. Als geen der f;, = 0, heeft Pn(}‘) geen meervoudige nulpunten,

Bewijs. Als }’i tweevoudig nulpunt is van (18.9) bestaan er twee lineeir onaf-
hankelijke eigenvectoren bi} Ai. De rang van B~ )LiE is dan n~2, dus is zowel
pn(li) = 0 als pn_1(li) = 0, |

Uit (18,10) volgt dan dat ook Pa(A) = 05 2y _5(3) = 0yecey B (3;) = O

Dit is in strijd met p (3) = 1,

b, Het aantal eigenwasrden dat groter is dan a wordt, als alle §, % 0 zijn,
gegeven door het asntal malen dat in de rij po(a.), p4(a), pz(a),...,pn(&)
twee opeenvolgende elementen hetzelfde teken hebben.

Bewijs. Als &= zijn de elementen pg(a.), Py (8)ge.. afwisselend positief en

negatief terwijl als & -> - alle elementen van deze rij positief worden. In

het interval (=30 heeft p1(h) é6n tekenwisseling, pz(h) twee tekenwisselin-
gen etc.

Uit (18.10) blijkt bovendien dat p 1_(a.) en Pr—2(a’) tegengesteld teken hebben

als Ppq (a) = 0. Daarom kunnen we onderstaand schema maken, waarbij in de eer-

ste kolom een monotoon dalende rij van a-wearden wordi genomen., In de P, (a)

kolom staen alleen + tekens. De p, (a) kolom zel ergens van negatief in positief

overgaan, Voor die waarde van a is pz(a.) negatief. De waarden van & waarvoor p,

ven teken verandert liggen dus aan weerszijden van de waarde van a wearvoor
p1(a) van teken wisselt,




a) P4q (a)

a P, (
co + o
® + -
o + -
L] + -
@ + s
s + -
. + -
@ + -
. + 0
. + +
. + +
. + +
o + +
. + +
. + +
R + +
. + +
00 + +

Als we dit schema opbouwen zien we dat de r-1 tekenwisselingen wvan P4 fusam
de r tekenwisselingen vean P. liggen., Door een O in één van de kolommen Py t/m
Pp.4 verandert het asntal malen, dat in een horizontaele rij opeenvolgende ele-
menten hetzelfde teken hebben, niete Dit verandert alleen als p n = O wordt en
we zien dat het dan steeds toeneemt als we naar kleinere a gaan, Dus is het san-
tal keren dat we voor een bepaalde a waarde in opvolgende pr—elementen hetzelfde
teken hebben, gelijk san het aantal wortels van p n(A) = ( die groter dan a zijn,
doW.2Zs gelijk aan het aantal eigenwaarden groter dan a.

We kunnen m,b.v. bovenstaande eigenschap b, de eigenwaarden zo nauwkeurig bee
pelen als we willen, We bepalen, met de stelling van Gershgorin, het interval
waarbinnen alle eigenwaarden liggen en door halvering van intervallen verkyijgen
we de n intervallen die jeder precies één eigenwaarde bevatten. In elk van deze |

interva%len passen we regula falsi toe om snel betere benaderingen te vinden,

Het berekenen van de eigenvectoren van de matrix B gaat in principe gemakkelijk

p,(a)

+

© 4+ + + +

+ + + + + ©

P}(a)

+ + ©

uit de afzonderlijke vergelijkingen van het stelsel

© + + + + + % ©

p,(2)

+
0

+

NA~260 |
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BXi = ).ixi.
Stelt men Xi1 = 1 dan volgt x12 uit de eerste vergelijking enz,
Tenslotte volgt Xin'uit de (n=1)® vergelijking terwijl aan de laatste
vergelijking voldaan moet zijn door de berekende getallen Xi neq % xin'
Er doen zich vaak moeilijkheden voor vanwege het wegvallen van cijfers.
Men zie hiervoor: J.H.Wilkinson, "The calculation of the eigenvectors of

Codiagonal Matrices", The Computer Journal 1,90-96, 1958,

Methode van Householder

De symmetrische matrix A wordt, als bij Givens' methode, door gelijkvormig-
heidstransformaties op tridiagonale vorm gebracht, De iridiagonale matrix B
wordt verkregen als (n-2)% element uit de rij A(o)(-A), A(1), A(z),..., waar-
bij

(alf)) = at) L plk) 4(k-1) p(k) (18.12)
met '
pk) L5 o2 v,V (18.13)

De veetor V, in (18+,12) heeft lengte &&n en is zodanig gekozen dat
(k) . _ - i
a5 =0 J-k>2 . (18.14)

Tn de k° rij van A(k) zijn de niet-tridiagonale elementen dus nul,
De transformatie-matrix P(k) is symmetrisch en orthogonaasl, want

pe) pfk)' L (g .2 V) = B

immers
1V, =
VkV 1.
De constructie van V,, zodanig dat san (18,12), (18.13) en (18,14) is vol-

dasn laten we zien voor een matrix van de orde 4.

Zij

Vi= go’va’:3’v4g
met 1-='v+73+v4.
Dan is

1 0 0 0
2
(1) 0 1-2v, -2v21273 ','zvava,
PPilm | 0 «2vy, 1=2v, -2y3v4
. , _ by
0 -2v4v'2 2v4v3 1 2v4




vit 40D 2 2ap() 1eiden we af dat

(1)a (122
Bap’= (12v3)a, = 2v,ve s = 20,8, =8, - 2vp

(‘i)
-2v,va., * (1--2v3)a.1 - 2v3v4a“ =a .= 2vp (18,15)

(1) -
2v2v4a12 2v3v4a.13 + (1-2v4)a.14 8, = 2v4p

met

v 8 + v 8 -+ a
P =Vl "Vl TV 8

Het is eenvoudig ne te gaan dat

2, 2 2.
SIS ) S o) )

12 13 14 12 13 14
Dus als ( ) ( )
1 1
B =8y =0
geldt

2 2 2 &
8, = 2PV, = 1(8'12 ta,t a.“)

8, - 2pv, =0 (18.16)
s " BV, =0

Als we de drie vergelijkingen (18.16) met resp. Vs Vg en v, vermenigvuldigen

3
en dan optellen krijgen we:
2

— 2 2
T + +
p=tv(al, vaj, +al )

Dit resultaat substitueren we in (18.16) en dan vinden we

a13

v, =+ =

: 3 2 2 2
2 1 842 2(312 tagst 8‘14)'572 18.1
(e +a°_+a°% )
12 - &,
v = +
4 2 2 =
ey, +ayy * )

Om v, 20 nauwkeu:r:lg mogelijk te bepalen en bovendien te 'verhinderen dat in

de uitdrukkingen woor v, en v, gedeeld wordt door een klein getal nemen we

in (18.,17) = tekens als 2, <0 en + tekens als a13>.0.
en v, uit (18, 17) heeft A

Met de getallen Voo V nu de vorm

3

RO NP
oo
21 22 23 24
s L

32 33 34
RO RIRORINC)

42 43
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Mot do matrix P'2) = E - 2v zva(1> construeren we de tridiagonale matrix
(@) _ (.(2) (2),(1)(2)
A (ag3)) = 22t p(2),

Zij
V= (O,O,vz,w4), wi +wi = 1,
Dan is
1 o 0 0
0 1 0 0
@) . 0 RS A

2
0 (¢} -2w4w3 1-:-2&74

Bovendien vinden we

3(2) = 8’2(:) - 2w (w 3(1) + w4a(;4) )

O RGO WP B
a', wa;2~h4(w3a(;3) +w4a.:3)

¥u.ds eenvoudig af te leiden dat

a.(g y +a (1)* = g, 2(3)2 + 3(224)2 ’

23 24
zodat voor w,enw, geldts
. L
wi =541 F 2 w =+ . (18,18)

2 a2 s Wy 2 2
R RN

Bij deze keuze van w3 en v, krijgen we als resultant de tridiagonale matrix

@, ;32 Y 0
B @ g 0
B = 2 2 3
0 ﬂs %3 B4
0 0 By «,

waarvan de eigenwaarden met de rij van Sturm bepa.aldAkunixen worden.,

Methode van Lenczos voor symmetrische matrices

Ook bij deze methode wordt met een eindig santal orthogonale transformaties
een tridiasgonale matrix B afgeleid uit de symmetrische matrix 4.
Bij de methode van lanczos worden successievelijk de kolommen Xk van de ortho=-

gonale iransformatie-matrix X geconstrueerd waarbij dus B = X'AX,
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liet de matrix P(a) = E = 2V 2V2(1) construeren we de tridiagonale matrix
A(z) - (aj(_g)) o P(Z)A(1)P(2).

Zij
Vv = (0,0,w ,%,), ¥ +w =1
2 L T R 4 ®
Dan is
1 2] 0 0
#] 1 2] 4]

2
P(z) - 0 0 1«-2@2-3 -2!73"4

2
0 0 u-2w4w3 1»2114
Bevendien vinden we
) _.(1) (1) (1)
R 2,‘73(‘”3&(“) T
2 1 1 1
828 "B~ 2w, (wa,, *+ve 24 )
Wa is eenvoudlg af te leiden dat

a,(‘g y + 8 () = g, éf)z + e,(224)2 ’

23 24
zodat voor w3 en w4 geldt:
NO) RO
2 = 23 - 24
v s &1 + = w =+ £ . (18.18)
3 (a(1 2, (1 )2)% - (3(1)2_,, (1 )2)%
23 24 3V 23 24
Bij deze keuze wvan w3 en W4 krijgen we als resultaat de tridiagonale matrix
« ;32 LY ¢
B o g 0
B = 2 2 3
° 53 a3 B4
0 ) B, «,

waarvan de eigenwaarden met de rij ven Sturm bepmldLMnﬁm worden.

Methode van lanczos voor symmetrische matrices

Oek bij deze methode wordt met een eindig asantal orthogonale transformaties
een tridiesgonale matrix B afgeleid uit de symmetrische matrix A,
Bij de methode van Lanczos worden successievelijk de kolommen Xk van de orthow

gonale transformatie-matrix X geconstrueerd wasrbij dus B = X'AX,
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Deze kolommen Xk worden opgebouwd met de volgende drie~terms recurrente
bet:_cekking:

Xy =A% ~aX -3X , km 1y2)000yn (18.19)

- met als startvectoren
X0 =0 en X1 willekeurig,

Voor de orthogonaliteit van deze kolommen stellen we de eis

%Fiea = Xpoa¥eq = 0o

Daaruit vinden we dat
o - T b - et
’ =5
e X Xy 1%
hierbij is geblruikt dat bij de vorige sf;a.p de orthogona.l{.’teit van Xk en Xk-1
bewerkt is.

We bewijzen mu met (18.19) en (18,20) dat X, ,q loodrecht stast op alle vooraf-
gaande veotoren X, (£ = 1,250005k)e

(18420)

Deze bewering geldt voor k = 1 want X2 staat loodrecht op X ¢ en Xo.
Stel dat de uitsprask geldt voor k = p,
Dan is

X:p+2 -4 Xb+4 - ap+1¥p+1 - pp+1xp

(18.21)

waarbij az;p_’!1 en Bp » met (18.20) z0 genomen zijn dat Xp 2 loodrecht staat
op Xp o o XP. ‘

Nu (18.21) linksvermenigvuldigen met X',y £ = Oy1,000,P=1s

Dit levert

XX = X1AX -a_ XX -B X9 18,22
p Pr2 T, pH P+, o Bp+1x .Exp ( )

In (18.22) zijn volgens de inductie sanname de laatste twee termen nul,
Dusg

XK o = XD A%, = X1'>+1 (X£+1 +a,X, +ByX, Yo (18.23)

In (18.23) zijn in het laatste 1id alle termen nul volgens de inductie

sanname.

Conclusgie: behalve in speéiale gevallen (bij "ongelukkige" keuze van de

startwector X, ) zijn alle vectoren Xy 3X590e0,X  ongelijk aan nul en

daarom zal Xn +

gonale vectoren,

= 0, want alleen de nulvector staat loodrecht op n ortho~
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Uit (18,19) blijkt dat de matrix X waarvan X,3X59e005X  de kolommen zijn,
aan de matrixevergelijking

AX = XB

voldoet, waarin

@, B, o ., 0 ©0 o©
1 « B, 0 . 0 0 0

B = o 1 a B . O 0 O (18.24)
® ] @ L ] ® [ 3 [ 9
0 0 0 ¢ *n-1 Bn

-]

Dus
B = X" X,

Opmerkingen
/
1« Voor ﬁk kunnen we een eenvoudiger formule afleiden.

BihaqRieny = Kpogh Xy = XX o = Xp (8 oy X 0 +By K _2) = XXy

Ofwel
X X
X 1%

2s Om de matrix X orthogonaal te maken, normeren we de vectoren x‘k+1;
IePeve (18,19) zij '

Yeaq = Ve = A% = Piien)

waarbij "(k w 20 te nemen dat

et = 1

Deze normering heeft geen invloed op “k, maar nmu is

By = KAl = K =7

Dit geeft als resultaat:

1 X1<+1 oK t vk Ko (k>2)

By = >0 (18.25)

Ofwel
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:1 ';; 0 ® ) 0

— o L. 0 o

72 YS 4

® ® L] @ [ L4

XA = 1

0 4] 0 ® [+4 —
n-1 Ty
1

0 0 0 ° — o
Tn n

3¢ Omdat g, >0 (zie 18.25) gebruiken we weer de rij van Sturm om de eigen-

waardenvan B te berekenen.

Voorbeeld
1 {2 V2 2
Vz d2 a1 V2
=12 «a V2 V2
2 Y2 V2 -3

Methode van Givens a ,
Rotatie in (2,3)-vlak, tan e, =~ ;13- =1y cos® =2 =-~25ind .
Dit levert 12

1 Z 0 2
Oy |2 L 22
23 23 0 ﬁ 1 0
2 2 0 =3 (1)
a .
Rofatie in (2,4)-vlak, tan 6, = = =t = =1, cos 0, = %\E = - gin
’ ’ 2 Q) ’ 2 2 °
Dan krijgen we , 12
1 ' 2\1_2_ 0 0
0 1 1 o
: 8 24 N :
Tenslotte Totatie in (3,4)-vlek, tan0 =- —&§ = 1, cos9,= #2 = sine,.
Het resultaat hiervan is 823
. 1 22 o o
2) 22 0 2 0
B = T54A' Ty = 0 V2 -% .g (18.27)
35 _5
0 ° 32 =3
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Methode van Householder
Volgens (18,17) is

vanvss-%ﬁ_ en v =%\rg:

Dan is
1 0 o0 o 1 -2y2 0 0
0 ~% =% --{32- 22 0 --13--37‘-2- -13-+#§
p{1) . 0 -4 2 .-L en 4{1 '_'ﬁ- 4,8 _1,2
6 }g'z 3732 9 92 9792
o L1 % o l, 4 1,20 _3_ '8
7273 3 AT AT AT
Met (18.,18) vinden we
l-
wz” %' {1 + ("'*' ) + 1 en w = 2
‘T— b= 5 62 ~ s 2,3{5 ’
zodat
1 0 0 0 1 =22 0 0
(2) o 1 0 0 22 o Y2 o
P\ = s 1 5 1 en B = 5 (18.28)
° 03T 3T o V2. -4 -3
o o 2.2 2,1 o o -3 .5
3752 3732 2 "2

Methode van lLanczos

Als startyector nemen we X! = (1,0,0,0)¢' Met (18.19) en (18.25) berekenen we
de vector

T AXi en de elementen «, en Bi uit B :

3
1 0 0 0
(Ax,‘)' 1 V2 V2 2 @ =1
0 V2 V2 2
(mz)' 8 V2a-2 Y242 -2 @,=0 B,=8
0 V2-2 VY2+2 w2
(AX3)' 0 -{2“4 "\[2"‘4 10 aann't‘ Bsnz
X‘i 0 5'\[2- 5 -5"[2+5 5 -
(ax, ) 0 —5‘[2 —Wz -25 @, =2 4.,-2;5-
X2 N 0 0 0
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1 8 0 0
1 (4] 2 0
B = 2
0 1 -3 -f—
o2
0 0 1 >
Opmerking

De tridiagonale matrices (18.27) en (18.28), verkregen uit A met verschillende
trangsformaties, zijn op de tekens van de niet-diagonaal elemehten na identieke.
Men kan in het algemeen aantonen dat de tridiagonale matrix waartoe de symme-

trische matrix A getransformeerd kan worden met orthogonale gelijkvormigheids—
transformaties, op de tekens van de niet-diagonaal-elementen ne eenduidig be-

paald is. Dat deze tekens irrelevant zijn blijkt uit de recurrente betrekking
(18410).

Methode van Lanczos voor niet-symmetrische matrices

Door een biorthogonaal stelsel van vectoren X1,X2,...,Xn en Y1,Y2,...,Yh te
construeren kunnen we ook een niet-gsymmetrische matrix A op tridiagonale vorm
'bi‘engen.

De vectoren X1,X2,...,Xn en Y1,Y2,...,Yn worden weer gecomstrueerd met een
" drie~terms recurrente betrekking:

K = MG = o Xm B g 0 Ty =AY - el - BT . (18.29)

De startvectoren zijn

Xe = 0, X1 willekeurig, Yo = 0, Y, willekeurig,

1
De in (18.29) optredende constanten worden zo gekozen dat

T = Teatfear =0 e Xy = KTy = O

- Dan vinden we:

_ % R
% T T % T
(18.30)

et T
e =TT B b TS




Geheel analoog met de vorige paragraaf kan bewezen worden dat Xk 1 en Yk 1
loodrecht stsan op alle vooraf-geconstrﬁeerde vectoren le regpectievelijk
X, (£=15250005k)0

Bovendien is uit (18.30) duidelijk dat a

- §
S

Voorts kunnen we voor pk een eenvoudiger formule afleiden:

?
. - KA B e "R Ten) | M (18.51)
ko T Kt Vit Xl et it

Eenzelfde formule is af te leiden voor Bk’ dus Bk = Bl'c'

De vectoren Xn 41 o0 Yn ) zullen beide nul zijn als de vectoren Y1 ’Y2""’Yn

en X1 ,XZ,... ,Xn lineair onafhankelijk zijn.
De recurrente betrekkingen (18.29) kunnen we als matrix vergelijkingen schrij-

vens

AX = XB en A'Y = YB (18632)
waarin B de tridiagonale matrix (18+24) is met de « 4 en B N bepaald volgens
(18,30) en (18.31) en de matrices X en Y de vectoren X, 9X590009X  TEBDO
‘I1 ’Yz""’Yn als kolommen hebben,

Dan is

B = X- !A.X = Y-iA'Yo

Opmerking
Het is mogelijk dat Yl'ch = 0 voor k < n., Hierbij moeten we de volgende gevallen

onderscheiden:

ae X =0, ¥ #0

be X # 0, T, =0

Ce X.k = Oy Yk = 0

de Xy # 0, Y # 0,
De constructie van het biorthogonale steisel moet dan voortgezet worden met een
vector X, die loodrecht staat op Y,,Y,seee,Y; (geval a4 ¢ en d) en/of een
vector Y, die loodrecht staat op X, ,X,jesesX; (gevalb,c end. Als X #0
voor k <n+l zijn, zoals eenvoudig aangetoond kan worden de vectoren Y1 ,Yz,...,Yn
en X1 ,Xzf PPN § n lineair onafhankelijke.
De numerieke aspecten van de situatie chxk = 0 (k <n+1) worden beschreven in
Wilkinson, JeHey, 1958, The calculation of eigenvectors by the method of Lanczos,

The computer Journal, 1, 148-52,
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De matrix B kan complexe eigenwasarden hebben, zodat bij niet-gymmetrische
matrices het proces met de rij van Sturm niet gebruikt kan worden.

Als pk(x) het karakteristieke polynoom is ven de matrix bestasnde uit de eerste
k kolommen en rijen van B, dan geldt:

Po()\) =1, P.‘(}‘-') = ao]"'}\

P () = (@ = M)p ) =B,p ,(A) k = 152,:...n~1 (18.33)

De karakteristieke vergelijking pn(h) = 0 die met (18.33) verkregen kan worden
kunnen we met b.v, de methode van Bairstow oplossen, Omdat de bepaling van de
nulpunten van een polynoom veelal gevoelig is voor cijferverlies in de coeffi=-
cienten, moet de recurrentie (18,33) in dubbele lengte (dubbele precisie) uite
gevoerd worden.

Een alternatief is de methode van Muller waarbij (18.33) gebruikt wordt om

drie functiewaarden pn(xk_z), pn(xk-1) en pn(xk) uit te rekenen.

Vervolgens bepalen we de kwadratische functie die door de drie punten

(xk-z’Pn(xk-z))’ (xk_1,pn(xk_1)) en (xk,pn(xk)) bepaald is. Eén van de nu;punten
van de kwadratische functie zij Xy ® Dan wordt de iteratie voortgezet met

(g 92y (g )) s (xeepy () em (g2 ()

tot |x -x 4| Klein genoeg is,
De iteratie begint met drie startwaarden x1,x2,x3.
Als een benadering van het nulpunt 11 van pn(h) gevonden is wordt dezelfde
procedure toegepast op het polynocm
p,(a)
A h1

waarbij de deling niet ?xp}iciet uitgevoerd wordt, masar voor successieve waarden
Pn\Xi

x, de funotiewaarden —=—==~ berekend word m.b.v. (18633),

T Ay

VYoorbeeld

De startyectoren X! en Y! zijn beide (1,0,0)%
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Xg= (1 0 0) T = (v 0 0)

(ax,)t = (8 -4 18) (ArT,)t=(8 -t 5) a, =8

X} = (o -4 18) 1§ =(0 o «5)

(AX,)1 = (=86 =52 ~106) (A'Y,)t=(<86 21 51) ay= -2, g, -6
R o e

(ax,)1 = (0 14220 122-4-) (arry)1=(0  AE8 2176) 0= 12, p - 2120
Xi' (o o 0) Y‘i=(0 0 0)

De tridiagonale matrix, met elementen afgerond op één decimaal, is

8 «86 0
B = 1 =568 12,5
0 1 3

De rij principaalminoren van |B = AE| dis:
p,(A) =15 p,(A) =8=25 p, (1) = (=6.8-4)p, (1) + 865 p, (1) = (3.8=2)p,(A) =12.5p, ()

(18.34)

We starten de methode van Muller met x = 0, x 2= 2 en x, = 4,

Dan vinden wes

p ,(0) = 20,08, p,(2) = =15.24, p,(4) = ~58.56.

De kwadratische functie bepaald door (0,p8(0)), (2,p3(2)) en (4,p3(4)) is
2+ 15,66 A - 20,08

waarvan een nulpunt benaderd wordt door A = 1.2.

Nu gasn we verder met (O,pa(o)), (2,p3(2)) en (1.2,p3(1.2)) wearbij
p3(1.'2) = =2,84

De kwadratische functie door dit drietal punten is

1.8 A% = 21,26A + 20,08

waarvan een nulpunt dichtbij 1,03 ligt. Deze uitkomst correspondeert de eigenwaai'-
de A1 =1 van A, Om de resterende eigenwaarden te berekenen passen we dezelfde
methode toe op de functie

' P,(A)

(18.35)

De functiewaarden q {0), g {2) en q3(4) berekenen we met (18,34) en (18.35), We
krijgen als resultaat:
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q,(0) = ~20.08 q,(2) = ~15.24 a,(4) = =19.52

De kwadratische functie hierbij behorende is

151422 = 4.TA + 20,08

waarvan de nulpunten (bij benadering) zijn 2+1 + 3,71, Deze waarden corresponderen

met de exacte eigenwaarden 2 + 4i van A,

19, Het oplossen van ételsels lineaire vergelijkingen

Bij het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen onderscheiden we
directe methoden (eliminatie methoden) en iteratieve methoden,

Bij de directe methode wordt é6n keer een rij bewerkingen uitgewvoerd wasrven
het resultaat een benadering is van de exacte oplossing ven het stelsel,

Indien alle bewerkingen exsct uitgevoerd worden krijgen we de exacte oplossing
van het stelsel, De benadering van de exacte oplossing is slechts te wijiten aan
de afrondingsfouten bij optellen, vermenigvuldigen en delen, en dus afhankelijk
van de rekenapparatuur die gebruikt wordt.

Voorbeelden van de directe oplossingsmethoden,

1. Elimingtiemethode van Gausg. Door eliminatie wordt het stelsel in de tri-
angulaire vorm gebracht., In het algemeen is het gunstig pivotal condensation
toe te passen,

2, Gauss=Jordan eliminatie, De coefficienten-matrix wordt herleid tot een dia-
gonealmatrix, Ook hier is grootste pivot kiezen aan te bevelen.

3. Reductiemethode van Crout. Met IR-decompositie van de coefficienten-matrix
wordt de Gauss-eliminatie compact genoteerd.

Het effect van de afrondingsfouten bij het oplossen ven
AX = Z ’ (19.1)

hengt af van de matrix A, Als kleine wijzigingen in de coefficienten-matrix
A een grote verandering in de oplossing van (19,1) veroorzaken spreken we
over een "ill-conditionned" stelsel,

Het corrigeren van een benaderde oplossing

Zij X(o) een benaderde oplossing van (19.1) met een directe methode verkregen,
dus X 0) is een benadering ven A”'Z,

(0)

Deze vector x kunnen we opvatten als oplossing van
B = Z

waarin B™' een benadering is van de matrix A”', ofwel

x(0) . 51y, (19.2)
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Nu wensen we op X(U) een correctie Aiu) aan te brehgen zodanig dat X§0)-+A(o)
aan (19.1) voldoet.
Dan geldt dus

A A(O) =7 = Ax(o) " (1963)

Met het al afgeleide eliminatieschema kumnen we (19.,3) zonder veel werk op-
lossen:

20 - g1z - ax(0)y,

waarmee we de volgende benadering van de oplossing verkrijgen:
£ 2 x4 gz 2 ax(O)y o (v (8 - BT))E 2,

Deze correcties voortzettend krijgen we als iteratieschema voor de successieve
benaderingen:

X(k+1) - X(k) + B™1 (Z - A_X(k))’ X(O) = B_1Zo (1904)

Omdat X(k+1) = (E - B”A)X(k) + X(O) krijgen we achtereenvolgens:
x(0) . 51y

(M . (E+C)B'z
X(z) = (E+C + C)B'z ‘ ' (19.5)
X(k) = (E+C+C + .00 + Ck)B-1Z

waarin
C=E- B 'a, (19.6)

~

Als de matrix C verschillende eigenwaarden heeft, gerangschikt naar moduli:
> x> e > 0],

dan zijn de corresponderende eigenvectoren Y, (£ = 1,2,,..,n) lineair onaf=

£
hankelijk, dus iedere vector is lineaire combinatie van deze eigenvectoren,

Volgens (19.4) geldt:
x - x®) 2 gx - xU&1))
x#1) () | ox(k) (k1)

k) _ popt(z - ax{E1y,

<) _ g(k)

z - ax{

(1) _ (k) _ \(x)

Voor de errorvector X = , de correctievector X

resp. &e residuvector 7 - AX(k) = R(k)

vinden we derhalve
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) _ ey
k) _ k+1x(0)

r(6) _ pokt14(0)

want A0) L ox(0) | gm15(0)
Als ( )
0 n 8
X = z -1 %Y, en X0/ =5 o B,Y, (19.67)
leiden we af dat
(x) n k1, k#
B Z£=1 a£AI Yi a1k1 Y1
(x) k+1 k+1
A 1-1 Bzz Yz ‘31}‘1 Y1 (19.7)
R(k) k+1

11911, B, = ByM

Uit (19.7) blijkt dat het correctie-proces X(k) convergeert naar de oplossing
X van (19.1) als |A1l < 1. We zien voorts dat voor k voldoende groot zal gel=-

den:
E(k) = AiE(k-.] )

ROIRRCE)

: (19.8)
() . A1R(k-1 ),

Dit resultaat gebruiken we om de convergentie van. het correctie-proces te ver-
snellen, Uit

x - x6) . A (X - 1)y (19.9)

volgt n.l.

(k=1) (k=1)

X =X +(1-A1)-1A

Als we (19.9) voor twee opeenvolgende waarden van k gebruiken om A, te eli-
mineren, krijgen we voor de componenten Xi ven X de extrapolatie formle van

Aftken: .
X(k+1 )X(k-1) (k) x(&+1) | y()y2
X, = - x| 1 (19.10)

it X(k+1) (k) '"(k 1) X§k+1)_ 2X.(k) N X.(k-1)

Alz de elﬂenwn&rde A complex 18, dus X - A , moet de extrapolatie formule

van Aitken san die 81tuat1e aangepast worden. Voor de errorvector vinden we
dans




k) +1 = = k+lz

X = X(

k
L A (19,11)

1

Bij de afleiding van (19,10) gebruikten we X
te elimineren,

Om de onbekenden uit (19.11) te elimineren hebben we vijf vectoren nodig.
De extrapolatie formule is dan: :

(k+1), X(k) en X(k-1)'om A en a

1 4 1 X:gk) Xi(k+1 ) X§k+2)
X, = Aj(_k) A§k+1 ) Ai(k+2) - xi(k+1 ) Xi(k+2) K§k+3) (19.12)
A§k+1) A§k+2) A§k+3) xi(k+2) X§k+3) X§k+4)

Dezelfde formule kan gebruikt worden onm Xi te berekenen als de moduli van
A1 en Ahweinig verschillen,

Yoorbeeld
5x1 + 7x2 + 6x3 + 5x4 = 23
7x1.+ ‘IOx2 + 8x3 + 7x4 = 32
6x1 + 8x2 + 1Ox3 + 9x4 = 33
53:1 + 7x2 + 9x3 + 1Ox4 = 31,

Neem aan dat het eliminatie proces overeenkomt met het gebruik van de vol=
gende, niet-symmetrische benadering van A~1 :

77.888 =46.929 =19,429 11,443
-46.,977 28,584 11.493 =6.897

-19.489 11,493 £.612  =3,363
11,495 -6.897  =3,368 2,218

1
en zij voorts X(O). = (3,272,-0.321,0,472,1.295) het resultaat van de eli~
minatie oplossingsmethode,
Het iteratieve correctie proces levert de volgende resultaten:

X(O) 3,272 -0, 321 0.472 1.295
r(0) . =0.420 -0,5%5 ~0.439 -0.311
20 ~2,635 1,557 0,619 ~0.349
Y 0,637 1,216 1,091 0.946
R(1) 0,027 0,031 0,026 0.024
a(1) 0.418 0,249 ~0.105 0,062

x(2) . 1,055 0,967 ° 0,986 1,008




NA-2T6

Aitken's formule toegepast op X(O), X(1) en X(z) geeft de goede benadering
(0.998,1.002,1.001,0.999) van de exacte oplossing (1,1,1,1),

Een aanwijzing voor deze convergentie versnelling vinden we in de bijna
constante verhoudingen tussen de componenten van A(1) en A(O): =00159,
=0,162,=0,170 en =0,178, die een benadering geven van A

) (o) .. "’

De verhoudingen van de componenten van R en R zijn echter =0,064,
~0,058, =~0,059 en -0.,077,

Nader onderzoek van C = E - B™'A leert dat A, = ~0.1446 en A, = -0.0414;

de corresponderende eigenvectoren zijn zodanlg dat in (19, 6 ) B en B van
vergelijkbare grootte zijn, maar BY2 heeft veel grotere componenten dan BY10
In het begin van het correctie proces, dus voor kleine k, geldt daarom nog

niet dat
(k) _ k+1
- AX 1-1 BeXe BT,
benaderd wordt door
k+1

Bx, BT,

dan wordt de grootste bijdrage nog geleverd door Bz}\l;+2BY..

Correctie proces bij het bepalen van de inverse van een matrix
Zij B;1 een benadering, met b.v, een eliminatie-methode verkregen, van A-1.

Nu brengen we op B;1 een correctie AB;1 ean, zodanig dat
-1 -1
A(Bo + OB ) = E,

Dan geldt dus
=1 =1
A[&Bo E - ABo °

We bepalen een benadering van AB-1 volgens

a8 = B (E - a5]"),

Dan krijgen we als nieuwe benadering van de inverse A™':

=1 _ =1 -1 _ o=1 Y ad
B,' =Bl + AB " = B (£ - AB™"),
Deze correcties voortzettend krijgen we als iteratie schema voor de succese

sieve benaderingen van A™

-
. B =
k+1 B

De rij van matrlces B 1 1 ,B2 sees convergeert onder bepaalde omstandige
heden naar A™ (21e NA-280)

1 2E = AB;1 k = 0,1’2’00. (ﬁ7013)
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We wvinden:

g =i

B =B (B +C)

B:mB;’(E +C+¢®+cd

13‘;"‘/:«13;"(13-”:+(:2+c3+c"+c5 +¢® + ) (19.14)

[ ] L *® [ ] L ] [ L ] » *® [ ] L] o - * e [ ] * ® ® o L J L ® '
Kk

B! o= B'(E+c+c®r.L, +c? N

waarbi]
C=E - AB"",
o

Normen wvan vectoren en metrices

Uit (19.5) en (19.14) ©blijkt dat het ook bij rijen van vectoren en rijen
van matrices nodig is over een limietbegrip te beschikken, Daartoe defini-
eren we functionalen, normen genaamd, waarmee de “grootte" van een wvector
resp., een matrix aangegeven wordt.

De lineaire ruimte Rn heet genormeerd als er een voorschrift is dat aan

iedere X € Rn een redel getal ||X| , de norm van X, toevoegt, zodanig dat
1 IXIl >0 als X # 0, O] =0
2, loX|l = |a|.iix} (19.15)

36 IIX + Yl s Ixll + IYl (driehoeksongelijkheid)

Uit 3, leiden we met X = X -« Y + Y, af dat
hx = Ylb = 1xii - Uyl .

In Rn zijn voor X = (x1,x2,...,xn) de volgende normen garngbaar:
Ixh, =27, |x,|
IIX.II2 = (Zga1 lxj{ y% (euclidische lengte) (19.16)
IXll,, = max |x.| .

j J
Dat deze functionalen aan 1, en 2, voldoen is duidelijk., Van de functionaal

Il "2 is de driehoeksongelijkheid bekend. Dus | H2 is een norm,
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Omdat
R+ T, -z’j‘s,l ey + 75| sz:gg,, {l=5] + lrsl} = X0+ I,
en
IX+Y|_= mex x5 +75 | < max {lxy1 + losl} @ﬁ{lle + oyl
- I+ I
zign | |, en | Il ook normen,

Als X(1), X(z), X(B),... een rij vectoren is in R zeggen we dat

lim X(k) = X
Kes00
als

lim [XF = X|| = O.

Kesoc

We bewijzen hier niet dat het bestaan van een limiet onafhankelijk is van

de keuze van de norm,

Een reeks van vectoren convergeert als de rij van parti&le sommen een limiet
heeft,

De norm van een matrix definieren we met de 8l gedefinieerde vectornorm als

volgt

“ Al = max  JAX| (19.17)
X[ =1
Dit betekent dat
. l1axy
Al = max LT

Voor alle X € Rn geldt derhalve:

IAX] < fiAfle X (19.18)

Ten aanzien van de lineaire ruimte van matrices is (19.17) een norm, Jlmmers

1. ||All 20 en JJA|l = O impliceert [|AX|| = O dus AX = O voor alle X € Rn ofwel
A =0,

2. Voor alle X € R geldt [laAX] = |af.lAX]l, dus lleAll = |a|.lAl,

3, Voor alle X € R!'1 is (&4 + B)XIl = IIAX + BXll < AX|l + IBX|.
Volgens (19.18) geldt dus (A + B)XIl < (Al + BI).IXll ofwel

&

A + Bi < {lall + liBl.

Voor de norm van het product van de matrices A en B leiden we af:

laBl < flall.liBll.
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Bewijs. Volgens (19.,18) geldt voor iedere X € R,
| (AB)X|| = JA(BEN < IAlIBX] < [[Alo B IXH.

Dus
lAB] < [[All.1IBl. (19.19)

Als speciaal geval van (19.19) krijgen we: JAT| < &)™,

Zij A(1), A(z), A(B),... een rij matrices., We zeggen dat

lim A(k) = A
k=00

als
lim JA¥ - &} = 0.

k=+co
Een reeks van matrices convergeert als de rij van partiBle sommen een limiet
. heefte
Conclusies

1¢ Uit deze definitie volgt dat lim A" =0 als lim HAmH = O, Hiertoe is
m-r oo m—bOO
voldoende dat [JAl]l < 1,

2 Als de matrix A op diasgonaalvorm A gebracht kan worden:
A=cc
dan is
A" = ¢4,
Daarom is A" ~ 0 een nodige en voldoende voorwaarde opdat A" - Oc Dewaze

A"~ 0 dan en alleen dan als alle eigenwaarden van A in modulus kleiner

zijn dan &&n, Deze stelling geldt ook als A niet diagonaliseerbaar is,

3, Voor iedere norm geldt: [A] = lAk| (Ak is een eigenwaarde van A). Immers

als Xk de bijbehorende eigenvector is dan is

AL I = IA X = IAX ) < BT 1K) (19.20)

4., Tenslotte beschouwen we de reeks E + A + 22 . oo o
Voor de convergentie van deze reeks is nodig dat AT 0 « Deze voorwaarde
is ook voldoende,
Als A" = zijn alle eigenwaarden in modulus kleiner dan één, dus bestaat
(E - 4)~1,
vit, (E+A+4%2 +,,, +A")(E-A)=E - A" olgt dat

E+a+22 4, +4%= (B-)"" o a™(® o) (19.21)
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Het rechterlid in (19.,21) heeft (E - A)™' als limiet als m - o, dus

E+A+4%2+,,, +a%+,,, = (E ~2a)"! (19.22)

Opmerkingen

1. We bewijzen hier niet dat het bestaan van een limiet van een rij matrices
onafhankelijk is van de keuze van de norm.

2, Met de drie vectornormen (19.16) corresponderen de volgende matrixnormen

n .

A, = max =, _, Iaijl (kolom met maximale moduli-som)

HAN2 = X?, Ads de grootste eigenwaarde ven de pos.def.matrix AA!
n ‘ . . .

Al = mi.x}"..'j“_1 ‘a'i;jl (rij met maximale moduli-som).

%3¢ Het resultaat van conclusie 4, kunnen we toepassen op het correctie-~proces
(19.14). <y
=)

B;' -B;'(E+C +C% 4 400 +C »B;’(E-c)"’ als [lCll <1e
We zien voorts dat B;‘ (8 =c)™ = 7' (aB]")™* - A,

4. Evenzo convergeert het correctie-~proces (19.4) als |ICll = ||E - Bl < 1.

Iteratieve methoden voor het oplossen van lineaire vergelijkingen

De algemene vergelijking voor een iteratief proces is van de vorm

x(k+1) - a(k) . fk(xk)

waarin x(k) een getal, vector, functie of matrix is, a(k) onafhankelijk van
x mear niet noodzakelijk onafhankelijk van k en fk tenslotte een functie is
of een operator die afhankelijk kan zijn van k.

Als a en £ onafhankelijk zijn van k heet de iteratie stationair,

We zagen in (19.4) en (19.13) voorbeelden van stationaire iteraties:
&) gy, (E - B"’A)x(k) (19.4)

I'esSDe

By = B (28 - ag") (19.13)

Tteratieve methode gebruikt bij

1© problemen waarvan bekend is dat de iteratie snel convergeert, zodat
minder werk nodig is dan bij het direct oplossen.

2% matrices met veel nulelementen, Bij eliminatie gaat deze eigenschap
verloren en is bovendien meer geheugenruimte nodig,
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Voorbeelden

ad 1. 106 1 1 xy 74
1 106: 1 x, = Z, (19.23)
1 1 106 Xy %y

De oplossing zal niet wveel verschillen wvan 10—6(21,z2,23). Daarom zal het

volgende iteratie-schema snel convergeren:

106x§k+1) -z - xék) - k)

1 3
1o6x§k+1) =z, - xgk) - xgk) (19,24)
1%, L (k) (k)
3 5~ 2 '

8de2 Matrices met veel nulelementen komen voor bij het oplossen van ellipe
tische partiele differentisalvergelijkingen met eindige differentie methoden,

De coefficienten matrix kan de volgende vorm hebben:

X X X
X X X
X X
X
X X X
X X X
X X
x X
X
x
X
X

Deze matrices hebben veelal een grote orde.

Bij het oplossen van een stelsel lineaire vergelijkingen AX = Z is de meest

algemene vprm van de staionaire iteratie

x| ok Ly (19.25)

waarin C een matrix en V een vector is,
Voor de oplossing moet gelden

X = CX + V. (19.26)
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Dus AT Nl A :
ofwel .

V= (B~ C)A"'g (19.27)
Als we (19.26) van (19.25) aftrekken krijgen we

Ay ox®) - x)

Voor de errorvector E(k) = X - X(k) geldt dus

E(kﬂ); E5( - C(1~:+1)E(0))

Een’ voldoende voorwaarde voor de convergentie van (19,25) is dus lICll <1
nodig én voldoende is dat alle eigenwaarden van C in modulus kleiner zijn
dan 8én (zie conclusies 1, en 2. van de vorige paragraaf).

De keuze van de matrix C in (19.25) geeft aanleiding tot verschillende ite-
ratieve methoden,

Jacobi iteratie

De matrix A schrijven we als som van drie matrices:
A=L+D+1,

D is het diagonael gedeelte van A.

L het linker triangulaire deel van A met nullen op de diagonaal. R het
rechtertriangulaire deel van A eveneens met nullen op de diagonaal,

Het iteratie-schema (19.24), naar Jacobi genoemd, kunnen we nu in matrix-
vorm schrijven:

px&*) L7 (1 s U)X(k) (19.28)
Met de notatie van (19.25) hebben we dus hier:

C=D"'L +1U), va=Dtz,

(19,27) is eenvoudig te verifisren, .
Voor de convergentie is voldoende dat |ID” (L + U)ll <1,

Voorbeeld
1e 3 2 0 x, 5
0 2 1 X, = 3 X= (1,11)
1 0 2 X )
x:O) = (%’ 1) (1) E?_) %); x(2) _ Elll) x3) o 9,12,(%
0 1 111 2 1 1 1 11 1
e(0) . ( "3"'2"""'2")5 g;,jg); 5(2) (=Zs=g =g )iE 3)-('9',1'5:'1'5)

De iteratie-matrix is

2
3
0
0

0

4

CaD"V(L#)=-| 0

O M= O




NA-283

HCH = [Icll_ 3. De groot8te eigenwaarde (in absolute waarde) is ongeveer
-0.55.
2e 3 2 1 x1 6

Q 2 3 x, = | 5 X(1,1,1>

2 o 2 x, 4

X(O) = (2,‘%,2); Jﬁ(1) = (-%,-"'9 0)s X-(z) = (3,29 )’0°°

Hier treedt geen convergentie op, De iteratie matrix

2 1
-1 ° 3 3
C=wD"(L+T) == 3
0 0 >
1 0 0

. 11 }_

heeft een eigenwaarde -1.1, "CH1= < el 5o

3, Tenslotte een voorbeeld om te laten zien dat de voorwaarde [I-D™' (L+U)ll < 1

wel voldoende maar niet nodig is wvoor convergentie.

2 2

O — —t

3 2 2 | 5 3
A={0 2 1| ;-C=D""L +0U) = o o0 3
1 o 2 = 0 0

lIClI1 = %3 el = %; Omdat de grootste eigenwaarde (in modulus) ongeveer 0.75

is convergeert het proces hoewel HC!I1 en [[Cll  groter zijn dan &én,

Gauss-Seidel jiteratie
De Jacobi iteratie kan als volgt gewijzigd worden,

Stel x(k),xgk),...,x(k) zijn bekend. Bereken nu met (19,28) (k+4), maar
gebruik voor de berekening ven x(k 1) (k+1),xék),...,x(k) in plaats van
x(k>,x2(k)’ LYy} ,x(k) etce.

In voorbeeld (19.23) wordt dit

106x1(k+1) -z, - (k) - (k)
106x2(k+1) -z (k+1) x( k)
106x§k+1) -z - x(k+1) (k+1)

3 1 2




Met de boveningevoerde matrices L, D en U kunnen we deze Gauss-Seidel

iteratie in matrix notatie weergeven n.l.

@ + L)x&E) g L gx(k) (19.29)

Met de notatie van (19.25) hebben we in dit geval

C=a(D+L)" 0, V= (0 +1)"'2

en weer blijkt aan (19,27) voldaan te zijn.

Voor de donvergentie van (19.29) is voldoende dat (D +L1)"'wl <13 nodig

en voldoende is dat alle eigenwaarden van (@ +L)-1U in modulus kleiner zijn
den é&én,

Stelling De Gauss~Seidel iteratie convergeert als de coefficienten matrix A
positief definiet is.

Bewijs. Neem aan dat A en Y eigenwaarde en bijbehorende eigenvector zijn van
(D +1)"'0 (=(D+L)" "L’ want A 15 positief®definiet)s Dus
(@ + L)~ L1y = Ay,

Ofwel

L'Y = A(D + L)Y, (19.30)
Omdat A positief definiet is, is geen der diagonaslelementen van D nul, dus
D+L is niet-singulier,
Hoewel A symmetrisch is, hoeft (D<1—L)"1 U dit niet te zijn, we mogen derhalve
niet asnnemen dat A en Y re€el zijn.
Als we (19.30) linksvermenigvuldigen met Y'krijgen we

YIL'YY =AY'(D+L)Y = @ + if; (19.31)

Dan is

Y'LY = Y'I'Y = Y'L'Y = a - if
en

YIAY = Y'(L+D + L)Y = 20 + Y'DY, (19.32)
Omdat A positief definiet is, is

(Ut = iV')A (U + iV) = U'AU + VAV > O

dus - ,
2a + Y'DY > O,

&

Uit (19.31) leiden we af dat
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]

IDY +a - i Y'Y + a)? + g2
g g

Als a >0 is |A|2 <1 want Y'DY > 0§ als a <O geldt ook |A|2 < 1 wgnt
volgens (19,32) is zelfs YDY > 2]ale

Dus de moduli van de eigenwaarden van (D +1)"'U zijn kleiner dan &é&n.

Voorbeeld
1 0 1
A= -l 1 0
1 2 -3

De matrices D™ (L+U) en (D + L)™'U voor de Jacobi en Gauss-Seidel iteratie

zijn respectievelijk:

0 0 1\ A, = 0.748 , o o 1 A, =2, =0
-: .0 o _"}.\2,3.-%:-2.‘3.7?1'10.86‘8; 0o 0 1A =1

5 - .
-3 -3 0/ |a,| =0.945 o o 1

Aan de berekende eigenwearden zien we dat het Jacobi proces convergeert

(zij het langzaam) terwijl de GCauss-Seidel iteratie divergeert.

Versnelling van de convergentie
We hebben gezien (NA-273) dat de errorvector E(k) = X-X(

1i jking :
gk1) | o plk)

k) aan de verge-

voldoet als C de iteratie matrix is.
Als deze iteratie matrix eigenwaarden ) 2 en n lineair onafhankelijke eigen-

vectoren Y, (£ = 1,2,%..,n) heeft dan kunnen™we schrijven
(0) n
E gt %oty

zodat

| 0 n
E(k) = C(k)E( ) "Bz-ﬂ cc’e)tiY'e.

Voor grote k is

) 2oy - (19.33)
als °
l}"1l > ‘)"j_l i= 2435000540

Bij deze lineamire convergentie kunnen we Aitken's d>-proces (extrapolatie)

toepassen om de convergentie te versnellen,
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Als |A1J = |A2| komen in het rechterlid ven (19.33) twee termen voor,
zodat de drietermsextrapolatieformule (19.10) den niet gebruikt ken worden
(zie NA-275), Zelfs als A symmetrisch is, is er geen garantie dat C re8le
eigenwaarden heeft, .

Als de matrix A positief definiet is, zal Aitken's "double sweep" methode

(ook wel to-fro of forward-backward methode genoemd), toegepast op het
Geauss=-Seidel proces, een iteratie matrix opleveren wearvan de grootste
eigenwaarde re€el is en kleiner dan één. Bij deze methode berekenen we

3 3 n n
successieveli jk Xq9Xp90009X N terugkerend”" berekenen we Xnaq?Fnoor oo e 1 XgsXyge

Voorbeeld
x, + %-xz + %-xz = 2
% x, + x, +—%-x3 = 2

% x, + %-xz +ox, =2,

De Jacobi-iteratie divergeert want D”(L + U) heeft een eigenwaarde -1.

De Gauss-Seidel iteratie convergeert want A is positief definiet, De iteratie
matrix (D + L)"U heeft twee complexe eigenwaarden en een eigenwasrde nulj
(19.10) kan dearom niet met succes toegepast worden. )

We nemen X<0) = (0.8,0.8,0.8)

Jacobi Gauss~Seidel
k=0 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8 0.8
1 102 1.2 1.2 1.2 1.0 0.9
2 0.8 0.8 0.8 1,05 1,025 0.9625
3 1.2 1.2 162 1.0062 1.0156 0,9891
4 0.8 0.8 0.8 0.,9976 1.0067 0.9978
5 1.2 1.2 1.2 0.9977 1.0022 1.0000
6 0.8 0.8 0,8 0.9989 1.0006 1.0003
Als we (19,10) toepassen op X(4), X(S) en X(6) krijgen we (0.9976,0.9997,1.0003

Met de double sweep methode vinden we de volgende iteranden:

¥ =0.8 0.8 0.8
Y < 4.075 0.95 0.9
x(2) = 1,0297 0.9844 0.9562
) .

1,0120 0.9943 0.,9816
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Extrapolatieformule (19.10) toegpast op X(1), x(2) en X(B) geeft

1,0006, 0,9983, 1.0025

Stelling, Als de coefficienten matrix A positief definiet is convergeert
de Gauss-Seidel iteratie met double sweep methode.
De grootste eigenwasrde van de iteratie matrix is reBel,

Bewijs. De double sweep wordt beschreven met twee matrix vergelijkingen:
1
@ + 1)xE+E) o g pax(k)
1
(D +’ Ll)X(k+1) o 7 o m(k +'—2~).

De volledige iteratie is dus

(e+1) _ 7 - 'L(D + 1) (z - 1x(®))

(D + L)X
210+ 1) x4 (g . 1@+ 1)} 2
Voor de iteratie matrix vinden we

c= (@ +1)7L0 + 1) = @+ 1) @) (E + )M (19.34)

L'D"1 = P(1) is een linker triangulaire matrix waarvan alle diagonaalelementen

nul zijn: P.(1)-= 0 wvoor j=1i,

ij
' Een eenvoudige berekening toont dat voor P(Z) = (LD-1)2 geldt
2
Pi(j) = 0y iz i1,

Algemeen geldt voor P(k) = (LD'1)k
Pi(l,;)-o’ jZi-k+1,

Dus is (=" = o,
Daarom geldt de volgende identiteit

E+") " =B~ @) + W ...+ ()@,
In (19.34) kunnen dus de factoren 10~ en (E + LDM)'-1 verwisseld wurden:
c=(@+ 1) E+ ',

Als CY = AY geldt derhalve

™'LY = (E+ D7) (D + LAY = (A + ID™'LV)AY.

Hiermee vinden we voor de eigenwaarde

&

T10~' L1y

A (19.35)
Tay + T~y :
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In (19.35) zijn teller en noemer re8el en YIAY is posizgef. ,
Bovéndien is Y'ID™ L'Y niet negatief want LD™'L!' = (D™ 2L1)1~%L1,

Hieruit concluderen we dat A re8Bel isen 0 = A < 1,

Convergentie versnelling met relaxatiefactoren

Uitgaande van de Jacobi resp. Gauss-Seidel iteratie proberen we een iteratie
matrix C (zie (19.26)) te bepalen waarvan de grootste eigenwaarde kleiner is
dan die van D~ (L + U) en (D + 1)"'U.

Uit vergelijking (19.28) voor de Jacobi iteratie leiden we f dat

px®*) L xW)y o g ax() L g, (19.36)

Uit (19.36) blijkt dat de verandering in iedere component gelijk is aan de
corresponderende component van de residu vector van de vooraf gaende benadering
gedeeld door het diagonaalelement. Vooruitlopend op het gedrag na de k®
iteratie kunnen we deze wijziging vergroten of verkleinen, door die verande-

ring met een getal @ , de relaxatie factor, te vermenigvuldigen., Deze factor

hoeft niet voor iedere component hetzelfde te zijn en kan bovendien afhane

kelijk zijn van k. Daarom. vervangen we (19.36) door

) - )y L ¢ (z - ax®)) (19.37)

waarin Ck een diagonsalmatrix is, Bij stationaire processen is deze matrix

onafhankelijk van k; voorts nemen we aan dat qk-= wf, om de analyse eenvouw-

dig te houden.
Dan geldt dus dat

k+1)

x{ = (E -wD-11‘x)X(k> +wd 'z, (19.38)

De iteratie matrix van de hier beschreven simultane overrelaxatie is E-an-1A.

Zij p een eigenwaarde van E -coDG1A en p' een eigenwaarde van de Jacobi ite-

ratie matrix E - DA,
Dan is (g _ p™10)y = p'Y, dus (E -wD”MA)Y = (1 + o('=1))Y.
Hieruit concluderen we dat

p -1 =aw(p'-1).

Als de matrix A positief definiet is kunnen we schrijven

1
¢ A= D'%B DR
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waarin B een positief definiete matrix is met Bii = 1,

De wvergelijkingen AX = Z worden dan

5y =0~ %¥z, va=18X. (19.40)
De iteratie matrix van het Jacobi proces toegepast op

BY = D"'%z

is E -~ B; de iteratie matrix van de simultane overrelaxatie is E = wB,

Als A een eigenwaarde is van B zal de Jacobi iteratie convergeren gls

‘1 - A] < 1, Omdat alle eigenwaarden van B positief zijn convergeert de
Jacobi iteratie als X1~< 2, waarin A1 de grootste eigenwaarde van B is.

De simultane overrelaxatie convergeert als |1 - Awl < 1; dit is het geval
als we @ zo kiezen dat wh1 <2 (w>0). De beste keuze voor @ is die waar=

voor geldt
1edos=-(1-Auw) (19.41)

waarin k1 de grootste en Ah de kleinste eigenwaarde van B is, Immers dan
zijn de grootste eigenwaarden van E - ® B op teken na gelijk,
Uit (19.41) volgt dat ‘

© e
' A, + A
1 n

A
en 1 1
2\ >‘1 B Ah Ah |
1 -l "|1‘)TTT|“‘T+_>T|"A <1 (19.42)
17 " 17 "o ‘__1_+1l
&n

We merken op dat de invoering van de relaxatie factor het meest effect heeft
als de eigenwaarden van B dicht bij elkear liggen, dus als A,/ Ah weinig

van 8&n verschilt. Zo'n matrix is slecht geconditioneerd voor het eigenwaare
deprobleem mgar juist goed geconditioneerd voor het oplossen van een stelsel

vergeli jkingen,

Voor de Gauss=Seidel iteratie.

@ + 1) x&) 2 g gx()

leiden we af dat

#
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x(E#1) _ (k)

De correctie vector befnvloeden we weer met de relaxatie

factor w:

p(x®*) _ x)y o {7 ax®) _pxC) CxE)) (1g,43)
In (19.43) staat het iteratieschema.van de successieve oﬁerrelaxatie.
In plaats van (19.43) schrijven we

@' + 1)x®) -z L ox®) J o o ety

De iteratie matrix van de successieve overrelaxatie is

C=- (' +1)"{(1 -« ) + U}, (19.44)

Voor coefficienten matrices met veel nulelementen zijn de eigenwaarden
van de iteratie matrix bestudeerd, Dergelijke matrices treden op bij het
oplossen van partiele differentiaalvergelijkingen met eindige differentie
methoden,
Voor verschillende matrices, o.&a. die behorende bij de 5-punts formule
voor de laplace vergelijking (zie NA-133), is bewezen dat de grootste ei=
genwaarde van (D + L)“U (Gauss-Seidel iteratie) het kwadraat is van de
grootste eigenwaarde A, van D”‘(L + U) (Jacobi iteratie). Als deze eigen=-
waarden kleiner zijn dan é8n, dus convergentie verzekerd is, zal de succes=
gsieve overrelexatie optimaasl convergeren als

2

v 1+ (1-A:f%

. ' (19.45)

De hiermee corresponderende grootste eigenwaarde van C is dan

14+ (1 -Af)%

Voor dergelijke matrices is de tridiagonale cel structuur kenmerkend:

=0-1, (19.46)

D1 U1 o) 0
L D U 0]
A= 1 2 2
0 L D U
2 3 3
6] o L D
3 4
Hierin zijn Di diagonasalmatrices, die niet van dezelfde orde hoeven te zijn.
Voorbeeld ‘
P 4 2 -1
3 5 0

| 0 5
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De iteratie matrix van het Jacobi proces

1 1

-1 ° 2 T4

DT (L +T) == g_ 0 0
1

-3 0 0

% %

heeft eigenwaarden h1 = 0,425%, A2 =« 0,425%, A, = 0,

3
De iteratie matrix van het Gauss-Seidel proces

0
-(D + L)"'U =

0

O

]
B 8}‘” -
- 8,\"4&[—:

heeft eigenwaarden A1= 00425, A2 = ks = Q,

Nog beter dan de Gauss-Seidel iteratie convergeert de successieve 9Vverre=
laxatie waarbij we, volgens (19.,45) nemen w= 1,138, De grootste eigen-
waarde van de matrix C (19.44) is dan 0,138 = 11§k2 = A, A=~ 0,138,

In de praktijk is het moeilijk om een goede relaxatie factor te wvinden,

De methode van de successieve overrelaxatie wordt daarom alleen gebruikt
bij grote stelsels met veel nulelementen waarbij de bepaling van een goede
@ gslechts een klein gedeelte is van het gehele proces,

Als we in (19,37) QkE substitueren voor C, krijgen we een niet-stationaire

k
iteratie, Toegepast op

BY = D-%Z, (19.40)
wearbij B,. = 1 levert dit
11
x&) L (g - ka)X(k) +ka-%Z

ofwel:

x(&+1) i]; (E - wZB)X(O) + V.
L=l

We zijn daarom geinteresseerd in de eigenwaarden van het matrixpolynoom

k
Pk(B) = II

(E ~w B).
£=1 £

Als & matrix B eigenwaarden Ay heeft, dan zijn de eigenwasrden van Pk(B)

gelijk aan Pk(}\i) (zie NA-183),
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Nu willen we ©, zo kiezen dat het algebralsche polynoom Pk(t) zo klein
mogelijk is over het gehele interval waarin de eigenwaarden Ai liggen.

' Pk(t) is een polynoom van de graad k. Van alle polynomen van de graad ' k
(met coefficient van 5 &6n) heeft het Tschebyscheff polynoom de kleinste
maximele variatie op een gegeven interval, Op het interval [-1,1] is het

Tschebyscheff polynoom
Tk(t) = cos (k arccos t).

Dit polynoom heeft k+1 maxima (+1) en minima (=1). ,
" Als we weten dat de eigenwaarden Ai in het interval [a,b] liggen, dan

is het gezochte polynoom

T (b-fa-gz_
_ _k\ b ~-2a
. Pk(t) - T b+ a
! k (b,- a)
‘ 4

Voor de relaxatiefactoren W nemen wé de reciproken van de nulpunten van
Pk(t).

3

De directe oplosmethoden vereisen ;Jl vermenigvuldigingen., Omdat het
vermenigvuldigen van een matrix en een vector n2 vermenigvuldigingen
vereist, zal een iteratieve methode minder werk vergen dan een directe
methode als er minder dan %11 iteraties uitgevoerd moeten worden om de
oplossing in de gevraagde nauwkeurigheid te berekenen, Bij de matrices
met veel systematisch verdeelde nulelementen zal het aantal vermenig=-
vuldigingen veel kleiner zijn dan n2. In dit geval zal een iteratieve
methode te preferen zijn boven een eliminatie methode vanwege de geringere
hoeveelheid werk en het geringer aantal geheugenplaatsen dat nodig is.
Ook wat de nauwkeurigheid betreft is de iteratieve methode bij dergelijke
matrices (veelal van zéér grote orde) te verkiezen boven eliminatie
methoden, De oorspronkelijke coefficienten matrix, of een daarvan afgeleide
iteratie matrix, wordt bij iedere iteratie weer gebruikt zodat afrondings-
fouten niet cumuleren.
Deze voordelen vallen weg bij slecht geconditioneerde stelsels waarbij de

grootste eigenwaarde van de iteratie matrix weinig van één verschilt,
(k1) _ 4(x)

zeer klein zijn hoewel de oplossing X

Dan zal de verandering X
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nog niet voldoende benaderd ise

Immers voor grote k geldt
x - x(EH) A (X - x(6)y,

Voorbeeld
Xy - 0,70710 x, = 029290 x1 = 0,26267
0,70710 X, + 0.50000»x2 = 0,20711 - x, = 0.04275

Theoretisch convergeert de Gauss-Seidel iteratie want A is positief

definiet. Als we rekenen met vijf cijfers achter de komma en beginnen

metAX(O) = (0,0) dan stopt de iteratie al na de eerste slag met als resul=-

taat x(1) = (0.29290,0,00000),

Dit is de exacte oplossing van het stelsel

x, + 0.70710 X, 0629290

0.70710 x, + 0.50000 X, 0.,20711 + 0,00000041,

1
Bij het itereren zijn niet de exacte coefficienten gebruikt en de storing
die daardqor in de oplossing met de iteratieve methode opireedt is van

dezelfde orde als die welke optreedt bij de eliminatie methode.

Bij slecht geconditioneerde stelsels convergeert de iteratie slecht;

dit verschijnsel correspondeert met cijfer-verlies in de pivots bij de
eliminatie methode.

Dit wordt duidelijk als we de karakteristieke vergelijking beschouwen van
de iteratie matrixe.

Bij de Jacobi iteratie is deze vergelijking

| 2L + 1) =AE] =|L+U+AD]=o0. (19.47)
Bij de Gauss-Seidel iteratie is deze vergelijking

[ (L + D)y -Ag| = |U +A(1 + D)= 0. (19.48)

Het is duidelijk dat voor beide vergelijkingen een wortel weinig van één

verschilt als IAI weinig van nul verschilt, d.i. als het stelsel slecht

gecorditioneerd is,
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Omdat de beschreven iteratie methoden afhankelijk zijn van de volgorde
waarin de vergelijkingen opgeschreven worden, kan de convergentie van
het iteratieproces veranderd worden door de vergelijkingen op een nieuwe
wijze te rangschikken (ordenen).

Voorbeeld

De Jacobi én de Gauss-Seidel methode convergeren als de coefficienten=~
matrix de eenheidsmatrix is; bij een permutatie van de rijen zal zowel
D als D+ L singulier worden dus dan convergeren noch de Jacobi noch de
Gauss-Seidel iteratie.

Als rijen én overeenkomstige kolommen gepermﬁteerd worden zal dit geen
invloed hebben op de Jacobi iteratie wel echter op het Gauss-Seidel proces,
Zij P de permutatie matrix, dan is de nieuwe matrixvergelijking

P(D + U + L)P'(PX) = PZ, (19.49)
Het Jacobi iteratieschema is dan ‘

PDP'(PX(k+1)) = PZ - P(U + L)P'(PX(k)) (19.50)
en het Gauss-Seidel schema

pd + v)pr(2xE)y o pg - prpr(px(K)), (19.51)

Met permutatie matrix

1 0 ‘
p=| 0 o 1 (19.52)
1 0 0

is (19.50) in uitgeschreven vorm
) L, ), )

22 2 2 1 23 3
x(k+1) =2z =8 x(k) - a x(k)

33 3 3 31 1 32 2
a (k+1) =2 -a x(k> - a x(k)

1171 1 1272 1373

en (19.51) geeft bij uitschrijven
x(k+1) =z -a x(k). -a x(k)

822 ? ) 2 21 E ) 23 z )
k+1 k k+1
3353 = 23" 85X = 855 (19.53)
(1) _ (1), (k1)
1171 1 1272 1373

Bij het oorspronkelijke Gauss-Seidel proces

(k+1) (k) (k)
1159 =2yt B = 843%;

Lk+1) L) (k)

22 % ) T % T %oy z ) 23 ? )
k-+1 k+1 k+1
3373 =z 8K = 835%,
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gebruiken we x$k+1) om x§k+1) te berekenen, terwijl we in (19.53) daartoe

xsk) sanwenden,

Bij matrices met een tridiagonale celstructuur zijn er permutaties van rijen
en kolommen waarbij de ordening consistent is met het oorspronkelijke stelsel,
deW.2Z. dat het Gauss-Seidel proces na de permutatie volgens dezelfde arithe

metiek verloopt als bij het oorspronkelijke systeem,

Yoorbeeld
41 2 =1 x, z1 4x$k+1) = z1 - 2x§k) +‘x§k)
f (5) Z x| = | 5 5x§k+1) -z, - 3x$k+1) (19.54)
- x z
3 3/ o¥) |, L&)
3 3 1
Bij de ordening 1,3,2 krijgen we
4 |1=-1 2 x,\. z, 4x$k+1) =z, - 2x§k) + xgk)
=112 0 | X3/ % | %3 2x§k+1) =z, + x$k+1) (19.55)
310 5 *s 2, (x+1) (k+1)
ox, =3z, = 3x1 .

Karskteristiek voor deze consistente ordening is dat de elementen ongelijk
aan nul boven de diagonaalyna de permutatie zich ook boven de diagonaal
bevinden. ‘

Als bij een permutatie de tridiagonale celstructuur behouden blijft ver-
andert de convergentie van het-proces niet hoewel de arithmetiek gewij-
zigd wordt, '

De permutatie 2,3,1 heeft als resultaat

- (k+1) _ (k)
5 01 3 x, z, 5x2 22 - 3x1
0 2 | =1 X3 = 23 21(k+1) =z + x(k) (19.56)
2 ~1]4/ \x Z, 2k+1) ? (k+1) (k+1)
1 4x = 7 = 2x2 + x3
De iteratie matrices van (19.54), (19.55) en (19.56) hebben de eigenwaarden
7

Blliptische parti€le differentiasalvergelijkingen

Met de centrale differentie formules krijgen we voor de lineaire partiéle
differentiaalvergeli jking

Au__ +Cu__ +Du_+Ea_ +Fu=G
XX VY x y
de bekende vijfpunts differentie formule (zie NA-140)

ur,s = g‘]u.:["'l-"l’s * Baur..‘l,s + 2ur,S+1 + ﬁ4ur’s_1 + Tr’s (19057)

als we althans alleen de eerste term meenemen.e
Bij het randwaarden probleem is het resultaat een stelsel met evenveel verge=-
lijkingen en onbekenden als er roosterpunten zijn binnen de rand,
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4
We nemen aan dat B; = 0 (i = 1,2,3,4) en 21 By < 1e
i=

A, Punt iteratieve methoden

Het iteratie schema voor het Jacobi proces is

L@) _ () 2®) MCY Bu L) 7, g0 (19:58)

Ty8 ﬁ r+1,8 Bs r=1,8 52 Tys+1 TyS=1

Bij de Gauss=Seidel methode werken we per iteratiestap stelselmatig alle
roosterpunten rijsgewijs af en wel van links naar rechts, Dan is het
iteratie schema:

(n+1) (n) (n 1) (n) (n+1)
Yr,s = B T+l,8 * B T=1,8 * B T,8+1 54 Trys® (19.59)
Als de Gauss-Seidel methode toegepast wordt op de vergelijking van laplace
+ =0 | 19.60a
u U (19.60a)
wearbij de rand vierkant is en het rooster een wijdte h = %a-heeft dan geldt

voor A, de convergentie factor van de Gauss-Seidel iteratie

2 n )2
A = COS M 1-(M)

De successieve overrelaxatie toegepast op (19.57) heeft als iteratie schema

(n+1) ofp.u (@) L au.®) o, 0) o) o } - (o - 1)u(n).

1 r+1 8 2 r-1 s B:3ur,s+1 4 Ty8-1 T, 8

(19.60)
Als (19.60) toegepast wordt op de vergelijking (19.608a)spreken we van de

ge&xtrapoleerde methode van Liebmann,
De successieve overrelaexatie convergeert optimaal als

2
° 1+\l1-}\’

waarin A de convergentiefactor is van het gewone Gauss-Seidel proces,

B, Rij~iteratieve methoden

Bij rij-iteratieve methoden verbeteren we de waarden van de oplossings-
benadering gelijktijdig voor alle roosterpunten op é&n rij.
De simultane rij-iteratie (Jacobi) heeft het volgende schema.:

u(n+1) - (n+1) - B (n+1) (n) u(n) 1. (19.61)

TyS 1. r+1 s 3 r-1,s 2 r,s+1 4 ry,8=-1

Bij de succegsieve rij-iteratie worden de wverbeterde waarden van de vooraf-
gaande rTij gebruikt:

(n+1) (n+1) (n+1) (n) (n+1)
Ur,s = By 98 + By r=1,8 + Byu T,8+1 + 4 r,5-1 T Tr,s° (19.62)

Bij iedere waarde van s is het voor de bepaling van de verbeterde waarden
nodig een stelsel ven M vergelijkingen met M onbekenden op te lossen, Met
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M wordt het aantal inwendige roosterpunten op de rij in kwestie aangeduid.
De matrix van dit stelsel is tridiagonaal zodat het aantal bewerkingen voor
het oplossen van dit systeem met de methode van Crout evenredig is met M,
Ook bij de successieve rij-iteratie kunnen we overrelaxatie toepassen:

(n+1) {51 £2113 3u£f;1g 2 £?3+1 * 4u§?;22 * Tf,s - uiﬁg} +'u§?3'
(19.63)

Als ) de convergentlefactor is van de successieve rij-iteratie (19,62) dan
convergeert (19.63) optimaal als

2
W= T T e

1 +‘d1 - A

De successieve rij-overrelaxatie heeft voor de vergelijking van Laplace
bij vierkante rand als convergentiefactor

A =808 m_\? ~ 122 2
2 = cO8 mh M
waar h = %-de roosterwijdte is,

Deze relaxatiemethode convergeert dus bijna twee keer zo snel als de succes-
sieve punt-overrelaxatie (19.60). De successieve rij-overrelaxatie geeft vooral
snel een goede benadering als de eens berekende elementen van de inverse van

de tridiagonale matrix, nodig om rijsgewijs een stelsel op te lossen, bewaard
en gebruikt worden,

Ce Alternated direction implicit methode

Een recente modificatie van de rij-overrelaxatie is de "alternated direction
implicit" methode (ADI), waarbij op het rooster eerst een rij-iteratie wordt
uitgevoerd en daarna een kolom-iteratie (double sweep).

Voor de vergelijking van Laplace is het iteratie schema van deze methode:

W) @) L ) ) (e, ) L) )

TyS Yr »8 r-1,s r,s+1 r s=-1 r,s

rij-iteratie

W) ) () () ey g ), () g )y

TyS Ui sS r s Tys+1 r s=1 Ty S
kolom-iteratie

Er is een methode om de factor w zodanig te bepalen dat bij die waarde de

ADT methode optimaal convergeert. De convergentie is aanmerkelijk beter dan

de convergentie van de puntsgewijze successieve overrelaxatie (19.60) en van
de successieve rij~overrelaxatie (19.63). Een nadeel van de ADI methode is
echter dat op een computer veel "organisatie" gevergd wordt om rijen en daarna
kolommen van tape (of trommel) naar het kerngeheugen te transporteren,

Vooral bij een lineair secundair geheugen zal dit inconvenient zich doen ge-
voelen,
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