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Hoofdstuk 5, Oplossen van algebraische en transcendente vergeligkingen

0. Inleiding

Voor literatuur zie NPL's Modern Computing Methods, Hoofdstuk 6. In dit
hoofdstuk gaan we ons bezig houden met het numeriek oplossen van verge=
1lijkingen met é&n onbekende, Men spreekt van wortels van een vergelijking
of ook nulpunten van een functie, Eerst zullen wij proc&dé‘'s behandelen,
die bruikbaar zijn voor willekeurige continue functies, daarns beschouwen
we meer in het bijzonder proc&dé’s ter bepaling van nulpunten van poly=-

nomen, m.8.W. wortels van algebraische vergelijkingen. Ter inleiding een

0.1 Voorbeeld, Berekening van vierkantswortels,

Zij gevraagd x = Ve,

We zoeken p en q zodanig, dat a = pg, bijve p = 1, q = a, maar liever nog

20, dat p en q dicht bij elkaar liggen. Als p = g, zijn we klaar, want dan
geldt x = po Als p # q, vinden we een betere schatting door het gemiddelde
te nemen: m = (p+q)/2. Bij deze m, die te groot is, vinden we een schatting
die te klein is, door m op a fe delen: h = a/m.

Blijkbaar geldt: hm = a, dus h en m kunnen de rol van p en g overnemen,

Met deze nieuwe p en q herhalen (oftewel "itereren") we bovenstaand reken=-
schema, totdat h en m 286 dicht bij elkaar zullen komen, dat voldoende pre=
cisie bereikt is, Dit iteratie=~proces moge worden toegelicht met het volgen-

de voorbeeld en bijbehorend plaatje,

Voorbeeld, Gevraagd x = VE&

p q

1 2

4/3 3/2 = 1.5

ak/ 17 17/12 = 1. 4167
577/408 ~ 1.4142157

Vergelijk V2' & 1,414213562373,
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0 P h m q

Dit iteratie~proces convergeert zeer snel; in elke stap wordt het aantal

correcte cijfers ongeveer verdubbeld, Dit heet )qu;gﬁégqunpppygpx.pp}ﬁo

Het proces zal blijken te zijn de methode van Newton (zie onder).
0.2 Iteratie

Het bepalen van wortels van niet-lineaire vergelijkingen geschiedt meestal
iteratief, Daarom nu iets over iteratie in het algemeen,

Een proces heet iteratie-~proces, als het bestaat uit het herhaald uitvoe=

ren van een bepaald rekenschema, de z.g.n. "iteratie-stap". Precieser:

Men gaat uit van een startwasrde X, (ook beginschatting genoemd)., Daarna

wordt voor 1 = 0, 1, 24 c0s de i=de iteratie=stap uitgevoerd, welke behelst

het berekenen van X501 uit X0 Deze xs heten "iterates"™ of "iteratie=wasarden'".

Een iteratie~proces heet convergent als lim x. bestaat.
b Rl

Indien het proces voldoende snel convergeert, wordt de iteratie vooftéézet,

totdat de limiet-waarde in de gewenste precisie benaderd is.

Het kan zijn, dat in de i=de iteratie=stap voor de berekéning ven x. ., niet
allsen X, maar ook oudere iteratie-=waarden nodig zijn. Dan heeft men natuur-
1ijk ook meer dan é&n startwaarde nodig (zie bijvoorbeeld Regula falsi).

In dit hoofdstuk zijn de iteratie-waarden en de gezochte limiet steeds (reé&le
of complexe) getallen. Het kunnen echter ook vectoren zijn (zie blz. 146) of

zelfs functies (bijv. bij het oplossen van differentiaslvergelijkingen),

Convergentie=snelheid

Een maat voor de convergentie-snelheid is de z.gon. orde van het iteratie-

proces. Zij o de gezochte limiet en Gi =X, -0 de fout in de i=de iterate,

&
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Als nu op den duur (voor voldoende grote i) bij benadering geldt:

voor constante C en m, dan heet m de orde van het proces.

Als m = 1 of 2 spreken we ook van lineaire resp. guadratische con=
L )

vergentie, Bij lineaire convergentie is ook de convergentie=factor

C van belang,

1. Bisectie
Deze methode gaat uit van de

Tussenwaarde=stelling. Een continue functie neemt in een interval (a,b)

elke waarde tussen f(a) en £(b) aan,

In het bijzonder: als f(a) en f(b) tegengesteld teken hebben, dan heeft

f tussen a en b een nulpunt, Op grond hiervan kan van een continue functie

f die in a en b tegengestelde teken heeft, een nulpunt bepaald worden als

volgts

Neem het midden van het interval: m = (a+b)/2 en bereken f(m)., Er zijn drie

mogelijkheden:

1) f(m) = 0, dan is m dus een nulpunt;

2) £(m) » £(a) > 0, moaow, £lm) » £(b) < 0, dus nu ligt er een nulpunt
tussen m en b, Vervang nu a door m en itereer, d.wW.z. herhaal het boven=
staande met de nieuwe a en bj

3) £(m) . £(a) < 0, dus dan is er een nulpunt tussen a en m., Vervang dan b

door m en itereer,

Dit proces heet bisectie, De iterates x; zijn hier de opeenvolgende midden=
punten m, Bij elke stap wordt de lengte van het te beschouwen interval ge=-

halveerd, Het proces convergeert dus altijd en lim 3 is een nulpunt van f.
i-»m
(Dit proces kan zelfs als bewijs van de tussenwaarde-~stelling dienen,)
De convergentie is lineair met convergentie-factor %m Moa,W, elke stap le=
3 )

vert &én bit (= bineair cijfer) meer precisie, Daar 210 2~ 10°, gebruiken

we de vuisteregel, dat elke 10 bisectie-stappen een winst levert van 3 deci-
malen,

&
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2, Lineaire (inverse) interpolatie = Regula falsi

Bij bisectie is de enige informatie, die we aan de functie ontlenen, het

teken, Bij lineaire interpolatie gebruiken we ook de waarde., Deze methode
gaat uit van de onjuiste sanname (vandaar "regula falsi") dat de functie

lineair is, Laten twee iterates met bijbehorende functie=waarden

(xi,1°fim1) en (xi@fi) gegeven zijn, Dan wordt het snijpunt x. ., ven de

lijn door deze twee punten met de x=as bepaald:

X=X,

X = x ”Mf
it1 7L f.=f, i°

1 Tl

o o0 X, nodig, Dit proces gebruikt in

elke stap de twee laatste iteratie-waarden., Helaas convergeert het niet

Hierbij zijn dus twee startwaarden x

altijd, maar als het convergeert, convergeert het wel snel.

2,1 Stricte interpolatie

Een veilige, maar veel langzamer convergerende methode krijgen we, als we
in elke stap interpoleren tussen twee iterates, wier functie-waarden tegen-
gesteld van teken zijn. Dit heet interpolatie in stricte zinj als de ge=
bruikte functie=waarden hetzelfde teken hebben spreken we soms van extra=-

polatie,

2.2 Voorbeelds f(x) = x5 = 6x° + 11x = 6 = (x=1)(x=2) (x=3) s

Startwaarden: x, =k en X, = 205
x £(x) Ax
L 6 o
2.5 =375 +,09
2.6 =5 38L +,08
207 =357 +,07
2,8 =,288 +,05
209 =0 171 +,030 (x,-3)11(3)
2093
o /i ; ¥
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Dit convergeert langzaam, omdat we voor de stricte interpolatie steeds

het oude punt x., = 4 moeten gebruiken, Extrapolatie tussen 2.8 en 2,9

0
zou leveren Ax = +,146, dus x = 3,046, een veel betere benadering.

2,3 Convergentie=snelheid

Wij beschouwen earst de stricte interpolatie. Hierbij geldt, dat voor de

berekening van X.
r g van Xx. .

oude iterate, die onder omstandigheden (zoals in bovenstaand voorbeeld)

worden. gebruikt de laatste iterate X. en een vrij

constant blijft en die we voor het gemsk x. noemen., Noemen we het nule

0
punt o en ontwikkelen we f in een Taylorreeks om a, dan krijgen we

Xipq = @5 X5 = O = cpmom—p= .
1 0

(XO = xi)(f“(a)(xi - a) + aoe)

=ximam fomfﬂ(a)(xima) g 600

(x. = a)f'(a)
- 0 2
= (xi - a)[1 - 7 + o(xi - O) ]o

Dus voor zo grote i, dat Gi =X =0 klein genoceg is geldt:
= o)f'(a)

o
o

(x
0

Dit proces convergeert dus lineair en soms nog langzamer dan bisectie,

In bovenstaand voorbeeld zou de convergentie=factor worden
(x, = 3)£'(3)
1 = = 2/30

fo

Nu beschouwen we de eerste geschetste gevaarlijke methode, waarbij in elke
stap de twee nieuwste iterates worden gebruikt en vragen: "Als het proces
convergeert, hoe snel dan?" We zetten de bovengenoemde Taylor-reeks nog

een term verder voort en krijgen:
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f.

o = X
izl
f. 1l

1=

X
i+1 i f. =
i

(xi = ximi)(f"(u)(xi - a) + %f"(a)(xi = a)2 + o60)

i ‘tv TR o s
i (xi - xinj)(f (o) + 3f (a)(xi @+ X a) + soo)

1

- %f"(a)(xiu‘l o= Ct) + oob
(xi = d.) fv(a) + oo °

Ofwel, als i groot genoceg is en f'(a) # 0 (m.a.w. & is een enkelvoudige
wortel):

- f"(u) 6 6
i+17~ 2F (@) i i=1°

Om de orde m van het proces té bepalen, stellen we §,

= C 6? en ‘riemen de
1+1 1

logarithmes

£"(a) 1

1
lnC+m.ln5i-ln(2f a)+ln5i~=;1-lnc+~ﬁlnﬁio

Omdat 1n Gi naar =* gaat, mogen we alle constante termen verwaarlozens
mln 8§, 4 1n 6. +alln S.,
i, i m i 19
Ofwelm =m = 1 =0, dusm=«-é-:c§=ﬁ‘°
Als het proces convergeert, is alleen het + teken bruikbaar en we vinden

dus voor de orde van dit proces:

Gelukkig is het mogelijk de lineaire interpolatie zodanig uit te voeren,
dat zij veilig is en op den duur convergeert met orde 1.6, Bij het hand=-
rekenen vindt men meestal wel de juiste tactiek, maar deze tactiek te
programmeren 1s lastiger,

Wij veronderstellen, dat er twee startwaarden Xy en x, zijn waarvoor geldt
f(xo) o f(x1) < 0, In elke iteratie=stap bewaren we 3 punten, nl, a = de
voorlaatstey, b = de laatste iterate en ¢ = het laatste contra=punt,; dat

is de laatste iterate, waarvoor f(c) , f(b) < O,

Het veilige interval is dus (c,b). Voor de interpolatie worden gébruikt

a en b, Ligt het resultaat niet tussen ¢ en b, dan wordt dit verworpen
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en dan kan men strict interpoleren tussen ¢ en b bf9 nog beter, gewoon

het gemiddelde van ¢ en b nemen.

Tenslotte nog een kleinigheid. We moeten constateren, dat de gewenéte
precisie bereikt is, Bij het handrekenen ziet men dit wel, In een
machine=programma moeten we, als de iterates te dicht bij elkaar komen,
een stapje € opzij gaan, om de téken~omslag te constateren,

Een en ander is beschreven in de Algol=procedure AP 230, van het Mathe=

matisch Centrum (zie onder).

Voorbeeld, x = @ 2 uit de vergelijking x3 = 2 = 0,

X £ o Mx

1 =1

105 +16375 =,29

1,21 = 228404 - +,0413
1,2513 =,040TT5 +,00897
10,2603 +,00180518 =,0003816
1.2599 18}

Vergelijk 2 221.,2599210,



commentd AP 230

ZERC:= X:= a zero of £x between a and b, The expression X

must depend on x and have different signs for x = a and X = b,

In arrvay el1 : 2] one must give the relative tolerance e[1] and the
absolute tolerance e[2], both of which must be positive. The method is
a2 combination of linear inter— and exitrapolation and bisection, pro—
ceeding as follows: Starting from the interval (a, b), ZERD constructs
a sequence of shrinking intervals {c, x), each interval having the
property that £x has different signs in its end points. If necessary,
¢ and X are interchanged, in order to ensure that fx has the smeller
absolute value in x. Subseguently, either interpolation using ¢ and x
or extrapolation using X and & point outside (¢, x) takes place, yiel—
ding a new iterate i. If abs (i — x) is too smell, i is moved slightly
towards c¢. Furthermore, the new iterate is accepted only if it is si-
tuated in the x~balf of (c,x), otherwise it is replaced by the middle
m of the imberval. The process ends as soon as the interval (c, x)
has a length < 2 X (abs (x X e[1]) + e[2]). For a simple zero this
process is of order 1.6;

real procedure ZERO (x,a,b,fx,e); value a,b; real x,a,b,fx; array €;

begin real c,fa,fb,fc,m,i,tol,re,ae; re:= e[1]; ae:= e[2];

x:= a; fai:= £fx; x:= by fhe= £x; goto entry;

1

goon: if abs (1 —b) < tol then i:=Db + sign (¢ — b) X tol;
x:= if sign (1 —m) = sign (b — 1) then i else m;
a:= b; fa:é fbs b= x; b= X
if sign (fc) = sign (fb) then
entry: 23.%.5;% c:= aj fei:= fa end;
if abs (fb) > abs (fc) then
Eﬁé.iﬁ a= bs fa:= fb; bi= c; fb:= fe; ci= a; fei= fa 3512;
m:= {b +¢c) / 2;
i:agfb_fa+om(axfb—bxfa)/(fb—fa)_e_;_ngm;
tol:= sbs (b X re) + ae; if abs (m — b) > tol then goto goon;
ZERd:: Xi= Db

end ZERO;



159

Qggaven

85 a) Schrijf een procedure of functie-procedure in ALGOL 60, die een
nulpunt van een functie bepaslt door middel van bisectie in een
voorgeschreven precisie. De heading zou kunnen luiden:

"regl procedure BISEC (a, b, f, eps, alarm);

value a, b eps; real a, b, eps; label alarm; real procedure f;"

b) Schrijf hieromheen een programma, dat met behulp van deze proce=
dure enige nulpunten berekent in 3 decimalen nauwkeurig. Kies zelf
een geschikte vergelijking en bijbehorende a en b, bijv. de verge=

lijking tg(x) = x.

86) Bereken met behulp van lineaire interpolatie in 5 decimalen de reé&le

wortels van

X" = 2x =5 =0
x2 w 3% = b sin x = 0
x3 - 9x2 + 18x = 6 =0

X" = 5 = 0,



3, Formule van Newton

Bij gebruik van deze formule gaat men uit van een schatting X, van het
nulpunt, trekt de rasklijn aan de kromme en snijdt deze met de x=as,
Het snijpunﬁ is de volgende schatting en men itereert dit,

De iteratie-formule luidt dus
. . f(xi)
i+l 71 £ X

3.1 Voorbeeld, nogmaals de vergelijking x> -2=0

x £(x) £1(x) Ax

1 -1 3 +(%

163 +5 197 5,07 =,039
1,261 +,00514258 4,77036 =,001078
1.259922

Vgle V2'= 1,2599210,

Ook Newton-iteratie convergeert niet altijd. Zelfs bij polynomen kan het
voorkamen, dat men in het oneindige terecht komt of in een cyclus

(bijve x = Xi) blijft hangen. Convergentie is verzekerd als tussen

nulpunt :Zzschatting de functie convex is (d.W.z., met de bolle kant naar
de x=as gekeerd). Dit is het geval als tussen nulpunt en schatting

f(x) o £"(x) » 0, (Bijvoorbeeld geldt dit voor polynomen met uitsluitend
re&le nulpunten, met schatting groter dan het grootste of kleiner dan het

kleinste nulpunt.)

3.2 Convergentie=snelheid

We ontwikkelen f weer in een Taylorreeks om het gezochte nulpunt o
= Pt 1 on 2
f(X) = f (&)(X = Q) *‘5 £ (G)(X e a) + so0

fa(X> = f”(a) + f"(a)(x = Q) * 000 o
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1
8 == W e 000
£'(a) + 5 (“)(xi a) +

fﬂ(a) * FWY“)(xi = ﬂ) *+ a0

]
B

=]
i

(xi = a)(1 =

-+ £'(0)(x; = @) + oo

F7{a) * £1a)(x; = ) * coo

[1}

(xi = a)

Stel nu f'{a) # 0, mea.w, o zij een enkelvoudig nulpunt. Dan

C'(e) 2 3
Xspq = O = FETS (xi - a)" * O(xi - )7,
Mo&oWo GiM %2 C Sig dus voor een enkelvoudig nulpunt is Newton'’s itera=
tie=proces kwadratisch convergent, (Bij elke stap wordt het aantal goede
cijfers ongeveer verdubbeld. )

Stel vervolgens f£'{a) = 0, maar £"(a) # O, moaoW, a zij een dubbel nul=

punt. Dan geldt:

9 2
X @Gﬂ?(xixa)i’O(xima)e

1 . . s 1
MoBoWo 6i+15&:§ Gig dus nu is het proces lineair convergent met factor =

2

gelijking lineaire interpolatie met Newton

Vergelijken we nu deze twee processen voor het vinden van een enkelvoudig
nulpunt, Newton's proces is van de orde 2 en lineaire interpolatie van de
orde 1.6, Wat praktisch het gunstigste is, hangt echter af van de hoeveel=
heid rekenwerk, nodig voor het berekenen van f'(x). Er zijn twee belang-
rijke gevallen: ) ’

ie) De berekening van f°(x) kost vrijwel niets (bv, als f een oplossing is
van een differentiaalvergelijking). Dan is Newton'’s proces gunstiger, omdat
dit proces van hogere orde is,

2e) De berekening van f'(x) kost vrijwel evenveel als de berekening van

f(x)o (Dit is bv, het geval bij polynomen van ni.t al te lage graad.)

Noemen we de berekening van een waarde f(x) of £'(x) een evaluatie, dan
vergt lineaire interpolatie dus &én evaluatie per stap en Newton twee, Per
evaluatie is Newton dus effectief van de orde V2 % 1.4 dus iets minder
snel, dan linesire interpolatie.

&
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3,3 Combinatie van veiligheid en snelheid

Ook Newton®’s formule kan op een veilige en snelle wijze worden uitgevoerd,
indien twee punten bekend zijn, waar de functie tegengesteld teken heeft,
Men moet dan, evenals boven geschetst voor lineaire interpolatie, een vei=-
lig interval bijhouden en elke Newton-stap alleen accepteren als zij een
iterate binnen het veilige interval levert. Zo niet, dan kan men weer het

gemiddelde nemen (zie opgave 89).

4, Inverse interpolatie van getabelleerde functies

Voor een nulpunt van een functie f geldt f(z) = 0, m.a.w., 2z = f’1(o)° We
kunnen fm‘j door een polynoom benaderen en interpoleren, Bij argument O
vinden we dan een benadering van een nulpunt z.

Als f door een equidistante tatel gegeven is, is dit niet aantrekkelijk
le) omdat we dan alle voordelen van de equidistantie kwijt zijn, 2e) omdat
soms fm1 veel minder op een polynoom lijkt dan f, zodat geen redelijke
precisie verkregen wordt (zie ook blz, 60). Beter is het de getabelleerde
functie f zelf door een polynoom te benaderen en van dit polynoonm een nul=
punt te bepalen, bijvoorbeeld met regula falsi, Natuurlijk starten we hier

met een tabel-interval, waar de functie teken=-omslag vertoont.
4.1 Voorbeeld formule van Bessel

£5(x + ph) = T, + pb; + B_(p)(62 + 62) + B_(p)63 + soo o

0 0 2. 2 0 1 3 2
Wij zoeken p 20, dat f (xO + ph) = 0, Laten x,; en f. tabel-argumenten en
~waarden aanduiden, waar p; de successieve iterates zijn met de start-

waarden p, = 1 en p, = 0, Lineaire interpolatie levert
p2 = ﬂfo/a%o
Vervolgens berekenen we f%(xo + p2h) en zetten de volgende stap. Het

tabel=interval is vaak zo fijn, dat we de helling van de interpolatie=

lijn constant gelijk aan 1/6% mogen houden,
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Dus

o
£ (xo + pih,)

Pigg 591 - 3,
2

2 2 3
= fo s BQ(Pi)(60 + 51) e B;{(Pi)sé = 5006
6 o

ol

Men zal zien, dat na een paar iteraties de bijdrage
2 2 3
. . + o

niet meer verandert: men heeft dan p gevonden,
(Het proces convergeert lineair, maar snel, want de convergentie=factor

is klein,)

Bij voorbeeld vierde nulpunt van Besselfunctie Jo(x)

x 3o (x) 5 82 §3 &

11,k =,09021450

11.5 =,06765395

11,6 =, 04461567

19,7 =,02133128 + 1406 + 181
+ 23298L5 , = 23024

11.8 +,00196717 «21618 + Lo2

11,9 +,025049L4%L
12,0 +,04768931
1261 +,0696667T

De hogere differenties blijken (voor Bessel’s interpolatie) verwaarloos=

baar,

Py = = fO/G%ss +02133/,02330 & ,9155
2 2
B,(p,) (85 + 87) + oo 500000516

Dit levert Py »9153450,Hierna nog slechts een subtiele verandering:
2 2
B,(py) (85 + &%) + 000 # 000000515

D), = .9153L458
Vergelijk vierde nulpunt van Iy % 11,7915344391,

&
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_ Opgaven

87)

88)

89)

90)

a) Hoe luidt de formule van Newton voor de vergelijking

%X = a =07

Toon asn dat de formule convergeert, als r # O, a > 0 en x. > O,

0
Noem gevallen, waarin geen convergentie optreedt.

b) Belangrijke bijzondere gevallen zijn r = 2 en r = =1, Laat zien,
dat de formule voor r = 2 equivalent is met de formule, behandeld
in voorbeeld (0.1).
Bereken met de formule voor r = =1 ("delen zonder delen") het quo=-

= 1,

tiént 1/.25 uitgaande van de startwaarde X5
Schrijf een programma, dat met behulp van procedure ZERO (pag. 158)
een nulpunt bepaalt van een polynoom van oneven graad., Laat de tole=
rantie zijn een gegeven ¢ maal de som der absolute waarden der poly=
noom-coéfficiénten, De invoer-gegevens voor dit programma zijn duss
de precisie ¢ en de graad en coéffici&nten vén het polynoom.

Stel de gegevens op voor de polynomen‘van opgave 86 en voor het poly=

noom 5 N 3

2
X" e X @ XT wm X = X = 1o

Doe de berekening tevens met de hand om de resultaten van hand- en
machine=berekening te kunnen vergelijken, Laat het programma hiertoe
de nodige tussen=resultaten uittypen, om de stappen te kunnen verge=-

lijken,

a) Schrijf een Algol-procedure, dat het procédé, beschreven in (3,3),
uitvoert en eindigt met een interval ter lengte 2 x tol (vergelijk
procedure ZERO, pag. 158)., De heading zou kunnen luiden:

"real procedure Newton (a, b, f, Df, e);

value a, b real a, b; array e; real procedure f, Dfy

b) Schrijf hieromheen een programma, dat met deze procedure een nule-
r o . o s
punt berekent van x° « a voor enlige waarden van a en r in 5 cijfers

nauwkeurig,

Bereken de re&le wortels van de vergelijkingen genoemd in opgave 86,

maar nu met de formule van Newton,
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5., Inverse interpolatie=formule van Muller

Bij lineaire interpolatie, wordt de gegeven functie f in elke stap
benaderd door een polynoom van de eerste graad. Hier gaan we uit van
een benaderend polynoom van de graad twee, Laten gegeven zijn 3 basis=

punten X , X,p X0 De interpolatie=formule van Newton op deze basispun=

2
ten, evenwel toegevoegd in omgekeerde volgorde, luidt:

£(x) = f[xzj + fEx,aexal(x'w x2) + f]:xogx,!,xgj(x - x2)(x - X‘B)°

Van deze f%é gaan we nu een nulpunt x3 berekenen,

Stel ter vereenvoudiging

g = Xgeq = %o 8y = Fapq = 5, 45 = Be/hy o

Dan krijgen wes

A ‘ A o. h (h. +h.)

3% 1 Ak 0 2° 2 1

50061 f(x>=f 4 wom h +(m«=m et et 52 ()
+
3 2 h@ 2 h1 ho ho h1
h, + h1
Vermenigvuldiging met = = 1 4 d1 levert:
0

2 2 2 _
50002 (1 +a,)f, + [(1+24,)8, = a7 ala, + (a8, = a,"8,)a," =0

Dit is een vierkantsvergelijking in dgo Om convergentie te krijgen,

kunnen we het beste de absoluut kleinste wortel kiezen,

5.1, Intermezzo over de vierkantsverggliiking

De vierkantsvergelijking ax2 + bx + ¢ = 0 heeft twee wortels volgens de

bekende formule

mbs&;\lbzmhac

2a

X =

Wanneer |ac| << !b2!a dan zullen voor de absoluut kleinste wortel cij=-
fers in de teller wegvallen, Om dit te vermijden, berekent men eerst de
absoluut grootste wortel x40 volgens bovenstaande formule. Dus, als

a, by ¢ re€el zijn:
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_ b+ sen(b) dbg = lLag
- 28, ’

1
Selo1 X1

waarbij sgn(b) = 1 als b 2 0 en =1 als b < O,
Vervolgens berekent men de andere wortel X5 door X5 op het product te
delen:

501o2 X2 =C/a/x.lo

Is men alleen geinteresseerd in de absoluut kleinste wortel X5 dan

berekent men deze direct als volgts

50103 X, =

2¢
p = =
b + sgn(b) Jbg - lLac

5,1.4 Complexe arithmetiek

Zijn a, b, c niet re€el, maar complex, dan kiest men het teken van
r = Vbz = hac 26, dat in het complexe vlak de vectoren horende bij b

en r een niet stompe hoek maken.

5.2, Formule van Muller (vervolg)

Van vergelijking (5.0.2) willen we alleen de absoluut kleinste wortel
hebben, Deze berekenen we daarom volgens formule (5.1.3) (althans zolang
de zaak redel blijft):

. ?(?”f di)fE

b+sgn(b)Vb2mh(‘3+d)(dA -a2a)r
148y = 478,01,

e L 2
waarbij b = (1 + 2d1)A1 -4a, Aoo

Dit is de formule van Muller,
In het geval van complexe arithmetiek wijzigt zich deze formule in zoverre
dat het teken van de wortelvorm wordt gekozen volgens opmerking (5.1.4),

Uit deze d2 worden dan h2 en x., verkregen volgens:

3

h2=d2*h13X3=h2+X2o
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Vervolgens worden x09 x19 %, vervangen door resp. xig Xps X3 de functie=

3

waarde in het nieuwe punt4x2 wordt uitgerekend en dan is men gereed voor

de volgende iteratie=stap.’

5.3. Convergentie=snelheid

Muller's proces cohvergeert niet altijd. Noemen we de fout weer
61 =%, = O waarbij ¢ een nulpunt is, Op analoge wijze als in 2.3,
vinden we nu het volgende,
Indien Muller's proces convergeert naar een enkelvoudig nulpunt o,
dan geldt op den duur

f““"(a) 8

$:41 ™ = TFTa) i 118500

De convergentie-~orde m is gelijk‘aan de grootste wortel van de verge-

1ijking m3 - m2 -m=1=0, dus m = 1,84,

5.4, Voordelen van Muller's methode

1) Geen afgeleiden van f nodig (evenals lineaire interpolatie).

2) Hoge convergentie=~orde.

3) Uit gaande van reele start-waarden duikt dit proces op natuurlijke
wijze in het complexe vlak,
In tegenstelling tot lineaire interpolatie en Newton, kan deze

formule worden gebruikt om complexe nulpunten te bepalen,

gkﬁaveno

9?% De confluente formule van Muller gaat uit van drie samen=vallende
basispunten (vgl, pag. 6U4), Mcao.w, £° is het quadratische polynoom,
dat in &én punt Xs met £ functie~waarde en 1° en 2° afgeleide gemeen

heeft, Leidt voor dit geval af de formule voor x.

41 zijnde het dichtst

bijzijnde nulpunt van £,
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92) Bereken uit de volgende tabel zo nauwkeurig mogelijk het nulpunt
x Jo(x)-

2,0 +,22389 07791
2,1  +,16660 69803
2,2 +,11036 22669
2,3 +,05553 978k
2,4  +,00250 76833

2,5 =.04838 37765
2,6  =,09680  Lgskhl
2,7 =o1b2hlh 93700
2,8 =,18503 6033k
2,9 =.22431 15458

93) Zij gegeven de volgende tabel van I'(x) en van P(x) = %; 1n (r(x))

x r(x) ¥(x)
1,445  ,88572 23397 -,01621 81479
1,450 .88566 13803 =,01131 64226
1,455  ,88562 20800 -,00643 72934
1,460  .88560 L3364 =,00158 05620
1,465 ,88560 80495 +,00325 39677
1,470  .88563 31217 +,00806 64890
1,475  .8856T 9575 +,01285 71930
1,480 8857k 69646 +,01762 62684

Bepaal uit deze tabel zo nauwkeurig mogelijk het nulpunt s van Y(x)

en het bijbehorende minimum I'(s) van de T=functie,

9h) Schrijf procedures ter berekening van
a) het product van .twee complexe getallen,
b) het quotidnt van twee complexe getallen,
¢) de vierkantswortel wit een complex getal,
Sehrijf hieromheen een programma, dat de wortels van een vierkants=
vergelijking met complexe co&ffici&nten berekent. De coéfficiénten wor-
‘den ingelezen van de band (bv.: "al := read"), De gevonden wortels worden

geponst op een band (bv, met "punch (x1)"),
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6. Iwee vergelijkingen met twee onbekenden

kS

Van de boven besproken formules laat die van Newton zich het gemakkelljkst
uitbreiden tot een stelsel van n vergelijkingen met n onbekenden, We be=
perken ons hier tot n = 2,

Zij gevraagd x en y zd, dat
flx,y) =0 en glx,y) = 0,
De Taylor-reeksen van f en g om het punt (xi”yi) luiden, als Ax = x = X, en
=Y =V aldus:

f(ng) f(x gy ) +££‘=" Ax + g Ay + os00
l yl

0,

0.

g(xgy) > g(xesy-) + ‘9‘5"’ Ax + "3“5”‘” Ay ¥ 500
1%V Bxi ayi

We verwsarlozen de termen van hogere orde, m.a.w, f en g worden vervangen

door lineaire functies (men spreekt ook ven "linearizeren" van het probleem),

Zo krijgen we het volgende lineaire stelsel

5f af _

S 0x = by = =f(x;5.y;)
1 1

AL u%nn = m

o= Ax + o ay = g(x,7;)

i
De matrix J van dit stelsel heet matrix van Jacobi,

Schrijven we fi = f(xigyi)g g; = g(xi.yi) en

D = det (J)=;a-fm-0ma£ulmm0u&-
Sxi ayi By Bx

dan luidt de oplossing

- of ag
Ax (gl Byl fi ayi)/D

2e. .
(fi Bxi

by i ax )/D°

Met deze Ax en Ay verkrijgt men nieuwe iterates X1 = %5 + Ax, Vieq =93 + Ay,
Waarmee men het proces herhaalt., Men start met gekozen startwaarden Xge¥go
Evenals Newton voor een enkele vergelijking, convergeert dit proces niet

altijd, maar indien het convergeert, is de convergentie-orde quadratisch.
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To Wortels van Algebraische Vergeliikingen

Elk der bovengenocemde methodes is bruikbaar voor algebraische vergelij=
kingen, waar de functie in kwestie dus een polynoom is., Aangezien deze
methodes in elke stap een functie=waarde, en Newton bovendien de waarde
van de afgeleide, behoeven, zullen we eerst nagaan hoe de waarde van een

polynoom en zijn afgeleidén berékend worden.

Tolo Rekenwiize van Horner

ZiJ gevraagd de waarde voor x = p van een n=de graads polynoom en zijn
afgeleiden, als het polynoom wordt gegeven door

To1:00 A(X) =axn+axnm1 + o000 * 8

0 1 ne1> + 8no

We berekenen achtereenvolgens voor i = 0(1)ns
7010“50 bi = ai + pbim‘ds

waarbij per definitie b . = 0, dus b

& 8.0
1 0 0
Deze rekenwijze levert niet alleen de functie-waarde, nolo:

bn = Alp),

maar bovendien geldt:

A(x) = (x = p) B(x) + b.s

waarbij

N1
+ ]
box soe ¥ bn»2x + bnn‘ﬂo

1}

B(x)

Om de afgeleide te krijgen, doen we hetzelfde met B(x), m.a.w, we

berekenen ¢, = b, + pc, , voor i = 0(1)n=1, wederom per definitie stel=-

lend ey = 0, Dan vinden we dus
B(x) = (x = p)C(x) + Cruq?
waarbij
C(x) = e x®™2 4 00 + c_ o

0 N2

Blijkbaar geldt nu c 4= A (p).

Berekenen we vervolgens op dezelfde wijze co&fficiénten d;p dan vinden we
= 1pM

dn‘&e o= 2A (P)o

Deze rekenwijze heet rekenwijze van Horner,
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Men zet de optredende getallen aldus in schemas

a, = bo = ¢ = do

a b1 c1 d.

- b, ¢y 4,

o o o 5

o o o o

6 o o o

%12 Pn2z Cne2 a4z = 2A"(p)
a=1 ot Cpaq = A" (D)

a8 b = A(p)

Bouwen we het schems verder nasr rechis uit, dan vinden we in feite de
coéfficiénten van de Taylorontwikkeling van het polynoom A(x) in het punt

X = p3
A(x) = A(p) + A" (R)(x = ) + 3A"(D)(x = D)2 + oo + iy AP (p) (x - p)P

= bn +c (x = p) + dnma(x - p)2 + coo * ao(x - P)no

ggﬁaven 8

95) Bereken zo nauvkeurig mogelijk het nulpunt uit de volgende tabel
x £(x) (uit NoBoS.=AoMeSe 55 po 49k),
2,3  +,09408798
2.4  +,07218365
2,5 +,05158229
2.6 +,03235987
2,7 +,01457248
2,8 =,0017hikk
2,9 =001655931
3.0 =,02987272
3,1 =.04168613
3.2  =,0520155h

96) Bepaal met de regel van Newton het re&le nulpunt van f(x) = x + In(x),
97) Bepaal de reéle nulpunten van het polynoom
% - Qxh + h2x3 - 66x2 = U3x + TS5,



172

Ts2, Reele nulpunten van een polynoom

Voor het vinden van een re€el nulpunt tracht men eerst een interval
te vinden, waar de functie van teken omslaat. Is het polynoom van
oneven graad, dan lukt dit gemakkelijk, nl., voor een zeer groot getal
m geldt f{m) x f(-m) < 0,

Bij het handrekenen probeert men enige gehele argument=waarden, tot-
dat tekenomslag wordt gevonden tussen twee opeenvolgende gehele ge-
tallen,

In een programma gaan we liefst uit van een niet al te grote m. Men
kan als m nemen een bovengrens voor de absolute waarde van alle
wortels, Een geschikte bovengrens levert de volgende

Stelling. Zij gegeven een polynoom A(x) volgens T.1.0, waarbij

& # 0, Z21J 1
3
702000 VvV = max ; :;k" °
k=190009n a'O

Dan zijn alle nulpunten van A(x) in absolute waarde kleiner dan 2v,
Bovendien is het absoluut grootste nulpunt in absolute waarde min-
stens v/n,

Voor een polynoom van oneven graad kunnen we dus uitgaan van de
bovengrens m = 2v en de veilige lineaire interpolatie toepassen

met het veilige begin-interval [émg nﬂe

Voor een polynoom van even graad kan het moeilijk, of zelfs onmoge-
1ijk, zijn een interval te vinden waar tekenomslag optreedt., Met
name de gevallen: 2 bijna samenvallende reele wortels, 2 samenvale-
lende reele wortels, 2 bijna samenvallende toegevoegd complexe wWore
tels, zijn moeilijk te onderscheiden en kunnen door futiele wijzi=
ging der coéfficiénten in elkaar overgaan,

Vindt mén geen tekenomslag, dan zit er niets anders op, dan uitgaan=
de van gekozen benodigde startgegevens een der bovengenoemde iteratie-
processen te proberen en te hopen dat dit convergeert,

Heeft men een wortel gevonden, dan kan men de factor x=p uitdelen

2 0o

met het Horner-schema {zie T.1) en met het quoti&nt B(x) de bereke=
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ning voortzetten, Dit kan men herhalen totdat alle wortels gevonden
zijn., Om voldoende precisie voor alle wortels te krijgen, is het van
belang dit uitdelen in extra precisie te doen, waarbij ook de ge=
bruikte p extra precisie moet hebben, Bij hoge graads polynomen is
het bovendien raadzaam de aldus gevonden wortels nog te controleren
en te verbeteren (bv, met een of meer Newton=slagen) aan de hand van

het ocorspronkelijke polynoom,

To3. Horner schema voor complex argument

Voeren we de Horner rekenwijze (7.1) uit voor complex argument
u + viy, dan vergt dit 4n vermenigvuldigingen, Als het polynoom
reele co€fficiénten heeft, kan dit tot 2n gereduceerd worden,

Hiertoe delen we gelijk met de factor x = u = vi de toegevoegd
complexe factor uit., Hun product is reeel en heeft de gedaante

2

(x2 - 2ux + u- * v2) =

(x =1 = vi)(x = u + vi)

L2
=X = PX = (p
- 2 2
waarbij we nu stellen p = 2uen q = =(u” + v7),

Uitdelen van deze quadratische factor levert een rest van de graad

&én, dus we mogen stellen:

To3ecls A(X) = (xa = PX = Q.)B(X) + Rx + Sg

waarbij B(x) = boxnm2 + b1xnm3 + co0 * bn83x *b e
Hieruit volgt
% = %
To3020 4 by = a; + pby
bi =a; +pb, ., +qb. , voor i> 1,
Stellen we bm.E = bng = 0, dan geldtﬁde biuformule ook voor i = 0 en

1s Voor i =n = 1 levert deze formule juist R, moa.W,

Te3630 R=D = a

=1 + pb

Ne=2 *qb

ne=3
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en tenslotte

To3oko S = an + anmQO

De functie=waarde voor het argument u + vi is dan blijkbaar

To305s Alu + vi) = Ru + 8 + Rvi,

7

To4, Complexe nulpunten van een po;ynoom

Men kan complexe nulpunten berekenen met behulp van de formule

van Muller (zie sectie 5), waarbij de functie=waarden voor complexe
iteraties worden berekend volgens het complexe Horner-schema (7.3}
Deze methode leent zich goed voor automatische berekening, ofschoon
convergentie niet is te garanderen. Het is dus zaak, als de gewen=
ste precisie niet bereikt wordt, na een beperkt aantal iteraties
het proces te onderbreken,

Het is bovendien van belang iteraties met een al te grote absolute
waarde (bv, iteraties > 2v vgl. stelling (T7.2,0)) te verwerpen en
door ilets geschikts te vervangen,

Van de formule van Muller is onlangs een veel eenvoudiger variant
van Traub bekend geworden,

Om deze af te leiden gaan we weer uit van Newton's interpolatie=
formule op de basispunten X8 X435 Xy €D berekenen hiervan een nule

0

punt x_, ., Stellen we weer hi = x = X., dan krijgen we (vgle 5.001)s

3 i+

Tolto 1o f%(xg) = fEx2] + fEx1gx2]h2 + f[#ongexé]hz(hz +h) =0

0o De coéfficiént van h2 luidt

P= fEx1,x21 + ngong,xélh1 en de kleinste wortel h, is (vglo 5.1)s
2f£x21

p+ Vpe - hf[¥09X1axél f[z2]

Dit is een vierkantsvergelijking in h

7oh020 h2 = =

waarbij het teken van de wortelvorm, die we r noemen, zo gekozen

wordt, dat p en r een niet-stompe hoek maken.
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To.5. Methode van Bairstow.

Deze methode is speciaal voor polynomen, en geschikt zowel voor
handrekenen als voor het rekenen met een computer. We trachten een
quadratische factor x° - Px = q te vinden (p en gq reeel), waarbij
de wortels van deze factor een reeel paar of een toegevoegd complex
paar mogen zijn. Hiertoe schrijven we het polynoom A(x) in de vorm
(7-3.1)o Nu is x2 - p X = q slechts dan een factor van A(x) als de
rest R x + S véidwijnt,;moaowo we moeten p en g zodanig bepalen

dat R =8 = 0, Nu zijn R en S functies van p en g en het probleem

is dus herleid tot het oplossen van het stelsel vergelijkingen
70501 R(PQQ)
S(p,a)

De methode van Bairstow bestaat nu ult het oplossen van dit stelsel

0
0,

met de formule van Newton (zie sectie 6).
Moaow, uitgaande van startwaarden p = Pys 4 = qo9 hebben we in de

i-de stap op te lossen het lineaire stelsel

3R oR
3p PP Teg feT R
To502
38 38
3p LPtEg ha=-S

waarbij de waarden van R en S en hun partiele afgeleiden worden ge-
nomen Voor p = p. €n ¢ = q..
Om de partiele afgeleiden te vinden, differentieren we eerst formule

(7.3.2)¢

db ab b gb b

1 0 1 o 0
= = 4 p o =D = = =0
9 o] 9 o ? 9 9 ]
ab. ab. oD,

i_y +p 11 q 1=
P Lol dp ap °®
Sbi Bbi 1 Bbi 5
e bio*P og *a og (i>1)

Vergelijken we deze formule met (7.3.2), dan zien we dat
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db. b,
3;» en ggi aan dezelfde recurrente betrekking voldoen als bi

mits we hierin a, vervangen door bi respectievelijk bi . Daarom

1 2
passen we hetiHorner schema nogmaals toe, nu op B{x), en krijgen

B(x) = (x2 - px - q) C{x) + ch3 X+ b ,tac )
n-l

waarbij Cc(x) = c X * oot ey o

De recurrente relatie voor de ci Juidt nu

co = bo
To5oke

¢y =Py *Pec,

c; = bi +p s +q ¢, , Voor 1 > 1,
Vergelijking van (7.5.3) en (T.5.4) levert onmiddellijk (mits we
cq=c,=0 stellen):

ob. 9b.

dp i=1 %3q i=2 °
Dus in het bijzonder, wegens R = bn—Tg

R . R
ap n-2 * 3¢ n-3°

En tenslotte
b

P q 3p 1 %3
9b
95 _ n=2 _
5¢  Pn-2 T ¢35 n-2 T 4 Chy e

Het op te lossen stelsel (7.5.2) krijgt dus de gedaante:

c Ap+e

D A g==b

T.5.5 n=3 ne1
a3 Ap+ (bn__2 +q cn_h) Ag= - a ~-q bn—2

Tellen we p x de eerste vergelijking bij de tweede op, dan wordt het

rechterlid - bn (volgens formule (¥.3.2) met i = n), de coefficient
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van A q wordt c, en de coefficient van A p wordt

-g
To5.60 M=rp c -*a Ch3 (= c 1" bn~1)°
Het stelsel luidt dan
7e5oTo cnnz A P + Cnm3 A g = = bn‘—‘l
MAD+ c o A g == bn
De determinant van de matrix is
- 2
T.5.85 D= c o - Mec 03

en de oplossing luidt
)/D,

(M bn_1 -c bn)/D°

Ts5.90 Ap=(c

n=3 bn ) bn-1

i}

A g
Hiermee vindt men een nieuwe schatting
R = . . = o
Piyg =P; * 4D, q = +4aq,

waarmee de bewerking wordt herhaald.

Tenzij men iets beters weet, kan men beginnen met P, =4d, = 0.
Convergentie kan ook hier niet worden gegarandeerd. Indien evenwel
het proces convergeert, is het gquadratisch convergent. Moellijkheden
treden op als D = 0 of zeer klein is.

Heeft men eermaal een wortelpaar gevonden, dan kan men met gquotient
B(x) de berekening voortzetten om verdere wortels te vinden.

Bij een dergelijke werkwijze zal men evenwel precisie verliezen. Het
is dus raadzaam p en g in extra precisie te berekenen en de laatste
complexe Horner ock in extra precisie te deen. Bij hoge graads poly-
nomen doet men goed om ter controle en correctie een aldus gevonden
paar p,q als start te nemen voor een paar Bairstow-stappen met het

oorspronkelijke polynoom.



Voorbeeld xh -2 x3 -l x2 +5%x =6
p=20 p=2 P = .61
q = g = =1.5 q = =.58
B c B C B C
1 1 1 1 1
-2 =2 0 2 =1,3900 =~,T7800
”)4 wl" ‘-50 5 “'3 "'5@&279 "60 h837
5 M=0 =6 M=-9 +2,4952 M=-~3,5027
“"6 "'9@75 ""103297
D= 16 D =27 D = 39,31 R
Ap = 2 Ap = =1,39| = Ap = 438
Aq_ = “105 Aq = 092 Aq_ = «-014742
Hierna vindt men:

P q
1,048 =1,022
29985 —019991
1,0000 -1,0000 met by -1 en by - 6.

Dus de 2 quadratische factoren zijn x2 -x+ 1en x2 « X = 6 en de
wortels zijn + 3, = 2 en (1 +i fg)/2o

Oggaven

98) Bepaal in 6 decimelen alle nulpunten van
a) 32 %3 - 48 x° + 18 x = 1
b) x24 - 16 x> + T2 % - 96 x + 24

99) Bepaal met de methode van Bairstow in 5 decimalen de nulpunten
van:

a) xh - 2 x3 + 7 x2 + x + 1

&



100)

101)

179

6 5

b) x + 8 x” + 2k xh +36 x° + 72 x° + 36 x + 30
a) Schrijf een Algol procedure, die de waarde van een polynoom
met reele coefficienten berekent voor complex argument met

behulp van het complexe Horner=schema (T.3).

b) Schrijf een Algol procedure, die een paar nulpunten van een
polynoom bepaalt met de methode van Bairstow,

Deze mag natuurlijk de vorige procedure gebruiken.

Scehrijf een Algol programma, dat alle nulpunten van een poly-
noom berekent, waarbij al of niet mag worden aangenomen, dat
alle nulpunten reeel zijn.

Stel enige geschikte polynomen op en laat hiervoor het program-

ma uitvoeren.
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Hoofdstuk 6., Eigenwaarden en vectoren van matrices

05

22
23

2k
25
26

27
28

29

1o

Literatuur.

National Physical Laboratories, Modern Computing Methods.

A.C. Aitken, Determinants and matrices .

A.S. Householder, The theory of matrices in numerical analysis
(1964),

Ro Zurmiihl, Matrizen.

C. Lanczos, Applied analysis (1957).

E. Stiefel, Einfllhrung in die numerische Mathematik (1961).
V.N. Faddeeva, Computatibﬁal methods of lineair algebra (1959),
D.K. Faddeev & V.N, Faddeeva, Computational methods of linear
algebra (1963),

J.H. Wilkinson, The algebraic eigenvalue problem (Oxford 1965).

Theorie,

Het algebraIsche eigenwaarde-probleem kan als volgt worden geformuleerd.

Gegeven een vierkante matrix A van de orde n, zoeken we getallen A,

waarvoor het stelsel lineaire vergelijkingen

101

Ax = Ax

een oplossingsvector x # [ heeft. De waarden van A, die voldoen, heten

eigenwaarden van A en een bij zo'n X horende vector x heet eigenvector

van Ao

Eigenwaarden

We kunnen het stelsel (1.1.) ook schrijven in de vorm

1.2

(A-2AI)x =0,

waarbij I de eenheidsmatrix van de orde n is. Dit stelsel heeft dan

en slechts dan een oplossing x # G als
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1.3 det (A = AI) = 0,

Dit is een algebraische nde-graads vergelijking., Deze vergelijking

heet de karakteristieke vergelijking van A en het polynoom det (A-AI),

of ook wel det (AI-A), dat 1 als co&ffici&nt van A" heeft, heet het

karakteristieke polynoom van A,

We beperken ons tot re€le matrices. De coé€fficiénten van het karak-
teristieke polynoom zijn dan kennelijk ook re&€el. De eigenwaarden
zijn dus re€el of complex en, als ze niet reéel zijn, verschijnen ze

als toegevoegd complexe paren.

Eigenvectoren.

Bij elke eigenwaarde hoort minstens &&n eigenvector en bij een enkel-
voudige eigenwaarde (d.i. een enkelvoudige wortel van de karakteris-
tieke vergelijking) hoort ook slechts &é&n eigenvector. Zo'n eigenvector
is, wegens de homogeniteit van (1.1.) , op een factor na bepaald.

In de praktijk wordt een eigenvector vaak op geschikte wijze
genormeerd, bijv. zd dat zijn lengte of zijn absoluut grootste

element gelijk aen 1 is. Eigenvectoren horende bi] verschillende
eigenwaarden zijn lineair onafhankelijk. Zijn alle eigenwaarden
Al,GBOQXn verschillend, dan horen daar dus n lineair onafhankelijke
eigenvectoren XypeoosX bij, die samen de hele n~dimensionale ruimte

opspannen. Mca.w. een willekeurige vector v kan worden geschreven als

Vv =E0.X, * 00 O X o
11 nn

Lagt de ide element van eigenvector x. worden azangeduid met Xij’ dan
vormen deze elementen samen een matrix X = (xij)o Als we bovendien de
eigenwaarden Aj” J=13000,n, 0p de diagonaal van’een diagonaal matrix

zetten, Moao.Ws
k1 0
A= 0 a)l = dlag (A,jseoosxn)’

dan krijgt de volledige oplossing van het eigensysteem (1.1.) voor
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AT H,emoskn de gedaante
Tolo AX = XA .

Omdat de eigenvectoren xj lineair onafhankelijk zijn, is X niet-

. . -1
singulier, mo.a.w. X bestaat. Dus

1.5, X" Iax = .

Een transformatie, die aan een matrix A toevoegt een matrix XalAX heet

gelijkvbrmigheids-transformatie en de matrices A en X_1AX heten

gelijkvormig, M.a.Wo:

Definitie. Twee matrices A en B heten gelijkvormig als er een niet-

singuliere matrix X bestaat zb, dat

B = X" 'AX.

We hebben dus de volgende

Stelling0 Als alle eigenwaarden Ajgooeakn van een matrix A verschillend

zijn, dan is A gelijkvormig met de diagonaal-matrix A = diag (A],@009An)o
Omgekeerd geldt blijkbaar ook de volgende

Stelling. Als A gelijkvormig is met een diagonaalmatrix A, m.a.w.
voor zekere X geldt X_IAX = A , dan zijn de diagonaal-elementen van A
de eigenwaarden van A en de kolommen van X zijn de bijbehorende

eigenvectoren,

Deze stelling geldt ook, als de diagonsal=-elementen van A en dus

eveneens de eigenwaarden van A niet alle verschillend zijn.
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Eigensysteem bij meervoudige eigenwaarden

Bij een meervoudige eigenwaarde horen meestal meer dan &&n eigenvector.
Nu is elke lineaire combinatie van eigenvectoren horende bij eenzelfde
eigenwaarde A eveneens een eigenvector bij L. De eigenvectoren bij één
eigenwaarde A vormen dus een lineaire deelruimte, de eigenruimte van
A. Laat p de dimensie van deze eigenruimte zijn, dan heeft A dus
precies p lineair onafhankelijke eigenvectoren.

Laat verder A een m=voudige eigenwaarde zijn. Dan geldt p < m, m.a.v.
de dimensie van een eigenruimte is hoogstens de multipliciteit van

de eigenwaarde. Als p < m, dan heet de matrix defect, mo.a.w.

Definitie. Een matrix heet defect als hij een meervoudige eigenwaarde
bezit, wiens multipliciteit groter is dan de dimensie van de bijbe-

horende eigenruimte.

Bijv., de matrix (8 g heeft een dubbele eigenwaarde 0, waarbi]
slechts é&n lineair onafhankelijke eigenvector (é hoort. Als de matrix

defect is, zijn er blijkbasar te weinig eigenvectoren om de hele
n-dimensionale ruimte op te spannen. De matrix is dan niet gelijk~
vormig met een diagonaal-matrix.

Omdat defecte matrices voor de praktijk minder belangrijk zijn en
bovendien numeriek moeilijker te behandelen zijn, zullen wij ons hier
beperken tot niet-defecte matrices. Niet-defecte matrices hebben n
lineair onafhankelijke eigenvectoren en zijn dus gelijkvormig met een

diagonsal-matrix. We noemen ze daarom diagonaliseerbaar, d.W.z.:

Definitie. Een matrix heet diagonaliseerbaar, als zij gelijkvormig is

met een diagonaal-matrix.

De begrippen "defect" en "diagonaliseerbaar” zijn dus tegengesteld.
De volledige oplossing van het eigensysteem van een diagonaliseerbare
matrix heeft dus de vorm (1.4.) en (1.5.), waarbij nu evenwel de
eigenwaarden al of niet verschillend mogen zijn. Bij meervoudige
eigenwaarden genieten de eigenvectoren een grotere onbepaaldheid dan

&
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bij enkelvoudige. Niet alleen mogen ze met een willekeurige faktor
vermenigvuldigd worden, maar ook mag sls verzameling lineair onaf-
hankelijke eigenvectoren bij &&n meervoudige eigenwaarde elke basis
van zijn eigenruimte gekozen worden.

Deze onbepaaldheid moet men bij de numerieke behandeling in de gaten
houden.

Numeriek is moeilijk te onderscheiden, of eigenwaardeh gelijk zijn of
bijna gelijk. Wanneer ze bijna gelijk zijn, dan zijn de bijbehorende

eigenvectoren moeilijk te berekenen, omdat ze bijna onbepaald zijn.

Eigenrijen

Naast hét stelsel (1.1) is ook van belang het getransponeerde stelsel
1.6 ATy =AY,

ook wel geschreven als

1.7 y?A = AyT

Matrix AT heeft kennelijk dezelfde eigenwaarden als A. De oplossingse
vectoren yT heten eigenrijen van A en ter onderscheiding hiervan he-

ten de eigenvectoren ook eigenkolommen. We hebben dan de volgende

Stelling: Een eigenkolom en een eigenrij horende bij verschillende ei-
genwaarden staan loodrecht op elkaar.

Als A enkelvoudige eigenwaarden heeft en Y de matrix der eigenvecto-
ren van AT is, is dus blijkbaar YTX een dlagonaal-matrix. De eigenko-
lommen en -rijen worder 20 genormeerd dat YTX =1 is,

Als A meervoudige eigenwaarden heeft en diagonaliseerbaar is, is Ai
ook diagonaliseerbaar. Men kiest in dit geval de bases in de eigen-

T

ruimte en de normering zd, dat Y X = I. Dan hebben we dus voor diago-

naliseerbare matrices:
A= xTax = YoAx = YoA (¥5) TV,

we kunnen dus een diagonaliseerbare matrix A schrijven als
A= XAX"0 = XAYT ) meaews

Stelling: Een diagonaliseerbare matrix A met eigenwaarden Ai’ en bij-

. . o s T .
behorende eigenkolommen x; en elgenrijen ¥; kan worden geschreven in
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de gedaante

Re€le symmetrische matrices

Een belangrijk bijzonder geval zijn de redle symmetrische matrices. ZiJ
komen in de praktijk vaak voor en zijn numeriek prettiger. De eigenwaar-
den zijn in ait geval altijd re@elo-Men normeert de eigenvectoren vaak
z6, dat de lengte 1 is. Dit heeft tot gevolg, dat, indien alle eigen-
waarden verschillend zijn, de matrix X der eigenvectoren orthogonaal

is, deWaZo XTX = I, BEen symmetrische matrix is, ook indien z1] meervou-
dige eigenwaarden heeft, altijd diagonaliéeerbaar@ Men kiest blij meer-
voudige eigenwaarden orthogonale bases in de eigenruimtes, zodat de
matrix X der eigenvectoren bij normering op lengte 1 ook orthogonaal

ise

2, Directe methode

De meest voor de hand liggende methode, die echter numeriek slechts
bruikbaar is voor zeer lage orde, is de volgende.
Bereken eerst de coéfficienten van het karakteristieke polynoom

An-1

2,1 det (AI - A) = A" + ¢,

+aoo+c 9
n

bereken vervolgens de nulpunten hiervan (zie hoofdstuk 5) en los daar-
na voor de aldus gevonden eigenwaarden de betreffende stelsels voor de
eigenvectoren op.

De coéfficienten vinden we meteen uit (2.1). 0caa:

[l aageled

e, = = spoor (A) = = . a4
1=1
¢, = 1 11 %13
2.2 s A TRT
n-1 ©
) cq = (=1) 121 m;; » Waarbij m.. = minor ven a;.
c. = (=1)" det (A)
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Voor hogere orde (>5 zeg) wordt de berekening van deze co&fficienten
al spoedig tijdrovend. Een veel ernstiger nadeel voor hoge orde is, dat
de eigenwaarden vaak veel gevoeliger zijn voor fouten in de co&fficien-

ten C: o dan voor fouten in de elementen van A,

2.3 Voorbeelden

Voorbeeld 1 uit [25] pag. 65

33 16 T2
A =|=2h -10 =57
-8 =l =17

De karakteristieke vergelijking luidt: 13 - 6A2 + 11 =6 =0

=1 ,A, =2, A, =3,

De eigenwaarden zijn Al 3 5 3

De eigenkolommen zijn

=15 -16 L
x, = 12 s X, = 13 Xy = =3
L L -1
De eigenrijen zijn
v, 0,8, 3t =0, 1, -3) , oyt = (b, b, 3)
De vectoren zijn zd genormeerd, dat yiT X; = 1.

Na het bereckenen van een eigensysteem is het aan te bevelen te contro-

leren of de relaties YTX = I en eventueel ook 2» Ai X, yiT = A gelden.

Voorbeeld 2 symmetrische matrix

1 2 N
A=}2 L 8
L 8 16

Karakteristieke vergelijking: A3 - 2102 = 0.

Eigenwa_ardenv)\1 = A2 =0, A3 = 21,
Eigenvectoren:

L 2
1 _ 1 1
X =7l O =T T X3 T 2
=1 8 4

L
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2.4 Complexe eigenwaarden en ~vectoren

Laat matrix A van de orde n een complexe eigenwaarde A + ui bezitten
en laat r + si een bijbehorende eigenvector asnduiden. Dan luidt het
op te lossen lineaire stelsel

(A= =pi) (r+si)=0.

Dit is equivalent met het volgende re&le stelsel van de orde 2n:

A= AL , +ul r\gy 0
D>
- ul 4 A= AI Jis fO

Als A + pi enkelvoudig is, heeft dit systeem de rang 2n = 2, M.a.W. We
kunnen 2 vergelijkingen schrappen en twee onbekenden willekeurig kiezen.
Door deze keuze worden re€el en imaginair deel van de normeringsfactor

vastgelegd,

Voorbeeld‘

1 -2
A =
: 2 1

Karakteristieke vergelijking: A2 w2\ + 5 =0

Eigenwasrden: A] =1+ 21, A2 =1 = 2i
Het op te lossen stelsel voor de eigenvector X, =r+ si van Al luidt
-2 2 r, 0
0 2 r, ) 0
- 0 =g 8, 0
0 =2 2 0 32 0
We kunnen kiezen r, = 1 , s, = 0 en krijgen dan

1

en de eigenrijen zijn, na normering:

T . T .
y1=%(191)’y2=%(19-1)
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Oggaven

102) Bereken in T cijfers nauwkeurig de eigenwaarden en genormeerde

eigenvectoren van de volgende matrices

6 3 60 30 20
3 21, 30 20 15

20 15 12

103) Bereken in 5 cijfers nauwkeurig de eigenwaarden, eigenkolommen en

eigenrijen van

1 2 3 U5 =090 - 2T 210
L 5 61 , 0 1 30 0
T 8 9 1 0 0 0

“’058 O O 1
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3. Matrix-maal-vector iteratie (power method)

Deze methode is een vector=iteratie, d.w.z. de iterates zijn vectoren,
die we aanduiden met u<o)a u(ﬂg u(2)» ooo (Vvglo po 146 en 152), De
(0)

start=vector u wordt gekozen en de iteratie-stap luidt:

30001 u(i+1> = Au(i)o

De methode heeft alleen succes als A een dominante eigenwaarde heeft,
d.Wozo. een eigenwaarde die in absolute waarde alle andere overtreft,
We nemen gemekshalve aan dat deze dominante eigenwaarde enkelvoudig
is, Als de eigenwaarden volgens absolute grootte geordend zijn, hebben

we dus
lA1l > lAQ} & 000 2 iknlo

Verder nemen we aan, dat A diagonaliseerbesar is en dus n lineair
onafhankelijke eigenvectoren Xyp oooy X bezit, Dan kan dus iedere
vector geschreven worden als lineaire combinatie hiervan, in het

bijzonder

(0)

= + +
3:,0,2 u a1x1 + a2x2 608 anxno

Gaan we nu itereren, dan krijgen we

(1) _ ,.00) _
u = Au = a,g)\lx1 + a2A2x2 + co00 * anxnxnB en algemeen
(1) i i i
oo = + 5
3,03 u a1A1x1 + 02A2X2 so * anlnxno

Nu nemen we aan dat a, ongelijk aan 0 is, Dan geldt

3,00k S )\i[:x + 2(33)% + 600 * gﬁ(ia)ix‘]o
171%1 o, 11 2 oy A1 n

A, s
Omdat (?g)l voor k > 1 naar O convergeert, convergeert de richting van
(i) 1 (i)
u zelf conver=

naar de richting van de eigenvector x.., De vector u

1
geert echter niet, omdat de factor a1ki naar oneindig of naar O gaat,
(i)

Deze factor werken we weg, door de vector u te normeren,

&
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3.1 Intermezzo over normen

De norm van een vector v wordt aangeduid met ||v|]|.

Het belangrijkste zijn de volgende twee normen:

30101 !ivl! = V&? + oo0 ¥ vi - (Buclidische norm),
30102 Hell = max vl
k=‘ﬂgooogn

Delen we een vector v # 0 door zijn norm, dan ontstaat een genor=
1 :

meerde vector w = TTITT v
_‘V; °

Bij gebruik van de Euclidische norm, krijgen we een vector w ter

lengte 1 en bij de tweede norm heeft w een absoluut grootste element 1,

(1)

Keren we terug tot onze iteratie=vector u' ‘. o At
1 (i) . - 717
De gen?rmeerde vector TT:TT7TT u is gelijgk aan TT:T?TTT mael een vec
tor, die naar X, convergeert,
“1A?
Blijkbaar moet dan mmm737mu naar 1 convergeren, Samenvattend hebben

u
we de volgende

3.2 Stelling, Zij A een diagonaliseerbare matrix met enkelvoudige
(0)

dominante eigenwaarde A, en bijbehorende eigenvector x.,. Zij u een

1 1
start-vector, zodanig gekozen dat a, # 0 in (3,00,2). Dan geldt

1 .
36251 lim mm-n;_nrrr u(l) = X0

iso ||u

De eigenwsarde hierbij kan op verschillende wijzen worden berekend.

We hebben namelijk

JLis)
36202 lim-Um-—{Trnu= I)\‘iI”
a7}

J-p00
(i+1)
30203 lim = A B
3w “kzl; 1
(i)

waarbij k zo genomen wordt, dat u .~ een element van u

(i)

met maximale

absolute waarde is.

&
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De afleiding van 3.2,3 verloopt als volgt.
Meestal zal k op den duur costant worden en dan hebben we wegens
(3.004): '

Q. A, -
. 241+1
uk(lﬂ) X ¥ ﬁ(i”;) Xpp T oo
(1) = Xl O, A, - °
uk i x + ._2_.(_2.)1 +
k1~ ok, k2T e
(i)

Omdat x4 de limiet is van uk(l) en maximaal gekozen was, geldt
zeker X1 # 0. Dus '

o A, s
(i+1) 1R (BT
Y - 1M K1
ukl 1 1+2L-§a(~;:-=§-)i ikﬁ-+
1M
O A o A X
2, 2.1 2 k2
BOA T+ 5557 (7= )= el )
1 1 1 k1
= Al(l + 5i)
Waarbi] éi de relatieve fout is.
Blijkbaar geldt
A
2
*141 BT 010
uk(1+1) A2
Moaows ":_TTT_ convergeert linealr naar 11 met convergentie-factor T?Q
k .
(i)

. . 1
Beschouwing van (3.0.4) leert dat de convergentie van ~waw7~m u
w Y

el
eveneens lineair geschiedt met dezelfde convergentie~factor Tﬁ o
1

Als ]Azl maar weinig kleiner is dan lk1|, moeten we dus op een

zeer langzame convergentie rekenen.
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3.3 Opmerkingen

a) De iteratie convergeert naar A, en x, als a1 £ 0,

1
Start men toevallig met een u(g), waarvoor ¢, = 0, dan zal toch

1

door afrondingsfouten op den duur x, erin komen (d.w.z. e, # 0

1

worden) en de iteratie naar x, convergeren (wat natuurlijk wel

veel tijd kost).

1

b) We hebben reeds gezien, dat de vectoren u(l) of naar oneindig
of naar O gaan. Dit is onaangenaam en kan eenvoudig verholpen
worden, door de iteratie~stap (3.0.1) als volgt te wijzigen:

36301 v(i) = Au(i)

u(i+1) = ey )

BRI

Moa.w. in elke stap normeren we de gelitereerde vector. Dan con=-
i)

( . .
vergeert u- blijkbaar naar een genormeerde elgenvector en

!]v(i)|] convergeert wegen 3.2.2 naar ij‘o

3.4 Matrix maal vector iteratie voor symmetrische matrices

Stelling (3.2) luidt voor een symmetrische matrix A blijkbaar aldus:

Als A een enkelvoudige dominante eigenwaarde Al met bijbehorende

genormeerde eigenvector x. heeft en u(o) een startvector is, die niet

1 .
staat, dan convergeert ) (1) naar X, o

g u
) . JEasi "
De convergentie is voor symmetrische A ook linealr met dezelfde factor
A .
?2 o Voor de eigenwaarde-berekening gebruikt men hetzij (3.2.2) met
1

Fuclidische norm, hetzi]j

loodrecht op x

u(i)T u(i+1)
u(i)T u(i)

3obo > A

10
A, 2

. . 2
Deze formules convergeren eveneens lineailr maar nu met factor Crm o
1
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Voor (3.3.1) vinden we namelijk wegens de orthogonaliteit van de

eigenvectoren:
. . 2.2i+1 T 2.2i+1 T
1ﬁﬂTuhH)_“ﬂ1 Xﬁ1+“£2 X X, * oo
(1) (i) =~ 221 T 2,21 T
u u alll x1x1 + a2A2 X Xy + co0
2 .
ae A2 21+1 + cCoeQ
- 2
ay 1 . o, Ag 21 A2
= A -y e aco Jo
Aq 5 - 1(1 + 2(7“) (==~ 1) + )
Om An 21 o 1 1
2,72 1
1 o + ooo
2 A1
o
Az 2
Schrijven we hiervoor weer A](l + 61) dan hebben we nu 6i+1 X ij Sso
1
3.5 Voorbeeld
261 =70 =115 1
A=/ =70 36 10 . u(o) = 1
=115 10 101 \ 1
L0 ) 2 (@ E) I € ) I 1)

76 . 952k 275039 .8900 293,64 .8759 293, bl .873L
=20 -, 3008 =78,00 =.2521 =75.18 -o 2242 =73.66 -2192
=l =50501 «117.59 -,3800 =143,25 - 1273 =146,13 -, 14349

el = 30008 11w = 335,26 [[v3)]] = 335.99

1 ¥ 336,00 en %, n u(T) =

Na 7 iteratie-~stappen vinden we A
-8T729
= ~-,2182 o

=0 )4-36)4-
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3.6 Volgende eigenwaarden en eigenvectoren

De matrix maal vector methode levert de dominante eigenwaarde Al en

bilgbehorende eigenvector x.. Om een volgende te vinden staan ons twee

1
mogelijkheden open
1) A, = 0 maken door deflatie

2) ay = 0 maken en houden door orthogonalisatie.

Ad 1, Deflatie volgens Hotelling

De deflatie volgens Hotelling verloopt voor symmetrische matrix A
aldus. A wordt vervangen door .

- T
3.6,1 Ay = A=A XX,

] genormeerd is op lengte 1, dus xfx1 = 1,

Matrix A2 is eveneens symmetrisch en heeft, volgens definitie (1.1),

waarbij x

dezelfde eigenvectoren als A met eigenwaarden 0, 12, oaogilno

Waren A19 000y An volgens absolute grootte gerangschikt, dan is nu

o

dus A, dominant, mits lxg] > |A3
De matrix maal vector methode toegepast op A2 levert dan dus 12 en X2o
Hierna kunnen we weer defleren en zo achtereenvolgens alle eigenwaarden
en =vectoren vinden,

Als A niet symmetrisch is luidt Hotelling's deflatie-formule

- T
A2 =A - Alx,gy1 R
1 de eigenkolom en y
zodanig is, dat y?x1 = 1,

m
waarblj x ; de eigenri] bi] Xj is en de normering

Ook nu heeft A2 de eigenwaarden O, 129 coag An en dezelfde eigenvec-

toren als A, Nadeel van deze deflatie-formule is, dat behalve Xy ook
y? bekend moet zijn, wat dus dubbel zoveel werk betekent., Bovendien
schijnt de nauvkeurigheid van de volgende eigenwaarden en eigenvectoren

bij deze deflatie ernstig te kunnen worden-aangetast (zie [?9] P-585).
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Voorbeeld

Deflatie van de matrix uit voorbeeld (3.5) met A] = 336,00 en
xr;f = (,8729, =.2182, ~.4364) levert

4,98 =6,00 12,99
A, = =6,00 20,00 =21,99
- 12.99 21,99 37,01

Toepassing van de matrix masl vector iteratie met startvector
u‘O)T = (1,1,1) levert na 5 stappen A2 ¥ 55,99,
xg = (.2670, -.534kh, .8019),

T

3 T Ay = A%, =

099 1.99 1,00
1,99 h,01 2,00
1,00 2,00 1,01

Vervolgens vormen wij A

Iteratie hierop levert A3 = 6,00 en

Xy = (4067, 8167, .4083),

Nogmaals deflatie moet, afgezien van afrondingsfouten, de nulmatrix
opleveren. De resulterende matrix kan dus een idee geven van de bereikte

precisies

Ad 2. Orthogonalisatie

We nemen weer aan, dat A symmetrisch is,

We kunnen tijdens het itereren a, = O houden, door in elke stap de

1

geltereerde vector te orthogonaliseren t.0.Vo Xgo Hiertoe wordt de

iteratie-stap (vglo. 3.3.1) aldus gewijzigd.
(i)

v = Au
(i)
3.6.2 v
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genormeerd is op lengte 1.

Hierbij nemen we aan, dat x
i (i+1)

1
Op deze wijze staat w * s en dus ook u

op X,o Immers xTw(l) = xTv(l) o=

T 1 1
xx, = 1 verondersteld is.

» inderdaad loodrecht
(va(l)) (x?x1) = 0, omdat

Als !A%j > |A2| > IABI 2 00 > !Anig convergeert deze iteratie naar

x2 en Aea

Hebben we Alg cooy Am met hun eigenvectoren Xgs 000y X bepaald en
‘ (i)

m+1

vervangen door:

ED RN Y

zoeken we A met x .., dan wordt in (3.6.2) de formule voor w

3,663 (i))x1

- (va = 000 = (anlv(i))xm0

Voor grotere waarde van m betekent dit aanzienlijk meer rekenwerk

in elke iteratie=stap.

Daarom zal men meestal de voorkeur geven aan deflatie. Heeft men

echter een zeer grote matrix met overwegend nullen, dan wil men niet

defleren, omdat deflatie een volle matrix (zonder nullen) levert.

In dit geval is orthogonalisatie aan te bevelen, omdat daarbij de

matrix, en dus ook het nul-ﬁatroon, gehandhaafd blijft.

B%é)nietmsymmetrische matrices moet men, om x
i

v

hetzelfde nadeel als bij Hotelling®s deflatie, dat behalve X, ook

o te bepalen, de vector

orthogonaliseren t.0.v. de eigenri] y? o Hier hebben we dus
y? bekend moet worden.
Voorbeeld

We beschouwen weer de matrix uit voorbeeld (3.5) met

x; = (8729, =.2182, =.436k),

(o)T

De iteratie volgens (3.6.2) startend met u = (1,1,1) ziet er zo

uits
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S0 o) (1) (1) (1) (2) (2) (2)

W u 2 W u

(3)

76 12,00 3810 14,986 14,985 .2868 15.338 15.330 .2688
=24k =8,00 =.2540 =26,92k «26,924 =.5153 =30,315 =30.313 =.5315
-4 28,00 .8890 43,434 43,435 .8312 L45.816 L45.820 .8033

va(o) = ,T332, iw(o)l = 31,496, T (1 _ .0015, ]w(j)l 52,254,
= ,0092, |w?)|= 57,038
Zo doorgaande krijegt men na 6 iteraties
+2673
% 56,00 , x, T [=.5345
.8018
3.7 Eigenwaarden met gelijke modulus
Wat gebeurt er als de twee grootste eigenwaarden dezelfde modulus
hebben, m.a.w. [A;| = |A,]? Nemen we aan dat de andere eigenwaarden

in absolute waarde kleiner zijn en alles volgens absolute grootte

geordend, dan hebben we dus
=10 > |A3} TR P

Als de matrix reéel symmetrisch is, zijn de eigenwaarden ook reéel,
Gelijke modulus houdt dan slechts twee mogelijkheden in, nl.

A! = 12 of A] = wkeo

3.7.1 Het geval A, = A

D
(4

en X, ook elke lineaire combinatie

In dit geval is met X, 5

ax, + Bx, eigenvector bi] A1° Zij de startvector
(0)
= + +ooo+
u a1x1 a2x2 + a3x3 anxn,
(i) .
+ o
dan convergeert meT—vTT nu naar de eigenvector a1x1 a2x2

A
De convergentie 1s lineair met factor T; o
1

i

T (2)
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De aldus gevonden eigenvector mogen we nu gerust x4 noemen, Gaan we

hiermee defleren of ten opzichte hiervan orthogonaliseren, dan levert

de volgende matrix maal vector iteratie een tweede eigenvector bij 113
die netjes loodrecht op de eerste staat,

3.7-2 Het geval A, = -Ae

Dit geval geeft evenmin moeilijkheden, mits men de iteraties om de

andere bekijkt., Dan itereert men als het ware met A28 die twee
2
2
s dan geldt dus voor de genormeerde u

heeft. Hebben we vpldoende overeenstemming

gelijke eigenwaarden Xe en A
3 (2i)

tussen u(21u2) en u(21

(2i)

voor Au

(21) %
u @ X, + 0 X,

(21) o
Au A (ntl)\‘&x,3 - a2A1x2°

We mogen aannemen, dat A, de positieve van het paar tegengestelde

1
eigenwaarden is. De waarde hiervan vinden we (itererend volgens 3.0.1)

uit

4 21)
]|u221m2§]!
Met de aldus gevonden A? krijgen we

routBh) 4 (i) & o

A
1 i7e*

1

A (2i) _ (2i) by N
1u Au 202 1x2

waarna normering de gewenste eigenvectoren oplevert.

3.7.3 Opmerkingen

Hiermee zijn voor symmetrische matrices alle mogelijkheden uitgeput.
Gevallen, waarin meer dan twee in absolute waarde gelijke eigenwaarden
optreden gaan volkomen analoog. Bij asymmetrische matrices kunnen

comglexe eigenwaarden optreden.
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Dan is met A1 ook X, een eigenwaarde, en deze hebben dezelfde absolute

1
waarde. In dit geval convergeert de matrix maal vector iteratie niet.

3.8 Verschuiving van de oorsprong

Men kan trachten de convergentie te versnellen door de oorsprong te
verschuiven,’ doW.z. in plaats van met A itereert men met A-pI, voor
geschikt gekozen po

Deze matrix heeft immers dezelfde eigenvectoren, terwijl de eigenwaarden
met p verminderd zijn. Met behulp van verschuiving kan men bovendien
zowel de grootste ais de kleinste eigenwaarde bepalen, zonder de huip van

deflatie of orthogonalisatie in te roepen.

3.9 Practische toepassing

Voordeel van de matrix maal vector methode is, dat de formules

eenvoudig zijn0 Nadeel is, dat convergentie zo langzaam is, als eigen-
waarden dicht\bij elkaar liggéno '

Bij matrices van'enige omvang zal men dan ook de meéhode slechts
gebruiken voor het vinden van een betrekkelijk klein aantal eigenwaarden,
Voor grqte matrices met overwegend nullen kan de methode aantrekkelijk

zijn, omdat zij van deze nullen kan profiteren (zie 3.6 orthogonalisatie).
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Opgaven
104 a) Schrijf een procedure, die de dominante eigenwaarde met
eigenvector berekent van een gegeven matrix.

b) Schrijf een volledig programma, dat met behulp van deze
procedure en met verschuiving van de oorsprong de grootste
en kleinste eigenwaarde met eigenvector berekent.

105 a) Schrijf een procedure, die de deflatie volgens Hotelling
uitvoert bi]j gegeven symmetrische matrix.

b) Schrijf een programma, dat van een gegeven symmetrische
matrix een zeker aantal meest dominante eigenwaarden en

bijbehorende eigenvectoren berekent.

106) Bereken met de matrix maal vector methode en orthogonalisatie (in 3

dec.) de eigenwaarden en =vectoren van de volgende matrices

60 30 20 1,588k 1,331k .5811
30 20 15 1§, 1.3314  =1,0438 -.8368 |.
20 15 12 ,5811 . 8368  =.31k6

107) Bereken met de matrix maal vector methode en Hotellings deflatie

de eigenwaarden en eigenvectoren, in 3 decimalen, van

420 210 k0 105
210 140 105 8k
140 105 84 70
105 8L TO 60 /
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i, Methode van Jacobi

4,0 Inleiding

Deze methode is speciaal voor symmetrische matrices en is erop gericht
tegelijk alle eigenwaarden en eigenvectoren op te leveren.

De methode is een iteratie, waarbij de iterates nu zijn matrices

a =20 41 (@)

gelijkvormigheids~transformatie:

s ooo o DElke iteratie~stap is een orthogonale

A(1«:4-1)

40001 = R;‘! alE) R

waarbij R, een orthogonale matrix van eenvoudig type is, namelijk

k
een vlakke rotatie.

Vanwege de gelijkvormigheid blijven de eigenwaarden invariant en

omdat R, orthogonaal is blijven de iterates symmetrisch.

& (m)

Wanneer een iterate A in voldoende precisie een diagonaal-matrix is,

is het doel bereikt; de eigenwsarden van A zijn dan de diagonaal-ele-

(m)

menten van A en de eigenvectoren worden verkregen als de kolommen

van het product RO‘ R1. 500 Rm_1e

Een vlakke rotatie Rk wordt bepaald door drie gegevens, namelijk twee

indices p en q, aangevend dat de draaling plaats vindt in het vlak door

de eenheids=vectoren ep en eqs en een draaiingshoek 0. De matrix Rk

ziet er dus zo uit

AN
~N
1
Rk - cos O =3in 6
1
~
~N
1 ~,
sin © cos 6
1
N\
™~

waarbij de niet-vermelde elementen nul zijn.

BIBLIOTHEEK  MATHEMATISCH  CENTRUM
AMSTERDAM
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Precieser:

L

(Rk)pp (Rk)qq = cos 6, (Rk)qp = "(Rk)pq = sin 0,

(R ).. =

k11

L.0.2

1 voor i # p,q, (Rk)ij = 0 voor alle andere i en j

De matrix R;] = Rg wordt blijkbaar verkregen door sin O en =sin €

te verwisselen. Vanwege de eenvoudige gedaante van R

1
xR Rk worden

in de k-de iteratie~stap slechts de p=de en de g-de rij en kolom

van A(k) gewijzigd.

Voor i # p,q geldt

a§k+1) = (A(k)R ). = agk)cos o + agk) sin 6 = a(k+1)
ip k‘1p ip iq p1
h.0.3
a§k+]) = (A(k)R )s =~a§k)sin 6 + agk) cos 6 = a(%+1)
ig k'1q ip ig ql

Blijven nog over de L4 elementen, waarvoor beide'indices p of g zijn:

(x) 2 (k)

= a(k) cos2 0 + a sin~ 0 + a
: qq pa

PP

= a(k) sin2 o + a(k) cos2 8 ~a(k) sin (28)
pp aq pa

sin (26)

L,0ok

= %(a(k) - a(k)) sin (26) + a(k) cos (28) = a(k+1)
K 135 Pq ap

We willen uiteindelijk een diagonaal-matrix krijgen, m.a.w. de niet=-
diagonale elementen moeten nul worden., Daarom maken we in de k-de

(k+1)

stap het element apq gelijk aan nul.

Deze voorwaarde bepaalt de draaiingshoek 6, namelijk

- (k),, (k) (k)
4,005 tan (28) = 2 apq /(aPp -8 Yo

Hierbij zullen we © altijd zo kiezen, dat |6| < n/k en als aéi) = aéz)

nemen we 0 = + w/k,
Het proces is iteratief, omdat elke stap de eerder gelntroduceerde

nullen weer kan verstoren.
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4,1 De berekening van cos en sin

In feite hebben we niet de hoek 6 nodig, maar cos 6 en sin 6. Ter
afkorting schrijven we

)40100 a(k) = A’ a(k) am a(k) = U
Pa jUY qq

Dan gaat (4.0.5) over in

)40101 tan (26) = }\/uo

Omdat we 6 zo kiezen, dat |6] < m/b, zijn cos © en cos (20) minstens 0.
Daarom nemen we in de volgende formule de absolute waarde . van H en na=-

tuurlijk de positieve wortel. Dus

hot.2 cos (20) = Iul/\‘kz + u2 .
. 2 2
ho1o3 sin (26) = A sgn (p)/\/l + u°

waarbij sgn (u) = if u > O then 1 else -1,

Hieruit vinden we dan

hot,h cos 6 \J[;;cos(26) \// 3(1 + )
A +
k1.5 sip o = Sin (20) A sgn (u)
2 cos & 2;7A5+ uﬁicos 0

Op deze wijze vallen nergens cijfers weg en krijgen we dus een

behoorlijke relatieve precisie, ook als 6 in de buurt van 0 ligt.

In tegenstelling tot sommige andere iteratie-processen, is hier van
meet af aan een behoorlijke precisie nodig.

Hierna voeren we de transformatie uit met behulp van (4.0.3) en (4.0.L4),

(k+1)

behalve wat betreft apq , die we natuurlijk zonder meer O stellen,
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4,2 Convergentie en strategie

Omdat we naar een diagonaal=-matrix streven, is het van belang voor de
iterates een maat te hebben, die aangeeft hoever we van dit doel ver-

wijderd zijn. Hiertoe beschouwen we de grootheid

z (agg))z

.2, i
1<1<3<n J

hOZOO

3
o
1

en gaan nu na hoe n, ., eruit ziet. De enige elementen, die veranderen,

zijn die in de p=de en g=de rij en kolom. Uit (4.0.3) volgt

(k+1),2 (k+1),2 (k)2 (k)2 .
© O’! : ° = ° e a
4.2 (alp 1° o+ (alq ) (alp + (alq )" voor i # p,q
Dus het enige element, dat in My verandering kan brengen is aéi) o

Omdat deze O wordt, geldt blijkbaar

L.2,2 n =m - (aéz))za

Moa.W. in elke Jacobi-stap boeken we een winst (a(z))zo

Fr zijn nu 3 strategieén mogelijk. P

a) Bepaal p en g in elke stap zodanig, dat laéz)l maximaal is.

Dan is de winst in deze stap zo groot mogelijk. Nadeel is, dat het
zoeken van het maximale element te veel tijd kost,

b) Werk alle niet-diagonale elementen af in een vaste volgorde.

Om tijd te sparen, is het echter van belang kleine elementen voor-
lopig te negeren. Vandaar de volgende tactiek.

¢) de drempel-strategie

Werk alle niet-diagonale elementen af in vaste volgorde, maar doe de
transformatie alleen, als Iaéi)i >drempel. Als alle niet-diagonale
elementen in absolute waarde kleiner dan de drempel blijken te zijn,
wordt de drempel verlaagd. Dit wordt herhaald, totdat de drempel

klein genoeg is en alle niet-diagonale elementen eronder liggen.
Deze strategie levert altijd convergentie op. Inmers voor vaste
drempel hebben we

0 <n <

2
tt S My " (drempel)” < ne
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Dus na een éindig aantal stappen moeten alle niet-diagonale elementen
onder de drempel liggen, omdat anders n negatief zou worden.

We kunnen dus onder elke willekeurig kleine drempel komen, mo&.Wa

het proces convergeert altijd.

Als alle eigenwaarden verschillend zijn, is de convergentie kwadratisch.

4,3 Voorbeeld (van Wilkinson t291 Po 2Th4).
Wegens de symmgtrie schrijven we alleen de bovendriehoeken op.

.6532  .2165  ,0031
(0)

A=A = 4105 0052
2132
p=1,q=2, tan (20) = :%5%53%%%%3 , cos 8 = ,8628, sin 8 = .5055
L7800 0 0053
Al 2 .2836  ,0029
2132
p=1,q=3, tan (20) = T%g%g%%%%%; , cos 8 = 1,0000, sin 6 = 009k
7801  ,0000 0
a2 - 2836 ,0029
.213
p=2,9=3, tan (28) = “%@%K%Q%%%E , cOS 8 = 29991, sin 6 = 0411
.7801  .0000  .0000
A3) 2837 0

«2131

1 3 s 2131

De matrix X der eigenvectoren is gelijk aan het product der trans=-

Dus A, ® .7801, A, ® 2837, A

2

formerende matrices, dus in dit geval X = R R.R.. Willen we alleen

012
de eigenvector x, bij A,, dan moeten we de eerste kolom hiervan

1 1°

hebben, dus x, = Xe1 = ROR1R2e1o Dit berekenen we het handigst door
R R

e, successievelijk links te vermenigvuldigen met R

1 2® 7r* T0°
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b 1,0000 862
e, = {0} s Rye, = [0} , RRye, = {0 s x, = RRRye, =|.5055
.009L .009kL

5. Schets van enige andere methodes

5,0 Householders transformatie

Veel methodes beginnen met een gelijkvormigheidstransformatie, die de
matrix in een prettige vorm brengt. Deze transformatie is dan niet
iteratief, maar behelst, bij gegeven orde, een vast aantal stappen.
Op deze wijze is niet de diagonaalvorm bereikbaar, maar wel de tri-
diagonaalvorm, d.w.z., alleen de hoofddiagonaal en de 2 aanliggende

nevendiagonalen bevatten niet-nul elementen.

Transformatie van symmetrische matrices

Bij symmetrische matrices past men altijd orthogonale transformaties
toe, omdat alleen deze de symmetrie handhaven. Men kan voor het berei-
ken van de tridiagonaalvorm vlakke rotaties gebruiken (methode van

Givens). Beter en sneller is Householders transformatie, die bestaat

uit n=2 transformaties van de gedaante

5,01 als) p p=1)p

. i k=1(1)n=2,

waarbi P, orthogonaal en symmetrisch is (dus P;1 = PE = Pk) en er

uitziet als volgt

: - T
50,002 Pk =1 ~2 VW o

Deze matrix is blijkbaar symmetrisch en als de vector Wy genormeerd is

op lengte 1, is zij boverdien orthogonaal.
De vector Wi begint met k nulleny m.a.w.

T _
Wk = (O, 000 g 09 Wk_""gskg 000 g Wnsk)
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en wordt zo gekozen, dat in de k-=de kolom (en vanwege de symmetrie dus
ook in de k-de rij) de gewenste nullen ontstaan, Nullen gefntroduceerd
voor lagere waarden van k blijven hierbij intact en zo ontstaat na

n-2 stappen de tridiagonaalvorm.

Transformatie van niet-symmetrische matrices

Als de matrix niet symmetrisch is, is Householders transformatie ook
heel geschikt. De nullen ontstaan nu echter slechts aan een kant van
de diagonaal en de vorm, die ontstaat is de bijnadriehoeksvorm oftewel
Hessenbergvorm, d.w.z. de niet=nul elementen komen slechts voor in de

boven- of onder-drichoek en de aanliggende nevendiagonaal.

Voor asymmetrische matrices bestaat ook een niet-orthogonale transfor-
matie naar Hessenbergvorm; deze verloopt anller dan Householders
transformatie.

Heeft men eenmaal de Hessenbergvorm, dan kan men deze eventueel nog
verder reduceren tot een (niet-symmetrische) tridiagonale vorm. Dit
proces is numeriek minder stabiel en het is daarom raadzaam dit in

extra precisie uit te voeren,

5.1 Berekening der eigenwaarden

Heeft men de matrix getransformeerd in een gelijkvormige matrix van
speciale gedaante, nl. tridiagonaal of bijna driehoeks, dan gaat men
hiervan de eigenwaarden berekenen met een of ander iteratief proces

ter bepaling van nulpunten (zie hoofdstuk 5).

Het voordeel van de speciale gedaante is, dat de berekéning der functie-
waarden, in dit geval de waarden van de karakteristieke determinant,
aanzienlijk sneller gaat. Voor een willekeurige matrix van de orde n

is het aantal bewerkingen, nodig voor het berekenen van de determinant,
evenredig met n3, Heeft de matrix de tridiagonaalvorm of de Hessenberg-

2

vorm, dan is dit aantal evenredig met n respectievelijk n“, Dus voor

grote n betekent dit een aanzienlijke tijdbesparing.
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Eigenwaarden van symmetrische matrices

In het symmetrische geval levert Householders transformatie een tri-

diagonale matrix

a
0
b,g ~
- N ~
50101 S"’ N ~N ~
AN ~ o0
N NN
N ~ b
O o
b ~g,
ne=1 n

Het karaskteristieke polynoom det(AI = S) wordt berekend met de

recursie~formule:
-fo = 1
, fﬂ(k) 3 a,
5.102
£.(A) = (A = a.)f - b? f i=2(1)n
i iMe1 T Piet Tia2?

fi(A) is juist gelijk aan det(AI - Si)g waarbi] Si de submatrix van de
orde 1 in de linkerbovenhoek van S is.
Dus fn(x) = det(AI - S) is de gevraagde functie-waarde. Bovendien

hebben we de volgende

5.1.3 Stelling van Givens

Als in matrix S alle nevendiagonaal-elementen bi ongelijk aan O zijn,

dan vormt de rij f fj(l), coby fn(A) een Sturm-rij, d.w.z. het aantal

OS
eigenwaarden van S groter dan A is gelijk aan het aantal tekenwisselingen

in deze rij, mits fn(A) # 0,

Deze stelling is een belangrijk hulpmiddel voor de berekening der eigen-
waarden., Men vormt steeds kleinere intervallen met behulp van bisectie.
Heeft men eenmaal een interval gevonden, waarin blijkens de tekenwisselingen
in de Sturm-rij precies é&n eigenwaarde zit, dan kan men deze bepalen

met de veilige regula falsi (zie pag. 156 en AP 230 pag. 158). Bij een
meervoudige eigenwaarde vindt men zo’n interval niet, maar dan levert

bisectie de eigenwaarde met zijn multipliciteit.
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Eigenwaarden van niet-symmetrische matrices

In het asymmetrische geval levert Householders transformatie een
Hessenbergmatrix H op. De karakteristieke determinant van H kan bv.
met eliminatie worden berekend. Men kan de eigenwaarden berekenen

met de gevaarlijke regula falsi, indien men weet dat alle eigenwaarden

re€el zijn of anders met Mullers methode.

5.2 Berekening der eigenvectoren

Heeft men eenmaal een benaderde eigenwaarde A gevonden, dan kan men
de eigenvectoren berekenen door het betreffende stelsel op te lossen.

Men kan zo nodig de eigenvector nog verbeteren door inverse iteratie.

D.w.Zz. als u een schatting van een eigenvector van A is, dan berekent

men een nieuwe schatting v door op te lossen
50201 | (A = AI)v = u,

Ondanks het feit, dat A = AI bijna singulier is, is v meestal veel
beter dan u, Neemt men hier voor A de getransformeerde matrix S of H,
dan vergt deze berekening veel minder rekenwerk dan voor een volle
matrix. Wel moet men dan de gevonden eigenvector v terugtransformeren
tot een eigenvector x van de oorspronkelijke matrix. Dit geschiedt
door de vector successievelijk voor te vermenigvuldigen met de
transformerende matrices, evenwel in omgekeerde volgorde. Dus voor

Householders transformatie (5.0.1) wordt dit

50262 X = P1 P Vo

2 © 00 Pn-2'
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Ogﬁaven

108)

VSchrijf een Algolprogramma, dat de elgenwaarden en eigenvectoren

van een symmetrische matrix berekent volgens de methode van

Jacobi, Het programma moet inlezen de gewenste precisie eps,

.de orde n, en daarna de matrix.

109j

110)

111)

Bereken de 2e en 3e eigenvector van de matrix uit voorbeeld 4.3.

Bereken de coéffici&nten der karskteristieke vergelijking en de

eigenwaarden en eigenkolommen van

035 -070 028 091

0 1 _Qh 0
1 0 0 0
o T 0 0 1

De eigenkolommen moeten zo worden genormeerd, dat het absoluut
maximale element 1 is. De elementen van de gegeven matrix zijn
exact., De vereiste precisie is 5 cijfers (relatieve precisie)
voor de eigenwaarden en 5 decimalen (absolute precisie) voor de

vectoren,

Bereken met de matrix maal vector methode en Hotellings deflatie

de eigenwaarden en eigenvectoren, in 3 decimalen, van
=T => 17

-5 431 =57
1T =57 497
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begin comment R 1086 Progr. M.Fretin 270166, Eigenwaarden en —vectoren
van symm,matrices volgens methode van Jacobi. Het gebruikt Alg. 85 van
Th.E.Evens, Comm,ACM. 5(1962)p.208 behoudens enige wijzigingen, vooral
in de drempel—sirategie. Up getalband moet stean precisie EPS, dan de
matrices als onderdriehoek voorafgegaan door de orde, en tenslotte O;
integer Ny,B,C,;1,J,count;real EPS;
progedure JACGBI(A Syn,rho 0); value n,rhojinteger njreal rhojarray A,S;
begin Integer i,J,p;q,ind;
real norml;norm?, thr,cos2t,;sin2t, sint;cost, intl,vi,;v2,v3,mu, sq;
for 1:=] step 1 untll n do £or Js=1 step 1 until n do
Pegin if i=J then S[1,315=1.0 else s[i,jl:=51J,1]: =0.0 end;
Ind:=count: woglntla—o,
for i:=1 step 1 until n do fbr J:=1 step 1 until 1 do
1nt1o=1f abs(A[l,jj)>1nt1 then abs(Al1,J]) else int1; normi:=intil;
MAIN: inti:=
for 1:«2 step T until o do for Je=1 step 1 until i-1 do
Tntic= if abs(A[T,3]) >int! then sbs(Ali,jI) else intl;
norm2:=int1/normi;if norm2<rhio then goto END13Thr:=0.1Xnorm2;
MAIN1: counbt:=count + 13
for g:=2 step 1 until n do for pe=1 step 1 untlil g-1 do
begin if abS(A[p,qJ)> thr then
begin ind:=13vi:=Alp,pl; ve: 5013 v3: A[q,q],
mu:=0, 5X(v1—v3),sq =sqrt( v2i2
sin2t:=(1f mi>0.0 then v2 else -v2)/sq,cosat =abs(mu)/sq;
cost:=sqro(0.5%( 1+c082%) ) ;sInti=sin2t/(2xcost) ;
for 1:=1 step 1 until n do
begin int1:=Ali,pIXcost +A[1i,qlxsint;
Ali,q):=—A[i,plXsint +A[i,qIXcost;A[i,p]:=int1;
intl:=5[1i,plxcost +S[i,qlxXsint;
S[i,q):=—S[i,plxsint +S[i,qIXcost;S[i,p]:=int1;
end,
for i:=1 step 1 until n do
be in Alp,1J:=A[T,p13A0q,1]: —A[l,q] end;
Kp,pl:= vixcostp2+viXsinth2+vexsin2t;
Alg,q]:= viXsintp2+v3Xcosthp2—vexsin2t; Alp,ql:=Alq,pl:=0.0;
end epd,
ii ind=1 then begin ind:=0;goto MAIN1 end else
if thi>rho then goto MAIN;

=3

H

END1:
end JACOBI;
BEGIN :EPS s=read ;RUNQUT; DEBUT:N:=read;1if N =0 then goto END;

begin array M,P[1:N,1:N];
T for 1:=1 step 1T until N do for Jj:=1 step 1 untll i do
M3, j]:=Mlg,1] :=read;JACOBI(M,P,N,FPS);PUNICR;
FIXP(3,0,N);PUSPACE(3);FIXP(3, O,count),PUNLCR,B =1;C:=T;
IN: if N>C then goto PRI else C:i=Nj
PRI:Tor i:=B step 1 until C do FLOP(12,3,M[1,1]);PUNLCR;PUNICR;
for i:=] step 1T until N do
begin for j:=B step 1 until C do FLOP(12,3,P[1,j]);PUNICR end;
1? N=C then goto FIN,B° =B+7;C —C+7,PUN1CR,goto IN;
FIN:goto DEBUT -
end; END: STOPCODE
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Hoofdstuk T. Cewone differentiaal-vergelijkingen

Oo Inleiding

Een vergelijking is een gelijkheids-relatie, waarin een of meer
onbekende grootheden voorkomen. De opgave daarbij luidt voor iedere
onbekende éenS enige of alle mogelijke waarden te vinden, die de
relatie in een identiteit overvoeren. De onbekende grootheden kunnen
zijn:

a) reéle (of complexe) getallen., In dit geval spreken we van een
getal-vergelijking; deze kan zijn lineair, algebraisch of transcen-
dent,

b) vectoren of matrices. In dit geval hebben we een vector- respec-
tievelijk matrix-vergelijking.

Zie bijvoorbeeld in hoofdstuk 4 de vector-vergelijking (1.1) en de
matrix-vergelijkingen (5.0.1) en (6,0.1),

c) reéle functies'van een (of meer) re&le veranderlijken. In dit geval
spreken we van f(mctie-—vergelijkingeno

Hiertoe behoren de differentiaal-vergelijkingen, dat zijn functie=-
vergelijkingen waarin een of meer afgeleiden van de onbekende functie
voorkomen. Wij beperken ons tot gewone (dat is niet-parti&le) differen=-
tisal-vergelijkingen, Dan is de onbekende functie y een functie van é&n
veranderlijke x en de voorkomende afgeleiden zijn gewone afgeleiden
naar X, De algemene gedaante van een gewone differentiaal-vergelijking

luidt dus

(n)
0.1 Flx,y(x), 2%2.&2, s oo, S_fml,éi,).): 0.
dxn

Een oplossing van deze vergelijking is een functie y(x), waarvoor
deze relatie identiek geldt voor alle waarden van x gelegen in een
zeker interval. De orde van de hoogste voorkomende afgeleide heet
de orde van de differentiaal-vergelijking.. De differentiasal-verge-
lijking (0.1) heet lineair, als F lineair is in y en alle voorko-

mende afgeleiden,
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Dus de algemene gedaante van een n-de orde lineaire differentiaal-
vergelijking is

0.2 8 y(n) + 500 + ajyg + a.y = b,

n 0
waarbij de co&fficiénten 8ys co0s & en b gegeven functies van x

zijn. .

Eerste orde differentisal-vergelijkingen

De algemene gedaante van een differentiaal-vergelijking van de orde 1

is blijkbasr

0.3 Flx, v, %) = 0,

Liever schrijven we %% expliciet als functie van x en y, wat altijd
wel mogelijk is, en krijgen dan als algemene gedaante:

0.k ‘%ﬁ = f(x,y)o

Ter illustratie beschouwen we nu lineaire eerste-orde vergelijkingen,

die dus de algemene gedaante hebben

s}
0.5 E%»= gy + b,

waarbij a en b functies van x zijn.

Belangrijke bijzondere gevallen zijn

a) a = 0, dus de vergelijking %%‘= bo

De oplossingen zijn y(x) = fb(x)dx + C,

b) b = 0, dus %%>= aye. - |

De oplossingen hiervan zijn y(x) = C exp (fa(x)dx)o

Als a en b geen van beide nul zijn, kan het aanzienlijk ingewikkel~
der worden (zie bv. [1](d.i. Modern Computing Methods) pag. 80).

In deze bijzondere gevallen zien we, dat de differentiaal-vergelijking
wordt opgelost door het berekenen van onbepaalde integralen. Naar aan-
leiding hiervan heeft het woord "integreren" de ruimere betekenis ge-
kregen van "oplossen van differentiaal-vergelijkingen" en de verkregen

oplossing heet dan ook "integraal" van de differentiaal-vergelijking.
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Grafische methode voor het intégreren van een eerste orde vergelijking

Een eenvoudige manier om inzicht te krijgen in de gedaante van de inte-
gralen van een differentiaal-vergelijking is het tekenen van de iso=
klienen, dat zijn lijnen van gelijke helling. Voor de differentiaal=-
vergelijking y* = f(x,y) zijn de isoklienen de lijnen die voldoen

aan f(x,y) = constant. Op een dergelijke lijn is dus de helling y°
constant. Men kiest zoveel waarden voor de constante, dat de isoklienen
voldoende dicht bl]J elkaar liggen.

Een manier van oplossen is: start in een punt (xo9 yo)'gelegen op een
isoklien en ga met de bijbehorende helling y° verder totdat een andere
isoklien bereikt wordt, ga dan met de nieuwe helling verder, enz.

Beter nog is het, tussen twee isoklienen een gemiddelde helling te

nemen.
Voorbeeld. (Uit Hamming, pag. 18L4). Gegeven de differentiaal-vergelij-
king y' = x2 - y20 De isoklienen x2 - y2 = C zijn gelijkzijdige hyper=-

bolen, die voor C = 0 ontaarden in het lijnenpaar x = + y.
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Men ziet dat met ieder startpunt een nieuwe oplossing correspondeert,

Men kan een oplossing van (0O.L4) vastleggen door het geven van x. en

0
een bijbehorende beginwaarde Yy = y(xo)o Men heeft dan een zgn.

beginwaarde-probleem van de orde een:

y' = £flx,y)

0.6 V(Xo) = v,

Een beginwaarde-probleem van de orde n heeft als algemene gedaante

n
F(X, ¥5 ¥ coes y( )) =0
| v(xy) =y,
0.7
9 =
y (xo) Yy

[+

(n~1) _
J (xo) = yn__1
waarbi] Xgs Ygs Yqs eo0 s ¥,_, 8egeven getallen zijn.

Deze extra condities leggen, onder vrij algemene voorwaarden, de Op=
lossing eenduidig vast.

Veel lastiger probleem, zgn. randwaarde-problemen, ontstaan als in

de extra condities functie-waarden en waarden van de afgeleiden voor-
komen in meer dan &&n punt.

Wij zullen ons voorlopig beperken tot beginwaarde~problemen.
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Opgaven
112) Integreer de differentiaal-vergelijking
y' = x2y + 5x20

Aanwijzing: integreer eerst het homogene deel y' = xzy, vervang
in de oplossing hiervan de integratie-constante ¢ door een functie
c¢(x) en bepaal c(x) zodanig, dat aan de gegeven vergelijking

wordt voldaan,

113) Integreer evenzo de differentiaal-vergelijking

114) Bereken in 5 decimalen de oplossing van de volgende stelsels

lineaire vergelijkingen met behulp van de methode van Crout.

1 2 =12 8 27
5 L T -2 |, - L4
=3 7 9 5 1
6 =12 =8 3 Lo
1 2 3 L 20
3 =2 8 LI 26
2 1 =l T 10
h 2 =8 =l 2

115) Los het volgende stelsel op met behulp van de relaxatie-methode

in 3 decimalen nauvkeurig.

x1 + 1Ox2 + x3 = 10

2x,a + 20x3 + xh = 10

3x2 + 30xS + 3x6 = 0
10}:,l X, - %= 5
2xh - 2x5 + 20x6 = 5

X3 + IOxh - XS = 0,



216A

Intermezzo over functies van twee veranderlijken (pag., 216A=D)

Gaat men een functie van meer dan een veranderlijke differentiéren,
dan zal men moeten aangeven, naar welke veranderlijke men differen-
tiert. De andere veranderlijken worden daarbij constant gedacht en

men spreekt van parti€le afgeleiden. Nauwkeuriger gezegd:

o ag

Definitie. De parti€le afgeleiden van een functie g = g(x,y) worden

gedefiniéerd als volgtg

g = %& - 1 Blxthey) - glx,y)
X X def, 0 h

_dg _ . glx,y+k) = g(x,y)
B, =5y = ger, I Kk

k>0

Hiernaast te spreken van de gewone afgeleide %% heeft alleen zin,

als y een functie van x is, Scrijven we deze functie als y = y(x),
dan geldt

a8 _ 1 By Gon) < EGay(0)

dx 0 h °

Het verband tussen deze gewone afgeleide en de partiéle afgeleiden

wordt vastgelegd in de volgende

Stelling. Als in een zeker gebied van het (x,y)~vlak de partiéle

afgeleiden g, en gy bestaan en continu zijn en als bovendien %%

bestaat, dan geldt voor dit gebied

dg _ dy
x T8 TEI &
Bewijso
dg _ 15, &lcthay(xeh)) - glx,y(x)) _
e h
o 1ip 8lxth,y(xrh)) - g(xth,y(x)) |

n>0 h
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g(x+h,y(x)) = glx,y(x)) )

+ lim =

0

De tweede limiet is kennelijk gelijk aan gx(x,y); de eerste limiet
is volgens de middelwaarde-stelling (wegens het bestaan van gy)
gelijk aan
g, (x+h,p(h)) (y(x+h) - y(x))
1im ~L
h ?
=0

waarbij p(h) een punt tussen y(x) en y(x+h) is. Wegens de continufteit

van y(x) convergeert p(h) naar y(x) en de limiet is dus gelijk aan

1im gy(x‘”hsp(h)) x lim y(x+h)h- yi{x) _ gy(xsy) x %

>0 >0

waarnee de stelling bewezen is.

Hogere afgeleiden

De partiéle afgeleiden g, en gy z1ijn ook functies van X en y en hier-
van kunnen we dus weer de parti&le afgeleiden vormen, mits de betref-
fende limieten bestaan.

Z0o hebben we

325 5 3
x = T 2 T gef. 3x (’5%)°
Ix °

2% 2_ (28
Byy = TR0y - def. 3;~(ax), enz.

Hierbij is van belang de volgende

Stelling. Als in een zeker gebied van het (x,y)- vliak de partiéle
afgeleiden gxy en gyx beide bestaan en continu zijn, dan zijn zij

aan elkaar gelijk.
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Bewijs°
gx(xgy+k) - g, (x,)
g = lim =
k=0
= lim 1lim [e(xthoyik) - glxyti)] - Eg(X+th) - s(xgyil_ o
k+0 b0 hk

Volgens de middelwaarde~stelling toegepast op g(x+h,y) - g(x,¥y),

opgevat als functie van y, is dit gelijk aan

g (X+h9y+91k) - gy(x9y+9]k)
h %

lim lim
k+0 0

waarbij 0 < 6] < 1,

Nu passen we oOp 8y(X:Y*91k)s opgevat als functie van x, weer de
middelwaarde-stelling toe en vinden dan dat deze limiet, voor
zekere 92 tussen O en 1, gelijk is aan
lim lim gyx(x + 0
k+0 h>0

ohs ¥ # elk)o

Deze limiet is wegens de continulteit van Byx gelijk aan gyx(x,y),

waarmee de stelling bewezen is.

Met behulp van deze stellingen vinden we de hogere gewone afgeleiden.
Passen we dit toe op de differentiaal-vergelijking y* = £{x,y),

dan krijgen we
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y"=°a"’;{’=f +ffo
° _ 2 3

yriv = 4L 8 (4 4y 3 (df,
2 0% ax’ | d&x 3y ‘&

3 )
5T (fx + ffy) + f-;; (fX + ffy)

=f 4+ ff +ff +fFf + £of 4 £f°
xx yx Xy xy vy Y
2 ; 2
=f +2ff + f°F +ff +ff°,
xx xy yy- Xy y

Deze formules worden gebruikt voor het opstellen

van y(x). Zie hieronder (1.1.2) en (1.2,10),

Opgave
116) Bereken bij de differentiaal-vergelijking y

partiéle afgeleiden van f van de orde een e
leiden van y tot en met orde drie voor de v
lidfuncties f(x,y).

2 2
a) x° -y~ + Txy
b) x - y2
e) 1/(x +y)

a) x> - 11x2y + cos(x),

van de Taylor—reeks

P = f(x,y) alle
n twee en de afge~

olgende rechter-
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1. Numerieke oplossing van beginwsarde=-problemen

1.1 Taylor-reeks methode

Zij gegeven het begin-waarde probleem
y' = £x,y)

11,0 _
y(xo) =¥,

Wij willen nu veten y(xb + h) en ontwikkelen hiertoe y in een

Taylor-reeks
v ’ h2 hm
- 0 a_ . n e
Tolo® ylxgth) = y(x)) + hy'(x)) + 5= y"(x,) +eoot o3 y(m)(xo) +

+1

+
m+1)?

waarbij £ tussen x. en x0+h ligt.

0
Uit het gegeven probleem (1,1.0) volgt:

y(xg) =¥,

y”(x0)7= f(xogyo)

" 4 =
10102 y"(x) [ix f(x’yi]x=xogy=yo (£, * fyf)x=xosy=yo

en algemeen
k-
B ) =[S 1)

ax X=xys ¥=¥q'

Op deze wijze berekenen we de afgeleiden tot en met een zekere orde m
en verkrijgen daarmee een benadering voor y(xo+h) volgens (1.1.1),

De stap h moet daarbij zo klein gekozen worden, dat de fout verwaar-

loosbaar 1is.
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1.1.3 Definitie
De orde van een integratie-formule is per definitie een lager dan de

h-exponent in de fout-term. Dus de orde van formule (1.1.1) is gelijk

aan o

N.B., Verwar niet orde van een formule met orde van een differentiaal=-

vergelljking.,

In het bijzonder hebben we de eerste orde formule

1.1.h yixg + h) =y, + BE(xy,y,) + o(n?) .

0*Y0

Deze formule wordt ook wel formule van Fuler genoemd,

En de tweede orde formule

2
) + 2 y"(x;) + 0(n’)

10165 y(xo + h) = Yo * hf(xoayo 5
Heeft men zo y(xo + h) berekend voor h = ho, dan bepaalt men uitgaande
ven X, = X, + hy eny, = y(xov+ ho) vervolgens y, = y(x1 + hl)’ waarbij

h, niet gelijk aan h. behoeft te zijn.

1 0
Zo voortgaande zetten we telkens een stapje van (variabele) grootte hi
en berekenen voor het argument Xi+1 = Xs + hi de waarde van y met
behulp van de Taylor-ontwikkeling in het punt Xs0
Voorbeeld. Los op met formule (1.1.5) en h = 0.1 het beginwaarde-

probleems

y' = -2xy2, y(0) = 1, exacte oplossing y(x) = 1/(1+x2)o
Dan geldt dus:

y" = -2y2 - hxyy?®,
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X y y? y"/e fout x10°
0 1,000 000 =1.000
o1 2990 -0 196 - o9k1
02 2961 -+369 - o782 -1
o3 2916 =.503 - 562 -1
OB .860 =.592 - 0332 -2
05 .T798 =637 - 2129 =2
.6 .T33 =645 + ,030 =2
o7 669 =627 + .139 =2
.8 .608 =0592 + ,206 -2
9 0551 ~o546 + .,238 -1
1,0 499 =1

Ter controle kan men ook een stap terug doen, m.a.w. h door =h

vervangen. Bijvoorbeeld:

y{(0,4) = 0.798+0.,0637=0,00129 =+ ,860,

Voor- en nadelen

Het voordeel van de Taylor-reeks methode is, dat men in elke stap

de staplengte h vrij kan kiezen. Opeenvolgende stappen zijn slechts
verbonden door de functie~waarde, die het resultsat is van de voor-
!afgaande en het beginpunt is voor de volgende stap. Dit soort methodes
heteﬁ:eénmstag methodes.,

Hiernaast bestaan zgn. meer-stap methodes, die in elke stap voor het
berekenen van een nieuwe functie-waarde, meer dan een voorafgaande
functie-waarde nodig hebben., Een eenvoudige formule van dit type wordt
verkregen door van (1.1.5) de overeenkomstige formule voor y(io +h)
af te trekkens

2
4 - h " 3
116 y(xy=h) =y, - bf(xy,y,) + 5= y"(x5) + 0(n7),
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De formule die dan ontstaat is van de orde twee en luidt:

1,107 y(xo+h) = y(xowh) + 2hf(x ) + 0(h3)

0*Y0

Vergelijken we deze formule met (1.1.4), dan zien we, dat beide
formules een gelijke hoeveelheid rekenwerk vergen terwijl de orde
van (1.1.7) een hoger is.

Deze formule heeft echter twee voorafgaasnde functie-waarden y(xo)
en y(xowh) nodig, zodat. in opeenvolgende stappen de staplengte h
niet zonder meer gewijzigd kan worden. Later komen we op de meer-

stap formules terug.

Het nadeel van de Taylor-reeks methode is, dat voor de formules van
de orde < 1 afgeleiden van de rechter-functie f(x,y) nodig zijn.
Deze afgeleiden worden bij hogere orde meestal ingewikkeld.

Een hogere orde Taylor formule is daarom slechts bruikbaar ofwel
voor zeer eenvoudige differentiaalmvergelijkingen ofwel om een rij
start-waarden voor een meer=stap formule te berekenen. De eerste
orde formule (1.1.4) is wel altijd bruikbaar, maar heeft het nadeel,
dat de gebruiker een kleine staplengte moet kiezen om nog een rede-

lijke precisie te bereiken,

1.2 Runge-Kutta methodes

Deze methodes hebben enorme belangstelling gekregen sinds de op-

komst van de automatische rekenmachines. Ze zijn van het een-stap

type en hebben dus het voordeel, dat de staplengte h vrij kiesbaar is.
Een ander voordeel is, dat ze geen afgeleiden van de rechterlid-functie
nodig hebben en desondanks een redelijk hoge>orde kunnen hebben,

Wij beschouwen weer het eerste orde beginwaarde-probleem (1.1.0).

Het idee van’Rungé en Kutta is de rechterlid-functie f(x,y) te
berekenen in enige punten van het (x,y)-vlak gelegen in de buurt van
(xo,yo)o Van deze f-waarden wordt dan een lineaire combinatie genomen,
die zo goed mogelijk met de Taylor-reeks van Ay = y(x0+h) =¥y

overeenstemt.
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In formule

1.201 y(x0+h) =¥ * agky * ak, oot ap_,skp_19
waarbi]j

b
i

O = hf(xo Qyo)

23
i

hf(xo *mh, ¥+ 1y, ko)

1,202

b
i}

hf(x0 *mh, o+ 1oky + 121k1)

en algemener voor i = 1(1)p=1

° = + ° © 000 a o o
k hf(XO mlh9 Yo * l1Ok0 Fooot 111=1k1~1)

Het getal p heet de rang van de Runge-Kutta formule en geeft aan

hoe vaak in eén stap de rechterlid-functie berekend moet worden,

De rang is dus een maat voor de hoeveelheid rekenwerk, mits het
rechterlid f(x,y) niet al te eenvoudig is. Bij gegeven rang p

worden de coéfficiénten asy m, en lij nu zo gekozen, dat de orde

van de formule zo hoog mogelijk wordt. Hiertoe wordt de Runge=Kutta
formule (1.2.1) vergeleken met de Taylor-ontwikkeling van y(x0+h)e
Stemmen zij overeen tot en met de m-~de term van dé Taylor-reeks, m.a.W.

1, dan is de Runge-Kutta formule van de orde

is de fout van de orde n™'
m (vgl. definitie 1.1.3). Het bepalen van de maximale orde m bij gege-
ven rang p en het berekenen van bijbehorende waarden van de coé€ffi-
ciénten 8cy My lij leidt bij hogere waarden van p tot lastige stelsels
algebraische vergelijkingen., Wij zullen alleen lage p-waarden beschouwen
en enige voorbeelden geven,

Wij hebben hierbij nodig de formule van de Taylor-reeks voor een functie

met twee varisbelen (vgl. pag. 169):

_ 17,2 2
1.2.3 f(x+h,y+k) = f(x,y) + hf  + kfy + z(n £t 2hkfxy + Xk fyy) + 600 o
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Ran = 1

In dit geval bestaat Ay uit slechts &&n term agk, en om overeenstem-

ming met de Taylor=-reeks te krijgen moet natuurlijk a, gelijk aan een

zijn. We krijgen dus als resultaat formule (1.1.4) van de orde een.
Ran =2
In dit geval hebben we

ylxgth) = y4 + agk, + ak,

1,2.4 k, hf(xogyo)

k

; hf(xo +tmh, y,t+1 k. J)o

1070

Hieruit volgt met behulp van (1.2.3), waarin we h door m,h en k door

' 110hf(xo,yo) vervangen:

2 2
LY =
1,205 y(xo+h) Yo * aohf + a. hf + a,.hm fx + a1h ZL.g

1 1 1 ff_y"' Qoo g

0

waarbij f en de parti&le afgeleiden worden genomen in het punt (xogyo)o

Om ovéreenstemming met de Taylor-reeks te hebben, moet dus gelden

ao + a, = 1
- 1
g4y T2
- 1
2l =2
Dus m, = 1100 Verder kunnen we m, willekeurig # O kiezen en vinden dan
als algemene oplossing
a, = 1/2m1 » 85 =1 - a5

De h3uterm blijkt niet in overeenstemming met de Taylor=-reeks te maken

te zijn, zodat de hoogst bereikbare orde in dit geval 2 is.
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Voor de hand liggende keuzen van m, en bijbehorende Runge-Kutta

1
formules van de tweede orde zijn

et + ]
1.2.6 m, = 13 y(x0+h);; Yotz h f(xo,yo) + ;(x0+h,y0+hf(x0,yo))

1
1 =58 T(xg+h) Xy + hf(xg+zh, y+anf(xg,yy))e

10207 m

Ran = 3

De ontwikkeling van k. moet nu nog een orde verder voortgezet

1
worden, dus

1,2.8 k., = hf + h2m f + h21
1 7%

14372 2 .2
loffy + 3h (m,ifxx + 2m1110ffxy + 110f fyy)a

Vervolgens moet k2 ontwikkeld worden:

2 2.2 2

1.2,9 k2 =hff + h m2fx+h 120f‘fy + h 121(f + hm,ifx + kl,mffy)fy
1.3, .2 2.2
+ 3h (m2fxx + 2@2(120 + 121!)-5"1‘xy + (120 + 121) f fyy) + 500 o

Dit moet overeenstemmen met de Taylor-reeks

= 1 1320 133,000
1.2,10 y(x0+h) Yo *+ by (xo) + 2hy"(xy) + 7 b7y (xo) + oo

1,2 1.3 2
Yo * hf + zh (fx + ffy) +zh (fxx + szxy + f fyy

it

+fF + ff2) + 000 o
Xy y

Van elke term stellen we de co&ffici&nt in de Runge=Kutta formule
(1.2.1) en in de Taylor-reeks (1.2.10) aan elkaar gelijk en krijgen

dan het volgende stelsel algebralsche vergelijkingen,
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term “¢o€fficiént in RK=-formule = coéfficiént in Taylor-reeks
hf ao + a,,i + 32 = 1
2 1
h fx a,gm1 + a2m2 = 3
m, = 1 + 1 (v)
2 A 1P T 20 T ot
h ffy alg+ a2(120 + 121) = 3
1,3 2 2 = 4
zh fxx av.,,ﬁm,E + a2m2 = 3
nire aml  +am(l,,+1,) = <
Xy M1Mtq0 T 322 a0 T S 3
1.3.2 2 2 —
in°f fyy a, 15, * 32(120 + 123) = 3
3 _ 1
h fxfy a2121m@ =z ~
m, =1 (a)
3 2 1 1 10
L3 £ 85154140 =z

Hieruit volgen meteen de gelijkheden (a) en (b), waarna het stelsel

zich reduceert tot het egquivalente stelsel

a. +a, +a,. =1

o ¥ 8 Ta
aqmy *am, = %

1.2.11
a m2 + g, m2 =:’ﬂ"
1Ty T B, T3
1..m !
ar=n gy I3

Dit stelsel heeft oneindig veel oplossingen (m1 en m, kunnen vrijwel

willekeurig gekozen worden). Twee bijzondere gevallen leiden tot de

volgende formules van de orde drie:
Formule van Heun

[yixgth) = vy + 3 (kg + 3k,) + 0(x")

1.2.12 1 1
k, = hf(xo *gh, ¥yt §~k0)

_ 2 2
k, = hf(xo *5h ¥, t3 k1)
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Formule van Kutta

y(x0+h) =¥, +‘% (ko + hk1 + ka) + O(hh)

ky = hf(xogyo)
1.2.13
= 1 i
k, = h:f‘(xo t5hy ¥yt ko)
k, = h:f‘(xo +hy ¥y - ky + 2}:.!)
Rang p = b

In dit geval is de hoogste bereikbare orde k.

Zonder afleiding geven we hier de volgende formule van Kutta
y(x +h) = y. + L (k, + 2k, + 2k
0 0 6 ‘"0 1

o k) + o(n’)

- 1. 1
1.2, 1k k, = hf(xo tsh Yyt ko)
k, = hf(x +=lh ¥ +=lk)
2 0 2729Y0 2™
k3=hf(xo+h, y0+k2)
Opmerking

Als de rechterlid-functie niet van y afhangt, m.a.w. als de gegeven
differentiaal-vergelijking luidt: y° = f(x), dan hebben we kennelijk
te doen met gewone integratie oftewel quadratuur.

De bovengenoemde Runge-Kutta formules gaan voor dit geval dus over
in quadratuur~formules., Zo gaat (1.2.6) over in de trapezium~regel,

en (1.2.13) en (1.2.14) gaan beide over in de formule van Simpson.
Ga dit na.
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Opgaven
117) Gegeven het beginwaarde-probleem y’ = x = y2s y(0) = 1,

Gevraagd de oplossing y(x) voor x = 0(0.2)1 in 4 decimalen
te berekenen met de Taylor-reeks methode.
Bereken tevens (door interpolatie) plaats en grootte van

het minimum van y(x)o.

118) Geéeven het beginwaarde-probleem y* = 1/(x+y), y(0) = 1,
Gevraagd de oplossing y(x) voor x = 0(0.5)2 te berekenen

in 4 decimalen met behulp van de Runga-Kutta formule {1.2.1k4).



227

Runge Kutta met Richardson-correctie

Evenals bi) gewone integratie kunnen we bij een Runge~Kutta-formule
de Richardson correctie~term uitrekenen. Hiertoe integreren we over
2 stappen h en 1 stap 2h. Als voorbeeld beschouwen we de vierde-orde
formule (1.2.1%). Als Ayi(h) de Runge-Kutta bijdrage in het punt

X, = Xg + ih met stap-grootte h voorstelt, krijgen we

1.2,15 y(xO + 2h) = Yo * Ay0(2h) + 320h5 + O(h6)

5

y(x0 +h) = Yo * Ayo(h) + Ch” + O(h6)

2 0(h6), dus

y(xo + 2h) y(x0 + h) + Ayl(h) 4+ Ch

>

1.2,16 y(xo + 2h) = Yo * Ayo(h) + ij(h) + 2Ch” + 0(h6)a

Aftrekken levert

0 = by,(n) + by, (n) - by (2n) - 3008 + 0(n")

5

De correctie-term voor (1.2.16) moet overeenkomen met 2Ch” en de
gecorrigeerde formule luidt dus
+ -
Ay (n)+ay, (h)-by,(2n)

15

+ 0(h6)

1,217 y(xO + 2h) = Yo * Ayo(h) + ij(h) +

Deze formule is van de orde 53 het aantal benodigde functie~berekeningen
bedraagt 3 x 4 - 1 = 11,

Fréberg's stap~halvering en -verdubbeling

Daar de Runge-Kutta formules van het een;stap type zijn, kunnen we de

stapgrootte h vrij vari€ren. We kiezen nu h 26, dat de correcties beneden
een zekere tolerantie blijven. Zorgen we, bij gegeven é, dat in elke stap
de correctie-term in absolute waarde kleiner is dan h x ¢, dan is de to-

tale correctie, integrerend van a naar b, kleiner dan (b-a) x €,
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In Fr8berg's procédé wordt nu, als de correctie-term te groot is,

h gehalveerd en opnieuw geintegreerd; anders wordt de stap geaccep=-
teerd en door-geintegreerd, waarbli]j echter eerst nog wordt overwogen
de stap te verdubbelen,

Verdubbeling kan geschieden als de correctie-term al te klein wordt
(bve <§%-maa1 de tcelaatbare waarde), of als vask genoeg achtereen-
volgende stappen geaccepteerd zijn. q

Dit procédé is beschreven in de procedure RK in het Revised report

on ALGOL 60, Hierin wordt evenwel de Richardson correctie wel gebruikt
om h aan te passen, maar niet om de vierde~orde Runge-Kutta-formule

te corrigeren tot een vijfde-orde formule.

Een procedure van Zonneveld

Zonneveld heeft zowel de berekening van de correctie-term als het
aanpassen van de stap-grootte vereenvoudigd.

Wat het eerste betreft, bij het opstellen van een Runge-Kutta-formule
(zie 1.2.1 en‘102°2) van de orde m kan men trachten de som der hoogste
orde termen (dus de termen van de orde h'), te schrijven als een line-

aire combinatie,

bkg * yky + coo b ko

Bij de tweede orde formules (1.2.6 en 1.2.7) lukt dit zonder meer.

Bij hogere orde hebben we hiervoor minstens &&n extra ki nodig, m.a.w.
we moeten de rang verhogen,

Het op te lossen algebraische stelsel heeft nu p extra onbekenden, nl,
de b's, en het aantal vergelijkingen is verdubbeld. We vermelden slechts
een enkele oplossing, behorende bij formule (1.2.12),

i
k, = nhf({x. +h, y. ++ (k, + 3k,))
1.2.12.8 3 0 o "% Mo 2

3 _ 1
son der h”=-termen = 5 (ko - 3k2 + 2k3)o
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De waarde van y nodig voor het berekenen van k_ is hier julst de

berekende waarde van y(x0 + h), die we toch nogig hebben. Bij hogere
orde formule lukt dit niet meer,

In de onderstaande procedure wordt een formule gebrulkt van de orde 5
waarin T functie-berekeningen nodig zijn,'nlo 6 voor de bepaling van Ay
~en nog een extra voor de som der hs-termeno Deze formule betekent dus
een aanzienlijke besparing vergeleken bij de boven geschetste bereke-
ning van de Richardson=-correctie, waar totaal 11 functie~berekeningen
nodig waren.

De som der hoogste orde termen is nu te beschouwen als de correctie-
term, die kan worden gebruikt om de stap=-grootte aan te passen.

Beter dan het vrij grove halverings- en verdubbelingsproces is het,
na ledere stap te schatten hoe groot de volgende stap moet zijn om
juist onder de gevraagde tolerantie te blijven.

De tolerantie "tol" nemen we evenredig met h, laten we zeggen
tol = h x ¢

en voor een vijfde-orde formule is de correctie~term "diser" (bij

P

benadering) evenredig met h”, dus

>

discr o= Ch

We willen nu h, zo kiezen, dat daarvoor discr ongeveer gelijk aan

1
tol is, dus

dus h1 = W e/C=nh </tol/discro

We nemen nog een veiligheidsmarge van 5% en krijgen dan

1.,2.18 h1 = 0,95 h \3 tol/diser,

Er zijn nu in elke stap 2 mogelijkheden:
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discr > tol: dan wordt de stap verworpen en opnieuw geintegreerd

met h1 berekend volgens (1.2.18),

discr < tol: dan wordt de stap aanvaard en doorgeintegreerd eveneens
met h, uit (1.2.18)

Voor functies die sterk van karakter vari&ren kan de veiligheids—
marge van 5% te klein zijn., Daarom is het nog mooier, de nieuwe
stap-lengte te extrapoleren uit de twee laatste h-waarden. Dit wordt
in ‘onderstaande procedure gedaan, waarbij voor de vierdemachts-wortel

een lineaire benadering gebruikt wordt.

Description AP 252

RK1 can be used foiimtegraterthereguation 'dy/dx = f£(x,v).
First we explain the actual parameters corresponding to the formal

parameters:

x : the independent variable; upon completion of a call of RK1,
it is equal to by

a : the starting value of x;

s a value parameter, giving the end value of x;
: the dependent variable;

ya : the value of y at x=a;

fxy: an expression, depending on x and y, giving the value of
dy/dx;

e s an array of positive tolerances, consisting of e[1] and e[2] ;
e[1j is used as a relative tolerance, e[?] as an -absolute one;
the tolerance in a gquantity z is defined, here and in the
sequel, as

tolerance(z) = abs(z) * e[1] + e[2] 3 (1)

d : an array with elements d[ﬁ] s ooosp d[y] 3 upon completion of
a call of RKi:
entier (d[}] + .5) is the number of steps skipped;

d[2] is the step length;
dEﬂ is equal to b
a[4] is equal to y(b);

&
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fi : a Boolean; if fi then the integration starts at a, with trial
step b-a; if 9fi then the integration is continued with
x=a[3], y=a[4], h=da[2] * sign (b-d[3]) as initial conditions;

a and ya are ignored,

RK1 integrates dy/dx=fxy to x—-b with if fi then x=a, yla) = yaj
if 7fi then x=a[3], y(a[3])=a[L].

Upon completion of a call of RK1 we have x=d[3] —b9 y=d[1g] =y(b).
RK1 uses as its minimal absolute step length

hmin=e[1] # int+e[2],

where int=abs(b=(if fi then a else 4[3])).

If a step of length abs(h) < hmin is rejected, a step sign(h) s hmin

is skipped; a step is rejected if

th5dy > (abs(fxy) = e[1]+e[2]) » abs(h)/int.
Procedure RK1 has been copied from J.A. Zonneveld, Automatic

Numerical Integration (thesis, Amsterdam 1964).
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comment AP 2523
procedure RK1(x,a,b,y,y2,fxy,e,d,fi); value b,fi; real x,a,b,y,ya,fxy;
Boolean fi; array e,d; o \
begin real el,e2,x1,yl,h,int,hmin,absh,k0,k1,k2,k3,kk,k5,discr, tol,mu,
mul,fh, hl;
Boolean last,first,reject; '
if ©1 then begin d[3]:= a; dll]:= ya end; d[1]:= 0; x1:= a[3];
yils= dTF]; If 71 then d[2]:= b — a[3]3 absh:= h:= abs(a[2]);
if b — x1 <0 thenm hi= — h; inti= abs(b — x1);
tmin:= int X e[1] + e[2];
el:= e[1]/int; e2:= e[2]/int; first:s true;
if £i then begin last:= true; goto step end;
test: abshi= absih}; if absh < hmin then '
begin hi= if h > O then hmin else — hmin; absh:= hmin end;
ITh>b—xL=h>0 then -
begin d[2]:= hj last:= true; h:= b — x1; absh:= abs(h) end
else last:= false; -
step: xi= x1; y:= yl; kO:= fxy X h; x:= x1 + h X 2/9; y:= yl + kO X 2/9;
kis= fxy X h; x:= x1 + h/3; y:= yl + (kO + k1 X 3)/12;
k2:= fxy X h; x:= x1 + h X ,5;
yi=yl + (kO + k2 X 3)/8; k3:= fxy X h; x:= x1L + h X ,8;
yi= yl + (kO X 53 — k1 X 135 + k2 X 126 + k3 X 56)/125;
kb= £xy X h; x:= if last then b else x1 + hj
yi= y1 +(k0 x 133 T k1 X 378 + k2™X 276 + k3 X 112 + kbt x 25)/168;
k5:= fxy X h;
discri=abs(k0 X 21 — k2 X 162 + k3 X 224 —~ kb X 125 + k5 X 42)/1k;
tol:= abs(k0) X el + absh X e2; reject:= discr > tol;
mi:= t0l/(tol + discr) + .45; if reject then
begin if absh < hmin then
begin a[1]:= a[1] + T; yi= yl; first:= true; goto next end;
h:=mu X h; goto test
end; T
if first then
begin first:i= false; hl:= h; hi= mu X h; gbto acc end;
fhi= mu X h/hl + mu — mul; hl:= h; h:= fh X h;
acc: muts= mu;
yi=yl + (— kKO X 63 + k1 X 189 — k2 X 36 — k3 X 112 + ki x 50)/28;
k5:= fxy X hl;
yi= y1 + (KO X 35 + k2 X 162 + kb X 125 + k5 X 14)/336;
next: if b $ x then begin xli= x; yli= y; goto test end;
if T last then dl2]:= h; d[3]):= x; d[k]i=y o
end RK1;
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Opgaven
119) Schrijf een Algol-programma, dat een van de volgende beginwaarde-
problemen oplost met behulp van de procedure RK1 (AP 252),
2 2

a) y' = -2y B)y' =x -y
y(0) = 1 y(0) =0
Kies geschikte relatieve en absolute toleranties en laat de
oplossing printen voor x = 0(0.1)2,
120) Gegeven is het beginwaarde-probleem
2
y' = (x +y)
y(0) =1
Bereken y(0,05) in 6 decimalen door numerieke integratie met
behulp van Taylor-ontwikkeling in stappen van h = 0,01,
121) Bereken met een derde~orde Runge-Kutta formule de oplossing
van het beginwaarde-probleem
v’ = 2xy
y(0) =1

in de punten x = 0,02, 0,06 en 0,10,
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1.3 Hogere orde differentiasal-vergelijkingen en stelsels differentiagl-

vergelijkingen

De een=-stap methodes laten zich onmiddellijk uitbreiden tot het oplos~
sen van hogere orde differentisal-vergelijkingen en stelsels. Deze twee
hangen trouwens zeer nauw met elkaar samen. Om dit te zien beschouwen
we eerst de algemene vorm van een stelsel eerste orde differentiaal-

vergelijkingen

Y% = fq(xg yﬂa ooy yn)
1030? DO0OO0O0OOOCO0OO000DODOO00000O®OO0QC

Vg = fn(xs an cooayg Yn)

Hierbij zijn Yys coos ¥y de onbekende functies van x die gezocht

worden., Als van al deze functies de waarde in &&n punt x. gegeven is,

0
in formule

1.302 yi (XO) = ﬂi 9 i= 1(1)1'19

dan spreken we van een beginwéardenprobleem (in stelsel-vorm). Nu kan
een n-de orde differentiaal-vergelijking gemakkelijk herleid worden
tot een stelsel eerste-orde vergelijkingen. Dit gaat als volgt., Zij
gegeven de n=de orde vergelijking

=2 -
10303 Y(n) = f(xs yB yEQ 000 g y(n )9 y(n 1))0

(n-2) _ (1) _

Stellen we nu y = ¥,5 ¥' = ¥y5 o00p ¥ o dan

yn_js y

gaat deze vergelijking over in het equivalente stelsel

10302“ { 0 GC0000
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Dit is dus een bijzonder geval van (1.3.1). Gaan we uit van een begin-
waarde-probleem van de orde n (vgl. 0.7), Mo8.W, zijn bij (1.3.3)

gegeven de beginvoorwaarden
i .

dan krijgen we blijkbaar een beginwaarde-probleem in stelsel-vorm.

De Taylor-reeks methode voor hogere orde vergelijkingen en stelsels
is volkomen analoog aan (1.1). Men moet dan alle functies v ontwike
kelen en steeds alle vergelijkingen een stap integreren. Voor de toe-~
pasbasrheid is wederom nodig, dat men over afgeleiden van de rechter-
lid=functies beschikt,

We beschouwen nu Runge=Kutta methodes voor stelsels differentiaal-
vergelijkingen (die dus de hogere orde vergelijkingen als bijzonder
geval bevatten).

Het Runge-Kutta schema van een stelsel (1.3.1) met beginvoorwaarden

(1.3.2) ziet er als volgt uit, als j = 1(1)n:

Yi(xg +B) = ng + agkys ek oo +a ko
1.3.5 kos = hfj(xo,, Nys ooy M)

ks = hfj(xo +mhy ng + 1y ko cees N+ Logks )y

enz.

Dit wordt vergeleken met de Taylor-reeksen van yj, wat weer leidt tot

een stelsel algebraische vergelijkingen in a;, m, em li

hetzelfde is, als voor een enkele differentiaal-vergelijking. (Men

39 dat vrijwel

neemt altijd m, = z lijg wat tot een aanzienlijke vereenvoudiging leidt.)
J

7o hebben we analoog aan (1.2,14) de volgende Runge~Kutta formule van

de orde 4, voor een stelsel differentiaal-vergelijkingen (j = 1(1)n):



= 5
yo(xo + h) “j,%'g (kOj + 2kij + 2k2j + ij) + 0(n”")

b
i

05 = hfj(xo’ Nys 000 nn)

1 1 1

oo @ = ° + - coo -

10346 ks = hf(xg + 5 hy g+ 5 kyy 000 Ny F 3k )
k. =hf.(x, + =% h, n, +5k ey M+ 2k, )
2] j\Uo 2 7 T 2 7112 °°° p 2 Tn

hfj(xo +hy Ny *Kyp 000, Mtk

1 2n)°

tsj
Voorbeeld (uit C.E. Fr&berg, p. 245).

Gegeven is het tweede orde beginwaarde-probleem

v = xy)% -7 L y(0) =1, y(0) = 0,

We stellen y' = z en krijgen dan het equivalente stelsel

y' =z y(0) =1

z2? = x22 - y2 : z(0)

(638

De eerste Runge-Kutta stap volgens (1.3.6, waarbij n = 2, Yy = ¥s

Y, = z) ziet er, als h = 0.2, zo uits:

= 2_.°2
X ¥y z = f? XZ =Yy —f2 ki,s kiZ
0 1 0 -1 0 =062
001 1 "”001 "00999 ""0002 "001998‘

0,1 0,99 =0,0999 «0,979102 =0,01998 ~0,1958204
0.2 0,98002 =0,1958204 ~0,9527709 =0,03916L  =0,1905542

0.2 0.980146-0,196966

De eindwaarden van deze stap voor X, y , 2 staan onder de lijn en

deze worden weer gebruikit als beginwaarden voor de volgende stap.
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De Runge-Kutta formules voor stelsels differentiaal-vergelijkingen

kunnen, evenals bovengeschetst voor een enkele vergelijking, worden

gebruikt met Richardson-correctie en Fr8berg’s stap-halverings- en

verdubbelings~techniek (zie de procedure RK in het Revised report on
ALGOL 60).

De Runge-Kutta formules voor stelsels zijn eveneens zeer goed bruik-

baar met Zonneveld®s correctie-term en stap-extrapolatie.

(Voor enige ALGOL-procedures voor stelsels zie J.A. Zonneveld,
thesis Amsterdam 196k4),

Opgaven

122)

123)

124)

De functie y(x) voldoet aan de differentiaal-vergelijking

y"' o+ x2y = 0,

1o

Bepaal ligging en waarde van het maximum van y(x) gelegen in de

terwijl y(0) = 0 en y*(0)

buurt van x = 1.5, Voer de berekening uit in 6 decimalen.
Gegeven het beginwaarde=probleem
y" = xy, y(0) = 0. y'(0) = 1,

Bereken met behulp van reeks-—ontwikkeling en ook met de Runge~
Kutta=formule (1.3.6) in 4 decimalen nauwkeurig de waarden van

y(x) voor x = 0.5 en x= 1,
Schrijf een ALGOL-programma, dat met behulp van de procedure RK
uit het Revised report on ALGOL 60 een van de volgende beginwaarde-
problemen oplost,
a) ly" =xz+ 1, y(0)=0

{;9 = =Xy s z(0) 1,
Gevraagd y en z voor x = 0.3, 0.6, 0.9,

) ¥" = (F - ¥/ + (y)7), ¥(0) = 1, y'(0) = 0.
Gevraagd y(x) voor x = 0,5, 1.0, 1.5,

+
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1.4 Meer-stap formules met achterwaartse differenties

De een-stap formules, nl., de Taylorreeks en de Runge-Kutta formules,
hebben het nadeel, dat men, om een hogere orde formule te krijgen,
meer rekenwerk per stap moet doen., De meer-stap formules bereiken
hogere orde door gegevens van verscheidene voorgaande stappen te

benutten., Hierbij moet dan wel de staplengte constant gehouden worden.

We beschouwen weer het beginwaarde=probleem

Tobod vyt o= fxy) o y(x,) =y
0 0
en nemen aan dat we op een aantal equidistante punten

1.4,2 X, = x5+ ih (i = 0o(1)n)

bijbehorende functiewaarden s hebben berekend.

We zoeken nu een formule, die bij x

= x  + h een benaderde functie-
n+1 n

waarde ¥ . Q5 y{ X 41 ) levert,

Uit (1.4.1) vinden we door integratie de equivalente integraal-verge=-
lijking
X

1.4.3 y(x) = Vo * f ft,y(t))dt.

*o0

Een iteratieve oplossings-methode is de volgende.

Kies als start de lineaire functie
o] .y =
1olioh . - (x) = Yo * f(xogyo)(x - xo)

en bereken dan voor k = 0, 1, 2, ocoo achtereenvolgené

1.4,5 y[k+i1(x) =¥ * jx f(t,ytkl(t))dto
X
0

Deze methode heet methode van Picard.

Men kan bewijzen, als f(x,y) aan een vrij zwakke eis voldoet, dat

het beginwaarde~probleem (1.4.7) een eenduidige oplossing heeft en
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dat de rij functie y[gl(x) naar deze oplossing convergeert. De methode
van Picard is dus ongetwijfeld van theoretisch belang. Voor practische
toepassing is de methode meestal niet geschikt, omdat, als f(x,y) niet
al te eenvoudig is, de berekening der integralen spoedig te ingewikkeld

wordt,

We gaan nu in formule (1.4,3) de daarin voorkomende integraal vervan-
gen door een numerieke integratie-formule, Omdat, zoals we aannamen,
X met y; en dus ook de bijbehorende waarden van f slechts bekend zijn
voor i < n, ligt het voor de hand achterwaartse differenties te ge-
bruiken., Defini8ren we

k k

£, = f(xi,yi) en Vi =9V fi9 k= 13 29 000

i
dan ziet het schema van bekende y= en f-waarden met de differenties

van £ er zo uit:

%0 ) o
"1
X, Y4 ;f'1 o
o o Q V n-2 o o
s v2 ° .
Xn-2 b n-2 n-1° .
v v3, o
Ne1 n
2
R Yhe1 L Vn
v
n
xn yn fn
xn+1

We benaderen f met de achterwaartse formule van Newton van de orde m

(vgl. formule 18.2 pag. TT), nu echter niet in X, maar in X beginnend:



2kho

m=1
1.4.6 £(x +ph)as § BB oo (pthel) ok,
n k=0 ks n

_ (p+1) _2 (p+1)(p+2) _3
—fn+an+'E—%—°-Vn+P—=E’TR-—HVn+Mo .

Vervangen we in (1.4.3) de functie f door deze benadering en stellen
we t = x + ph, dan krijgen we

xth

n
=yt m) =y e [ see)ay

X
n

¥
1

n+1

1

v, +h Io f(xn + ph)dp

-1 1 k
~ + h mE P(P+1 ) 000 (P+k’] ) dp v fno
T T L o k!

We noemen de hiermee verkregen y-waarde yﬁ+1 en hebben dus

A 1 5 2,33, 251k
Tokot Vg1~ ¥y * h(fn et TENR T 720 Vn F ceo)e

Dit is de formule van Adams. Omdat hierin alleen bekende waarden van
¥y en f gebruikt worden, heet deze formule van het open type. Dit in
tegenstelling tot de gesloten formules, die (een schatting van) L
met bijbehorende differenties gebruiken.,

Om een gesloten formule te krijgen gaan we uit van de achterwaartse

Newton-formule (1.4.6), waarin we nu n door n+1 vervangen, stoppen deze

benadering in (1.4.3) en krijgen dan met t = X 4q *oPhs
0
m-1 (0
- p(pt1) ooo (p+k-1) k
_yn+kzoj1 ke TR T
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. B oo
De hiermee verkregen y=waarde y noemend krijgen we nu

n+1 .
B 1 1 2 1 .3 19 L
odho - o [y T ain ap  CEmmn = o000
T8 ¥y =Yt B =5V = T3 Vet = BE Vne1 T 756 Vned )

Dit is de formule van Bashforth. Voor gewone integratie (d.w.z. als

f = £(x) onafhankelijk van y is) is deze formule dezelfde als formule
(3.2,0) op pag. 11T. De coéfficiénten van Bashforth zijn veel kleiner,
dan die van Adams, zodat men met Bashfort vaak minder differenties

hoeft mee te nemen, Om deze reden gebruikt men graag (1.4.8) in combi-
netie met (1.4.7). De open formule (1.4.7) heet dan "predictor": hiermee
wordt een schatting yﬁ4] "yoorspeld”, vervolgens wordt fﬁ+1 =

= f(xnHD y2+1) berekend en met deze schatting van fn+1 het differentie-
schema uitgebouwd. Daarna wordt met de gesloten formule (1.4.8), de
Weorrector”, de "gecorrigeerde" waarde y§+1 berekend. Mocht deze waarde
te veel van de voorspelde waarde yﬁ+] verschillen, dan berekent men

fn+1 opnieuw, nu met y§+1 en herhaalt de berekening, totdat Vo4 niet
meer verandert,

Andere formules, zowel van dpen als van gesloten type, worden verkregen,
door te integreren vanaf een vroeger punt xn_k9 dus

xn+?

Yo * j £(t,y(t))at

xn--»k

]

yn+1

1

+ +

Yo TR Iwk f(xn ph)dp (open type)
¢0

+ h ! f(x

+ ph)dp (gesloten type).
J ke n+i

yn=~k

Zo krijgen we voor k = 1 resp. k = 3 de volgende open formules

12,1 .3,2 b

Tehod ¥y =Sy B2 F Y Ve 0oa)
_ 8 2, 14 _k
10)40?0 yn+1 b yn"’3 + h(h—fn == hVn + '3" Vn + TS- Vn + ooo)o
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In de eerste formule is de co€fficiént van Vn nul. Het is dus gunstig

de formule daar af te breken, waarmee we formules (1,1.7) weer gekregen

hebben, In formule (1.k,10) is de co&ffici&nt van Vz nul. Breken we

de formule daar-af en drukken we de differenties uit in functie=waarden,

dan ontstaat de formule

4h
+§-—(2fn~f

5
o1 T 2f 5) +0(h7)s

1obo11 Vo1 = Yno3

Dit is de formule van Milne.Voor gewone integratie (f = f£(x)) is deze
formule dezelfde als de open quadratuur-formule (2.,5.3) op pag. 112,

De met k = 1 ontstaande gesloten formule luidt

1 .2 1 b

Vn+1 “"9”6' n+1 + aoo)o

o412 =¥y,q* h(2fn+ - 2V

yn-i-'] 1 n+1 + 3

Ook hier ontbreekt de Vzmterm0 Breken we de formule daar af en werken
we weer de differenties om, dan krijgen we de formule van Simpson
(vglo 2.1.3 pag. 102):

i 3 f 5
1.4,13 Vot1 = Tpe1 3 (fn+1 + hfn + fnul) + 0(h7).

Milne stelde voor de formule van Milne te gebruiken als predictor en

die van Simpson als corrector,



243

1.5 Stabiliteit

Sommige formules zijn instabiel, d.w.z. dat de door het stap~-voor-stap
integreren veroorzaakte fout-opbouw zo groot is, dat de berekende op-
lossing meer en meer van de exacte oplossing gaat afwijken. We zullen

dit nagaan voor twee eenvoudige formules.

De eerste orde formule (1.1.4)

We gaan het eerste-orde-beginwaarde-probleem (1.1.0) oplossen met be-
hulp van (1.1.4), stap-voor-stap integrerend met constante stapgrootte
he Zij v = y(x) de exacte oplossing eny = y(xn), waarblj x = xo + nh,
Zij verder z de berekende benadering van v, - Dan hebben we enerzijds

e Do o= o .
1e5.1 I n+1 In hf(Xn’yn)_+ Tn’

waarbi] T de afbreek-fout ("truncation error") is, dat is de fout, die
oﬁtstaat door de hogere termen van de Taylor-reeks te verwaarlozen.

Andérzijds geldt voor de berekende waarden

1.5.2 Zogq = 2yt hf(xn,zn) + Rn,.

waarbij Rn de fout is, veroorzaakt door het niet-exact rekenen; als
h klein is en f voldoende nauwkeurig berekend wordt, is Rn practisch
gelijk aan de afrondingsfout ("rounding error"), ontstaan door het
afronden van het resultaat Z 4i° ‘

Door aftrekking krijgen we voor de fout.sn =V, " %, de volgende

betrekking:

I

1.5.3 €n+i e, * h[%(xn,yn) - f(xn,zni] +T -R

+ +
€, hsnfy(xn,nn) E >

waarbi] En = Tn - Rn en n_ ligt tussen y, en z .

De laatste gelijkheid geldt volgens de stelling van Rolle, mits de
afgeleide fy(x,y) bestaat.
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We beperken bns nu tot het geval ﬁ& = A = constant, m.a.w. het gegeven
beginwaarde-probleem luidt
T.5.4 S v o=y o, vixg) =y,
De oplossing hiervan is blijkbaar
1.5.5 y =¥, exp(Alx - x,)).

De betrekking (1.5.3) gaat nu over in

e s o ' = + 3 + 'y
,1 5.6 ‘ €n+1 En Ah€n En,

Beschouw eerst het homogene stuk € = (1 + Ah)en} De oplossing hiervan

is blijkbaar e, = 80(1 + an)%,

n+1

Beschouw nu (1.5.6) met E =E = constant en probeer een constante C te

vinden, zodat e, = a(1 + Ah)™ + C voldoet. Dan moet gelden

n+1 n+1

a(1 + Ah) + C = a1 + Ah) + C(1 + Ah) + E,

dus C = -E/(Ah), -

Voor n = 0 vinden we meteen o = £, + E/(Ah), zodat de oplossing van
(1.5.6) met E = E luidt | S

g

+ %E)(f + An)" - =

1.5.7 e = (e i

n 0

Nemen we nu aan IEnI < E = constant, een situatie die zich voordoef

bij vaste-komma~-rekenen, mits En hoofdzakelijk uit de afrondingsfout
bestaat. Men kan dan (door volledige inductie) bewijzen, dat voor Ah > -1
de fout e voldoet aan - \

1.5.8 el < (gl + Z0(1 + an)® -

We onderscheiden nu 2 gevallen

1) A > 0.
Dan neemt de fout blijkbéar exponentiéel toe, de oplossing echter ook.
Voor h > 0 geldt (1 + Ah)" < exp(Ahn) = exp(A(x - xo)); zodat we voor

de relatieve fout krijgen
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+ ' |+
e | ) legl + B/(0)  (f , pyn ) leg| + E/(an)
Y, g exp(A(x - xO) - o
M.a.w. de relatieve fout groeit niet aan.
2) A < 0.
Nu moet h voldoen aan 0 < h < T%T-. Dan is O < 1+Ah < 1, dus het
exponenti&le stuk sterft uit en de fout voldoet aan Ien[ S'T%ET. .

M.a.w. de absolute fout groeit niet aan (de relatieve fout wel, omdat
de oplossing nu afnemende is). .
In beide gevallen is het resultaat zo goed, als we mogen verwachten

en de conclusie is, dat formule (1.1.4) stabiel is.

De tweede=orde formule (1,1,7)

Lossen we nu het probleem (1,1,0) op met behulp van fermule (1.1.7),
wederom stap-voor-stap integrerend met constante h, dan hebben we met
dezelfde notatie: '

v,

atl - Vpe1 T 2hf(xn”yn) + Tn”

+ *
z z 2hf(xn9zn) R o

Aftrekking levert nu

16509 € + 2henf&(xn,nn) +E o

€n+ 1 n=1

We beperken ons weer tot f; A = constant, dus

165010 €

nbd enn1 + 2Ah€n L& Eno
We beschouwen eerst het homogene stuk €nti = Epei + 2Ahen en proberen
als oplossing €, = r®, Dan moet r voldoen aan r2 = 2Ahr = 1 = 0 MeBoWo

, = a0z %2 e 1,

De algemene oplossing van het homogene stuk is dan

105011 r1

165012 Sn = mrln % Br2no
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Beschouw nu {1.5.10) met En = E = constant en probeer een constante C

te vinden zodat e, = arjn + Bren + C een oplossing is. Dan geldt blijk-

baar C = =E/(2Ah) en de oplossing luidt dus

n n E
1.5, = oo S
5:13 En ocr1 + Br2 Sh1

Nu is het triest: r,r, = -1, dus ofwel ]rll ofwel ﬂrzl is groter dan 1
(of beide zijn 1, wat alleen optreedt in het geval A = 0). Dus de abso-
lute fout groeit altijd exponentieel. Als A > 0, blijft de relatieve fout
begrensd, maar als A < 0, is de oplossing afnemend en groeit dus zowel

de absolute als de relatieve fout. De conclusie is, dat formule (1.1.7)
instabiel is. Omdat de instabiliteit alleen optreedt voor A < O, heet zi]
"conditioneel instabiel",

Welke formules zijn stabiel?

In het algemeen kan men zeggen, dat formules van het type yn+] = yn + A

stabiel zijn. Zo zijn de Taylor-formules en de Runge Kutta-formules sta-
biel en eveneens de formules van Adams (1.4.7) en van Bashforth (1.4.8),
Daarentegen zijn conditioneel instabiel de formules van het type

Vpe1 = Vg * A voor k > 0, dus in het bijzondér (1.4.9 t/m 13). Natuur~
1lijk is er geen bezwaar tegen een instabilele formule als predictor met

een stabiele formule als corrector te gebruiken.

Stabiliteit van beginwaarde-problemen

Ook het gegeven beginwaarde-probleem kan instabiel zijn. Bijvoorbeeld

het beginwaarde~probleem
y' =y, y(0) = 1, y*(0) = -1

heeft als oplossing: y = e ¥, Een kleine storing 2¢ in de beginwaarde
voor y heeft tot gevolg, dat de oplossing wordt: y = Eex + (1 + g)e-xc
Voor toenemende x gaat e* overheersen en is de afwijking dus veel te
groot. Dit beginwaarde-probleem is instabielo Geen enkele integratie=
formule startend in 0 kan de oplossing voor grote x in redelijke preci-
sie leveren (tenzij met exacte arithmetiek)! In de praktijk komt zoiets

nogal eens voor. Men kan de instabiliteit vaak vermijden, door van de
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andere kant af_te beginnen té integreren. Helaas weet men echter aan

de andere kant vaak geen beginvoorwaarden. a

Ook een eerste-orde beginwaarde-probleem kan instabiel zijn. Bijvoorbeeld:
y' =y - x, y(0) = 1 heeft als oplossing y = x + 1, maar een fout ¢ in

de beginwaarde levert als fout in de oplossing sex, welke voor toene-

mende x spoedig gaat overheersen,

Oggaven

125) Integreer de differentiaal-vergelijking y' = y/x + x sin x met de
formule van Adams in 5 decimalen voor x = 1(0,025)1.25 met de be-
ginvoorwaarde y(1) = 0,

126) Bereken met de predictor-corrector methode Adams-Bashforth de op-
lossing van y' = y/x - y2 met beginpunt x = 1, ¥ = 1. Reken in

6 decimalen, kies h = 0.1 en integreer tot en met x = 2.0,



= 248 -

1.6 Gebruik van de meerstap-formules

Start

Om een meerstap-=formule te kunnen toepassen, moeten we voor een voldoende
aantal equidistante argumenten X de bijbehorende y; en fi berekend heb=
ben. Het interval h moet hierbij zo klein zijn, dat de hogere differen-
ties snel genceg afnemen,

De start kan worden verkregen door middel van een eenstap-formule, dus
Taylor of Runge-Kutta. Bij gebruik van de Taylor-reeks kan men bovendien
een geschikte h vinden, wegens '

Akf°
1

hk

1.6,1

= f(k)(g)9 & tussen X, en x,

8
=k f[x 9 ooogy X $4Kk°

i+k

(zie pag. 56 en (15.5) pag. T0).
Dus voor kleine h geldt: A% xn f(k)(o)

0

P o= e -

1.6.2 Voorbeeld y' = x -y, y(0) =
?”:“i“““”
Dus Yo 1
y" =2x - y', yO" = +1,
y"”—2— 'Byvav...”s
L 3 L

S () »yo() 1.

De hogere afgeleiden zijn bllebaar alternerend + 1.
Voor h = 0,1 geldt h y0(6) = h f (5) =

Sf een precisie van 5 a4 6 decimalen mogen verwachten. We

- 109 - 6, zodat we bij verwaar-
lozing van V
berekenen nu uit de Taylor-reeks y(x) voor x = =0,3(0.1)0.3 en gaan daar-

na met Adams verder integreren.
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x v hf
=03 10340141 =, 12501k
T154
=02 1,218597 =5 117860 1223
8377 =117
=1 1,104829 .. =,109L483 1106 12
9483 =105
00 1,000000 =, 100000 1001 9
10484 = 96
ol 0905163 =,089516 905 11
11389 = 85
02 -821269 =,078127 820 6
12209 = T9
03 0 TL9182 =,065918 Th1 9
12950 = T0
olt 689682 =0052968 671 6
13621 - 64
o5 643470 =s 039347 607 6
14228 - 58
.6 »611190 =0,025119 549 7
14777 = 31
oT - 0593416 =,010342 498 2
15275 = 49
8 0590672 +,004933 499 T
1572k o =hk2
09 0603433 +,020657 Lot
' 16131
1,0 .632121 +,036788

Als men zo door-integreert kunnen twee dingen gebeuren:
1) De differenties worden steeds kleiner in absolute waarde. Worden ze
al te klein, dan moet de stap vergroot worden zowel om sneller op te

schieten als om onnodige opbouw van afrondingsfouten te voorkomen.



Het ligt voor de hand de stap te verdubbelen, Het bijbehorende sche=
ma kan dan zonder meer worden opgesteld. Natuurlijk moet men voldoen-
de punten ter beschikking hebben en bedenken dat bij de dubbele stap
de k=de differentie van hf ongeveer 2k+"j maal gioter wordt,

2) De differenties worden steeds groter in absolute waarde. Dan moetmen op
een gegeven moment de stap verkleinen om voldoende precisie ie houcden,
Meestal zal men de stap halveren, De tussenliggende waarden van f
kan men berekenen door interpolatie (Bessel of achterwaartse Newton),
waarna men zonder moeite het schema voor de nieuwe staplengte gereed
maakt.

1.7 Meerstap-formules met centrale differenties, Iteratieve start-procedure

Zoals we Adams® formule hebben afgeleid uit de achterwasrtse Newton=-

formule leiden we nu een centrale formule af uit de formule van Bessel

(19,3 pag. 81), die we als volgt mogen schrijven (wegens 6§k+6§k=2u6§k)3
2
* _ 1 2 3 h
17,0 £ (xo + ph) uf% 4 (p ce 2)5% + QBZLHS% + 336% % 2B)4u5% * o000

We vervangen nu in (1.4.3) de functie f door f%(xn + ph) en krijgen dan

X
n+1

1
S
Vo1 = Ty * j fltoy(t))dt =y + b f £ (x_ + phldp.
0

X
n

Werken we dit uit, dan blijken de co&fficiénten van oneven orde nul te

zijn en het resultaat luidts

_ 1 2 . 11 b
16701 Yooy =¥y * h(ufn+% = s “5n+% *+ w55 "6n+% + 5a0)

Deze formule is dezelfde als (3,3,0) op pag. 118,
Op dezelfde wijze vinden we door de formule van Stirling (19,2 pag., 8C)

te integreren:
+1

= e 3
Vpsp = Vpoq + 1 j (£, + pus + S,(p)8 = + 8;5(plus ” + c00)dps
=1



De co€ffici&nten van oneven orde zijn weer 0 en we krijgen

L

Ls
n

1 2
1‘5’h(2fn+m5n “‘5’6’ "“oao)o

10702 Vpe1 =7 s

Ne=

Deze formule is weer conditioneel instabiel, terwijl (1.7.1) stabiel is,
Men kan (1.7.1) als corrector gebruiken met (1.7.2) als predictor,

Deze centrale formules hebben het voordeel, dat de co&ffici&nten veel
sneller sfnemen, en het nadeel, dat men bij hogere orde formules nogal
wat f-waarden en differenties moet voorspellen. Hierdoor zijn de centra=

le formules ongeschikt voor autumatische berekening,

De centrale formules kunnen goed worden gebruikt voor een iteratieve
start=berekening., Men begint een tabel ven y te maken m.b.v, de eerste
orde-formule (1,1.4), Daarna gaat men iteratief (1.7.1) toepassen, tot=
dat de waarden niet meer veranderen, Doen we dit voor het beginwaarde-

probleem (1,6,2), dan krijgen we

x y hf
=53 1.33 = 12l
T
=08 1,21 =, 117 1
8
=51 1,10 =4 109 1
9
o0 1,00 =, 100 2
11
ol 090 =,089 1
i2
0l 081 =, 07T 1
i3
03 o T3 =0 064

Dit was mobove (1s1.U4)3 nu passen we (1.7.1) toe,



- 252 w

x y hf
=03 1,3380 -0 12480 (130)
705 (=5}
=02 1,2175 = 11775 125 (=5)
83¢C =10
=1 1, 1045 =, 10945 115 =5
945 =15
o0 1,0000 =, 10000 100 0
1045 =15
ot 09055 =,08955 85 +5
1130 | =10
02 8225 =, 07825 15 (+5)
1205 (=5)
03 27520 = 06620 (70)

De getallen tussen haskjes zijn geschdto Nogmaals (1.7.1) toepassen le=-

vert
b4 ¥y hf
=23 10339896  =,124990 (1376)
7138 (=143)
=02 1,218515 =, 117852 1233 (20)
8371 =123 (=3)
o1 1, 104815 =5 109481 1110 17 -
9481 =106 =3
N 1,000000 = 100000 1004 1k
10485 - 92 =3
o1 2905148 =,089515 912 11
11397 = 81 (=3)
02 0821181 =,078118 831 (8)
12228 (=73)
03 »Th8896 =,065890 (758)

Dit stemt in beide U4 decimalen met de Taylor-start overeen, Na nog twee
iteraties hebben we 6 decimalen goed en is de start gereed.

&
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ven

127) Bepasl de exacte oplossing van het beginwaarde=probleem (1.6.2),
Ga (voor enige waarden van x) na hoe goed de met behulp van Adems
verkregen oplossing hiermee overeenstemt,
128) De oplossing y van (1.6.2) blijkt een minimum te hebben voor x in
de buurt van 0.8, Bereken dit minimum en bijbehorend argument
a) door inverse interpolatie in het boven vermelde differentie-
schemsa
b) met behulp van Newton-iteratie toegepast op de exacte oplossing.
129) Bereken de oplossing van de differentiaalvergelijking y' = %2 + y2 - 2
met beginwasrde y(0) = 1 voor x = 0,1(0,1)0,6 in 6 decimalen,

a) Gebruik de Taylor-reeks voor de start en daarna Adams=Bashforth,
b) Bereken de start iteratief en ga daarns integreren met een

centrale integratie-formule,
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1.8 Meerstap-formules voor tweede-orde differentiaal-vergelijkingen

We hebben gezien, hoe een qifferentiaal—vergelijking van de tweede
orde y" = f(x,y,y') kan worden geschreven als een stelsel eerste orde
vergelijkingen y' = z, z' = f(x,y,z). Zijn beginwaarden van y en y'
gegeven, dan kan dit stelsel met elk van de boven begschreven methodes
worden aangepakt, waarbij dus zowel y als de afgeleide y' berekend
worden. Fen belangrijk bijzonder geval is een tweede orde vergelijking,
waarvan het rechterlid niet van y' afhangt. niet alleen komt dit geval
vaak voor in physische problemen, maar ook kunnen vele tweede orde

vergelijkingen in deze vorm getransformeerd worden.,
Voorbeeld. De algemene lineaire tweede orde vergelljking luidt:
1.8.0 y" + p(x)y' + alx)y = r(x).

Stel nuy = vz, dan hebben we y' = vz' + v'z en y" = vz" + 2v'z' + v'"z,
Substitutie in (1.8.0) levert

vz" + (2v' + pv)z' + (v" + pv' + qv)z = r.

Om de afhankelijkheid van z' weg te werken stellen we nu

2v! + pv = 0, m.a.w, Zi-= - l-p dus
> T 2 2
1.8.1 v =c exp (- %—J p(x)ax).
2
v' _ v! 1T, _ 1. 2 1_, . . .
Wegens e v2 -5p = n P - > p' krijgt de differentiaal-verge-
lijking voor z dan de gedaante
2 1

" 1 1o —
1.8.2 z" + (q - TP -35P )z = r/v.

Bijvoorbeeld de differentiaal-vergelijking van Bessel luidt

x2y" + Xy' + (Xg _ ng)y = O,

We vinden dan v = 1/yx'en y = 2z/y/x, waarbij z voldoet aan de

differentiaal-vergeliljking

z" + (1 - (n2 - EJ —)z = 0,
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We beperken ons nu tot het bijzondere tweede orde beginwaardé-probleem

1.8.3 y" = £(x,y), y(xo) = ¥qo y'(xo) = Zg.

Voor dit geval bestaan speciale meerstap-formules, waarbi] y' niet
hoeft te worden berekend. Om deze af te leiden gaan we (1.8.3) tweemaal
integreren:
x_+th
n
y'(x +th) = y'(xn) + J fx,y(x))dx.

X
n

Schrijven we yn+n =y (x + ph) en £ ntp = f(xn + ph,y(xn + ph)), dan
wordt dit:
t

1 - 1 + N
In+t ~ In h JO fn+p ap

Nogmaals integreren levert:

5 s ¢t
= 1
1.8.4 Vors = I + sh vyt h J J £ o4 0P at.
0’0 *
Dit zou met s = 1 kunnen worden gebruikt om Yy, te berekenen, maar

+1
dan zou in elke stap ook de afgeleide moeten worden berekend. We kunnen

echter yn wegwerken door (1.8.4) met s = 1 en s = -1 bij elkaar op te
tellen, wat als resultaat heeft:

5 5 1rt -1¢t
1.8.5 8 In = Yn+1 ~ 2yn F ¥ T n (JoJo fn+pdpdt+IQ Jo fn+Pdpdt)°

Benaderen we f met de achterwaartse formule van Newton (1.4.6) dan vinden

we

2 _ : _ .2 1 19 kb
1.8.6 V¥ Vo1 = Tpaqy = W, + 7 = h"(f + v 5 Yt coas)e

3
n~1 n 12 vn *

2,1
n 12

Benaderen we T echter met de formule van Stirling (19.2 pag. 80), dan

krijgen we de centrale formule:

2 _2121&316
1.8.7 8 Vo = Vpa1™ gty ™ <fn * 15 % " 250 %n T %0180 % ” wee)s
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Formule (1.8.6) is een open formule en kunnen we, na het optellen van
een start, zonder meer gebruiken.

Bij het gebruik van (1.8.7) daarentegen moeten we differenties schatten
of (1.8.6) als predictor gebruiken.

Vermenigvuldigen we (1.8.7) met 6_2 en vervangen we n door n+l1 dan ont-

staat de formule

2

2, ~2 1
fn+1

1
=h (§°f + — f —-2T'O-6

n+1 12 “nt+1 *oee)

1.8.8 Y

(zie Interpolation and allied Tables, p. Th).

Deze formule is numeriek geenszins equivalent met de vorige (hier
wordt nl, de tweede som~functie 6_2f gebruikt) en heeft enig voor-

deel bij het handrekenen.
De start

De start kan wederom worden berekend met behulp van de Taylor-reeks
of iteratief. De start-berekening moet, evenals in het algemene geval,
nauwkeurig geschieden, nu te meer omdat de afgeleide y' met zijn

beginwaarde alleen in de: start gebruikt worden.

Voorbeeld y" + xy =0, y(0) = 03 y'(0) = 1.

Uit de Taylorreeks van y vinden we voor x = -0.3(0.1)0.3
X . ¥ hdf
~-.3 -.300675(5) ~9020
+5017
-.2 -.2001333 -4003 -201k
+3003 11
-1 -. 1000083 -1000 ~2003
+1000 3
.0 0 0 -2000
-1000 3
o 1 .0999917 -1000 -1997
-2997 11
.2 . 1998667 -3997 -1986
-4983

3 .299325(5) -8980
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We gaan nu de startwaarden voor G-Zf en 6—1f bepalen.

Met behulp van (1.8.8) vinden we

2 2

2 -2 b n° 2 .

= ——— + ) —s -6
W8 "f, =y, -5 Ty t 555 § £ * 2% 810 >
2 2

2 -2 B ne 2
R°sPr =y - g+ B 60+ .a. o 20999992,
Dus ho8" e, = h26‘2f1 - %57, a¢.1000000.

2

Nu kunnen we het startschema opstellen. We controleren nog even

y(.2) en y(.3) (die in T decimalen blijken te kloppen) en gaan dan

in 6 decimalen verder integreren met (1.8.8).

x ¥ n2s~%s n2s e n’s

0 .000000 -1 0
100000 - 100

.1 .099992 99999 - 100
99900 - 300

.2 . 199867 199899 - - koo
99500 - 198

3 »299325 299399 - 898
98602 - 693

A 397869 398001 -1591
97011 - 883

5 49L80T7 495012 ~247hL
9L537 -1062

.6 589255 589549 -3536
, 91001 -1225

.7 680154 680550 4761
86240 -1369

.8 . 766280 766790 -6130
80110 -1486

.9 846266 846900 | ~7616
7249k ‘ -1570

1.0 .918629 919394 o -9186

De getallen tussen haakjes zijn‘geschatte waarden.

-200
0
~200 2
2
-198 1
3
-195 2
5
-190 6
11
-179 5
16
-163 L
19
-4l 8
27
-117 6
33
- 8k (9)
(k2)
(=k2)
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De oplossing hangt samen met de Bessel-functie J en ook met de

1/3
Airy functies (zie Handbook of Mathematical functions, NBS-AMS 55,
hoofdstuk 10). De hier berekende waarden blijken in alle decimalen
goed te zijn, behalve voor x = .U, waarvoor de correct afgeronde

waarde luidt .397870.

Dubbele integraal

Een nog meer bijzonder geval is de differentiaal-vergelijking
y" = £(x), waarbij de functie f noch van y noch van y' afhangt.
7Zijn de beginwaarden y(0) = y'(0) = 0, dan is de oplossing blijk-.

baar
x ¢t
y(x) = [ { £(u)du at.
"O "O

Deze oplossing kan met formule (1.8.8) berekend worden, waarbij
nu niets voorspeld hoeft te worden, omdat f voor elke waarde van

x bekend is.

Opgaven

130) Bereken de oplossing y van het beginwaarde-probleem (vgl. opgave
122, pag. 237)
y" o+ x2y =0, y(0) =0, y'(0) =1

voor x = .1(+1)1.0 met behulp van (1.8.8). Voer de berekening

uit in 6 decimalen.
131) Bereken in 6 decimalen de opiossing y van het beginwaarde-probleem
y" = xy ; x2, y(0) = y'(0) = 0
voor x = ,1(.1)1.0 met behulp van (1.8.8).
132) Bereken in 6 deéimalen de dubbele integraal

1 rx T 2
cos( Et Jat ax.
0 40
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2. Numerieke oplossing van randwaarde-problemen

We hebben gezien, dat voor het eenduidig vastleggen van een oplos-
sing van een differentiaal-vergelijking extrs condities nodig zijn
(zie Inleiding). Het aantal extra condities is in het algemeen
gelijk aan de orde van de differentiasal-vergelijking. Als deze
extra condities de waarde van de oplossing en afgeleiden hiervan
in slechts &én punt voorschrijven, spreken we van een beginwaarde-
'probleem. Komen daarentegen in de extra condities de waarden voor
van de oplossing en eventueel ook afgeleiden ervan in verschillende

punten, dan is het probleem een randwaarde-probleerm.

Wij zullen ons beperken tot randwaarde-problemen van de tweede
orde. Deze hebben twee extra condities, waarin meestal de waarde

~ van de oplossing in twee punten wordt voorgeschreven, in formule

2.0.0 ',Y" = f(xayay'): y(xo) = yos Y(xe) = ye'

De rand-condities leggen de oplossing helaas niet altijd eenduidig

vast. Bijvoorbeegld het randwaarde-probleem
2,0.1 y" +y =0, y(0) =0, y(w) =1

heeft geen oplossing. Vervangen we evenwel de laatste randvoorwaarde
door y(m) = 0, dan heeft het probleem oneindig veel oplos~ingen

¢ sin (x), waarbij ¢ een willekeurige constante is.

2.1 Herleiding tot beginwaarde-probleem

Voor het oplossen van het randwaarde-probleem (2,0.0) beschouwen

we eerste het beginwaarde-probleem

2.1.0 y" o= f(xyey' ) yixg) = vy v(x) = .

Voor elke gekozen n kunnen we de oplossing yn(x) numeriek bepalen

met een van de bovengenoemde methodes.

We zijn hierbij vooral geinteresseerd in de "eindwaarde" yn(xe)

en zoeken een waarde n, waarvoor yn(xe) = Ve M.a.w. we moeten een
nulpunt van de functie yn(xe) - ¥, bepalen. Dit kan het best geschie-
den met behulp van de Regula falsi.

&
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Heeft de functie yn<xe) -y, in n, en n, verschillend teken, dan

hebben we een veilig interval en ;unnenzwe de veilige methode toe~--
passen (zie pag. 156 en AP 230, pag. 158).

Deze methode kan tamelijk tijdrovend zijn, doordat verscheidene
malen een beginwaarde-probleem mcet worden opgelost.

Is evenwel de gegeven differentisal-vergelijking linesir, den is
yn(xe) een lineaire functie van n zodat slechts voor tﬁee waarden
van n hoeft te worden geintegreerd en de oplossing door eenmaal
lineair interpoleren verkfegen wordt. Met een kleine wijziging
gaat dit als volgt. Een lineaire differentiaai-~vergelijking heeft

de algemene gedaante
2.1.1 y" + plx)y' + qlx)y = r(x).
lLaten de randwaarden zijn

2.1.2 y(xo) =¥y y(xe) = V-

Laat u(x) een oplossing zijn van (2.1.1) met beginwaarden u(xo) = ¥qo

u'(xo) =N, waarbij n, willekeurig gekozen mag zijn; laat v(x) een

1
oplossing zijn van het homogene stuk y" + p(x)y' + q(x)y = 0 met
beginwaarden v(xo) =0, v'(xo) = o, waarbij o een willekeurige waarde
# 0 mag hebben. Deze functie v is in feite het verschil van twee

oplossingen van (2.1.1) met dezelfde waarde in Xqe Nu stellen we

2.1.3 y(x) = u(x) + cv(x)

en trachten ¢ zo te bepalen, dat aan het randwaarde-probleem voldaan is.
Blijkbaar voldoet y(x) voor alle ¢ aan (2.1.1) en y(xo) = ¥+ Voor
de tweede randvoorwaarde hebben we y(xe) = u(xe) > cv(xe), wat gelijk

moet zijn aan Y- Dus
2,14 e = (yg = ulx_))/v(x).
Hiermee is het randwaarde-probleem opgelost, mits v(xe) # 0. Anders

krijgen we geen enkele of oneindig veel oplossingen (zie voorbeeld
2.0.1). ‘
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Voorbeeld

2.1.5 y"+y=x,5(0)=0,y(=) =1.

CTES

Een particuliere oplossing van de differentiaal-vergelijking met

y(0) = 0 is u(x) = x en de oplossing van het homogene probleem

met y(0) = 0 en y'(0) = 1 is v(x) = sin (x).

De eindvoorwaarde levert ¢ = 1 - g-en de oplossing vdn dit randwaarde-

probleem luidt dus y(x) = x + (1 - gosin (x).

2.2 Herleiding tot stelsel lineaire algebraische vergelijkingen

We beschouwen weer het lineaire tweede-orde randwaardeprobleem

2.2.,0 y" + plx)y' + alx)y = r(x), y(xo) = Ygs y(xe) =7y,

We wverdelen het interval [&O,xé] in n gelijke stukken ter lengte h,

dus h = (xe - XO)/n. Volgens de gebruikelijke notatie X, = x5+ ih

hebben we dan X, =x = X + nh. Dus Yo em vy, TV, zijn bekend; daar-
tussen liggen de onbekendenry1, csay yn_1, waarvoor we een stelsel
vergelijkingen gaan opstellen. Hiertoe drukken we y' en y'" uit in

centrale differenties (vgl. de formules op pag. 98):

1 3,1 5
1 = — — -
2.2.1 hoy! = (us Z ué” + 5 usé )yi,
2 wo_ (2 1 b1 06
2.2.2 h” yl = (6° - 8+ 55 § = ven )yi.

We gaan dit in de differentiaal-vergelijking invullen, waarbij we
2
. =N, - . + . . o= .
i-1)’ &y Tie1 eyl Tio12 Pg p(%l)’
enz. Alles met h” vermenigvuldigend krijgen we dan voor i = 1(1)n-1:

.. 1
schrijven udy, =‘§-(yi+1 -y

1 2 1 _ .2
2.2.3 (1 = —2-hpi)yi_1 -(2-n q_i)yi + (1 + —2-hpi)yi+1 + Cy; =h'r,,
waarbi]
_ 1 L 1 6 h 3 h 5
Cyi = - TE-G Ys + 36 8 e g-piuﬁ v + 30 piué Vi o= oeee e
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Zien we voorlopig af van de hogere orde termen Cyi, dan hebben we het

volgende lineaire stelsel

- (oo 1 = —(1=3
(2-h q1)y1 + (1+2hp1)y2 hr, (1 2hp1)yo

R 2 2 .
2,2.4 1 (’i-—%hpi)yi_1 - {2-h qi)yi + (1+%hpi)yi+1 =h r., 1=2(j)n—2

]

1 2 2 1
L(T 2hpn—‘l)yn—Q (2-h qn--1)yn—'i h rn—1 (1+2hpn—1)ye'

De matrix A van dit stelsel en het rechterlid b zijn

—(2—h2q.I ) 1+zhp,
1-2hp —(2—h2q ) 1+3hp
2 2 2

~N N
2.2.5 A = S o ~ N ,

N
~ ~ 1+§hpn_2

-3 N (o=
! 2hpn—‘l (2-h qn—1)

o
L
Bomm s

N

n-2
1
h roq- (1+2hpn_1)ye

Matrix A is tridiagonaal, wat het belangrijke voordeel heeft, dat
Gauss' eliminatie zowel als de methode van Crout veel sneller verlopen

dan bij een volle matrix.

De oplossings-vector van dit stelsel noemen we y[bl, MeB oW

2.2.6 Ayl:o-l = b,
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De elementen van y[o} zijn een eerste schatting voor de functie-waarden
Vis vees Vo q¢ We vinden vervolgens iteratief betere schattingen door
oplossing van het stelsel

+
2.2.7 Ay[k 1] =D - Cy[k] >, K =0, 1, 2, coa &

Om de vector CyEkl te berekenen, hebben we nog enige functie-waarden

nodig buiten het interval [ko,xe]. Deze vinden we m.b.v. 2.2.3, bv,

y_f{I{] = (2"h2q0)3’0 - (1+%hp0>3’-!:k1 + hgro - Cyok-1]’

Vaak kunnen evenwel de hogere differenties, benodigd voor Cyo en Cye,
geschat worden.

Voorbeeld (uit Fr&berg, pag. 256).

y" o+ —'Y—-—é- = Tx, y(0) = 0, y(1) = 2,
1+ x

Kiezen we n = 5 en dus h = 0.2, dan luidt het lineaire stelsel (2.2.6):

-1.9615y1 + Yy = ,056
Yy - L9&ﬁy2+ Vg = ,112
y2 - 1. 9706y3 + yh = ® 168

|1}

v - 1.9756yu -1.776

Als oplossing y[OI vinden we

¥, = .208 , Y, = L6h Vg = .816 , ¥, = 1.312,

wat goed overeenstemt met de exacte oplossing y = x3 + X,

Voor een ander voorbeeld, zie Modern Computing methods, pag. 95.

Niet-lineaire randwaarde-problemen

Voor niet-lineaire randwaarde-problemen leidt bovenstaande methode
tot een niet-lineair stelsel, dat meestal veel lastiger op te lossen
ig. Men kan hiertoe zijn toevlucht nemen tot Newton's iteratie voor
stelsels vergelijkingen (vgl. pag. 169, waar dit proces is beschreven

voor 2 vergelijkingen met 2 onbekenden). We gaan hierop niet verder in.
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2.3 FEigenwaarde-problemen

Dit zijn homogeen-lineaire randwaarde-problemen met een parameter A,

Een typisch tweede-orde eigenwaarde-probleem ziet er als volgt uit.

n LI - = = =
2.3.0 agy" +ay' - (a2 My =0, y(xo) y(xe) 0,

waarbi] ags 245 & functies van x zijn. Waarden van A, waarvoor het

probleem een oploising v heeft, die niet identiek nul is, heten
eigenwaarden en de bijbehorende functie y heet eigenfunctie. De eigen-~
functie 1s op een constante factor na bepaald.

Gaan we, evenals boven, y' en y" uitdrukken in centrale differenties
en verwaarlozen we differenties van de orde 3 en hoger, dan krijgen

we een stelsel van de gedaante

2.3.1 | (& - M)y =0,
waarbij A wederom een tridiagonale matrix is.
Voorbeeld

2.3.2 y" + Ay = 0, y(0) = y(1) = 0.

De eigenwaarden zijn A = k2W2, k=1, 2, ...} de bijbehorende eigen-

functies zijn y = ¢ sin( V3 x) = ¢ sin(kmx), waarbij ¢ een willekeurige
constante is.

Voor n =5, dus h = 0.2, vinden we als matrix

2 -1

A = 25 -1 2 -1

De eigenwaarden van A zijn A; =100 sind(%%ﬂ, i=1,2, 3, 4, dus

A1 is een aardige benadering van de kleinste eigenwaarde ﬁ2 van (2.3.2}.
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Opgaven

133)

134)

135)

7Zij gegeven de matrix A = (aij) van de orde n, gedefiniéerd

door

a..==2 voor i=1(1)n, a = = 1

ii 1,141~ Fie1,i
voor i = 1(1)n-1 en alle andere elementen van A zijn O.

Bereken de inverse van A voor n = 2, 3, 4, 5.

Schrijf een ALGOL-procedure, die een stelsel lineaire alge-
braische vergelijkingen oplost met behulp van Gauss' eliminatie,

als de matrix van het stelsel een tridiagonale matrix van de

orde n is.

Bereken in 4 decimalen de oplossing van het randwaarde-probleem

2
y"+xy =0, y() =0, y(1) =1

voor x = 0.25, 0.50, 0.75.

Iiteratuur

Aan de lijsten op pag. 21, 121 en 180 voegen we hier toe de volgende

boeken op het gebied van numerieke wiskunde.

30) W.E. Milne, Numerical solution of differential equations (1953).

31) P. Henrici, Discrete variable methods in ordinary differential

equations (1962).

32) P. Henrici, Elements of numerical analysis (196k4).

33) C.E. Fréberg, Introduction to Numerical Analysis (1965).

34) A. Ralston, A first course in Numerical Analysis (1965).

35) R.W. Southworth and S.L. de Leeuw, Digital Computation and

Numerical methods (1965).



Practicum Proefwerk

19=10=-1965

1) Gevraagd alle 3 wortels in 5 decimalen nauwkeurig van de volgende
vergelijking

‘ x3 = 15 x2 + 120x - 100 =0

arccosh x

sz - 1

2) Gegeven de volgende tabel van f(x) =

X £x)
1.75 .80689197
1,76 .80489994
17T .80291954
1,78 .80095066
1,79 79899318
1.80 -T9TO4TO1
1.81 79511203
1,82 .79318816
1.83 - 79127527
1,84 -78937328

a) Gevraagd door interpolatie te berekenen £(1.78656)

b) Gevraagd die waarde van x te bepalen, waarvoor f(x) = L4/5



Practicum Proefwerk 26-10-1965

1) Gevraagd alle 3 nulpunten in 5 decimalen nauwkeurig van de volgen=-

de veelterm

x3 - 8x2 - 28x =« 20,

2) Zij gegeven de volgende tabel van f(x) = tanh (x)

X (x)
1.80 -94680601
1.81 94783185
1.82 .948838L2
1.83 -94982608
1.8k 295079514
1,85 295174596
1.86 295267884
1,87 295359412
1,88 295449211

a) Bereken door interpolatie f(1.8383838).

b) Bepaal die waarde van x, waarvoor f(x) = ,95000000.



Cursus WRA
T.J. Dekker

Proefwerk ALGOL 60 26~10-1965
Maak vraagstuk 1 en 2 en hetzij 3 hetzij b

1) Hieronder volgen ALGOL statements, waarin syntactische fouten
zijn geslopen.

Corrigeer deze fouten.

a) x := if if B then B A else B B then if C

then xa else xb else'iz_D then xc else xd

b) if x = if B then O glse =1V 0 < a < 1 then for
i ¢= 1, i+1 while true do

P(a,b) else z := z + if B then 1 else 0

c¢) begin procedure A(b,c,n); value n, b; arrey c[l:n];

begin integer i3 for i ¢= 1 step 1 until n do
c[i] := bt = i end;
array y[1:8.9]; A(3.14,y,9) end

2) a) Schrijf een procedure voor de benadering volgens de trapeziumregel

b
van I f{x)dx met n deelintervallen.
a

De heading van de procedure moet luiden:

"real procedure trap(x,a,b,fx,n);

value a,by,n; real x;a,b,fx; integer ng"

b) Welke waarde krijgt z na uitvoering van
9

z := trap(x,0,1,trap(y,0,x,x+y,2),2)",

waarbij x,y,z variabelen van type real zijn.

ZoOQoZo



3)

)

2

Schrijf een functie-procedure, die een nulpunt van een functie f
met afgeleide Df bepaalt volgens de iteratie=formule van Newton.
Start de iteratie in het gegeven punt xO.

De iteratie moet worden beéindigd als twee opeenvolgende iterates
minder dan eps uiteenliggen of als het aantal gedane stappen 15
bedraagt. Lever de laatste iterate af als waarde van de functie
en het laatste verschil als deltax. De heading moet luiden:

"real procedure Newton (x0,f,Df,eps,deltax);

value x0,eps; real x0,eps,deltax; real procedure f,Df;"

Sechrijf een procedure, welke de elementen van een

integer array A[1:n| ordent in volgorde van niet-afnemende grootte.



Cursus WoR.=A 18-1-1966
T.J, Dekker

1)

2)

3)

Proefwerk

a) Hoe luidt de interpolatie-~formule van Lagrange van de orde n?
Vermeld hierbij ook expliciet de gedaante der Lagrange-co€ffi-

ciénten.

b) Bereken de Lagrange-cod&ffici¥nten van de orde 4 als de basis-

punten zijn 2, 3, 5 en T voor het argument x = L,

¢) Hoe luildt de restterm, horende bij de n-de orde Lagrange-
formule, uitgedrukt in de n-de afgeleide van de te interpoleren

functie? In welk interval moet deze n-~de afgeleide bestaan?

a) Hoelluidt de n-punts integratie-formule van Newton-Cotes?
Welke naam heeft deze formule voor de bijzondere gevallen
n=2eni= 3% Welke waarde hebben de coéfficiénten in deze

gevallen en hoe worden ze berekend?

b) Wat is Richardson-correctie? Welke formule verkrijgt men als
men Richardson-correctie toepast op de 3-punts Newton-Cotes
formule?

¢) Hoe verloopt de berekening van fz f(x)dx met automatisch

variérende staplengtet

a) Waarom is Gauss’ eliminatie zonder verwisselingen niet goed?
Geef als voorbeeld een lineair stelsel van de orde 2, waarvoor

het mis gaat.

b) Wat is een pivot? Hoe worden bij Gauss' eliminatie de pivots

gekozen?

¢c) Wat is de inverse van een matrix? Hoe wordt een inverse matrix

numeriek berekend?

2,002,



4) a) Defini8er het begrip "partiéle afgeleide".
b) Beschrijf de iteratie-~formule van Newton voor het oplossen van
een stelsel van 2‘vergelijkingen met 2 onbekenden.
¢) Beschrijf de methode van Bairstow ter berekening van een paar

nulpunten van een polynoom.

5) a) Wat is een gelijkvormigheids~transformatie en wanneer heten

2 megtrices gelijkvormig?

b) Hoe luidt een iteratie-stap van de methode van Jacobi ter
bepaling van de eigenwaarden van een reé€le symmetrische matrix?
In het bijzonder: welke gedaante heeft de transformerende matrix

en hoe wordt de draaiingshoek gekozen?

¢) Beschrijf een strategie, die de volgorde der af te werken
matrix~elementen in Jacobi's methode op een geschikte wijze

vastlegto



Cursus WRA 22-3-1966
T.Jd. Dekker

1)

2)

Proefwerk deel 1

De functie y(x) voldoet aan de diff. vergelijking
i ] 2_.
y o txy' txy=0,

terwijl y(0) = 1 en y*(0) = 0,
Gevraagd wordt met behulp van reeks-ontwikkeling de waarde van ¥y

in 4 decimalen nauwkeurig te bepalen voor x = 0.5 en x = 0.6,

Bereken met de derde orde formule van Kutta de oplossing van het

beginwaarde-probleem
y' = -2y/x , y(1) =1

voor x = 1,1{(0,1)1.5, Doe de berekening in 5 decimalen.
Bereken vervolgens, eveneens in 5 decimalen, het verschil van de

aldus verkregen oplossing met de exacte oplossing.



Cursus WRA 22-3~-1966

T.J. Dekker
Proefwerk deel II
Maak opgaven 3 en U en hetzij 5 hetzij 6
3) a) Wat is de waarde van de integer variabele a na be&indiging van

k)

5)

het volgende stukje programms:

"integer procedure M(k); value k; integer k;
M= if k = 1 then 2 else a x M(k~1);

a =13 a = M(T)".

b) Dezelfde vraag na het volgende stukje programmas:
"procedure EEN(x); value x; integer xj x := 13

for a := 0 do EEN(a); EEN(a)".

c) Voor welke waarden van de integer variabele n wordt de statement
S uitgevoerd in de ALGOL statement
"for n := 2 step if n < 10 then 13 else -5 until 8 do 8"7

Hierbij wordt verondersteld, dat S de variabele n niet wijzigt.

Zij in een ALGOL-programma gedeclareerd de procedure ZERO (AP 230,
pag. 158) en bovendien een array A [b H 1Q]° Binnen de scope hiervan
komt het volgende blok voor:

"begin real w3 integer t; array real [] H é];

real procedure funj;

begin t s=t + 1; A [t] := fun :=w end;
t = 03 real [}] ¢= 03 real [2] ¢= 0,001,
A [t] e= zERO(w, =1, 2, fun, real)

end".

Welke getallen staan, na uitvoering van dit blok, in het array A?

a) Schrijf een stuk programma in de vorm van een blok dat met behulp
ven de niet-locale procedure RK1 (AP 252 pag. 232) de oplossing y(x)

van het beginwaarde-probleem

1
y' = ;:§ . y(O) = 1

berekent in de punten x = 0(0.5)2,
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6)

De gewenste absolute precisie is 4 decimalen.
Het blok moet de gevraagde functie-waarden afleveren in een passend
niet=locaal array. Alle andere benodigde arrays en variabelen moeten

in dit blok gedeclareerd worden.

b) Schrijf de in deze procedure RK1 gebruikte Runge~-Kutta-formule uit,
met name de formules voor Ay en de benodigde k's. Welke formule wordt
gebruikt voor de som der hoogste orde termen? Hoe luidt de formule

voor de tolerantie?

a) Schrijf eep blok, dat met behulp van de niet-locale procedure RK
uit het Revised report on ALGOL 60 oplost het stelsel 2e orde diffe~

rentiaal=-vergelijkingen

E- S & -
dt r3 ’ dt2 r3 ’
waarbi]j r2 = x2 + yg, ¢ = .2855837 en de beginvoorwaarden zijn
x(0) =1, x'(0) =0
y(0) = 0, y'(0) = 1,

Gevraagd worden de waarden van X en y en hun eerste afgeleide voor

t = 0(0,2)20, Deze waarden moeten worden afgeleverd in passende
niet-locale arrays.

Alle andere benodigde arrays en variabelen moeten in dit blok worden
gedeclareerd,

De gewenste absolute precisie bedraagt 5 decimalen.

b) Welke formule wordt in deze procedure gebruikt en hoe wordt in
elke stap de staplengte bepaald? Welke onvolkomenheden merkt U in

deze procedure op?



Cursus WRA Practicum proefwerk 21-6-1966
ToJo Dekker 13000 it 15015 uur

(Uit Examen voor Wetenschappelijk Rekenen A, 1963)

1. Van de functie y = f(x) is de volgende tabel gegeven:

x y
0,00 0,00000
0,01 0,06253
0,0k 0,13350
0,09 0,21k72
0,16 0,30860
0,25 0,41835
0,36 0,54836
0,k49 0,70L482
0,64 0,89669
0,81 1,13756
1,00 1,44892

Bereken op verantwoorde wijze:

a) de waarde vaen y voor x = 0,29,

0,164

b) de afgeleide %% voor x
1

¢) de integraal I ¥y dx.
0]

2. Tabuleer in vier decimalen de oplossing van de differentiaal-

vergelijking
a _xty
dx y

over het gebied x = 1,5(0,1)1,7 als de volgende waarden van y

en %% gegeven zijn:

1,0 1,1 1,2 1,3 1,h

e

1,1038 1,3115 1,5347 1,7757 2,0371
2,0098 2,1502 2,3166 2,5078 2,72k

g



Cursus WRA Theorie proefwerk 21-6-1966

T,J. Dekker

1.

15,30 = 17.30 uvur

a) Beschrijf de matrix-maal-vector iteratie ter bepaling van een

eigenwaarde en bijbehorende eigenvector van een matrix,

b) Wanneer convergeert dit proces en wat is dan de convergentie-

snelheid?

¢) Beschrijf een methode, waarmee men, na het vinden van de
~absoluut grootste eigenwaarde, een volgende eigenwaarde met

eigenvector kan vinden.

a) Beschrijf hoe men een differentiaal-vergelijking van de orde n
kan herleiden tot een stelsel van n eerste orde differentiaal-

‘vergelijkingen.

 b) Beschrijf de Taylor-reeks methode voor het oplossen van het

tweede-~orde beginwaarde-probleem”
y" = f(an:Y') 3 '.Y(XO) =a, y' (XO) = b.

¢) Noem voor- en nadelen van de Taylor-reeks methode in vergelij-

king met Runge Kutta en de meerstap-formules.

De interpolatie-formule van Stirling heeft de volgende co&ffici&n-

ten voor- i =0, 1, 2, ecst

_p [pt+ti-n [ p+i
Sp1(p) = 33 ( 2i - 1 > Spia®) =lpi w1 ) -
Schrijf de formule uit tot en met de Sh-term en leidt hieruit de

volgende formules af

a) een centrale differentiatie~formule voor f’(xn), als X een

tabel-argument is.

b) een centrale integratie-formule voor Yoe1 ™ Tpoqs als y voldoet
aan de differentiasal-vergelijking y' = f(x,y).

c) een centrale integratie-formule voor 62yn, als y voldoet aan de

&

differentiaal-vergelijking y" = £(x,y).



4. 7ij gegeven het randwaarde-probleem

y' + 3yt - 357y = 2x, y(0) = 1, y(1) = -k,

Hoe luidt, bij verdeliing van het interval [O,1] in 5 gelijke
stukken, het stelgel lineaire vergelijkingen, waarvan de oplossing
een (eerste) benadering geeft van de functie-waarden Yys +eos ¥),7
M.a.w. gevraagd wordt de matrix en de rechterlid-vector op te

schrijven, niet echter het stelsel op te lossen.,





