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Grundsatzliche Proble~e der Abrundungsfehler 
Von .A. van Wijngaarden in Amsterdam 

Untersucht wiri:l die Frequenz des Auftretens von Fehlern vorgegebener GroBe im Er
gebnis gewisser systematischen Rechnungen mit abgerundeten Zahlenfolgen. Durch passende 
Definition von Funktiorien kann jede abgerundete Zahl als ganz betrachtet werden. Der ab
gerundete Wert .Af und der Bruchteil Bf einer reellen Zahl f sind dann definiert durch 
Af+Bf f; .Af= 0 (mod 1), \Bf\ <1/2 wenn ]$1/2 (mod 1) und .Af=O (mod 2), \Bf\=1/2 
wenn f =1 /2 (mod 1 ). Es liege eine groBe Zahlenfolge fk (k= 1, 2, ... ) vor, und es sei 
f = F(fi,· . . , f;+r,,-1 ) zu bestimmen. . 

Werden statt fk die Afk beniitzt und statt F, die etwa nur abgerundet verwendbare Kon
stanten enthalten kann, eine ,,abgerundete" Funktion .AF, dann ist das Ergebnis der Rechnung 
g-.AF(.Af1, ••• , .Af;+n-1). Von der Diskrepanz 'IP f_:_g kann durch Wiederholung fur ver
schiedene j die Verteilung v ('IP) definiert werden. Manchmal ist nur .Af zu bestimmen. Die Rech
nung Iiefert .Ag und die Frequenz der Diskrepanz P = .Af -.Ag sei Q ( P). 

Wichtig fiir v('1p) und Q(P) ist die Verteilung und die Abhangigkeit der Bfk• Sind die 
fk Werte fiir x=kk einer Funktionf(x), dann tritt meistens praktisch Gleichverteilung der Bfk 
auf, was weiter auch vorausgesetzt wird. Istf(x) n-fach stetig differenzierbar, dann ist bekannt
lich .tJf f= kn J<n) (;), mit x1 :::;;; ~:::;;; Xn+i• Istj<"'l (x) beschrankt im betrachteten Bereich dann 
sind bei geniigend kleiner k die .tJnJ vernachlassigbar. Allgemeiner sei die ,,kritische" Differenz 
.tJ.mJ die Differenz niedrigster Ordnung deren Bruchteil praktisch konstant ist. Dann ist 

BJ m+1= E( B .tJmfi - l/-1 r-Hl ( ,:_ 1) B fI,,) ' also Bf n.+1 praktisch funktionsgema.J3 a}::,

hangig von seinen m Vorgangern. AuBerdem wird vorausgesetzt, daG wenige.r als m aufeinander
folgende Bfm unabhangig sind. 

- n 
Fiir den wichtigen Fall der homogenen Linearkombination f = 2 akfk mit exakten ak und 

k-1 
n<m wird v(v,) mit Hilfe der Laplacetransformation bestimmt, wahrend die Bestimmung von 
Q(P) einfache zahlentheoretische Mittel erfordert. Fiir n >m werden v("P) und Q(P) <lurch mehr
dimensionale _geometriscbe Betrachtungen gefunden. Im Ergebnis fiir Q(P) tritt fur n<m 
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der kleinst mogliche gemeinschaftliche Nenner q der ak auf. Bei kontinuierlicher Variation der. 
a" verhalt .Q(P) sich also ganz pathologisch. 

Die Theorie ist auf die Bestimm:ung der Diskrepanz P= A. ,dn f-LJn A.f angewandt. Es zeigt 
sich, daf3 auf3erhalb der Ordnung n auch der Wert n-m eine wichtige Rolle spielt. Ist n < m 
die Differenz also subkritisch, dann ist .Q (P) unabhangig von n und BLJmf. Ist dagegen n>m, 
die Differenz also kritisch oder superkritisch, so hii.ngt .Q (P) von n und BLJm f ab. 

Eine zweite Anwendung Iiefern Interpolation, numerische Differentation oder Integra
tion in einem beschrankten Bereich. Sei z. B. I'.P (!1, ... , J;+n-1) der interpolierte Wert fiir 

x:p =x+1z([n 2 
1] +P ), dann hat die Frequenz Q(P) von-. P = A.I,»Ut, ... , f;+n-1) 

-A.Ip (A.ft, . .. ,A.J,+-1) eine Unstetigkeitsstelle fiir jeden rationalen Wert von p wenn n::;; m. 
So ist z. B. fiir p=O offenbar .Q (0)=1, wahrend fiir p=O+s, .Q (0)= 3/4 fiir Interpolation 
beliebiger Ordnung gilt. Fiir n >m liegt die Sache ganz anders. Speziell wenn n►m ist, 
z. B. bei Integration iiber ~inem langen Bereich treten ganz besondere Gesichtspunkte auf. 


