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Una nota su un analogo infinitesimale 
del q -d algoritmo 

di P. WYNN (Amsterdam) 

I1 problema di sviluppare l'integrale di La,place 

co 

F (z) = J 13-zt <P (a + t) dt 

0 

in una frazioue continua 

puo essere affrontato in due modi. Il primo, essendo essenzial­
mente un processo discreto, usa un risultato della teoria del q - rl 

algoritmo [1]. Secondo questo lu serie infinit.a 

(2) 
00 

2 Om+rz-r-l 
r-o 

puo essere trasformata nella frazione continua 

(3) 
o,,. et•l q;"') t~n) q\:"l 

z - q(m) - z - q'tn) - e(m) - ... z - q'"'·1 - e("" 1 - ... 
1 2 J 1·+1 r 

nella q uale le q uautita e~"1, q\:"> vengono determinate con l'applica­
zione ricorreute della regola de! rombo 

(4) 



2 P. WYNN 

e 

(5} 

usando come valore iniziale e(ml = 0 q(m) = c /c . 
II ) 1 m+l m 

Oouformemeute l'integrale (1) e sviluppato forrnalmente secondo 
le potenze inverse di z, daudo luogo alla serie 

co 

(6) ]f (z) N ,E (J>(r) (ti) z-,·-1 
r=O 

ed i coefficienti nella frazione continua della forrna (3}, corrispon­
deuti alla serie (6), veugono detenniuati dalle relazioni (4) e (5), 
quando vi si pouga c5 = (l>(•i(a). 

Usando la notazioue 

c,,n C,m+1 Cm+k-2 

(7) Html( l- Cm+I c,,.+z Om+k H(m)\) k Cs, - , o Cs = 1 

Cm+k-1 C,n+k Cm+zk-2 

si puo dimostrare [2] che 

(8) 

(9) 

(10) 

e che denominatori 

1 z z" 

Co Ci Cn 

(11) p~O) (z) = Cn-1 c,. Czn-1 
(-1)11 

Co 01 Cn-1 
n = 1, 2, ... 

C1 02 c,. 

Cn-1 o,. Cz,,-2 



··--

8 

i'tr ,fo-:i11i.e,1t''l't' fr11 i 1:,wftleii:'11ti ili. frai:imii ('P11tim11• ilerin1tc !111 

d1n•r,;1• l'\Pl"ll' ,ii potPll?at'. i ern,•fticit·•nti ,·,l i vari a,,stwiati ch•!1•rmi­
mrnti ,Ii 11:i,u:d~c•l v,,rnrnuo i'ii•riHi C(•H 1m argom~•nto ei;pr;,mPntt> !11 

fnrmtt generait> dPl coi,m.:ienti• c,,. CoAt i d4>h•nnlmmil ,!i Ha1ll,(1l 

,•ht• ,,; riforise,mo ai ,·oti!ikie11ti dt>lla ~;erie (ti) si ,iedvt•r,urno 

t lciiorni os,;~•rrnn• du'l Pmw d1•l!t• n•l11zioui dl romho (4) i:' i5) di\ 

pure i tioef!kieuU nella frnzioue cont.i1111a 

;X,l 

J<'.,. (z) = I t'-!t 1/1"' 1_11 •+ t) dt = 
\.1 

t·--q /u 1 </): .Ii· \4l) j---

H secondo metodo consbu• ud tn1,sformarn la sel'ie iuliuita 

00 

Ji '-' if> ,. 11 + t·h) e·- r+l lu 
, ... ,,,, u 

1'.'0H8iderata com\' uno sviluppo setoudo It' potenzt> inverse di eh:, 

in 1ma frazioue 1·outinua nl'IF11rgo111t•11to t: 11''. m;iando le regole 11i 
romh-.1 \4) e Ji) cm1 Cr::::-.;;: <P :11 + rh). e tfluemlo t:outo dt•l <'Olllp•n·tu­

mt'Uto 1h•lia fmziout> 1.·onti1urn e dei ,moi cot.>flkieuti, qn1111th• h tmHfo 

a zero. F: opportuuo di !!ostHulre la variuhile lliscrda 1· uelle rela-
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e 

('.ll) lirn [q~~ 1 i<P (t -I sh)) -t e'1" 1 i<l> (t + sh))j = (/,. (/) = 
h ►O 

H;t1 11>'"' (t)j Il,. 01 l<P 5I (t)j H/t1 !<1>"1 (l)j H/~1 itJY'' (tlj = --'--'--~---,------ + ------- --- ---------- -- -···--_--·------·•-·.-- -----. 
H,:t'i j<J/" (t)l 11,'1' l<f>'" 1 (t)) H,.111 ' 1,v,) (t)j H,'.1I l<P;.s' (1)) 

Applicaudo mrn uota. reg·ola di <11cri vazione seg1w cbe 

(22) !!_ I110, (<//") (t)l = 
d t 1' ' 

l' qui!Hli 

d. 
- FJ,.(t) = 
dt 

Bj% /<P(s)(t))!i,'.~\ (ifi•l(t)) 

[H~O) I <P(S) (t )if 

cf;> (I) 

<1>' (t) 

<J>llc-2) ( t) 

<J>Ucl ( t) 

<1>' (I) <J>(lr-1) (I) 

4>"(t) (})!lei (t) 

<J>i)c-1) (t; <:f>'.2k-B) (t) 

<J>tk+I) (t) <J>(~k-1) (!) 

oiule si puo scrivere, usaudo la formula (22), ell il prirno sviluppo 

(li Schweius [4] 

- Hit1 I <Pis) (t )) H}~l I <1>1"1( t )/ 
----- - -· - ---,----- >< 

[H,'.01 I <Pis) (t)jJ2 

>< [H,(*l_ (<J/"l(t))ff/0' (W18) (t)_l ~ H? 1 !<J>'"1(t)j H;.~1 !<J>ls) (t)jj = 
. H;~I I cpls) (t)JH;n I (P(s) (t)) H;.01 I <J>rs) (t)) H,'.1J.1 I <J/s) (t)) 

= - J:!J,. (t) [q;~l l<P(s) (t)) - q~O) I q'>(s) (t))J 

o, coll'uso della regola di rornbo (4): 

e fiualmente 

E,.(t)[(J,+i(t)- CJ,.(t)J 

in accordo con l'eqnazioue (17). L'equazione (16) si puo dednl'l'e in 
aualoga maniera dalle espressioui (20) e (~l) in collegameuto con (22). 
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Se la set·ie (~) e lo svilnppo in serie di pot,euze di um~ fuu­
zioue raziouale di z, il cni <lenominatore e 1111 polinomo di grado n 
in z, e il cni 11nmeratore e nu poliuomo di grado 11 - 1 al massimo, 
Ju frazio11e continua (:3) si arrt:>sta, e uello schema q - d (4) e (5) 
tutte le e::1 , s = O, 1, ... risultauo nnlle, 'l'uUavia pn<> acca<lere che 

per caso 1111a quautita e~"' sia zero. La quautH:\ q}i'i dedottu con 
l'applicazioue <lell'eqnazioue (5), e allorn formalmente infinita. Auche 
le due qua11tita e~'.~\ e e~}111 sono formalmente infinite, e la quantita 

q\~111 e indetermiuata. Si puo snpernre questa difficolt,a con l'appli 
cazione di certe regole singolari. Essa nasce perche la medesima 
relazioue liueare esiste fra i gruppi clei coefficieuti c;;;, cm+i, ... , c;;;+,., 
se m = m, 1n + 1, ... 'm + n, pero llOll per valori geuerici di m. l)al­
l'esame 1lella formula coi d.etermiuanti si puo vedere fttcilmente cbe 
casi siugolari non uascouo nella f'orma contiuuativa dell'algoritmo 
q - d. 0 esiste uua relazione linearn di ordine fiuito fra le derivate 
successive della funzione <I> (t), - nel qual c11so l'integrale di La­
place e eqnivalente ad una funzione razionale di z, la funzione E,.(t) 
e identicamente 11ulla, e Ia fmzioue continua (18) si arresta - op­
pure non c'e tale relazione e tntte le fuuzioni Er (t), Q, (t) souo 
completamente determinate. 

Un altro nso al quale servouo le formule con determinanti (20) 

e (21) e di espt•imet·e i risultati ottenuti dall'applicazione clelle re­
lazioni (16) e (17) (alle clifferenze e differenziali) alla funzione 
<l> (t) e-'1/t. Occorre ricordare cbe 

(23) (~)' I e-'11 <I> (tll = e-'l/1 •;,~ (:) (- 'Y/l'-, ( !!.____)'. w (t). 
dt r-o .~ dt 

Se si sostitniscE:'I la funzione <l> (t) uelle formule (20) e (21) con la 
e-.,t <l> (t), e se si usa l'equazione (23), e, dov'e opportuno, la rela-

zione 

1 e_.,t <l> (t) ~ le_.,i <l> (t)l ... ar-1 !e_.,1 <l>(tll 
dt dtr-1 

0 !:_ le-,,i <l> (tll a2 ,,1 )l ar I f/i <l> ( )l 

HP)i ;;, e-"t<l>(t)i = 
dt dt2 1e- <l> (t ... dtr e- t 

!:__ 1e-'lt <l> (t)l 
dr+l _'1/t d2r-l -'1/t 

0 dt•+1 le <l>(t)l ... dt2r-1 le 4>(t)j dt" 



---~,-~ < --·-···~' ----~· • --... -, ·-· ···-· 

?'j 

<1'>"'!J1) 

; tf)(ll) 

I 
! '1>'(,1) 
! 
i 

l 

, ,J,{a) 

(/111.i..1 '(a) ... 

1/>'(!lj ... 
•/>"(a) ... 

([•1-;,1\u) 

P''(11) 

<J,u·tl'(tl) 

' i 
! qf}'" ··J (a) 

., •• - ,, ___ ••>- - -

.., 1/J'/'··· I i II\ 

jl f' 

' 
,fJ:'\a} -~-

l <11(tti 

tJ 1l•··1,11) 

(J,('.;I ; '{~n l 
. .. (/)-r-~\a) 

... ~{~· 1·-·P(a) 

' I 
I 

i <J> "(ll) -r -· .--·----
I I 

<J'i••·+il(a) ... ,pi~•·'(a) i 1Jr-l cf>\t'-•ll(a) ... <!>,~r-:1(11\ I 
1 IJ>\,ll) 
I 

j <Jt'(a} 

I 
' ; 

I 
( ,r,,,·-n111) 

f/>'(11) t,t11r-l)(a) I l <!>(11) ... <Plr-J1(a) · = 
i 
I I/ 
I 
i 



[85 J Una nota su un analogo intinitesimale ecc. 9 

dove, come si puo vedere dall'equazione (11), i polinomi souo de­
nominatori delle ridotte successive della frazione continua 

<I> (a) J!Ji (a) J!J,. (a.) 

'IJ - Qi (a) - 'YJ - Q2 (a) - • · • 'IJ - Qr+da) - · · • 

e le << tilde» son state usate per indicare iI risultato dell'applicazione di 
relazioni (16) e (17) alla funzione e-,,c <I> (t). Ma dalla formula ricorrente 
(vedi equazione (12)) 

P~'i1 (17) = l 'YJ - Qr+1 (a)) P(~l (17) - E,. (a) Pt.1 ('I]) 

Qr+l (t) = Qr (t) - 'YJ 

questo risultato e, naturalmente, dedotto per mezzo dello sviluppo 

L'autore ringrazia Ia Deutsche Forschungsgemeinschaft per 
avergli procurato una concessione reudendo possibile questa nota. 
Egli esprime anche la sua gratitudine a Cornelia Raike per avere 
curato la traduzione italiana del testo. 
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