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1. Definities en nomenclatuur. 
t r;tnz ;t I n:1 •<t.•111,srv••t:ta:,.al.A,- - .. ---~--__ ,, __ 

Ons gerr1s..ks:1ra,lve be.perkende tot rle voorst<:~lling van een ge­

tal in het decimale stelsel, defini<?ren wij de op n decimalen 

' .f_.i, ' ' tJ .. , ,._. , ,.,,,#
1 

\ ... ;, " t '""~: "' ~· .. ,.,.,.,_, - . t \., ' - iP ' ' 

,M. m .,. _. \...' • j , e z e e :,.~ J.11 J.: -~ '1. 'j .I. - e i21. . e Va O rd e e 1 II d at n ,.. ., 
a pJ:-iori de v:aa.1~scl1ijnli~!}:-l1eid cr11 ,3e11 get.al naar boven of' naar 

benede1·1 af t e rondt~ n aeli J. k is f\ tE.:!"\~.': ~l l. Vt;orts de kFlns om door 
...... _,I: t.. }- "lo:~ 

t~vee m.aal :i.n successie r:tf te 1 ... onrl~::n c~:en ander resultaat te be·••i. 

:::1£ tG ronden stl3r1·: Vt?1~:11i11t:l.erd t~vorrl·ti. Do()r nog wa,t zorgvt:tldige1 ... 

defini.tie van het ai«rori.(:lingspri11cipe is deze kans zelfs ::·~~':£:. te 

In het volgende zullen wij grot0 reeksen getallen tot het-
" e· ·1f""d e· n • ., nt .-.1 d ·- c --~ m·--1 ........ , · · 1.""" .... -- ... '"'I.,~ ,- ~ - , l d 1 • • • LJ - . . . ".:A.,!'.:, ... . :'.1.. . \::: .i ... 1 r.:;! ... t:-.: l,:. c.- b !;.:; .i. f...} :! 1- J j (~ n:tr en - Ge maK s l1 a Ve (1 n.n: en \1\7 J_ J 

t t 10. n .. l ...:l • d a + d ..p, d d ze eers me _ ,,ermen1.~::<t1ti (11g . zo a'"' e a..t..geron e waar e et~n 

geheel geta]. is. if/j_j scr1rijven clnn 1.~ortvveg A voor de afrondi11g::,-• 

operator. De operator 1-A zullen \Vij :::;,_ noernen. Voorts zuller1 

1.ivij vaak de a:fge1 ... onde waarde aangeven door een cor1~esponderend£J 

hoofdletter te bezigen, dus A~= Fen het resterende gedeelte 

van :f, d11s d :f, dat \Vij het breukdeel van f zullen noemen, 
geven wij aan met een corresponderende Griekse letter, dus 
ci f = r..j1 • Dus is: 

1 

of 

F ..... 0 mod 1 

F = 0 ·· mod 2 als J<fl 
1.1) 

Een stelsel van N broukdelen == 1,2,, •• N noemen wij homo-
en wa.arvoor .,., 
1' k' · 

geldt lim 
N--;. C'Q 

in ditst.elsel, indiei: 

d0ze limit1t cok nog geldt voor het gE~val 'Wi.j 

dragen tot M ~7 ,~.. , slechts da.n tell.en als •""'' 
j ...... 1, 2 ••• n,, •1 , waarin de en 
.. .. 

ZJ..J n_, 

Hoewel onze problemen eigelijk niets met statistit3k te rnRk1:)1·1 

hebben, omdat een begrip als waarschijnlijkl1eid van een 'b:~1pcE.tJ-
. 

de afronding zinneloos is ze is immers volkomen bepaB.ld • kun-· 

nen wij onder bepaalde omsta.ndigehden met het oog op onz<:: 



onk1.1nde genocgen. nt~Jmen mot pseudost.atistische uitspraken over 
,, · h · · 1 · .: l h· . d wanrsc 1Jn 1J< ci VEt11 een fout ''. In hi::t volgende zullen wi j 

d~1arom ook gema1{shalve sta,tistischc terminologie gebruikt:1n. 

Ecrste standaardvraa~stuk. 
- d I Ioli 1 I I ·11. d &n I I I' P tr ... .,,a · - ·. :••v.: .. tan .. _ 

Zij gegeven een grotc 1.rerzamel.irig 

voor gt:;ldt, dat de tp ,r homogeen verdecld is en voorts da:t n op ttt
-

, ~ .. 
ont~fhankelijlc zijn. Zij gev1~::1.agd te 1:-,epalen 

2.1 

• • 
'71 Jr" Lf . • 't ... 

ans alleen de af~e1·onde waarden Fk ter besch~ 1cking staan 

is hct bcstc war kunnen doon te vormen 

g 

Tussen beide ant~._voor"ieJ1 bestaat Gen discre-oantie 
' • ··~; ... f .. ,. l?: = 

• 

-

Wat is de waorschijnlijkheidsdichtheid van ,j, ? 
' ! 

De 

/ • w, {"- ltl IN. ~·-
..,..t;.. ' ' :\ 

en dus is die van 

,· 
' ' \ 

wk 
... ' ( 

' . ' ' ,., 
k -·• I 

-< ' • 
I 

ll 
~ 

Dus is 
• 

' t1r - ~·- ~ , 
V ·v ''· 

• 

1 l 
' . 

0 

•• 

1 •• 

(. 0 

a1 t {. 

\V 
2 

als 

als 

als ' f 
t1',t. l ,__,, 
1 

' 

als • • . . 
' . 
~ ,. J·· 
' I ' . • • 

• ' i 1 •ff) ' <."'"" -· .... ,, 
2 l ··, k' -.. 

. ; 1 

• • '"':>-
1 • ... •' . -·-1 ' . , • •'.:) , ·1 k, ,,, N . ' ) 

gclijk aan 

~ak'. 2 . •. . 
' -~ 

kl ,, 
• ' ' • 

• • j 

ak\ 2 .~ t ki ,,,. .... 
• 

•• 
j ' 

I r 

• • • .\ wn- . 1 n,, .. 

"~Vi.j vcrmen de t\veezijdig Laplacegetransf'ormeerde 

r 
• 

' te 
! 

.. "'"' 

• 

W .·. !~., ''¥ 
. 1/ ,.,. -

' • 
f 

I 

2. 2 

. 

2. 4 

(2 • 5 

n-1 

., ' 



Dus :is 

Uit 

~' 
,:..., ,•" , 

n1 . ' :,/ ) ... " ' · 

"' , I 

, 

L II 

1 
2 --pa 2 . k 

J Lt e 

2.6 

w ( ,,~ 
j 

te vinden kan op twee wijzen geschieden, nl. 
' 

cloor d.irecte inve1 ... sj~e van de Laple,c.Jetrans:formatie of door w t;: 
• 

te ont\YiJrJ<elen na.ar }Iermi te--functies, waarbij de ontwi.kkelings-

f"'f" . . t d . . t k 1 ., .. .. ~ t d La 1 t f coe icien en an Ju1.s gema. . ., .r<e_LJ..JJ( me e . p ace-ge rans or-

meerd e bepaald kunnen v1orden. Hier zullen wij alleen de eerste 

Zijn de 

dan is 

TJ ~· TI 
,.L 

"'\ 

grootheden 1\. 
J , .~ • ._.-.~ 

' •• 
·"' _.:. ··- > 

gedefinieerd door 

waarin het plusteken dan wel het minteken gekozen dient te wor~-

2. 8 een even dan \Vel een oneven aantaJ .. mintekens is gebruik-t. 

De inversie is eenvoudig en levert 

1 2.10) 
• 

n-

waarin het s ool tussen vierkante haken gedefinj.eerd is door 

f"" n 
i X ,, • 1 N ,, 
' .... 

X + \X) n 
2 

\ 
' 

"'l 
xn als x> 0 

0 als x< O. 

Hieruit volgen de c11.mulatieve verdelingsfunctie 
t\ ;! t~ 

.., llf (~ 

en haa:r eerste 

u 

In 

) ...... , ' ,.., lid. 

' 

1 

k 

integraa.l u 
1 

· n+l 

te worden over 

• • 

+ 

+ 
•1r :ttt 

\vaarvoor 

n+l 

2.11 

(2.12) 

• 



3. 1Twet~de standa.ardvrac~,g-stuk. 
. . 

Dit is i~t:;1n \\"ijziging va11 l1et voorgaa.nde vraa.gstuk. Laat ans 

niet f docl1 slt1chts F will{~~n bepalen. In plaats hiervan lcunnen 

wij sli::cl1ts G be:~palen. De discrepantie P 

P ::",, F · ··· G 

is nu een goheel getal. Gevraagd wordt de ~arschijnlijkheid 

• ~$ 

gehele "vaarde aan-. 

i1:1geivikl{c lder, hoewel 

m.a.w. 
p .. ,. 

Dus geldt 

p 

.... A ··-
..,.,... •. 

~ i ' 

. ,. 
J'. .. . 

La.at V )' · de verde lingsfunctie van v.' zijn, dus V to 
ij 0 

schijnlijkheid, dat O <.~fo, zoda.t V 1 w>• 0 als ·t< ·· 
als ~ > ½. Voor gegeven t.V is dan 

~ ' 
0 als ~< p 1 en als 

\'.'") p 1 V p .l. als p 1 <--, < p J..:. . tr 11, .. • 1111111, t.11 tl ,;;, 
.,::., 

V(P _t_ I 

als\ P < p 1. + i11 + 2 ..... 

Dus totaal is 

. ... V + 
... 

_,, t 

1 
--•'"* 

•<tP L ti'·· 
-;;.;.~ 

de waa.r••· 

en V ·,~ = 1 
V 

t> P+1. 
·. 3 .. 4 

In het belangrijke geval, dat V ·J" · 

latie v.~\~ ·= 1 - V(,.-"\.~. is dus: 

voldoet a.an de symrnetriere,,,. 

v • 

1. 
-2 

Om V · 1 te bepalen, be\Yijzen wij eerst twee hulpstellingen: 

gu!E~~~ll! .. ,. .n·~• Z·ij gegeven een stelsel gehele getallen pk, 

met GGD .;., 1 •. Dan heeft de vcrgelijki:ng 

oplossing met gehele Fk· 



Bewijs: Zij d do 

- ()C)tot oo met gelijke 

d esn 

alle 

waarschijnlijkheid 

1. 

1. 

gehele waarden van 

aannemen, dat doet 

' 

Be\vij s: Dit -; s be,rJezen, als wij hebben aangetoond, dat 

rooster in de n.,,,,,,dime ns ionale rltimte gevormd door 

het 

de punten 
• 

' 

configuraties verdeeld kan wor-

den, zodanig, dat 

a in iedere configuratie 

maal aanneemt; .• 

b alle configuraties congruent zijn; 

c het gehele rooster uitgeput is. 

' 

,. ., 
gehele waarde een-

Eerst vormen l¥ij zulk een confifUratie door een punt 
• 

met 

alle gehele getallen. De and.ere configuraties word.en ge ·· 
' 

vonden door alle translaties ~,elkc~ dr.:~ oorsprong 

in een punt, waarvoor ook _ = O. 

en o. 
. C 

overvoeren 

is aan a) 
• 

:z .1-!'kpk = q 

en herleid tot breu-
' 

r 

.. -
gehele waarden met gelijke·waarschijnlijkheid 

dit doet, terwijl GGD r;<l = 1. 
• 

Is q .oneven en neemt K de v1aarden O,l,. 9.q-l a.an, dan neemt. 

. . .2q . ' 
terwijl -)1-.. voorts periodiek in K is ·met periode q. Dan is dms: 

0 als o< 1 
. 2 

. ..Jc.. __ ...,., 
½ V i 

' ·a1s· k q_ + 2 ·'· ,,:• ...... 
1 k-1 ·. · ., 1 k < 1 + --<~< 1::111~ s} t: Al • + 711&11,. .;;a.. . 2q . . q V · 2 2q . q '. 2 .· 

1 . 3 t>. 7 

Ie q. even· en wordt een. symrnetrische afrondregel voor ~ en .... ½ 
' . 

' ' . 

·- . gebru.ikt als beschreven in paragraaf 1., dan geldt 3. 7· · · ook .• 
. . . 

ken wij gebruik van het periodie1{ voortgezette polynoom 
- . ' . . . 

. - . . 
. ' ···.·van 

. . .· 1 . 

' ' ' . 

' ' 

.. 

- .. 2 + .. · as .... 2~. ~ 2 · 3. 8 .•.• 
. ' 

' . . ·· . . .. • . .·· . . . 1 •. 
. . als -:t > 2.• 

' _- . 



_7_111• 
i 

Het is nu slechts een kwestie van rekenen om Q. P te vinden. 

Wij kunnen het antwoord nag in verschillende vormen krijgen. 

Onder gebr1.,1ikm:~king vr:\n de centrale differentieoperntoren E 
/''\. 

en S~ gedefinieerd door 
j' '' 

x)= j ) f(x 1 
·~ :f X + -- --~-(. •'"'I ., 

iC..f i# ,-;, 

b2 X f X + 1 2 f x'+ -~ f (x--••l 
' 

en de ft1.ncties \or en 1~1 tlit 2. l2) 

of 

tenslotte: 

== 0 (mod 1) of alle 

en 2.13 en realiserende, dat 

mod 1, vinden wij 

1 
--~ ) ~·-◄ . 
-,1,.,~ ... i 

b) 
' 

2 

a 

b 

c1 Ill ,- 0 

q ';\ --.. 
·1 

' t.,i 

q 1' ' t .. " .. 
J 

,~ ( "D ~). l 

q = 1 
q .A . -·· 

J 

r·, 
i;_ p 

.~~ 

q ' ., 
,ti' • • 

J 
r, 

--l- l (P 

mod ~) 
'-

t') 
' e"' (mod 

1-.. (mod 2 

J1'-, 

1' 2 ' -
(, _ _, ...... 

k--0 

mod 2) 

0 mod 1 

t')l 

< ' .. 
> ' . , ... L-. ms lo 

k 

_t_ (msd 2 

5 2 
~ l 

1) 

1 

0 

1) 
}')) 

~· 
L 

k 

en n 2rn o:f n .. ,, 2m+l, o:f 1 ... ;:,: --
- 2 · mod 1) 

Bt')k c.. 

en n -- 2m+l: , 

B21{ B 1 
2k •:. 2m+2 ,:;, 

P) "' .. u ~ 
II I lf 

21c ' 2m+2 ( 21c !q 2m+2 ~ q ' 

en n=2m 0£ n= 2m+ 1 , of q 'l\ .. 
J 

mod 1 · 

( ~) 
- (P) 3.11 

2k' 

en n 2m+l 
1 
-M 

2 
ll Jl}•t• 

1 2m+2 2k 0 2k 2m+2 !q .q 

.. 
De numerieke v:1aarden van optredende 

. .. 
ZlJn: 

1 -2! 2 

' ·. 1 

... ,, 111• ssmu1

2
••:r••,Mo U?1ftru; :t ,,~ 1,.,, 

' • 
l 
24 

IF t:At 1•1tr:G!1 

4! 

4 t .. 

,.,, . 

Is minstens ee,n van de 

. eenvoudig: 

1 
720 

7 
5760 

B 6 l 
l'Jll11 .1111114 h I I J I I 19 Ii IP d • It ..... 
30·240 ,t .. 

" ., . b O ! "" , I ,, •• .... I ... 9 

1 .s irrationa.a.l, dan is q .. 

• • 

• • • • ' 

..... 09 en geldt 
' 

) 
' • 



Een andere vorrn van hct resultaat ist 

1) q ~= 0 mod 2) 

"t "'(;~ K 
;,i, .,., • 

.. ... , " 

j{-· '" ---tQ 

2 ) q_ ;;: 1 mod 2 

il P 

I-Iierui t volgt juist voo1.,. l1et andere extreme 

3.15 

dat 
alle 

le: 

z i j n , d. 1wv • z • q ~.,= 1 is , e en 
geva.l, nl. 

eenvoudige :f ormu• 1
• 

• zien. 
' 

Tot dusverre ht::bben \jiv!ij steec1s on!1fl1~3.:r1lceliJ0 lce 
' . . .. 

Van groat belang is echt,:;r l1et ge,,al, dat er nt:3vencor1di i,ies a~?~n 

de 'fk' s zijn opgelegd in de vorm van line~1ir on~1~han1:elij1-ce 

£unctionele relaties 

)Iµ-

al • • 

' "I 'i 

z 
J l:=l 

waarin de '.!' s gegeven constanten zijn. De bove~enoemde mE:?th11cl,3s 
•• • . <J 

falen dan en wij roepcn een mei3r element,a.ire metr1ode te l1ulp, 

wolke wij voortaan kortwog de meetkundige zullen noemsn, hoewel 
zij zui ver analytisch doorgevocrd kan t--1orden. Constr11eer een 

n .. ,,1.dimensionnle 

definieren een ecnl1eidskubus om de oorsprong. Als de (fk 1 s homo 

geen verdeeld er1 onafha111{elijlc zijn is a~,3 \V~r1rscl1ijnlijkheids-
l 

dichtheid om het ;r 1 ~ .,., ergens binne11 de k11.1)us ci::1,n 
.. 

te tre:f:fen constant = 1. De vt:;rgelijking ( 2. 3 · definieert e,an 

en v is eenvoudig het volume ing<-1S lotE?n 
• 

. = - 1 D "\ ' . t 11 ' 

belangrijke rol speelden in de oplossing van de sta.nda.ardpro-
. 

blemen corresponderen. met de waarden van waarvoor Rn••;•l ecn 

hoekpunt van de kubus bevat. 
. 

Is een aantal m voorwaarden · 4. 1) gegeven, dan kan het punt 

zich slechts bewegcn over 00 · binnen de kubus gclegen e~em~r:111 ...... 
• . 4. l to · .· 

Een gegeven ·· kan. duss lccl1ts worden gerealiseerd op. de aan Rn .... ,,111 
. 

deelruin1te 



Is overigens a9'n de voldaa.n, dan 

vinden wij v 1 1 R n ,11 • m ,m••· l 
e .• n do 1riktri:':\. ;!) t:: v ... ~:.. ,. " .. # n 1 k ,, .... ·iJ ged0eld door het 

door 
totale volume van 

1 

In vele g{Jvn.llen kan op het aantal 

worden door geschikte projectie, doch 

dimensies wat bezuinigd 

de technische moeilijk•111
-

heden der bc;l"t:::k(\nir1t_~ zijn bij meer dan drie dimensies uit de 

an.rd der zarl,l~ niet geri.ng. De methode verschaft evenwel n-~ast 

een o.ntw~,ord bovenclien inzicht, wa.t van de hiervoor behandelde 

methoden nict gezegd kan warden. 

5. ~~.m~B~~.:ri.~? "'lerd~.::! .. i~g~,,,en afha~~~?,-_ij_~~~,.~~ , ... ~~ ~.~.r!. ~?-P~~ ,v.an een 
functi,3. 

I. I .. 

Wij ')"vill~1n de hierboven geschetste methoden toepassen op 

vraA.gstukken die rijzen bij lineaire opera.ties verricht op een 

te.:fel van e 12n functie :f met gelijkmatig opklimmend argument 
::',! X + l-cl1 .. 

0 

l Zijn de 

2 · Z:iffjn 

Twee vrngcn doen zich direct voor: 

_,.,,½· en ? 
• 

De eerste vraag is in wezen die van de gelijkverdeling modulo 
• • 

1 van de f~nctie en nls zodRnig i.h.a. niet te beantwoorden. 
J11et 

Echter interessercn v1ij ons eige · jk helernaa.l voor oneindige 

ta£els, doch behoeven slechts te weten of de gelijkverdeling 
ongeveer optreedt over een groot aantal functiewaarden. Voorts 

tabelleert men gewoonlijk niet functies, welke practisch niet 
veranderen, d.w.z. in zulke gevallen vergroot meri het interval 

h op passende Vv1 ijze. Daarom ligt de zaak to·ch anders dan in de 

getallentheorie en blijkt aan de homogene verdeling meestal 
• 

zeer goed voldaan te zijn. 
De t\.veede vraag is bclangrij1cer. Voor de n··•de differentie 

. · n .. ,. n ( n . . ,,,, ,.... . · r1 .. · . ~ 
• 

begrensd is over het gebied van de tafel kan 1.~ f willekeu:r'ig 

klein gemaakt warden en vrijwel iedere functietafel, welke.in 
' .. 

de prs.ktijk gebruikt wordt is met zo' n klein interval gemaal~, 

dat. een bepaalde dif:ferentie verwaA.rloosbaa.r klein is. Nu is 
:n. 

k"""• l 
+. 'f"· ..... . , , 

:n+l 

. 
. , . ' ' dus 

· ·· n+l 5. 2) ···. 



-10 11
""' 

onafhankclijk on is 

\. . ... 
over hct gehele grate gebied, waarover 

,.. 

. . d 
V/1J e 

breukdeel ~ constant is noemen 

cri.tiscl1.e di:fferontie. Di:fferenties van lagere orde 

(zodat 

dat de Polynomon met rationale 
coeff"icj_f.: ntr?n en 1"'a.tio11rtle h voldoen d.us 11iet 8.an de ge]~ijk,,,,. 

de en zullcn warden 

rcsult~ten, ~~olke wij zullen afleiden, wel goed kunnen zijn. 

In het v olgE~nde z11llon t.,,~rij onze taf els de volgende eisen 

oplegf1on~ 

zijn homogeon vcrdeeld. 

onafhankelijk zijn, 

ter1•
11Jj j 1 ,J"an hogi.31~(:' n a:fl1ankel.ijl-cheid optreedt en vtrel 

direct ir1 do functionele zin (4 .. 1) .. 

De vr~aG of cen bep~Rlde ta~cl hicraan voldoet laten wij 

over ann degeen die de resultaten wil toepassen. 

6. De verdeli.115' _yan de differenties in een tafel. 

De voorgaande overwegingen leiden al direct tot een practisch 

probleem, nl. dat van de bepaling van de waarschijnlijkheid 

voorgeschrevon discrepantie P 
n ., n p .... A /_\ f I, Ll F • 

• 

Dit vraagstuk is da~rom van 
n n :ferenties 6 F, vJa.arvoor 1.'S. f ~ 0 

6.1 

groot belang, omdat men de dif-­

is gebrl1.ikt als controle op de 

juistheid van de getabelleerde F·,••waarden. De extreme ~1anrden 

die P dan kan aanneme n 

van zulke grote en zel:fs beduidend kleinere waarden is zo gering 

dat men met recht de F--\vaarden kan wantrouwen 001{ aJ is P een 
weinig binnen deze extreme grenzen., Men· moet dus voor · verschil, .. ,, 

lende n practische grenzen aa.ngeven. Comrie he0ft dergelijke 

grenzen aangegeven gebaseerd op practische ervaring en Miller 

berekende, dat deze grenzen van Comrie juist die waren, waar••­

voor de verwachti:igswaarde van een grotere P kleiner dan 1 % 

is. Wij zullen aantonen, dat de zaak ingewikkelder is en dat 

een dergelijke uitspraak alleen onder bepaalde veronderstellin-



n 
gen •vor o(..L\ f godaan kan word.en. 

n••k+l n 

knn de ecnvoudige forrnule 3.16) gebruikt warden. 

is er afhankelijk v~1n. Uj.t ( 5. 2) volgt dG.n 

resul ta~ t h~ng·t, 

maar I'!) +l 'in . 

6,. 2 

dan -r afhankelijk . n , n van de 

kan nu worden ge 1 Iii 

vonden met de me,:;tkundige m:::tl1odo. 

Op doze wijzo hebben wij -~L(P) ondor vele omstandigheden uit­
gerekend. Als voorbeelci v~n de rosultaten gevon wij.D P voor 

de derd(:; diffe1~en-tie op pag'> 12 • ,:tv1en ziet vvel, dat de \~aa.r .. , .. 

schijnlijl{hej_dsverdeling zel;r st erlc varieert met de omstandig · 

heden. 

Een andere toepassing van de thcorie is gelegen in de in••· 

terpolatie van een functie. Hierbij wordt een functiewa~rde 

lineair compositum van een aantal £unctiewaarden, Zijn de. 

:functie111anrden welke hierbij gebruikt v~ orden modulo 1 ona:f .... 

hankelijk, dan kan zonder meer de foutenknns berekend wordGn 

met de oplossing van het standaardprobleem 1. Van meer belang 

is echter het geval, dnt ~vij het geinterpolecrde resul taat af­

ronden tot l1et orif-0-n(:;J.e aantal decimalen en di t antv1oord ver"_" 
• 

gelijken met dat, wat verkregen zou zijn door de interpolatie 
te verrichten met behulp van de ni$t a:fgeronde f1mctiewan.rden 

en pas daarna a£ te ronden. Standaardprobleem 2 levert nu de 

oplossing. Daarbij komt het merkwaardige resul ta.at te voor-
• 

schijn, dat de ks.na om een fout van een bepaald aantal eenh0wr, 

den te . maken een disc•ntinue functie van p is en wel zodat 
• • 

voor iedere rationale waarde van peen discontinuiteit optreedt 

Di t e:ffect is overigens slechts van 'be la.ng als n 
1
klei_n •f' p 

' 1erg rations.al'' is. Als voorbeeld volgen hier de kansen 
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op een fout +l of 1 samen voor lincrJ.ire, dri.e-~ t::n vierpunts 

ccntrn.le TJagrange·•""interpola.tic en \vel is de c1erste kolom de 

w9.arschijnlijkheid. 12 1)+ J2 -1 gegevcn voor de e:x:acte !"vaardE.: 

van p, terwijl er naast de kana is gegeven voor ccn p-waarde, 
welke er willekeurig iveinig van verschilt. 

p 

0 

0.1 
0.2 

Lineaire interpol~tie 

0.0000 

0.2278 
" 2· O·" r"\ v • \...,' 1,_,1 

0.1881 

0.1667 

0.2500 

0.1857 

"" 17 ° t""'l , ••. .! • C. C. 

0.1677 

Dr i(3punt sinter•"'' ... 
polatie 

0.0000 

0 r-,47o • c" . *" 

0.2190 

0.2500 

o. 2479 

0.2418 

o. 2320 

0 210? 
• - J "'---

o. 2049 

Vierpuntsinter•,· 
polatie -

0.0000 

0.2358 

0.2058 

0.1938 

0.1897 

0.2500 

o. 22,)8 

a. 2tJ58 

o. 193t3 

0.1886 

Vooral bij p =0 is }1et rational.iteitseffect zo groot, dat een 

.. eenvoudig experiment het gen1a1c1{e J ijk aantoont. 

Ook nu kunnen \ivij vJeer het geval onderzoe1cen 1 dat de func­

tiewaarden, wcllce bij de interpolatie gebruil(t t.vorden functio•• 

neel gecorreleerd zijn. Nog zonder veel moeitc is dan het ge­

val van lineaire interpolatie in een tabel van een lineaire 
•• 

functie te behandelen. Het blijkt dnn, dat het breukdeel ~ van 

de uit de tabel geinterpoleerde g nog slechts 2 \vaarder1 kan 

aannemen, tenzij bij rationale p, waarbij het kan voorkomen,. 
• 

dat een van beide \Va8 .. rden ½ wordt 1 wat dan verdeeld dient te 

warden over½ en-~., en nag wel met verschillendemarschijn­
lijkheid. Afgezi<::n van l1et juist hierboven genoemde effect heeft 

.. t rationa.liteit of irrationaliteit van p nu geen 1nvloed meer. 
' 

Daarentegen speelt nu een rol of r1et breu1rdeel van de const[1nte 

eerste di:f:fert3ntie dus o1.. ~ :f) al o:f niet rationar-t.l is. Ook 

speel t de a:fgeronde v1a2'1,rde van de di:ff\ercntie ( d1.is AL). f nt:i. 

een belangrijl,ce rol"' De kans op discr0pai1ties 1 of x,•l varie~;r-t 

nu st erk met de omstandigheden, mt:1.ar a.ls o .. .6. f irrationaal is 

geldt fi(l +J1(-l <~, waarbij hetzij S:1 1) o:f .~1.(-,.,.1 willekcurig 

dicht bij ½ kan komen. Is ot:.~ :f rationa.al, dan vervalt ook deze 

begrenzing. Uit de algemene theorie leidt men gemakkelijk 
•• 

extreem gunstigc o:f ongunstige omstandighedcn af. Is bij,r. 

f === 40 x a.:fgerond op eenheden getabelleerd voo: .. - gehele x, dan 

is iedere geinterpoleerde juist. Is · daarerrtegen f ... 40 x + O. 4 

en p = 0~01, dan is het resulta.at altijd fout! 


