MATHEMATISCH CENTRUM, Mededeling MR 3.

Rekenafdeling, D Tevens.ZW~(1950)w001.
Amsterdam-0, 4

AFROND INGSFOUTEN

Door A. wvan Wijngaarden.

Dit rapnort hevat ecn kort overzicht van
het resultant van onderzoekingen van W, L.

Scheen en &. van Wijngaarden over enkele
fundﬂmenneme kwestics met betrekking tot
afrondingsfoutens Ben uitvoerig rapport
zal hinnenkecrt worden gepubliceerd. Wi
danken cnze ccllega's van het dMathematisch
Centrum voor hun medewmr*lng Oop verschil-
Lende oetaLLbuntena



1. Definities en nomenclatuur.

Ons gemakshalve beperkende tot de veoorstelling van een ge-
tal in het decimale
afgeronde

stelsel, definieren wi]j de op n decimalen
f van een getal ¥ als dat gehele getal maal

107", waarvoor geld*ﬁ; -5 X l@mumlm £f-ATC5 x 10 =L In het

geval, dat 10 nf = ({,5 {med

dat A f dat even gehele getal maal 10 7 is, waarvoor geldt

1), geldt de aam*ullende definitie,

-1—-1
f - ﬁnf = 4+ 5 x 10 . Deze definitie hea2ft het voordeel, dat
2 priori de waarschijnlii¥kheid om 2en getal naar boven of naar

2

beneden af te ronden gelijk is, terwi il veoorts de kans om door
twee maal in successie af te ronden cen ander resultaat te be-
reiken dén door incens tot het ultoelndeliike aantal decimalen
al te ronden sterk verminderd wordt. Door nog wat zorgvuldiger
definitie van het afrondingsnrincipe is deze kans zelfs nng te
vorZicinen,

In het volgende zullen wij grote recksen getallen tot het-

zelfde aantal d@cwmﬂ en afgerons Jernken. Gemakshalve denken wij

e’

ze cerst met 107 vermeni svuldigd zodat de afgeronde waarde evn
geheel getal is. Wij schrijven dan kortweg A voor de afrondings-
operator. De operator 1-A zullen wii & noemen. Voorts zullen
wl]j vaak de afgercnde waarde aangeven door eeén corresponderend-
hoofdletter te bezigen, dus Af = T en het resterende gedeeclte
van ¥, dus « f, dat wij het breukdeel van f gzullen noenmen,

geven wij aan met een corresponderende Griekse letter, dus

% f =, Dus is:

i

f = Af + wf = F + T F =0 (mod 1l)als Ei{}!{%, _
of F =0 {(med 2) als ¢ = %5*]
(1.1
Zen stelsel van N breukdelen g (x = 1,2,...7) noemen wij homo-
gea ﬁwwls voor het aantal M(N) der 91> Waarvoor - %5@1{*"35 T F,
geldt lim M(W,2)/H=£ + .

Voorts noemen wij n opeenvolgende (ﬁ in dltqtul%gim 11’1&1&.,;...‘
deze limiet cok nog guld't voor het gevalwij de « 1{" woelke b:‘z_;;w
agen tot M(N,2), slechts dan tellen als ~ € agf ¢ Dys &,

1,2...0n~1) . waarln de 2 's en bl} 's Wllluk@urlg gekozen

sl

&

| Eijnh

Hoewel onze problemen eige 1ijk niets met statistiek <te maken

hub‘ben, omdat een begrlp als waarsch:}.;mll;}kh id van een "*~**xm**“'z,ii¥- _

- de afm nding zinneloos is (ze is immers volk@men bep%ld) kum e
‘ nen Wl:} onder bepa&lde Qmst&ndlgmhden me*t he*t. oog 0 ‘onze '



onkunde geneocgen noemen met pseudostatistische uitspraken over

"waarschijnlijkheid wvan ecn fout". In het volgende zullen wij
daarom occk gemakshalve statistische terminologie gebruiken.

2« Derate standaardvraagstuk.

%

Z1j gegeven een grote verzameling getallen fk = F + ¢, Waar-
voor geldt, dat de ¢, homogeen verdecld is en voorts dat n op-

lgeondo - k mn'afha,mr 11 )k zijn. Z1) gevraagd te Lepalen
T

{J

v

4?}‘4’%
%

=5 %k T (2.1)

waarin de a, 's gegeven constanter zijn,
Als ons allecn de afgeronde waarden Fk Ter besch kking staan

1s het beste war will kunnen docn ¢ vormen
¥,

g — ;;j ﬁq #jk | (2t 2}
k=1 | ' '

o

Tussen becide antweorden bestaat cen discrevantie

.qh;s = u . Ny »
T - . ‘ .
— - {7 *3‘ R -~ ! ( 2 4
f t.‘ b l:ﬂ-'!nt} RPN { k *-E }{ A i ‘ * | -‘? 1'#

k=]l o k=1
Wat is de wasrschijnlijkheidsdichtheid w(s) van & ?

vaarschijnlijkheidsdichtheid i&*i{(:‘{?k} van oy 1s gegeven door:

: {1 als il o3 ‘
m'kr{ 4 ‘ & 2 O 1 ; . : "h‘? ;:;:“

3

en dus is die van vy, nl. w, (-, ) gelijk aan

A

! i ; ' : ?‘x{; : < \ . ?
_ i 1/tal als o o« ey /2 .
(2.5)
5 _
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Wij vermen de tweezijdig laplacegetransformeerde Lop W (i) va
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Om hieruit w(%) te vinden kan op twee wijzen geschieden, nl.
door directe inversie van de Laplacetransformatie of door w(i')
te ontwikkelen naar Hermite~functies, waarblij de ontwikkelings-
cefficienten dan julst gemakkeliijk met de Laplace~getransfor-

meerde bepaald kKunnen werden. Hier zullen wij alleen de eerste
methode besprelen,

W . v , n < -y &,
41in de 2 groctheden A, gedefinieerd door
¥ d
Ay = 7+ ak/?f s (2.8)

J k=11

dan is blijkbaar

| '>$ :
_ L 1 . IS L
Tor W)= —i- S+ e d (2.9,

waarin het plusteken dan wel het minteken gekozen dient te wor-
den naar gelan

bijde bepaling van de betreffende Aj volgens
(2.8) een even dan wel een oneven aantal mintekens is gebruikt.
De inversie is eenvoudig en levertd
W(%)ﬁﬂ mmm}m“?m Z + [5) +}4J I’i*-*l’ (?*l@‘}

(H*]..;TB. PR
1T ey 5

waarin het symbocl tussen vierkante haken gedefinieerd is door

ngn _ (X'*‘%X} )ﬂ —_ { Xn a.lS X}’ O | (2:11)
0 als x< 0. '

L. - 4 * L

&1eru1t volgen de cunulatieve vardellngsfunctle'v0¢)

H

é

v(4)= i w(t)dt = —2— 5 & [qgj.p)\jj ‘ - (2.12)

| ‘T a &
o * | _ ;
ok K J

. (2*15}

,_en*de ak*s ook vervangen.wnrden doo» hu.
je som Qverﬁ\g slechts ultgm~, 2j

strekt te wurien.aver die A,

W

i wa.ax‘vaor geldt \%4. ’\K > 0 -



2en wijziging van het voorgaande vraargstuk. Laat ons

-

siochts F willen bepalen. In plaats hiervan kunnen

wij slechts & bepalen. De discrepantie P
P=TF -G (3.1)

1s nu een gcheel getal, Gevrasgd wordt de wearschijnlijkheid

r _
3M{P) tc bepalen dat P een voorgeschreven (gehele) waarde aan-
necemt. D1t vraagstulr is aanmerkeliik ingewikkelder, hoewel
cigenlijly minder geovrangd wordt.

m# _aﬁWu

P = A(y+y) (3.2)
Jus geldt

Pmf—-wsy &P+ 3 -y (3.3)
Laat V("g*) de verdelingsfunctie wvan ¥ 21jn, dus V(?Q} ) de waar-

schijnlijkheid, dat y <4, zodat V(y)= 0 als y< = 2 en V(y)= 1
als > 2. Voor gegeven % is dan

als Y< P-1 en als ¢ P+1
als P-1 << P (3. 4)
alsa P ‘{'\}) < P+ 1,

| S P+l ‘
Q(2)= Sy w() 1 - vee-d-play +« Yy w(y) V(P+E—)ay =
1 . P

=} w(P-t+y) 1-v(=0)) ay + L WPre=7) Viyldye (3.5)

: A
1 -2
. -h“: ,.:.,i, | . .
s

Inihet’bela~fr13ke geval, dat V) valdoet aan.de symmetrlarew

1&‘t18 V( )..... 1 ~ V(m"‘x‘*) is dus:
1 ‘ - _ . ‘

()= S yw(P-g+ ‘*?}-i- w(P+E-P V() ay. * (3.6,

1 T
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Om v(@*) te bepalen, bewijzen wij eerst twee hulpstellingen:

Zij gegeven een S‘telsel gehele getallen Py, » |
Dan heeft de vergellgklng EiFkPk 1 een

met GGD(pk)w 1.
' oplesalng met gehele Fk



5

Bew1gs* 2ij 4 dc kleinste positieve w=a .arde, welke kak kan
aannemen., Zij nu Dy = qy. 4 + Ty met gehele ;. en 0 < I‘k'm a,

dan is T = Py = 4, 4 een getal van de vorm Zkak9 en
omdat r, <d, geldt r, = O. Dus d4< GGD(p, ), dus & = L.

W e WS AErNew MG Wamgen wanes e apdin: Wmihat andeer MORR YN

- Hulpstelling 2. Als de I, 's (k=1,2...n) alle gchele waarden van

~00t0ot e met gelijke waarschijnlijkheid aannemen, dat doet
F.p dit ook, mits GGD(pk)= 1. ‘

Bewijss Dit is bewezen, als wij hebben aangetoond, dat het
rooster in de n—dimensionale ruimte gevormd door de punten
(Fl,FZ,.,.Fn)in diSjuncﬁe configuraties verdeeld kan wor-
den, zodanig, dat

2) in iedere configuratie S F,n, elke gehele waarde é&én-

- kvk
maal asanneemts
b) alle configuraties congruent zijn
c) het gehele rooster uitgeput is. _
Derst vormen wij zulk een configuratie door een punt
(Fl’ 2,...F ), waarvoor Z B p =1, te vermeﬁigvuldigen met
alle gehele getallen. De a.nd ere configuraties Word en ge=
vonden door alle translaties welke do ocorsprong overvogreﬂ
in een punt?7wa arvoor ook geldt =2 Fk = O, Danfls aan a)

en b) voldaan. Ook aan c¢) is voldaan, omdat als 2 Fy P = g

b — > o T ) —
en Z FyDp, . q oak“(Fk Fk)pk 0. '
- WiJ onderstellen nu. alle a 's rationaal en herleid tot breu-

k .
ken met kleinst mogellgke gpllgke noemer q. Zij dan ak*“ T, /q

en GGD tk'“ r, dus ty = T p1 met GGD Pk 1. Dan 1S

g =35ak % H(T/Q)Eipk e = (r/q)K waarin K = 2.ka alle
gehele waarden met gelijke waarschlgnllgkheld qanneemt alsi@k
dit doet, terwijl GGD(r,q)= 1. ‘ '

Is g oneven en neemt K de waarden O l,.ﬁ.q~l aan, dan neemt

v+ de waarden_w% + %E, - + jLﬂ,..g%* g%'elk één mqal aan,

'1terw131 B voorts perlodlek 1n.K 15 met perlode q,,Dan.ls &ms*

o als ¥ <= %

o= k/q ale’ - #<- %.,+ 2q 7 q GF gy * gé"‘% ‘
_ . 1 a.lS (X'> Se o S - | | . ‘ - (3¢7)
‘ Is q even.enywordt een symmetrische afrondregﬁl voor & en =z

gebruikt als beschreven in par%graaf 1, ﬁaﬂ‘geldt (3 7) oek,;
. MakeﬂfW1J gebTUlk vanﬂhet Derlodlek voortmezette polynoom o
i‘vanBernoulll Bl(x), daﬁ 1s bllgkbaar ' o U

e S T (ORI
V('X\): L S - = Bl(qzsx) ‘als -3¢y < B (3* 8)
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Het is nu slechts een kwestie van rekenen om ((P) te vinden.

-
Onder gebruikmaking van de centrale differentieoperatoren o

LR

enn o gedefinieerd decor

kunnen het antwoord ncecg in verschillende vormen krijgen.

& f(x)= £(x + £)- £(x - 3

en de functies v en w uit (2.12) en (2.13) en realiserende, dat
2f alle q }‘j = 0 {mod 1) of alle q ,}ﬁj = % (mod 1), vinden wij
tenslette:

1Y g = O (med 2)

a) g Ay = O (med 1) enn= 2m of n= 2m+l, of g }"xj = % (mod 1)

. 2 i“: - 7, =1 ‘ | _
m{i(p)m & ,Z;.; m.......‘:,}.{m u(r::',z,x.,){P) (3'9}

o
ot
Wk
-
1
o
Ty
=
-
SF
7
-
3
3
|
AY,
&3
+
b
2

T | . ' 5
el 2 S ok A 2k) B2m+2( ) o (2m+2

- - 3 (P) -
=0 (Eli)iqgk

1 {(mod 2) _
= O(mod 1) en n=2m of n= 2m+l, of g ’R_} = % (mod 1)

o
G
i
)
3

2 o By (B (o)
Si(P)=8° 2 -—Fu uw T (P)

iy | | (3# ll)
=0 (2k)1q2k ‘

b) q 3 = % (med 1) en n= 2m+l
Y3 R (,;3__.)
25 S Pk ‘*

k=0 (2k)!iqg”

——e i) 5

(omt+2)1q~THe

u 2k ) (P)~

_ (3.12)
De numerieke wasarden van optredende Boy N B,}k(*a;::) zijn:
| _ i

AN 5 _ L_d B 1 -
25 Té‘ 4] - 7?0 g:::- = 30240 > e e
(

4
{1 o . 1y n (1
D1 B 7 BB
44 5760 61 _

Is minstens een van de 2, 's irrationaal,
eenvoudig: o

e
680

S " * @

567

dan is o = o> en geldt
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Ben andere vorm van het resultaat ige

1) ¢ = 0 (mod 2)

éf}é}

? ; | j 1 -

() (P)= % » % v(g‘)m P V(?)% (3.14)
K== wato i

2) g = 1 (moed 2)

1 1

Q (P} - 3;' ‘5}3 2 2 V(m) (3a1§)

4 o= - s

Hieruit volgt Jjuist wvoor het andere extreme geval, nl. dat
alle a,'s geheel zijn, diwez. ¢ = 1 is, ecen eenvoudige formu-

1 ]
le:s
Q) = Svip), (3.16)

welke trouwens ook direct is in te =zien,

4, Afhankeliijkheid van de breukdelen.

Tot dusverre hebben wij steeds onafhankelijke ¢, 's baschouwd.
Van groot belang is echter het geval, dat cor nevencondities azn
de t;f?k‘ s zijn opgelegd in de vorm van lineair onathankelijke

functionele relaties

v '
K3~ 2. Piufwe f | (2.0

waarin de }gz 's gegeven constanten zijn. De bovengenocnde metheadaes
falen dan en wij roepcen een mear elementaire metheode te hulp,

- welke wij voortaan kortwog de meetkundige zullen noemen, hoewel
zij zuiver analytisch dcorgevoerd kan worden. Construecr een
n—-dimensionale ruimte R, met coordinaten ¢, . De grenzen i 10 = 3
definieren een ecnheidskubus om de ocorsprong. Als de ﬁ“k' S hOm@*
geen verdeeld en onafhankelijk zijn 1s de was I‘mc}ﬂl]ﬂllgkhﬁldS“

r'zst*"‘a

dichtheid om het punt 2 (¢©qs9pe ) ergens binnen de kubus anz
te treffe:n constant = 1. De V“I‘gull‘}kli’lg (2.73) de'F‘lnlear*t éwn
hyperviak R _5 1in Rn cn v(\}f) is eenvoudig het volume ingesloten
door R, ¢ €n de vlakken 3‘9}[1 - 3. De A 3 's uit (2.8) , welke zo'n 0
belangrijke rol speelden in de c}plass;lng van de standaardp'mw
blemen corresponderen maet de waﬁr&en v%n y ’ WaATVOo oY R, -1 eecn

hoekpunﬁ van de kubus bevat. \ _
~ Is een aantal m voerwward@n (4 1) gegeven, dan kan h@'b puw: _

z1lch slechts beweg n over g blnnen de kubus gelegen ZEMA ﬁnm ‘ 
'g voargastuld dOQr (4.1).

schapp 1:1.,31«:@. deplrulm'teﬂ der R -1 S
| Een gegeviun * kan dusslech'ta worden gereallsﬁerd op de a&n Enwm
f eade Rn 1 volguﬂs (2*3) gemeansahappelmke deelru:z_m“be anmwl* o
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Is overigens azan de homogene verdeling van de {y voldaan, dan
vinden wi] v(‘%f) als het volume van R begrensd door R, 5

n $ = - 5 gedeeld door het totale volume van
R, o bogrensd door de vlakken ¢ )= %.
In vele gevallen kan op het aantal dimensies wat bezuinigd
worden door geschikte projectie, doch de technische moeilijk-
heden der berekening zijn bij meer dan drie dimensies uit de
aard der zank niet gering. De methode verschaft evenwel naast
een antwoord bovendien inzicht, wat van de hiervoor behandelde

en de vinkks

d kan worden.

methoden niet gezeg

5. Homogene verdeling en afhankel een van een

fuzwtmz,

®ij willen de hierboven geschetste methoden toepassen op
vraagstukken die rijzen bid lineaire operaties verricht op een
tafel van een functie £ met gelijkmatig opklimmend argument

Xy = X + kh. Twee vragen doen zich direct voor:
1) Zijn de %, 's homogecn verdeeld tussen -5 en 3 °
t

2) Zijn n (' 's al dan niet afhankelijk?

De eerste vraag 1s in wezen die van de gelijkverdeling modulo
1 van de functie en als zodanig i.h.a. niet te bea ntwoorden.

Echter interesseren wi]j ons eigenlijk helemaalmffoar oneindige
tafels, doch behoeven slechts te weten of de gelijkverdeling
ongeveer optresedt over een groot aantnl functiewaarden., Voorts
tabelleert men gewoonlijk niet functies, welke practisch niet
veranderen, d.w.z. in zulke gevallen vergroot men het interval
h op passende wijze. Daarom ligt de zaak toch anders dan in de
getallentheorie en blijkt aan de homogene verdeling meestal
zeer goed voldaan te zijn.

- De tweede vraag 1s belangrlﬂcur* Voor de n-de dlf.heren“tle
A f van een nwm%al continu dlfferen'tleerb%re recele functie
f(x) geldt & Oe = pB f{n) {£) met Xy & £ € X iqe Als f(n) (%)
begrensd is over het gebied van de tafel kan A'f willekeurig
klein gemaakt worden en vrijwel iedere functietafel, welke 1in
de pr*ak‘tl ik gebruikt wmrdt is met zo'n klein interval gema&k’t

dat een bepa%lde ﬁlfferentie verwaarloosbaar klein is. Nu is

N n oo nwk*l n O .

k"‘*l
, k=1 % YT S




" onafhankelijk cen is xAVE homogeen ver—
nafharnikkelijk van 2 Sy don 1S Prs1 onafhankelijk

. Is echter over het gehele grote gebied, waarover
ank wensen te doen oA'f ~ constant , dan 1s

? s " d g D
ﬁl&ﬁ @ *«?ﬁg * & * ¢l

. % ® T
TP oereo 117 van o
e ke de e i e ) N TR ] % -ug . % @ i

ge

1~ 'f:n
De langetoe difforentie welks breukdeel =~ constant is noemen

wij de critische differentie. Differenties van lagere orde
ncemen wij subcritisch, die van hogerce orde supercritisch. Op—
gemerkt dient te worden, dat wanneer «A'f exact constant is
(zodat wh&n+p = 0 13}, sl echts voor irrationale oL AUF geldt,

en verdeeld zijn. Polynomen met rationale

C.J
(T

dat de ¢ 's homog
e

cocificienten en raticnnle h veldeen dus niet aan de gelijk-

verdeling van de -:"f;ff?}{‘ s en zullen worden uitgesloten, hoewel de

resultaten, welke wij zullen afleiden, wel goed kunnen zijn.
In het volgende zullen wi] onze tafels de volgende eisen

crpleggens
1) De 9,.'s zijn homogeen verdecld.
2) Tet zekere n geldt. dat ¢y «-. i, onafhankelijk zijn,
terwill van hogoere n afhankelijkheld optreedt en wel
direct in dc functionele zin (4.,1).

De vrang of cen bepanlde tafcl hieraan voldoet laten wij
cver ann degeen die de resultaten wil toepassen.

6. De verdeling van de differenties in een tafel.

De voorgaande overwegingen leiden al direct tot een practisch
probleem, nl, dat van de bepaling van de waarschijnlijkheid
$2(P) wv=n een voorgeschreven discrepantie P

Dit vraagstuk is danrom van groot belang, omdat men de dif-
ferenties AHF, waarvoor AT ~0 is gebruikt als controle op de
juistheid van de getabelleerde F-waarden. De extreme waarden
die P dan kan aannemen zijn + 213“19 doch de waarschijnlijkheid
van zulke grote en zelfs beduidend kleiner@waarden 1is 20 gering
dat men met recht de F--waarden kan wantrouwen ook al 1s P een
weinig binnen deze extreme grenzen. Men moet dus voor verschil-
lende n practische grenzen aangeven. Comrie heceft dergelijke
grenzen aangegeven gebaseerd op practische ervaring en Miller
berekende, dat deze grenzen van Comrie juist die waren, waar-
voor de verwqchtingsw&arde van een grotere P kleiner dan 1 %
1ngew1kkelder is en dat

is. W:Lg zullen aantonen, dat de zaask
' een dersg &':‘:113}{8 un:tspraak allei:,n onder bepas@lde vertnderqtelllnw _
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gen ever o« /\f gedaan knn worden

1s
dc oplossing van het tweode ste
gezochte resultant. Als 2y fungeren de binomiaalcoefficicnten
(“l)nm?+¢<kn ) veor k¥ = 1,2...n+l1., Omdat de ak’s geheel zijn
kan de ecnvoudige formule (3.16) gebruikt worden.

Is AF critisch, dan zijn 4,... ¢, onafhankelijk maar ¢ .
is er afhanl

(3T supercritisch, dan zijn ... @ Nt onf‘a.fh'a,nkfpll;}k en

daardvrangstuk levert ons het

celijk vane Uit (5.2) volgt dan

V(P) = Sv(P + Ay, (6.2)

® o | - +
waarbij wecer &k == 5“1¥n : l(kfl)

resultant hangt nu af van «APE. Voor «A°Ff = O vinden wij

i@ﬁh wiL veor k — 1523 ¢« « Tle Hi":}'t

Miller's resultaten,

n L . ..
Is AT subecritisch, dan zijn @n-%-l" e Y afhankelijk van de
g I U Rasue

onatfhankelijke fq e P . De oplossing kan nu worden ge-—

N ]
vonden met de me:o Tkund:a,ga._ me thode.
Op deze wijzc hebben wij {i(P) onder vele omstandigheden uit-

gerekend. Als voorbeeld van de rcosultaten geven wij f.(P) voor

de derde differentic op pag. 12 . Men ziet wel, dat de wnrar-
schijnlijkheidsverdeling zecr sterk varieert met de omsitandig-
heden. '

7.« De kans op afrondingsfouten bij interpclatie.

Ben andere toepassing van de thecorie is gelegen in de in-
terpolatie van een functie. Hierbi] wordt ecn functiewaarde £
behorende bij een argument x_ + p(xlwxc) gevormd als een

P

lineair compositum van een aantal functiewaardens Zijn de
functiewanrden welke hierbij gebruikt w orden modulo 1 onaf-
hankelijk, dan kan zonder meer de foutenkans berekend worden
met de oplossing van het standaardprobleem 1. Van meer belang
is echter het geval, dat wij het geinterpolecerde resultaat ai-
ronden tot het originale aantal decimalen en dit antwoord ver—
gelijken met dat, wat verkregen zou zijn door de interpolatie
te verrichten met behulp van de nist afgeronde functiewanrden
en pas daarna af te ronden. Standaardprobleem 2 levert nu de N
oplo ss:.ng. D"—L‘B.I‘bl;} komt het merkwaardige re sultaat te voor-
schzgn, dat de kans om een fout van een bepaald aantal eenhew-
den te maken een dlscantlrme functie van p 1s en wel zodat

voor iedere rationale waarde van p een discontinultelt cap'treedt‘
Dit effect is overlgens slechts van belang als n kl@ln of i o
"erg rationaal" is. Als voorbeeld volgen hier de ka.nsen, |
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op een fout +1 of -1 samen voor lineaire, drie- en vierpunts
centrale Lagrange-interpolatiec en wel is de corste kolom de
waarschijnlijkheid $(1)+ 5.&.( -1) gegeven voor de eXxacte waarde
van p, terwijl er naast de kans is gegeven voor cen p-waarde,

welke er willekeurig weinig van verschilt.

P Lineaire interpolatie  Driepuntsinter-  Vierpuntsinter-

polatie polatie *
O C.0Q0C 04 2500 0.0000 0,2500
O.l1 0.2278 Q42259 G,QBSS 0.23%58
Q. 2 0. 2000 De. 2021 Ca2208  0.2208
0.3 C.1881 0.17357 0.2058 0, 2058
0.4 O0.16067 Q.1722 0.1932 0.1938
05 O. 2500 0.1677 0.1897 0.1536

Vooral bij p =0 is het rationaliteitseffect zo groot, dat een
eenvoudlg experiment het gemakkeliik anntoont.

Ock nu kunnen wij weer het geval onderzoeken, dat de func-
tiewaarden, welke bij de interpolatie gebruikt worden functio-
neel gecorrelecerd zijn. Nog zonder veel moeite is dan het ge-
val van lineaire interpolatie in een tabel van een lineaire
functie te behandelen. Het blijkt dan, dat het breukdeel P van
de ult de tabel geinterpoleerde g nog slechts 2 waarden kan
aannemen, (tenzij bij rationale P, waarbilj het kan voorkomen,

dat é€én van beide waarden # wordt, wat dan verdeeld dient te

worden over = en -3), en nog wel met verschillendewarschijn-

lijkheid. Afgezien van het juist hierboven genoemde effect heeft
rationaliteit of irrationaliteit van p mu geen invloed meer! '
Daarentegen speelt nu ecn rol of het breukdeel van de constante
eerste differentie (dus « Af) al of niet rationaal is. Ook
speelt de afgeronde waarde van de differcntie {(dus AAT) nu

een belangrijke rol. De kans op discrepanties 1 of =1 varieert
ny sterk met de omstandigheden, maar als «Af irrationaal is
geldt O(1)+:(=1)<%, wasrbij hetzij Q(1) of & (-1) willekcurig
dicht bij 3 kan komen. Is «A T rationaal, dan vervall ook deze
begrenzz.ng* Uit de algemene theorie leidt men gt..makkel:z.;}k
e‘x:'treem gunstige of onguns*ﬁ:z.ge Qmstandlgheden a.f. Is bijv.

f = 40 x afgerond op eenheden getabe elleerd voo™ gehele x, dan

is iedere geinterpoleerde juist. Is daaremtegen f = 40 x + O,
‘en p = 0,01, dan is het resultaat altijd fout! '




