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Berekening van de coefficienten van de

agymptotische ontwikkeling van de functie
20

f1iz)= Z ﬁT’(a«n+P .

Inleiding. '
Het doel van dit rapport is de asymptotische ontwikkeling wvan de
gehele functie

0,00 £ (2)= Jn P ;>0
T Tlogn +p) Rew;)> 0 (i=1,...,m)

l’.’
af te leiden en wel speciaal de coefficienten dezer ontwikkeling.
Daartoe begin ik met de functie

-(0 1) \IJ(Z)—- TW ' Re(ev,) > O.

asymptotisch voor te stellen met behulp vasn de residuenrskening en
probeer dan hetzelfde te doen met de functie

°° n

(092) x (z)= r(dln'*'?’l)zr(‘”(zn"'ﬁz) Re (Qli }>0

hetwelk lukt, dank zij het door VYright gepubliceerde artikel "The
asymptotic expansion of the generalized Besselfunction®; Proceedings
of the Iondon Mathematical Society, Ser 2, 38 (257-270).

De coefficienten zijn te berekenen, zelfs is dit in principe nog
mogelijk voor de functiell{z), maar practisch is het ondoenlijlk.

Het bezwaar dezer methode is dat zij niet symmetrisch\}s\ in de
o 's of de pi’s, terwijl het duidelijk is dat dit met de coeffi-
clenten wel het geval moet zijn. De symmetrische weg geef ik dan
tenslotte aan; deze bestaat uit toepassing van de bekence ontwiklke-
ling van Stirling voor! (x), {x] voldoende groot en het korte +ijd
geleden verschenen rapport van J.H.B. Kemperman "Asyrptotische cnt-
wikkeling van gehele functies, die door machtreeksen gedefinieerd
zijn"., De stellingen uit dit rapport maken het mogeliijk, sangezien
zij functies van aanmerkelijk hogere orde toelaten dar de oorspron-
kelijke van W.B.Ford afkomstige stellingen (zie "The csymptotic

-Developments of Functions defined by Maclaurin-series).
BATHEWATISLE CEETRUS
REKENAFDELINS

i
p
#



1. De_functieWV(z).

Stélling 1., Voor waarden van z met {z[ groot genoeg is de gehele
functie ¥ (z) gelijk aan .
N

' Z 1-’3 =11l
1 k 1l Z
(1,1) Z P~y e Zk - E W + %(Z)
waarbij e 4
ki
le Zk - (ze )1/9!,
@1 2° de sommatie ZEf slechts genomen wordt éver die gehele waarden

van k waarvoor |arg Ll
en 3° eg(z) een functie is welke gelijk is ng'N)

(Zie EM, Wright, 1940. The asymptotic expansion of integral
functions defined by Taylor series. Phil.Trans.Royal Society, London
A 238 (423-451).

1

Bewijs: In het volgende stel ik o4 =c%i+uxl en is C een contour,
beginnend en eindigend in -a, het nulpunt positief omlopend. Verder
is de negatieve reéle as een snede,

' Gebruikmakend van de integraalvoorstelling

(1,3) Af%;y = E%E é e v au ,
gaatqf(z) over in
(L4 ViD= ozl 2 [ R

Men mag in (1,4) sommatie en integratie verwisselen, indien voldaan
is aan

“ - "
jzl< 6 }u*":@}u} 1 o= % argu (0 <8 < 1)
voor elk punt u op C. Vervorm nu C zodanig dat de cirkel

laf = [67 )2 ew'"}g}

geheel binnen C ligt en men vindt

]

, =fy+%y
(1,5) ()= =ir / e U_T_ T gy
? Yf oni ) o

De integrand is analytisch met uitzondering van u=0 en de punten u
waarvoor geldt ud’= z. Deze laatste liggen allen binnen C, Aangezien
de negatief reéle as een snede is, komen slechts die polien in aan-

merking, wearbij
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: ‘ : ami
. (1,8 |arg (z‘&‘ ek )ls. ys k geheel
of
(1,7 . T}? }dl'(arg z+ k 27 )~ o('"log jzl | g7
. 1

Trek ik nu C op de negatief reéle as mmen, dan gaan de spiralen in
het z-vlek:

(1,8) ~ arg z - o Tlog b= Tit)=ot'x 27T )

en k geheel

(1,9) ojarg z - o log z|= - ], l_o('k 2w

een bijzondere rol spelen. Beperk z tot een spiraalvormig gebied 3,
ingesloten door’ een 1ijn van het type (10} en een van het type (11},
gekenmerkt resp. door k en k', zodanig dat er geen andere spiralen
in het binnengebied bevat zijn. De rand wordit meegerekend. Ligt =z
precies op de rand, dan breng ik de snede iets om de pool op de
negatief bestaanbare as heen, en wel, indienz ligt op een spiraal
van het type (10) er onder langs, anders er boven.

Na deze voorbereidingen trek ik C samen op een nieuwe weg D lopend
op infinitesimale afstand van de snede en vind:

+ & l-ﬁ ' _ﬁlwl
1 k 1,1 Jevn °
(1,10) \{/’(z)_ X Z e zk + 551 jDe oo — du.

Verder gebruikend:

u u 1
, - E -

g
U - ! 2 Dz

gaat de integraal in (1,10) over in
N o (1)
(1’11) - E b4 - Z . eu u
F(pl—ulﬂ) o1 =

i u = 2

du »

De stelling is dus bewezen, zodra aangetoond is,-z dat voor ze §
en |z/~do de integraal in (1,11) gelijkmatig tot nul nadert.
Ik voer daartoe in

i ’ ”
{(1,12) Arg z = o [o{, arg z = o, loglz!}
en het gebiedSkan dan zangegeven worden als wvolgt

’ »

ol o
1,1 .~ —t k2T £ < T-_Lxt 27,
(1,13) wr X 2 Arg 2 Rk 2



-4 -

-

Verder geldt véor alle waarden welke voldoen aan.u = zf&' .
d P .
, . ,
(1,14) arg zh’ = Arg 2 - -l:(-}-i- 2T m - (m geheel)
1
: - 0(,
Zij tevens een £ gekozen: 0 <& < Min(z ’T&fii Ty

- Dan kan ik voor elke waarde van Arg z uit S de weg D omvormen tot
Dt, lopende als asngegeven in de figuur

‘op het Riemannse oppervlak van de in'begrand, N
zodanig dat D' asymptotisch raakt asn 2 lij=~ ' }/\J

nen, wier hoeken met de negatief hestaanbare
as cf’, en (ﬁ voldoen aan de betrekkingen

lpif< o ; } $=1,2

/

}(ﬁ- Arg z + -x—g:—’— 271:m‘ 2&
. !
o,
Wegens Arg u '= arg u, correspondeert nu met arg u = const een

. o : L
spiraal Arg u ' const. De voerstralen, welke overgaan in een zelfde

spiraal hebben dus een argument gelijk aan arg u + %1 27 m met m
o

geheel., Voor u op D' en Arg 2 constant liggen u ' en z op sniralen
met een verschil in Arg »£ of voor |z|{> R geldt, dat lu"(’ - z}> Rt
“met R' en R positief, zodanig, dat R!' onbegrensd aangroeit met R.

Dus voor z€& 5 nadert de integraal in (1,11) gelijkmatig tot nul en

is de stelling bewezen.

Opmerking: Deze ontwikkeling is een speciaal geval van ‘theorema 1
van Kemperman. )

/
Kies nl. glw)=———
T’(Wf-g,)

F(z)= 'g“ g(n)z™ = o zlnﬁl + (T{]zi h}

Voor Re (0(1)> O en een p geheel > 0 is er een 7, zodanig dat voor

dan is

\arg z%’”< /4 de functie
T
o oo

G(z)= Zﬂ gln)z® = Z?: f—(d-i—g-ﬁp gelijk is aan
P p ‘
F A pw)- 2 eCama s Ofl

!

.. [_«h
waarin Ju[m) -

Ik krijg dus weer de ontwikkeling (1,1).




2, De_functie X (z).«
Met behulp van de zadelpuntemethode bewees Wright in zijn in de ‘

inleiding vermelde publicatie:
Voor A>0 kan

N o n .
(2,1) G(}\,/L,Z)z ZET"(ml?T(An-*-/L) = "2‘]'1‘;’{}611_/“ exp(u+ j’-\-)du

asymptotisch voorgesteld worden door

' 7 1 N
(2,2) Jme ™ g F*3 { 2k o (Amant + 01 e ’Wl $ 0=

s t
wazrin 7, = ( oz e2"ml)i?7
- Q+1})‘+1
Q"— )\)_ 1

) : .
en de sommatie 2™ geschiedt over alle gehele m, welke voldoecn aan
de eis \arg \ nZ-L '
De coefflclen‘ten Ck()s,/x,) zijn als volgt te berekenen: Zij dk de
coefficient van v2 in de ontwikkeling naar opklimmende machten van
van de functie

’ m¥2 (l-v)"{ 1+)-‘-1"3—?~ v-t-—-————-(—~()";20)r 2+3) 42, ..} kb 0

dan is
~1E delpe-dek 2 (K
(2,) ¢ )= S\f:)_—'i’ (ML (kg

Nu is het mogelijk het volgende asan te tonen:
Theorema: De gehele functieX(z) is voor waardenvan z met {z} VOl
doende groot te schrijven als

f’/ L
(2,5) - Z e Z, {Z Oy Z 'k+0/(z;;N,Z

N~ n
- o | Z +0’(Z-—N)
waarin ooty .
- { (of, +4,) ! eZﬂmi% ot
m !, »ly 9
(2 6) . 0(, O{Q o+,
, Xy Ay (o, o)
Ckﬁck(a_l 7P2+5Z'i'[l"f5:]) ’ en T = o(or, O{"‘z ST
i £ 4



- B

Bewiis: Evenals in de vorige paragraaf kan ik schrijven:

; B s Zn 1 J W L, 1m
(2,7) X(Z)— Zoér(“]_n“‘ﬁ’l) - B Ce u %2 Prgy =

R Y R
_'ZTIiJe u z\)(/(u%) du
Yol

o n

Z /ot
| z (
en wel omdat -‘1;&: begrensd is op C, dus Eﬂ T——-.-@( /3 -y gelijkmatig
convergent en verwisseling van integratie en sommatie geoorloofd is.

De asymptotische ontwikkeling van Wif (}) is bel:end:
N
. 1 %’k I-PI N-1
{
(2,8 Y=gk gy - ﬁm‘*m} )y

met . %{

%Zij voorlopig o > 0, o4 >0 enof,<e), (Dit laatste is geen beperking).
Kies % positieve getallen &,,&, end,, zodanig, dat

0(1£.z< ( oG+ )‘5.3 )

(2,9)
of, € + GE +( o +0, YE5 < TT (o, =),

Nu verbuig ik de contour C zodanig, dat hij asymptotisch raakt aan
twee lijnen, waarvan de een een hoek l;- + &, en de ander een hoek
-( {f— + £ ) met de positief reele as maakt. Verder is op C aan
larg ulz< %— + &, voldaan.

(2,8) blijft gelden als gesommeerd wordt over de gehele waasrden
van k welke voldoen aan

(2,10) argfs <3 T - &,

Ik beweer, dat bij substitutie van (2,8) in (2,7) de sommatie
uitgestrekt mag worden over alle gehele waarden ven. k, welke voldoen
aan

arg 7z +2 Tk
|:>l,~)~c=(L

(2,11) < §+5

3 L]

Want zoals hieronder aange‘toond zal worden, volgt uit (2,11)
(2, 10) en voor 8 >0 en arg’}kl 2 +% is voldaan aan (2,11), zodat

het asymptotlsch gedrag van £,8) bij substitutie in (2,7) niet ge-
stoord zal worden.



Voor 5«~~—-— geldt'

. | arg 3+2Wk | | argz-ohargut2nk o5

‘avg ’é‘k" l o, f = ) 1(3(’ 6 0(1 (2 +5 Y+
-2 1 ol 3 -

+o(1( &)= g [(cx +20,) 5 4,6k )63}: ST &y

volgens (2,9).
Is nu g.> O en }arg ?k) £ %:-l-gdan schrijf ik,

arg z +20k _l , o }
= « | arg Y4 o= arg u
7['
£ — = = -—-—-—— o,
£ m%[ é‘+d' (2+a)] Al CALELIE
T
< 5 +&;,

vooropgezet, dat ik & zo ken kiezen, dat

ol 18 ol & (g ¥X ) E,

hetwelk in verband met (2,9) mogelijk moet zijn.

- 8tel nu
o,
cp [ ap 22 (1ep) omki
1 2rkiw, Pr= & F’/ (ze )
(2,12) H, = o (z e ) Zu ! expgu-i- = }du
en
(2,13) R = 5r J ¥ u™ ™ o 2. —)au
C : u
dan vindt men door middel van (2,7) en (2,8):
N—r -n

-/
waarbij de sommatie ZE slechts genomen dient te woirden over dis

gehele waarde van k waarvoor voldaan 1s aan

- argz+2 rk T
(2,15) l oo, |€ 3 tee
Het is direct duidelijk dat de restterm R hoogstens van de crie
-N
2 18.

Om het asympitotische gedrag van (2,12) te bepalen, gebruik ik heod

"boven asangehaalde (2,2).

&

“‘:ﬁ&i-» Ciakdd WwLE Iﬁﬂ'
.EKENAFDEL!NG
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Hierbij wordt gesommeerd overdie gehele waarien van m, waarvoor
de grootheid

Y
. l“ s d,‘l‘d
[’E (2 eZEk:L)/u eZmn:L] *

een argument in absolute waarde < 7Zheeft. Dit argument is gelijk

- aan

o [argz+2ﬂk ] argz+2 n'k ’

- Tr Tm -
o,

Wegens (2,15) en m— > % komt alleen n = O in asnmerking.
1 2

Volgens Wright is dus

(2,16) Hy

t

g v
2Tk A oy 2rki
I (Z e ) ! G(a‘;spz + 'd,(l'Pl)’(Z e ) )

o, ~ N
e B ’1" - 7 (1~ I) -
- s SO foxp 2 Rostt [ c«»an"mZ?}’

waarin gesteld is
{
(2’17) Zk - {T 7 627(31{1}0(;-?0(2.’

' (2,16) is gemakkelijk om te werken tot:

El-"’ A l.” , - f N‘/ '
Hy = 01“' e ¥ Zkl [s {32{2*1 Cp ot +O’(Z;cn
- k

/

De coefficienten ¢, worden gevonden door in (2,3)‘ en (2,4)

n

ml
T r—3 + - »
A = /u, f3 (1 @,) te nemen

Hiermede is het theorema bewezen voor o(,l en OQQ reeel groter dan

nuls Merken wij op, dat de coefficienten Cy analytische functies
zijn voor alle ¢ -waarden, waarvoor geldt Re(e( >0, dan kunnen we
dus de coefficienten ck()\, ) analytisch voortzetten, zodanig dat de
formules blijven gelden voor Refer;)> O,

3. BEnige opmerkingen.

Schrijf ik de on‘bwikkeling (2,5) in de volgende vorm
N~
“P &—k k z +£(z),

(3,0 X(2)= Eake

dan vind ik . .
Pt Pz_-2 Fom "-P,_

(3,2) 8 = 7—;‘%“' (6( 2) Q(lh
) 12@‘1(’2‘“2?1*‘“ ][dlpz-o(zpl.d]] +(o( #20t, ) (L r2o)
a =
1 24 V 2n +Pl ~ﬁ‘Z Pé

{0ty +t,) o'




4,

- G -

welke coefficienten symmetrisch zijn inoy en of, @,en, o

Hierbij kan opgemerkt worden dat men gemakkelijk kan laten zien
dat de a, voor o= = g = 1, (sf + 1 de coefficienten worden van
de bekende asymptotische ontwikkeling van I/,,(Z Vz). (V—;)'f/ .

Men zié_t echter dat de functie, waaruit zij gevormd worden, in
het geheel niet symmetrisch is., Wel is waar is men in staat uit (2,5)
numeriek meer ontwikkelingscoefficienten te berekenen', manr een groot
nadeel is, dat om tot de asyrpiotische ontwiklceling van 2(z) te
komen, memv(m-l) maal een proces moet uitvoeren als in § 2 gedaan is
en krijgt men (m-2) producten te maken van reciksen om de coefficien~
ten te bepalen. .

Dit is al gauw onhandelbaar. Daarom volg ik.in het volgende hoofd-
gtuk een weg mogelijk gemaskt door theorema 4 van het in de inlei-
ding aangehaalde artikel van Kemperman. '

De :ﬁunc‘bie_Q(z).
Ten einde de functie(l(z) te ontwikkelen, stel ik in theorema 4

V¥

C een rechte, beginnende in het punt (-!?,—N) (N een natuurlijk getal)
en een hoek -argX makend met de positief bestaanbare as en

(W)= i
g ﬁ"\ (oliw+{;‘>i)

Uit het theorema volgt nu als k een even natuurlijk getal is:

X n . A
(4,0 R ] Snlk=lIEv g (u)a"aw -
Z:. /ﬁr‘di‘“ﬁi) / sinTrw
N

+0/(z"N) .

_ ZL' Zq.-n
7 AT pamrey)
) E
Behandel nu .

(4,2) I(z)= jw g(w)z" aw
C

sinnmw

met behulp van

ks
sin(k~-1)rw ; 24T
.IIIL | * 3 c
(4,4) . = A"q )h b, 8w, ;
’ g ET-,( diw '+Pi) i {é T’@(wﬂi-ﬁ-ﬁ m(w-i-fj—i-s;ﬂ_
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waarin|8 (w,s)! <k x constante > 0. (7ie voor het laatste bijvs
K.Hughes) .

Dus: . . .
, : 5 ,
(4,5) ; I(Z):g Z ey j (zhe” s dw + Rg (z)y ,

0 ﬁ(&w’lﬁ
waarin i
. JTiw
(4,6) ()= jlﬁ'«w%-mll) aw.
. Stel ik nu verder :
(477) AW ‘Fp'i' h =
PP Y
(4,8) (z A <31y = Zj ,
dan vind ik
oS ' h
2jmiyw g% =B 7.
zhe _ _ - j 1-A-h
f r%m;m%— = ‘“‘TT aw'= o 3 23R
w'-’ls-s- , 7
- WoefB e S L j peS=
en R (z)= T‘(w) 8 i , slaw'<k e ° 73 P
-N
BEr is dus beweszen: ‘ N
-1 7. -n
(4,9) L (2)= E{Z oy € 9 Z%"P"h + Rs(z)z - Z g +
° o 75[_[—\((5[."9(,'_“)

+0/(z"N)

Z. :
(4,10) waarbij R (2z)= O'(e d ZES-F’) )

en deE' slechts over die waarden van j genomen dient te wordern,
waarvoor larg Zj ‘( .

Rest nu nog de coefficienten Cy en de A X enfte benalen:

Neem aan beide zijden van het gelijkteken in (4,4) de logarithne
en ontwikkel wvolgens Stirling., De termen van de orde v\f"3 nog mec.y
nemende, vind ik ’

(4,11) ~(€4%_ o ) wlogw-wilog(/zfto(f‘ ) - bc\} f(fnh,

—{/g log 27+ 1og’7lé£1f o(ffy‘% - %i’i éfjl(p '1)2}

120, |

.3, {f Pa (265~ 4y } i W}{/i 3\0/51%— Des0ps-it

1zo< 360 o>

{
J

L]




= -oftwW log W - w{o(logo(-— log A ...<} - log w[(é— 3

—{l log 27~ log c, +(‘6-i310go{} L %T(L% 1)+l _Q/(;e_._}

NEWLCCT R L s , %2/° f
wil 1247 ol 5 X2 0(2
4 { 3040 (B=2)+30p%=1 _ 3p° c1/qt3p °1/e 530100 /05" °i/e3 °
w 360 ol 3t )
3/0O :
— —‘0'2‘3— s 4 2

De resultaten van gelijkstelling van de coefficienten van gelijke
orde links en rechts 2zijn achtereenvolgens

(4,12) ot =/§_ o
t . ol

(4,13) A = m—— .
(4,14) B= ’ile -AE .
' -~/ %P
(4,15) c, = «f A/'ﬁdﬁfb
] o . (_\/Z;E‘},L-‘
c 6A; (p.-1)+1
1. gple=1+l L Py
/'L (2 —3)+ 2 c 2
2 P3Py pP(a-3)+ 1,1
4,17) 5 = F - PR v p = 4
s o Z 122 T | PT 207
(1,18) 3. 30p7(@-2)e30p1 f 5963 (s f.)fi’oﬁfl a,
’ ° 1360 36052 F %
2 3
e ©3. ©1%
+<2{5+1)---{e.-% e
‘ e, c c
) o
Analytisch valt nog op te merken dat men voor = 2 met behulp

van (4,15) en (4,16) weer de waarden (3,2) terugkrijgt.
Numeriek zijn nu de eerste vier coefficienten gemakkelijk te
berekenen. Heeft men meer nodig, dan behoeft men slechts van de
~ reeksontwikkelingen meer termen mede te nemen om een relatie -‘be
krijgen, -waarbij de h® coefficient uitgedrukt wordt in de (h-1)
voorafgaande en de bekende coefficien'tendi,(& jr X en[ o
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