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Over de convergentic van ecn lteraticproces

voor bilinealre vergeliljkingen.

1. Op te lossen zij het stelsel bilineaire vergelijkingen

a P, 4, + a P, Qn +... + & p, a4, = Db
11 +j 1 12 +J 2 1m‘+1 m 1
8q Pp Ay * 8pp Py dp v F Bpy Pp Oy = Py
+ + + :
| : - (121)
+ + ;
&1 ﬁm A+ 8o Em Qo +eoo + Bpp Em &y = by
€1 €2 Tttt Gy
m m :
waarblj geldt jz cy = :Z bi’ terwijl alle aijﬁ bi; Cy reeel zijn.
i=1 i=1 .

Deze 2 m vergelijkingen met 2 m onbekenden Py en qy (1 =1 ... m)
zijn niet onafhankelijk; de oplossing bevat een willekeurige con-
sta?gi. Is1p§?gi q§o) een oplossing van (1,1), dan voldoet ook
apj’sa a; -

De volgende iteratiemethode wordt toegepast:

Zij voor de p; verkregen de benadering pi(n) (1 = 1...m), dan wordt

een benadering voor de qy berekend volgens

C3
9 (n+1) = (1,2a)

m
;é1 a5y Py(n)

Hieruit volgt dan weer een nieuw stel Pyt

Py
pi(n+2) = (152b>

ay 5a4(n+1).

1

M

Elke berekening van een stel Py of een stel L wordt dus als een
iteratiestap beschouwd. De beginsehatting pi(o) z1ij de nulde stap.
Hiervan uitgaande worden derhalve de p,(n) met even n en de q4(n)
met oneven n berekend.

2. Voor het geval m =2 kan het stelsel (1,1) exact opgelost worden,
terwijl anderzijds eenvoudige convergentievoorwaarden van de methode
(1,2) voor dit geval kunnen opgesteld worden. In het volgende zil]
daarom de beperking tot m = 2 gemaakt. Het stelsel (1,1) wordt:

844 Pq 9y F 245 Py Ay =Dy |

+ + (2,1)
851 ﬁe q * 8y ﬁz A = by

1 - %2
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Een der vier onbekenden Pys Poo 15 Ao kan als parameter beschouwd
worden en een der vier vergelijkingen weggelaten., Om de hierdoor ont-
stane asymmetrie te ontgaan, kunnen als volgt nieuwe coefficienten
en onbekenden worden ingevoerd:

b, +b c.,+C
- _
S = S = 5 b1 =S +V
b1'b2 b2 =S -V
V= —s— 4 waaruit volgt (2,2a)
¢y = S + W
€17%2
W = —— Cp = S - W
Z
Z=pq q:-—.._
p1 1 1 by
X = 5% waaruit volgt g, = %? (2,2p)
a
_ 2
y = ET by = X Dy
De vergelijkingen (2,1) gaan hiermee over in
a11 z + a12 vz =S8 + V
+ +
8sq XZ + 855 Xyz = S -V (2,3)
f i
S + W S-W
Dit stelsel heeft twee oplossingen
(WD~VP)+R
X = (2,k4a)
2a21a22(S+V) V
y = (VD-WP)+R
2a12a22(S+W)

2a,, (5+V) (S+W)

2 = {STWIV)DFSPIR

Hierin is D = a11 a22 - a12 a21

P = a

849 8op * 845 8py

R°= (Vv + W° - 8%)D? - 2 vweD + 8°P°,

Men kan het teken van R kiezen en verkrijgt dus twee oplossingen
(2,4). Voor het reeel zijn van PysPpsdqsQp is nodig en voldoende dat
X, ¥y en z reeel zijn. De voorwaarde hiertoe is

R°Y 0 (2,5)
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3. Het iteratieproces (1,2) toegepast op het stelsel (2,1) levert
°1

q, (n+1)= (3,1a)
! 219Pq (n)+a5,05(n)
02 (
n+l )= : 2 1b
%)= F AT, () 2+1P)
( > (3,22)
p.(n+2)= - 3,2a
1 &q1%1 . 810% ’
ay1Pq{n)+ay,po(n) = 2,50, (n)+as,0,(0)
( P2 (3,2b)
Pr(n+2)= 3,2b
2 354C4 850Cp
1p1 (n)+32,‘p2(1’l) 12{)1 (n7+a22p2(n)
P, (n) .
Onder invoering van x(n)= N gaat (3,2) over in
£+t x(n)
+2)=
x(n+2) n, M, x(n) (3,3)
waarin
by = bg(c1 + 02)a11 P
Bo = boley aqy agp + ¢ a4y 857)
(3.4)
ny = bo(ey ayp anq oy 24y apy)
ny, = byley +c5) a5y ano

(3,3) is een differentievergelijking voor x(n). Een dergelijke geldt

ook voor ) ay(n)
y(n)= gray
q.in

Uit (3,2) kan ook een differentievergelijking voor p1(n) verkregen

worden, waarin echter x(n) nog voorkomt:

2
p1(n+2) b1t1+(b1t2+b2n1) x(n)+byn,x" (n)

ooy (5,75, 5,7, X(a); (3,5)

3,4) nog de beginschattingen |

Als randvoorwaarden komen bij {3,3) en
(

(
voor x(0) en p1(O). Een oplossing voor (3,3) kon gevonden worden.

4, De functie f(n) z1J als volgt gedefinieerd:

f (n AN+C
?%U%‘ BNTC (4,1)

met N = th kn , terwijl A, B, C, £(0) en k constanten zijn.
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Sehrijft men X = th 2k , dan geldt

th k(n+2)= N

. ; f(n+2) _ A(N+K)+C(1+NK
Hieruilt volgt wéTGTl'— ST IO LTaNR (4,2)

Eliminatie van N uit (4,1) en (4,2) levert een differentieverge-

1ijking voor f(n):

£(nte) _ K(22-c®) £(0)+{c(a-B)-k(aB-c2)) £(n) (4,3)
£(0y  4c(A-B)+k(aB-C®)} £(0)-K(B"-C%) f(n)

Nu zijn de vergelijkingen (333) en (4,3) dezelfde, als tussen haar
coefficienten t1,t2,n15n2 resp., A, B, C, K de volgende relaties be-

staan:
2 o, Pt
K =1 - b e (4,4a)
(8% +t,)
t n,-t
8 - %{f(g) N E\I (,40)
1 {87
B = K{f_?r-+ n, £(0) (4,4%¢)
n_ +t
C = _T-1 2 (LI':M'd)
£(0)= x(0) (4,4e)
De vergelijking (3.3) wordt dus opgelost door
x(n)= grag - *(0) (4,5)

De coefficienten hierin zijn door (4,4) op het teken van XK na bepaald.
Het teken van K is echter voor x(n) irrelevant; zij K> O gekozen.
Door (4,5) is x(n) nu bepaald als functie van N = th(% arc th K).

Bij gegeven K is N weliswaar niet voor alle n eenduildig bepaald
als functie van n, maar Jjuist wel voor de even waarden van n. -

-5, Wat de convergentie van het iteratieproces aangaat, kan allereerst
opgemerkt worden, dat x(n) in het algemeen een pool zal hebben, en
wel voor np = % arr th - % .

Het geval echter, dat np even 1s, kan uitgesloten worden door
x(0) en daarmede B en C geschikt te kiezen,

De convergentie van x(n) hangt dus slechts af van het asymptotisch
gedrag van N, waarvoor de parameter K, die volgens (4,4a) en (3,4)
ult de coefficienten der vergelijkingen volgt, beslissend is.

Er zijn zes gevallen te onderscheiden, waarvan hieronder een over-
zicht volgt:
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G N(voor even n) lim N
n- co
. n K
1) <0 itg (§ arctg =) geen
2) = 0 0 geen
3) | on 2}? th (3 ar thK) 1
- nj
5) > 1 coth (% ar coth K) 1
6) ¢ <o geen
1) (n) convergeert niet
2) (n)= x(0). Dit geval treedt op voor'b1+b2=c1+c2 = 0.
3) x(n) convergeert
4) (n)= A+C x(0) voor n>0. Dit geval treedt op als c¢,=0, ¢5=0
of 819855 = 84282
5) x(n) convergeert
6) x(n) = % x(0).
De convergentievoorwaarde luidt dus
K> > 0 (5,1)
Hieraan is in elk geval voldaan als alle aij,bi,cij>.0 zijn '>.
In de notatie van 2. geldt

K =
STP~VWD

zodat de voorwaarden (2,5) en (5,1) dezelfde zijn!

Uit (5,2) volgt ook, dat het proces naar ate oplossing (2,4) con-
S

vergeert, waarvoor R het teken van —s heeft, (want K% 0).
STP-VWD
De andere oplossing, lim x(n) is 1nstabiel en zou gevonden worden door
n- ~eR
het proces (3,1 - 3,2) achterstevoren uit te voeren.

Over de aard van de convergentie kan nog het volgende opgemerkt

worden: :
Voor k n>>1 is N = th kn = 1 - 2o | 1 (4,5) gesubstitueerd
leidt dit tot
x(n+2)-x(n) _ 1-K
X(n)-x(n-2) =~ T+K (5,3)

\) Cf. W. Peremans, O

vergell jkingen, Rapport Z.W,

ver de

oplossing van een stelsel bllineaire

1952-015.
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6. Ter illustratie van het bovenstaande moge hier een uitgewerkt voor-
beeld voor het geval O<:K2<'1 volgen.,

In (2,1) zij a,q =2 b, = 18
B, =3 b, = 22
85q = 1 Cq = 12
apy = 2 Cp = 28
Met deze coefficienten is R° = 19044 > 0
K = 0.99137931.

Volgens (2.4) heeft dit stelsel de volgende oplossingen, waarvan
de eerste de stablele blijkt te zijn:

X v Z .
NEE 3 3

11 7
2N-s 12 TP

De iteratie begint met de schatting p1(0)= 6.00, p2(0)= - 10,99,
welke dicht bij de instabiele oplossing ligt. Hiervan uitgaande wordt
in 12 stappen de eerste oplossing in 8 decimalen nauwkeurig verkregen.

De coefficienten A, B en C in (4,5) worden:

A = - 2786.6434 C = 2784.0000
B = - 2781.5791.
1-K

In (5,3) wordt TR - 0.004329 (De afwijkende waarde voor n = 10 is
een gevolg van de afronding).

In de kolommen 2, 3, 4, 5 is het iteratieproces (1,2) uitgevoerd,
terwijl 6, 7 en 8 het verloop van x(n) bij dit proces aangeven.
In 9 en 10 is x(n) berekend volgens (4.5).




—o

W~ 00U == O

—
[@2aNe}

11
12
13

6.00

6.78
(1072x)5.209

4, 98443803

4, 98346833

4, 08346413

4 98346412

9.

\O \O

o

O

pg(n)

10.99
10.046
598
96533450
.06692133
.06692819

96692824

q, (n)

11.88

3

O

O

O

O

O

5

59952038
.60198020
.60199084
.60199089

.60199089

qQ(n)

- 7.035
112.90
0.80406628
0.80266063

0.80265455

0.80265452

0.80265452

.83166667
48171091
.84258015
.99928948

.99999692
.99999999

.00000000

x(n+2)-x(n)
x{n)-x(n-2)

0.15670933
0.00070744%  0.00451435
0.00000307 0.00433959

0.00000001 (0.00325733)

N=

——

———d

9

n
th2k.§

-1
0

99137931
.99996252
99999984
. 00000000

.00000000

.00000000

10
~x(n)

-1.8333=-4
-1.8317

-1.4833
1.8417
1.9995
2.0000

2.0000

2,0000

2.0000
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7. Opmerking over de convergentie in het algemene geval.

Uit (1.2a) en (1,2b) volgt:

b,
1 .
p; (n+2)= — o (L =1 ...m) (7.1)
< iy ~J
jé"] m
N 2, Pq(n)
=

Voer weer in de Verhoudingen
p;(n)  py(n)
T B(B) T B, (0)

x4 (n) 1=1...m1=r) | (7,2)

waardoor (7,1) overgaat in

%, (n+2)= T, (n) - EZ(V) téjgb n%x?’(n) sz(n)' Xi?n) (7.3)
d M ) x2' (n) %% (n)...x0%(n)
(v) "myn, ...n."1 2 c e eXy,
(1 =1...r)

hY
Hierin betekent :Z(v) de som overdie variaties van Ny sNp ..y,
waarblij n, = 0,1,2,... en Zi nj g r.

3 ¢
J=1
Ti(n) en Ni(n) zijn dus polynomen van de graad r in de r functies
x,{n). De coefficienten t 1) en nlt) hangen van de coeffi-
J N, ooy n, ...n,

cienten van (1,1) af,

Veronderstel nu, dat de door (7,3) bepaalde rij xi(n) convergeert:

im x,(n) = x4 (L =1...r)
n-60
Met v , :
T, = 1im T,(n) en N, = lim N, (n
i n»mi ) I hoeo * )
T,
i
is dan Xy = N;
Bij invoering van &,(n)= x; - x,(n) geldt lim €.,(n)= 0; zij n
i i i n o -
reeds zo groot, dat &, (n) <« x,.
Met (7,3) is nu aequivalent:
T T, {n)
R S ¢ -
Ei(n+2)- N—-{ N—m Y <
< (1) r n, n, ny 1 n.
T: - t . Xn oeaX eenX
2.;3 ) 17 L(v) nn, ...n, ;;1 By %1 %o J r “j(n)
i ' (1) £ n, n nt-1
N, - n Y 1 ] (A
i ji(v) nn,...n, 5i1 ny Xy X Ky X, <, (n)
ofwel

Ho
a]
+
(A8
H
.,
It M"S
=
N
P
=]
N
.
'—Jc
i
-t
I-S
~~
ﬂ
=
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W?arin de Aij Yan n onafhankelijke constanten zijn, bepaald door de
0 M) . 2

tn4,°.ni’ nn4‘..ni; en door de oplossing X (j =1...7).

De oplossing van de differentievergelijking (7,4) kan als volgt
uitgedrukt worden:

Zz1j A de matrix (Aij)* I de eenheidsmatrix van orde r eniD(een
kolommatrix van Pimy onbekenden C{j dan heeft het stelsel vergelij-
kingen

(A -AT) =0 (7.5)
slechts voor“d{e waarden van A een oplossing, waarvoor
Det(A -N\I)= 0. (7,6)

Stel de uit (7,7) gevonden eigenwaarden >\1 van A nu alle verschillend,
dan vindt men P stelsels oplossingenCXOJ van (7,5), die dus voldoen

aan
(A-—>\1 I)(X(.l)= 0. (1L =1 ... 7r)
of r
f': Aij0<§1) = >\1 o(él) (1=1...7r) (7-7)
J=1 (1 =1 ...7r)
Is verder k; = ~ 1 log A 1. dan is de oplossing van (7,4) te schrijven
als - —k.n
)= 2 ol ot (3 =1 ... 1) (7.8)
1=1 Y

Tenslotte, als _{1) de elementen ziljn van de inverse van de matrix
C{(;) (in beide is j de rijen-index), dan geldt:
r

> A eime-A 2 6 e e (1)

1=1 J 1=

Er zijn dus r 1lineaire combinaties van &.(n), welke lineair

convergeren., Noodzakelljke voorwaarde is, dat} A 11 <1, Voor m = 2
vindt men de formule (5,3) weer terug.




