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OVER EEN ITERATIEMETHODE TER BEPALING VAN WORTELS

VAN ALGEBRAISCHE VERGELIJKINGEN.

Inleiding:

Laat P(x) een polynoom zijn van de graad n met nulpunten Py Indien
de coefficient van x° gelljk aan 1 1s, geldt:
n

P(x)= T{ (x-py) Py APy 1 # (1.1)
)

Vervolgens 1s nog een tweede polynoom Q(n) van de graad m gegeven
met nulpunten qy Hier is eveneens ondersteld, dat de coefficlient van
x gellijk 1s aan 1.

Derhalve 1is:

ab)= TT (e=ay) 1 # 7, (1.2)

1 voor alle its en Jj 's.

Uit de polynomen P(x) en Qx) vormt men een nieuw polynoom R(x)
met nulpunten Ty
M
R(x)= TﬁI (x-r4)= P(x)+ € Q(x)
1 waarin M = max{m,n) als €& # -1.

In het volgende zal een iteratieve methode worden aangegeven om C°'~
nulpunten ry van R(x) te vinden, die voor €& —» 0 in de buurt liggen
van de nulpunten p; van P(x).

Tevens zullen de omstandigheden worden beschouwd, waaronder het
proces convergeert.

Iteratieschema:

De nulpunten van R(x) voldoen aan de vergelljking

R(x)= P(x)+ ¢ Q(x)= 0

of aan:

n m
(x~p,) +€& (x-q,)= 0,

Deze vergelljking 1s als volgt te schrijven:

(x-p) TT (x-py)+€ T (x-ay)= 0
' 1=1 # 1 1 |

i
m
of WSX“qj_)
X-‘p = ~£ 1 -
1 n kv )
1 ‘ J\.—pi
1 1 #£1
Stel vervolgens: m (x—q )
i
X.—.—.y,(x).—..-Pl - E, 151 . (2'1)
(x-py)
1=1 8

1 #£1
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Men klest nu het volgende iteratieproces:

% =P (Rnq).

Convergentievoorwaarden:

m .
Er gold TT (x-q4)
x =(x)=p; - &

i#1.
Om de convergentie te beschouwen dient nu een £ omgeving aangegeven fte
worden, waarvoor x(§ ) regulier 1s. Het is immers de bedoeling de om-
geving van de oplossing van

X - Y(x)= 0
te beschouwen.

Indien men nu
c

“ = 2
en
X - pl =W
stelt, gaat
x -(x)
m
over in: l*g(w+pl~qi)
Ve L Yo = \
pw,z)= \d+pl) Ptz (3.1
T'];(W+p1 Py)
1=
1 # 1.

Men kan nu opmerken, dat: f9(0s0)= 0. Verder 1is 50(w,z) in w en in
z analytisch. Bovendien zijn de beide partiele afgeleiden in de omge-
ving van w = 0 en z = 0 ongelijk aan nul.

Volgens Bieberbach bestaat dan een oplossing w(z), die in z
verdwijnt en in de omgeving van z = 0 analytisch is. Kies nu &

i
o

in deze omgeving.
Vervolgens dient te worden opgemerkt, dat q&(x) in de omgeving var
X = py analytisch isin x. Derhalve bestaat in die omgeving 3DKX)-
Volgens Darboux geldt:

e Y P

atap——

%n—'l € x X1 (3.2,
Dus ?rp4 is een element van lijnstuk x x _,.

Indien men nu het product vormt van linker- en rechterleden voor
ledere n , verkrijgt men:

‘X"an \.\ -x l T— supremum At ‘g gke X=X,

Voor convergentie is dus voldoende, dat l@pl(g k)[ < 1.
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Nu is

»dx)-—éiﬂ(x_qi) T () - S '1 (3.3)
v TET(X—p ) %é%" P E;: ey |
1= , %11 1A

Om de Epl(x) te schatten in de omgeving van x = Py worden de volgen-
de veronderstellingen gemaakt:
In de omgeving van X-pp z1l]

\x - pi‘> A voor elke 1.
Verder zlj voor elke 1

C<lx-qi\<B

dan 1s
. m m, ,n-1
@V I An-1 ot é‘ 1‘A2n-1 ot

in de omgeving van X = pl. ,
Voor convergentie is dus voldoende als voldaan is aan:
Bm{£1cm+m An"q}

L < A2n--1 oM (3.4)

Hulpiteratie:

Als men twee ilteraties ultgevoerd heeft, kan men nog een tussenstap
doen, die sneller naar het resultaat voert. De eerste schatting was
Xo‘ Hierult volgde een X, Deze gaf op zijn beurt Xpy e

xo-—> x1
X,l — X2 .
Men vindt dan volgens Hartree:
* X
X "Xe X “X1

(4.1)

-——SE——..-—-—_ = *
X -X1 X -XO

Men kan aantonen dat dit een '"tweede" orde proces is.

Voorbeeld:
Zij n = 18 en m= 16, & = 2,35397.107 /.
de wortels Py ; de wortels a4y
+ 0,503615 + 3,370481 (2x)
+ 0,426579 + 1 0,476072 en ¢ 0,426579-1 0,476072 + 1,900201 (2x)
+ 0,268643 + 1 0,803%448 en + 0,268643-1 0,803448 + 1,500001 (2x)
+ 0,126801 + 1 0,97581% en + 0,126801-1 0,975814 + 1,370261 (2x)
+ 0,0222782+ i 1,045506 en + 0,0222782-1 1,045506.
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Men kan nu de polynomen P(x) en Q(x) vormen,
Men stelt hierin x2 = V.
Als beginschatting werd genomen:

xb = - 0,426579 + 1 0,476072.
Derhalve y, = - 0,04467491 + 1 0,40616463
vy o= - 0,05617247 + 1 0,38356578
ya = - 0,05781654 + 1 0,38062092
Yo = - 0,05808857 + 1 0,38018082
V5 = - 0,05810669 + i 0,38015247
¥y = - 0,05810944 + 1 0,38014853
yy = - 0,05810993 + 1 0,38014790
Vg = - 0,05810993% + 1 0,38014790
Hieruit volgt voor x = - 0,404013 + i O,470464.
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