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Voorwoord

Dit rapport beschrijft een methode voor het oplossen van beginwaarde-pro-
blemen. Het ALGOL 60 programma is getest op de EL X8 computer van het Ma-

thematisch Centrum te Amsterdam.

De schrijver wil zijn dank betuigen aan Dr. P.J. van der Houwen voor diens

waardevolle suggesties.
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1. Inleiding

-

Beschouw beginwaarde~problemen van het type

-5
(1.1) Qu - Fe,) , Ii(to) =3

dat 0°

waarin B een vector-functie is van u en de variabele t en u een functie is
van t. Wanneer het niet moeilijk is om hogere afgeleiden van % te evalueren
kan men voor het oplossen van (1.1) gebruik maken van Taylormethoden. Om-
dat de gewone Taylormethoden in het algemeen een klein stabiliteitsgebied
hebben zijn ze niet geschikt voor het oplossen van stelsels gtijve diffe-
rentiaalvergelijkingen, die juist worden gekarakteriseerd door een grote
spreiding in de eigenwaarden van de Jacobiaan J = (GHi/Buj) van het stelsel.
Men kan op verschillende manieren het stabiliteitsgebied van deze methoden
vergroten (zie b.v. [2], [3]1). In dit rapport construeren we enkele formu-
les, die eveneens van hogere afgeleiden gebruik maken en die, om goede
stabiliteitseigenschappen te verkrijgen, iijn gebaseerd op rationale Padé-
approximaties. Rationale approximatie bij het oplossen van differentiaal-
vergelijkingen is eerder toegepast door Lembert en Shaw [5], die meer alge-
meen een aantal zowel impliciete als expliciete meerstapsformules be-
schouwen. In dit rapport komen slechts expliciete &énstapsformules ter
sprake. Bij een aantal formules wordt het principe van de exponentiéle aan-
passing toegepast. Belangrijke publicaties betreffende deze techniek zijn
verschenen na 1963 (o.a. Pope [8], Liniger en Willoughby [T1, Lawson [6] en
Fowler en Warten [11).

De afleiding der formules wordt gegeven in de volgende sectie. Sectie
3 bevat de ALGOL 60 tekst en de beschrijving der parameters van twee proce-
dures rat2 en rat. In de laatste sectie worden drie testvoorbeelden behan-
deld, waarbij ter vergelijking de resultaten van de procedures modified

taylor en expomential fitted taylor uit [4] worden vermeld.



2. Formules .

In deze sectie wordt een afleiding van de integratieformules gegeven.
Veronderstel dat we bij het oplossen van een enkele differentiaalvergelij-

king

du _

T H(u,t) , u(to) =u

O 5
zijn gevorderd met integreren tot het tijdstip tk’ waarbij een numerieke
oplossing u;(tk) = Uy is verkregen. Onder de lokaal analytische oplossing

op het tijdstip t, verstaan we nu de analytische oplossing van het begin-

k
waardeprobleem
U = opgu,t) , ult) =u .
at AL k'~ %k

Deze lokaal analytische oplossing op het tijdstip tk wordt nu be-

schouwd als functie van de staplengte T en genoteerd als ﬁk(r). We benade-

ren ﬁk(r) door

g
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~
N
o
e
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uk(T) =

e
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o
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A
e
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Indien ﬁk(o) bestaat moet gelden b. # 0 en, omdat Uk(T) onveranderd blijft

0

bij deling van teller en noemer door bo, kiezen we steeds bo =1,
uk(T) heeft dus ntmt+1 vrije coéfficiénten, die als volgt gekozen kunnen

worden:

1) Een aantal afgeleiden van uk(T) en ﬁk(r) stemmen overeen als T = O,

ofwel

uéi)(o) = Gii)(o) voor 1 = 0,1,000,P

De i-de afgeleide van uk(r) en ﬁk(r) wordt hierbi]j genoteerd als
uél)(r) respectievelijk Eél)(T). Een formule, die aan deze voorwaarden
voldoet heet consistent van de orde p.
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2) De overige 1 = n+m-p coéfficiénten kunnen worden gebruikt om de for-
mule exponentieel aan te passen. N
We definiéren nu kort enige begrippen met betrekking tot de stabili-

teit van een integratiemethode. Veronderstel dat een é€nstapsmethode wordt

toegepast op de modelvergelijking:
du/dt = Su ,

waarin 6 een willekeurig getal is. Voor eenvoudige formules, b.v. Taylor-

formules, vinden we dan de volgende betrekking:

uk(rk) = R(Tké)uk R

waarbij R(z) een functie is, die uitsluitend afhangt van de integratie-

formule en niet van 6§, 1, of - R(z) noemen we de stabiliteitsfunctie van

k
de integratieformule. Met stabiliteitsgebied wordt bedoeld het gebied

{z e C| |R(z)] < 1} .

Wanneer voor willekeurige z in het linkerhalfvlak Re z < 0 geldt
|R(z)| < 1, spreekt men van A-stabiliteit.

We beschouwen nu een in het voorgaande gedefinieerde integratieformu-
le, waarvan de cod&fficiénten slechts door de consistentie-eisen (1) worden
bepaald, en die dus een Padé~-approximatie is van de lokaal analytische op-
lossing. De stabiliteitsfunctie, behorende bij deze methode is dan een
Padé-benadering van e”. Om een zo groot mogelijk stabiliteitsgebied te ver-
krijgen, hebben we in dit rapport rationale Padé-benaderingen gebruikt.
Voor het geval, waarin de noemer een lineaire vorm is (n=1) en de graad van
de teller willekeurig, vindt men in [5] een algemene vorm van de integra-
tiemethode. We hebben hier slechts formules beschouwd, waarvoor geldt n = m,
vanwege de dan over het algemeen betere stabiliteitseigenschappen. De "dia-
gonale" Padé-benaderingen bijvoorbeeld, zijn zelfs A-stabiel.

Tabel 2.1. geeft een overzicht van de formules, die in dit rapport ter
sprake zullen komen.

&



tabel 2.1. Formules ’ .
m n P 1
rati 1 1 1 1
rat? 1 1 2 0
rat3 1 2 2 1
rath 1 2 3 0
rats 2 2 3 1

Vanwege de reeds goede stabiliteitseigenschappen hebben we het aantal
coéfficiénten dat gebruikt wordt om de formule exponentieel aan te passen,
beperkt tot een enkele coé&fficiént.

De formules worden afgeleid voor een scalar differentiaalvergelij-
king; oplossing van een stelsel differentiaalvergelijkingen geschiedt door
de betreffende formule componentsgewijs to¢ te passen. De parameters, die
bepaald worden door de consistentievoorwaarden zijn dus eigenlijk vectoren,
terwijl de door exponenti€le aanpassing bepaalde parameter voor iedere
component dezelfde waarde heeft.

Een nadeel van het gebruik van deze rationale formules is de onge-=
wenste situatie, die zich voordoet wanneer de noemer van de rationale vorm
bijna nul wordt en men weet dat de oplossing op dat tijdstip geen singula-
riteit heeft. De enige mogelijkheid om uit deze situatie te geraken is een
verandering aan te brengen in de staplengte. In de in sectie 3 te geven
procedures is een controle op de noemer ingebouwd.

Nu volgt de afleiding der formules, alsmede de bij formule rat2 ge~
construeerde stapkeuzestrategie. De eerste, tweede en derde afgeleide van

de numerieke oplossing op het tijdstip t, zullen worden aangeduid met

k

13 1"y

uﬁ, Uy resp. u ' .
2.1. rati

Bij de afleiding van de formule voor ratl gaan we uit van

1+a. T
uk(T) = a'O 1+b1T




De twee consistentievoorwaarden zijn:

oy = 2 (0) = 8
w = uy(0) = egla,b

1) )

Na eliminatie van de coéfficiénten a, en a, ontstaat de formule

'

Yk
uk(T) = Y * 1+b1T

of
_ .
(2.1.1) w,, wor u ) = w + 1407,

De parameter b1 wordt nu bepaald door aanpassing van de formule in de
meest negatieve eigenwaarde 6k van de Jacobiaan van het op te lossen stel-
sel. Wanneer we (2.1.1) toepassen op de modelvergelijking u' = Gku vinden

we de betrekking

Ty Sy )

W =y (14 T+ T,

De waarde voor b1 wordt nu gevonden uit
TSk "%
R e
. 1k

Substitutie van b, in (2.1.1) levert

TS
e -1

(2.1.2) uk+i = uk + ——7%;——-u£ .

We merken op dat door de exponentiéle aanpassing het rationale karak-
ter van de formule is verdwenen. In feite is (2.1.2) een eerste orde expo-
nentidel gefitte Taylormethode.

Bij stelsels differentiaalvergelijkingen, waarbij sterk negatieve ei~
genwaarden optreden geeft deze methode numeriek slechte resultaten. De term

&



eTk‘<Sk kan bijvoorbeeld kleiner worden dan de mauwkeurigheid waarmee wordt
gerekend, waardoor (2.1.2) overgaat in de formule
R
Yg#1 T Yk T 5
k

die dan op het gehele stelsel wordt toegepast en in bepaalde componenten
tot grote afwijkingen kan leiden. Dit wordt mede veroorgzaakt door het feit
dat ratl slechts eerste orde exact is, en we hebben besloten om rati niet
in de testresultaten op te nemen.

De afleiding der overige formules verloopt analoog aan die van rat]
en daarom geven we nog slechts de basisformule voor uk(T), de consistentie-
voorwaarden en de verkregen formule met eventueel de co&fficiént die be-

paald wordt door de exponentiéle aanpassing.

2.2. rat2
Basisformule:

1+a1T

() =8 T T

Consistentievoorwaarden:

u = (0) =a,,
uy = w(0) = ay(a;-b) _
uﬂ = uﬁ(o) -2a0b1(a1-b1) = —2b1u£ .

Formule rat2 :

= + ——
uk+1 uk Eh
kow
Na toepassing van rat2 op de modelvergelijking u' = &u vinden we als

stabiliteitsfunctie de A-stabiele (1,1) Padé-benadering van e

1+3
. R(z) = T:?E



Bij de stapkeuzestrategie voor rat2 zullen we gebruik maken van de
volgende benadering van de discrepantie pkﬂ,die in [4], sectie 6.3. is af-
geleid voor de stapgroottebepaling bij de procedure exponential fitted
taylor:

(2.2.1) oy = 1 llwile) - wl

In het bijzonder geldt bij de formule rat2 :
;
w () = u% .
k Y

( 1_%_1_ Tk

Wegens de tweede orde consistentie geldt bovendien

3
Py O(Tk)

of
Pr T %k

We nemen vervolgens aan dat ¢, weinig verandert bij verschillende integra-

k
tiestappen zodat bij vervanging van ) door Chot ontstaat:
_ 3
Pk T %k-1"x
d
en dus 3 -
T, =T . S
k k-1 oy,

Wanneer P gelijk wordt genomen san de tolerantie e dan vindt men voor de

nieuw te nemen staplengte

waarbi]

(2.2.2)




In de procedure rat2 is voor || || in (2.2.2) de euclidische norm gekozen.
2.3. rat3
Basisformule:
1+a.1
(1) = a : 2
1+b1T+b2T

Consistentievoorwaarden:

u = w(0) =ay,
ul'{ = ul'{(O) = ao(a—l"'b1) s
2ao(b$—b2—a1b1) = —2b1u1'{-2b2uk .

w = w(o)

Formule rat3 :

Yepr T % F I )

waarbij

6, (1 - 3z ~(1+3z)e” %)

Tk(1 -z - e %)

Bij het testen van rat3 verkregen we enkele afwijkende resultaten.
We geven hierop een korte toelichting.

Exponentié€le .aanpassing van de eigenwaarde van de Jacobiaan heeft tot
gevolg dat de oplossing van de modelvergelijking u' = S8u exact wordt bere-

kend. Voor een willekeurige constante ¢ beschouwen we nu de vergelijking
(2.3.1) u' = 8u +c

met startwaarde u(tk) = uk , waarvan de exacte oplossing wordt gegeven door

t )

-t ) 8(t. .-
k+1 k' n

8(t
~ L~ - k+1 'k c
(2.3.2{ W, q = u(tk+1) =ue + 6(e



Bij gefitte Taylorformules bijvoorbeeld, is eenvoudig na te gaan, dat ook
(2.3.1) exact wordt opgelost. Bij rat3 is dit echter niet het geval. Om
een indruk te krijgen van de afwijking passen we rat3 toe op (2.3.1) en

vinden-
ukrk(é-rkb) + T,C
= +
Y1 T Gtk w ?
1 = —=— + b12 - bt
2 k 6uk+c k
met Ty = tk+1_tk' Deze vorm kunnen we als volgt splitsen

b1,
%€ 7 5(8uptc) Auk

uk+1=uk+Au1£+ 8t W o

k 2
T=-—2 +br - 6uk+c b1y
waarbij geldt
Tk(5 - ka)
A .
T 2 bt
1 - > + brk - —E_

Rat3 is exponentiéel aangepast, hetgeen betekent dat de parameter b zo-
danig is gekozen dat
T, 6
A=e L 1.
Nu kunnen we m.b.v. (2.3.2) een uitdrukking vinden voor de foutterm ¢, die

blijkbaar afhankelijk is van de beginwaarde w ¢
T, 8

T,C - b7y C (e k —T)uk
6(6uk+C) o TS
(2.3.3) ¢ = - = (e -1) .
Sty o WP 8
1 - —= 4 pr& - =2
. 2 k Guk+c

Omdat ¢ een tamelijk ondoorzichtige expressie is beschouwen we in het bij~

zonder de vergelijking

u' = -1000(u+1) , u(0) =0,

-1000t
e -

met als exacte oplossing u = 1.
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We starten nu voor verschillende waarden van t, op deze oplossing en na

k
een integratiestap ter lengte 1 beschouwen we de absolute fout ¢, die ver-
-1000t
kregen wordt uit (2.3.3), waarbij ¢ = 6 = -1000, T = T enu_= e k1.

In de onderstaande figuur wordt ¢ uitgezet tegen het begintijdstip tk.

We zien dat slechts een redelijke precisie wordt bereikt indien tk zodanig
wordt genomen dat w = -1. Dit werd bevestigd door enkele numerieke expe-
rimenten, waarbij na meerdere integratiestappen een snelle foutenopbouw

ontstond, als werd gestart met een geringe afwijking van u = ~1.

T o
S§ =
43 d=

4P i

1
-.008 +.010 <015

a4

-3

L

-

Wegens dit falen bij het oplossen van niet-autonome differentiaalver-
gelijkingen hebben we rat3, evenals ratl, niet bij de testresultaten in

sectie L4 opgenomen.
&



2.4, rath

Basisformule:

1 + a1r

2
.‘..
1 + b1T b2T

U.K(T) =

Consistentievoorwaarden:

T (0 = %
uﬁ = ui(o) = ao(a1—b1)
W' = u'(0) = 2a(b-b,-a.b.) = -2b.u! - Zbju

" _ 1Y — 2 3 _ 1" 1
uk = uk(O) = 6a0(a1(b1—b2) + 2b1b2 - b1) = —3b1uk - 6b2uk .

Formule rath :

(ug-bomyu )7

Yerq = uk 2 ?
1+b1Tk+b2Tk
waarbij
2
3 " 1 "l 3( ")
- S . L
3(w w - 2(uk) ) 6(ukuk 2(uk) )
Als stabiliteitsfunctie vinden we de A-stabiele (1,2) Padé-benadering
S
R
3 6
2.5. rat
Basisformule:
_ 1+ a,tT + a,T
() =

11
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Congistentievoorwaarden:

= ao ,

= w(0) = ay(a,-b,)
ug = 2a (b (b -8, )+a b, ) = —2b1u£ - 2(b -a )uk ,

L]
o
i
o
S
i

—~
(@]
S

|

3 2
6a (2b1b2 b1+a b1 a1b2 a2b1) 1uk 6b uk .

"
th
C oy
e
j -

n

Formule rat5 :

Ut (o * %uﬂ)Te

uk+1 = + "t 2
1 + b T - (uk +3b1uk
by
waarbij
2
Z,2 z
e (= =-1)+z+ 1+ =
b, = 6 3 z =106

2,2 2
—Tk(e (2 - 1)+ 5t 1)

We merken op dat de bij formule rat3 gesignaleerde moeilijkheden bij rat5s

niet optreden, d.w.z. (2.3.1) wordt door rat5 exact opgelost.
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3. Procedures

In deze sectie worden de parameters befproken van de procedures rat2
(formule rat?) en rat (formule rat3, rath of rat5). Bovendien wordt ook de

ALGOL 60 tekst van beide procedures gegeven.

3.1. Heading en parameters van rat2

procedure rat2 (t, te, mO, m, u, derivative, hmin, hmax, eta, k,
output);
integer mo, m, kj

real t, te, hmin, hmax, eta;

array u;
procedure output, derivative;

Parameters:

t : <variable>;
t wordt gebruikt als Jensen parameter;
bij een aanroep van rat2 moet t de beginwaarde to van de
onafhankelijke variabele hebben;

te : <arithmetic expression>;
de eindwaarde van t;

mo, m : <arithmetic expression>;
indices van de eerste en de laatste vergelijking van het
stelsel differentiaalvergelijkingen;

u : <array identifier>;
een één-dimensionaal array u[mO:m];
bij een aanrocep van rat2 moet dit array de beginwaarden van
U(to) bevatten;

derivative : <procedure identifier>;

derivative moet als volgt door de gebruiker worden gegeven:

procedure derivative (i,a); integer i; array a;

<body>;

i neemt de waarden 1 en 2 san en a is een één-dimensionaal
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hmin, hmax

eta

output

array almO:m]; na uitvoering van'deze procedure moet array &

de componenten van de i-de afgeleide van U(t) bevatten;

<arithmetic expression>;
de minimale resp. maximale staplengte, waarmee wordt geinte-

greerd;

1 <arithmetic expression>;

de gewenste precisie in de resultaten;

: <variable>;

telt het aantal integratiestappen;
bij de eerste aanroep van rat2 moet k een door de gebruiker

gegeven waarde hebben (bijvoorbeeld 0);

: <procedure identifier>;

deze procedure dient als volgt door de gebruiker te worden
gegeven;

procedure output; <body>;

in deze procedure kan men uitvoer vragen van bijvoorbeeld

t, ulm0l,...,ulml, k;

3.2. De body van rat2

procedure rat2(t,te,m0,m,u,derivative, hmin, max,eta,k,output);
real t,te,hmin,hmax,etas
Tnteger m0,m,k;

array uj

procedure derivative,outputs

begin

return:

real hn,;x,s,F3

integer Jj;

array f,test,f1,fnmi[m0:m];
derivative(1,f);

derivative(2,£1);
hn:=hmin;

if t+hr>te then begin hn:=te—t;t:i=te end;
for j:=m0 step 1 until m do test[jl:=2xe[j1/£1[j];
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for J:=m0 step 1 until m do if abs(hn~test[j])<tnx;l then
R‘E.%—";_{} hn =hnX( 1-2X—4 ) 3 § : =mo—1 ;_-__ng:

for j:=m0 step 1 until m do u[j]:=u[j]+hnxf[j]/(1—hn/test[,j]);

t:=1f t=te then te else t+hnsk:=k+1j0utput;

Ef t<te EEEE

begin
s:=03
for j:=m0 step 1 until m do fom1[jl:=£[j];
derivative(1,f);
for j:=mO step 1 until m do
begin F:=frm1[j]/(fom1[jl-nox£1[31/2);
x:=abs(fam1[ jIaxF-£[ j1);
if x>s then si=x

ends
derivative(2,£1);
hn: =(etaxtnxin/s )N 1/3);
if hn>hmex then hn:=hmax;
if hn<tmin then hn:=hminj
goto returm

end

r——

end rat2;

3.3. Heading en parameters van rat

procedure rat (t, te, m0, m, u, derivative, h, k, output, delta, 1);

integer m0, m, k, 1;
real t, te, h, delta;

array u;

procedure derivative, output;

De parameters, die niet reeds genocemd zijn in 3.1. zijn:

h

delta

<arithmetic expression>;

de door de gebruiker op te geven integratiestaplengte;

1 <arithmetic expression>;

de meest negatieve eigenwaarde van de Jacobiaan van het

stelsel;
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delta moet door de gebruiker worden gegeven;

1 : <arithmetic expression>;
door mee te geven 1= 3, 4 of 5 kan de gebruiker een keuze

maken tussen respectievelijk de formules rat3, rath of rats.

De procedure identifier derivative wordt gedefinieerd als in 3.1., waarbi]

dan bovendien de derde afgeleide moet worden gegeven (i=3).

3.4. De body van rat

procedure rat(t,te,m,m,u,derivative,h,k,output,delta,l);
real t,te,h,delta;
integer mO,m,k,13
arrey u;
procedure derivative,output;
begin real num,den,au,aq,hn,z,expz,d,dh,h2;
real array q,f,f1,f2[m0:m];

integer j, count;
procedure check denominator;
begin  qlJj]:=num/den;
if sbs(den)<y—5 A count<2 then
begin aus=abs(uljl)saq:=abs(aljl);
if (auw>1Nag>auxy2 )V(au<iNag>y2) then
Eg_g_i_g hn:=hnx,73j:=m0-1; count:=count+1 end

returns
derivative(1,f);

derivative(2,£1);
hn:=h3if t+hn>te then hn:=te—t;
count: =03

if 1=3 then
begin for j:=mO0 step 1 until m do
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begin  if j=mO then
begin  z:=hnxdeltajexpz:=exp(z);
dh:=deltax(1+z/(1—z/(1—1/expz))/2)

end;
den:=1—£1[jIxn/(2x£[ 1) +anx(bn—ul 51/£[51);
nums =hnx(£[ § 1-u[ 3 Ixdh);

check denominator

end
end else
if 1=4 then

begin derivative(3,f2);
for j:=m0 step 1 until m do
begin  if j=m0 then h2:=hnxhnj
dens=6xul JIx€1[j]1—12¢E[ 3 IXEL j J+nnx(6xe1[ 3 Ixel 51—
axfa[§Ixul 31)+nex(2axcal § IxelJ J-3xe1[ 3 Ixe1031)
num: =F[ § Ixhmx(6xul § Ixe10 3 1-12x€[ 5 Ixe[51)—
ul g Ixex(2xeal 3 Ixe[§1-3xe1[ 5 Ixe1051);3
check denomingtor

end

end else
begin derivative(3,f2);
for j:=m0 step 1 until m do
begin if j=u0 then
begin z:=hnxdelta;expz:=exp(z);
d:=(expzX(zxz/6-1)+z2+1+2¢2/3)/
(—hnx(expzx(z/2-1)+z/2+1) ) ;
h2: =hnxhn

end;
num:=f[ j Ixhn+(axe[ 31+£1031/2)xh2;

den: =1+dxhn-hex(£2[ 3 1+3xaxe1[ 1)/ (6x€L31);
check denominator

end

end;
for j:=m0 step 1 until m do uljli=uljl+aljls
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end rakt}

tr=t+hnsk: =k+13
output;
E t<te then goto return



L, Tegtresultaten

In deze sectie bespreken we drie problémen waarmee we de formules
rat2, ratlh en rat5 hebben getest, te weten een enkele niet-lineaire verge-
lijking, een stelsel niet-lineaire [6] en een stelsel lineaire vergelij-
kingen [1]. ’

Ter vergelijking zijn deze problemen ook opgelost met de procedures
modified taylor en exponential fitted taylor [4], die eveneens gebruik ma-
ken van een aantal afgeleiden van U(t). De formules rat?2 en rath kunnen
bijvoorbeeld vergeleken worden met modified taylor, waarbij dan n afgelei-
de-evaluaties worden gebruikt, n = 2 resp. n = 3. In het geval n = 2 heb-

ben we modified taylor toegepast met de volgende stabiiiteitsPolynomen:

2

1+ x + 3 g=2,

1+ x + e

Oob!—‘ mp!_‘

» B=8,
waarbij B de reéle stabiliteitsgrens is.
In het geval n = 3 onderscheiden we:

2 3

1+ x + %x + %x , B=2.54,

1+x+%:sc2+1—16x3 , B=6.3 ,
L 2 L 3 -

1+ x + o7% + To9% s B =18 .

Rat5 kan worden vergeleken met exponential fitted taylor. Bij beide proce-

dures wordt exponentieel gefit en worden 3 afgeleiden gebruikt.

4.1. Een eenvoudige niet-lineaire differentiaalvergelijking

Het beginwaardeprobleem

u = 100 - u2

(k.1)
u(0) =0

heeft als exacte oplossing

&
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20
e2Ot + 1

a=10 -

We kunnen spreken van een mild-stijf probleem, aangezien de eigenwaarde
-2u van de vergelijking asymptotisch naar -20 gaat voor t = 0.

We geven eerst in tabel 4.1. enige resultaten, verkregen met de pro-
cedure modified taylor, waarbl] gebruik gemaakt is van verschillende sta~-

biliteitspolynomen. De betekenis der parameters is als volgt:

n : het aantal afgeleiden van u(t) ,
P : de orde van de formule ,
ngs N, : de opgegeven absolute resp. relatieve tolerantie ,

n log € : het aantal correcte cijfers op het tijdstip t = 6
(dus € = | 508

k ¢ het aantal gebruikte integratiestappen .

tabel 4.1. probleem L.1. met modified taylor

n P na n. —1olog € k
3 3 10-3 10-3 5.6 65
3 2 10-4 1073 9.3 Il
3 1 103 10~3 1.1 51
2 2 1074 10-3 k.1 107
2 1 10~3 10~3 8.1 55

De procedure rat2, waarbij verschillende waarden zijn meegegeven voor de

tolerantie n en de minimale staplengte hmin, levert de volgende resultaten:
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tabel h.2. probleem 4.1. met rat?

n hmin ~1010g £ k
10-3 .05 6.6 15
10~3 .03 6.4 21
10~k .05 7.7 17
10~% .03 7.5 ol

Rat?2 gebruikt 2 afgeleide-evaluaties en we kunnen deze reusltaten dus ver-
gelijken met de laatste twee rijen van tabel 4.1. en constateren dan een
aanzienlijke winst in het aantal integratiestappen.

Omdat bij de procedures rath en rat5 geen automatisch stapkeuzemecha-
nisme is afgeleid wordt een staplengte T meegegeven, die echter in de be-
ginfase klein moet zijn omdat de afgeleide aanvankelijk tamelijk groot is.
Tabel 4.3. toont de resultaten van rath, waarbij t als volgt is voorge-

schreven:

T = if t < t, then h else 6 .

Voor iedere waarde van h wordt in dezelfde kolom achtereenvolgens gegeven

het aantal correcte cijfers in t = 6 en het aantal integratiestappen k.

tabel h.3. probleem 4.1. met rath

tg h
.02 .03 .05

.9 5.8 46 6.1 32 5.7 19

8 5.0 L1 5.0 28 4.8 17

T b1 36 L2 25 4.0 15

6 3.2 31 3.2 21 3.1 13

.5 2.3 26 2.4 18 2.3 11

Ratlh is derde orde exact en maakt gebruik van drie afgeleide-evaluaties.
Vergelijking met tabel 4.1. toont weer een winst in het aantal integratie~

stappen, die echter ten koste gaat van de bereikte precisie. Uit de ver-

&
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schillende kolommen h = .02, .03 en .05 van tabel L4.3. blijkt dat vergro-
ting van het aantal integratiestappen hierin wéinig verbetering brengt.
De formule is echter wel stabiel; wanneer het inschakelverschijnsel goed
ig gerepresenteerd kan met zeer grotg staplengte worden gelntegreerd.

De procedures rat5 en exponential fitted taylor, waarbij de eigen~
waarde -2u exponentieel wordt aangepast, leveren beide in een beperkt aan-
tal stappen resultaten in 12 cijfers nauwkeurig. Exponential fitted taylor,
aangeroepen met n,=n, = 10~2, heeft hiervoor 17 stappen nodig. Rat5 ge-

bruikt 8 stappen, waarbij de staplengte T is meegegeven volgens

T =1if t < .2 then .05 else 2.

_

Voor de volledigheid geven we tenslotte de gebruikte procedure derivative

en de aanroep van rath.

procedure derivative (i,a); integer i; array a;

begin if i

1 then begin c[1]1:= y[11;
c[2]:= al1]1:= 100 - e[11%c[1]
end;
if i = 2 then c[31:
if i = 3 then al1]:

al11:= ~2x[1]xc[2];
-2%(c[1]*xc[3]+c[2]*c[2])

end;

ti= 03 y[11:= 03 k:= 03
rat (t, 6, 1, 1, y, derivative, if t < .2 then .05 else 2,
k, output, -2xy[11,5);

h.2. Een stelsel niet-lineaire differentiaalvergelijkingen

We beschouwen het beginwaardeprobleem (zie [6])
E (ul-1)u, + u(1+u,)
2 1 2 2

2
(o) 42 (-19+ui+2u Ju, - u,
u1(0) = -1

(0)

e
il

o
i

1

2
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Een analytische oplossing van (4.2) is niet bekend. De referentiewaarden
op de tijdstippen t = 1 en t = 12 zijn verkregen door een 5-de orde Runge-

Kutta formule toe te passen, waarbij een kleine staplengte werd gebruikt:

01784955 ,
- 1668816, -6 .

u1(1) -.33063085 s u2(1)

-.299&623110—5 R u2(12)

u1(12)

De beidé componenten gaan asymptotisch naar nul. Door toepassing van de
stelling van Gerschgorin vinden we als benadering voor de eigenwaarden van

de Jacobiaan

_ 2

61 = ~-19 + u, + 2u1
_ 2

Gr = u2 - 1.

De betekenis der parameters n, p, n,» N, en k in de volgende tabellen

(U4, 4.5, 4.6) is dezelfde als reeds genoemd is in L4.1. Met c, en ¢

1 2

wordt bedoeld het aantal correcte cijfers van u, resp. u, op het tijdstip

t = 12, Tabel 4.L. geeft resultaten van de proc;dures mogified taylor en
exponential fitted taylor, waarbij modified taylor weer is toegepast met
verschillende stabiliteitspolynomen. In tabel 4.5. worden de resultaten

van rat?2 gegeven voor enkele waarden van de tolerantie n, waarbij voor de

minimmstap is genomen hmin = .05.

tabel 4.4, provleem (L.2) met modified taylor

en exponential fitted taylor

n P N, n,. c1 c2 k

3 |o 10-3 | 2.8 | 3.3 111

modified taylor 2 | o 103 | 1.2 | 1.3 8k

2 | 105 | 1073 ] 1.7 | 1.8 | 215

exponential fitted 1078 | 1073 | 1.3 | 1.3 | 160
taylor




2k

tabel 4.5. probleem (L.2) met rat2

n k c1 c2
10‘8 200 2.6 2.6
10~7 164 1.8 2.0
1076 128 2.2 .9

Wanneer we bijvoorbeeld uit tabel 5.5. de resultaten, verkregen met
n = 10-7, vergelijken met modified taylor, n = p = 2, zien we dat rat2 bij
dezelfde precisie duidelijk minder integratiestappen gebruikt.

Bij rath en rat5 wordt wederom niet met een vaste staplengte geinte-

greerd omdat de u,—component in de beginfase sterk daalt. De stap T wordt

2
als volgt voorgeschreven:

T =31if t < .5 then T, elge Ty

We zien in tabel 4.6. dat bij rat5 door de exponentiéle aanpassing met een
grotere staplengte kan worden geintegreerd, maar dat rath bij kleine stap-

lengte duidelijk nauwkeuriger is.

tabel L4.6. probleem (4.3) met rath en rats

rath rat5s
o e k 1 2 ¢ €2
.03 | .1 132 3.4 3.4 2.3 2.3
.03 | .2 76 2.1 2.6 1.5 1.8
.03 | .3 56 .8 1.0 1.3 1.9
.03 | .b W7 . .5 1.4 2.5
.05 | .1 125 2.7 2.7 2.k 2.4
.05 2 69 2.2 2.5 1.6 1.8
.05 3 Y . 1.1 1.3 2.0
.05 L 4o i T 1.4 2.3
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4.3. Ben lineair stelsel van Fowler en Warten

Fowler en Warten beschouwen in [ 1] het 'Volgende beginwaardeprobleem

DU+F , U(0)=U

(4.3) U 0

waarin ) .
- (—500.5 1499.5 _ (2
= ( 499.5 -500.5) . F=(3)

De analytische oplossing van (4.3) luidt:

-100 -1
0 Ot( ) .

U= 2(1—e_t)(}) +.1e 1

De eigenwaarden van de matrix D zijn ~1000 en -1 .

Een toepassing van de procedure exponential fitted taylor staat be~
schreven in [4]. Modified taylor gebruikt zeer veel integratiestappen, om-
dat vanwege de kleine eigenwaarde -1000 een kleine staplengte is vereist om
toch binnen het stabiliteitsgebied te blijven. Daarom geven we in tabel L.7.
slechts de resultaten van de drie procedures rat2, rath en rat5, die zijn

toegepast met een staplengte
v =1f t < .04 then .001 else h .

Er is dus weer voor gezorgd dat het inschakelverschijnsel goed wordt gere-~
presenteerd. Echter bij de 2-de orde formule rat2 bleek het noodzakelijk om
het interval, waar met T = .001 wordt geintegreerd, te vergroten tot
[0,.05]. In de drie kolommen in tabel 4.7. worden achtereenvolgens gegeven

het aantal integratiestappen k en —1Olog €, waarbi]

w, (10) - % _(10)
CT e %10)
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tabel L4.7. probleem (L4.3) met rat2, rath en rats

Y

h rat?2 rath rat5

2 56 4.3 46 3.9 L6 4.3
1 61 4.5 51 5.1 51 4.5
.5 71 5.1 61 6.1 61 5.1
.2 101 5.8 91 7.3 91 5.8
.1 151 6.4 141 7.8 141 6.4

Bij de A-stabiele formules rat?2 en rath blijkt inderdaad dat met zeer
grote staplengte kan worden gerekend, indien het inschakelverschijnsel
goed wordt gerepresenteerd. We constateren dat bij rat5, evenals in het
vorige voorbeeld en behalve voor grote staplengte, de resultaten minder

nauwkeurig zijn dan bij rath.

5 Sémenvatting

In sectie 1 werden enkele rationale integratieformules afgeleid. Uit~
voerig getest zijn de formules rat2 (tweede orde exact), rath (derde orde
exact) en de exponentieel aangepaste formule rat5 (derde orde exact). De
A-stabiliteit van de formules rat2 en ratl maaskt het mogelijk om met een
grote staplengte te integreren. Dit wordt bevestigd wanneer de testproble-~
men ter vergelijking worden opgelost met de procedure modified taylor
(zie [4]). Oock het bij rat2 geconstrueerde stapkeuzemechanisme blijkt goed
te voldoen. Vergelijking van formule rat5 met de procedure exponential fit-
ted taylor (zie [4]) levert voor rat5 geen betere resultaten op. Door de
exponentiéle aanpassing van rat5 1s namelijk het rationale karakter van de
formule verdwenen alsmede natuurlijk de goede stabiliteitseigenschappen.

Bij deze rationale formules treden moeilijkheden op wanneer bij het op-
lossen van een stelsel vergelijkingen in een der componenten de noemer zeer
klein wordt. Als dit wordt geconstateerd kan men een correctie aanbrengen
in de integratiestaplengte, maar het is mogelijk dat de moeilijkheid dan te-

rugkeert in een andere component.
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