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Een mathematische analyse van het hartinfarct.

B. v. Domselaar

SAMENVATTING

Dit rapport bevat een methode voor het bepalen van een aantal onbeken—
de parameters in een mathematisch model voor het uitstortingsproces van een

enzym in het bloed na een hartinfarct.

Het mathematisch model is opgesteld door dr. W.Th, Hermens, werKkzaam
op de afd. Cardiobiochemie van het Academisch Ziekenhuis te Leiden.
De schrijver betuigt zign dank aan drs. P.W. Hemker voor diens waarde-

volle hulp.
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PROBLEEMSTELLING

De hoeveelheid enzymen, afkomstig van afgestorven hartweefsel, die
een patient na een hartinfarct in het bloed heeft, is vlak na het infarct
groot en neemt dan af door afbraak van het enzym in het bloed.

Het uitstortingsproces van een enzym kan als volgt in een mathematisch

model beschreven worden:

dx1

i klel + p(xz—xl) + R(t)
dx2

v =

2 dr = P(x7xy)

waarin:
v, is het vasculair volume, het volume binnen de bloedvaten;

vy is het extra-vasculair volume, het volume buiten de bloedvaten;

k ‘is de afbraakconstante;
1
p 1is de permeabiliteitsconstante, waarbij p =

R(t) is de enzymenactiviteit die per uur in v, wordt gestort;

AD

8

met A is het totale oppervlak tussen v, en v,,
D is de diffusieconstante,

§ is de membraandikte.

De enzymenaktiviteit die in het vasculair volume wordt gestort, R(t),
is een onbekende functie van de tijd. Deze functie R(t) wordt later bena-
derd met behulp van een log-normale verdeling waarvan de twee parameters
¢ en ¢ bepaald moeten worden.

In eerste instantie is geprobeerd om vanuit het mathematisch model
de onbekende parameters direct te bepalen, maar met de bestaande program-
matuur stuitte dit op convergentieproblemen.

Het stelsel differentiaalvergelijkingen heeft de volgende analytische

oplossing:
. —alt -azt
x](t) = cl(t)e + cz(t)e + Xy
-alt —azt
xz(t) = c3(t)e + c4(t)e + X im



waarin X im de normale limietwaarde is, gelijk in v, en vz,ld.w.z.
Xiim = xl(w) = xz(w)f Verder zijn
a -p/v p/v,—a
| 2 2 72
c,(t) = — ] H e, (t) = —— 3, 3
1 a1 a2 1 2 al 32 2
_I;./'V2 p/v2
c,(t) = —=J H c, (t) = ——— J,;
3 a,-a, 1 4 a, a2 2
t alr t a,t
J, = r(t)e ~ drt H J, = | r(t)e © dt ;
1 2
0 0
_ R(t) _ . " Woe . . .
r(t) = v kxli is de "extra" uitstorting per liter;
1
= ~0.5n(t)-uy2
r(t) 32%7? exp(-0.5¢( p )7,
met Q is de totale extra uitstorting,

o is een maat voor de spreiding van de uitstorting,

u is een maat voor de plaats van het maximum.

Voor verschillende patiénten zijn een aantal waarnemingen gedaan, waarbij
de enzymenconcentratie in het bloed, xl(t), op verschillende tijdstippen
gemeten werd.

In het volgende beschrijven we de methode waarmee, op grond van deze
experimentele gegevens, een aantal onbekende parameters uit het mathema-

tische model bepaald werden.

2, VAN EEN 5-PARAMETERSCHATTING NAAR EEN 4-PARAMETERSCHATTING

We gaan Xl(t) uitschrijven en maken gebruik van de relatie
alaz
i -
v k °
2 a.a
a.- .——1.—% t —OOS(M)Z-]-a T -a. t
=1 k Q o 1 1
x, (t) = el dt e +
i a.,-a otvinw
172 -0
a.a
‘ 2‘2 -a, t -O.SQLELLl:E)2+a T -a,t
‘ + 9 e o 2 dr e 2 + X o
al—a2 0 ot/en 1lim.



In deze vergelijking komen de volgende parameters voor:
al,az,k,Q/U,u,c,xlim. Nu zijn a, en X, al goed bepaald en gaat het erom
de andere parameters zd te bepalen dat xl(t) in de waarnemingspunten zoveel
mogelijk overeenstemt met de experimenteel gevonden waarden.

Deze 5-parameterschatting kunnen we terugbrengen tot een 4-parameter—-

schatting door gebruik te maken van een extra relatie:

a.a
1
—k——' —3.2 t az’l.'
(2) 1im cz(t) = 1lim (—-—;—_—;—J r(t)e dT) °
o t>oo 1 72 0

De limietwaarde, noem deze c2, is voor iedere patiént bekend. We kun-

nen nu Q/c uitdrukken in de andere parameters:

a.a
172 - _ In(t)=p,2
. az,Q 0.56——7;———) +a
a-a, @

2'['

(3) 2 = 7%?f %e dr .
0

Om de notatie te vereenvoudigen, stellen we

1%2 0 1%
k 2 1 k
2= el T T
1 72 1 72
t, -0.5(l2£§l:3)2+a21
d2(t)=j;e dt,
0
t 1 -0.5(12£5225)2+a1T
dl(t)=J-{e dt,

int2 = lim d2(t).

treo

Uitdrukking (3) wordt dan

c2 = cozgv%?int 2

%) %=c2’/51?——1-— ]

co2 int2’



Na vereenvoudiging van (1) kunnen we‘g substitueren:

"

1 _9_ -alt 1 g -azt
Xl(t) = col rks di(t)e + c02-7§? - d2(t)e + X
-a.,t —a,t
B c2 di(r) 4 a(t) 2
=l mez & Y2 mem ¢t Mg

Xl(t) is hierdoor een functie in 4 parameters geworden en er wordt
tevens aan de extra relatie (2) voldaan. De parameter<§ kan na convergen-

tie van het proces bepaald worden met behulp van (4).

3. DE VOORBEREIDING VAN HET PROGRAMMA

We hebben op de tijdstippen Elseeest de gemeten waarden voor de uit-

stortingen ytl,...,yt . We gaan nu de parameters k,u,0 en al zd bepalen
- :

m
[T 3
e=V] 85,8 =x(t) -y,

i=1 i

dat

geminimaliseerd wordt.

Voor minimalisering van de functie ¢ wordt de methode van Marquardt
gebruikt ([1] en [2]). De tekst en de beschrijving van de gebruikte
procedure MARQUARDT is te vinden im [3].

In Xl(t) komen de drie integralen dl(t),dz(t) en int2 voor. Deze in-
tegralen hebben een kritiek punt in 0 en int2 een tweede kritiek punt in
«, Een nadere beschouwing leert dat bij numerieke integratie van 0.1 tot

5xe” de uitstorting voldoende nauwkeurig berekend wordt.

De procedure MARQUARDT eist een boolean procedure FUNCT en een proce-
dure JACOBIAN. FUNCT berekent de residuwaa?den g;» i=l,...,m en is be-
schermd tegen overflow in het exponentiele gedeelte van de functie. In
JACOBIAN wordt de matrix (asii‘)i°’ i=l,.e.,m , j=1,...,n volgens een

differentieschema berekend. Met par [1:5] worden respectievelijk de para-

meters k,u,0,a, en Q/o aangeduid.

i

&



Vanwege een nauwkeurigheid van de waarnemingen tot in de eerste deci-
maal vragen we voor minimalisering van het residu een relatieve tolerantie
van j9~4 en een absolute tolerantie van jg5-1.

De output van MARQUARDT biedt ons de mogelijkheid om, uitgaande van
de lineaire statistische theorie, enige statistische grootheden te bepalen..
Een 17— vertrouwensinterval, de covariantiematrix en de correlatiematrix
worden voor de gevonden parameters berekend.

Tenslotte wordt aangegeven hoeveel de gevonden curve van de waarne-

mingen verschilt.

4. PROGRAMMATEKST

De complete ALGOL 60 tekst van het programma voor patiént 43 is:



"BEGIN" YINTEGER™ NyM,I,J3 .
"REAL® FA,PI;CZaCOZvINTZ’
WARRAY® IN[O34],0UT(1371,PAR,DELTAPARL 34 ,X,Y,600831], V(ll“,ltﬂ)!
"PROCEDURE® MARQUARDT(M NePyGoVoFodsl;0)9 "CDDE” 34440;
"REAL® #PROCEDUREY VECVEC(F,G,H,J.K)’ "CODE® 340103
WREAL® *PROCEDURE® QADRAT(A,B,C,D,E)p “CODE™ 320703

“ROOLEANY uPROCEDUREY FUNCT(M,N,PAR,G);
HYALUEY MyNy "INTEGER™ M,;Nj
WARRAYY PAR,Gj
HBEGIN® WINTEGER® Iy
PREALY NLIM,82,C01,T,D1,021
PARRAY" E($331
ALIMg=3) 6y A2020,11%9y C2im3081;
E£113l5t211=*-51
#IF? PART4Iw) (M) 2680 90R% AzaxtM!»bao A THENY
"BEGIN® FUNCTsmWFALBSE®
GOTO" UIT
WENDY g

INT2100ADRATIT, 0,1, SoEXP{PARIZI },EXP(20,3a{(LN(T)n

PART2Y)/PARIZI I #w24A28T)/T,E)p Dl!'D?I'OB Xi{0lem0,1

E013a(PAR[AIaPARIAI nA2/PARTL]I I/ (PARIAT wAR)

CO233(PARIUI »A2/PAREL1 »A2)/7(PARTU) »AR) )

HEOR® Tgwmi #BTER® | WUNTIL® M ®DO®

TREGIN® D1seD{+OADRATCT , X {Twi] ;X IL) ,EXP(w Su(CLN(T)»
PAR[2Y)/PARIZTI 2w +PARIAI T/ T B
D23a3D2+QADRAT(T, X [Tl s X1 4EXP (w0, Su{(LLN(T)w

PART2) 1/PARI3] Jww24+A22T)/T,E)
GlIlgm(COLaC24DInEXP(wPAR 4T uXIT]I)/CO24
D2wEBwEXP(wA22aX {11 )3 /INT2¢%LIMaY (1]
PENDW 3
FUNCTss®TRUE®
UITs
REND® FUNCTS

sPROCEDUREY JACOBIANCM, N,PAR, G, JAC,EVAL)}
BYALUE® M,M; YINTEGER® M,Nj; "ARRAY® PAR,G,JAC)
«Paoceouagv EVALs
ABEGIN® PINTEGER® J,J5 “REALY STEP,AXD,DI,
BARRAYY GLl13M)}
DlignesSy
BFOR® Igmi “STEP® | SUNTIL® N ®DO®
WBEGINY STEPguDIy AIDgm PARII)g
PAR[I1 y8AIDGITERy
STEP3a1/8TEPy FUNETIM, N, PAR,G1)}
BFORe Jimy WOTEPR 1 PUNTIL® W
wpOVSAC IS, 11 1m(Gil(JIaGlJ] )»BTER;
PARIII ssAlD
HENDW g
SEMND® JACOBIANg

Nesdy Mpm25p FAgud, 18y
plgael, 141592653589;
IN(ﬁiam“saaa IN[{Timvmdy INI2YoB%=ip INC31§m2007 INLa)gmip
+ "FQR® Temi "STER® § WUNTIL® M "DO®
INPUTCG0, P (2(N), /%), X121 ,¥Y L1 )y
PARE{Ism0,163 PAR(2) 132,95 PAR[3)1m0,35) PAR(4) su0,31)
aU?Pu*(bt;“t“S/ 3680“(“5UBJECT: PHI:P ATIEMNT ﬂ 3BYR /Y



"(RSTART VALUES OF PARAMETFRS")”,/"’“);
BFOR® JTgml YSTEP® | WUNTIL® N #DOW
QUTPUTCOL: " ("D, 6D 2D, /)", PARII] )y
MAR@U&RDT(M,N.PAR,G,V,FUNCT.JAcOBIAN,IN.QUT);
CUTPUTCHL,"(%///, " (PNUMBER OF OBSERVATIONSg")",ZD,/,
“{#REL, TOLERANEE POR THE 2oNORM OF THE RES,3%)%,D,4D%eZD,/,
R(WARS, TOLERANCE POR THE 2eNORM OF THE RES,3%)%,0,40"+ZD./y
BEATHE LAST IMPROVEMENT OF THE 2«NORM OF THE RES, z"}"
DeTDM4ZID, /% ("2eNURM OF THE FIRST RESIDUER®)",D,TD"+ZZD,/,
*t*aaNﬁRM OF THE LAST RESIDUEL®)w,D,TD"¢ZID,/,
n(*NUMBER OF USED FUNCT,EVAL, 1")%,
- 2ED, 2y L HNUMBER OF tTERtT!ONSt")" ZZD./.
nenCHECK ON ERRORSgN3I®,D,/%)0,
My INETTF IR {2 sOUT £33, 00T (4] s QUT 2], 0UTIS] ,0UT 6] ,0UT(7] )y
DUTPUT(&&,"C"//,“("PARAMETERS")".?B."("CONFIDENCE INTERVAL®)®
IYAP LS}
WEFORY T334y WSTEP® § WUNTIL® N %DO®
SBEGIN® DELTAPAR[I) raSBRTCNAPAsY{T, 11/ (HaN)InOUT (2]
OUTPUTC61," ("D, 6D"¢ZZD,30B,0,6D"4ZZD,/")",PARIL]),
DELTAPERIII) )
HENDH®

“CR2ImSART(2wPTy=C2/(CORRINTZ) g
OUTPUT(6L,"("/, 8 ("PARIS] 18 COMPUTED BY THE RELATION g®)",
D 6D¥$ZZD5 7% ) %020y
QUTPUT(6L, (/" ("CORRELATION MATRIX®)®,228,
#{HCOVARTIANCE MATRIXW)R, pu)%))
C2480UT (21 #0UT (2] /(MeN)}
“FOR® Tgmi MSTEP® § RUNTILY N "DO"
"BEGIN® WFOR® Jgm{ WSTEP® § wUNTIL® N DOV
HBEGIN® HIFY Tm) *THEN® OUTPUT(G6],*C(%a0Br)%)y
RIF® I»J WTHENY OUTPUT(b!a"("ﬁb.bD”QZD Beye,
VEI,JI/Z78RRT(VIE, 2wV J,J1))
RELSE" QUTPUT(61,"("+D,6DY+ZD,B")",VII,J10C2)

HENDRy
QUTPUT(LL M (n/n)u)y;
HEND® g
QUTPUT L1 ("u, 3/,

H(UREGIDUALS, SPECIFIED FOR EACH QBSERVATION®)®,/P3¥)y
FOR® Igsy "STEP® | WUNTIL® M "DO¥ OQUTPUT(6],"(ReD,50%+Z7D,
FRIR,610110s

FPINIS GEN,BY EUR«CARD

"ENDH

5. RESULTATEN.

5.1. PROGRAMMA-OUTPUT

Voor vijf patienten is het ALGOL 60 programma getest op de Control

Data Cyber 73-28 van de Stichting Academisch Rekencentrum Amsterdam,



1,500000" =i

oo BB Fhaciomdih

UAAAA L S A
5:000000% w4
] )

REL. fogznAncE ?OR'THE EUNORM or THE Rss.:s 0000"® .4

THE'LAST IHPRDVEMENT OF THE aaNORM OF THE RES.!:.QBQ&SO!” wil
i P " e oy i SN R VEUEE o 4
aaNORM UF THEAgAST RESIDUESS 6283066” +1

NUMBER oF xrenar:omsa'az )

LAY

PARAWETERS CONFIDENCE INTERVAL

- 59 7y eSS TesY %]

3 038230" +0 1.077025“ %0 )
. w1 -

t,STB??Sﬁ @4 2e 54&869" +0

PARIS] IS COMPUTED BY THE RELATION §i,043534% 43

CORRELATION MATRIX COVARIANCE HATR!X

+9,850126" wf | $5,7653217 22 +2,4754497 a2 n1;3§¢938' -y

;9 666953 of =9 essosew ol 9,863811% =i ' 39223926 wi




#0°CA%  NNY 1091Y 40 ON3

0+ 409596°5=
04 =¢mno~”n.
te ahé610i9e
0+ w921264®
0+ 9291 %9¢
04 a296L1%te )



SUBJECT: PHITP A TIENT 43

START VALUES OF PARAMETERS
19600000% =i
29000009 <0
3:500000% =i
3,100000% =y

RUMBER OF OBSERVATIONS:2S

REL, TOLERANCE FOR THE 2=NORM OF THE RES,31,0000" =4

ABS, TOLERANCE FOR THE 2«NORM OF THE RES,51,0000" =}

THE LAST IMPROVEMENT OF THE 2=NORM OF THE RES,17,2984060"%
2»NORM OF THE FIRST RESIOUER{,2549227% <2

2=NORM OF THE LLAST RESIDUE$5,2995210% +1

NUMBER OF USED FUNCT,EVAL, ¥ 23

NUMBER OF ITERATIONSy 20

CHECK ON ERRORS:O

PARAME TERS CONFIDENCE INTERVAL
1,9914987 & 1,116307% 40
2,951847% 40 3,537144% 0
442659270  of 6,1896377 =y
2,239619" =i 3,292670% 40

PAR[S] IS COMPUTED BY THE RELATION §2,347717% 43

CORRELATION MATRIX COVARIANCE WATRIX

$T. 4530017 =2 #2,357838% i ¢l,124744% «2
$9,984230% w1 +7,462889% wi ¢1,301120% =i
. $2,291364% =2

+9,981237% =i +9,936551" wi
*®, 965580 =1 «9,994756% «i #9,912859% wi

al

wg L FOTTTH
=6,962046"
wi,208303%
+6,4B42550

L
®}
L
=}

ol



Risggggtg, SPECIFIED FOR EACH OBSERVATION
w2, 132648 44
w2, 882611 ¢y
'6'873a7" +0
“6,99971% 0
+2,554412% ¢y
23,28770% 0
vl 35688% <}
wh,02154% 0
=25,03982" =y
Q2,75435“ "0
+1,88994% oy
+1,05419% oy
+5,87495% 40
*4, 433407 0
¢6,03673% «2
‘3.276@6” Ul
i T0242% e
+1,58482% 40
+6,88258% w2
+3,89862% 40
#1,62772% 0
+4,20808% +0
$1,00106% =}
+1,28000% o}

END OF ALGOL RUN #V3, 0%

I



S

Qb .
SUBFECT PRI T T2

P o

(5]

1,600000" =i

Bl B i B8

CA'A'A']

vy
2,000000% =i

wi

NUMBER OF ITERATIONSs A
—BHEEK—BN—ERRERS

ATEONETTT

RELE”TOLERANCE FOR THE 2wNORW OF THE RES§1,0000" =4

PN AP S

lA A LAY -

TNEfLASTHIMPROVEMENT orrrns auwoan ow THE RES, 12, 87259971

al

&
i

Q?V

PQRA%ETERS CONFIDENCE INTERVAL
wt o OEETE—wt
2 5!9240" +0 3 579168" +0

§1225504% 40 6l 457780% 4}

PARIS] IS COMPUTED BY THE RELATION 31.957500" +4

CORRELATION MATRIX

VD|~

*9 997azs~ o +7, 7229370 of

CDVARIANCE MATRIX

O30
T

¢9 999765" wi w9g998499" =] $9,999992" =i

g 9831917 +0 i 3041777 41

Vg

423534380 2

cl
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—=0%€AN NAY 087V 4O ONZ

0+ =ﬁo°°~n¢¢
04 W9LLnS’{e
f= wSQQ6H 9
= wSgLeglile
0+ 4S842E° 4%
0+ uEnSL6lYs
14 w666LE ye
04 ,aooocn.b§



* 14700000" =y
b
4g500000" =i

Birkd,

G e
REL, TOLERANCE FOR THE 2=NORM OF THE RES,81,0000% =4

3
THE LAST IMPROVEMENT OF THE 2nNORM OF THE RES,13,7615032% i

[4

L]
2eNORM OF THME LAST RESIDUES3,3006867% +}

NUMBER OF ITERATIONS; 17

—CHEEK—ON—ERRORETO
PARAMETERS CONFIDENCE INTERVAL
;.V*ﬂﬁv;" w 2 08I0
2,854732" 40 49605775% 40
L
2,442210"  4,208253" 40

PARIS] 18 COMPUTED BY THE RELATION §1,927606% 43

CORRELATION MATRIX COVARIANCE MATRIX
YEgaVI L] [ ; ]
49,9945327 =y ) +1,157924% 40 +2,255468% of =1,079930% 40

§ ®
#9.980270% oi =9.993704% =] w9, 922805" w +1,0088600 +0

71
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BE TR 3AAA'A S gt

§ 6000007 )

—ETEroU Tt —w0
50000007 wf

| T4
REL, TOLERANCE FOR THE 2«NORM OF THE RES,1{,0000" w4

F1 ol 1
THE LAST IMPROVEMENT OF THE 2oNORM OF THE RES,1{,6425582% =4

w Ve
2oNORM OF THE LAST RESIDUE:6,4214713% +1

NUMBER OF ITERATIONSE 17

oRSTO
PARAMETERS CONFIDENCE INTERVAL
B TYR T I+ L AP IT-L LRy
2,92658%% 40 6$,248510" =i
0 1 e e 00T %0
4,091671%  af . - 4,851043% 40

PAR({S] 1S COMPUTED BY THE RELATION 383,550414% +3%

CORRELATION MATRIX COVARIANCE MATRIX

L]

+9,785035% of €2,374932 w2 +9,078649" @2 i T7(537" =f

D )
«9,965030" =] w9,608163% =i =9,987201" wi

+1o431425% 40

91
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5.2. GRAFIEK

De grafiek van patient 68 (zie figuur-5.1), waarin de enzymenconcen-
tratie uitgezet is tegen de tijd, toont de gevonden curve en de waarne-
gen:
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6. CONCLUSIE

Een blik op de correlatiematrices laat een sterke onderlinge afhanke-
lijkheid van de parameters zien. Dit duidt erop dat het probleem met de
vier parameters een in principe moeilijk oplosbaar (slecht geconditioneerd) -
probleem is.

Desondanks bleek dat met de gevonden waarden van de parameters een
aanzienlijk betere aanpassing met de experimentele uitstortingscurve werd

verkregen dan op grond van de beginschattingen mogelijk was.
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