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HARMONISCHE ANALYSE VAN PERIODIEKE FUNCTIES 

1 o In dit verslag warden verschillende rekenschema 1 s behandeld voor 

de harmonische analyse van periodieke functies~ waarvan op een 

eindig aantal aequidistante punten in een periode gegeven zijn de 

functiewaarden zelf ofwel de waarden van de integraal der functie 

vanaf het begin der periode" Als de gegevens of' waE.rr1ernjn~J11nin ofmce.r) afwij

ken van de j·ctiste waarden bv O door waarnemingsfouten of door storingen 

in de te onderzoeken functie en deze afwijkingen volgens een of 

andere waarschijnlijkheidsdichtheid zijn verdeeld, wordt de nauvrkeu

righeid van de resultaten onderzocht. 

2o Formules .. 

De volgende eenvoudig te bewijzen fo1·mules zullen warden toeGe
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Rekenschema,s volgens 

1 00. Ter verge 1 ijking met 

3.4 en 3-5 zijn bekend voor m = 12 3 24 3 36 en 
in de volgende te behandelen schema 1 s laten 

' 

we er hier twee volgen. 
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a Re ken schema voor m 12 en n 4. 
Na berekening van de grootheden , .,, en , volgens volgt: 
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b Rekenschema voor m 24 en n < 4. 
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Rechnungsformulars zur Zerlegung 
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5.Schema 1 s volgens een benaderinssmethode~ als de functiewaarden zelf ge-
♦ C geven ZlJno 

De minimalisering van 3.1 
• 

hetgeen tot de vergelijkingen 

volgens d2 methode der kleinste kwadraten, 

3.2 leidt~ betekent voor het rekenwerk~dat 

de waarnemingen vermenigvuldigd moeten warden met sinus.a en cosinusfunc

ties met dezelfde periode als de te berekenen harmonischen. Het aantal 

vermenigvuldigingen, dat hiervoor nodig is, is tamelijk groat. Door nu de 

exacte sinus- en cosinusfuncties te vervangen door z.g. ''vierkanter' sinus

en cosinus1-.uncties of 1'zeven 1', d.w.z. periodieke .functies met dezelfde 

periode als de betreffende sinus- en cosinusfuncties, die echter alleen 

kleine gehele waarden aannemen bov. + 2, + 1, 0 terwijl de onderlinge 

orthogonaliteit gehandhaafd moet blijven, warden alle vermenigvuldigingen 

teruggebracht tot optellingen, terwijl het aantal delingen hetzelfde blijft~ 

Het rekenwerk blijft dus eenvoudig2r. Wel moet voor iedere combinatie 

n.,m -waarden afzonderlijk warden ond2rzocht hoe de t 1zeven '' het meest ge

schikt gekozen kunnen warden; dit kan men echter eens en voor al doen. 

Aan de eis van onderlinge orthogonaliteit blijkt alleen te kunnen warden 
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voldaan als n<<m hetgeen in de practijk echter wel het meest voorkomt. 

Dit principe is voorgesteld door Doodson en Warburg en uitgewerkt door 

Scheen. Doodson en Warburg gebruiken alleen +1 of -1~ al naar gelang de 

sinus en cosinus positief of negatief zijno Scheen voegt ook O toeo In het 

volgende laten we ook + 2 en 2ventueel nog grotere gehele getallen toeo 
• 

De vorm van de volgens dit principe op te stellen schema rs is daarom niet 

algemeen aan te geven en we zullen de methode nu toelichten aan enkele 

·voorbee lden. 

12 en n ~ 4. 

De benadering voor f x is 
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S 1.n lX • 

In tabel 5.a.1. zie blz. ··16 berekenen we met deze formule f x voor ieder 

f xk. 

0,1, ... ,12 direct aflezen, bv. 

Tabel 5 .. ao2 geeft de 1'zev2n'1 zoals die aan de hand van tabel 5.a.1. het 

meest geschikt kunnen warden gekozeno Iedere ''zeef 1
' laat een en slechts 

een coefficient door. 
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Tabel 5.a.2. 
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: +2 
; +1 

'+2 
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• 
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0 
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I 
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' 
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' I 

I 
I 

Het rekenschema~ dat volg2ns tabel 5.a.2. kan warden opgesteld, is het

~t?:lf·Jc::: als dat onder 3a ., lJehalve het laatste stuk, waarvoor 111 1je plaats 

r 
' I 
1 
• • • 
• 
' • • • • • 
' • , 
I 
: 
• • 
• 
' ' I 

Schema 5 .. a.3. 

s • 

. ("') . ("" • <..."l • ""'\ 
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,.,. 

24 \,,,_ 4. en n 
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' f 
' • 
' 

• 

Op dezelfde wijze als onder a 

basispunten, in tabel 5~b .. 2. de 

kening der coefficienten. Voor 

• 
' 
• 

• 

bepalen we in tabel 5 .. b.1. f x 

• 

' • 

T t ~?.: e Ve !1 '' en he t s C he ma 5 " b . 3 e VO Or de be re -

tabel 5.b.1. er1 schema S~b.30 zie blL.17 . 

, r r t y f") -c.. i 
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a3 ; 
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• 
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• • 
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' • 

' 

' y I ff 
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' f , • 

+-1 : +2 : +2 : +2 · + 1 : 0 . -1 
• 
• 

: -2 
• 

. -2 
• 
• 
• 
• . -2 fl • • • 

• 
' 

. . ' 
• . . ' 

' • 
' 

; r ' tr 
' • ... 1 ' ~ . ' ' 

• 
• 

: + ·1 i + ·1 l + 1 ; o : - 1 : - 1 : - 1 : o : + ~1 
• 

\ +1 

' ' ' ' 
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' • I f I 

! 
' 
' f I t f 

' ' . ' , . 
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• 

♦ ' " • • • . . ' . . ~ 

f ' b4 . +1 l +1 : 0 : -1 : -1 0 . +1 . +·1 : 0 : -1 · .. 
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6. Schema's volgens een benaderingsmethode, als gegeven zijn de waarden 
1 fi, L a r Ii,. ,1 L ·•·= Jllfbl fit l\;IT

0

l Rt 2 ru:m;s•ertJ SI etlttt;Fltt•r• 11lblll IS z 

van de integraal der functie vanaf het begin der periode. 

Het principe van de 11 vierl{ante'' sinus- en coeinusfuncties kan ool{ in 

dit geval volledig worden toegepast. Door het vervangen van vermenigvul

digen door optellen krijgen we hier een extra voordeel: in het rekensche-
' 

ma kunnen de integraalwaarden zelf warden gebruikt i.p .. v. hun opvolgende 
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• 
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I 

verschillen, waarvan bi,j de methocie van. ~ 1+ moet warden uitgegaan. Omdat 
,.., 

Of.Jk in dit geval de V(:)rm van de schemars niet algemeen is aan te geven, 
• 

werken we nu enkele voorbeelden nader uit. 

a 2 J, < 3 .,. en n = .. 
De benaderin~ voor F x is 0 

• 

1 y y i 1 X x() + ao X + I 

a " s 1 V') 

T (, __ .,., ., _.._ l .. 

l 
1 

/'. 

In tabe 1 o. a. 1 .. ·berekene11 

interval de toename van F x 

Uit deze tabel lezen we direct af, 

X + b 1 ( ·1 - cos i X 
' ...... 

met deze ftormule voor ieder 

• 

toe11::11r1e van F x in b. V. 

vierde benadering gelijk is aan 0,2618a + 
0 

Kiezer1 we de ''zevent' als aangegeven in tabel 6.a.2. zie blz.·19 dan 

blijkt., dat iedere '1zeef' 11 een en slechts een coef1.,.1cient doorlaat en vJe 

vinden: 

4 .,_, 

- .. - + 

+ 

Uit de vergelijkingen 6.a.3. volgt dan het rekenschema ~.a.4. 

Sc he ma 6 • a • 4 .. 
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b 

De benadering voor F x is 

Op 

tabel 

dezelfde wi1ze ala 
V volgens dt~ze forn1ule 1 n 

;!"-'If"\ lr·1~zen de ''zeven'1 a·· ls C' J..J. J1.. t;; · ' · · L · .. 

aange~even in tabel 

Ied0 re 

f 01~n1u le s 

6,2832a 
0 

6,6924aA 
# . I 

,...,.r 464oa . , 2 

P 1 t 1"7 ·~ ,..., ' .c...ec:.i.. aa . 

2 F4s-Fo 

2 F4g-F0 

, 

-

-

slcchts een coefficient door volgens de 

+2 

-

+ + - + 

+ + . ,-:l + - -
t:::.. _;,, 

Opmerkingen: 1 De rekenschema•s 6.a.4. en 6.b.4. geven de coclfficienten 
..... ------------------

a 1 en bi zelf en niet, zoals bij de klassieke methode, via 

hulpcoefficienten A1 en B1 . 

2 Het rekenwerk is vooral in dit geval veel eenvoudiger: min-

der optellen en aftrekken, 

enkele malen delen. 

niet vermeni~vuldibcen en slechts 
'-• 

·7 .. De nauwkeuriL-:;heid van de rest.iltaten b·itj af"•1 l\,jkin ,·f\n in t1et waarneminf~S

rnateriaal. 

OndE:r zeer algemene voorwaarden wordt in de Waarsct1ijnlijkheidsreke-
• 
(o .. a. vern1eld in het rapport ''Harmonic ning de volgende stelling bewezen 

Analysis of Tidal Phenomena r, door 

Stel f x is een functie van x en wor~jt waarg:er1orr1en \roor N opeenvolgen

·van x. Door storingen en of waar11emingsi"outen 

gevonden, maar f 

beschouwd warden als N 2~~f~~~k~!iJ~~ 
waarnemingen van - --- - ... ... ...._ 

1n stochastische variabele met gemiddelde Oen 

' Stochastische variabelen wor~cten onderstreept. 



- 10 -

E~n spreiding (f • 

kleinste . , " -~- - .;K _•*" 
. ir·~-~- -f.111 

de 
.;\ 

zo g~oec1 mogeli,jk benade1~t, dEin is vol(J.aar1 aan cie VE?rge-waarnemina:en "-· ,,,} -------------.-. ........ 
lijkingen 

met 

1 

S~ i n .... 

.. 

of in matrixnotatie matrices rnet 1 rijen en kr)lommen 

s 

Verder geldt: 

1-dimensionale waarschijnlijkheidsdichtheid met 

zijnde de waarden, die de coefficienten zcJden 

afwijkingen waren en met 

M=u2 s- 1 

als matrix voor de 2e momenten. 

verdeeld volgens een 

aannemen, als er geen 

7c2. Om deze stelling te 

schemars het geval, dat 

ve rond(➔ rs t;1 l len: 

kunnen toepassen voor de in 
• 

3 behandelde r8ktn-

de functiewaarden zelf gegeven zijn moeten we 

1 

2 

De te onderzoeken periodieke functie wordt exact voorgesteld door de 

functie 

f x 1 met gelijke spreidinf; a-· 
x 1 . Iedere 

' 

sin 1 x ; 

op, zodanig, dat alle 

onderling onafhankelijk zijn v0rdeeld om 

waarneming f x 1 is dan te beschouwer1 hun ware waarden y 

als een steekproef 1ui~ een verdeling met ·Temiddelde y· x. 
,._, L) 1 en spreiding 

In ons geval met m waarnemingen van een periodieke functie op aequi-
distante i;::1unten in een periode is., m .. b .. v. cj~ i~orrr1ules van 2, eer1voudig 

te bewijzen., dat de matrix S uit ger1oemde stelling 2en zeer eenvoudige 

gedaante heeft, n.l. 

m 

.. 
l 

0 voor i h i J 11 1 , ? , ••• , 2n + "1 , 

d.w.z. een matrix 

de hoofddiagonaal 

met 2n+1 rijen en kolommen., waarv'"an alle elementen buiten 

O zijn. Alle correlatiecoefficienten van de coefficien-
* -~ ... en voor g8ldt: 

. -n 
;• 11 nm ,. 

r II t:h ◄ ,#: 
~ • {} \ er b. ([ 2 i a 1 m en 1 ai m 

-0 l 
1,2., ••• ,n. 



benaderingsmethod0 -~---~~~-~-----~-~ 

a m = ·12 en n 

. 
,, 1 .,,-. 

·1 ; I ~ 

,s 
1 ,...... i 

I 

1 

en spreidingen 

,::1 } 4 1 c- ; 0 ; 4 ·1 0 . 
Vergelijking der spreidingen: 

b m 

De 1 /24 s 
-'I 

I 

24 

-

0 
- ,, rr· tr- ·" ,·--"' 
~ 0 IJ Li + (\ ,·rti 

or · ·1 (' . . \ r , 
v u1··, - ,, ;_ f'·)J 

ll / ,#'-
-.,.,_.. --

·····' "' ' " , \ tr ( s-· ., + 2 0- 0 0 + 2 - ::r... 

I It- ..,1 

a- J ·cl' 
.... 

·"."oo' \ - 1"" ,f) ..,. Li ··7 
"') 

i & S ,/ 

Klassi0ke methode 

0, ·29 u 

0, 1+ I <f 

o,4·1 rr 
0 4·1 u 

j 

0,4·1tr 

o,4"1 er 
0,4·'1 rr-

o,4·1 a
n 41 K"" U ,:; I l} 

~ r 
/20~ + 2°:.-·1> + 
\ 0 1 

• 

2 ha-a- + 2 ~ ~a: 
·- I f.) I 

•I 

+ (f"c~1) 
C. ,"\ ..--

\ - ~L 1 

u ; 

o.,3~~(f 
o ,4·'1 o 

~ 

o ,33C 
o .• 3~1 v 
0,4·'1 o 
0 4 ,'J tr"" 

, , I U 

·• ('I f'\,_ 

,. 1 

1 
<J~ r r ·- ~ 

"\ I'\ " 

(\ 1 r c.. 
25,8564 
14_4853 

')'J 8 C '- 3 

u 

zijn simultaan verdeeld 
• 

en spre id ingen O .. 20 u; 
o.,29r ; 0;29 _ 



Vcrgelijking der spreidingen: 
Bcr1adc; I'\ingsr·ne t hode 

0 r)o r, C.. . lJ 

0,290 
o, 24 r· 

0,23~"'" 

0 ") ,"1 r' 
, If-- 'jf...; 

o_,29cr 

703. Om de stelling van 7u1 te kunnen toepassen voor de in§ 4 behandeldc 
rekensc hema Is 

functie vanaf het begin der p2riod8 , moet nog iets m~er verondersteld war

den: 

3 

De integraal, vanaf het begin der periode, van a~ te onderzoek2n perio

dieke functie wordt exact voorgesteld door de funct1~ 

n • 

1 -~-,.,.. 

ao X + i T 
1 

a 1 sin 1 x+ 1-cos ix =0 

We beschouwen niet de integraalwaarden F x1 , maar de toenamen 

F x~ - F x .. 
l l-1 

treedt een afwijking op 

dmiing onafhankelijk 

lijk verdeeld dit volgt 

cienten nul ziJn! 

als waarnemi1'16en. Bi,j 2 lk van deze !
1vJaarnernirlt?;dr1 1

' 

-it . ( zodanig~ dat alle f \x 1 met gelijke spreidin,soi1-

-r1 - -n 
nl. niet uit het feit, dat de corr2latiecoeffi-

Op dezelfd2 wijze als in '[.2. vinden \'12 dan 

A :..t
-o 

---- -~"• ...... 

a·' B .i = T 2 m 
-i 

Hieruit en uit de vergelijkingen 4.2. en onderstellin~ 3 volgt voor d6 
~. ~ * *" * spreidingen van de coefficienten _ _ zelf: 

a 

u 

v·oor de benaderingsm2thode 

m 

De 

- _..,....,... - - - - -- - -- ......,...,.. __ - ... 

24 en n <'" 3. 
coefficienten: 

~ 

1 

1 

1 
--a2 .... 

3, 46'2+0 

1 
1f 

2 
i --•'-o.-Eil. 
1 

~G-!i. 
\. i 

'JI■;;_, I 
1 

4 

2 ~-"i .. 
L. __ _ 

1 

in 

"· rr1 1 -cos 

- i 
. - ..... 11! ' -

9 
8 

- >i--
'- ""' "" ~---

5 

24 
.. 
21 

14 
+ i -

i---llll 1 I 

1 1 

10 14 
- L .. i ___ __ 

11 3 7 

n 

l =1 , 2, •. j 11 

zie de schema's van 

20 24 

17 23 
18 

+ .,. -
1 __ · 

22 24 
i 

23 



b-# 
• 

2 , 

..l(t-
b 

3 ? , .._ 

Vergelijking der 

b m 48 en n < 4. 

De coefficienten: 

1 

-1 

b 

1 
82 

1 1 

5 
~T £,~., ......... _ 

2 
·,; 

,., .... ,<-r◄t...' 

31.i· 

.,t· n 
-0 

,--~ . a .:t<. 

,._., b-~¥· v j 1 

:L 
'°) 
C 

A'-' (1~ ~ 
\u0 

c:.. 

«' + 
·,I 

1 

1 

1 

-

-

-:,--,.,..-,:=:-

, ·,b 0 

.A! 1 ' j 
,t_,_,,_ 

>i -·-· (~'-,, 
• ,_,, 

,...., 
' ' \:; -" 

/~ 
.. ,~~ .. Jli 

,, '"'"'-,, . ...,, 
c __ ; 

.24 

+ 

' ·"' . l 

~ 'i""'·''!P 

',~ ·· s I 
LL -

~ ·t ., 
1 -

~-~d'J-~ ... ·-,-- ,,,,_ 
f""'\ ,,' ' ·1 ii ,•· iJ 

' -
i 1 

1~· •' . l ~--' l ,.# ~··-·- Q . i ., - ' ·""-£ .. ,,,. TT :, 4J> -
:. _,_.,., II 

' ,,") (w~,~; 
'1 

1 j 
j 4 ' I -· 

(), 78 :) 

4 

1, 05 

,·•1, 13 :I" 
'1 I"'' ,·--

· i , l1? (f ' 

1,·12 3· 

1, 13 J 

12 -
- i ·---... a; .,,,, 

-

10 . ,. ... • 
• -c. l 

"""7 

f 

44 42 48 
·"-·""'· ..... •--• I 

·-

•• 

\· +) i ,,t ,, 
- (. i - l + l - .. ,.,,, .. 

3 ·1 3,.., 39 45 I 
I 

0 14 2() 
* ~1 -.! 

i i i i r, 

\ (, + u.4 - -
' --, 

17 -1 ,- ·1 ·1 J 

1 

·1 1 '"') 
c.... 

~ 1 "'"i + i b -

if • 
1' f~ X ' ' \ i 

"" 
¥'.,.,.._, -, } 

i ' c:. ' ~ ' ' 

+ i i -, 
' 1 X L,.·A,W~ I l1flio. 1 !,/J.cr I ~ ¾I ,·,_t,:1, 

·1 8 !") •'") 
c;:;: c:. 

Benaderingsmethode 

4 3() ·- ......... 

i -

I),· 3'J .::..0 c.. 
••= • •'lOJoo: ' 

i " + l - -
23 29 

21 
i - 1 ,, 

-
' + 

38 

o, 78 tr 

48 
j_ 

a 
_,I 

+ 
48 

i 
3 

48 

"+' :, 

2l1 6 
-'>i' + ;'' 1 + 

JJI',.,. - - lfl >2 I ,.,,_.,_ 

29 

44 48 
~ ~· ~ 

,••111~h•• 

+l. ~-
,, 

+ 1 1"' - 1 
4-7-35 •• 

I 

5 3 4 4· 
+,i - i 

6, 692"4 L. --2 eft 4 1 2 2 38 40 ? • 

'-

~ L 15 2 1 4 
1C'ci ~ 1 - )i ., 

1 i " ,xi 
~, 

+ + 1 l - - --LA ,9 - • I •• ,.. ;,a 

42 :, 2 -'! 0 1, 2b 3 

2 41 4 1 1 17 1 ~ .... • i i 1 1 
,":,,, 

i ' f . xi l - - -... 
·1 ·4- ~ ........ ,1......-

4 20 26 32 
., 

2 

en 

" l ..... 

zijn simultaan verdeeld met 

s pre id ingen 1 , 10 , 1 !J 20 ((, 

1,63 er'. 

1 , 12 u., 1 , 24 u', 1 , 6} , 1 , 62 , 1 , 20 er, 1 , 62 .·· ·., 



Vergelijking der spreidingen: 

tr" u 

~ 

~ a 
--0 

a~ 
-·1 
~ a0 
'-

,* 
0 

1 

* ~ 
b:tc-

3 
b * 

Klassieke mett1odE: 

1, 56 u 

1 
,,... r 

,?0 a-
,-

0 1 - ' ~)0 , ..,, 

-1 ,57 I 

1 ,58 

Benaderingsmethode 

·1 A 0~ • J i \.: 

,; 

1 , 2() U 

1 , 1 2 a' 

·1, 24<r 

/' (j ·1 Cf') ... , } ,:, 

1 ?O ,- (r 

1 ,62 u 

6~ ' 

,'l 

' I J ,/ 

7.,4. Uit de vergelijking der spre:iding2n voor cle beide rr1etho(jen volgt, 

dat, indien het te verwerken waarnemingsmateriaal groat is, het in beide 

geva l le11 aanbeve 1 ing verd ien t om voor de be re ken i11g, van lagere hEtrrr1011i

sc hen re ken schema's op te stellen volgens het ir1 cle § ,~ 5 er1 6 beschrev~n 

principe van de ''vierkante'' sinus- e11 cosinusfuncties. 
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Hnrmonische analyse 

1 2 3 

-1,-2.,-3.,-4 
N.A. 

P Y'T! 'R 
.i. • J. .-,. 

\J 

8 9 1 () /'i 1 I 
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