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Ho @ 5(5) 25 H, < A,
Al 5(1) 25

Een subtabellatie moest verkregen worden met en £ als para-

= i ¢ 2 - 5 & o D £

artoe werd getracht de functies

me ters, waarbi] Ht = A

voor te stellen door vierde-graadspolynome

. . met behulp van de methode der
een leldde tot 15 linealre vergellijkingen in

kleinste quadraten, hetg

4

2 - > u(a,z) al X (o).

Het aantal gegeven functlewaarden n = 55.
In matrix-notatie luiden de vergelijkingen (2)

D ;493 \ met elementen van de vorm AEH‘
3(15 X 15) en symmetrisch.
x 1s de kolom der te bepalen coefficilenten B pq

C is de kolom van de rechterleden der vergelijkingen.

ZQ+k 1s quadratisch

De oplossing van (3) kan nu geschreven worden als

—1
(4) X =A"C
De matrix/Q\ ~ is voor beilde functies dezelfde; alsA dus eenmaal

geinverteerd zou zijn, kon elke op deze wljze gegeven functle gemak-
kelljk gestrookt worden.

2. Pe 1inversie van A werd volgens een der gebrulkelljke methoden
uitgevoerd (Fox, L., 1950, J.R.Statist.Soc., Ser.B, 12, 120).
De elementen van A liepen zeer uiteen 1n grootte en namen wvan links
i Iing&Yr rechts onder een aantal machten van 10 toe:

= =.401
311 = 5.5-10

= 1.6-1012



-10< 83, terwijl & tot 6 dec imalen werden verkregen.

den eveneens 1in deze vorm geschreven , waar

na volgens (h) door Scalaim vermenigvuldiglng van (: met de kolomme
-- 5 q verkregen konden worden, bijv.

De bekende termen we:

Het bleek, dat 8., + t = 4 a 5; de factor 105 werd daarom voor
ctor 10 in Ep 77 onder-

het somteken geplaatst en een eventuele fa

15
gebracht. Nu was echter Z £r77 tot in 5 decimal
r=1

Eenzelfde verschijnsel trad voor de andere coefficlenten op.
Gezlen de vrlj grote precisie, waarmee het proces was ultgevoerd,
was dit een vreemd resultaat. Het berekenen van een zesde decimaal
zou geen zin gehad hebben, omdat het dan verkregen resultaat van
de grootte-orde der afrondingsfouten zou zijn.

3. Om een 1nzicht in dit verschijnsel te krijgen, werd eerst een
soortgelijk probleem behandeld in een dimensie. Een der grootheden
was n.l. nagenoeg onafhankelljk van Ht en dus van z. Getracht werd

nu een polynoom

_ \ _ 2 .3 i

te leggen door de functiewaarden bil] H =5 (21 stuks). Voor deze

coefficienten zal ongeveer gelden bk ﬁk 0 (k = 0,1,.. .,4) .
Dit leidde tot de vergelijkingen

(6) Y o= d

waarin B een matrix van 5- X 5) is, a,naloog aan A
Y de kolom der coefficienten by (k = 0,...,4)
d de kolom der bekende termen, analoog aan C

De oplossing van (6) is

(7)
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1€ b < 22.
schreven wordt

(8)
waarin
10 ziJn.

Belde berekeningen voerden tot een

stemt, naarmate de coefficienten "hog

! t, dat minder overeen-

er" zijn. Er werden 5 tot 7

genomen. Op grond hiervan kan men een relatieve fout van
0% voor de hogere coefficienten ver

wachten.

Berekening met matrix

(oorspronkell jke) L(getr&nsforu

0.196 | 0.156
0.757.107" |
0.499.1072 |
- 0.150.1077 | 0.379.10
0.135.107° | - 0.176.107°

coefficienten

o T o o
FU N s O

O

aansluiting aan gegeven Py (AL)
waarden A, =5 ju(A,)=0.7 0.68 *

De tweede methode geeft dus beter aan de gegevens aansluitende
waarden. De controle-checks werden blj belde berekeningen uitgevoerd;
bij de getransformeerde matrix was de afwljking + 0.25, blJ de
eerste werd de check zinloos, doordat de significante cljfers weg-
vielen. De tweede methode lijkt het dus in nauwkeurigheid te winnen
van de eerste.

Berekening met een derde-graadsvorm bracht nlets nieuws asn
licht.

4. Gezilen dit voorlopige
matrixi/\rOPnieuwte inverteren, nu echte:
behandeling met me




werd A getrar

het kleinste eleme

191 O6

" grootste .

De elementen werden nu steeds met een consta:

t aantal declmalen ge-
schreven 1.p.v. met een constant aantal cijfers, zoals eerst. En
wel In A met 6, in A "1 met 4 decimalen.

Hoewel ock nu blj de berekening der coefflicienten ﬁpq een aantal
significante cijfers tegen elkaar wegvielen, bleef er voldoende

ﬂauwkeuri rheld over om van een 2z

vol resultaat te kunnen spreken.
“'pq werden berekend in 3 a 4 decim
de aansluiting aa:

Llen en

geven een bevredigen-
1 de gegeven waarden, zoals ult onderstaande voor-
beelden blijkt. (De vierde decimaal 1s dus niet verantwoord geweest).

25 25 25 25 25 >
4 6 0.4 1h.7 21 3 36.0 36.0

3, 696 3 .69 3.686 3,687 3,702  0.699
3.7 5.7 5.7 2.7 3.7 0.7

Py (he,z)
u(At,z)

Het is nu wel duldelljk, waarom in 2. geen resultaat verkregen kon
worden: de coefficienten | e hebben pas signlficante cljfers na de
5 declimalen, die vroeger berekend waren.

Zo 1s bijv. [ ,, = - 0.0586 = - 0.000000586.10°

- terwlijl gevonden werd 0.00000 .105.

- Waren indertijd drie decimalen meer meegenomen, dus was E in 10 1in
plaats van in 7 decimalen geschreven, dan zou er inderdaad een uit-
komst verkregen zijn. Er 1s dus wel zeer veel van de preclisie 1n
~dat proces verloren gegaan: om dezelfde nauwkeurigheid te bereiken
als blj de herhaalde berekening, zouden 5 cijfers meer nodlg geweest
zljn|

5. Ult het bovenstaande blijkt wel, dat de nauwkeurigheid, waarmee
matrix-processen verricht kunnen worden, zeer sterk van de bouw
van de matrix afhangt. Om dit quantitatief te kunnen ulitdrukken, 1is
het begrip "conditie van een matrix" ingevoerd (Turing, A.M., 1948,
Quart.J.Mech.Applied Math., 1, 287, § 7).
Voor de conditie kan men als "maat" definieren:

a) het conditiegetal N
N = % N(A) N(ATY)

waarin n = orde van de matrix

N{A)= norm vanf = Z 2y 4 )%




vergell jkingen

de benadering S +A
1dt voor

; e B i:' ‘

» d an ge

: t’

oplossing

ran over de elemerten van maft
gelljke matrices S dan vindt me

gem,fout coeff.van oplossing _ N gem. fout in element van

gem.,coeff . .van opl. gcem. elemen

gemiddelde" bedoeld wordt de wortel uit het

ZO gro0t.
b) het conditiegetal

=nM(A) M(/

...1)

waarin “‘ = max ‘ ai

:Jt )

Dit conditiegetal 1is voor g matrices vlugger te berekenen dan
N en loopt enigszins parallel aan N, Er is echter niet zo gemakkelijk
een statistische betekenis san toe te kennen.

Ter illustratle volgen hier enige conditiegetallen N

1l

orthogonale matrix N
"willekeurige" matrix N
sing

1 (de best mogelijke)
V’ n

co  (de slechtst mogelijke)

I

Lliere matrix N

I

enkele matrices van orde 2:

;
¢

= 1 vVoor cg = ]
= CAVOOoYr CS = {0

P\Z singulier en inder-




ran het in 2. beschreven type.
. 2

ian N = n— zodat A?’,

et geval te ziJjn voor n =\[I=|
‘ ac + i o 2 !

Voor de in 2, 3 en 4 bes
conditiegetallen:

't 13 n r~ ¥i

(1 5 X 15) a VOO 7

| 1.176.107

In belde gevallen blijkt dus door de transformetle van rijen en
kolommen met machten van 10 de conditie veel beter te zljn geworden.
Berekent men de statlstische fout in de ultkomst, dan vindt me:
volgens de formule (9):

latieve fout in“ﬂ g berekend met oorspronkelljke matrix 2.1 07
' neerde . 1 .

‘s

sfor

it i ge :

Dat de werkelijke nauwkeurigheid beter is den deze waarschijnlijke
waarden, blijkt wel uit de tabel in 4, doch het verschil in nauw-

keurigheid van beilde rekenprocessen, blijkt hierult wel duideli jk.

6. Conclusie.

Wanneer

men blj het oplossen van

een matrix A heeft, waarvan de elementen van zeer ulteenlopende
grootte-orden zijn, verdient het aanbeveling, in plaats hlervan
te lossen de vergeliljking




- -

Dé oplossing 1s dan X = M ‘A* *15 C*

\V\ wordt zo gekozen, dat de elementen van AB“ van dezelfde orde
van grootte zijn. De voordelen hlervan zijn:

a) men kan met een constant aantal decimalen werken en behoeft
geen machten van 10 meer neer te schrijven. ‘

b) cde checks kunnen nauwkeuriger uitgevoerd worden

¢c) daar de conditle van A%beter 1s dan die van A wordt de
precisle van het rekenproces groter en kan men, van minder
decimalen uitgaande, toch een nauwkeurige eindultkomst krijgemn

7. Opm=rkingen.

Voor de topstroking van de twee functies u(At,z) werd ulitge-
gaan van cen algemeen vierdegraadspolynoom P44(At’z) met 15 coeffi-
clenten. Tegenover het voordeel van eenzelfde A voor al dergelljke
functies staat echter, dat bili] gebruikmaking van de elgenschappen
van deze gegeven functiles, misschlen met minder coefficienten vol-

staan had kunnen worden.

Een der grootheden f 1s gelijk aan nul voor z = 36, terwi]l voor

A,—>0, H_.—»0 de functie blijkbaar ook—=0 1s. Bovendlen schijnt

t v

of 3

1im
H >0 ( aﬁt)At

zodat de volgende vorm geprobeerd zou kunnen worden met 6 coeffi-~
clenten:

Puy(AL,2)= A (2-36) {(z+36) (ay + a, Ay + a, A%)-&-

|

2
+ x° (byy + by Ap + by, z )\ .

8. Op de volgende paginat's treft men aan de matrices %,8"1 s d
met het eerste stel oplossingen y ; %t8&1 s *en het Hiermee verkr&-—
gen stel coefficienten B ;A,A"1 en C , waarbij geen oplossing ver-—
kregen werd; A*, A’s" , C* met de kolom X van de hiermee verkregen

ffficient .
coe cien enﬁpq




B

o1 315 5495 10552.18  21533.102
315 5495 10552.16  21533.10° 45734 ,10°
5495 10552.10  21533.10°  L45734.10°  99888.10

10552.10  21533.10°  U45734.10° 99888.107  22268.10

01533 102  A45734.10°0 99888.18° 22268.10°  s0u21.107
B’“’l
. - )1
7.50710 ~1.86322 1.49142.107 -4.5999.1077  0.446302.107 "
~-1.86322 . 5.7,2202*10"1 -5.907oo.1o""2 5.0621 .10"’”’ -3 .76062.107
1.49142.10"! -5.90700.1072 7.6151.1070 -38.8742.10™° 6.8033.107°
_0.45999.10"2 2.50621.10"°-38.8742.10"° 22.2802.1070 -4.21536.10" 1
0.446302.10"*-3.76062.107> 68.0331.1077 -42.1536.10"° 8.3613,1077

o

44 5000 7 846 .10° 15.1818.10° %.11430.10°  6.63935.10

.

0.19621 0.75730.107 " 0.49910.10"

6

< ~0.14991.107° 0.13518.10 "~



B%‘
2,1000 3.1500  5.4950 1.0552 2.1533
3.1500 5.4950 10.5525 2.1533 4.5734
5.4950 10.5525 21.5329 4.5734  9.9888

1.0552  2.1533 4.5734 0.€989 2.2268
2.1533 4 .5734 9.9888 2.2268 5.0421

S

136.3990 - 374,5006 32 8447 -1277.2048 166.3100
- 374 .,5096 1126 .5573 - 1134.1242  L4677.9644 - 681.0923
342 8447 -1134,1242 1260,9176 =5727.6937 913.8963
~-1277.2048  4677.9644 - 5727.6937 28286.0852 ~-4842 ,gB40
166.3100 -~ 681.0923 913.8963 ~4842_.9840 875.3195

(jt*

4.4500 7 .8460 15.1818 3.1143 6.6393

y

0.1560  0.09625  0.001945  0.3786.10""

~0.1762.10"°



144521 . 101
2,841637. 10"
1,0769268.10"

~-2,138951

w9,577838 1@*




N

49,0324
6702,3956
-76801,5759
10759:6995
Eﬁa;71,5#19
32536, 7413
5873,0718

- 9378,6935
- 8103:0780
hol1, 5402
- 1647,8569
439,1179
11G98,0873
7096,3273

-2 “’037 ’ 7 "

223260,3

271 08 2576

“27920,9010
751,5&#@

- *ﬁ?’ﬁ'm@m}w
- Q%47} qum




