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DE CONDITIE VAN EEN BEPAALD TYPE MATRIX

1. Voor het oplossen van de p stelsels van n+i lilnealre vergelljkingen

met n+1 onbekenden
n ,

(k) _ (k) gl =0 ... n)
jzé 13 %3 0 T %y k =1 ... (1)

biedt de methode met de matrix-inversie vooral voordelen als p >1,
omdat na een 1inverslie alle p stelsels gemakkell jk opgelost kunnen

worden.
In matrix-notatie is n.1. (1) als volgt te schrijven:
A .x(k) = c(k) (k =1 ... p) ‘ (2)
waarin

A de gquadratische matrix der coefficienten aij
c(k) de (kolom)matrix der coefficienten c§k)
x(k) de (kolom)matrix der onbekenden.

De oplossing van (2) luidt

X(k) — A“1 C(k) (k = 7 ... p) (3)
A"1 is de inverse van A, m.a.w. IJL,Q,I-’%""""/| = In+1 = de eenheidsmatrix van
orde n+1.

Voor elk der stelsels nu 1i1s A'"""1 dezelfde matrix. Hebben we de 1in-
versie van A eenmaal uitgevoerd (b.v. volgens Fox'))j dan verkriljgen
we door een eenvoudige berekening volgens (3) direct de p stellen
oplossingen, _

2. Een dergelijk geval doet zich voor, wanneer p verzamelingen van
waarnemlngsgegevens gestrookt moeten worden, als deze althans steeds
voor dezelfde waarden van het argument gegeven zijn en door functies
van dezelfde graad voorgesteld zullen worden. De gegevens zijn dus

k _
u( ) (Zm) voor m = 1 ... q (k='l 4*-p)

2 kan een aantal variabelen voorstellen; om de gedachten te bepalen

beschouwen we functies van een variabele.
De grootheden u(k) worden 1n het beschouwde interval benaderd door

de polynomen
I

P(k)(z): > <x§k) 29 | e (k =1 ... p)
| =0 -

die dus alle p van dezelfde graad in de variabele n 2zijn, in dit ge-
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val van de n~ graad in z. Elk polynoom bevat n+i coefficienteno(gkj,

welke met behulp van de methode der kleinste kwadraten bepaald wordené
Deze levert de zg. normaalvergeliljkingen

2 3
2 n . (i= 0...n)
9, 4 (k) (k) 3
ur i (z, )~ g = 0 (k=1...p
DDQU.E) Z=1 " ;o X5 7 ( )
i
ofwel na uitwerking
- (k) Zq 1+ i (k) (1 =0...n)
5 Z = z U (z_ ) Tt 4
;O J m="1 m m="1 i m (k = "*'p) ( )
De stelsels (1) en (4) zijn dezelfde, als men schrijft
(k) _ (k)
SIS
_ _— Lt
S
(k) _ 1, (k)
cryl = 2. z U (z_)

De elementen van de matrix A zijn dus over m gesommeerde machten
van z 5 1+j loopt van O (links boven) tot en met 2n (rechts onder) .
Hlerdoor 1is het mogelijk, dat de grootte-orde der elementen naar
rechts en naar beneden sterk toe- of afneemt.

5. Men kan zich afvragen met welke nauwkeurigheid een inversie als in
1. uiltgevoerd kan worden. Om dit te kunnen beschrijven, is door
Turing 2) net begrip "conditie van de matrix" ingevoerd en wel in die
ziln, dat de conditie slecht 1is als bij de bewerking veel van de uit-
gangSprecisie verloren gaat.

Als '"maat" voor de conditie kan dienen het "conditiegetal'" N en
wel 1s voor de matrix A:

l -1

orde van de matrix
1
N(A)= norm van A = ( jg; agj)ea

-1 -

blijkt ult het volgende:

waarin n

Natuurlijk is NA = NA

De betekenis van NA
Men heef't op te lossen:

A.x = ¢
O

doch gebrulkt i.p.v. de exacte matrix A de benadering A+S. (S is dus
b.v. de matrix der afrondingsfouten). In feite lost men dus op '
(A+3S)x = ¢
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In eerste benadering geldt dan voor de fouten in de oplossing:

-~
X - X = A - X,
O | S O

Neemt men het gemiddelde over de elementen van A en van X A an over
alle mogelijke matrices S, dan vindt men

gemiddelde - fout in eiement van X

|

gemiddelde element van X A

- N gemidde lde fout in element van A (5)
I gemlddelde element van A )

(Met gemiddelde 1is bedoeld de wortel uit het gemiddelde kwadraat).
NA 1s dus zo ongeveer het veelvoud, waarmee de relatieve fouten,dle
in het beglin van het 1nversieproces aanwezig waren, aan het elnd weer
Te voorschijn komen.

Een orthogonale matrix heeft de beste conditie, n.l1l. N = 1, terwljl
vVoor een singuliere matrix N =0 Voor een''willekeurige’ matrix van

orde n is N =\ n.

4 .Voor matrices van tweede orde kan N gemakkelijk berekend worden.

(Wegens zijn statistische definitie is N vooral van belang voor ma-

trices van hogere orde).
|

| 2 v

Voor B =

is n.l.
o C

ag+2b2+c2

N_ =
B Q‘bzﬁac\
c

Is B singulier, dus Det(B)= b -ac = 0, dan is inderdaad NB = o<
Voor orthogonale B daarentegen (a+c=0) 1is Ng = 1.
Begchouwen we hilernaast de matrix

B*=-M-B-M

waarin M

}

dan 1s
N agg"2+2b2+02g2
BT T
z ‘b -ao‘

Veronderstel nu a, b en ¢ van grootte-orde 1 en g >> 1 dan 1is

N.=2€ 2 =2 2 2 2
- = =Sy = 0(8") (6)
B a +2b +c¢C
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B heeft dus een veel slechtere conditie dan B, Krijgt men een matrix

als B te inverteren, dan verdient het aanbeveling, eerst de trans-
formatie

B = M

>€ =
B M (T)
ult te voeren en dan B 1.p.v. B> te inverteren. (E%)“1 volgt dan uilt

(B%)"'1 — M-'] E"‘“1 M“"Il‘

De matrix A ult 2. en de matrix szzijn nu van hetzelfde type.
~Bovenstaande beschouwingen kunnen ultgebreild worden tot hogere-orde
matrices met hetzelfde resultaat, nl. dat matrices van dit type in
een betere conditie komen, wanneer door een eenvoudige transformatie

als b.v. het weglaten van machten van 10, de elementen van geliljke
grootte-orde worden.

5. Ter 1llustratie van het voorgaande kan het volgende geval ult de

practijk der Rekenafdeling dlenen.

In de notatie van 2. was p =1, n =4, g = 55. z staat nu voor 2
variabelen, zodat de orde van de matrix A nu niet n+l1 = 5 1s, maar
s (n+1)(n+2)= 15. De onbekende coéfficienten.ﬁ§ Iﬂ;vormen de kolom-

matrix x. ‘

De conditie was zo slecht, dat in de elementen van x alle signifi-
cante cljfers wegvielen, m.a.w. de nauwkeurigheidsmarge was groter
dan de}Egrst zelf, hoewel de elementen van A in 3 ciljfers gegeven
waran.

Om de precisie op te voeren, werd een transformatie als (7) uitge-

voerd, d.w.z. in plaats van

A, X = ¢
3
werd opgelost A7 . (M
waarvan de oplossing 1s

X = Mﬁéﬁ%)"1oc*h

De diagonaalmatrix M bevatte machten van 10.

Het verkregen resultaat was nu inderdaad zinvol, hoewel nog pover,
vergeleken bilj de ulitgangsnauwkeurligheild.

De conditie bleek nog iets te verbeteren door A*;zodanig tot A%%?
te transformeren, dat de clementen op de hoofddlagonaal gelijk werden

De conditiegetallen waren in deze 35 gevallen:

Referenties: 1) Fox L 1950, J.R.Stat.Scc., Ser.B, 12, 120. _
- 2 TurlngﬁA M., 1948 Quart J. Mech.Appl Math931 287 .

De matrices A, A~ VS

en ¢ resp. A%; (A ) ‘ en X volgen hierond
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