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|’\Lh\ vencle waarcien

Math,Stat. 291

N ) cm)( de bi ) l %
. af l:/, 7/ . P T S - l..\ n d lS
interval OJ = ( n ///L ” e S ) 11( GGy van x{3) zin,en ®'s S) g

5 ¢ qu. G

de Taylor—ontW1kkul¢pg met lntbgrdalrcstturm
é~krqu”~kguﬂ% /A“Ji/ ~x(w(%;$dy

| 5 /I/ N 5 PN e,
Daar nu  x'= k) XK'= Vet o 5= 8%dx
/
3 <
is, volgt na Vurmpnlgvuldlglné met 2, ’ ﬁlkﬂuﬁgs/&)_§<@1dx
-/ -/ J’ = \( C \) { o () " O ,k___) L»,,}q:__‘___,___,._s'__-——
_, —_—— ) \\ >, —_— . i 5 3
T T O % s I "V S0

Daar o < Q<&,h;¢ﬁjgjq is en voor voldosnd grote n ook XXX

5 Ll P . - -
g”Tm_«ﬂnJ%a zo groot, dat wegens (21)] o/ﬁzlépls voor een w1llukeur1g

gekozen £ >0 , is dus [§ -5~ (X X)) |5 € A, X)) &
D A B S - ~~A__v _ A
(% X))o F f:‘;ﬁ‘“ STy y

| 5,- 5, = (x,- xl)faw s eh
We dviden nu speciaal de¢ waarden die bi] de modus y=0 behoren
aan door een circonflexe boven de¢ letter: SzS(X), S =g’ (x), ena. han
is, als we speciaal X =X en X, =X kiczon:
(24) §$~'§—<\~\): \§¢Af
voor iedere x behorende bij cen S ult bovengenoemd interval . Voor
Couit (22) = O(¢), dus, daar §=0

voldocnd grotc n is ool de term
is, ~

(2@1V‘@“?)5W§f5ﬁ+-@(wﬂ

I - . ] 13 ]
m.s.w. behoudcnsg ©(&)—0Mm™*) is
, ~ E\i
(26) Yy (x-x)

~I s

QX) .~ .

. STROY T = P(K)

aannecmt in het punt X, waar y=0, dus bechoudcns O(n™) S{¥)x-1ln X |
d

Daarbij is dus 8' dc¢ waarde die 8' (x)

dus behoudens O} 0irtis. Als men het laatste n - teken

. ~ . . AW
vervangt, is y niet meer exact, maar slechts op @Uljna dc modus, maar

0y

ock dan blijft (2€) als boven geldig.

Het door Gumbel aangegeven resultaat bestaat uit de betrekkingen
(15) en (26).

9. De resultaten van 5,6,7,8 samcnvattende kunnen we nu-geggen:

- S(x)

Ingicn de verdelingsfect P(x) = 1—Q{xX) = ¢€ continu differen-

ticerbasr is, voor voldoend grote x cen positieve afgeleide heeft,

en als 7. aflry
en als ,/K«wm 5(x%) - n
Cix)ye0 17 2 -
600 N (%) ‘ ‘
ig, dan is bij iedere m, iedere o3>0, 0>0 (en <!-o' ) en &>0 een n, te
vindcn, zodanig dat voor n = m, en voor icdere zZ, die aan (23)

voldoet (15) geldt met ecrty , dic in het gchele door (23) bepaalde

: . . ANl , R L. D B

interval hoogstens £, , van (x-x)8' (%) verschilt, waarbij X de waardc
. . M=M -2

ven x is die met y=0 overecnkomt, en waarvoor F(%) = i};‘* O(n*) is.
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10. We hebben in het bovenstaande gevonden dat de correctieterm
in.y behalve de reeds in (22) voorkomende term©@(m™' ) van de orde &
isy d,1, van de orde van\S”/Sﬁ in het toegelaten interval, Deze correc-
tie in Y heeft in ¢ , dus ook in G, (2, ) eveneens een correctie (&)

“ten gevolge,

We zullen nu bij enkele eenvoudige verdelingen de grootte orde
dezer correctie, uitgedrukt inwn , nagaan.

Lenvoudigheidshalve beperken we ons tot het gevalm= 1, en ~x<<1,
Dan is

-

PN -2 =X

(27) Gy = =1 - o @

duse
Y

(28) e 7 ol Y Ana

¥

De verwasrloosde grootheid ;« is in alle onderstaande gevallen klein
in vergelijking met de totale correctie.
Bij de berekening volgens 4 geldt ,beboudensig( oy

- 4 \ ”‘\S"‘?‘t‘,_‘é
eV uemQUI-5R) = me T 2
dus
(29) y = 8oh
C v P -8 oL . o
behoudens een fout Co Yy = 7€ = —— , Qok deze fout is in alle

onderstaasnde gevallen bij niet te kleine M zeer klein in vergelijking
met do fout die bij de benadering volgens 9 gemaakt wordt, Daarbi]
wordt/door een lineaire fet (x - x )5  vervangen, waarbij een fout

optreedt, waarvoor in ecrste benadering geldt

~ - i~y 2
P by o et LE 2 v o= b/‘>
(30) Oy = y ==y v R UXmR) 0 =g B -
< .
Deze leidt tot een fout —0X 1n o
—V
: . ey LS.
(31) —box —8(1-G)=be T = Gue iy = Oy =
. P - R A
~ ;‘ ‘C: [e¥4 (: U(_/,:[w] (i‘ Py i‘ E OL t‘fl ‘;z

. L. ) . . L . ) N = SOL ) A“ ,

De relaticve fout in L ods dus A =T = O
Bij de onderstsande - en de meeste andere gewoonlijk vocorkomende —

verdelingen is gw;> 0, dus 5)ﬂ> 0, d.w.z. y wordt door de lineaire
Ffot te klein geschat, dus So< 0, d,w.z. > wordt te groot geschat, Dit
betekent dat de benadering (26) volgens FTG (Fisher, Tippett en Gum-
bel) in de hier bedoelde gevallen, als men de waarde vVOOr Z.,, wenst te
bepalen die svpr o niet overschreden wordt, gsteeds aan de veiligg‘
want iz: de werkelijke wh dat de hoogste waarde £ de WaardOQ-FJ“?/?'
zal overtroffen, is kleincr dan de wh (=« ), dat zij de nauwkeuriger
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wearde ¥ , die uit oplossing (vgl, (29)) van
’ . Wi .
(32) S(Z): ,/;.7, cl.i. C"—‘ =
L
volgt, zal overtreffen,
11, a. Dxponenticle verdeling, Hicr is @ (X)= €~ ,S(x)=x, S (X)=
s (X)~ O (voor alleck), Dusy =s-X +O (0 s de £ ~fout is hier = O cn de
FlG~benadcring cven goed als de onze, v A
—— _>( \.‘
, b Gamma—verdellng. Hicr isQ (x )= %_6 ET =
' i 1 < A '
(J+}~<+:)E—,)_ + ...)9 ‘ﬂ];,c, K/rt mits x>y>r is.

Volgens onze methods
r . . )
["(m ) verdcling gevonden door de vel @ (2)=

Voorts is S (X)) = x - nhaw - J%n/+<@(n,n“’)_3/(1 (Q(n

vordt 7, dus met behulp van de tabel der

“/n  op to lossen.

))

lVLTJl

A~ a - A - -
S (%)= F@(n )= 1 = (O(1) b”(x;)=.§1(4 +k9( x=1)) en
= = M ol
= (I: = :‘;\—;'('1.-%’\9(/* ,), ﬂ
) i
X ~ 2 b b m
Voorts is voor « =x y=0, S5=. Jnm , dus % —t4w1(1+L’(” "?25
7
Voor grotecm lecidt dit, onder verwaarlozing van de term jﬂ”‘ tot
/) /'AT /éﬂ /)'L
&=
-/"&y, T .
[ 1
A Sy N m
2 tn'm h
Om dus in of cen relaticve foutb 4 te maken moet
VA
mz o i/

genomen vordcen, Voor £
L due N> ﬂo

ook de verciste waarde

1 is

¢, Normale verdcling. Hier is (vgl.

R
-z X

2 0,04) cn

Vcor groterc # en/of kleincreo necemt

0,05, A% = 0,01 (dus cen warc wh
114,
van 1 toc,

~

pag. 1083 Whr 197)

{ AR R
= = = (G(=,) T
\yé%_.v_ﬁ e (x, 9( 72 > cus -
) : iy oSy (Q(_L\ _ _.~1( e
\kx)»ﬂ,;8-{-'1’«7;;‘L.+—:i—‘l7-nzt («-C 7 X (-r /7/ = FX ]+§
b a A o/l
:)(:I\: b }@(-\; \.}'\-(.J- ! ‘]“RO(;(L)
Tolgens onze methode wordt Z bepaald doorH(Z)= > mot behulp
van dc¢ tabellen der nurmaLc verdeling op te lossen,
) . -1 1\/\2 ) e
V001ts is wecer st,bmm_, dus bbhoudbnb()()c ) X = /&un-, en
//:\ AI/ -
& ='E€nﬂ
2 ]
7T =
( AN ol
Ae by o
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4venals boven luidt dit vij een gogeven begrenzing van  tot

4 INT P 4 Nt N
LAvog /\ S A A x\ f’”f(" \) AR

e =

” \

W

I
dus voor dezelfde wasrden als boven tot " £ 73790, Hier is de toe-
name dic voor n nodig ig om aan schorperc ﬂﬁuWkCQTlgbbldSO gen fo
voidoen (kleingre o, kleinere A ) nog vecl groter. B.v. is voor
o= 0,001, A=7

. . — i’
hoz 5,10

i e Vcrdcllng van Gompertz, (Zic pag. 129, Whr 218), Hicr is

)/(~" ,~@Q:u(w-ﬁt s dus

ey

4
7

toryijl b’:w%vﬁr, dus  Le :75'4"£ﬂ7l'% Lam is, We¢ vindcn dus

P
£ &
A T
1:) 2
“ 1\ . AN
A= 0y e e
N
b e

Bij dezmelfdc nauwkeurigheidscisen als onder « gesteld moct ™ dus

1

o quadrant van do aldaar gevonden waarde zijn!

2, Indicn (. ) niet exponenticel naar 0 gaat, maair als ccn

. ! : e N
machv van - , zoals b,v., bij de verdcling ven Student, dan is aen de

b s
vocorwvasrde lim - ;. = 0 niet voldsan, De methode van FIG is dan dus

in het gehecl niut.toopasbaar; du'Oﬂze blijft echter wel tocpasbaar,
£, Verdeling van Poisson, Nasar deze discontinu is, kan hiecr ecn
voorsescehireven onbotrouwbaarhe idedrempel & natuurlijk in het algemecn
nict boruikt, masr glcochts niet-overschreden worden, Als altijd be-
paien we ult de tabollen met gegeven Vcrwaohtlng/i de waarde waar-
voor miww  wordt, woarbij we hier dus de grootste wasrde ven dco
variabe e moet vﬁ?éﬁk mocten nemen, Daar de verdeling discrect is,

is de¢ MMG-methode in het geheol nict tocpasbaar,

Litcratuur.

L,H,C, Tippett (1925), On the extreme individuals and the Tapge of
SLM3]Cu taken from a normal population, Biometrika 17, p. 364,

H.A. Tishor en TnE.C. Tippett (1928), Limiting forms of the frequency-
digtribution of the lurgost and smallest members of a sample, Proc,
Cambridge Philos.Socicty 23, p. 912

1,J. Guubel, Les valours extrimes des distribution statistiques, Ann.
Ingt, Henri Poincaré, 5, p.-115,

=

4]

B.Je Guubel, (1937), Ia durdéc cxtréme de la vie humeine, Actual.Sci,
et Indus ur. No, 520, .

E_J. Gumbel, (1944) Ranges and midranges, Ann,M.S8tat. 15, o. 414-422,
BeJ, Gumbel, 1947, The distribution of the range, Ann,M,Stat, 18,
Ve 384 412.
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§ 3. het probleem der twee gemiddelden en de toets van Wilcoxon.

1. In ce statistische praektijk komen vesl problemen voor van het vol-
gende type., llen heeft san m elementen ener collectie een grootheid X
gemeteny de meebresultoten zijn x ,...,x., . Men laat n andere elemen-
ten dezer collectie een bewerking ondergsan, waardoor evenbueel x
veranderc ken worden en niet de met x overeenkomende grootheid Y 3

de meetresulteten zijn nu ¥y, y...,7,. Ondersteld wordt, dat de mwn wawrn.
alle onderling onafhankelijk zijn, en dat zowel x:alsy'een bepaalde
verdelingsfet bezit. Men wenst te welten, of de bewerklng een 1nv10cd

heelt ov het gemiddelde der verdeling, d.w.z. of 7*) van Lx ver-

gschilt, Men zal daartoe de hypothese moeten toectsen, dat dit niet

het govel is, m.a,w, dat*6§ =‘§y = j4 is,

2. Tocts ven Student. Dit problécm is opgelost ') voor het geval, dat
men vooraf weet, dat x en y beide normesel verdecld zijn en dezelfde
spraiding bezitteny mi2.w. dat de bewerking, zo zij al hoet gemiddelde
kan belnvloeden, dit nict met de spreiding doet. Icts algemencr kan
men onderstellen, dat de spreiding met ecn bekende factor K= %
verandcrt, In beide gevallen ksn men bovendien toctsen, of het ver-

gehil y:w,M der verwachtingen ccn gegeven waarde ¢ bezit, die nict
nul bchoeft Te¢ zijn, '

Je meken nu gebruik van een 4-tal, ook overigens belangrijke hulp-

stellingen, welker - cocnvoudilge - bewijzen we gehecl of gedeeltelijk
achterwege laton,

Lemma 1. Z2ijn 2, 4.0052, % 30 %(u,1)—verﬂee¢ue variabelen, dan is
ook ieder n-tal daaruit door orthogonale transformatie verkregen
varizbelen gf,.,.,géfgh elk dzervan N (0,1) verdeeld,

Je herinneren er‘daarbij aan, dat de orthogonale transformstie

gegeven ig door

7
w ! T p
MLy {o= 7 )
¢ s e . g
.- i J I
waarbil] _
& o =y
/ g e -~
/ K a, LA g =0 &, Ay = - ‘ .
K C7 4 L6 wer L L

ig, Deze voorwazrden zijn eventuesl na &én der %, van ttken om te

e
keren nodig en voldoende, opdat identiek in de %;

[— B R e L T R

) “StL ent", The probable errvor of & mean, Biometrika § (1°08) p. 1,

) Afkortimg: 0o = onderling onafhankelijk(e).
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ig, en hebben ten gevolge dat det(dﬁ}): + 1 is. Speciacl voor n = 2

. - o | .
kunnen ce /4, sleeds in de gedaante

R S oo Yy AR
!} " ~ g
! i £ ]
! "
= im, p LY
[ vy v{/ o L0535 ’7"

geschreven vorden,
(_)"T“

[P, EERN - . . TR / N
LelxlanJ *2‘. Z‘I_JJ.] 41’ 9o c o 9;:1 :N(O 1 "‘vefl(}eldg en Zl,jﬂ gi S oo o 5?—:-“ "6 }1{(0,1>

e e e

~verdeclde lineaire febe der z,, dan ie mZn en er bestaan nog n-m

B

(1 (0,1)~verdeclie lincaire Tebs Zo 9e--92, der z,, zodat
/ / - -
Zigesesly alle 070 zijn,
\ .
Mo —— i . .2 2 e
Daar  =(z,+...+5, )~th7 N(0,1) verdeeld is, en Jrz =n(m + 5
. PP I . a2l :
is, wearvl] $ = 4 2 5¢m(g) is, kan m 3 als som van de kwadrsten

van 7n-! lineair onafhankelijke /Y (0,1)-verdeclde varisbelen ge-
schreven vorden,
Lemma 3. De sonm v
Shma, o L

A <

der quaGraten van vV o0 N(O,1)—verdeelde variabelen is verdeeld als
UL 2 \ . . - /o v
A(b), doii.z. als ¥ met V vrijheidsgreden, d.w.z. 7 ¢ is/'(z- e

< [
verdeeld, s ‘2 L, v
R ! '}’{gd, L\flz/"s ’?(j { - :?V z Efz:;'y“u‘z
W Fig )= ¢ "Tig VA 4 2 o g “ é?—)
ST Egss “ 0 = 70 2
Z 2

Speciaal is, met ¢ gedefinieerd =2ls ne lemma?, 75° verdeecld als
.2 . . . . - p
X (7=1) en onafhankelijk van m (vgl. ook pag. 266, Whr 355).

>

en ¢, ¢r verdeeld als y met s resp,) vrijheids-
/ ' :

TN

/IL v
grudoi, dan ulJn ook
2
/??
/VTI{ 7/1 JV
en ,
j.
’V’ = e D
— il " 02
. {'!M. 'F - /f/t Vv
g verdceeld, en wel als (/ +/c) resp. volgens de /5 (;~,;—)«vcrm
deling,
D, uien heelts
2 At , 2 H
i — /'r 23 2 ! -7 0 . /t z Z
. 2 gae AL VA — o i gy gt =
W & i Gz Y ) v, (z/u
= / z
7
! - ”Z"z Y 7! LA %—. ! )T -
= e PO gt E Lyt Yy

:jj: ) (\"' g My E L/ s \'z)i,]

A

In de toepassingen, speciaal in de zgrn, variantie-analyse, wordt in
a . . t T
plaaus van V’vcak d¢ varisbele % van Fisher ), gedefiniécrd door

PR, P e e e

l) R, . ﬁloﬂ@f, Statistical Methods for Research Workers, 1st ed.

1925, 40th «d. 1948,
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gebruikt, MMen hcoft Jus

14 2
b Lody — T
oo s
FZAE Y2
e 7 &
/+ J/}@czz
of als )= b & is:
2(Arz} ez
vV = - €
[+ @ 2 e (Arz
en /ﬁe;’,z
7 — ), ——
dw = Avdaz (/ f”»’f?czz) __'2/1/“//~de2.
v
Het el. van de verdelingsfct van % is dus
2z\ A&
2 (&e z) od
v ‘“‘“”“**—*jm =
BUE5) (14 o)
? 1]
T z
L ApvE e” .
2z ﬁ-(/u-ry)

De 2 =~verdeling heeft het voordeel dat zij bij toenemende #4en Y snel-
ler dan de b&ta~verdeling tot de normele nadert, maar is analytlsoh
In andere toepassingen wordt ¢ = 75%;

minder prettig te hanteren.
en deze grootheid bezit de verdeling ')

e

gesteld, Dan is U = + -

/?l}) / /:’LL~/
(,l/ /;(l'/t/} = . [{ o'(:c )"
A 2\ FperV,
BlE) Ga)™
waarvan het gpeciale geval/% = 1 op pag. 123, whr 212 asangegeven is.

We maken nu als volgt van deze lemmata gebruik:
Zijn X, se.cs%, N( 4, 7)) en Y, seeesd H(ﬁh:ql) verdeeld en alle o0 ,

{
i

dan zijn
X, ~ -
=! /“‘1,..’ ....... ‘X’m Ni en y;"/".l o ) yn_fuz
Ol g_]_ ﬂ;. ? a;

oo N(0,1)-verdeeld, en wel is

P = +§(t#Y:mﬁtﬁf+%u+1@5ﬁi*?”'

AN
. 2 m. : 2 2 . . . _
waarin 4= %ﬂgz » Gno = TS, /c} is, Dezarbij hebben we, als ge
woonlijk,
m - m
. Lix =iy
M= KRR
2 m o 2
Y = \ ) -
5, = ot (X | S = w2 ()f—m)
-od tot + o0 laten lopen, en

e moen o i T e

1) De faCbOL 2 veruw1gﬂt omdat we U van
niet van 0 tot o .
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gesteld, Op

m, - m, — '
4 2

passen we nu lemma 1 (vcor het geval van 2 variabelen) toe, Daarbij
bepalen we ¢ zo, dat ¢, evenredig met m, - my =8 = (mym pg ) =(m =ty ) =
qr <, % wordt, We moeten dus (met “é = "3/01‘ )

2, I -

Vm In

PV

nemen en krijgen dan
: 7
gt %;M

/ - U —
= /m, N V~ Jm¢’ —~ M/ -V Cmfo - —’{’7 -4 man
2

P
I

Voeren we nog

in, dan wordt de som 5)
2 /Z 2
— e -,
S < Lot E ;anm—z
. / 1«/‘, - . -
waarin % , % en 2,,,., ¢ zijn en wel resp. /Y (0,1),/V(0,1) en

" 2- - .
X (n+m-2 )-verdeeld. Over %' integreren we eenvoudig van - o

tot + o , zodat we verder slechts metb

S's 14 g

“ ?ﬂwn—.z
te maken hebben., Hierop passen we lemme 4 toe met M= 1 en YV =7+ m=2,

1 2 2 . .
Over @Hﬂ= z; + gw%m:Llntegreren we weer en we vinden dus, dat 77
/// £ -
) v ) ¢ . .

E ¢ T ﬁif -~ 1)-verdeeld is, waarin thans

7!
T o= A S
2 2
Zzl -+ ;"m—/ + ;’/n—/
2
. “ i
is. Stellen we nog # = ———- , dan bezit # voor - o0 < @ <+ P

de op pag. 123, Whr 212 aangegeven verdeling van "Student" voor
n+m=1 vrijheidsgraden

dF[LcJ = P

A
e 2

/ du
T (e et)

Meestal wordt in pleavs van 4 de grootheld 7 = u Vorsm—2 ingevoerd;

waarvan de spreiding = 1 is. We hebben nu

) le 0>1
U = = "2 - :lﬁzﬁl”o . e -
o4 2 2
fm—/ "‘fn—/ m 2L . % A +fmq;2
G;Z (f?.
2
/ V2
ana (M, — o~ JJ

i
.
i

4 - -/
m -k -/*72,{ m%s}z*m—,{; sz
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zodat 4 , evenels haar verdelingsfunctie, van 0, en 0, slechts via

. 2N . - C .

= 7 aThangt. De verdelingsfunctie is bovendien onafhankelijk van
) » e merken verder op, dat de noemer van de tweede factor in het
laatste l;ﬂ eenvoudig de som van de M+m quadraten

g ,
Fony'+ Spon)

is (waartussen twee afhankelijkheden bestaan).

Ter tocteing van de hypothese % - M =k bij gegeven & (b.v, 8
en gegeven 4 = 65 (b Ve g, = 6, = 1) berekent men nu volgens bo«
- venstaande identite w . lien verwerpt de hypothese als de bijbeho-

rende waarde
‘—\q
"LI Vm+n—

t=

volgens de tabellen der verdeling van Student een iﬂggzijdige over-
schrijdingskans geeft, die benedcn de toegelaten betrouwbasrheidsgrens
ligt, Een eenzijdige overschrijdingskans kan men volgens pag, 261-262
(Whr 350-351) slechts gebruiken als hetzij de mogelijkheid dat ﬂ@~%ﬂ<8
hetzij de mogelijkheid, dat M -Lﬂ>3 is, onafhankelijk van het beschouw-
de expcriment uitgesloten geacht kan worden.

3. D¢ toets van Student heeft twee nadelen,
8, Men moet vooraf weten, dat de x; en de Y normaal verdeeld zijn,

L

b. Men moet k kennen,

Weliswaar kan men de methode ook gebruiken om (b.v,) 8 =0 entk
gezamenliijk te toetsen: te kleine overschrijdingskans weerlegt dan de
hypothese; dat de op de objecten uitgevoerde bewerking generlei invloed
heeft gehad, Zij staat dan echter niet toe, uit te maken, of zij een
op de spreiding, dan wel op

. . i L
invloed op de verwachting ©X , dan we

|

heide heeft gehad,

Men heeft spcciaal b, als een ernstig bezwaar gevoeld, en getracht,
toeteen af te leiden die onafhankelijk van k zijn. Op de oplossingen
van dit probleem, waarconder een veel gebruikte foutieve voorkomt (die
dan oclt herhezldelijk aangevochten is), t.w. de zgn, toets van Behrens-

L

FPisher, komen we nog terug.

4, Toets van Wilcoxon, Om daarentegen =an hct ecrste bezwaar tegemoet

niet . .. . )
te komen - dat vask minder ernst ig is, dasr men dikwijle niet weet of,
en soms wel kan acnunemen det niet asn de normaliteitsvoorwaarde vole

dsan is - is door ¥, Wilcoxon') een toets ingevoerd, die ock (met
ecn geringe wijziging) door K,K. Mathem®) voorgesteld, en door

L S EaT R R s B T,

Y oF, JllOO on, Individual comparisons by ranking methods, Biometrics

Bull. 1, 1945, 80-83,
) K,K, Mathen, Sankhya, 1946, p. 329,
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H.B. Mann en D.R. Whitneys) uitvoerig onderzocht is,

Wij behoeven daarbi]j omtrent de verdelingsfcts niets anders dan
continuiteit te onderstellen, en toetsen de met §=0 k =1 over-
eenkomende hypothese, dat de x; en de y; alle dezelfde verdelingsfct
bezitten, De methode is rang-invariant,

De grondgedachte van de toets is de volgende, Als de verdelingsfct
der y. t.o0.v, die der x, naar links verschoven is, zullen wasrschijn-
1ijk betrekielijk veel onder de gevonden waarden y; in het linker
gedeelte, d,w.z. links van veel waarden x, liggen. Als dit laatste
na precisering van de termen "waarschijnlijk" en "betrekkelijk veel",
het geval is, kan de hypothese dat de X, en de yj'dezelfde verdelings-
fet hebben, verworpen worden,

7ij nu U het aantal keren dat een der ¥, links van &én der X
ligt, het zantal inversies, Wegens de onderstelde continuiteit is W
svpr O bepaald.

TN

mo= 7 A=5 U =A17 u= - 1/

U is het aantal der punten (x; Y(i =1yeeasmy J = Tyeesyn), die
onder de lijn x = y liggen.

Men kan daartoe bij ileder der bepalen, hoevele der x; groter
zijng den 1is I de som dezer aantallen.

Klearblijkelijk is @ een rang-invariante statistische groctheid,
die alle gehele waarden Z O en = mn kan aannemen. Haar verdelings-—
fot is voor m=n= & door Mamn en Whitney en voor ms n=10 door de
rekenafdeling van het Mathematisch Centrum getabelleerd, Zij is dis—

kreet -~ Wl neemt alleen gehele waarden aan - éen svmmetrlsch ts0.V,

het gemiddelde ﬁ@i = %mm,, Mo oW, = u-—iTnn

L ’UJ

o g o o T R e WY vn

Thi rand om
H,B. Mann and D.R. Whitney, On a test of whether one of two ran
3) varlables is %toohastlcal¢§ 1arger than the ofher, Ann.lath. Stat.

18, 1947, 50-60.
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is gymmetrisch t.o.v. O,

De toets wordt nu als volgt toegepast. lien bepasalt bi] de wasrge
de bijbehorende waarde van U en
P PU~fmnll |- T deze

nomen Waarden Xy ye..sXms Jy g0 sy
met behulp van de verdelingsfet van &
waarde £ de toegelaten betrouwbaarheidsdrempel « , dan wordt de hy-

pothese dat de verdelingen van de x, en de Y; overeenstemmen verwor-

ben,

5, De verdelingsfet van ¢ kan als volgt bepaald worden. Zij g, ()=
:F’fg==%{””»@] . Klaarblijkelijk is algemeen 2,,(% )= 0 als £< 0
of U >mn ig en B (U= p,, (UY =po(mrn —Ud Y= p, (ma-U Y, Voorts
is /ng(&()c Pon (% )= 0 voor ledere {{#0 en = 1 voor U =0, Zij A cen

afkorting voor de¢ eventualiteit "het grootste der mr»2 getallen x;
en is een der é; ¥, Dan stelt non A de eventualiteit voor dat
dit grootste getal een der x; is, Daar clk der m+m getallen even
grote wh heeft, de grootste te zijn, is Plnend] = mt;’ , PlA]==
Onder de voorwaarde A is U = U dan en slechts dan als onder de overi-
precies U inversies voorkomen, ¢n onder de
m-{ ¥%; en de M ;& precics
x is, dus

M-+

gecm-1 g, on de m

voorwaarde non A als onder de overige
: 9 . .

d—-mn inversies voorkomen (dasr de grootste waarde een

met d¢ m y ninversies vormt). Derhalve is volgens pag,., 15 of Whr

Pag. 10: Y
/bm” (56} - - /bmnﬂf/ (Z{) 7 - /bfm—/,/n (,Z/—/’Z)

1+ 2 220+ 22

Dit gecft successievelijk
L worr U=0 e U=1

. / L
Fﬁ:(‘é" o P:o(&g'* 7 Po 1(3/_{)= 2 /
3 voor U=o0
|- = ! / 2 = J4 =
pfi(%/‘Jpzz(%Lj?pzo(%%L}/%1(”"0“ . “ %'1
< " U= 2
en algemeen )
’ I._____/_v__ } M / /« o /
/bm1 (Z[J - ma) :’bf)n,a(uj+ m+1 /bm""f (ZL 1)~ Mt/
voor U= 04 ... .. .., m
Voorts is D.V. j P
/ 2 ; 2 Z) Z Z: Za g
Do(U)= Z b (U)+ T, (U-2)= ‘
/32( / 4 ’l’() 4F% ' bmrﬁ: o 4, 2,3, ¢
(_Zn—(- + ::—-]- veoor Z[-’-‘O
5 ok 16
» f_#i‘ + 0 :‘_'7% " U =1
‘Z_**L-pé.-é = 2 " Z{=I‘q‘
54 5 10
4 - . L“q. / ﬁ /] 2 . = % %5\5
N Py (%) = oo (U) = 5 /bsltzd'*y/’zz(a"z)=<s"’é it % )
0 4+ 3.2 2 ., U=4
L a8 U- 5
3 4oL =
O+ 55 =5
0 - __i_.i - -—’— " Z(=6
\\ s 6 10
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en algemeen /‘;2( U= o _H){”H\( H) als 0=//<m is waarin [x]

hot aantal gehelen van x voorstelt, cn voorts 05, ()= o, (2m-4),

Voor /@3(2/)= (U )+ 5 A, (Z-3) vinden we evenzo

3 3 2 3 2 A "

: Io o 2 20 20 20 3 5 2o 20
voor 4 = o 7 73 4 5 & . £ o

- Op deze wijze kunnen de /%ﬂ(é?) successievelijk bereckend worden,
Do voortbrengende fet

) G

m n

» (){f) = —[?/é””’” (Z/jX ‘

kan evencens uit de rocurrente betrekking

o (4] = 22 o (W) 2 o, (Um)

bepsald worden, Vermenigvuldigt men beide leden met X en gommneert
over & s dan krijgt men

? z . 722
= L Gy X
. Stelt men (M) O = w,, , den wordt dit
. L{:m’n w m, mey T /)( %y ty0
vit A (d)= p,,, (&) volgh nu
Uoprg = My = & oy T )( " ot o =
= Ll/m‘_/' n 7 Y;;, \ 21—y
dus Mm—/,n (//W >\/ g = l"’f’.-m.,-,vm/ (/'"" /Y/‘)y
zodat o PR
éf?%ﬂz = 4, x77~‘/ / /\/”’ //—‘;( = Cnn—1 '/“:‘:\L‘
; o, I

Hieruit volgt onmiddellijk, dasr 4 =1 is voor w22 =0 en &4 =0
is voor #n <0 of~%*¢ 0, dat

P DY
/);n,/-,

p . 21 24y
7n7z~—/j// - 7/(/ ) '.7‘,/-—~-/}/.
- /’/(/~ // "Z)) ARVEY O

« 1lg, wearult Q;n onmiddellijk volgt, _

- Ilen kan voor C;% ook cen wh-interpretatie geven als 0< X'« 1 is.
Onderstiellen we, dat #+ 2 kleine objecten langs de x-as vanult x =o0
afgeschoten worden, met gelijke o¢ whn ergens op de x-as Tte blijven
lig en, en wel cerst 7z "= polen" (de % ) en dan » "4+ —polen® (de Sy )
Zij or iedere kcer-dat een + -pool cen -~ -pool passeert ccn constante
wh /—X dat er ergens ecn explosie optreedt, dus cen kans X aet ait

-
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niet het geval is, Bij cen gegeven waasrde van 4 is dus A de wh
dat geen der contacten tot cen explosie leidt, Dan is C;”_(A/) de
totale wh dat de gehele schietparti] zonder ongelukken afloopt, onge-
acht waar de polen tot rust komen,

Stelt men X = € s dan is C? (EZ ) de karaktersitieke fet, dus

vl; )_ ) X K/ bepaalt de cumulanten 2, , Nu is
” )T /"Z’
-/ - "5,5 e -/ poe’ -1,
A G (67 = L e

£
fl 4Lyt AT,
Ferep)T L. T o
/ 2

/
:/ [\/(’Z )7# LT
wanneer we

Ap()= pljemi- p4p)

? z 2 / 4
;//gg 4, éé.?i\@/n,(/vﬁ 5w g ats P Fee)
stellen, Nu kan ook//(% ) in een voor‘~ﬂ~—4(1 dus voor alle voldoend
kleine x convergente machtreeks naar x* ontwikkeld worden:
2K

/(%J 2 4@/&/

De getallen ,4, kunnen in de op pag. 83 Whr ingevoerde &,,, of ook
in de getallen van Bernoulli uitgedrukt worden, Men heeft:

,[{ .y _/{}; - L 16 Vi 45

‘-]’ H '? g 5
<

%«cw,‘n(foj*“"‘/mwb"ﬁ

Dus

2 £
Ly %f Nij =

(‘7/1’+

2K
2\ AT i

/ (7//__,1 / ?2/\ /ﬂt,/nl/i,

met voor K =1

/)/mm.k = 2;2 %7) / }

5 -E)

3

!
H

.

t

/ [ 7
Py ZJBJ./(-H (72+m 41)— :M’ I(?ﬂ—fl) zkﬂ(maf-/]f* A’+/(//2

. . J . o
Waarin.E%( ) de veelterm ven Bernoulli van de graad < is, lMen hecf?t
namelijk volgens Bernoulli voor gcohele positie vc%% en
-\:—T . _é / /‘ ” ?
¢ - . K v ) — 3
4j 7} '[f/ l Qf’ﬂ (& 7l ‘B’l’*/ (/')/
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Wo vinden dus voor do eumulasten X = Larp Xokpy = 0 voor £ 1 cn
2 2K+ =

. 5

24 2 (g ha ) A

De cerste factor hangt nict van = en » afy de tweecde is cen veelterm
inm enn van de graad < 2 k + 1.
Men heeft b,v,
_B Y+l = - d , 7 3 2
) (Xst) =2 0s Bo(ors) rgate fa Bilae)=ah y‘;j{x{_ Lo

&
Ane

S Y 7 oy
/Y/m'/n_r“ 32 (mwnj TR 7 o4 -Z‘—3~ /J??—f/ﬂ_)l-u :;? o 2 fﬂz"" 5/./,,,74%).‘54),2__2_1

)=

/

= 3 l1',?m 71 (| v’,m,ﬂj_

s ( 77 437 /J

/
T = x - Y 4 ,
27525 M = (i)

et belulp van de or'ltr'fil{lfelinc"en
[1!]

Bylari)< FLa ;(“/) (/j) 2T

waarin B3, de getallen van Bernoulli zijn (8= —/, B=f,8=5; 8= --)
en L
L A v £ / -
('777—,«4») . o ¢ = 2«_/ ( J ) P
- .
krijgt nen

- /

| = fP P -
kK apa, | Takes (st “524"/(””/) zzr/(w*/)* zk/(z)}:

b3

= ! { y \'z/f—_‘_ e 24 /,z/f’,/ . 2K+ /- ZJ 24
2 /’:’?l—ﬂv} ey }—7‘“ — //' /) )_B /677 . ey */jﬂfﬁ’*{m?j}z

J=r ak-z

LS5k Atk \f-( /
23._ /2) 77 m + JF M /;‘" (2/(’) £ ,2/f+/--2;/—74
AR

a

waarmede de ontwikkcling van ¢ 1n een veclbterm van de graad 24+/

m, %,
. . L
near m en n voltooid is,”)
Bij overgang van de cumulanten naar de invarianten moet 2, nog
door g A gedeeld worden, d.i. door ccn veelterm van de graad 34

h)

inm cn 7z, Daar dc graad van X, hoogstens 24%/ is, concluderen
Mann en Whitney, dat de verdceling symptotisoh normaal is (als 7 ¢cn n
beidc naar v gaan en wel zo dat 2% en 7—7;- begrensd blijven, een voor-

— . e W € S wp E T wes £ g e e G o e

) Mann en Whitney vinden voor //M, ecen veelterm in # cn 2 van de

graad J4 en berekenen het hoogste graads deel, Bij overgang tot de
cumulanten blijkt dus dit denl alsmede die van de graden 34—/
SH=/ caeesy 2h+2 Wieg tc vallen.

«
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waarde, die . .r an Vhitney niet vermelden) dear de invarianten van
iedere crde 2 3 teot O naderen., De facte is reeds voor mz10, nz 10 de
afwijking van de normaliteit te verwszarlozen. Het betoog is echter
niet geheel bewijskrachtig. en behoeftv een aanvulling, daar de ontwik-
keling van zévtm} 2Y) niet gelijkmatig in # en 22 convergeert, Bij toe-
nemende 7 en 7t heefs 4,  mich bij X = ¢ (dus bij T = 0) ophopende
gingulariteiten,

6, Toubten van de tweede soort. Met hetrekking tot de vzis vaa hypothe-

. . . 1
sen, dat de X en de ) alle 0¢ zijn en dat alle X, dezelfde continue )
verdelingsfet /~ (x ) en de ¥, &lle dezeclfde continue ) verdelingsfet
4.

fout van de tveede soort gemazkt als voor
minstens &én wasrde van x(dus in een geheel interval) F(2x) # G () i1s,

—bi\

G (x) bezitten, wordt een

!

terwijl toch de hypothese & (x )=§ (,,/ niet wordt verworpen,
We noemen een toets van een nypobthese 60 asymptotisch onderscheidend

/ .~
(Engels: consistent) met betrekking Tol een vz (2 van hypothesen, als
. . o 4o
voor iedere hypothese { e () met 4 # ¢, de wh van een fout van de

J

tweede zoort bij onbeperit toenemende steekproefgrootten O tot ilimiet
. ! ‘. . ;
heeft, &.w.z. dat als fd=(¢ 2{/ 1is d= wh aat dc hypothese 4= 06, ver-

worpen wordt tct % nadert (in casa voor m -, n-ed, ¥ en 7 begrensd) .
De toets van Wilcoxzon vcor de hyoothese

g, : oy Gid

is niet met betrekiting tou de gqﬁq@gvmg?van hypothesen asymptotisch

or alls X

<

.J

onderscheidend. Mann cao Thitrey hebben echbter bewszen, dat dit (hij]
sing. d.,w.z. verwerping als P[@‘z,ujgcx ig, tegea~

rechtszijdige toet
over tweczijdige Taw, verwerping als Pllu| > ] £« ig) wel
het geval is, als de verdelingsfcts veor alle x aan de betrekking
F(x)>G (z) voldoen, 4.w,z. als de ©bij y behorende kromme geheel
rechts van de bij x behorende Ligt.

We kunnen echbcr met hun mevhode ook bewijzen, dat de toets reecds

asymptotisch onderscheidend is., zodre
o) = ’-\/ /\\«* > N ‘tz: _:
/(‘ / / - :f / ! i

' . ’
is. en wel oij rechtszijdige toctsing modra p <3 18, bij linkszijdige
A

. " " L G

tocteing zodra p>j is, on bij twoezijdige toetsing zodra p# 5 is. Zij,
. . L/ . , NPT TP
om de gedachten te bevpalen, p <3 . De hypothese é% wordt zowel DL]

. i
teing verworpen, zodra # Zjmnico

jori
!:A
Ga
(&)
-
@
D

is. wiaarin gt=-Lsmm (menel ) 13 en ¢ een zodanige vanarenn afkomstige
2o ok - - 4’ . ’ ) ~
’ ' oy, 0 LT VT S e] asxyqae é‘ b) ":_: O(
constante, dat Plu =z cqlf,] cen ZO grooy mogengkcﬂwa,ldg =2
: : - - O ey O oo L C 2 &
heeft. (Bij tweezijdige fToetsing zal men doorgeans O= o nemen en

i o ey Tt B T B4 4 W T T v e

) Voldox ndo "E’"COJ“; Aat £ (¥) on G o) ggggwgamenvallonae discontinui-

ok,

tolten Hebbon,
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@ ook verwerpen als 4 aan een analoge begrenzing links voldoet)s Ten-—
s, Waarinc?

PP /7y 0O

gevolge ven de asymptotizche normalitsit is”)Lm <
de reeds vroeger ingevoerde betekenis heefd (absols behorende bi] ‘de
)« We hebben slechts ‘nodig, dat voor - oo

\

normale "staartintegraal®
n—=%© A3 naar beneden,dus & naar boven begrensd is,

Zij nu )
[ 1 als x; 2 y, is
-/Z":: L X, — L. =3 3 P2
V4 (= ;7) [ 0 alsgg<;¢ is
Dan is o
7 T <.
/uf./ji/_’ff({pz,—u)
/ 7 J
Onder de hypothese
4 Pl >i%j=:/a<'j
is nu : [
Z;) Zy/ = P[..‘?‘L‘f— 2%’//_/:/5 /j: //, ,:7?7:
Dus
» » s’—— /S— / v
G, U = L2 2, = pomn
X. . en .. o0 zijn als zowel ¢#¥ ¢ als

" Daar ¢(%) =/((x) is, en "
#27 'is, heeft men ﬂ/

s

/
/7 2
é’ X .. = é&;?_«':/f)
(ﬁ g '-/:—*Pl aIs L#Z/)/?é//

Gaay=t 6.,
Nu is
p=Plr>y]-/ G rle)= [0~ ) d g
Y v
Gl’l. VOCX / ?’:{///

)c‘.'. = /jF/J/L)/lL(]‘/(’U%) / 2:/; %,;) =

/ /f/xj;/x) _m/ v”/ygc/f/w/w/b
{2 )2 )] =p7

& (% Y€1 is, Bovendien 1o/ﬁ€ (Y F (%)

~teken optrecdt is triviaal en kan buiten
dat overal waar

tussen 2 eindige

daar 0

: Va
Het gcval, dat hier het =
g gelaten worden, Immers dit zou verelsen,
(x)= constant */é ware, Dan zouw dus
r oy £ ] - B Y=
Naardunrz Vm-ﬁ mocten varieren, encﬁiuﬂtuaulﬁena waarden <2 (met een
T o =% /7_3.2 B ff 7 Y 3
voorwaarde, dat? en~ begrensd

Q..
)

vernelde

X

=

) tccqo ondcr de vcrdgr niet

blijven,
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wh o) of wasrden >4 (met een wh = 1= 4) kunnen aannemen,

Stelt men ¢ 0y K L= . . !
s ey dU_S Lfﬁ;, L l//, ZC‘// 7_/ AP / #/
chn evenzo 4 ‘
i /
G 2y Hiy =g, awm iwl

Men vindt dus e 1 o

AL 7 DAY
ool 2‘) f//L/ <£‘ X, 2., =
: 7 /

LoeTYTy
= o fo + 477/;7(47—/) G, 7’"””””"’("’”“)% * oaf7ry) 72 (71 —1) O ?

- ..'ﬂ o 2 - . P
en de.varientie q; onder de¢ hypothese & is

g, =

2 2
VG Y =l o e g, s1) g, o= pir-1)p o

= () (3,4 oo ) )+ o)

/ /
Toor ¢ = 4, wordt b =5 , 9 = g, =5 , dus 4 = ¢ =\f—en
2

- — ¥ 22
- d(; = = 427 57 —4—)
0 /2

zoals bekend is.
Due ig voor w7 —rce, 77w
(]_2

B g (7D ) s oo
2 -
0;9 /n (/‘77"“777"‘)

4
begrensd, b.,v, < 12 4(1=4),
b . ' . ’7 - .
Verwerping van c% geschiedt als /é/»EL“”MIECO‘Js. Dus is tengevolge
van de ongelijkheid van Bienaymé de wh van niet-verwerpen

PlId-tomn|<cr|p] s Pld>tmnco|é]=

o]

- ID { j . __,gﬁ;{: > (_2{ w/ﬂ,/).wwiz — Cj‘l ﬁ] <

/ 2 -~ 2
A
/ 2 2 L ," —
\((1 = p)ana - CO‘} ar L LY 2 by J

Hierbij is gebrulk gemeakt van het feit dat (7 -p)m7= —ci>o0is
voor voldoecnd grote »» en ~ , daar j-—/)>5?is. (Anders geldt het laatste
< ~tekon niet),

f -

Hierin is de eerste factor, naar we boven zegen, begrensd, terwijl

jan

tweede factor naar 0 gast doordat de uitdrukking tussen accoladen
ten gevolge van de begrensdheid van ¢ en het positief zijn van f - P
near oneiniig gaat., Derhalve heeft de wh van ten-onrechte niet-verwer-
pcn O tot limiet, d.w.z, de toets is asymptotisch onderscheidend t.o,.Vv.
¢lke hypothesc met/b<‘j . Hetzelfde geldt m.m. voor /k>5 .

Is daarontegenlp :f , dan i1s dit zeker niet het geval., De wh van
niet-verwerpven is nu namelijk, b.v. bi] tweeczijdige toetsing:
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P d=smnf<cea|O0] 2 PL1U~E y)< 4a,]é]

/ o
frarin # = €= 1is. v
T ) :
L De wh dat|l/--fmn|<iy

is, zouw na dus voor oo, 7->00  fot O moeten naderen als de toets
agymptotisch onderscheidend was,., Dan was dus bij willekeurige positieve

voor voldoend grote .« en. .=
[ 97 / 7o . - L
» ! Z“" T3 mm [ ;T & Uoj svpl &
dus ) , .
0'92 = (U~ :/ ma ) 2 (- €] # _Jt;

2 -—/- ;
of 4 ¢ (/-¢) " . Daar dit voor azlle & geldt ware dus 4>§ 1, d V7.2,

¢ ?@ §¢4 , Daar G/7 = Vaé/v (/—6 )= V3 is, ware dus c =/5 , dus
¢ PR : ] i > 2 3
£, 55, hetgeen voor voldoend kleine o (t,w, & < 0,041) nict moge-

lijk is.,
Resumerende kunnen wij dus zeggen, dat de toets van Wilcoxon voor de
hypothese ir(1)=:?(x) asymptotisch onderscheidend is met betrekking tot

21le hypofhesen, waarbij fvf2v>hg;f:i 7 (eof Wij é8nzijdige toetsing <

Wi

/

. TeSP. %) is.

T« Men zou verwachten, dat het onderscheidingsvermogen van de toets van
“ilcoxon bij toepassing on normale verdelingen met gelijke spreidingen
canzienlijk geringer zou zijn dan van de toets van Student, daar eerst-
genoemde van het gegeven der normalitelt geen gebruik maakt. Het zou
daarom van belang zijn , dit onderscheidingsvermogen ("power—function™)
( Doroay
% ( s ): L [' 7/

Py

3 o N .
ty | ﬁ§~//::aj als fct van ¢ te bepalen. Uit een be-

3%

s

Tangrijk onderzoek van H.R. van der Vaart ') is echter gebleken, dat dit
op onoverkomelijke moeilijkheden stuit. Wel is Van der Vaart er in ge-
slaagd, de tweede afgeleide «”(0) te bepalen, 1° voor kleine waarden van

) L 0 e - 20

moenn tew.e mAa b6, 2 ap>e2 en #7772 . Daarbi] bleek, wat 2° betreft,

: ~bim o (9 wie, E L : o

dat — - = = 1is, dus slechts weinig kleiner dan 1. Dit is
et /;‘r;‘l OC /OJ .f[l [/f{. / [‘

wellswaar geen bewijs, maar toch wel een sterke aanwijzing, dat de toets

van Wilcoxon slechts weinig in scherpte voor die van Student onderdoet,

< ondanks het feit, dat zij omtrent de verdelingsfcts niets anders dan
~ continuiteit onderstelt. De ervaringen bij het M.C. en enige aldaar

= genomen experimenten wijzen in dezelfde richting.

') HeR., van der Vaart, Some remarks on the power function ef Wilcoxon's
test for the probelms ef two samples, I and II, Proc.Kon.Ned.Ak. 53
(1950) p. 494-506, 507-520, Indagationes mathematicae 12 (1950) p.
146-158, 159-172,
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$ 4, Dubbele dichotomiedn.

o ]

1. Bij statistische onderzoetingen kot het herhnaaldelijik voor, dat men
cen aantal (AO o.on wasrgenoien objecten onderzoekt ten aanzien van twee
/(;vnﬁm T en ;~~ﬂum,L) , De resul~

/‘\c

o
[}

(D

Cenerken (K’myi) en hun negatic

-

Tuten worden gewoonlijlk sawengevat in (e vorm van ecn %Z.Z.n 2 X 2-
tabel, d.i. een tabel van de vo

lgende vorm

) K K

a o/ v

T~

-—é C’Z 7
A »

lerin zijn m, n, r, s en N de zgn, "randtotalen® of marginale somuen

I~

[
oW,

. = A -+ & R 7S -’g +a_f

o= a o+ A i = ¢+

N = a+rbrcrd=mrn = St

Doel wvan het onderzoek is gewoonlijlk, te toetsen of A en

7 (en dan ook Aen L , Aenl , en A enlZ ) oo zijn. Sinds een dis-
_ cussie tussen G.A,Barnard en 2.A.Figher in "Nature® (1945) en een serie
Quarop volgende publicatiez van G.A,Barneard, IZ,95,Pearson, e.a. in Bio-

rica (1947, 1948) is geblelken, dat men hier niet mer één enkel

rrobleem te malen heeft, mear afhankelljk van verschillende voorwaarden
vasronder het exweriaent genomen worct, met (minstens) 3 verschillende
nrobleien, ,
2., Type I. Inde eerste wnlaats kan het zebeuren, dat de experimentele
condities behalve het votale amantal /Y ook nog alle verdere randbtotalen
m o, £ en . bevalen (d.w.z. det mnen nhet experiment zodanig kan in--
richten, dat bij herhaling ervan w2, 722, £z en o gteeds weer dezelfde
vacrden hebben, terwijl @ ( en dacrmede 6. e en Z) nog kan variéren, In
cat geval zijn am, 7, 2,4 en /Y gegeven en wel door drie hunner, b V.
., JL en/W, bhepaald (t.w. 2= Vs | S= N-n ). Daarentegen zijn gqfé

¢ en ¢ stochastisch, en wel zijn zij alle door één hunner, b.v. Z,

baneald, (Jr igéén vrijheidsgraad’; de verdeling is "één-dimensionaal®),

/_g = k- a C = m—=a gz’ =Ne -t a

DType II, Vaker komt het geval voor, wazrbij beha slve /Y één der randtota-

a

~ lon, b.v.m (en dan ook 2 =/-m ) gegeven is. Dan zijn de overige
ootheden (in het bijzonder dus ook 4 en 4 )SLOCLastloCﬂ en door twee

Ilfn,1.11ner (b.v. @ en 4 ) bevaslds _<}=m~@)5/::: 73—4)4:_@+{34~;/Y~_@ ~—zf
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eowign twee vrijheldsgradens
- gyimetrische geval, walx

.
wLa

r

&

ER
PEEE]

oo atiscen
IIT,

o dat

onh s
et o

hese

n vardor
Caal

vaslo
('17_'.

Jinder

«,-"’_.

dadl

Q0TS HT 0T

’"ﬁlvefwl) gegeven 1g, an zijn

cLsch, en veor drie hunner beoaalc

Cahiio oAk en,ﬂ
wo'ten blljven.
ccede

Oy
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ig twee—dimensionaal ).

regeveit, enq@zen4ﬁnsﬁom

tont het zeval voor, het enige

reowerd, dot ogeen der randtotalen

halve & stochas-
door 2,4 en e )

alle grootheden be

¢ (v,

M= dop L = -
o= @,+-é' 5 N—a “Tg

crie vrijheicdsgradeny drie-dinaen

°
H

@1 mouw hieraan nog cen tyne 1V kK

15,

)

5 e
SIS R OAURN

A

y T

Dan zijn alle

. (Vier vrijheidsgraden,

. e geven eerst enkele voorbeel
e lien onderzocht A/>~o“~1er®on@n
“lichte (K) en “donkered (E) aa
(L) wleur van de oren, wasrbij we
THov. wet behulp ven Kleurensclial

(vme II1L)

- R A e
Srootheden

sionale verdeling).

unnen tocvoesen, waarin ook /V tochas-

door vier

i

hunner bevaald (b.v. 2,4,
Vier~dimensionakéverdeling).
den.,

al's
I

van de kenmerkenparen

“lichter (£) en “donkere”

-

onderstellen, dat deze kenmerien

nn) ondubbelzinniz gedefinieerd zijn.

b Jien gaat bij m objecten uit een collectie /, , en evenzo bij #z Oob-
jecten uit een collectie /; na, of zij een bepaald xenmerk A" al dan
ciet bezitten., L.ov. men Haost bl sz Lijders asn een bepaalde zielte een

Lenanlde geneeswiize

cen tweede rencesw lg div
raststelt. (Typc

die m
Waa1rbl
Il

Terugles

ress,

I).

Ty o
L ')f:)g

¢. '"en handelt als bij voorveeld a
noe zZroot men het aantal proeiner
cell Verdeling van Poisson met will
P[ﬁj:/\/]:é’—/,? .i/y
N

(Type Iv).
e

(%

en rangschikt sm weisjes
v, leeftijc, grootte of inte

“F

witte

andere lijders aan dezelfde ziekte

dat werking

een Renmerk de genezende 7y

K= Ve
j telkens alle nog
a is

twdte

e rode loten bevat .~

in de doos zijnde

en te wordens het aantal getrok-

het kennerk resp. “rood?’, en

resp, ‘niet-getrokken
maar bepaalt vooraf door loting,
zal B.v.

ekeurig gemiddelde/7

50187 nenen, met behulp van

S

sekozen

o
9

i

nger (£) naar een variabele

e-quotifnt) en kiest uit de
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aldus verkregen waarden de ./ grootsten (), Dan is a resp.;g het aan-
tal meilsjes resp. jonszens onder de .t kinderen met de groeotsis waarden
en &ores U.cf het aantal meisjes resp, jon,cns onder de J= V-2 Ikin-
deren met de kleinste 4-waarden. (Tyne I.)

Some  leiden verwante oroblemen tot verschillende

tynen.,

by

£

L. MMen meet aan elk van Mobjccten een voriabéle # en ecn variabele 7
lMen noemt cen waarde van X “groot” resp, “klein: le,(in absolute zin)

als X 2 X reso, X< X , waarin % een gegeven getal is, of

2¢, (in releticve zin) als bij rangschikking der x;,.‘... L,y volgens
opklimiende grootten X tot dc x grootsten resn, de 4 = /Y=  kleinsten

behoort (in de onderstellincg, dat gelijke waarden nict vooriomen), en
handclt evenzo met %f Z2ij A resp, thet kenmerk dat X Ygrqott resp,
“Llein® is, cn L reso, L het kenmerk, dat g “groot’ resp, klein® is
tan heeft nmen type I als voor X zowel als‘%oor_#-definitie 2e, sekgzen
wordt, III als voor beide veriabelen definitie ley gekozen wordt, en
tyoe II als voor ¢én der variabelen definitic le, on voor de andere
definitic 2e¢, gekozmen worct,

Uiteraard kan definitie lc, alleen gebruikt worden
als X, resp z%; gegeven is, hetgeen de tocpasbaarheld dezer definitic
boenerkt tot gevallcen, waarin iobs over de verdcling van << rcsp.ég bekend
is. Uen zal dan voor %, rcs ’c% b.v. de vervachiing £ de mediaan van
X resha z% kiczen,

. Ja beschouwen voorcersty type III.
w klaessc wan hypothescen dic we toclaten besbaat daarin, dat alle 4
srneningen 000 zijn en ult ccnzelfde collectic afkomatigs De whn

&, ¥ end waasrmede de konnerk-combinatics AL, KL, KL en KL voorko-

zijn dan constant, cn d.+ﬁ%+ﬁar<§: 7 . De wh van ccn bepaald

~rnemingsresultaat (bepacld door fy~étxlf) is

[l

. , o /‘, -
Pla b cfpmsyp)=Fla=a L6 c-cl Mo s ]
/V/ @ 4 e nd
= oL
&/,é/ /C// o [“9-“7_-) 7’_(:"?C CZ
conigvuldizgen wij beidde leden et AL c D , CN somileren we over

d
/"'7“17". on C!’”—' /\/‘*/Q/""é;% )

dan krijoon we het zgn, “eollecticve

9
i (vgl, hoofdstuk 2) y
? e R § . '/‘,. Iy o~ )
COABC DN wf pl=(ds gbrpCrbd
s 40 wultinomisle  (d.e. guadrin u;an) colluctie. De gezochte wh
“ \ PR G wﬁn 3 .
‘¢ ode codfficiint van AYH lo entwiklkeling hicrvan,
Leowhn van ALK, L en L duiden v awimet o, 7, 4 en M zodat
) S ,O A ol
p=ole/3 , I =/ * R
- T po M= L
14 = oA - ) V= K_ + O ,ﬁ,{ =
/ d/ / /
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n

Voor een passende waarde van A geldt dan steeds

Oi=/£L€+A g/:/"(fﬁ{ }gn /\):(x(g._ﬁ(y

ﬁ:yg_,g O = YOI+ A

Is Ao s resp. A< 0O , dan heten de kenmerken A en l positief resp.
negatief geéssacicerd (of gecorreleerd); voor Js ¢ zijn ze onafhanke-

: De speciale hynothese % die men gewoonlijk wil ftoct-

n

sen is dat 4=o0 of .‘olc dat a"cg:ﬂ(f/ is, Onder decze hy.elhese 5{; is

/
] - /}// v A;C”j
Peatiel Mpe) = ooy #TTE I

De wh dat m een bepaalde waarde 72 heeft is dan de
sam yan P(a,%) m-a [ N, f, é) ever alle @ en 4 d.i.s

Plmitpe) () p 70"

(dit geldt zelfs voor willekeurige o,/ f dus ongeachy *’f’éf ).

De voorwaardglijke wh van Zendonder voorwaarde »z =m is

P(’a,/é’,//x/u,g): P(’a,l,gl ) /N/“@)
P(-Wz,//y_,/u,g)

Hieruif blijkt A weg {e vallen en we krijgens
— y

) —
Pla b|Nm,p) = ) (Ner ). e §Had
, &»/Z,/(777~a,>./(/>/-m-4)/

/777‘/ ’77,/

p 2,
al B/ ¢l -

N
no

Hiervoor kunnen we ook schrijven:

'P(cz.,,,é//\/xm’€>: M (/:,\/)CO/ZJJ

//V)
\,"L
. A
De eerste factor is volgens pag. 90, War. 179,.71 (wanneer we daarin
TR R Voar . pRse Yoot -, V’"‘éﬂ""'@
resp, door Y , /Ty 8 , 7 s N @ ) g B c ) a

vervangen) de wh dat bij £ trekkingen zonder teuglegging uit /\/objec—
ten, waaronder # met een bepaald kenmerk / veorkomen, @ der getrokken
objecten dit kenmerk /, zullen hebben (vegl. puntdc.)

Semmatie over & van deze uitdrukking geeft dus [ . De
tweede factor, die niet van @ afhangt, is de wh dat bij & ¢i07 trekkin-

gen # maal een kenmerk A zal worden aangetroffen, indien er bij elke
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trekking een wh % is dat: dit zal optreden,
Semmatie van (@ k-a//Y, 17 .¢) geeft dus precies
deze tweede factor. Anderzijds echter geeft zij de wh van £=4 , Dus

P(’»L/NI m’é)':‘ (/QY)g?J/J

De eerste factor is derhalve de voorwaardelijke wh onder de voorwaarde
J

@ o=k B} , N Y
JD(@//Y,W,/:):: JD(C?"*./L—Q//X/}W/'QO): (d@(/b-aa>
Zo(ﬁl//XOn,g) (;y)
of
772../22‘//1/4/ (f-/

' Al m. )=
P( [ m, ) N alileld/!

Resumerende vinden we dus:
Onder de hypothese dat A en / oo kenmerken zijn, iss
I. de voorwaardelijke wh van 4 bilj gegeven marginale waarden

772 / 77 ,//_,/2 / 1/- /

Pa] N an, z) =

IT, de voorwaardelijke wh van 2 cn‘fibij gegeven randtotalen 72 en 72

'D _ 7 . .
/£ (4,4/’%””)6)"Q/22/;jd/ €

/ /

~
s
III. de (onvoorwaardelijke) wh van 2,4 en £

Placbic/Me, pm)s

al /e oll”

5. Bij type II laten we als klasse van hyojothesen toe:
’ . . . . . 7 ’ .
L en [ zijn kenmerien die twee collecties /, en /, karakteriseren,
- - '/ d - |- - - — - —
waarin A en A met whn & en g, Ay resp. £, en ¢§:/ﬂéivoor
komen; uit deze beide collecties doen we 22z resd. N-om o~ Trekkin-
]

gen, De wh van cen trekkingsresultaat, dat door 2 en 4 gekarakteri-

seerd Xan worden, is dans N
Fla, 8Nom g .0.)=(2)6"° (3) %"
De speciale hypothese die we willen toetsen luidts
@%ﬁ) G=6=F

Onder deze hyoothese is dus
' 28 Hy20 arld v

Fla b/ Nome)= (2)(F)e o
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Dit is cchter precies de boven onder II gevonden voorwaardelijke wh,
zodat we de voor deze voorwaardelijke wh af te leiden resultaten op
probleem type II kunacn toepassen. De hierbij behorende onvoorwaarde-
lijke wh III wordt verkregen, indien we zeer grote aantallen exemplaren

van de collecties f; cn Gj, die zich verhouden als & tot V= /-4
dooreenmengen, en ult de gemengae collectie A/exemplaren trekken, cn
achteraf bij elk exemplaar waarneucn of het het kenmerk /2 of L bezit,
d.w.z. tot /; of tot Cj behoorde, De getallen 7 en 72 zijn dan niet
meer vooraf gegeven, maar door het exweriment bepaald, dus stochastisch.

Bij tyve I is geen een-voudige klasse van alternatieve
hyvothesen aan te geven, die in de meeste gevallen in aanmerking komen,
In de in punt 3 gegceven voorbeclden C, d en e zouden drie verschillénde
klassen van alternative hypothesen in aanmerking komen, die geen van
alle eecnvoudig exact te formuleren zijn.

Wel zal echter blijken, dat de in punt 4 bepaalde
voorwaardelijke whn I, die numeriek met dic van tyve I overeenstemmen,

bij de toetsing van de bij type II of III bchorende hypothesen van
belang zijn. Daarom moeten we toch de toetsing van de santype I ten
grondslag liggende hypothese (vgl. 3, c) behandelen.

6. We beschouwen ecrst type I, Onder de hypothosec%z is, naar wij

zZagen
© m!nlxl sl

Nl ol 4! d!

Pla)= Pla=a|N.omn ] =

Volgens pag. 90 (Thr. pag. 179) is @ dus verdeeld volgens de hyoarvﬂo—
metrische verdeling. Volgens nag. 92 (Thr, 181) is dus

Al

o’y 2 A7 7L LA
‘é d = —_— J = — e —
&y N-4)
Stelt men
// _ g -~ 77/
= A - Ba = @ — —
h - - ry

dan wordt

érva{ Vg:_/’n,-_/ﬁ_’_,/

A/ —_
€ - wnd . /[,’ C/ - //Zf Z
— N z — v x

zodat — overeenkomt met de in 3 genoemde associatie-coefficieént. Men

heeft voor~{’ook de symuetrische uitdruiiiing

/. 2d-fe

4
terwijl
L o g? o
- EEYEV T

is.
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772 77 5
Voor ——-/}-/—3“*‘“*’?06‘ zijn & enfg asynptotisch normaal verdeeld, dus

is voor grote wz 72 2 end s

G -
. . 7 2 e
70 S~ o) v —
2.
-/ ((;2.52/"‘ é()
/ T2 ommns
7 Vair

- > [ ) . N . q .
De wh /I[ a, = 4 = (%] is dan b13 benaderlng; selijk aan de integrael
van de bijbehorende normale verdelingsdicutheld, uitgestrelit over het

inverval (5-, £a fa,, Veelal vervar 12t wen, o een betere approximatie

2
te verurijgen, dait interval door @ - 7 = « =4, -5 . Dit is de zgn.

“continuiteitscorrectie”, berustende on» de gomnatieformule van Euler
(1732) - Mac Laurin (1742), en somtijds “correctie van Yates®(1934)

Jenoemd, Haar toepvassing is alleen zinvol, cls de verdeling symmetrisc

—~

is, dus in casu als s =2 of t=+4 is (vgl. de altdrukulnﬁ voor /4

, 0D 93, Thr. 182). De correctie is n. l ( en bij cen

(S

syreetrische verdeling treedt nosz een fout (/ ”7) op. Ook dan blijft

overigens nog een fout (¢ (A—/ ) over, die vooral in de “staarten” der
g

verdeling belangriijk wordt.

I 4 .
/. Bij de toetsing van de hvnothese d'*é bij tyone I zullen we nu albter-

. . P 2 - . )
natieve hyonothesen toelaten, waarbi] év/ £ O is, Stellen we
L7
\J:: /
C[’—__/:: ///z

dan ncesen we ook mu de kenwerken A en Z positief resv. negatief oo

o”leerd als ,-Q>0 reso. /i<0 is. 7e zebruiken een kritiek gebied

S5
% /
{ z £, Tean, / g 7—/, , als we onafhankelijlk van het begchouwde expe-

‘.wﬂt weten, dat negatieve regp, positieve assoc 1i-"51a Ul' zesloten

i s, on anders een kritielr gebleds /zaé , of _/ . Daarbij =zijn
A ... 4y om0 bepaald, dat FlLz4] <~ P[{ <4 )]s« en
P{J >4’1 + Pl = /_] = ol is, (Dazr de verdeling discreet i

an in het algeneen niet bereikt worden, dat de linkerleden =of Zijl"l):
Joor niet al te grote waarden an =»7, 22 4 . 18 de exacte berekening
anvoudig, ale men de whn b.v. met de gemeenschanoelijke Tactor ,z)

vernenigveldigt, waarbij
(7) Ple) =(7)(.7%)

wordt. B.v. is voor @ m=s, =7 4= 4 //)/:/z)
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() PCe) = (5) (f) = ¢s

(/2/\;7(/; - 7‘) /78
/,2)})( :('f) (5):3/0

(/22) P (3 ~<;”> (;’7) = 70

s

e 6
(ZZ)~ SO : = 475"

Bij rechtszijdige of tweezijdige toetsing met (= 0,05  Dbestaat de
kritieke vz alleen uit & =4 , waarbij de ware onbetrouwbaarheid

5 o .. . o .
477 =~ o1 wordt; bij linkszijdige toetsing is de kritiecke vz leeg.
d.w.z. de aantallen zijn te tlein om de hyoothese A=¢ te kunnen ver -
werven als ) > 0 uitgesloten is. Laat uien b.v. waarder . tot o= g7

toe, can komt er in beide gevallen &=¢0 bij, waardoor de onbetrouwh~a-

. . “ e \ P , 3 - . -
heid bij de tweezijdige tocts :_4"" 2% & 008 en bij de linksz’
- 7%
a9 \jb —~ 0 s . PR / It PR . TR L] o \
dige Tar »Of wordt. (Bij de rechtszijdige blijft zij onverand .. d).
7 Voor m=s2=10, /C =/,7 NV = za)‘ is b.v.

()Pl = () Fr) = () F)= 120
/,za) /‘:’(z _ (;0)/9('6/) ~ (‘{0) (/é&): 2100
() 73 - ) e (2)(5)= 2k

- O /0\ 2472
/ " Some = 387 bo
770.) = dufbede Sopr = 7 / T20
Voor « =05 mag dus de waarde 06"&77520: 3876 niet overschre =

worden, Bij eevriidige toetsing b.v. A=o0 te. eﬂ)>0 bestaat de kritieke
vz uit & / en @ =6 met Plg) « P(6) = 222100 o g029 = 3,03

77520
Bij tweezijdige toetsing kan sle hts & =0 en a=z
nomen worden met P(u) + Pl7) = w_v)i./;.'“’_Qh_‘ = 0003 (of @=¢ @=/

a-= 4 en a=7 met Po)+ F 1) P/@+7 o2 - (}*):qafhetgeen > 0,05 is.)
Weligwaar is  F/0) + P(1) + P(7) = Flo)» Plé)y P(7)= 0,037 <q0s, maar keuze var
&én dezer beide kritieke vzn en verwerping der hypothese A=0  gvor
0,034 an niet tegen Ao geschieden, daar men dan van de alter .
naticve mogelijkheden hetzij A > ¢© (door weglating van 7€) ) hesri-
Jd< o0 (Qoor weglating van F(/) ) onvoldocnde in aanmerking genomei

heeflt.
8. We gaan nu over tot tyve II, Schrijven we kortheldshalve/@ resp.
voor o, TesSp. g en p/ ra8p. 5)’ voor '&z resp, cg dan is volgens 5

bij willekeurige toegelaten hypothescn
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Hlad) = (T)F) pp 5%

De te toetsen hypothese luidts
7, pl=p
I)a,arbj_j blijft ect lCCI’/’ nog ongesnecificecrd., zZodat de whn nog van de
bekende varame u@r/b athangen, M is vol. sens 4 onder de hypothese ‘/f(ﬁ
P(a, L) het product van de wh P (/)= (/Z/) e 2'/2, Y dat a+bat
iz en de wh 73{67)/1):(/5’;)[ )/ ’) dat 4 =¢ 1s onder voorwaarde dat
) (H{’ =2 ig, Hicrin hangt alleen de eerstgenocemde wh van de onbekende
varamneter af, Te kunnen dus een toctsingsmethode baseren op de voor--
waarcdelijke wh, dic dezelfde 1s als bij type I. Geven we de wh-verdeling
aan door ecn massi-verdeling in het (4,-4) ~vlak, dan komt (zie fig.l
waar on<d o2 =7 ig) in elk roosterpunt (punt met gehele codrdinaten)

. . 7
net o 5 a 5 mm (mr) , 05 A4 £nin (7, ) cen massa £ (a, f) .
Le wh P fZ Z_] is ce som der massa's op de dlagonaal .Fs=4A gelegen
. P \,- N, “ . .
O ?Q? N \ RN en de voorwaardelijke wh /’/d,/'c)
AN N \\ '\ RN AN h ™ ¢
N N ©+ 1s de verhouding van de massa in
S RN AN ~ ~ N N 0 .
N N \“ N . N \\ \‘ AN , ~ . ) ,
Y NN \‘\\ N N S (@, -a)  tot de som dezmer op
N AN p N u N % . o)
A NN N T T T e diagonaal £=.¢ gelegen massa'a,
\. \ \c \-\ l-\ \"\ Y \- ’S/ . -
B SO Kiegtv nen nu oo elk dezer diagonde
S > N~ h . \A <.
SRS NN T N 5 len bij een zclfde onbetrouwbasrhelds-
N N ~ \\ N AN h N N (‘ . . ~
T R N S drempel o een kritieke vz A, ven
NI N N ~ N . ) . = . .
. N N N . AN ?\ . i T S o Cad -
N B TN \5 AU G roosterouuten, dan is voor ilederc
N N . N N t . . .
N N \\ \\ \\ AN é\‘x " /T O[ (a *é) é I Z2 ""' = "Z]<Q<~ due
N ~, N AN Y
______ ™ X n - MG N ;_ ,P
RN AN AN N geldt voor de vercniging A dezer
AN N N . \ . v
NN N N kriticke vazn
. N ™ \2:\ \é:\ %
11% l \:?_ “\\”’ < IR é @
So
» . Lo S s 4 ~ r L o~ =<z
Plla ekl ZiPl@b)eh|@rb=n] Plastsr]s
-
§{X2af[g+§ c/tv—g:oé
daar ondcr de voorwaarde a #é = 2 de cigenschannen (& - é)éffen
(a. &) K, aequivalent zijn. Derhalve is A ecn kriticke vz bij
dezelfde onbetroubearheidsdrsmnel 2 . De onbekonde whn Pl a +& = 2]

zijn door de souamatic over 4  geéliminccerda. Voor het tveczijdige geval
bestaat A (voor of= 005 ) uit de in figuur 1 omlijnde punten.
len ken dus bij type II prcecics dezclfde tocts

toepassen als bij tyore I. Het verschil tusscn de typen uit zich (behale
ve in het felt ¢at de berckonde whn daar absolute, hicr voorwaardelijke
zijn) slechts in het onderschceidingsvermozen,

9. Bij type IIT kan men op ovoereenkoagtige wijze te werx gaan, Hier
beschouwen we de roosterpunte in een ruinmtce, waarbi] &, .4 enc
langs dc¢ cooOrdinaatassen uitgezet zijn., Deze zijn gehccl, =2 ¢ en
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cbonden aan de voorwaarde Q+A&+c = y daar'&{:fA/*ﬁi+g+C)£c9
moet len. De roosterpunten liggen dus in een gelijkzijdig rechthoekig
tetradder. (Vgl., figuur 2 voor /=4 ). De punten waarvoar & -+4 =4~
€ en & -+ C =7 is, liggen op een
rechte in de richting van een li-
chasmsdiagonaal van het kubische
rooster (vgl. fig., voor /=% ,97=3;
hier zijn dit allecen de punten

Q=6 =1 , =2 , dus @=0 en
a=2 , Hb=0 , e=-7 | dus
& =1y,

Op elk dezer lijnen bezit & weer
de hyvergeometrische verdeling van
type I als voorwaardelijke verde-

ling, Ilen kiest dus weer on elk

= . . Pl

dezer lijnen een kritielke vz szz
en verenigt dezec vzn tot een kri-

ke ve A . Dan is nLt ﬁﬂ%-%.:)c—ﬁ;z,/m,qy = ‘ ook

Plla,boe)c ] < pme Pf(a b, e)ehy,, |ma] Placc-m, @rdei] s&
Ook hier zijn door de cvergang btot de voorwaardelijke whn de onbekende
whn geéliminecrd, zodaet en ook thans dezelfde toets ale bij type I kan
toenagsen,
10. De term “dubbele dichotomie® wordt door Barnard allecn op tywme III
toenasselljk geacnt. Voor type II gebruikt hij de term "2 x 2 compari-
son trial® en voor tyne I de term "2 x 2 indewendence trial®™, hocwel
deze laatste benaming eerder voor tvne III geschikt schijnt,
11, Tenslotte zullen ve nog cenige onmertingen maken over het onderschei-
Glngsvernogen., m wel zullen we deze vastknoven aan het stochastisch
belengrijhste type 1T, Beschouwen we b.ov, het gevel, dat twee gences-
wijzen ol —midcdelen V; c1 ?% el dan niet een bepazlie ultwerking
(“(vositieve) re: Cilp ) ten zevolge unnen hebben. De whn dat deszc

ontreedt nocuen we -9, reso. 0, ., Dezc whn zijn het gevolg van het

/
felt aat sowmige oatitnten (metfq x ) wel o» , waar niet op ;;
andcre (metfﬁ ¢ ) wel op ZZ maser nict é% reageren, als deze
& 1720

]
N

wordt Toos
die ov» beide en andere (met {ig -« ) die op geen van heide reageren,
*

of zouden reageren, =sls de genceswijzen werden toegepast, (Sowms namelijk

coa8t, Bovendien ccehter kunnen er paticnten zijn (et fq £ )

-

is her onmogelijk, beide genceswijzen toe to passen.) In ieder geval
geeft helt exvperiment dat zich in de dubbele dichotomie laat uitdrukken

¢ L
=

alleen uitsluitsel over patifiven, woaron slechts $én der belde gences-
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wijzen is tocgenast. We hebben

dan
bl — ") . 7 P o . .
e - 7 A -, — £ _ . .
/A),.J c/ ;/2, = /7 /‘_7:‘ - X AL
Ilet is dus niet mogelijk X, g cn X (en @=s-x—n-2 ) in 4 en
£, uit te druklkeny Zén obf drie grootheden blijft onbevaald., In-
rr . o . .
dicn en echter wecet, dat b.v. reactie oD 91 maar nict op ;2 niev
& . . g v
ltan voorkomen, dan i 4 =¢ , dus 3:/@_ en A=y en H= g
. Onder deze algemene hynothcse o is bij gcge-
. owven m oen #

Pla 4) = //m (,é’) g ,cf P4

-
~’ 7 2
s

P//cj

1l

So N/ TN L& mma t-a  m-tea
p (;g)(v‘z»—a)/‘? ‘/: /bz 5/)2

ke E - . .
//f) 7 7'527 g, (= eyt /3/?2>

2,

S

1

=/ 0
waerin /) (Q,%:;c,;na)

voorwaardclijke wh is

de hypergeomctrische fet voorstelt, De

nu dus
-~ . ’ Ay 7 ’}‘ /‘z""f; )
FPlajy= Plaje, %) = ';<L“ 2
’ Pl

01(2
() (;; .
Q//L “/‘Z*"LL)

g | B
@ Fl=m —u y at=nny 5 17

> » LT
%f Fan”
Ondgﬁyhypothese o is /@=5¢z(=/ﬂ )
tus ¢, =9, (= y) en %Jfgi = 1).
2 L7

quJﬂbﬂln van net onderscheldingsverinog

e,
GoVieZo Van

Alp, po)= Plla, £)eK[H] =00 Ffae k) H]

'

ran slechts nuneriek

geschieden, blij gogeven f/,oﬁa,i LA oen 5.
N ] ' 4 g2 /.Z 1
Voor grote waarden dor randtotalen, orecleser voor " 3 - =S
/
. 3 R ff/}‘ ' //y P -5
1) Volgens punt 4 is dan //fa d, ) = [ oL . Ve hynerzeo-
) & e, M A
metrische fet met argunent 1 is dus

4

)
— 7T /a s a (/‘L
/L(-w}??.‘—-/l /'?—/L+/‘J‘ _!)F.‘ ;_‘fl

- a. (m-,hu J.‘a ;‘)
™ zoals ook rechtstreeks uwit de identitelt
k ST 7/ m 7 ) = [ +m>
2% | 52) H-a A

T o

kan worden afgeleid, (Deze idcntiteit volat

cntite gt dircet uit 0*X9m?0“+)01;
Q+ )\/) I ) .
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cunnen we met behulp van de asymptotische norizaliteit iets mecr ov
KX (pysf) te wobten komen, Doze 3oldt ook hier, daar Pla, 4) net
die beide asymptotisch nor-

roduct van twee binomisle verdelingen is,
2

(2—mp)

maal zijns
my e mea / S
( a ) e 71 ~ [/:‘:m € /19 da
270 ot
/9 (da - dé- 1)
Y -4 /g - 02/5'2)
7 b fz~-/{§ 7 N A T y
(D ptal ™ e =t o7 R g
/
. i z,// 724 2,
mits, behoudens (O ‘;‘{;) s /DJ , ‘f— = p;  is.
Dus
-/ PR j - ‘) Q
~( Q, 4} = I e —— ¢
~Z VY 75‘,17/ 7'//62 @
/’ \
L',‘), ~Cf~2—— ” J (:é_:-/_?/_'b")
,"/D'/ % /Z/D”:/ 7‘; T~ ~
Toor -4 =/-a wordt dit met &= @- 77 L - 4- T AT,
e .\ NS 7 ~
(,) _ ,:ia‘- m/ﬁ/) . '(/z—a _71/)2) _ “ {_t~ 3 3
& neg, 724, G, 7 L Z 2L, 7,
- 2 7’
(- YR TR S—
.,‘/2 )Z/ZZ'yz 777/3/2 71-/7/.7 /77/[3/?;,‘7‘,-72/0272
de

over A4 bij constante v verdwijnt

Bij integratic van P(c?, r—a
20 .
cerste term van & in de exponent, terwijl een factor
— / )
) / A \ /L m
(: / v W“—> V2m /DI LLe ontstaat, g
mf/% 47/):'22 /)71/\./9 -+ 72 . DZ?I
/ ! /z
© 2 /6’7/7"7/5“’71 CL”L

Pr)

PDe cerste term in &

/ (CL//L)

Var (mpy g, + 1429, )
behoort dus zelf bij de¢ voorwaardelijke verdeling:

2
S ()3
npG Ry gy

7 ) ;-
*z_/(m/_a,(zj ” 72/9; f}z>(£

e
7/Zb 0,9, * 72, o
Lxmp 9, %G

is @ bij benadering normaal verdccld met

~ Diw.z. onder voorwaurde ./ =42
variantie L9 TP en verwachting
» m/b/ 9, + 'ﬂ/’z ?2
~‘-—~/—-LZL—————mb M- 7
" prt MG, F 1240, (e 7P np:)
LT S Y —,
mh G, +7p2 92

APyt mpags
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Onder de hypothesc ¢, gaat de ecrste term in 0 c¢n de tweede in

;{—1 over, zodat de vorwachting gelijk asn 22X wordt. Tevens is in

nzt gebicd, waar de bonadering geldt, voor P == P , behoudens
7 (/},‘) : e ::/“;é g w‘/;); , zodat de variantic, behoudens @[/—%—‘)

: 2?7 S
solijk is aan mELL
011 s

2. Te bescunouwen hoet geval dat cenzijdize toelsing kan worden toecgevast,
doordat b.v. gegeven is, dat & Z 4, is, De hypothes L= wordt

¢an ten gunste van B > £, verworpen, indien ALQ @,/‘&,J’/o_]éd is. Dit
/ [

PR, S

Soschicedt dus als

Ve R . ([_' Y vdl /7 O
¢ T = Sy ‘ 5
4% ‘ Y~
] G hak] 1 ; stels X (é \u / -
i3, waarin als vrooger, <, Qoor { Se s = o met
;{){. ._/ 12
~ \ / -2
‘////f/ = —:::“/ e dx
foT 27 1
S B N T o ohe - 2 3 b B J %/,\ 3
dcfinicerd is. e moc'ugn dus trachten , de wh K () van de ongelil jlk-
. . Yoradi - A ey - - -
heid e - TR 2 'xL "””/7" onder Go algemenc hypothese & te

wrekenen . De beilde ta’ wen links zijn (9[/)’) ; hun verschil, c¢venals
. . . - [ A ' PR
et rechter 1id is (9([%’) . Daar ook 2 -— 53 = 64 - [Qﬂ/&) Z1]n,
Yun odus in het rechter 1id behoudens con fout van kleinc orde (t.w.
Al 5 . - o p / ‘.»E .
L) , 8.1, relatief (O(l/:/—yf) ) & Qoor @k =omp,vmp e o
door {CQ 3’ = ’17?7, -+ /ﬁgz vervangen worden,

Mo aeze onnelijzhcid onder Lo hy o wueaﬂ?co\ vivalont wovs
o _mp vz £ [/Wz-‘écz td mmp pe (7 «M)ﬁ
4 (o 3
g, + Nipn <X e mp,yfn,bz % agtnsg, N
- Ve, \f }J
;Q‘»\' Gl Nl ~ ey P2> f/)//’«"— %(/ =P /’?)J

A3 mp,q, —+/72/>2 l

_ f amen “fﬁ,‘z & 77137
oy oL ks “ —— an J
& — TP ) L2 (1= prepor )+ m2 0,4, 7‘)7/62%}

/yd W (’”’b« 7r =+ 12, 272)
I's dus é = ~g_4~ de verhouding van het laatste 1id tot de
gpreiding ven a2 d.i. l/m/)’ 7 P % den geeft integratic van
- - 7'7/3/ , *+ -‘77/72_
P(Cl | "L) over de krificic z8ne bij comstante £ /—;D(éf__ de ) .
‘e

Hierin is dus

__f }/(’”ZP/*'” 2) (MG + MGy ) . \ - l N G F PG,
£ =|g, Tt -<,b,,pz)w;y f/ e e

- (/’/‘"PZJ(C’— b)) 1/ m o
/7 \Lpl(f/ p;‘?q_
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~
Ty o= ompqr s g, is. Dacr I /Y/Q/) verdeeld is, is
R "
dns de gezochte wh
—_?i » /’f Py ‘& . -g)z . s .
(= f sl ) de(E) =
= - /}/.7(_5“-1;{“) a/%(’z‘)
Nu geldt center de identitelt
/.'XJ . ("é

blijkt decor in
{;'7'“-:) 7‘

[N g . .
Zoo s D, v,
-

!
22

o Goor s
TLoANTogr oo
f(“{) 1 i
—_ =
m - PRI
/ . l/;
- o0
/ . -
S / / c/tdu e
P %
§£~)]f‘_?lé
/ ,é(/'-/- 7
= f

door op te mirkoen,; aat ho

van twee

N{o1)

verdeeld

e is,
18, .
4 e hebben
. a2 SN
totiseh voor PP S

; /31 )

vy
cﬁ(cﬁ) =

i8, wearin o
2 ‘. 4
voor c%'cfﬁg =

= r—@é) =ot 5 Boals vercist is
O

vwordt

al P ot N
deze

Beven cen

we/pz

dubbhele

©
o ¢ varicbelon,

P D
20 Ged U

en.ﬁ’de boven aancgever

constantc waard

integraal links dc¢ variabolen &

/
te vervanen en over L

{!

de verdelingsfet is van
7Y (D, 7} de

ﬁ/(C%f/ﬁwy“ verdccld

tinker lid

S c g o - ) - . . -
wosrven de cerato en

S0

3
e

sovonden, dat (altijd asymp-

AU

Ter contrdle:

A
AR
e (d}%@’j:

-

hcbben,

o 4 dus

- . . ~ v . .
nitdrukking voar «(d) te overzicen
¢y Forwijl we o, ven 0 tot 7 laten
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cocnemen, Daarbij is

2
I+ 7, = NEG g +omm fog ~g) - Gnpa, v 9l (m o D+ 70
2 . L
/y/b/ /Dz ?7/ ‘?z 24 /"3} ’7’; /?z 72.
£

I s . (’Z'nzb, 7#,-9:}62)(,’47‘77, '7")77?’.:_) " _\//v Py
JdUs .F—_Z T /y . ‘ - (f// "/bz> 1 b +’r7/5
L/+/y/ (/m/ler;z +./n/¢/?/) % >,

Bij constante & on g , %? en ;e is de cerste term voor

Ji s 00 n(y) , de twecde @(ZV) . Derhalve is et linker 1lid
&/QAAU mits fq,¢/g is en wel gaat het (voor /Y—o2¢ monotoon)

LABAT — 0 zodra ~, <4,  is, wasrbij g' naar ¢ dus <x/éfy naar

Z gact, Derhalve is de touts covmpibotisch onderscheidend. Voor vol--
do.nd grote /) is de eszrste term t.o.v, de tweede te verwaarlozen,
GowW.Z. QQ%{/ is dan voor 4, >,  bij bonadering onafhankelijk van

de sekozen onbetrouwbaarheidsdrempel

Voorts ken bevesmen worden, dat /&) bij

72 2 ) T N

constante & on 59 cn voldoend grote /Y emn monotoon stijgende
ven 4, 1s, dewez, dat de tocts van de hypothese 46, = 5 Tegen de

s
(@]
ot

o, Jothicsen A =4, zuiver is, Tonslotton willen s nagaan, hBoe groot
ol (57 o - . 7
bij gegeven g en L /Y gekozen
F moct warden o bij cen waarde van
A > de wh van cen fout
van de tweede soort = A te maken
———— X ’
terwijl de wh van ccn fout van de
cerste soort = blijft (stecds bij
benadering voor AL ), Daartoc
moct voor de beschouwde waarde van
)
X /D/ ’)“/L/ = /_",6 , dus
& &
N S-S > . &
7 w7;;a) =;ﬁ , du =
A / V—-h B
fig 3 zijn, of

(- b f mm N o=y o
K ) //7" b 7o¢\/ BN ( +' z "7”2“

2
29, 0,
/\(’?’77/62 9, +7 fo ,a) 3/3

of

¥ T -‘,ﬂ /,7,)_7 Py j

Vi E,B‘ll? [ forRerp)r5e 78 &/ Nimp e nig) |

Deze uitdrukking wordt cenvoudizer als on 7= 72 cn./9=<x kiests

\//_\7 é N

b b {/Z ,+/32)(f,+? VA l/ ')(/J/ﬁ +/~2@>

HV
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Hsoft men dus bij een veorlonig experimoent de waarden van & cn /&

)

ig geschat en is / het gemiddelde en & het verschil ven do

i
L.schatte waarden en & = /=2  dan kan men door [V 2

§ en 1Av P te kieczen en w72 =22 te nemen berei-

. i
is de wn dat 7, verworncn wordt =«

g

als p, - p. > & is de wh dat 7 nict verworpen wordt £

<
. £ ,/ ;
ot i{//,,';@ -+ /DG? -3
noaat
1.8 Po=
/ /
1

13, Neast de re

/_é‘j’ - .

LOTAEN NoE vVors

Tesrds 6o couff

ende op te
Lo, e waaraécen
eeonomen: daa

sorelast dat ez

?L? - /_Col’ '..,-._..4

-f = () , L;z]) =

eds in 6 gcnoemdce codfficicnt

Y
chillende andere coifficiinten gebruikt. K,Pearson (1904)
iciint
/)/

Vit 220 &

P 7
N—1

Voorts is /<) 5 2 . Daarbij is cchter het
merkens
A =—1 en A =7 kunnen in het algemcen nict worden
rom is nodig dat ww.x = 2w TESD., M= wme 18, heltgeen

= J =k Tresn, e r 1= is. Opdat @ dc¢ waar-

- - . 3 . . s . /
G.ix+/ en —/ beide kan aannemen is dus noalg, dat ==k = L= 3/7

i@, lMen heeft daarom anderc coéfficicnten ingevoerd, b.v,

Loy - - AP . D n A o 7= o -
Lo UoYule, 1900, 1912) en verschillende anderc, die onder minder

strenge (of alt

asanncmen, Deze

Tet onbeitend ig

berekenen zijn,

2C. 1s  m= 2
L= P = ’ 14
DI = A =

Gan.

@en nog meende,

4

hans andere) voorwaszrden de waarden #/ en — 7/ kunnen
hebben cchtoer ierendecls het nadecl, dat hun verdelings-

, en dat b.v. zclfs hun verwachting cn sovreiding nict te

e = d , dan is A= + {1 als -4=c- ¢ is, dus

e = is en

enn slechts dan. Lvenzo is A= —/ voor
, als a=d=0

cCcn
( L rt et , o= = d ) is, en slechts

De codfficient /A 1is ingevoerd in een tijd, tocen

oo *

aan de waarde van mulk cen coéfficitnt, zonder de vor-
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teling te kennen, de "mate" van assoclatic of corrclatie te kunncn af-
Lezen, cn daaron stork aan gevallen tus Bun —1 en + 1 hechtte, Thans

iooer

eon Tedon meer o aan /v bovc;-g’ of zclfs boven < (of cen der

0‘0

3 ander. variabelen) de voorkoiury to gevin.
Noast de mean scuare contin.,ency voerde
t.Pearson (1904) ook nog Cde “Coefficient of mean sguare contingency:

i, die zedefinieerd is als

¢ ﬂj/fgﬁ)

Ook deze codfficient kan in het algeneen de wearde 7/ niet aanneiren,
Terder ontmoet men in de litteratuur soms een door A.A,Tchuvrow (1939)
Voor een A& d- —tabel voorsestelde cobfficient, die voor het hier
shandelde geval (= A =2 ) gelijkx is acn FE .
Jlen ontmoet dewme codfficienten vaak in een
were vorm, die uit de hier vermelde verlkregen wordt, door de substi-

P
o le

Ni{ad-~£e)

- 270 22 A
N . i b - o ool s
vic ds, woals cuaéxelllk na te rewenen ig, de wacrde, cie ¥ onder

‘e iy othese “”b aanneent,
V+l, oolt TG.Kendall I, p.306 en hoofdstuk 13,

Loteratuurs
4. Barnard, L new test for 2 x 2 tables, Nature 156 (1945) p.177

“ ?
- -, Significance tests for 2 z 2 tables, Biometrika 34
(1947) ».123-128,
....Pisher, Nature 156 (1945) 9,383
S. i Maney, The TFisher-Yates test of signilicance in 2 X 2 con-
tingency tables, Biometrika 35 (1948) p.145-156
L. Kendall, The advanced theory of Statistics, I, London 1947.
LB Patnaik, The »power function of the test for the difference be-
tween two proportions in o 2 x 2 table, Biometrike 35
(1948) ».157-175.
L. 5. 2earson, The choice of statistical sts illustrated on the

-

internretation of date classed in a 2 x 2 table,
Biometrika 34 (1947) 5.135-157.
Sev.Pearson and 2 x 2 Tablesy the »pover function of the test on a
-welierrington, randomnized exwerinent, Biometrika 35 (1948) p.331=345.
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‘Matheinatical contribution to the Gheory of evolution

XITI, On the theory of contingency tnd its relation

to association and noraal correlation, Draver's Co.

Research Meumoirm (1904), Bicmetric Series I; ook ing
X.Pearson's ecarly Statistical wvapers, Cambridge Un.

Press 1940, zie pag. 445 en 448,

The matnematical theory of correlation, 1939.

On the associction of attributes in statistics Phil,
Prans. A 194 (1900) p.257.

On the methods of measuring the association between

two attributes, Journ. Roy. Stat. ass. Soc. 75 (18912),
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