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1. De oudste schrijvero over ,.~r )1-~-- BL:1.Is~ P:.~1C.iiL (16?,"5-1662) en 
p:pi:.EU-..E D'l!; FJ!J !:o.tl.T, (1601-1665) 111 hun co::.•x·e,~t-"'-l..:ier.:.t;i.e van' 1654, 
GrlHIS'l'LAAi'-i iHJ;ll'J lN.S. (1629-164;, De rntiocLli.i,:; in luo.o alea1:1; Van 
Rekenin1.7,h in S:>elen .. tan tl,Jluck; 1657). .JUHAJ n.m iilE1.•'t (l~i2'.).:.1672; 
·-.ber-dije van LljfrtJ11te11 nae l'ropo1•tie van Los.c·enten, 16?1), e. a •. heb-
~en niet getracht, va:.i. h~t begrip •1Waarsc..l-\ij.o.li;jkheic.P' of ··kan~v 1 ean . 
defini tie te geven .. Ook de beschou,,dnge!1 van tT,.\C('.B Bl~RNODLLI (l654-l 705 
Ars Con~jt}cta.ndi, 1713, posthuum), o.v. ''Waarsehijnlijkheid .•• is een 
g1'aa<..;. vau zekerheid en ver-houdt zich tot d~ze als een deel tot bet 
geheel ·' o±' ·'De wh wc.rdt beoo.rdeeld naar hct aante.l en hvt f"JWicht der 
argumenten", kun.nen nit:t als tien defini tie bcsch,:iuwo. ~,_-ord&i..1.. 
ABRAllAM D.B: MO.tVE:l'J (1667-1751+; The Doctrine of Uhaiices, .1st ed. 1718, 
2nct ed. 1'738) definieert ~ "The Frobability of an Event is ~1:eatdr or 
less, acco.t•ding to the nuw.oer of Chances by which it .. may happen, 
cor.p(:t.reo. with the 1;1hole nwnb•3r of Chauces by which it may either hap
pell or fail··. Voor ·'Chances" le:..--~e men hier ·b.v. ~ mogelijKe gevalleri. 

~ . 
2. Een kl"iticua. Een rt..ljei.lijkheid ontstona doorda-t de beroetud'e ency-' 

clopedist ;i-:t::.L!.l~ B.A:PTid'l'.E! £:i~ RU:·:D })'Jti}..:f~:r.:ERT (1?17-1783) in de jaren 
1'75--,-1'780 b.erhaalduli;ik betoogct.e, dat de Kaus o.:u in tw.ee wo:r:per.1. met 
':J.:,n munt minstens eanraaal kruis (:K) ie g'ooien nieti 3/'-; maar 2/3 was. . 
&.ls nl. kruis ue eeratd keer gevallen is, behodft men volgens hem geen 
'tweede keer te worpen; er zijn dus di:i e go·v u!l ,:::n; ·g_, ~m , "MM, . wa.aryar.i. 
er t1:vee g..instig zijn, dus de kans i.u 2/3. Lit nerd bestI·e"1er.i. door 'dt; 
zoon van l'illCI<l!~R, <;l.ie opmerkte, uat d~ drie g~valleIJ. niet ev~l .. ~'.!!t!£,£
~chi nli ik waren. Volg13ns d .,Alembert's reden~ri.ug z-ou (..zua!.s ·Nucker 
tetooga.e de kans om mo·t een driezi;1dige <io'bbelstieen iri · n wo:a.•ff:H'l . 
een bepaal<ie zijde A te werpen, stee<il, < t zi,.;jn, nl. (2.n-1J/(1-..;1) 
B.v. voor n=3·zij.n de gut1.s·tige gevJ1ll.;;11:A,BA,CA,BBA,C~A,bUA.CCAt cle 
ongtmstige~BBB,.EBC,BUB,CB.E,CCB,CBO,CCC, Ci'J3 lrMs =?/15. Later gnf u• . 
Alembert wel gedeeltelijk toe, dat d...: gevallen niet even waa.t•schijnlijk 
zijn, zcnder echt~r ooi t tot. oan jui~Jt inzicbt i:; zijn fout te komen.·· 
Ook ontkende -d'Alembert dat dv opeenvolgende worpen onafhank&lijk wa
ren. Naoat b.v • .Kruis gevallen was, zou de kans op nog eens Kruie 
klei.ner zijn dan die op munt, en wel in des te sterker mate,· als het 
aanta.l mulen, dat K gevallen was groter was. Deze opvatting is in 
1916 door een Duitsen philosoof (K."Marbe) o:plri.1Juw verdedif:~ v·p· @!rond 
vaa een fou"tieve bewe:i:·king v·a.n statistisch mato.:.·ia~l ( ·'Die Gleichfor
mi~eit in der Welt") Een andere Duitse filosoct' (Sterzinger) betoog;
de daarentegen,. dat gelijksoortige gebeurtenissen elltaar bdvorderen, 
nGesetz der Kraneltmg" (1911). Zijn theorie werd aanvs.~:1rd. door ue11 
bioloog Kammerer (191ij). Hun otatistisch materiat1l i.:~ 0ch-ce1· volgens 
von Mises onvoldoende· _,pm hun these' te bewij zen.. , 

Beide fout;;n berust,e'n op de aa.a.dachtsvernauwing c.de het letten op 
een bepaala. z►asul taat met zich kan I.JI'engen. Doo.r'dat in het ge1ioemde 
voorbeeld de zijde A de aandacht heeft wordt deze &ad~rn behandelc":. clan 
de beide andere zijden. Zo ook in een •1run of eveutis:1 (term vru.1 de 
Moivre), ci.w.z. een aerie opeenvolgende gelijke worpresulw.ten of 
andere gebeurtenissen, waar b.v geen rekening gehoudtm wordt met da 
mogelijkheid van niet waargenmmen tussentijdse worpen, die volgens 
d'A,lembert de ktmsen zouden wijzigen. 
>1 Afkortingen: w=-waarschijnlijk, -wh(n)=wa.a:r:schijnlijkheid(heden), 
whr= waarS'1,hijnlijkhei,d.,qrekenin,g. "Kans .. is aynoniem van wh. 



3.. PJ:._a:~gu4:,12~9.q_~~iJ~~~.i.~~<!t'.:£::i,::g.i._tll· _v_er~?~~ol_~_~k t~t1c~~da d'Alo~be;:1:tn 
fout voortaan te voorkon1e.n h,;;e:tt ~D.:I{f<G LuuIS .l>:.; LAi1AlJ)1~ (1749-lrj27; 
'l1h6orie Analytique a.es P.r·obabilites, lrc: ed. 1812, 211<i0 ed. 1814-, 
3roe 6d. 1820; }~ssai philosophi,1ue sur leo Prol1abili tes, inloidi11g 
voor de tweede en derd~ dru~ van de Th. Anulyti~u~, 1814) de definl
ti,,1 g,1,,,:preciseerd: de wh van 0<"3n gebeurtenis is Uc verhcuding van het 
aantal (voor d,.; gebeurtenis) ~,-i.nstige gevallon tot het tutaal aanta 
mogelijlrn gevallen, ocb.ter m0t dien versta.a."'lde, dat deze gevallen 

g~li;l,~~h:h~i.~ __ IT.!.Q.r:e:l:J ;ik ( 6gal0mont possibles) moeten zi~i n, d.. w. z. da.t 
wi,j 5~lijk•~li~1k onwetond zi;jn omtt·ent bun voorkom.er:i:. ,De::z1::i definitie, 
die gewoo.nlijlt naa.r Laplace gcnoemd wordt (al kon:;,t de eis van gelij
ke mogelijkhec.:.en ooh: r01::ds in het artikel Prob&!Jili te van de Enc:y-clo
pedie voor), is ged1.u-•0r;.c..Le de gehele negentie11de e1::uw in ce:brui1{ gebl(;
ven, al is er wel meariua.hm k.l'i tiek op ui tgeoefend .. 

4. Het ~.qqifftl.+.:QI].tJ:.o.l:J..::tg~i:gs~• De kri tiek richt-te zich voornameli,ik 
t€gen het·'pr.inclpe v~.t;, onvoldoe.:..;,a•:) 1·eden·', ,cindifferentiopri.n.ci:pe·' 
of ;ip:r'ilJ.Cipe van gelijke VGrdeling van 011wet011dhe:Ld· 1 , z.oals het be
ginsel ge:1oemd wordt, clat aan 1-s aoquiprobabilit8:i tsdefini tie ten 
gr·ondslag ligt. (tlet is w~l duidcli;_;k, dat "geJ.ijl'~elijk rriogelijk'' niet 
ander·s is da.n ·'even waa1·schi;jnlij}:..- 1 , waarbij d0zc1 term met opzet ver
rnc➔den is om n.iet <le indruk van een vicieuso cirkel te wekken; inder
da~d is het mogelijk h,at algemene begrip 1tgrootte ener ~u•1" te defi
rlioren met behulp van het bijzondere b8grip ·'gelijkG whd, mits .natuur
lijk di t lat-tGte onafhankalijk van het eerste c• .. dtfinieerd is ) • 

Dit bt:ginsel houdt ct.us in, dat aan affo. a<n1tal aventualiti3iten, 
(mogelijke gebuurte:n..issen), g(.:li;jke waarschijulijkhed~n worden toege
kv.:1d, indion 1.;r 500n r·edun is om oen e.u:·van oordor (sterka·) t0 vei·
wachten dan de anderen. (Men zou ook kunnen zeggen, indien er gGen 
red•:?n is om aam 0en er-van e8n. groteru wh toe te k.ennen dan aan de an
d<:::ren), llit principc Gchter l..t-idt tot contradictics. Indie.n men b.v. 
ni,.\ts vveet orntrent d.::~ vraag, of de plancet Mars bcwoonci is, zou men 
a:_,n deze ev1Sntuali t, .. ii t de wh ½ moete.u to~:kenrwn (het iG zo of h~t is 
niet zo). Men kau echt(:/r oak zeggen: er is niots bolrnnd omt:1·,Jnt het 
£Dntal mens en dat op Mars woont; di t kan evengot:;d. 0 als 1 als 2, 1::nz. 
ziJn .. Xent m0:n dus ai::,n doze even.tuali ti:lit;en gelijk wh "toe, dan is de 
w.h dat h8t aantal =0 is, zelf' =0 ( o.f _t...; als n. 11 ... ~t ma.ximaal a,:.1ntal 

. d t 11 '° . ku n• .) ' . h ' . meusen .1s, a C-J) Maro zou ·nnen worwn , 0n a.u..;:; d~3 w , e1a t er minstens 
~ n ,-.. --0on m0ns wooiit =l (:i:.'0sp, r+ ; . Indi011 m.sn nietD weet omt1 ... e!l't; de klour 
van e-c::n voorw.arp, zou mor1. bv H~,n. de wt., dat daz0 rood is de waarde i 
mo,Jton t00kb11nt:.n (2 GVGEtun2.it{·iten. rocd cf niet rood),m1-1ar even.zv 
aa.n .cie wh, clat dq,;_e gro8n of bJ.<11. ... ·:; of ptu=.i.rs, enz. is. De som dor whn 
va_r~ e,e71 a1~11.~~l eJ'J:'.':i.1n· Li:Ltslui 1:enu0 r:~ve3:1tual~ t8~ te1J. ware .,du~ )l~ 
(.J. \O!·, KitI,~.)). Uoe~ zou op g.corw van d1. t princJ.pe iemana u.ie m.ets 
van een dobbolstee1: wist, aan elk der zi~1den de wh 1/6 toekennen, 
terwijl b.v. iernand, J.i0 wist dat het zwa~..:rte1n:mt d:Lcht;er bij 0.e 
zijde 6 dan bij d.e a1ld0re zi;id.en lag juist doo1l (ieze me.3rd.ere l-~.en.n.is 
niet in stac.t zc-u zijn d.e whr O}? deze dobbelsteen to0 te passen. 

5. y_e .• s.12elingstheor.~e. Het indiffer&ntie::pI·incipe is sterk gokri ti-
seerd door J',, V1.JN ERIEB (IJie Frinzipicn der Vfur. Eine lop;ische Unter
suchung, 1886). Hij wild.e het ''Prinzip d~s mangelnden Gru.ndes'' (terecht) 
ve1_;vfiligen door een °Prinzip des zureich~nden Grundes·', dwz. aan een 
aantal eventualiteiten alleen dun gelijke whn toekennen, als daarvoor 
een dwingen.de reden bestaat. Von Kries beschouw't eve11tue1e gebeurteff 
nissen, die door de gestelde condities niet volledig bepaald zijn, 
en dientengevolge een zekere speli11g (Spielraum) toelaten. De dwingen-
de reden voor gelijke wh zoekt von Kries nu in het bestaan van gelijke 
spe1 i.nge..r.>.. Hoewel hij het begrip apeling nog aan enkele beperkinge~ 
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onderwerpt, zijn zijn beschouwingen niet voldoende exact am er vol
ledige theorie uit te ontwikkelen, die ook voor practizche ~oepassin
gen geschikt is. 

Men heeft wel eens voorgesteld (b.v. B.I,. VAN DER WAEJ:m:&~ in een 
voordracht), do gedachte van von Krios t~ p1.•eci;.3eren met behulI, van 
h.0t fysische begri:i:i "faseruimte11 • Hoewel di t al dirt:tct het b~zi.A.raar 
ht'!ei't, dat de toepassingen do.n tot mechruu.uchc- system(m met een ein
~ig aantal vrijheidsgrHden bepe1:kt blijven, zou toch een slagen van 
deze poging van voldoende bet6kenis zijn, ow. er o.e consequenties van 
na te gaan. ~ 

· _ We beschouwen dus e<•m. rc.ochanisch systeem met eon eindig aa!ltal (n) 
vrijheids5raden, bepa~lll door de noodzakelijl::e coordinate:ri q,., p •• , q". 
(Voor een dobb,:'.llsteen of a.ad er vast lichaam b. v. is n=6; men neomt 
b.v. voor q, ,q1,_,q3 de co<)rdinaten van het zwaartepu.nt en voor q.,.,qf, 
9.4, drie hoeken, aie de stand van het lichaam in de ruimte bepale11J. 
De ki\'.l.etische energi~ 1.r is dan een quadratische functie der flucties 
CJ.i. (i=l, ••• ,u) mot coefficit=m ten, die zelf van de q kunnen afhangen. 
De ~mw1~sies. Pt zijn ~edefinieerd_ door: p~-;r;il. De fa1='~r_:uiIDte is J.an 
de 2n-:-d1mens.1m1ale ruinrte ~ door a.lle ~~f mogalJ.Jk:l -_r.ra\1.r-1.estal-
sels (p 1 , ••• ,Pn, q,, .•• , q,.; doorlopen. Is nu h~t nwchar~isch .sys teem 
£~'.}Ji~.~ll.~f, ct. w. z. zijn de kra9.hten ui t Ben potentiele energie P 
afleid1.;irn.r, die allee1;. van de coordinatun q ~ afha.ngt, dan leert de 
stelling van LIOUVILLE, dat het volumeelement dp, ••• dpndq, ••• dqn van 
de fas,~ruimte in de tijd con.st.:i.nt is. Hetzelfde is dan ook het· geval 
met het volume, dat door een ongelijk!1eid5'>(p,,i:Po(met ee . .:i. continue~ 
func·tie ) bepaald is, in de oncterstelliug, dat di t volume eindig is. 
J~cn bepaalde toestand van het lichaam is nu door een punt (p~, qi,) 
vaxi d.e faseruitnte geGeven; een "speling:1van toestanden door een 
g0bied in de faseruimte. Het priuci:pe van gelijke sr,elingen zou er 

- d.us toe leid~n, dat men ae wh va:.1 ·een ·'spelingil vcn cv0.ntu.J;i1e toe
standen evenredig zou stellen met het voJ.~ van het bijbehorende 
gebied in de f'aseruimte. Hoe plausibel deze llefiui tie op het e0rste 
e:epicht ook schijnt, toch leidt zij tot e:rnstige moeilijkheden. 

1 • "&laq:r. we reeds zeiden biijf't de wh-definitio tot conservati~ve 
m~~chan~sche_ .:,~...,+:1;,men beperkt, zodat zij geen toepassingen in de 
biologie, e.Konomie, <H:.tuwo-,onhie e .d. veroorlooft. 

2. Bet to tale volume van de 1·a0 e.1. ... : mt.q is in het Rlgemeen oneindig. 
·1;i1 men dus niet alleen met wh-:y~:£_~oud1.r.;._g~__g mao.r met wLn ~,elf werken 
dan mof.:t men t:eachteri het volume einctig te houuen. In ~le eerste ulaats 
is daartoe no<l.ig, dat de qt slechts eindige intervallen 1,~unn..;,n .d~r
lo_t;en. Bij de roulette, o_pgevat als systeem met een vrijheid.sgJ:a.ad 
q :.::fJ is dit b.v. het geval; bij een d.obbelsteenalleen indien men 
e<.1n punt vusthoudt. OveI·igens kan men ook oneindige vrijheidsgraden 
toeluteu i1~dien hun veranderingen de energie constant laten (cyclische 
coorciinaten), duG bij e::.~:n dobbelsteen kan men b. v. ook nog bewei;ingen 
over een horizontaal vlak toelaten. Ook bij begrensdE: q.., kan het vo
lurli.e van de t'aseruimt0 onE:indig worden, d.oorda t de Pi. oneindige inter
vallen door lo pen. Men ka~1 ook hier eindigheid bereiken met behulp van 
on.ders·tellin5en omtrent de totale ot· de ki:netische energie. De een
voudigste verondE:rstelling ware, voor de energie H(P\., q" ) een gegev.en 
vm.arcte aa.n te nemen.; dit gaat echter niet, doordat men wel in de 2n
dimensionale faserui.JD.te, maar niet in de (2n-l )dim!;'.:nsionale deelruim- i 

te H(:Pl,,qi,)==E (een gegeven constante E) een. tegen cooI'dinatentrans
forrr..aties invariant volume-1;3lement bezit. Viel kan. men de beperkin.g; t-1 <. ( 
opleggen.. (Naar beneden is H vanzelf begrensd .doordat de kinetische a 
energici?,_ 0 is en o.e potentiele energi8 door de eindigheid van de coor
dinac:1tintt:rvallen begrensd is). Dit komt clus daar op neer, dat men 
alle energiewaarden t E gelijk.e}.ijk toelaat en de energiewao1'dC1'. ,- E 
uitslult. Men kan echtc:r ook t.a.v. de energie een algerne:w:.n:o wh
onde.rstelllr.;_g invoeren, zoals in de tl'l.ormodynami kn gcschie<lt. 
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Daar nee.mt men {MAXWELL, BOL'J.lZMAl!N, GIBBS) de wh van een toests.r.:.d 
met energie H : , ~-P.t )' , waarin kT (Je in energiemaat gemeten abso-
lute temperatuur is. In beitle gevallen wordt dus cte wh dW van 
e~n volume-element d!f.i;:,sdp, ••• dp,, dg1 ••• d.qr; niet =d~ genomen, maar in 
het eerste gevul ~ voor i-ICPt 'qL ) i E dW=const. do 

en voor H ) E dW=O t-1 

dW==const.e .. ;?r d~ eu in het tweer.le gevaL 

In beide gevallen krLji;e:n we e,;n vth-ver(ielinr;, die nog Y.:§!.ft.. een wil
l~r_!.g_te l{~~~.LE~rneter ce resJ). T) §:!:hc.11:lb,!i.· In de l'JsT'ka'"Is 

ctJ. t ~~een bezwaar·; i11dien 1rren ecnter op deze wij ze de whr zelf wil 
:f'underen, is di t wel let geval, <iaar de ori.dubbelzinnige bepaaldheid 
dan verloren gaat. 

3. Ret derde bezwaar is nog ernstiger. Tot dusverre hebben wij 
het systeem conservatief verorider-steld. In de meeste gevallen 

(b.v. dobbelsteen, roulette) wordt echteifr het systeem tenslotte 
in een evenwichtstoestand waarQ;enomen. 1fU kan een conservatief sys
teem nooit, uitgaande van een niet stablele toestand in een stab~ele 
evenwichtstoestand komen. D.w.z. het is wezenlijk, dat er niet-con
servntieve k.rachten optreden. Wil men nil1'r-op de Stelling van Liouville 
t,ebase~l:'de theorie toepassen, da1;; ,zal men dW op eeu n.?g gecomplicee;:-
dcro wiJze van d~ moeten laten a!hangen g.oor bemid.del1.ug van een 
factc,r,, die van de niet-conservatieve krachten. afhangt. Men kan hie;r 
b.v·. dex1ken aan de een of and.ere functie van de energiedissipatie .... ~. 
Dat ,~en dergelij1rn fur1ctie onverrnijdelijk is blijkt we,:sr, ui t het ~, 
voorbeelcl van de roulette; warmeer men nl .. de rode velden met een 
zoeI· ruwe en de zwarte met een zeer gladde stof bekleedt, is te ·rer
wachten, ciat het ballet;je vaker OIJ rood dan op zwart tot rust zul 
komen, zodat dW niet ennvoudig t :d~ (dus a,:)) geko!!.an kan worden, 
maf.:J.r men genoodzao.kt is een factor in te voeren, waar.Joo.\.· 'G,Q At'hnn. ,. 
keli;il-cheid van de wrijvir.tfi"~~oet~fic1ent van ;) tot uitdruklcing gebracht 
W<i>rdt. (Bij een zui.vere roulette wordt deze factor weer onafha.nkelijk 
van 1)). -

4. Tenslotte blijft nog de moeili;ikheid, dat, zelfs als di t alles 
gelul{t is, men wel een ~ih-begrip ged.efin'i.e1~rd beef t, maar men nog 
niet ovo~ s11.t:l.6.clen hr-'.schi?~t ,Jm di t met waarneemb::i_re vt:irschijnseler, 
:ii-i verband te brengen. Het 1Naarneenibaar verschijnsel is dan de veeJ.
vuldigh.eid, waarmee bepa.alde toestandGn ala eiadtoestand optreden 
en uit een op bovenstaande wijze gedefinieerd wh-begrip volgt nog 
geenszins, dat d.eze veelvuldig,heid met d.e aldus gedefinieerde wh ze:.fa 
maur bij benAdering evenredig zal zijn. Integendeel zal in het al
gemeen de veelvuldigheid van een bepaalde einatoestand. ook neg afhan
gen van de veelvuldie;heid van bepaalde begir~toestanden. 

1I1enslotte kunnen wij dus zet;gen, dat er- v'ooI·alsnog geen aanwijzing 
bestaat voor de mog(;lijkheid, het. wh-begrip ~Pde stelling van Liou ... 
viL.:d en daarmee or het dpelingsbegrip van v;:iu Xries te fundereu. 

6. ~I'i t.iek ..Q.£_de klassh~ke defini tie. 
JJoor deze kr-:ttiek ti3gen d.e wiJze wa.arop t~>t 11 golijkmogelijkheida 

we:cd geconcludeerd, werd echtei· de defini tie van Laplace zelf nog 
niet aangetast. Inderdaad is deze gedurende c,'.e gehe'ie 19~-·eeuw door 
bi'jna. alle mathematici en i'ilosofen aanvaaru. (b.v. POISSON, LACROIX, 
QUlGTELET, DE MORGAN, BOOLE, L..'1.UI:f~~NT, POINCARE, BEECtRAKO, BOHEL, 
VUN KRIES, FRIES, onz. ). Een kri tische houding hiertegenover werd 
daarentegen aangenomen door EL_r_.IS, COUENOT en VF,NN. ·Vooral sinds de 
whr niet meer in hoofdzaak op kansspelen werd toegepast, maar ook in 
d::) fysika, de sociale we tens cha pp en, de biologie, e, d. werd gebruikt, 
is hot be grip deJ."' aequiprobabili tei t zelf aan kri tiek onderworpen. 
Di t is vooral door RICHJ'..R1) VON MISES gedaan (Wahrscheinlichlz;.eits
rechrtu.ng 1931; Wahrscheinlichk0it, Statistiek und Wahrheit 1928, 
:Enc::;else vertaling 1939) en voorts door zijn aanhangers, b.v. 
l::Rt·m1_1: NAGEL (l:irinciples of the Theory of Probability, in Inte.rnat:l.onal 
Encyclopaodia of Unified Science, Vol.l Nr.6, 1939). 

·-............ -~.,. ......... ---·- ....... .... ,-.............. ·-··•·· ··~ ...................... __ .,. ..................... ·-·· . .... ... - '. ·- -···· ........ ··• 
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De kritiek is vooral gebaseerd op het feit, dat bet wh-begrip vaak 
wordt toegepast zonder dat men de aequiprobabele eventualitoiten kan 
aangeven. Dit was reeus bet geval bij Laplace zelf, die worpen met 
een onzuivere rn1u1t ·bescbouwde. Indien men b.v. aan de wh om K te wer
pen cie waarde 2/5 toekent, welke zijn dan de 5 eventualiteiten, waar
van er 2 tot K leiden? Klaarblijl:elijk berust deze v,aarde op een ge
beel ander beginsel, nl. ue frequentie waarmed.e bet resultaat Kin 
een serie worp8.n te voorschijn komt. i:venzo is de uitspraaz., dat de 
stcrftekans (binnen ee.n jaar) van een man van 4-5 jaar ==0,003 is, be
zwaarli,il: t'?.: o.ofiL.iertlU door te zeggen, dat zich duizend eventuali
tel t1,:m .k.unnen voordoen, waarva.n er 3 tot sterfte binnen een jaar 
leide1i.. Ook bi,j andere - reeds door Laplace heb.andelde - problemen, 
-b.v. de vraag 1iaG.r de xans, clat een kind, dat geboren zal worden een 
jongen za1 zijn1 is lle geli~k.mogelijl-rJieidsuefini tie niet houdbaar. 

'I. 1Je _t·r~quentielimestheorie. Deze kri tiek op de gelijk::loge lijkheids-
de'finl tie he,3ft t0t een grooi> defini tie~~ van geheel andere aarct ~e
leicl, die op het be grip fregue~1t;iieg1.1oti~r1t (relatieve frequentie) 
gebaGe8rd zijn. Vo1gens cteze aefinitie ·bet~ken-t b.v. d3 uitspraa'i-::, 
dat de wh om met een zuivere dobbelsteen een 6 te -,~rerpen =1/o is, 
in hahr eenvoudif!>"ste i1-:.terpretatie, dat in een serie van 6n worpen 
er .t1 het r0sul taat 6 geven. In deze vorm is de dcfini tie echter ze
ker niet algemei~n houdbaar, want het frequentiequotit:;nt, waarmee de 
6 in een serie ·van 6n worpen o_ptreedt is zeker niet exact constant. 
Me:n m.oet de defini tie dan n11::t woorden als ~ ·10:u.t!.eveer;' en; ilvoor gtote nit 
annvu1.len, waardo:J1• echter haar bepaalctheid verloren gaat. Dergelijke 
defini ties zijn gcf~x:von. door R • . : .. i:E~")LIE ELLIS (184:.:,) en ,Y. \1.BNN ('lhe 
logic of chance, 1066). 

Di t heeft e1--too geleid, da t men de bovengenoerr,de defini tie van wh 
als frequentiequot.Lent vervangen heeft door een andere, waarbij de 
wh aJ.s lill!.ieLvan eci1.f.reg_uer.:tie9l10j;~t optreedt. Di t is het eerst 
gedaan door A.A.C-JtJi~fkJT (1801-H3?'7, Exposition de la theorie des 
chances et des probabilites, 18L¼-j). Hoewel deze gedachte dus reeds 
in de vorige eeuw herhaaldelijk ui·tgespr·oken is, is zij eerst door 
VJN iiiL:3ES tot een systematische theorie ui tgew,n:·kt. 

Von Mises beschouwt een oneindige rij van gebeurtcnissen (elementen), 
wo.arvan elk eer.J. uit een (b.v eindige) verzar.ueli11g van kenmerken 
(' 1lVIerkrn.almenge") bezi t. Een dergelijke oneindige rij wordt door von 

. Mises een £2J_lectief ge.noemd ,indien aan de volgende t·Ne~~ axiomas · 
vold.aan is~ 

l. Limese.xioma: indien m,, het aantal keren is, dn.t een bepaald 
kenmerk K onder de eerste n elementen optreedt, dan bestaa t: lim n-°'=P 
voor ieder kenmerk K. Dat is dus de limiet van het frequentiequo
tient en heet de waarschijnlijkheid van K t.o.v. het collectief. 

2. Qg££g~;t.m.~?.:B.he.i5is~J£.-i.<2P.1tl· Indien men ui t het collect;ief een 
deelrij neemt, beataancfe uit eleme.nten met rangnummer n._(k=l,2,3, ••• ) 
zo, dat ni,_4 ) n1,; is en dat g~_£,iet. afhangt~gJl.et kenmerkt...J1(:it _het . 
eleme:rrt_me:t rc1.~!_g1~~£.:;:·._l}~_bez~_"t,uan moet h~t. frequ~ntiequotient van 
elk keruner.K K t.o.v. de deelr1.J dezelfae l1rn1.et hebben, als t.o.v. 
hat gegeven collectief, 

OJ:) de wijze, waarop von Mises, ui tg,ac1.11de van Cleze twee axiomas. 
de whr opbouwt, gaan we hier niet in. 

8. Kritiek 02..Jlet_ 9...nre_gelma.tir-:heidsafi ... ~_m:1. IJeze theorie van vo:::i. Mises 
heeft van veschillendt3 zij<.h::11 bes triJcting ondervoncisn, die zich vooral 
gr~rich t heeft tegen het onr0gelm2.tigheid.saxioma. Beschomven wij een
vouctigheict.shalve het geval, ctat slochts 2 kerunerken optredcrn, die we 
ml;:lt Oen 1 aangeven, a.an is ctus een collectief bepaald door een onein
dige rij van cijfers O en 1. Het geven van di t collectief is d !;U.l. 

aequivalent met h0t geven van de functie Li, , die het rangnurnlller van 
de r~ 1 uit de rij aangeeft. Indien uu deze functie als arithmetiscbe 
functie geg~ven is, lean meh oJ> t;alloze wijz.en ari t.hme'tische functies. n'( 
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construeren, wae.rvoor het onregelmatigheidsaxiome niet geld~: b.v, 
kan men kiezen n~•lK. Hieruit blijktdus, dat de functie lK niet ale 
~rithmetischa functie gegeven mag zijn of, hetgaen op hetzelfde :rieer• 
Kam~, dat een collectief niet als in mathematische zin volledig gG
definieerd beschouWd. mag word.en, maar- ofwel empiriach bepaald moet 
worder.i., of wel het karakter van een V'rije keuzt)reeka iu cte z1u var... 
.L.E.J .BROU1VE:.H zal verkrijgen. 

Me~1. ka.n aan deze ruoeilij}~heid tage.moet kornen door de verzam~ling 
van alle deelri;jen, waarvoor het onregelmat.1gheidsaxio1:1e mo0t g\3lden 
aa:.n zokerG beperkingun te onderwerpeu. Dit is b.v. gednan. door 
H.H.t:ICR.Elfr,ACH (i,iah.rscheinlichkaitislehre 1935), die b.et onrcgelmatig
heict~axior_na, __ alla~n be_!;rekt op a._i~ cta,~l~ijen, waarvoor nk e~n ~eken
kunc11.~)~ raeJ.<..s ·vor•mt • .1Jeze bepi;;)I'.!c1..ng echter gaat te ver, want beachouwt 
men b. v. de rij. 10010<YJ010000001. • • c.lus ~ :r'-, dan is p=O voor het 
o:ptreden van de 1 en aan de voorwaaroe van Rt1iChtml:,n~h il"I ,rvl.•iaan. 
Nee~1t men echter ne de~lri~. nk =k~ ,dan i~ ~iorvoor de limi~t =~. Dit 
is ems wel een collect1.ef 111. dE: zin van f<eicheubach maar niet .1n de 
zin van von Mis.as. En inderw.1.ad lijkt het ongewenst hot collectiet• 
begrip van voi~ Mises uit te breiden tot rijen, die nog zo•n grote 
mate van regelma-c;igheici buzi tt\;m. 

flt,t is echter wol l!1ogeli;jk h'-::t onregelmatigheidsax.iomn op een 
zodanig(;: wij ze te formuleren, oat het mathel!.atinch bruikcua1.· wo1.'C.l.t, 
dat zelfs d~ <:xistentie van collecticvt:n vermoedeli,ik t.ewijt;11.;aar· is, 
terwijl toch d0 omva.ng van hut collectiviteitsbegrip practisch met 
die v-an von Mises ~elijk bli,jft. (In dez~ 1•ichting z:i.jn d~ laatate 
jat·en voor <le oorloE~ ouu-.::.r·zoekingen g8daan o.a. a..oor A.C.HU.HCH, ter
wijl A.H.CU1?})£.M{l1 en A.\JA:iD onderzoe"kingan 1.n enigzino anc:wr1; rich
ting hebben ged.aa.n.). Ddartoe maakt men gebr11ilt van e~r1.. of an.<lt)I:"e 
formalisering van Cle wi:;;kund.e der natuurliJk8 getallo.u., in h(;:1:i bij
zonc.l~r var... hc"t ba6rip al'ithmetiacha 1'un-ctiil. We nem\'.3n cian aan, dat 
all~ werkelijk voorkomouu~ arithmotisch~ !uncties in ~~u bepaalde 
volgorde ingeVOt;;ird. zijn. Hoe dit kan ge.schioo.en wordt in <1e leer dar 
gron(tslagen van de rekenkw:10.e aau <1e hand var1 ht:t begrip primi tidve 
en alg~mene recursie uit~engez~t. (b.v. in D,H!LBERT en P.BERNAYS. 
Grun;lag\::n der i~1ath.::matik) • .Men kan dan eisen, clat de limiet van het 
fq) =P mo~~ zijn voor alle functies nk , die binn0n hct baschouwde 
forrualistisch;;: systeem gddefini~iard kunnon wordcln, terwijl d.it niet 
het g~val hoeft te zijn voor functies, die binnen h~t systeem niet, 
maar iu eon ruim~r systeem.wel defini~drbaar zijn. Dit komt dus ne~r 
op a1.;n relativering van h~t; oogrip :tonrogelmatigheid; mat behulp e1Wr 
b(:;};:cm.u-2: relativuril'..g van het beg.rip .sdei'inia~rbaa:r-h0id.·'. Het begrip 
•1onregelmatig'1 implice1..➔rt nl. el3n ui tslui ti~B~~.n•t(5~tie in d0 zin v-a.n 
G-.t\iANNOURY. het optr\;lden van eni~drloi reg_elmat.ighl:.lid. wordt on'tk~nd, 
~OU.der dat oen altarnatiuf gesteld1ff0rdt. Zulk eeu negatie is ~en 
emotiorrn.al verwdl.'TJen maar houdt g,;:1en beschri -iving van 0en fei telijki::: J: ' .,.._....,__=..t.L.._ .. 
toestaod in. Om cti t laatstu tc: beraiken, om dus aan het begri·p ''on-
regelmat;ig·' niE:t ui tslui t,.nd e0n ~o~l~!!.~_10, maar ook ueu z .z ~
~~-tie_y_~ b~tekenis t<'J g0v-m, .moet d.e uitslui tingsncgB.tie doo;:- l¾un 
~1d.~~-6.~-Pi0 v0rvani_-50n wordrn1. Ir:. casu l-'..an di t al thans perti0~l ga
schiGd;Jll do<.>r d0 ui·tsoraak d.a.t i;..·eun enkele reg8lrnatii;:;heid zal op-

.t t '°·--·-·-·~ - '-treo.cn om t~ z0t-c0n ir.;_ d-:: 0is, uat £_£pa~;-1--~~ r~gulmatJ.1;)1~d.~n (bupaald 
door het 1'ormalistisch syste0m) :g.iet iullen optred.0u. Partioel -;Ls 

dt::Zd v0rvangir.ig sl0cht:3 cioorclat ue in hot begrip "2,g_eig~ig·' gaimp.li
ci;;:era.G uitsluitingsm::gatiobehoud0n blijft. Eurst als ook <ieze ge,.. 
elim.ineerd is, in 0...::n strikt f'inh:tJ. th0ori0 ctus, hueft d~ n.,3gatie 
~(jn voll~dig k~uz~karakt0r e'dit nit.3t•~ aoquivalent m~t ~ 0dat 1.ver) 
gtik:CG@_;dU. ' 

9. Kr;L"9:.~}s__9p het limesaxJ&..~· Terwijl dus d;,: kri tiek tegen hot on-
rugelmatigh~idsatioma wel op to vangcn is, blijft Gr 0~n b~zwaar vun 
8chGol au.dt:re aar<i bostaan tc:gan het lim~saxioma zclf'. Imrners voor 
d~ theori8 van von Mises is hot wezenlijk, dat h~t coll0ctief on~indig 
is, t~rwijl men in a.e prak:tische toepassing1:.m nooit aud.~rs dan ro.~ 
~ir.i.ciig~ waarni,mingsreeksen te cloan hueft. Dit bezwaar tracht vou 
iliis0s t1:; we~rh,gg~n met <le opme.r.>.king, dat ~en (l.."1rg~lijke DV•Jrgang 

i fq = trequ~nti~quot.i.1Jnt .. 



van h0t eindig!.:l na~u· hut onoindige als mathematisch1.:J id.(.mli s~ring ook 
in alL.n·lei ai1d0rd gebi~den van de 0rvaringsw0t.Jnschapp..:m voorkorut, 
b. v. bij ae biJgrippen ·'snolh0id·1 of ·1<1ichth0id·· (soort<:;)li;iko massa), 
b~id~ als li1:1iet van t:on dii'i'1.::I't.mti0quotit.➔nt. I~d~:ro ui t praak ovur 
dil'i\.'Jr,.mtiaalquotier::.t0n on int\C;'gralen, zoals a.ie g0woonli;ik in d0 
f'ysika voorkom,"'n, is om te Z(;tten in e:1n ui tspra1ik ovor uiffor0nt i0-

quot.i0nten of cindigu somrn.en~ di(:! met 0cn voor·af bepaald,..: nau 1.vk..;.;u1·ig
heid za1 g~~lp.an, Indien b.v. de sn.dlhaid van e1:1n voorw~rp (t.o.v. B0n 
e~1Jguvun coord.inat011s:"trst1.:H:1m) Ol) t:,8n bepaald tijdstip c!:.V is, dan bu
d0nk0 mt:n dat 0~:n ·ti .:Jlil:.lti·,-i" oicenli 1'k 1::1011 niut t0 "Toot. m.uar ook 

t ~ .r . 0 t O 7 --· _ .• _ ·----
111 ~.-\~, _i;i_~_JQ._-:~ir± tijdsintt)i•val ~0tdkent, waorbinnc:n_ d~ .K.l!.IE.i~~8;~_ls,1.t 
s.rw.Lh-..:Hl tussen t·:i11z:c v n:mslu:i. t,;.":!ld.G grenz,;;n mo-Jt bll.JVOll. ~ulku gren
z0n voo.r t i2n v zijn, afhan.l~GlijK van dt~ rueetapparatuur, ,:;xplicict aan 
te gav\;)n i; Bij h..:':t limes axiom.a van von Mises ciaar0r::.t02iin is d0 si tuati~ 
and8rs, doord.:-lt c:(j limil.'t•~!ig0r:..schappen blijv<.:m bust2.c1n, wannuer m0n 
00n. nog zo gI·oot b8gius0g.ir1 ... ~nt aan c1G rij vocraf' _ laa,:, t-9:ltu:... Heeft men 
dus b.v. een collccti0f van von Ids:.:s met lim =+ voor hut kenmork 1 
en z-:;t men 1.000,000 r.tar➔ l 80n l 0r voor, d.an b1i.jt't dez~ limi.Jt =}. 
Hiei·ui t volgt omg0k00rd, dat men ui t 0en e:indi!;!/3 r-ij 0n0.r. g01:m con
clusie omtr_,.:m.t d~ limiet kan tr(;;)k.k~n, ho0 la.ng d.0 z(= rij oolt id. 

l\lien zou kurmdn tracht0::-.. , het lim .. Jsoxioma 0v2n-Jo:r:i..s t0 rcdd0n door 
to eisen; dat d0 br:;;n.ad0ri.ng van h,1t fq tot <iu lirniGt met een bepar.i.ld~ 
"conv0rg~er1ti,::lsn0lheid 11 plaats vindt, d.w. z., dat 

voor n;_ N(E) 1•-~n - :i I (,/. is bij 8en g~guy_~±_ functi-:l N(c.). 
• I 

(Li~· reci_prokd functi0 van N(f.) k~n men co.nv0rg0nti0s~10lhoid no-3mt:n; 

b.v. N(l )::; f, f; (N)= ·1} ). 
Di-c blijkt ocht.Jr niet l!J.ugdlizj.tc. te zljn, al thans niu-c m,::t bo::h<:n.n:i 

van de £;Jif.:;enschappen van dt:i elG1Hentaire whr, daar mfcm kan be•:Ji;j~;en, 
dat bi~i gegeven p en ger;even j_~(E·) er altijd. een positieve wh bestaat, 
d.at er ve.rder in de reeks nog een a1'wijking )£ optreedt. 

Dit komt hiar op n.eer, dat de limiet niet gelijkmatig bestaat voor 
alle bij een bepaald. verschijrusel behoren.ae collt~ctieve:n met een 
gegeven beginsegment. Di t komt ook daar· op neer, ci.at do limiet. wel 
in de zin van de klassieke wisl':unde gedefinie.ara is, @aar niet in 
(le zi:n der iutu.itiorustische , daar dan bij ee:n gegeven beginsegment 
van b.v. n el0me11te11 de limiet met zekerheid. binnen een interval van 
de grootte i:~f. zou ffiO(?.ten liggen, waarbij (. met 1/n na9.r O 9aat. 
Jt(1 d.i t is niet het geval, daar bij geen erurnle 11 zelfs t < -2.' kan zijn. 
Het blizikt hier a.us, dat de eis van de intuitionistische wiskur.i.de 
precies overeenstemt met d.e Eds, die door de praetijk gesteld is. 
(vgl. s;ymposiu111 over whr, N13derl. tijdschr. v. l·latuur}:unde dl 8, 1941, 
speciaal bl. 70~93). 

H.BLlTTV1E poogde hGt colloctiefbegrip v;an von Mises tot eindige 
colJ.ectieven te bepei:·Aen ( t\·=d "t;schri:ft fur Physik, dl. 9;~ en 94, 1934 
en 19.35 ). L1eze poging kan ~chter nog ntet vo1le<.iie;,,als g,esl.aagd 
boschouwd warden (vgL KOLT-1iOG-UROF'li\ ZentraJ.blatt fur Mathen:;;,1. tik ci.l 10, 
1935). 

Hoewel tegen d.e opbouw van de whr volgens von Mises dus ernstige 
bezwar·en zi~jn in te br;;ngen, komt hem de zeer grot.i:.: verdienste toe, 
de.t ziju theo.rie in hop;e mate bavruchtena op de ontwil~Keling van de 
whr gewerl{t heet't en het onderzoeK ri.aar a.e gronclslagen in ee:-..1 gehe~l 
nieuw staJ.ium gebracht heeft. Bovenctien heeft hij, o.a. in zi,jn leer
boek over whr diverse nieuwe resultaten aan de whr toep;evoe 6C.., die 
onafhankelijk zijn van. d.e wi~jze, waarop de theorie gefundeerd wordt, 
er! dus door o.e kri tiek op de gr:ondslagen niet getroffen worden. 

10 •. §qbj~t~yisti~che opvat"t,,i1'$· Aan de frequentie- an ±'requent~e-
1.uuestheor:i.een ligt de opvatt:i.ng ten grondslag, aat •.::en bepaalue 
eventuali t.sit ( eventueel met be trekking tot zekere ondor-.3t::~llingen) 
t:vrn bepaalde wh bezi t op dezelfde wijze, als een lichaaw een zekere 
rr:~.Gsa bezi t. JJat hierdoor aus een objectief' vaststaande eigenschap 
vu~ 1:,~:--,~•~·n+_eD.issen wordt weergegeven, wac_1rbj j ~~- -P-r,Aquent;i€!bepalingen 
?.1° e-.::u soor,:; v .... _ - 0 9tmethode moeten wo1:"1Pn be0 .;houw<1. . 



Daart;.:genover staat ae ornatting van. de subjecti vistisdhe school, 
die he-C ·bestaan van aen objectieve wh (precieser. van een objectieve 
grootheid, die de uit de whr bel{ende eigenschappen bezit) ontkent. 
Deze opvatting ligt eig10nlijk reeds aan de Ars conjectandi van J,BEB
NOULLl tt:n gro:n.r.1slag. Vol gens haar drukt de wh van een eventuali tei t 
niet e'2}n eigenschav van ueze eventualiteit uit, maar een eigenschap 
van o~~-h~~ilJ:i? m0t betrek~~ng tot deze eventuali tei t. In de tegen
woordige tiJd is de belaDgriJkste an meest co;ru;:equ0nte v0rtegenwoor
diger van deze richti1ls <ie actuar·is BE:UNO l 1E FilrnTTI te Tri est. 

Hij def iIJ.iO ert de wh van een eve:ntuali tei t E me~ 1'8-~J.:~kl:J.ai~ tQ.t. 
~S-i.?L ... YQf:.af?.l(J,0 .. J-?r..Q_gJtJ~~..Q..Q!l i? als de verhouding. P=. ~I , vmnnedr .P 
b,creid is k tegen eJn te w~dden, dat de .1:,+ 
evc:mtuali tei t J; zal gebeuren. l'e whr is nu volgens de Jtinetti het 
stelH~l van de eigenschappen, <1ie aldus gadef'ini~erd•) whn moeti:!n 
bezitten, opdat zij cohaerent zijn, d.w.z. niet met zekt,.dieid winst 
o:t' verlies voor }.-' zu11eu·-01)leveren. Di t }~omt er op naer, dat als enige 
conaJ:tie geldt, dat d~ som der wh....'1. van een stelsel e1kaar uitsluiten
de ev0ntuali t1:1i ten, waarvan .met zekorbeid e~.:a. inoet optreden (eer.1. 
~g:t~J;..Q,.1,:_i_~_...§.:Lsttt1g) geliJk 1 is. JJat deze voorwaarde nodig en vol
clovi-~ue is, wordt door du lt"''i:at;t;ti bewezen door de voorwaarde, waaraa.n 
w0dd.t3ri.schapp0:.i. or~der·worpen zijn, tG preciseren. Daartoe eist men ve.n 
}l, cat hij, als hij G.e. •r1eddenschap or, k teger .. eJn afslui t, al tijd 
als di t verlangu worc..t ·bereid zal zijn, een willekeurig aa11tal cou
pons a f :p ,- zij het t1:.~ verkopen ox' ook t;e kopen, met de voorwraarde, 
ct.at hij, als :D! opti:·1:H:dt, op ied,:n· van deze coupons f 1,- zal beta.len 
rGsp. on:tvangen. De l!'inetti bewijst nu, dat de bovcngenoemd0 voor..,. 
waarde nodig id, opc.ta-s J? zich t£;gr.=::n ~~ke1z verlies kan hoed.;;n. Neern 
dal:irtoe aan, (iat E1 ••• :&;ti eon hat0e;orisch systeem vormen 0n Pv. •Pn 
de door P vastgestelae whn zijn. Is nu; 

P, +Jh + • • • +pf, ( 1 
d.au kan het publick, door van alle bonnen ev1..=mv-:::el te kopen P een 
ze1:Br verli0s van (1- 4 P; ) g,ulden per sorie berokken(m .. Is daareri
~egen [ p~ ) 1, ctan. knn bet pub1,iok uoor g~lij±:.~ aantal~en bomier.i. ~~I:1 
.t· te v1::n:·kopt.m h~n (r, p, -1) gula.en per ser:?..e zeKer var-lies laten ll.Jden. 

Volgens dez0 opva.tting blijven dus de waardcm, di~ men a1:n d.e whu 
kan to0kenr18n nog .in hoge mate oribepaald. B. v. zou mun st(';)rftekanscn 
even goed kunrwn bbpaJ.en op gi·ond van. 0en st~.L·ftetafel van 1693 als 
van 1930 en op deze wijz._.: een cohaere1.tt syst..::um ver}:,rijg.,;n, dat ech
t,sr pi-aktiGch niet 'b.r·uikb$.ar is. Nu ka.n men event7J.th~l aan do Finetti 
to0g~vun, da·G <le nl;ldere vaststelling der waarden van dt3 wh ni~t tot 
de whr buhoor·t, maar in iedar geval moet op 0Digcrlei wijzc da bana. 
g0leg;d irvord:.m t"t.1881;.m de waar·d.tm, die voor d~ wh gekozen vverde·· .. en de 
stati;;_n;ische gegcvens, waar•op deze g0bast:;;erd zijn. De si tua'tid is min 
of :n.eo.1· vorgel~jkbaar met die iu c.e mecharu.l'..:a, wanne~r deze o:p de 
eerste 3 wt:,tt0n van tJ.~wton vmrdt opgebouwd, of ook i:o. de analytisch0 
mech~.u.1.iku., wa1illeur men d.eze bt:schouwt als de theorie der l>~anonisch.a 
vorg,.:JliJ;.::ir1gt;:n. In b0id0 g13valLm zijn aanvullGnd.8 wett~n nouig, 
zoals de gr-av:. tatiew;;:t van Hewto11 of dd olectrische en 1no~n~tische 
Wii::ttcn v~m Coulomb 8n Ampere, ciie tot uivd.l""l1kking br0ngon, ~~U:.0 
waarden de 1::rachtun o·f <ie ,:,ni~rgb; onc!.or geg,:rll~1.1. , ... ,nr: t9.nr1igh~::aon,::: ,_ 
zi tten. · 

De 01.1b,j..::ctivistisc1HJ richting rnisk\.ff1t t)nigzin~ de. b~td-cenis V&~ 
0-6:U mathematische th0c;rie, d:i.d b0st1.-Jmd. is om subJ,~ctHwe g0waarw?r
dingen te formaliseron. D•Jze is VMllicht het d:uid.dlij1rnt in td z1en 
a.an de ha.ad van het anulo;;:..;t: voorbeeld d~r wo.rutul80r. Do S1.;nsorische 
war-U1tugewa1:1.rwordi nv0u hebb0n tfVcmz00r e,m subje(:t~ef kar~kt?X' a.ls· d-3 
vGrwa~ .. h.i,ing;en. De fys.tocb,~ warmteleer di0nt nu. Jui.st 01? ct0 1.nt1;1;isub
jBctievB wurrut~gewaarwordiri.gen t;;-; v-'~rvangen door m~0r 1.ntarsubJ~?: 
ti8VU (objectiiJve) waarndmingor:. van th.:-:rrnometurs. Dcze. lai::i.tst8 ziJn 
daar-om voor c'U.t doel bruikbaar omnat bi.nn~n nie-t t.;; ru1.ill0 grtmzen 
doorgaans en gBmiddeld ni,::.t 't0 kl0in~ V-t~rschill-.;;n tuss::m tempert:i.tuur
aflezin1:.1r,~n met ov~r0enJtomstig;0 verschillen tusclen wa.rmt-0gt::Wc;-flrwor-

Q · " 1 . . t . dingeu corr0spond,.::rcn. Str1.kte en a game;;;n geld1.g~ ov,;~•e0ns -ei11m~ng .. 
k2n 1.1011 ni0t v0rwachten en is de fact;o ook ni~t aanw0z1.g, maar i:µ ua 
fysische wa.rmtelo0r ~n dt.:: daarop st1.:un.,;;:nd.0 matht:imatisch0 th..:::orieen 
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( t;hor·moa.ynarni:,:a. en kinetische 1!,astheorie) 1,K,rd.t 0en deel der voor de 
warc!tc1e;e\vaarword.i.nu0m gehru.Drt(:i terminologio o_p ci.e ai'lt:'.l~~lngsre .. n.1ta
ten ov02c;ouJ:ri.Len. l;p d.t::1~;e.L.1..'dd w.i.j ze dienen 1,vr:3 op \~ 0 dta-i:;Litiscne 
waarnemingGn een i£J.athenu.tisct1e theorie op tc bou·1Mn, cJ.i.,J als vervan
ging van do met dit1 1'1.1::irnemin:s•::2·1 samenhangeno.r::: ver·'vac.:rit.inj.5t)n ka:n 

-. • ~' - 1, , t . , . ., b . . . t 1 ., ., a.ienen. l:i.1.en n:an O.l:Sf,G1,,_,0n:;; ·· ooK n.i~n· u0 ~u. ~ j0c1,1.evo ei•!f!::m 8. s wn e .a.. 
o.:::mhoud0n, maar z:.tl -::.co}~ hi1.H• i•::3~:2Hil1g It;.c,otun ho~1uu11 m0t d.·.;; 111vg0lij1..
heid, cir1 t bi;j bep~.a::t.dG JJ,::I'BOnl:'m of 0.w:ier bd fl/1(~.lG.::: ct;ifJ taHd:i.gheden de 
sub;:ieetiev-:j g.r:achn:t van vc1·wacht:.:·J.g niet wet de rJtnchitische resul ta
ten overtH.m.sten1m0u. ifot, zou iL princi:,:0 zelfs .lflOf"-~li,jk zi,j:n een 
]!athologio vaL 01Ytimisten en pi.:rnr:.imistt";ll op t;0 bowven, ma~.:.r 1.:.atuur
ll,jk al tijd fJlecht::1 L:,).G.G.t d0 objcctievG b0grippen guuelln.ie~rd t:n 
br;;:studeercl zijn. ____ ._ ··-· 

110 Finotti, ci.it: 'lihn wil Siv..t.:..~Jl-.=h~.~-~.E: met behulp van t;ra.Cion. van te
reid}:1t;iu tct het; an.ngaan van b0pac.,ld0 WGddenschappen. iB dan te v0r-~ 
gelLS,:~n met eon arts, dio d•.:J -pa.ti,;3nt vraa,~,:;t, ho0 warm hij hot heeft; 
en <li::1.dI'nll::)<;l niet allG/0!.l. <le koortstoostandvau dv oatient wil buoo:r
clel0n, rr;.aar 0Ok riot~ zi,jn koortuthermonKtter wil i'}i:~1:HJ. 

11. 4.-::..:h.<l!It!.~:kh~cJi~ ... tl:!::?.9.J.:.:b.~• De axiomatischo richting in Cle whr word-t 
voor::iJ v•~n·togenwoordigci. door A.:;:O.ii:lOGUHtJB'li' (Grundb0griff'e .:i,-.n· 1.Hir,1933). 
Du c~oor h(;J.ll ontworpcm. axio.ma.ti(fr;: komt in :principe reeds vooI· in 00r.1. 
iet~:, ouder~ publicatL~ \rc;1n H.IUL'LUdT~i~:,ACH terwi;il r1::HJd:=:; G. J:Ulf.L;\i~Al\t: 
i.n zi ~in. m:.tcyclopa1.;;di0artik,jl van 1901 e0n axiomatischu basi:J a~.a1 de 
whr tL'adrtt•-0 t~ f;EN,.m. De axiomatiek van Kolmogorof.f hd01't het voor
dt:(~l, t>ij zond.fn• ,':l,~:r:i.voudig en zet.-::r alcemt;0r. t0 zi~in. 

Y.ol.mogoroff' gua t ui t ;,,ran t.:;.:01'1 will0b:'luritt,0 c.inJige of on•aineiii:'.,;\J 
v,:.r~.11;1~:1 i.nr :,; vwlK0r cla1 .. :Jnten hi i 0hmu:.mt:1ire 12-i0b,0urt-;}1li.f.:1Hi3I;. no0mt. 

Ji ,. u .,._._ ...... -·--- -- ,. ···• ' .. ···-··-· .... - .................. ·•·-··· 
~~011 willl:.lKeurh•:u cloul vc:rzfa.m.elinu-; vr.-1n .2, noamt hi j ,:it:r1. F~-0b0ur-t;,..::rris. . ..... ' _.,.,.,,_,,_, -~---..... _ ..... 
Wi;! ~ml.h:n c. ezs=.; t(:n~m echter VGI'V.,.-,tr1g0n d.oor ~ uvuut:LL1i t,.::1. t). 
;:{,:, .,. b.::· C .. i JJ u. :. : ·' 1-v :-:.·,·· '7. 0 !"• • '] .; :--· 1-"' ,,. :J." c·: .., '~• 1.··.-0· 1.· -,· ,- o, ,. . ... :;::;-~,~ n---o-·f·::-··;;,-r'1'a.":, ·=--r -~ '"l.0 J' z,·~ 
.i . .,,, V •i._1 .L....., v - ~..t.. "-'c"' 1 ... , .... .J.. ... J.t:) .l\.,. Li a..n.<.A. <._ .. _ 0 1.-1_t- \..,.v , _ -....;.&. v c; n v 

bopurkt wor<.Lm t,ot <10n kJ..aE3r,u h. v,2:.n VGrzam01i:o:,:,.,:::~, m1to. 
l) het C011i})lt:jflC:)llt vari·-~~JJ:~:~· V-:;rz3rr.,:::linb di.J.::' -·i:l:in:3,J 

0n 2) d.0 doorsn0d.:: (dun oo}: ds..:: v,,;r~:niginf;) v3.r.t 0.LLCi.ii:; V0&l V<':irzam..:J
lin(~-;n dier klat38U, z0lf we '.-;l' t;ot K br.:horen. 
0:iwn kan dus b.v. al.li;-.•~\~1..~:cz~J.JJ,,JliLC/~Xl van Bor·0l van d.J cu~f:ven.ver-
zalil(:·,1; Il<'' !"'''!' 1·•11) tO.utJ L \.. ..,I _. • t,:"j ,J.,\...- • J.V • ..,. •-. ... •,. •✓ l 

Edn kl:.:1ss..:: van v 0rzcrn:0~.in~_:;s.::n ~ ~ie aan de voo1•vcJ;Ji:i..L•(kn 1) un ;2) 
voltloct h:-;t.:t u,.c:n vurza.nu.L.1nr-:B-l...Lchaar:;. 

1Ju axicnmt~:i. van Ko11r.ogorotf h1.ir...ic::,:i als volgt. 

I) 
II) 
III) 

K iu 00n v,3rv1111-.:lingsli.chacw1.. 
d0 1::~og0vdn v0:r•zn:rnt;ling E b0hoort tot K. 
r:lc.:.n L~d.-.:.u:.·o tut i:\ behor·oncJ..e verzarr10ling A is 00n niot-negatic-.:f 
1·0~.\:1 gut:al P(1~) toeg0vo0 6d. Di t g0taf h00t ci.0 wh v,_:n do 
0v0ntunlituit A. 

IV) 1-' ( E ) === l • 
V) Als A Gn B e.::;on 0l0mm1teu gemecn h~bb0n is• P(.AvB)=P(A)·tP(B). )1 

f;,J.n j1:uncti,e P(~l), ,'.:1~it'!) a,Jn axi1\;l~2!- V v1 ?1~00t h:.::0t een ~iJ.:..t ~~-~y~~--~~_!:- . 
f§EL.q,_ __ Y.1£:2.£~!~;.~~£· .~en v0r~amt: 1.r1gs- icnaam m0 t d;)n v0rz6.m.0l.1ngsfunctie, 
;j_:_0 8.3.'.'t bov1.::nstc:uncte mdomas voldo0t wordt door KolmGgorof't' o00n. 
1:::g_§.£f:~9J1.t.i~1-L1~~h'7)~iaVG1d. genomnct. :Kolmogoroff m0rKt op, dat d0 op 
0mpirisch0 0v0.r1tuali tvi ton b0tr0k:.:dng hebbdnd.0 tvrminologi:::: m~t 
bchulp van Gt'.:n V\jrzar.1·.Jlingf5lieha:.nll geforrrw.li:J~i:;J.:•d. kn:u word0n door 
midd.--~l van 00n door lwm an11g:.::govcln vvrtaalschwma., -iar. als volgt 1-..iidt. 

ov,.:;ntualit;;;i ton~ 1· VG~'~am~~ir~g-.;r;.; _ . 

1) A un B sluit0n .;;:lK~i;:~r uit. ._ 1) A 0n B z1.Jn d.1.aJunct;,d • .1.; A"''R"'c 
;;?) X g,.':b1.';urt dan en sl:;;,chtc dan, I 2)(0': ,, .. 

1 A \ 11 , i l. i-1.," =J.. • U 8 .l~l ~ • • J,.n a 0tl e_!;ol:.h3UI'V!l.. ; t " 
( con,junctid van f.¼_ , ••• ,An ) • 

)' AuB (l00s. A .rrwt B) r(!Sp, 

At\B (l00s~ A door B)r-Js:p. 
is d0 vor011iging van A on B, r0sp.~~1 ... A 
is <.h:: doorsn.Jd...: van A 0n B, rosp.i~,. -} 
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3) I g,Jb..:,urt dan on slccht::3 ctau, 
als A nit:t gGb0urt. 

4) X g,.,b0urt dan 0n Bl0cht:3 dan, 
als :mistuns JJn van A1 ••• A,.. 
gubi:.mrt. 

;:i) A is onmogu :'t.i ~ik. 
6) A gubl:'lurt zulwr. 
?) stul~ds wami;;,ur A g.;:::beurt, 

beurt B. 

Uit do axiomas volgt nu, daar- A-,A=E en Ar.A=o is~ 
.P(A)+P(A)=l of. P(&)-=1-P(A), dus voor alh.: A is~ 0 <J?(A) ~ 1, 

:= -
;:;,n in h0t bijzondar, daar E=o is. P.(o):::C). 

1, n 

IncUvn A1 ••• A" ~lirn.D.r uitsluit(:;n is. P(ViAt):::2!P(Aj,) (~p~0llin~s.·-
·-. . . . . - 1)(jt.•-1·~.~ '- I t1·,,01'· 1ma 
.ind:1.e11 .f'(A)> 0 is h(HJt P,, (B)== --~( ... i-,-' CiE: -1-..~----~--

., l:' .A; 

YQ.Q£.''fil!i.rde 1~,ike wq _ _van_ I~. onder . .<it.:i ~".:oorwaarch::. A. 

Dar~ geldt. P(£i1d3,):,.: j_)(A) • .P.A (.E) dn door inducthL 
1J ( A /, ) J;' I ,, ) ,••, ( /• ' .. ) ( , ) 1') ( ) ( • ld' . . 
.,1; t,••i J:\~ = -l._J-1.1 •.1:"• J:'~1 ).1.,.,,,;·~.A_.1 •, • • •t,-~ .•• ~ .. A .. An • V<..:rit:i::;IlJ.p;vu l~J.IlC"S-

""' " ,, _. ,. ~ . , S',l, 0.:5 , .. .. ·• theort1n1a V-ard0r heoft me11. --------

1\ (.B)~ 0 l;,A(~'.)=l P;.1 0\,C)=J-'l-\(B)+\.£\(C) 

Di t lart tste als A" B,.,C lcug is, dus zelrnr als BnC le0g is. 
tliet'l.l.it volgt, dnt P,~(£) bi,j gegcven A t.o.v. h.Jt g_,~gt'!ven verzam;J
lintl::S.1.~ch.a.:.un eGn wh-vsld. d,d'inie~rt, dus: all~ voor d0 wh P(B) 
b10w~;z0n .::igonschappen g;0ld1.;JrJ. ook voor d.,~ voorwaardelijk~: wh PA(.B), 

Wd m~rken :nog op, dat: 

F, (B )=.i:'(B) PA (A )=l en E~ (A )=~t~i PA (B) ( ~F(A) :Jn l;(B) _'> 0). 

E,m stclsi:::l eventu:'lliteiten, die elkaar 2 w:m 2 uitsluit0n, noBmcn 
WB 03n excJ.usiof'_ s_;zBt~lfJ een st0laul, waarvan mir.?.3t.JL.:3 \~6n m~~t 
zek.orheid optr,H~dt, 0i.:m yQ].lqdzi.£ __ Si£.S.!:.~.£E• Een stelm~l ev1;ntu·1li tei t~n, 
dat zowui dXClusit:;f' als volledig i$, no0men we eor ... k~~(:;r;::9risch ____ s..,y§_-
:!2.:t?E!• Rolmogorof.t' noemt zull~ 0;,jn syste..;;m u-:lll 2,XE•:.:.~·-~.E-..:!i ( ·'V-::r•s',],ch '), 

Indien A1 ••• A,1 een lmt0gorisch systeem vorm;;;n en X willekcurig is, 
dan is~ P(X.)~4P(A~).PA(:X:) daar X=~J(A;,,,...X) Gn (At"'X)""(Ay,X)=O voor .i:t,,j. 

Hieru.it volgt d<l z.p;. ~.!St.11~:gg __ Y.'.'ln Ba;t:~§.: 

Indien A.i •• • !'..,-, 0-:.m l:o:.atGgorisch syst00m vormt:n en X willokuurig is, 
dau is. . ·:, (:'. ). f' Cij' 

P (A~ J.::, J- ,'"1~· -ii·• ~t ~ , 
Y- ~-· .b \):. J .s ,1. X; 

. ' I "Ii 
M:ri no8J?t g,.;.voonli_jl-c {Ai} u,:':n. ~:'[8t,;:~ff__y~~ -1:Lt~'?.9!~~':!.:l, . r.;:n b0scl_louw1? hu~ 
l1.nk1;U'll.d. als d0 w11, d::i.t \.h:: i:.:: hypoth1;su Juisi:, zal z.1Jn, ind.1.an dG 
clVcntuali t0i t X g0beur-d is. l.Jeze ho.ngt dus af van. 

l< <.l~ whn P(A1..) (de z.g. s._.Pr.iori-w.h.n d0r hypot!10s,J) en 
?) d0 'llihn P,t._.C~)? da~ zi;jE UllS (L_; whn van,:;( ondtr.voorWB.c·lrdu, ~a~ 

d0 1¥ hypothos,l· ;nust lf3. D0 mu...,st8 toepassin~s,:m, d.1,:: van c1~ st.:::.tl:.i..ng 
van Bayes gqg0v0n wor(h~:rl, zi-jn van z00r g0ring0 Naarcil➔, doo1·d::i:c zi j 
b0rustc:n op •.:H:m V-'.:.1-c.1k z2.::.D willGkourigu v~n~onu.,.n:·stdllinc omtr,::nt dd 
doort;aans onb0kuna.0 a pr;i.ori whn~ HL.:!rop kom,m wij lat0r t8rug .. 

:"J3 no..:im.,.m dG '3V0ntm1lit0it:.m A en B orw.fhank~li,ik, als g;jldt~ - ......... 4-•··------
P(A"B)= P(.:d 0 P(B). 

Voor P(A)> O, P(I) > O, r~sp. l'(B)) O, P(B)) 0 gt.:ldt dan tavcns; 

J?A(B)_=,l~_~B)= P(B) an P~(A)= 2;E,(A)= P(A) 
t · u (B) P(.1\.n_.,) 0 (B) t . · •c ·· B) P(.,.. B) P(B) wan ~ .r:.A ::;: J?(A) =...: ., , voor sis . .I:' A"' + A,.. = 

of; P(A). P(B )+.P(Ar,B )=P(B) dus.. .f(Ar.B )=P(B) (l-P_(_A) )=.e(B). P(Z") 
d.w·. z. al.§. A e{! B onaf'hanlwlijk zijn, dan ook A en B (.;;n 0vtmzo ii. 10n i3 
b-.:n0vc:ns A en B). D0 afl1.3iding gi.::ldt ook in omg-=\l~e~rde richting. 
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De tot dusverr,J g0g~von axiomas van Kolmogoroff zijn voldovnde om 
de theori~ !'an d,::: £i£~Jr:o wh-velct~-=:n op te bouwvn. Ind.L:;n .men oneindig(:J 
beschouwt, is ht::t wuns<.;lijk l10t 5g axiorna als volgt tu v0rscherpc:;n. 

I d -· ,, .,., · ~ (' l'i I. ) K . . d . 1 . . n 1en .n1t€ c •• voor l.tJC1.0r0 n. on \':l l'i. t £ is en in ien :..01-'I, li.tl =-C.' is voor 
alle m+n, dan is. P(\YJ~;.)=¥P(Jh) 

' . 
:Seri v~:tzamelingafunctio, waarvan de additiviteit ook voor alli.:: aftel-
baar on0indigu somm1::n geldt hu0t absoluut additi~f. 

Dit axiorna is onafhank-alijk vana~--voonifganudo, zoals uit het 
volg8nd voorb0,:;ld bli~jkt; 

E ziJ 00n ai'tulbar,s v~rzamvling van elementun x, ,x1 ,. •. 
2~d K h..:.Jt V(1rzam0lingslichaam bestaund~ uit; 
1) nll0 ~indige d~0lverzam~lingen van E , 
2) alli:J d00l V8rza.oi..::lingeri met 0iudig compl0ment. (Vdrifiuer, dat 

di t dc:n Vt.::rzam0lingslicharun is). 
Zij P1 ,1:\,.. ~q,n rij van niet negati~v~ g0taJ.l-:;;n mot convo:r·ger-:md,;;; 

som ==1-q < 1, We dofin:Leren nu voor de tot K bchorcnd0 d..:i.)l v0£zamGling 
A: als A eindig is: P(A),,,,.B.P· en als A eindig complemont h;:h::ft~ 
P(A)== l:•P,: +a. (v.arif'icer i,e.1.1 8.at dezti verzanmlina:sfunctie additief 

,. (;J.i ... ' '-' ' 
maar tn.'3t absoluut addi tie.f is.) 

Op de algemene theorie dei.' nbsoluut ,"!).ddi tieve verzamelingsfuncties 
kome:n. \!JC nog uitvoerig t;e:eug, mnnr we willen thens alleen nog nugaan 
welke bijdragen ct.e axiomr1·Giek van Kolmogoroff' (seeft tot het :probleem 
vo.11 de fu.nder:Lng vn.n de whr. i)eze bijdra.gen zijL.. 

1) Een doelmatige forrua:i.i:3eri:ng van het begrir: eventucli tei t bf 
gebeurtenis. 

2) 1~en zee.i~ eenvoadige en uiterst fn::aie mathematisc:he theorie, 
waardoor het; zuiver mathematisch gedeelte van de whr herJeid wordt 
tot eer1 deel van d<; theorie der nbsoluu t addi ti eve verza'l.:..elingsfunties. 

Di t is vergelijkb?,ar met de theorie van Hamil ton in de mechm1i·ka, 
waardoor het mathematische deel daarvan herleid worct.t tot de theorie 
van stelsels 2li:tfe·r-:erltia~1lvergelijkin.gen van een bepar:-ld type (kano
nische vergeli jkingen). Bij Kolraogoroff moet h0t wh-veld g~~~ 
zijn en zijn theorie geeft geen enkele ·bijdrage tot de vra.ag welke 
wnarden. men in een concreet geval aan de wh der elementa.ire even
tuali tei ten znl toekennen. In di t o:pzicht is zij dus te verg~li;j:t<.en 
met de theorie- vau de Finetti, wa~rmee .zij ook cie eigenschup gemeen 
h0eft, dat alleen de addi tivi tei t der wh in de axiomt1tiek word t op
genomen. Het verschil tussen Kolmogoroff en de J.l'ine tti ligt da~1rin, 
dat Kolmogoroff opgemerkt heef't, dat heti mathemnti;:;;che d0el der whr 
gefundeerd t:an word.en onu.f'hankelijk var.1. de vraag, hoc C.(~ ui tge.ngs
whn worden v~stgesteld, zodst hij het in het bijzond0r ook niet roeer 
nodig vindt om t.o.v. de vra!:lg, of dez.e subjectieve of objectieve 
betake:nis hebben, een sts.ndvuut in te nern.en. 

Men ku:n het a.ls een voorde8l of ook nls een nadeel beschouwen, 
dat hierdoor het ·proble~m va:n de f\.mdering van de whr ui teenval t 
in~ 1) het geven van een logi~h onaanvechtbnr-8 rnathematische theor.ie, 

2) een af'zonder.li ~ik probl•2;e:ru, hoe deze theorie op praktische 
gevallen toe te gassen. (~.'oe:passingsprobleem). · 

Het eerste kan als door Ko~~uo6oroff' volledig opgelost worden 
beschouwd (mi ts .men geen intul t.ionisti;Jche lcri tiek t:oepast), voor 
het tweede lover-t zi;i.n thc~orie niets op. 

Logis t~s <lilll_~p.e O£J&£tl~I_;...E~i2.~l!R.~~~h · . . . 
Reed$ 1.n rie 19~ e6U'N heeft men he:r-hac.ldeli2k g;etracht de whr a.ls 

een doel der logihr-J te beschouw,3n, met dien vers-to.nde, da t de klas
sieke logika de re gels ur.mgeeft volgetis welke nwn ui t gegaven prG.e
mls.sen met zekerheld bep:1alde conclusies ka.n trekken, ter;r,;i;jl de 
whr derge.lijkoregeTs anugeei't met betrekking tot conclusios, die 
1rlet geheel zeker zijn. 

Van de ze gednchtegur1g ui tgaande hebbe.n JUHN NitSH.;~rm L.EYNJ;;g 
(~~re.:itise or. }~rob.1931) en H.ti.NG REICHENBACH. (Wh-lehre,1935) getrncht 
de forruele methoden der logisti0k tot de whr uit te breiden. We be
sproken eerst de thoo:r:ie van R.eichenbnch, maar vermelci.-en voordien 
in het kort de belangrijltste regels der formel~ klassi£Jke logika; 



-· ..... 

-1'-ktrmal& ver<J.el1:rig · F-= ~1:~ -ti~-t 
v,~ I- . 

i ___ p ! ~( .. ) , 6'(+) : i rt p ~(-) . .d(+) 
o.o 0.50000~·1-1 392:i -1,-· 40 ··11-·- 2.5 --.00621-- .. 155 .. 36 -
0.1 .46017 394.3 78 2.6 .()0466 119 28 
0. 2 • 42074 ! 3Ek,5 : 11·+ 2. 7 • 00347 91 22 
0.3 ,38209 j 3751 l 149 2,8 .00256 69 17 
0.4 .34458 1 3604 ! 176 i 2.9 .00187 5;~ l'+ 

0.5 -30854 l 3428 I 199 11 5.0 .00l35 38 10 
0.6 -27426 l 3229 ! 218 q 3.1 .00097 28 8 
0.7 .24197 3011 l 231 lll 3.2 .00069 20 5 
Q.8 .21186 2780 1 240 3,.3 .00049 15 5 
0.9 .1s4o6 2540 ! 241 l 3.4 .00034 10 2 

1. 0 .15866 2299 1 2.39 jl .3. 5 • 00024 8 3 
1~1 .13567 2060 I 233 ,

1
:1' 3-6 iooo16 5 1 

1.2 .11507 1827 · 223 3.7 .00011 4 2 
1.3 .09680 1604 1 209 li 3.8 .00007 2 
1.4 .08076 1395 194 111 3.9 .00005 2 
1.5 .06681 1201 178 I 4.0 .00003 l 
1.6 .054ao. 1023 159 l, 4.1 .00002 05 
1°7 .044-57 864 I 143 !i 4.2 .000015 05 
1.8 -03593 721 1 124 ll 4.3 .00001 05 
1. 9 .02e72 597 I 109 !i 4.'+ .000005 
2 .o .02275 488 ! 92 I! 4 • 5 .ooooo5 l 
2.1 .01787 396 78 H 
2.2 .01391 31s 65 11 I 
2.3 .01073 253 54 . I 

·-~-~--·-·--:.0~~~_?_ ___ .!_99 44 n ____ L ________ I __ 
4 P bereikt de wsarde 0.·:K.:i00t)5 tussen 4,.41 en 4~ 1+2. 

Enkel ·roudit;e ir.ter-.:xJJatie 1-.an leiden. tot t"outen van 5 of 6 
in de 4~ d,sci.rrtc:1.2 l, 1::1.lt=; h~ tweede verschillen groot ~i ,jn 
Bij getruik vnn G";.I'E1,r' 011 tweede verschillen is d.G fou:t niet, meer 
dan 5 in de 5~ de c, Lmo.B.l, in het begin van de tal)el. 
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. In ~e f?I'Ine;~ logika worden :eroJ2_osi_ti~.!?, (13tatemen~s, Au~~agen) 
door afzondel:'lJ.Jke letters of tekens aani;egeven. Op dergel1Jke 
proposi ties worden be:paalde • b_~~yki~e;~n toegcpast en wel de volgende; 

1) .!l_er;;a_j;.1_~ van A, ,-.A 1 (lees; non A) 
2~ £.Q._l}1iu:qcij.~ van A e:n B. ,A,1.1'\ (lees. A en B; =AC, latijn voor ''en'') 
3 Cl;i:S~U!~S.1~~ van A en 13; Av}3 (lees: A of B; =V.::~L,latiju voor ·'of·') 
4 ,i~_icatie van B door i; ,A1

) B, (lees: uit A vclg;t B, of; A dus B). 

Voorts wordt als afkorr.ing gebruikt het ~.£9.1!!..Y?.d§_ntt~teken =t -: 

IA= B, voor i1. ) B,.A 1B 'J A,1 en voor: At,..£ v -it..11.-iB 
--·• II I I 11 

(In plaats van ha:1kjes gebruikex.1. w-e kleine ve:r:·ticale streepjes onder 
de lijn. Desgewenst kan men openen.de en sluitend•a atrc1er;;ies onder
scheiden door dd str-ee1)jes te vorvangen, b.v. door omgekeerde en 
gewone kom..rlla's, dus b.v. 4A.,..B,. Hodig is dit echter niet ( ook net 
onderscheiden van openende en sluitend.e ga.?,-.~j~ is eigenlijk ovel."
bodig); het zou het lezen vergema.kkeli~jl:eii, .lllaa.r het schrijven be
moeilijken. Doord.at we negatie, con,junctie, disjunctie en implicatie 
steeds noteren i_:n_cl~.§..~ de streepjes zijn afspraken omtrGnt stQ.l'kere 
o,;t· zv1altkere scheiITng of volgorde van bewerkingen, zoals dez0 iri de 
elementair·e rekenkunde en in de formalistische oysternen va:u c;..:F.tI:ANO, 
:-JHI'li";f[f~AD en RUS3ELL· en A.HEYTING voorkoruen, overbociig; substi tutie 
geschiedt zuiver formeel .door b.v. in i1v-.B, A door ,B) q e.d. (inclu
sief de·streepjes) te vervangen. In de beschrijviill?j van het forma
lisme, die we hier geven (niet in het fo:r:·malisniezelf) kunnen 
.stre0pjes somtijds weggelaten word.en.) 

O.a. gelden cie volgende grondformules, die -...ve. in aans1uJ t-S .. ng l':lan 
Reichenbach I s boek foi·muleren; 

voor de negatie: ,-.,-. A,i==A 
voor de conjunctie; l) ,A11.A1=..A 

2) A"B, ~ B/\A, 
.,,) '1 - c· A ,.,. c 
:; \".tS" ,-=-'-1."D~ 'u 

voor de disjunctie. 1) ''Av.A= A ' 1 
j ,-

2) ,AvfJ,:-: ,BvA1 

3) j1,,·Pv(' = f1vBvC _ , h ' .. .J,..,i 1, - ii...- t " 11t 

voor conjunctie ~ <Li.sjunct.i.e. ,~"Bi"C,~,.AvQA,BvO,, ' . 
,,!:i. v·:i;r. Ci:::.,.Ar, C,v;I~ "ell 
A,,AvC:;;; AvAA.C :::= A ( overbodighei.d van C) 

d·ualiteit o.oor ne 0atie. .,A"B ~ -iA.v ':1:8 1 11 -·---·- - ••· 
0 l t ft- I( i I fl 

-,£:. vB = -.A " -iB 
Een al tijd WO.I'~ of al tijd I oi~wa~·e "tebrr kan in een conjunctie resp •. 
disjunctie weggelaten res.p. toegevoegd worden; 

AAB v. -.B=· A -- Av B" -iB I t,.... I tll f~ J t n1 
veer imp· licatie ~ A --B-=""'a .l:'.>-= A --,B-s-iB ,...., ri. 

1 .-' 'A-,( .. ,Av ,-;\ d/\ 1 t';i;-.. 1d' l.t: 11 d ) . 
A)-, :5.-, \.re uc 1.0 a a Jsur um 

1A -)' B j d ;::a A,._B)-C -=--B ")A') -CT~nn11::t1•ie van de 1raemissen) 
De volgende proposi t:i'.es zi. j'n i.h de- 1t_}.;.~ss.ie'ke logika al tfJd ge uig ~ . 

,-.,AA 1-iA111 (ErinciJ?ium con:trad~ctiol}is) 
1A v,-,A,. (tertium non ciatur) 

,.,A:> J3.A,B) C,,).A, ~ C,. (1ra1isf"tivitei t van ~~!.~Eli ca tie) 
tenslotte. 1A ~.!AvB,. 

11A"b,-,A1 

,AJ,B:, A,, 
a 1-;,J\) 1A-') B,1 

Om uit deze formules andere af te leiden gebruik8n we; 
1) substitu.tie (vervanging van letters door ar.1.dere proposities) 

"' 2) dectuctie schemas , waarvan bet belangri jks te is; A A ., B -7--
Een propositie A, die afhangt van. een variabele x, wordt aangegeven 

door A(x]. Daarbij laten we in het midden, welke verzameling x door
loopt, m.et die beperking, dat A [x] zinvol is voor alle x uit de ver
zameling. De proposi tie; A [:;.l geldt voor alle (in aaruner:t.:ing komende) 
x, zal aangedu:id worden d.oor ~ V., , . J 

', • X ,},L.'X.. ff • 
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en de proposi tie i A rx) geldt voor minstcns een x door. , 3,.,A ,):\1 • 

De rekenregels voor aeze tweo symbolen zullen WG achterwt:ge lat0n. 
De logistische theorie der \.Vhr berust op de opvatting, d.at een 

wh-uitspraak niet betrekking heeft op eventu.-1.liteiten, rnaar op 
propooities, d.w,z. als men de whr a.ls e0n deel van de logika be
schouwt, a.us aanneemt, da t zi j bepaalde -:;;igeP...schaiJJ!Gn van het men
selijl>: denken tot uitdrukking b:.ce.nst, ruoet m.;'.:I! 0011. wh-uitspraak 
zien ale een ui tspraak r,·eda.1:u1 mot fJen °\::rin1:;~0r-3 mate van -perti11onti0 O O - ... _ ... __ ,, ____ _ 

dan eBn J1roposi t:le ui t de klas.si1;.-n::e logika. l.J\3 wh-ui tspraa1: wordt 
slechts :m.et een beperkte ~tJk8.rhl;!id gepoudJrd. i\i!~n zouf b.ij wijze 
van sprek0n, 1':unnen z0g6e:n, dat men volgaus <lo J:~las::;i:._-jke opvatting 
van de whr met Zciker·h0id bewcert; dat 0:.-:::n eve.t.1tuali t0i t w0llicht 
(m~t (!t-.m bepaaldd wh) zo.1 geb(:.rui·0n, t0rwijl volg·,.m::; th; logistische 
opvatting sl1;:chts met beperi1:t0 Zi:;k(;rheid. (11wt e0n bepa:iht0 wh) 
bewa0rd wordt, dat e0n g 1:.1beurt0nis zal plaa tsvind0n. !(ortur gez~gd. 
de beJJerkt0 zekerheid iH volgans de klassieken 0cn uig(:;rJS(:hap van 
de oventuali tei t zolf', volgens dE:! logist.ici c:0u 0if;1.;msct1ap d(;lI' be
woring daaromtri.::nt. In zekere zin staat d.aardoo:.c.· dd lo;:5istische 
opv-atting tagenov1;.1r de objectivistisch~ d1.1r fr-:;q_uun:ti..)lirutJSthi.::orie, 
die in dd whn approximatiaf m~utbare natuurconstan.t0n ziut. 'lloch 
is de logistische opvatting niet ondu6beYiftiru..giiiet-dr.: subjectivis
tische t..;: veree11z0lv:Lgon, daar zij zeer wel gepau:cd kan t~tcin ,:mut 
de (vooi,al bij vro&gure logi.stici ve.;;!l voorkom..:.~ndi:;) r~unil:1g, dat de 
logika (in tt1g~nstelling tot de psychologie) "ob,il.!C1iieve·• beteki:tnia 
he~ft, doordat zij algeme1;::u ~t1 onboporkt gc:ldenu8 wet~on van ·'het·' 
denken tot ui tdrukking zou brengen, onat'hank.t;lijk van du vraag, of 
in concreto door monsen in ov8rvcnstemming dar:trm'3da gadacht wordt. 
Van de baid~ belangrijksto v~rtogenwoordig;;rs d0r logiuti:.-3che 
richtiiig kan m(:)n zogg.~m, dat Reichenbach (houwt.il g~,:mszins a.~ bo• 
veng0noomde ''absolutistiseht.1" opvatting huldigonde) m~er aan de 
abjvctivistischo richting van von Mises, en Keynes m1;cr a.an de 
subj.~ctivlstiuche richting van d~ Finetti vorv,ant is. 

In ov0reenste1.nming m~t d.-Jz,3 opvatting wordt door Reichenbach 
Gn K~ynos e,3n wh-uitspraal>; stec;ds op bopa.ald0 P.~~~t~-§._~r; (bij . 
K~yn(~s. h;<fPOthesen) b0trokl.::-::n. H~:.dchanbach vervangt u0 propositi~ 
jA)B, door.·· A}-B. ,d.w.z. A implic~ert B met .:c:n wh p (wh-im:pl,i.
~!il..~). Hi,i d,bnn daarbij, dat zowt;l A als B functit:s ziji'i van 
O.;,).t) •. -1f.P.,..ri_;;ii_ •.• -:l.-'-'.., ti i,.v . p._,;:-1; H:f·\· .. :O:l.l,;t_:P'-- . CT~: r~-'Jl'.i .:! l ill(!; {i;;.)O r1 .1",(':t,\ !-; ..,;.·., ,lni· <1,' Q'.,~ 

twed V(.::rzam<'::lingen 1 aan 1 ann 0lkaar to0gevo0 6d zijn. No0m0n Wl.l 
do variabsiiilen van. A. x;. en van B. Yi. , dan is ,A~ B, bedo0ld_ als 

. afkorting van: \--: ,. r7 ,1 "'!lo. B r-r;: 1 P 
I VI, 1.!-1 I; •·._; -;;, LY f . ..1 11 

De waardu p di£Jr wh-i.mplidath.i wordt dus niet (zoals bij van Mises) 
aan de g0h0l0 r:iui van par0n (x~,Y~ ), maar aan 8lk paar afzond0rlijk 

_tocgekund. 
Eun and0ro notati0, di,:: Roic1wnbach voor duzelfd0 propositi0 

gebruikt t is: W(A,B)=P· Reiclwnbach ond.;;rwerpt nu du ·wh--implica
tie aan oen aantal axiomas, waaraan hij de volg0nd~ ~~is~:1_:q__t.ie
r·~ge! laat voorafgaan: 

Als ui t di:; ond0rstclling, dat 08ll wh-im_plicati0 ,A 'FB. ZOU 
b0staan, zou volg~n, dat de g..-.:tall0w,1aarde van p volg0~hs d0 rog0l}J 
der wh-logika op grond van anderu g,.;;ldund0 vih-implicati.":Js ,.-Mn b1:ci
paald.a waarde zou. mo0t0n hebbon, dan .e;eldt ook de wh-imylicati0 
,A)- B1 , waarin p di~ bepaald0 waard.-J h~0ft. Dus. 

p ' . 
ill 3p,A t B.,:, ,\-{J. { B, :> ,4. = P.,.,:, .A i BIi 

Volgans R0ichonbach is dit ~chter g80n axiom.a (d.w.z. 0en fo.rmul~ 
van dv wh-logika), maar -:Gn r0den-.)orreg0l, dit: bij het hantu . .1.•;:;n 
der formulos wordt toegepast, overeenkom0nda met du d0duc~io- ~n 
substitutieregels van de klassi~kti logika. Dus; 

11bA t; )~~11~-l~!?iJ=_p.,,, 
A :rB 

I j?o I 

Mcm kan ochter betwi~if0len, of dBze exist,.mti.:::r0g0l ni0t tot 
contradicti~s kan 1(.-;id,m. 
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De axioma's zijn: ___ __....._ 

I) flp:f.q, ),HA t B,A ~ t~.=:-'A1u (~~s!!:!idiesheidsaxi2.!!!~) 

II ~) ,,~ ) B, .?·~ ·tB, J\J);:llll1·. 
~ ) I J.-!. ;)- B, _, p > 011 

I I> 'I .;=. 

Reichenbach merkt op, dat men geneigd zou zijn het eer1duidigheids
axioma als volgt te formuleren~ 

-.11A )-BI\ A~ B ,'\.p'fq,11 
I P' I I <\- I • 

maar dat dit tot contradicties leidt in verband met het feit, dat-i reeds 
in de klassieke logika, een on.ware praemisse iedere conclusie impliceert 
zodat bovenstaande formule, toei:y~past op een eind ig wh-veld, met p=l 
en q=u, een tegenstrijdigt1eid zou opleveren met ,-, A, • 

III) A :J-B AA ~GA A" B ),--.c )11ii 3-B v O .. •,r;:p+q (additieaxioma) 
Ill p 1 1 c~ 1 11 , 11, ,1 , 11 1 111 ---------· 

In de andere notatie wordt dit i W(A,B~·C):;: (A,B)+1T-.:(A,C) mits 11:i. ·_; --i.B I\ C 1 • 
l I I l ♦t 

Hieru.i t volgt: Vl(A, G )=,W( \ ,.BvC)-V.'(A ,B) zodat, als we het testaan van 
de wh-im_pli9atie ,A ;; .. c, veronderstellen, met behulp van de existentie
regel de volgende vbrm van het additieaxioma geldig blijkt te zijn: 

A~ B I\.A )- B . ., c /\ A /1. B ) 1......, c) A ;i- c "' q=r-p.1 111 f' I i 'l, I ~ ti I Ill II ~ I ' h 

~/et beh.ulp van het vorige volgt nu: 
Vi~ het tertiu:n non datur: .J:i.) ,B v,-,~ 111 

volgens axioma- II 1): ,A ~r.B v -.B 1 
\lullen we dit in in axioma III\ dan volgt met behulp van he.t eer1-

duid.· L2:heidsaxioma : , A)- B v A ':}. ..,B ) p+q=l, 
-.,, IC ,-1. t I i\, 1 tlf I I 

tlit de existentie~e0 el volc;;t dan: yA r,B, ) 1A .? , .... B, .. 
en met behulp van axioma II 2)~ al.ie whri z1.jn < t . .. 

'11en.slotte voert Reiche'hbach net multiplicatieaxiopia in: 

IV) A ~-B " A " B ~c ) A 3,- n JI\ C 
It! f> t M I IC. II ~ i•.11, l lit 

Dit 1nultiplicatieaxioma correspondeert met de definitie, die Kol ... 
mogorot"f van voorwaardelijke wh geeft. In de andere-notatTe is hett 

W(A ,B"C,)=W(A ,B). W(AAB, C). 
I ' • 

Heicl:wnbach bewiJst, dat z.,ijn axioma 's contradictievrij zijn door 
ziJn whn te inter_preteren als lim1eten van fg_n volgens von :Mises, 
waarbij hij echter van het onregelmatigheidsaxioma geen gebruik n'U-lakt. 
Latervoert hij afzo11derliJk gebeurtenissenrijen in, die hij norm~ 
£i.ten i~oemt en waarvoor het onregelrnatigheidsaxioma met betrekklng 
to arithmetische deelrijen ( 1'rekenkundige reeksen·', dus als nK een 
lineafrafunctle-van k is) moet gelden. Op het hiertoe die1jende vijf
aeailoma en de verdere ui twerld.ng van zi jn theorie ,. in net bijzonder 
op a.e uitbreiding tot continue wl,t-verdelingen, gaan we niet in. We 
kowen later nog terug op Reichenbachs beschouwingen over het inductie
princiJ.,:e. 

Met betrekkine:; tot de betek€nis van de theorie van R~:·ichenbach voor 
de fundering van de whr wfllen we slechts twee opmerkir,gen maken: 

1~: met betrekking tot de toepassingen geeft deze theorie, voor 
zoverre tot dusver hier uiteengezet evenmin als die van de Finetti , 
of 1<vlmo6oroI!een bijdrage tot het effectief bepalen van in een con
creet 5eval aan te nemen whn. Voor de toepassing accepteert fleichen
b:1ch in hoofdzaak de th8orie van von ~hses, zij het zonder het volle
dL!,e onregelmati6heidsaxioma. Heicilenbachs indu.ctietheorie echter· is 
1.:iei1 ernstige _poging, dit verba,nd tussen het--rc5gischeformalisme en de 
cm_pirische gegevens te leggen. Hoewel deze pogine. niet als volledig 
e:;eslaagd beschouwd kan worden, is ziJ belangrijk genoers om er u.Ltvoe
r.ig op in te gaan, hetgeen echter eerst op een later tijdsti_p zal ge
schieden. 

;;:~: Een ander bezwaar bestaat daarin, dat Reichenbach bij de dis-
cussie van de formules der wh-logika zelf de klassieke logika toepast. 
QJen propositie als ,A 3- B, zelf wordt dus geacht met onbeperkte zekerheid. 
te gelden. Dit is voQral van belang in verband met, axioma I, waarin 
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dus Geeist -:-'ordt, dat, do '.7hn 2.J.0 re'ele getallen met 011be1)e:rkte c;raad 
van namiceurigheid bepa..:.'.lcl zijn. Voo:;."'al vraar overi.::.,,ens bij Reichenbach 
de neiging besta..:.t om de 6ehele t:,enoi.1e loe,ika door whulo.0,ika te verva.ngen, 
zou een formaJisering in dit oJsicht de voorkeur verdienen, naarin de 
Yrh~-proposities z~lf ook slechts met or:.°!pe:."'L:te wh en bovendien met bei)crk~-
te natr'keurighej cl zouden vwrden ger;oneerd. · 

Ond.:1aks deze be.~-:;waren b.eeft de theorie tach ook met betrekking tot 
het vra.c,sstuk van de fundorin0 van whr zeer verhelderond :;ewerh:t en be-
vat Reichenbachs werk1.no.:; talrijke belangrijke beschou-vli110en over de 
gr-ondslagan, die in dit overzicht niet ter spral:e zijn 15ekomen • 

. u.~ J:1.2.DJ .. s_i;__i s 011..0 theo r_;i-~~. .:h.1-l~~e_;yE_e_s.. . 
T:.uim 10 jaar vo6r Reichenbao.11 heeft JORI~ I1lXtf~3.D LSYiL.:.:S reed.s een 1O~
Gistisc:1e theorie van de rrhr f~eseven in ae~1 lijvig boek, Y10.arin vele 
fundamentele i)roblemen over de crondslagen der -v1hr uitvoeric; besproken 
'i!Ordcn. Van zijn ui tvoerige kr1 tische beschou·:lingen vermelden ne slechts 
onkele punten. T. o. v. het indif:Eerentieririnc:i,pe neer:-:,t Keynes aanvnnke-· 
lijk een kritisch standpnnt in, o. e.. citeert hij met i:nstemminc.; een 
r:l tspraak van BOOLD, wa..:.;rin deze z0ct, dat de toe stand va:.1 verwachting, 
die volloc~ige on1..1etendhc:dd bee,eleidt. niet m"Jet Y!orden uitgec1rukt door 
do breuk :, 2, ma2.r door de onbepaalde v0rm 0/0. Ook vermeldt hij als te
gonvoorbeeld tesen het indifferentieprincipe het geval, dat een va2r,i. 
gevt1 ld is m0t n ballon, waarvan e011 onbEikend acmt2.l ·Hit is en de ov'i'i-· 
gen z-;;12,rt zijn. V:r.·aa::;:li ii12n dan naar de ,:a 1')riori 1• whn van de verschil
lon1~lo mog0lijk fqn, do.n0 k1n men. e:i:1erzijds ui t het _ indifferantieprincipe 
c..1:i:lciden, dat allc f qn :- •- .•. t1 ( voor 1.1it b. v.) l:unne:n voorlrnmen en 
clus o:J grond v2m het p1,¥t31ipe 6tilijl::clijk mogelijk zijn •. :mderzijcls 
kan rn8n allo moJolijkc 1:1arnenstoll:L.1(;en vz,.n de va..::.sinhoud bcschomven~ 
waarbij iedere bal even ~rote tuns he0ft om wit of zwart te zijn, het-
3eon dac.rop nccrkomt, c;_2_t allo 2.._e:"'c,nLschE~te rij Gj_1 van n olomenten, 
uaarvan elk wit of z·Fmrt :Ls, c,clijkelijk moc;elijk, dus evej_1 rm2~rsc}iijn
lijk zijn. In c.lat &eva.1 zijn de whn van de bovc112,enocrnc1G verhoudin;;en 
niet onderling selijk, ma2r successievelijk gelijk aan 

/n' n1 ·n· 
, Q ), (1J, ........ , lg), ,:rnals ui t de stellinc; van 

2 ,, 2~i 2'·1 

:Cornoulli volgt. Dcr6olijko voorbcelclen ZJ.Jn reeds door van Lries en 
Boole vcrmold. j:chtcr C:t&nvaardt Keynes tenslottc toch een verzvmktc 
vorm van het ind if ferenti0r,rincipe, doordat hij dit allGe.n to6past op 
VJ2t hij nocmt 9.A.d~ll>ar_e _ _§].._ternatieve11, dat zijn al tornaticven, die niet 
zelf .~,eschrcvcn kunncn rmrdcn als e0n disjunctie van al tarnatioven van · 
do, zclfdc vorm. (; . .icn l:an de analot1e eis stollen voor willckeuri&,e L:a.te
gorischc systcmcn). De toelichting, die hij 6eeft bij de uitdrukking 

nvan dozclfde vorm·:, nl. clat de subal-ternaticven kunne:n wordon ui tg0clrukt 
door do ~zelfdc 1r1posi_ti_o1-10l~l9ctie ~1;ropositie bo~ch?uwd als ful;lctie 
v1::m 0011 variabc e ais 11ct oorspronl;:elijk al te:rnatieI, is ochtor 1110t 
schorp gcnocg, om tot de existcntie van ondeolbarc alt0rnatiovcn te ko
mon. B. v. is in hct al tornatief 11 kr1.:.is of m1111t ·; de evuntu;;_:,li tci t ;;kruis·· 
t(} 'boschouvrnn a.lz disjunctie v2.n .. 11 kruis ligt bovvn .:.;n eGn vast punt 
v;.:m c18 l'and Pij st 11.:..;2r hot NoordonH of: 11 krt:.is ligt boven en da.t V[:ste 
t1l)l1t i:·•ij st niet na2r het Hoorden. 11 • !il men dit voorbeeld niet toelaten, 
omd,:~t mcm di t nict als d-:.: zelf de proposi t:i.onole fu:actio b.0schouv1t, dan 
is nict d.uid0lij.k W2.:."'.rom in h0t voorbeold v,~:n d.c onbekende samcnstelling 
van do vaasinhoud hot geval, d2t een bc:.l vli t is en ( ri.·-1) zvmrt zijn ,,"~l 
als disjunctie boschouwd mag warden v~n do govallcn, waarbij telkcns een 
andcrc bal de witte is. Rot is moeilijk in t0 zien, hoc hior eon prccie
ze f'ormuloring gGvonden kc:,n vmrclG:n, diu ui tslu.i t, d2:t icch:;r a.l tcrnatiof 
declba._.r is. 

~ilic:n tv,ecc1e oprncrking bij I~cye1J}El houc1t in, d2t ,_vhn w,~1 in vele gevc.1-
lont mac,r l&ng niot al tijd met betreLkint'., tot hun groottc vcrg0lij1s:bai..,r 
zijn. "Jo zouden, bij gcbruik ma.ken van ,Xi.'J.cL::re tcrminologio, ze~gen, rla.1G • 
de ""7hn niet oon gcordende, maar eon slcchts 
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gedeeltelijk geordende verzameling vormen. Keynes meent, dat tussen 
de ollillogelijld10id O ~n de zeket,:t.eid 1 niet slechts een maar vele ( of 
zel.fn or:t.eiD.ciig vele) monotone rijen van whn liggen, die onderlin~.; niet 
ver·celijkbaar behoeven te zi~jn. zo kunnen ook tu.ssen 2 vergelijkbare 
whn .a en b (a < b) :meerder·a monotoon to~nemende ri,ien van whn liggen. 
Vandaar da-t; Keynes aannei.:mt, dat niet alle ~vhn door getallen. kunnen 
wonien ultgeurukt, maur d.at dit alleen voor een speciale klasae (cte 
Qi-.!:@Sl:i~~e whn) mwgeli,iK is. Keynes ligt di t toe met onderstaande fi
guur, watirln cte l.ijw;r.1. van lini:s naar rechts 
to~ne:u.ende whn zi;i.n. Hier zijn v, w, x, yen 
z niet-w1mer.:.eKe whn, a een wul num~rieke. •~ _... 
u.a. gelden <ie ve;lgez1d.t: ongt1lij.Kheden. v <.a; 1-.•• 1.~:'..._-·~ .•• ;· ... .. ~-
v, w; w <,:X; w -~y. Maar b.v. zi,in x en y noch ,· 
onderlj_ng, .noc.h met a verget.LJi-:,t,:;.::i..c. ;_,·-··--- '·' • 

De hivrop betreh:king heb't;,, .. mu0 b~schouwi.ti~1en va_1J. Keyn~s hebben niet 
de :pret<::;)1~tie exact te zij~. Een mathematl~ch~ prt::cisering van zijn 
gedachtegaDg is onlangs (19ll-O) ge~ven door B. o.~:0u.t'lilAU. 

Vocrto Vf;rmelden we nog, d.at Ktwnes afwijzenct u tn.at t~t:£t:nover een 
f're(1_u.e-ati0-iL1t;crpretatie van de 'ffi in de vor!u, waarin d.eze o.a. door 

· V:i~l:EJ ~r1aB verdcdigd (I(eynes' boek versci".1een 10 jaar voor dat van von 
Miirns). flij bestrijdt b.v. de opvattinp; van Venn, dc1t men, als gecon
stateerd is, dat in ten zeker tijdsverloop gamiddeld 3 uit 10 ~inderen 
in b.un e~rste 4 levsnsjard:u g<.:.'storven zijri, de sterftekans va1~ een 
kind. in zijn eerst-0 LJ. jarr::11 gt:ilijl~ aan j/10 zou mogen st~llt.m, en hij 
zeg:t hiB.:cvon. ·11-ife can say no more thap tliat it; is probable (lr.1 my 
s011Le) tho.t thcr_.; is Buch a probability (in hiB uer;.SG )•'. 

We beschrijv1;n nu in ht3t kvrt de \jigonl:ijku· wh-logi~n van :Leynes. 
l-1rou0~i ties noteert hi-; nH3t_ kleinu l~ttei's en .L·olatL:~;:; L1rt"-ls::;Gn __ ;...,.., ........... -..-~1 . ...._ •J 

rut;,;!t houfalettt::rs. De disj· .... mc-t,:Le wordt als een som u1 de conj;,:i.n<;tic 
;als GGf;. :e:rod.uct geschrevcn. :u~ U0f;i.-=t't:J.F\ w·nr.dt door overstrcplnf aan
geduid. i?.6n wh P worti.t boAdiouwd alH een reltiu.L"' ...,.,ac:Pn eon J:;roposi ti~ 
a en.t:3en_~~l¢.li~ (hypothes~; h •. Notstio • . ~(h=~~. . . .; "· .. . . 

Voor <t.e relaties ••zekcrheiJ:·' an"orunogcll.J...-J1~1ct•1 worut bi.; u0f.1r.1.iti~ 
P=l r~s:v. ,,,,Q gest;t:1ld, d. ll',. z. ; oln h :; a dan ~s a/h=l t · en omgekeerd. 

als h :> . .,a dnn is a/h=O J 

Voor de wh-relaties, di-:3 geon zeh.er•heid of' on:w.ogclij1bt:ill zijn, 
is per d0fini tL:. O •. f' ,. l. 

A0~uiv&lentie is gudefinieGrd door; 
als b/ah=l en a/bh=l a.an (a':: b )/h=l. 

'11hans volgen o.e axioma s. 
I) (~4£~..:~µ_;i:_~~.i,gbe,id~~ioma) IndiG.tl n en ~- _propoBi ti~s o.i:' c<:>:njunct:i..l!;s 

of uis ,iuncti~s van propo$ittes zijn en i.adJ.Bn h g:.:en .L..cons.1.st;.:mte 
Go.n.junctil3 j_;.3 *), da.L. is ur t1en en S}t::<.~ht~ Jeti wn-rel. P tui.1serl :.:,. als 
conclu.sii;: ~u h als prae:wisse 

Il) (~1;:g)l.ivals_I!:t:.J.u...ia'.~~) 
Incti~.i:.1 (u ·:. b )/h=l is, dan j.n x/ah~--:-)V"olJ v0or ic.°:<l.Jru pro1,odi tie x. 

III) (a+L>';: u·&)/h~l; (aa~-:.-:a)/h=l; (ab+ab::::b)/11:::J. 

Som 0n product Vl.lr.l. wh--r0latL::H wordl:m. all0en in b.i.j ~1..1.rniore f.'.,-1vallon 
als volf!,"t guu~fi.nict~.rd, ab/h + a5/h ::: a/h ·· 

un ab/h = a/bh. b/h = b/ah. a/h \ 

dlt:Jruit -v-olgt dat C..J &Ofa vun 2 wh-rl;.:lati~s alti;:id g0d8fj_llieercl is, 
a.ls zi j ~0li~iKe hy~i;iothds~n en elkaar ui t8lui tt.:;nC10 c.:n:.clus.:i.es nebbe.u. 
Zijn dc.:.i gegt,ven relatius. x/h en y/h iJtel dar1; a=x+;r l.)Il b<y dan ls, 
ab: (x.+y).y-==x. en ab~·(:x.+y).y,i"y, uus x/h + y/h = a/h = (x+y)/h. 
(a.it geldt ook nog als .x/h on y/h elkaar niet uitsluir;cn. Or.i dit te 

. bGwij zwn moet echtar hot vcrband tusstln het formalisrh: va.11 1:8ynes 
en dan u.(;; gewone logika nauwk13urit;-cr Ot:!"1EJChreve:a word.011.) 

~uotient en Vdrschil worden gt:d.e_finl~erd als invl:,)rse opGrati.es van 
s om ,.m product • 
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Axioi:i.a IV) a) Zijn i-' eu ;:: wh-:·elr1tit:s dan is PQ.=QP, waarbij de 

~x!.G'Lentie van .Jen van cte twee lede11 die vhn het a.r:i.clerB inslui t. · 
'iEve tJ :30 bl j 1:'+Q-=-t+J/, 

·b) PC: < E' t:enzij (_ =l of 1:'=•J en. .:\ =.i:' t;lls wel Cr;=l ot tJ=O 
,.. }'+Q, > J? terizi j (,=0 en .ti-t·~·.= ... :: als Q•::O · 

(trt'eeds in de ond.cr:stelling, dat deze sOHli110n of pro(.;ucten. bestaan ) 
.c) als .ec;,.~< _;_-•1~~ dan is (~.;< R t0nzij .P=O 

a1s P+t,:~< l)+R dan is (.,~ !< R er.. omg1:fKeerc. . 
. Ve me.den op, .. aat noraruen en proaucten vun wh-rela tiel.:l in het a,:.ge

meun niet tehoe 11cm te test:1an en da.t in het bijzonaer voor de somllian 
f +q=F, en ·• . .;0 :J+I1 nog ni.at volg~. 1-'+S+T=E, da:n· bet linkerli(i nog nie~; 
gedo-fi.r.Li(Mra iH. :p;~n. vi,jfde en. zesde axioma dien~u om de associativ.:.
teit: bij sur:1r~en tJil v0r:.Jchillen en a.e diatributiviteit v:in de vermenig- · 
v1 ... lo.iEi.::lb t, o. v ,. optellinr:=; en aftrekking vast te let}:1:·;en. 

Da Qgq._g1~!~J-iii-:heid word1i als volgt ged.~finieera .. 
alfl a/bh-=a7h (Hl lV ah;blh dan zijn a/h en bih onafiwnkeli,jk. 

De kritiek op Keyuesi opvattingen over du gron<...slag0n van dG whr 
1.::.: reeds gegev-e11 bi~; h~t bcs,)rGk.en van doze opvattinbeu. Men dient 
eeht0r niet te ve1~geten, dat- Keynes· iJoe.K reecis in 1')21 is uiiigekoman. 
i.e,ynos w~J.S bovendien geeq wisktmcti;_se manr' econ.oom, hetge0n het echrij-· 
vcu van <::en z~er inter•essant ·coek van 5).) l>ladzijd0n. ever cii t oriuer-
wer.i:' tot een niet geringo prestatie maakt. Het boek tevat een z~er . 
ui tvo0.t·it:;~ littera tuurlij:::rt,, waar in ook v0el van do ouds;.e werken ov,~r 
whr ve.1.·rault..!. stfann. Ond;_mk:0_; de nic:t al ti jd voldo0nde e:xac-;;he.ici. van ,. 
ui t<lrukkinG en vnn o.xioma ticiK t1:::vat h8t VBelal z:.::<.n' juLr;e kri tische 
op:iWrlcing:(m en ge{;:ft hct op vur-schil10nct0 plHLitsen blijk 7an zeer 
jU.i;3t inzicht, al woi·J:t; dl 1; oorns niot cons0quent volgehoud.en. 

14) ., . !i~t_/2-:?.:t:.e_;r.:§..b.4.~G~:£ :pr~ob!_to.1£. ·,rn bes pre ken tr.ans een scrie van vragen, 
uiu ·.•1i:.lJ.8'.VwJ.r niot op ae alge1~1one gr~[1.dsla};0n d.JJ.' whr t)etrokkinp; heb• 
b01 .. , 1r..:-:11:.1.1· toch in de loop van .do tijo. tot Vdl(::rloi discu.ssi0s aanl0i"" 
din.g h0L,b0n b...:~0v011 0r1 t~n op:c;ichte waarvan v0elal een or::.voldoend. 
.kri tisch0 houa.lng is a<1ngern:.>n;t:.:r1. 

In di::} ve1·ste plants noem•:.m iVe het J?etersburt!;t;H' Prub.Leem, da:t door 
DA.NIEL K:,RJ.HJi.JJ'..r.Ll O 700-1?82) b8handtild is. (:Petersburger Acn.,-i ~m..ie 1'738). 
He;.; is ool~ i·deUs door HTEROf,l Il\IO C.AlWANO vermeld (1539). 

Peter en Paul sp<2.1len k.ruis of munt onder <le volg011de voor1wdardl;)h .. 
ah; Ge:r·st n 1naal kruis gevallen is en claarna munt, -dan zal ,.Paul PE::te:c 
2"' gulden gevcn, waarna het spel bei::.1.ndigd is. GovraaFd ,,.,ordt, ho0veel 
geld n::ter aan ~'aul z.al nioutnn f_r,~von, om di t spel tu m05en spolen, 
d. • .i. dun hoeve0l 6.e ma.thi:Jmati..s•oha Vt::it.•,1.1a~hting van .Pl~te.1· bedraag·t,. 
1•lr zi~jn. ont:.indig veol mogelijh.heden, Du ~A.n:3, dat er n maa1 kru.::..s en 
da1:u-r:i.a munt val t, is 2•''•' (m d(~ winGt is dan ,J.r. ._ dn~ -.. -,il g,:-r,s de re gel 
van Hu,yg • .n1:d i8 dE: matheliiatischu vcrwachting. ~ ..,-,,., ·:> .. 

L"t:- • '-· = 1- oo 
liit iu .Ln strijd m0t het intultievE:J gevo-d.l, " 

uat z0lfs een matig hog0 inzet van .Peter t0 v0el zou zi~jn. Voor deze 
:pu.rad.(JX zi,jn verschilh.:nd.J oplossiug;:::n geg-.::ven Daniel Bernou.lli was 
van ID.(::ning, d.at 0.0 oplossing gezocht moeet wor•dcn in he-c prijsgeven 
van hl.;)t b0grip mathoma-cische vurwach tiui::.; en de V•JI•vanging c1aarvan 
du•.:;I' a0 zobona1:1111<la morelo ver1vachtL1fs (d0z8 t,;rm is lat0:r door Laplace 
int::;uvoerd). Daniel B0rnoulli rr.,8rk t op, da t h~t voordu0l van lwt v0r
krijg0n van cen b8pauldu som. vooi· iemanct ai'h·:rnk•,jli~'.,, is vau Wl:lt hi~j 
.r·1.:h~<ls v~ tevor,:n bezit. H.i~i neE1mt am:., dat het da::U'l.lL'dd om~;ek0crd 
uv<.';Ltredlg is, zoda t d.1...:.3 h0t voorcie0l van 2en l.H=:paaldJ bezi tsvorm:i.H:)I'i
J,.:ring nict g0mutt;;IJ, wordt door hdt v0rschil dur bl)idd b01iragen, 111r;1.ar 
door hun v.~r·houJinc, oi', wat op hetz,;lfd8 ne.::rl,.o:r:t, daRr het v~rschil 
V-!:l.n hun lur,ari thmvn. Ilionov•0r8(mkomstig def'iniuert J::;.;rnoulli als d~ 
m<.n'~;h:: V•:H'Wuchtinc voor hf:t V•Jrk1·ijgc:n va:u 1:\i:.m aantal oed1:agen B, ,Ba, •• , 
mcl·t t:a::i:Hrn; .t:'1 ,I1 , ... voor iemanJ., d10 voorai' een b8drag A bezat, als ~ 

- ·-- •'i) 

j;_j (A +Bi.)' t - A 

.f-rGciezoL', hot voordeel dy van 8&n winst dx bij bezit x, stelt hij~ 
dy l dx .. = {.x 
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X::; fortune physique (Laplace) 
y = forturw morald ( ,. ) 

fJj_t; L:; dus eeu a0½_uivulenti-.;f0rmul0 voor- ·f\:it0li;Tl-:; 1 en ·1mor00l · 
b1;;:zi t. ~:1:~0ft men nu H:)n i'ortu::.1e ph:rt;;ici, . .rn x 0:1. w·~i:i..:: ;:.kar~sen Pi ( 7- ri; =l) 
O.P ·bs::clr·a1,)-:.:ll x~ (.1.""l, ;_: ~ 3, .... ) (ta.': i::; ltG't: fc,:l'l:un(' H~Ol'alt:, di;J.t hi..;;Jrrn0e· 

Y=k.logx - c 

ov,31•,::,:•n.Lorr.t. 

-· C: 

•::·r: X-:x h3 ctu8 d.G :Jtlj~:,Li.1~; 'r1r.~ ~i-::.1t f0r··t..,,:<.1c rh,ycic.rw~, a.it) c1ver0oni•:omt 
r:,,.:.:t d.~ v-~.i..'',:mch~i.:..1r. van (1. d i.:rti,jgi.np; v:::i:1 ·t1ct. i'u!,'t.t ... n,:: rnor•f.11.-:. :Ui t b•J-
•11 ... ''g· ,,., .. ·rr1T •·r•s 1 n -1~., ''-'1•··lt·•ci v· ,. r·; .. --,., ➔·•,~·,,··· Ji,····1···· ,· .. •I''"',cl1"· 1 ·1··' .... -<.~ · J;.,\J J •. .J ........ >t. .......... •.1.- J:'& .i:.lc. ,._, 1-• .lA-.1 ···-~ ,.1J•:...,. V.i.l\..,:,,h.lJ \J Qt;l. 1.. / ·,... -~~..... • v ......... 1--) f 

(Bo~·n?u.lli, di0 •=-';m: t-;11.1.d,:n: t;,)1•r:i:r.:.ol0hl0 ~~,.,:t.n·1.tit ... t, nour;;t :X:-:..:: lucrum 
2.0~1. LJ..;u~.- ,~:}:J~::..~c·t~Jt~Q1l!i!) .. 

S::1;;n, :1i,.,;:.!. J.:i. t o_p h.e:t f·,: t<.: r·utn.ll.'F;Gr }'.r•oble0m tu,;. cbr1 t.:omt 2r; 
~ ' 17\ (J:.+2''' /~-;.. "": 1,,. 

..,1;. th1;~;~ uitarukk.ing L:; ('i1.1dig vc·0r einoir>'! A. :~::':) g,.::(;fti. 
e:~~1~ft, op voo1' .A--=l·J, 100 ,.:n-, l<))C. ,ie (bonad.~rG. ) waiJ.:t\.HJn. 
i:1:;z0 ·1oglo::3c.1nt;; v-S.H hut; probl,.=;.311\ is in i,;;t~~ and.,.::1.·0 vorm 
uoor L..:l..P.J_J1.C.t~. 

iJ. F. ·Fin.:::8 (1773-18+3) he•:)ft hi0r·teo;;novol: t,::r•:} 1.;ilt EJ :..:r.i. tri tischc 
~ouding ;-.1:Jngenom0n, diu teg~.u,voorJ.lg vr·ijw,; 1 ulf;.!11;.:,(~n :1<:11WF.tard woi•i.1 t, 
( Vt):t'SLlCi1 ..::.ir.0r f.ri t;iek dclr P.r:iu~:;ir;-i0n o ~r ::lh1:. lSLJ-2}. 1Ji t :.,,ark b0v-at 
i.u v~H·Gc~;.i.llc11.:10 OJJZicht;:.m g,.~n➔ chtvaardig-.h~ k.r·.:i..t.i~:}~ op d0 w..sricGn var, 
Larlac.;,_: 0n .i?oi1.rn,m; in ander,_: opzid11:;,_.n, zo:ila o.v. t.::.t.v. h,:.)t ir1ciii'·
f,:::::..·ur,.tiep:rincip(~ ii.:..:: hi,j cnvo.ldot.!nd0 kritiach, ·11a:-1rbi;i t,,<.;n ecrrtcJr in 
~wnm(:)rkirig 1r..o.;t .n,:;m•:.:~, dat zi;jn boe}:: r,JcdG nHY2I' dan 101) ;jn.ar: oud irj. 

D0 .rit•.)niug vu:r:. J0~1E.f';_l LOU.IS }:,}£R.:rI~A:;-_I, (18~2,i:-l.<)OO, ()a.i.cul ri.tH$ ..?rota
bilitJs 1863) 0~0r de mor2l0 vurwacntiDg blijKt voldoanQ~ bJidolijk 
,1i t :1u t vole;•:::nJ.u ci taa t. "f'.up1:.iC>.:i(j1:..s dl p1•2;::;e;nc.:, ti-.:.iux ctisci1)l(-;S o.,..; 
B01·r.1.onl l.1. Bi ~ii:; G•:tsnt:;, dl1.·a.::.. t }'it:r·.1',.::, qai 0::il; 1;>::rnvrc, ,n::. f'J~or,osaut 
11 Paul u.ri.-:~ ,;ti..1.ti.i0 cl':Jco.rtc'., \rot.r,;;; t.:.n;i.,u ck, troi:3 C:r,:1nl!s r.)uv.:.:i:•a 1110n 

' • L 

U·,.1'11 ;-,1~. 1· ... ,., '0'1'' r ., .. 'r) . ...,s ... ',1 ci·: ' . ·rt' 1'' ~- ~.c.Ji_Jd:::i J1 LI v'_Dd.;;;;, l'(j-1:J(ll.Ul',·.1.;..LJ Jicl,.L' V;u;;;: 'iJ.·.' '1.-:.:·Vl'lUZ V.l. J6'. ranc:.:: 

-:::n cai:: <c pc:L·t,c::;, car t,, .. ,J. ~Ln·•.·-:, prix d(;' ::·,on ~,':;-,: .. t;::,;1.•. f·ti. ~1,:} p,~rda.is v.i£1gt 
l''-,.,py-J'''C.:: '·' l;'.,-.r···1· 'r''J..0 t ·1")1" "'l'I' a, , .. , .• ·.r:•1 .. ·t-.1 -~ ·i,:, 1l''" ... ,.·t·•· --r•· .. ); t· ., .. ,,.:. u· ·,,) •·.,1.· ·1·· 1 'ou•c• . .1.,,..·u,,._,,._,! ,.._J '"".J VU V t;.: ">.J.i..J.~ ~- .• 7 1._.,, :.,•,~ ;.t,:· '-.l, ... .1-.., •.-W. J..-' . ..-.1.:) \~,.,l(..J,. .1,,. \,, 0 

'!)0.UV .~:-.• C~.tlf .. , ·:•·•1 •\..- ,·1 'L' l;:• "f ,k••--~·,-. .. -~l·,.~- •···i 1 7 \,., .().r•~- .. . ,,, • .:, -:,.-...·)······ . .., ·:i.··-. 
. VL; .,.:u ..... .o .....,.,1., v-.·., .l...L . •:-., .1J\.:,l.\.J.! .. ' .. ; <...t. . .... \ .. J·=~l , ....... ~·~:.;:, .L . .i..r-lL!.;.....~., ~ (..4-~ .. •JJl i,;J, ... .,., •• l.,:.. •. ., 

cOri t:,r• .. ;) n10::J vL:.gt; fra:t.:.CS. L 'avant a(';._,, Lani-21 L:.:n:(rul I j_ l. i c.d.fir·rn0, r,-:;s
t, . .:r·a ,1 i: votr,J c6tJ. lls n.; ;,:; · ent01Ld.r011t -~.JhG. '' 

1;•ri0s m01k1, opi zoals ook C¾.1·, • .:.1. d.•:::• BUHl-\J:-·T (l'?u'r-17d3) 1•,:.:,>.d::.1 in 
:t.,::..)r... 1:t'.~rnD.i d I i1.ri t~l.1rn0ti.y_1..h.:) morali:~·' van 1'77'/ o,:1.:.:c1, dat du m-::n:;h.Jl:latisCrJc 
v::.:rwac!·t·tLJb v:in ·Puter bvg:i..·<::.nsu i!lor·<lt door lrnt fuit, du.t I-ti .. d sL)chts 
::;8Il ,_.:_;_.:,1,.l.ig b,:.:<lrag bdzi.·1,, zodat dcJ f;~;vall~.i1, di.d 1nc➔ t. J.t;,i,n/~.J J.'\.)c:'i,G<:11 

k1·uis c0:r-r(,si-;onu0r0n. tr:::n g~v-ul~;,..: zouden h .. 1bb~n, dat i.lau.L ni,➔t aan 
zlj.r.1 vvrplichting0n zou i-:urmBn vol:J.oeu. Buffor1 v:Lnd.t, dr.n; als rnu.nt 
2c~ nw.nl ni ... it zou vetlhn:i.. m-.:0.r· g.:::ld v,.:Jr-2ist zou zijn 0:11 i?(.;·tur t.J bt.:talen 
d.;:nt h ;t h-.:::10 Frans0J koninkrljk. \~on v,:.::1.·Bc.haf:f:'8n. D0 Z(:-) v~r·klarint~ van 
d0 .Fet0rsburg0r parc.1.Ci.o.x: vJOrdt,. Wo.13 gi:.:zc3 6d, t8gcliwo0rdii.; alg.am0~:i.n 
mrnvaard.. 

Indie11 :Paul 0cht~:.ir b v. 270 guldon (d.us ruim f 1.000.000,-) b0zi1,, 
z<YJ. <le math0Illatisch0 Vt-;rwachtil.L6 flO, 50 zijn, als afg1.;Gproken word:t, 
ud.t P0t,:;1·· r..a 21 rnaal krui.J liiuts kri jgt en fll, - als hlj in dat geva.l 
n0 t t,7;,:;h018 te z,i t vnn Paul ( J.,1s 2 l,· i;ulden) lcrij gt. Me::nig, .. hm, ci.L:: vol-

d ot:rn1.:; gclcl bczit, zal gC:Jn~lp:C:. zijn een b>:!Cira5 van :C.1,- t<.;! wagen 
voor u0z0 k1:;.ns ve.n fl.000.00t),- . .Ln<J.i0u mdn echtl:)r vraagt; of' i~r1and 
nG1_",rr1aals i'lO, -- wil storten, indi1;;n dum.·rG.0c: d0 maximaal mogs lijLu 
·,vi.Li.St tot 2''' gulden vorhoogd wordt, dan zal vri~jw>:)l i0ril;)r di t wcigc
r•J:: ... , 01 .. uat Ul: voorstt:llin~-r; vun h\jt b.:;zit v£u1 (~en billio1,;r~ gulden nlt:·t; 
m...:n'toaar aanlokk0lijk.0r is <l.3.n ai0 van een millioon. Di t wijst er dus 
op, dat d0 g0dacht06a11s van lk,rnoulli een juiste k0rn bevat, al kan 
men aan de mathc.@e.tischi..~ precisering i:."rvan, bestaande in het v0rvangt1n 
van rek0nkunciig door m0etkundig gc:middcldu, generlei waarde hechten. 

Onder de: nieuwe o.utours ve.emeld,::n we, dat von MISES de theorie 
van de morele v~rwachting vorw..:rpt, maar dat hij, evonals Ber,;rand, 
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aan <10 !'ini~tv oplossi:ng oul>\.ip-.::~kt,;; g~ldigb.dl.d tw.schrijft, zond,)r 
r0k(:,;ning tu how:.:.<::n mvt 1.h.:n f9-'~nt voor al td hog0 bc•drag<.;n. 

15) ~}!~•~~.t:!6 Y:~.!!.3~~t~.f.~19-~;1].i ~ ,;~cob h~r~.Loull~ hc;0ft in h.Jt vi0rd.j go-
Uu,..:lt:0 van d~ ur~~ con.1 . .:ctu:1..::..1 u,,.:: st-2.LlJ.nG i1.1.t30s1,i.·ok;;.::r1 .:.:n bclW(:)zon, dat 
bij n-vouci.ig0 h..;rhalinc van •..:.,,.;l!. ::.tlt.;;L,1 ... r;ti0f m...;t co11Btaut0 kansclu p 0n 
1-i, a.0 karn; t d.at lwt Oll.t1taJ r;v~-:CdfW~:n hoogstvns en v~.u::. t.10 r.i.athamatisch~ 
v,.:.t•wachting p.n zo.1 ufwi ,-jlun, bl;i ct,nstuut-..: c voor n naar orwindig tot 
l nadvrt. 

dvn ht,.:f~t dv2.I:.! st_,lJ.ing v;.,..a~: bvscnouwd als h0t v~1:bindingsst-uk tu.s
St-•.n d0 su.bj0c-r;i virJtilc3Ch(: ,1n d ._; ob.ii.:! cti vistisch.J opvatti1ig ( o. a. B0r-
1·.vu.lli z,;.:lf, .t.o.plac,::, P0isso~1). 

D-:J <ioor Puli:;.,011 (BU.iE:(fi :;31,iIH .1.. OI8SON, 1781-lSL~O, Recharcht::J sur 
la Probf;1.tili t-J d-.:H;i jugeru~mts ,.m .lliHtierv civil -.::t ~m 11mti;)r0 cri:~in.011-cl; 
183?) r.~,.:g;t-.-v-.::ri. ui tbr-t.tlct.i..ng ~ran <11,;l st0llinr;, die dac-u·iH b~.;sta:1 t, dat de 
afzondurliJ.11.~- 1;, vontuo.li tf:i -;en v0;i.·t~ chill er.1.G.e H.:anf;.1011 :pi ~i==l, •. , , n) 
hvbb..;n -on dat h .. it t0 verna.:;hten aantal succ.asuen pn 1)edra:.<;t 1wt 
J!= J_.E; Wi::H?.I·l>i; de voorwaa!'d~ gt::steld n10et word0r.1. da t, 5p .CL-·0:1,-; c :.a iB r1 9 1) .- ' -- I • /. .. 

voo1· constant-:: c I t wo.t-dt gewoonlijk Ceoisson) do !;=)..LQ:££_E.:1Z_S:i~:.J.t':31..al-
1.!1£ gi:no0u1d 1 cB.11 n.aam, ditt ook wc:l voor het bijzond0r.J do0:· Borr.LouITi 
bd1:indcild8 g0val van dozcr stelling van Eernoulli-.Poisso.n g~br·uikt 
wo;t•d.t. Echter wor<1t d0zulfd~ ui tdrukking door .foisson ook g0t·r,1ikt 
voor· h0t ,S¼Q;i:I'iSch v~rschi,insel · dat vele fqn ono.er t::;'-1lijKbli,'!v011dG 
omstandif;lldd0nbfJ lo.11gu waarnBr:1ingsre0ksen sl..,chts w~inig v.~.r::U"i.d..::1•,-m. 
~i:.'n h.0~ft: vs.::,.k gi.:1111udnd, dat a.it laat.st~ ~~n gevolg was van dJ st~lling 
v::m B1::rnoulll.. Von Mis~s hct.::f't 0r da aandacht op govustigd, dat dit 
ni.zt h~t g0val is en. d1.1t ~r bi,i 1;ta11vanrding van de subjcctivistischi.J 
opvo.ttiut:5 van hut wh-b0g.rip g,.H.n or..un~l logisch Vdl.'band b~staat tussen 
d~ v1h vm:. ht: t opt.rf-iq~q_yau 1.h.,fl gHgevon aantal successen .1.n ~1.m waar
mnlingsr;:.;,~kn Gn dd-1-:~,.1.~.n;~,i\1,:1rm.:::u dit de facto plaats vindt, Hi::tz•.:dr'ti.c 
i3 h~t g:..Jval • vmmi.;:,..:ni m0n a:a!.L hot; wh-begrip i. p. v et:n subjbctivistiucr1, 
<.;;011 0bj1;.1ctivistis,che, n1a ... 'l_r ni_,-t; Bt.at1stisc.h-:.i t-0t,:ik~nis t:rac.t.1t t\j g,.:vu:~, 
b.v. Dk~t bvhulp van Gi.::.t:t r:;,._;l.ij!\.1"i10gi.;lijlU1~id;adufin.iti.:..·, d.i0, zoals bil1 
von Krll:.!S b0s1n:·ol-c0n is; m;Jch,:11iiGch e,;~definluurd. ls. Als n.Len b .v. van 
vur: <iobbe l8t..:.an door m0chtmi::;ch(;; r•h;tingt;n h0~ft b.:;:paalti, d:~.t; d~~ztJ m~t 
Bt0.vko 00nudt..::rinf, sy,.rm10triBd1 .i!C: ,;:n ui.;;.;n w1:0t, tl•":l.t; m,yt; div dot:>bC:;-lottH::1n 
1.:.-;n ti.:,,r gI'v.Jt aantal worfh).n. ii_;uda.:in if;, d.r:i.n kan :~-.:.:n iJ.it Cl!';; stdlling; 
va1~ i:\~1·noulJ.i nog g0011 ~ri1':~l(:! ccnclusi0 trekk.~H orutr0nt dto i'qn, \Vaarm",~ 
J.-::: v-.,r-;. .. rnhllL .. riu.0 .kvrilllurk,m zi jn opgl:ltredt:Jn. 't zoals Bernoulli, La:rlric.::, 
Pois.:..;on 0 ,.';l. c.i.achturi, dat wi;;l hdt g,ival was. Ziel.fs als 1u.-m math,.;mq.tisch 
u.:} b(;:v!.;ie;ing v:7tn d1:: t.!.c.bbvlstc,._,:u voll0dig zou kunn0n volg.Ji.i. on sls m0u 
zvu kun:::1-.;.n bciwijzl~~n, o_p dt' mani0r zoals dit in do orgod~nth0orie tlJn 
bvho ...... v ... :: van d:~ :Jtatistischo m..:chanika g0daan wo_r•dt, dac :'b.i.jnr.1 alle 11 

ban\Jn (a.w.z. allt= OJ:> t::-::u v0rzaru0ling va.11 di:¼ ma.at O Xia) gGlijk0lijk 
ovor d\~ 6 1r1ogelijkhedun V0rd...::..:ld zijn, dan zou dit nog g\;),:Jn e11k0ltJ 
ccnclusiv to8lat0n met b0trokking tot wat i;:r wez.::nliJk gub:ur,;;:n zou.. 
I:i t r·osul t-"l.tit ware b. v. loi;;isch. z00r wol te vi:::r~nigeti m0t d,j mog0lijk
heiu, dat allo \VOrP,rii!si1ltaten =l waren, 

h{,:i.n h,;;eft on<.1~r all(;) omstaudighBd0n c0n '2:Xtra ''h:y-pothese '' nodig, 
di.:; vrin dt; m0chrmis cho of' and.erv aymmi:>tr·io l;;;idt t-Ot geli,jkh0id. van 
statisti8chc:· fri.'!quenti~s. De logisch~ fout, waar.·op do 0V,).l'gang van d(:; 
fl ..... t..9...J:.l-i:.~ van. Bernoulli-Poisson tot de (~m_pirischa) Ytet van Poisson 
b...:ru-et, is v-:in b0tt·k0nisverglijd.:i.ng, t_il, via h0t wooru :twh·' plaE1ts1riudt 
Dit woord wordt aanvanl<elijk in ni,:t-st.atistisch0 zin (b v. al:.i 
~~~!_GCh,-::. "g~lijkn10g0lijkheid ·') iJ:.L hct formalismiJ g01ntroduce\i:rd 011 
achturaf in de zin vo.n statistische g~lij.kmogvlijk.haid ui t h~t forma-
llsmo gcwo.i·pen. -

lG) Q~e],ling -~ILBay0s. (Rev THrnJU~S BAYES, t l 763; An Essay tmyarus 
solvi.ng a Problem in the Doctrine of Chances, post.huum. gopubliceerd 
in 1763-64 door R.Price). 
Deze luidt, zoals rBeds ender punt 11 is uitaengezet~ 

Vormen A, ••• A"" e.::in kategorisch syst0em van eventu.ali teiten \;ln is X 
e.an willek0urige eventuali t0it, dan is; . :p4.(X) .P(A · l 

PX (A, )=->-£ 1 P;4.(X).P(A;) 
J 
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De P(At) word0n de a priori-vJ1.n van de ev011tuali tei t\:;n Ai. (hypoth8sen) 
g1;;nOdma, de P)((A,) de a posteri,ri-whn op grond van het experiment x. 
De me8st0 to0passingen komen nu daarop ne~r, dnt A1 ••• A~b0tekenen, dat 
Jen of andere pnbdttJ:t;ide wh p aan zeb::re voorwaarden voldoot, b. v. 00n 
wa'.:1rde tuss~n fj} en ; he8ft. We o.u~den d~ t ~:::1torval ar:in met ;, • J?nn is 
<1us A; aequivaient met. 1p E. I;, en .P(.A;) is da kans, dat PE. 1, 11.st. 
Nu 'rvordt b.v. h,;3t experiment gl;nomen, b0stam1d...: uit ll onafhanh .. 0li.jk,:;1 
pros:.➔Vi.fU ,Yv,-,y.", 00n al t.Jrnatief, waurbij tn::ln mt:t d$ knns p over(:;!~nko
mend variabel fq f bDpaald wordt ;;:m wa.arbij hiervoor tJvil b._,,.paalde waar
dc.1 ±:-, gevomlt:n word t. 

:Xis na aequivalent met f~fo 
1='1 (A,). is. de kans, d:3:t .1Y ~ ~i I lir:;t, als f,..,.; wa<1rt:!,1J.1:1om1Jn is. 
PA (X) 1.s de kans, dat r=f. is, als, p E: I~, ligt. 

GcwoonJ.ijk gaat mt'ln dan tot vd0 lim:i,.ot over, doordat men de intGrvallen 
I 1 willekeurig klein laat worden (k ➔~). 

We schrijven dan. P( < d S _ <l.P(G ) P, :,, p < p I + p / - I 

p (p, ~ p < p I +dp / = d1J". P, ) 
~n PA-(X) wordt: Pp,(~, dvw. z. do wh d<:1t f=:lo is. als p de :prcciess;} wa:ir
?0 1/, 1h1.:;0ft. JJe stvlling van Bayes wordt dan onder w0glatJ.ng van de 
l.lldl.CGS • dP(p) .p. (f) 

d.PI (p) = /ll r;(f)-:1dJ?-Cq) 
Zoals reeds gezegd, bestnat X uit n o.c1.afhankelijke experimenten met 
het al terna tief ,Y v, --.y , terwij 1 f het met p overeenkomond.e fq is. 
Dus kunnen wij hier voor Ff (f) de verdeling van BGrnoulli toepassen. 

Pr (f) =(n~). 1t/(1-p)"II••·/ 
~n we krijgen, daar de numerieke factor in teller en noemer dezelfde is; 

: J11(1-py-"/.d.P(p) 
dP1 (p) - ./ci;.Ri.:Qy-~1.dP(q.) 

" l 1t: moeili,ikheid ligt nu daarin, dat men de a prioristische wh dP(p) 
niet kent. Gewoonlijk neemt men aan, dat de :functie; P( )= J'r~dP( ) 
_continu differenti1:;erbaar is, dus b.v.:. dP{p) - f(p).dp: ,•o q 
Dan volgt. "l(i _ 2...,·11~ ( , d.,... 

dP J ( P) = J? J,. .-••. P. - .. ~Jl~ 
1 f <f,-_1-q)"'·" <f(q).dq 

dus ook dPt (p) is dan van de vorm: d_P~(p) = ~•{p).dp, met: 

W J ( p) = .. J!.'J (!::P.2_ : 1ct(p) . 
J 1 j' q'.'~ (1-q)''"'i i ( q) • dq 

waarin w (p) nog onbekend is·• 0 / 

Nu heJeft echter de vorm q.,./(1-q)'I\•"'·· een maximum voor q=f, zoals ge-
ruukkelijk te bewijzen is, en dit gaat steeds meer overwegen op de . 
overige waarden, naarmate n groter wordt, zodat onder zekere zeer al
gemene voorwaarden voor (o.a. t[(f)=O en Cf'(f) eindig) de integraal in 
de noemer, als n voldoende groo't in, zijn volledige waarde al bijna 
bereikt, indien men de integratiegrenzen vern.auwt tot f-£ en f+f.. 
In de teller treedt het maximum. op dezelfde wijze op voor P=f, zodat 
voor voldoende grote n geldt: Jtj/P )dp·~ 0 als f niet in het interval 

f 1 tot f 1 ligt (doordat de te1~\r-klein wordt) en: 7 Jj(p)dp~l voor f 1 $f ~ ±~ (doordatftf} uit 
teller en noemer wegvalt). 4-\. · 
(Voor een preciesere uitwerking van deze limietovergangen raadplege 
men b.v. von Mises, hoofdstuk II). 

D1t betekent dus: d.PJ(f):::::',l voor n voldoende groot, zodat de kans, 
dat p lie;t tussen f+L o.rl. f-l tot 1 nadert voor Il-"oo • 

Aan dit veelbelovenq. resultaat; kleven echter twee bezwaren. 
1) Er i~ ! w~nneer omtrent <f (p) _ in het geheel niets bekend. is, 66k geen 
zekerheid, dat·aan .de voorwaarden, hoe zwak oak, voldaan is. 
2) Bij het praktisch gebruik hebben we steeds te maken met eindige 
en heel vaak zelfs met tamelijk kleine waarden van n. In dat geval 
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treedt weliswaar in de plaats van de exacte on.afhankelijkheid van 1 (p), 
_dit~ na limi~tqv~rgang pn.tst;l'i:::1.t, eon q.pproximatie:szt;;; qnafhank.elijkheid, 
·maai.' de ·vo6rwaanien; waaru.&ri ·(o( p) daartoe moe t v6ldoen, worden dien.L 
uver·eenkomstig rigoureusc:2 ( t/ v ~ mot~ten grootheden) waarvan voor de 

limiets·~cllinfj de• eis van .2_\1:i_d_i;\:i~~~Jci. voJdoende is, nu klein t. o. v. n 
1ijn). DB onbekeL.cihe:L<i vs.n _r,(.p) wordt du,3 bi;i eincU.ge (resp. kleine) 
steoKJH·oevGn zeer 7881 errIB tic.;er. Gewoonlijk red t: rne1~ zich ui t deze 
moeili;j1-<:.l1t=iid door e•:::nvoudi.g aan tc nc::m(m, dat y;(p)=c:unstant, dus =l is 
Vfo zu.llen di t de h2,_120J~i'.l::?_S..£._Y.e1~.)~_r1_;y~s. noem.en Bayes zel f' heeft een der
gel1jke hypotho8e alleen voor 1.:n:m heel specia3l gevc1.l gemaaKt; zijn 
onderzoek h[1d b0trexking op een vraagstuk over billardballen; die wil
lek.eurig over het b::.llard rollen; hij meent te bewij:-~en, dat de ''a -
priori- whn· 1 (beter: onvoorwaardelijke whn) ~ dat de bal in een strook 
tu,;3,;;en 1, en l.z (gel!W.:ten in de lengterichti.ng) blijft liggen _ 1, -1:i.. 
is, als a d;J tutal e lengt'H iFJ. Hoewel di t nier.;, zoals bayes - a 
TnE;end•:~, een bewijsba1·0 stelling, maar een bypothese is~ kau men deze 
::i.n b'.:.Jt __ door )~a~8 ... .s. bcl},ac.tq,elde _€Q_1:1ciabe _geva]., niet onredelijK noemen. 
Bay,:ls i:.:tel.t r~.1'l Lcantwoordt nu de volgende vraag; men laat een eerste 
llal over n~-~ b.i1lara. rollen. 1.Jeze komt op een a.fstand x van een df.;r 
kortt: zijd.cn. 'tot rust. Een tw~ede bal, die men (k+p) maal over het bil
lo.rci laat. roller .. , komt k maal in de . rechth"c.>ek, bepaald dom::- x on ge
noeradi., korte ~;l jdo en p maai bui ten die rechthoek terecht. Gevraagd 
wordt elf.: kanG, dat x tu:JSf)ll twee gegeven waaruen b en c ligt. Het ant
·wo,Y.1.'d ~ d.:-.1t Ji..qycs vindt~ luidt in ruoder•ne notatie, als men q=x/a (t;. is 
ler:..~~te van het; billard J, :c.==k+p l~n f ,;k/n stel t. /;.f: ,,I ( 1 _9 )"-"/ ctt· 

overe0nkorn.erc(l i:;et het doer ons afgeleide resul•·l~<}"/ (l-q)"·11
/ df 

ta~t voor ~(c)=l. 
I~di~n 'har1 cl s onderi:.~tcllii1g g' (p )=l volJaan ;is, wordt d.e noemer· van 

f,(.p) dus; J'qn/ (1-q)"''"fJ.q_. N11 iu de f,e~?.::f~-!2£1.~t:.. o±' ~£'.£.~in:!2,~graal 
,r:'.ln .f!~:1ler ~ o f 1 
···--·-·-•---- B :' .., .. , ) - -!'·t 1- -~1,1 I·~ ' l_,,' '.:i. - X J:,,. U,'l.. 

IJ;Jz0 wordt e;ewoo.2.1.Jj.,jk ui t,gBdrukl in de 9.?.:~~!!~::!'.l!;nctie o:f !lYeede i:.tegrual 
Yfill_E-q!~~ res) ::: j":)-½_,j-1 dx 

Vcor gehelo s is deze lae.tnto =/(B-1) ! 1::-en notatie, <.:i.ie wij oak zullen 
gebruiken voor niet gdi.ele s. ';Je def'lniG:.cen du.s. 

ex/,, j"edt/dt .: r (Ji-1) 
0 

Deze defin.itia i:.:; geldig vor.:.irn (~) > -1, aA.nge.zian dan de int02;raal con-
VBI'g&nt is. De functi,-: kan analytlsch voortgez~t wordt;in. ever het gehele 
complexe OL-vlak &n bli~kt enke.lvouclige r,ole.n te hebben :Ln al1 <J gehelc 
negatieve waarden van o(. 
B (p, q) convergaert, indh~n at ( [J) > O en lit.( q) > 0 is en in dat guval geld t ~ 

E (p q) !": r~·r,. >-r~ q2_ 
' r,p+q1 . 

dus vooro{>-1 en/j>-1 geldt: 

J'x« (1-x),idx = rJ! ~! · 
0 (d +/4+1) 

Leze laatste betrekking wordt ald~- bewezen. 
ci.lpl= j'7sY dx. J:-Jyf.>dy = Jf dxdy( e•x•:tx-<yf->) 

substitueer x+y=°t, x/(x+y)-=u, (functionaaldeterminant :::i~t), d~n kom.t er~ 

dlf ! =1rt1 ~u. e·1 (ut r { ( 1-u )t}~ t :: (d +f;+l) ! ~~o( (1-u)~du 
lie geldigheid van de omzetting van het integraalproduct in een dubbele 
integraal en haar transformatie is voor}t/Jj>-1, otf~)>-1 gemakkelijk te be-· 
wijz~n. Met behulp hiervan wordt: · 

r4(p):: rnftT~1~.kf)! r>1•t<1-p/'~"/(onder voorwaarde'f(f};l) 
.. 

Waaruit nu gemakkelijk volgt; 

het gemiddelde. p = i'p. o/f p )dp = 
(n+l )/ · (nf+l )/ (n-nf )1 

(nf)/ (n-nf)! • (n+2)7 = 

wat voor grote n niet veel afwijkt van de modus, die =f was. 

nf+l 
n+ 2 
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1-p = n(l-f) + f. 

n+2 
Verder willen we ook de spreiding kennen ( .-) , die gedefinieerd is door. 

tr"= (p-i5 l = pl -p 1. 

waarin. p1 = / 1p1 ~(p)dp _ 11 n+ 
d.ua • (fl.= r~~:~ f~f:~ -1;+;1 l = \_If.f.+~~(n-nf+l) = J!+* )(1-f+;) 

l ~ (n+2 (n+3} n+3 

is, 

• (l+ .:.)' 
I\ 

1 

Deze uitdrukking voor het kwadraat van de spreiding is, wat de vorm be
treft, te p~1;~Jijken met de bij de verdeling van Bernoulli optrectende, 
te we ten l -··:, , waarin zij voor n» 1 en f=p overgaat. 

Op deze wijze wordt het vraagstuk gewoonlijk (voor eindige n) aan
gepakt. Vraagt men nog naar de kans, dat bij een nieuwe, dus (n+l)~ 
:proef,. weer een succes zal optreden, dan is deze p, .l!""~dien pi ~P < p, +dp, 
is en de kans, 2:_9-t._ aan deze voorwaarde l(Oldaan is, is~ f/P, )dp1 , dus 
de totale kans is. . p = J p Y/P )dp = 1~++i . 
Vlaren alle vorige resultaten successen (dus f=l), dan is deze kaM d.us 
n+l D. 't' kk' d · · n+2 • eze ui a.ru .t.?g wor t ''121.. d~ su~~3:..9E:'' genoemd. Laplace ge.eft 
ne volgende toepai3s1.ng. gedurende de hele geschiedenis, b. v. 5000 jaar 
o.f 1. 82b. ~:n.3 dagen is waargenomen, dat iedere dag de zon opging. Men 
~an dus_l.826.214 tegen l wedden, dat de zon ook morgen op zal gaan. 
Deze loi de succession wordt natuurlijk door alle modern~ schrijvers 
<;1~S zinledig beschouwd., ook als zij de hypothese van Bayes g0rechtvaar
d.1gd achten, o. a. daar de ond_eriJtelde onafhankelijkhi:-•1 d .d,-:n:, ttr.;,~pr->riroen
ten·' nergens op gebaseerd is. 

Hot voor de tvepe..oci.ng Vo.n •1e st~~llh1g von Bayes karakteristieke 
probleem heef't betrekking op een. vaas, gevuld met .N ballen, waarvan een 
onbekend aantal, Np, wit en de overige zwart zijn. Bij n trekkingen met 
terugleggin~ worden nf witte en (n-nf) zwarte getrokken. Wat kan men 
zeggen over de wh-verdeling van p? (onder verwaarlozing van 1/N). Het 
antwoord, dat gewoonlijk gegeven wordt, luidt~ over pis a priori niE:ts 
bekend, de a priori wh-verdeling is dus de homogene verdeling. We heb
ben echter gezien, dat men van een ander standpunt beschouwd ook als 
wh-verdeling kan nemcn de Bernoulli-verdeling met P=J, indien men nL 
aannBemt, dat ieder van de N ballen evenveel kans h~eft een witte of 
een zwarte te zijn. Om een duidelijk beeld te krijgen van de richting, 
waarin de oplossing van de moGilijklieid gezocht moet worden, trachten 
we he~ wh-begrip bij de t..p(pj te el~mineren en te vervangen door_finiete 
fqn. lJaartoe nemen we aa'h, dat 2r i .. :p.v. een groot aantal trekkingen 
uit aen vaas een groot aantal, b v. M, van <l-➔ ~e vazen zijn, waaronder 
M.f(p).Ap, die minsten pN en hoogstens (p+l\p)H witte b:;ilJ.en bevatten. 
De vraag welke fu1:3-~tie <tl (p) h~er genomen modt worden,. hang,, of' van de 
vraag, op welke wiJze cfe vulling der vazen tot stand 1.s gekoman. 
Is dit gebeurd doordat men een grote hoop wittB en zwarte ballen had, 
waarin de witte met een fq P verteg0nwoordigd waren 0n waaruit men door 
blindelingse trekkingen de vazen gevuld heeft, dan zal <P (p) ong0veer 
met de Bernoulli-verdeling voor .P overeenstemmen, dus; / 

r(p).j~(J~)p"P(l-P)N.Np • 
De homogene verdeling kan echter ook Z~dr goed (natuurlijk bij benadering 
O}tred~n, b.v. wanneer in elke vaas .zoveel witt~ ballon gadaan worden 
als aangegeven wordt door een daartoe gedane. worp met een (N+l)-zijdige 
dobbelsteen met 0, 1, .•• ,N ogen. 

Uit dit voo.rbeeld is het duidelijk, dat de keuze van een bepaald0 
.. functie ~ goed of fout kan zijn en dat b.v. het toepassen van de hypo

these van Bayes, wanneer er geen .nadere gegevens zijn, niet het karak
ter h8eft van een wh-theoretische onderstelling, maar van eon pure gis
sing zonder de minste wetenschappelijk~ fundering, die alleen daardoor 
in vele gcvallen gBen al te ernstige consequenties heeft, doordat de 
verandering van de functie<,P(p) in het resultaat doorgaans slechts tot 
.relatiGvo verschillen van de orde 1/n leidt; maar indien de juiste ~(p) 
in de buurt van (maar ni~t precies bij f) afgeleiden van de orde n"'b~zit 



kunnen de fouten aanzienlijk grcoter woroen. 
Slechts weinig schrijvers hebben t a.v. de hypothese van Bayes een 

kri tische houding aangenomen. 1ie vermelden daaronder J. FRr,;s (reeds in 
1842!) en J.BERT.R.AND (18,38) er. vooral de Engelse st;atisticus R.!\..]'IS.dER 
(1922). Ook tegenwoordig worjen nog vaak onvoldoend kri tische bef;chou
wingen over Bayes gegeven, D. v. J . .l). v. ROOIJEH (De whr en het thrs c1j:erna 
van Bayes, openbare les, l';?.:+l). B.L.v.d.WA ... KBDEN heeit, na eersc enige 
publ.icaties op de hypothese var.. Bayes gebaseerd te hebben, deze lclter 
prijngegeven en vervangen coor d.e theorie der Maximurr:: L:Urnli:.1ood vh.n 
R.A.F1£;her, waarop we luter- uitvoerig ingaan. De. geofysicus H«TLPFRTsYS 
maa}::t in zijn '11heory of P]·obability (1939) eveneens een herhaald ongd-. 
rechtvaardigd gebruik van de hypothese V(:lll Bayes en zelfs van het indif
ferentieprincipe. 

17) Geometrisch.e whn. ~Perwijl de oorspronkelijke elementaire wh-problemen 
be trekking hadd8n op ej;11clige wh-velden, traden al spocdig problemen op, 
waarbij het wh-veld e01: e~u-- of' meerdimens:i.o.naA.l ccntinuum is. Deze war
den ''geometrische" wl'l---,e1dE:•H [~enom:-id, al zi;in de oustf~ daarvan niet aan 
geomet.rische, inaar aan statistischc problemen ontleend (Johan de Witt, 
1771, sterftekansen; \Taac;n t;u.l:< ken ove:r in0nting ~cega:o J;okken bij de 
Moivre, L.Bernoulli ~.a.). Hct beK8nC.ste der geowetrisc.he wh-problemen 
in engere zin is het naald:probleem van de t,er•)emde bio:1 oog Buf'fon 
(G .. :,.L.de :BlfFFON, l':O7-l'l8i.3, Essai d'3.t'ithmetiq1ce morale, lT/7, ver
schenen in het 4§ d~el van het s,.1pp1 e1Tt131rt a ,l 'Histoire n.aturelle). 
1ii/anneer men een naald van de leni0:te 2a laP.t vallen op een plat vlak, 
waarin een stelsel aequidistar~te evenwijdige lijnen (afstand van twee 
opeenvolgende lijnen =2b) getrokken is, hoe groot is dnn de wh, dat de 
naald een lijn zal snijden? We beschouwen alleen het eenvnuctigste geval 
a S, b. De kans t dat de coo.rdinaten van het midden van de n~ald (y-as 
langs een van de lijnen) gelegen zijn tussen x en x+dx, resp.yen y+dy 
en de hellingshoek t.o.v. de x-as in het interval 0, 0 +d0 bevat 1s, is 
evenredig met dx.dG en onafhankelijk van y. :Cen rechte zal ge8neden 
worden als voor een geheel getal n \x-nbliatcosBl. Men kan zonder 
beperking O < x < 2b en O ~ 9 <.7T onderstellen. Dan is cie gezochte wh. 

:i: J j"'"?I J' 2}<l& dx 2a cos0d9 2a . 2 
P~ 1~~ r~x = ._.112,ro ~ 11' b , dus b. v. voor a==b P=7r • 

• 0 i 

M.F.REC.tlET heeft betoogd, dat men door het met deze wh overeenkomende fq 
experimenteel te bepalen, de waarde van -,r even nauwkeurig ka.n benaderen 
als met zuiver geometrische experimentele methoden. Buffon heeft nog 
enige soo.rtgelijke problemen behandeld, waarvoor hij echte:r..· foutieve 
oplossingen gaf. Later is het probleem uitgeoreid ·tot. willek8urif~e fi-
guren i.p.v. naalden. ' 

ive merken op, dat de integratie over y niet kan worden uitgevoerd, 
doordat de teller en noemer oneindig groot zouden ·.vordsn,. 
Een ander probleem van geometr:i_tJche whn is cloor .J. E:~.E'·l'RA.ND gesteld. 
In een cirkel met straa.l B. iivordt edn koorde willeb•;,_~:l'ig t';t)tro~tb'.~_:m- floe 
groat is de wh dat deze met dt:l concentrische cii·~el m<::t st1·aal JR een 
punt gemeen heeft? . 

l~ Opl. Zij 9 de kleinste door de koorde opgespaJn1.en boog ( 0 _5 f) ~ 71"). 
De wh is onafhankelijk van de keuz,e van e(§n einJ.p'.Jff,_;, en Jialig;t dus al
leen van 0 af. De kans, dat deze boog tussen & en 0 +a0 ligt is 1revenre-
dig met d9. Aan de vooriNaardo is volda.an als l,"lP J. 1r , dus is P J~d 0 l . . ::..) =-}rv-== 3' 
. 2~ Opl. Zij a de afstand van het midden der koorde tot het 0 

middelpunt van de cirkel en tp de hoek, die de verbj_ndingsli jn dezer 
punten met een vaste rechte maakt. De gezochte wh is ona:'..'hank0li ,jk v~, l'f, 
en eveni.·edig met a. Nu is O <a< R, terwijl aan de vocrwaarde vola.ae.i1 1 

is voor O ~ a< .'.}R. 1i" ., = 
D ;::,. l) dx ·t 

. us is; ~ = J."tix = 2 

3~ Upl. De kans, dat het midden van de koorde in een opperv:Lakte
vlement ter grootte r.dr.de ligt is hiermede evenredig. 0aarbi~i is 
0 < t,' < 27T, O < r < R, terwijl de voo;rwaarde luidt. 0 < r < -½R 

:. ';' :fl. -c : C 
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Jf( lf(. 

/d01 'rdr 1 

p = J1d0 ftt ~d;- :: ii:• 
Dus is. 

0 C 

· 4~ Opl. De lengte a der koorde kan ,?lle waarden ~ 0 en ~ 2R aannemen. 
Aan de voorwaarde is voldaan als a~ HV3 is. Dus is P=-1/0. 

De oplossing van deze "paradox van Bertrand'' wordt gemakkelijk ver
kregen door generalisatie. Zij 2en figuur bepaald dpor k parameters, 
A,, ••• , At, die tezamen cea gebied G doo:r:1open, F.J.n zi,j de wh gevraagd 

dat het beeldpunt der fig;uur in een geb:i.ed Ac G ligt. Indien de wh, dat 
het beeldpu.nt in een elemen;; d.,\ 1 ••• d;-..Kligt op oen constantc factor na 
gelijk aan de grootte van d!t element is, is~ 

/4d,,\. ••• d,>..~ l,4 
p = j dt\ 1 ••• d>-r:. = 7c;· 

r, 
Voert men echter k andere coordinaten J,t-, , ••• , f1;. in, dan is" 

.... .. /"ti ( ~ I , •• ~ , Ai..~ 
d "'' ••• d '"1<. = ....._ ( . d 1-t, ... d ~t.., "p,_,•••tfr. I 

dus (als de tran.sformatie niet lineair is) niet op een constante factor 
na gelijk aan d f, ••• d \-Li-., terwijl ui t de onderstelling, dat di t wel zo 
ware zou volgen. j d d I 

p : 'A' I • • • ~•t_ : _![. 
dd~, .•• dft. Ic.,' 

wanneer .N en G' de beelden van A en G in de ruimte der J-t, zijn. De 1'pa.ra.
dox•t is dus het gevolg van onderling strijdige aequiprobabiliteitson.der
stellingen. 

De vraag, welke aequiprobabili tei ts- ( of andere) onde.·:-stelling dan 
de juiste is, daar toch in bovengenoemd voorbeeld alle drie even plau
sibel zijn, is voor zover ik weet alleen impliciet beantwoord in 
Frechet 1s beschouwingen over de "categorie d 1 epreuves:' ~ 9-_£.._juistheid 
YfilL&Ulu~n onderstelling nan~~t af van cie wi,jZ_f~_, __ wo.~rop het ~xperimen~ 
genomen wordt. B. v. is het d.uideli~ik, dgt de oploss:i.nfj va1:1 Buff on I s 
naaldprobleern niet experimen,eel gerertliseerd :V:an 'Vo:ecten, doordat de 
wh niet onafhankelijk van y kan zijn, daar de naald niet onbepaald ver 
weg kan vallen. 

Opgave; op welke wijze moet het experiment genomen worden, opdat elk 
der vier genoemde oplossingen van het vraagstuk van Bertrand (natuurlijk 
bij benadering) gerealiseerci word.t? 

18) Inductieprincipe. De vraag naar de gerechtvaardigdheid van het indue
tieprincipe, dus de vraag, ot het logisch Qf in andere zin .:'a ti one el 
verantwoord is, toekomstige handelingen naar vroegere ervaringen te 
richten; is herhaaldelijk opgeworpen, speciaal binnen het verband van 
de whr. Dat dit principe zomin op logische basis als op de ervaring 
steunt is•reeds door DAVID HUME oetoogd. 

REICEENBACH tracht het inductj_eprincipe wh-logisch te 1'underen. Uit 
een eindige waarnemingsreeks kan niet met zekerh-o:i d geconcludeerd war
den tot. het bestaan van een limiet. Hij vervangt nu het i nd.1:1-~~-i._enrincip~ 
door de !_nductieregel: Indian een eindige waarnemingsr~eks is \vo.r..u .. 't.'PY10-

men en ind.ien niets bekend is over de wh van het optreden van een be
paalde limiet p van de oneindig voortgezette reeks, dan ste~len ~i~ 

.,, ( "setzen wir"), dat het f q der verlengde reeks tot_ een bepaa..Lde limiet 
nadert, gelegen binnen een interval f-C~ p ~ f+~, dat bet waargenomen 
fq f bevat. 

Reichenbach is zich volkomen bewust. 
1) dat deze regel (met er..., O) niet bewijsbaar is, . 
2) dat in bet mathematisch model der whr bewijsbaar is, dat zij niet 

in alle gevallen met tot nul naderende d kan gelden? en . . . 
3) dat haar juistheid of onjuistheid (met 6->0) niet verifieerbaar 1.s 

en dat het geen zin heeft, niet alleen van de waarheid, ma~~.zelf~ ~an 
de wh van deze regel te spreken. Doordat hij de ;•Setzung·' bJ. J emp1.r1.sche. 
verlenging van de reeks vaortdurend aanpast aan het fq van de ge1?,ele 
tot dan waargenomen reeks, zodat we dus voortd.urend onze waarnemi~gen 
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corrigeren, meent hij t~ kun..~en zeggen, dat, als de liroiet bestaat, we 
die ook. ''tenslotte·' zullen benaderen. Op grond daarvan betoogt h:i.j, dat 
het aanvaarden van de inducti.sregel toch in ieder geval het verstandig
Bte is, wat ~en kan doen en in ieder geval verstandigr;;r, dan het volgen 
van profetieen van een waarzcgger of een orakel. De vraag, of het geloof, 
dat de inductieregel werkelijk tot het doel zal voerE;n, dat wij allen 
volgens hem bezi tten, te rechtvaardig(:;n, is, beantwoorclt hij ondubbel
zinnig ontkennendt maar volgens hem hindert dat ni:➔ t, omci£1.t wij ook vol
gens· de inductierogel rnoeten handelen, wanneer we er niet aan gGJ.oven. 
"Die Induktionsregel ist die gLinstigste Setzung, weil sie die einzige 
Setzung ist, von der wir wissen; wenn es uberhaupt moglich ist Zukunfts
aussagen zu machen, so werden wir sie durch diese Setzung finden. •1 

'Afgezien nog van het (overigens zwaarwegende) feit, dat Reichenbach's 
inductieregel zinledig blijft doordat hij niet aangeeft, hoe groot S in 
een bepaald geval gekozen moet warden, is bovendien de vraag die hij 
behandel t een schijnvraag. Immers wat betekent. •1redelijk· 1 of' ''v8rstan-
dig•1? Men zegt gewoonlijk, dat iemand ;'onverstandig 1' gehandeld heeft;, 
inclien hij geen rekening heeft g0houden met vroegere ervaringen van 
hemzelf of soms ook van anderen (dia hem bekend zijn of 11lthans konden 
zijn), d.w.z. met het inductioprincipe. Het heeft daarom ool( geen zin 
van e0n 4:nductieprinci·12e te spreken, maar allE::en van eon ~ductiemethode 
(of, zoals Reich8nbach cloet. van een inductierep:el); .iiv1ens0n handel12n 
gewoonlijk zo• 1 .De volgende passag,;' is ontleenU"a:an mijn s~y-mposiumvoor
dracht over 11Mathematischu en }Gmpirische Grondslag0n der Waarschijnlijk
heidsrekening·' (Ned. 'l'ijdschr. v .natui.1r~cunde, 19L~O/;H); 

11 Ik herinner me eens 8811 beschrijvi:r1g v-:1n E-JEm. •:r>::perimc.mt gelezen te 

hebben, waarbij een bioloog een kikki:3r e0n vlieg voorhiuld. I;>e ldkker 
bevond zich binnen een gesloten glazon terrarium, r10 vlieg erbui ten. 
Natuurlijk hapte de kikker. Het ,:;:xpor.iment word 80 keer h\'.:)rhaald en tel
kens hapte de kikker. Hij hanclelcle dus niet volgt::i:1s he t _i_rniuctiuprincipe. 
Het inductieprobleem beholst d0 vraag. had-hij ong1Jlijk? Ik bcJn er niet 
zeker van. ik v~rmoe·d, dat de bioloog na afloop toch hem de vlieg wel 
gegeven zal hebben, als beloning voor de moeite. M.aar dan berust hi;:;t 
antwoord: irKikkers hebben gelijk hct inductieprincipe niet tc➔ volgen, 
want waarschijnlijk krijgen zij ten langen lest1;: de vlieg toch·', zelf 
toch weer op het inductieprincipe. In dit geval kan mc::n tot niets an
ders concluder.an dan~ mensen handclen doorgaans anders dan kikkers. 

G.NEYMAN (Actualites Scientifiques et Industrielles no 739, 1938) 
formuleerde zeer duidelijk dit standpunt aangaand8 het inductieprobleem~ 
·'Il me semble, que nous ne pouvons savoir ou connai tre CJUG • 

1) les resultats des experiunCl:lS-deJEieffoctuees;--et;. 
2) les consequences de quelques definitions et postulats ••• 

Notre attitude a toute affirmation de caractare autre que 1) et 2) ne 
peut etre decri te que par les termes 11 croyance 11 ou "doutd" .•••. 
.f\!1ais so decider a ·'affirmGr;' ne veut oas dire 11 savoir· 1 ni mcme ''croire·'. 
C'est un acte de volont~ precede par quelques experiences 0t quelqu(:)s 
raisonnements deductifs .•. Par consequ.-.mt il me sembl1.;, q_ue le t 1jrme 
11 raisonnem.t:mt inductif '1 ne corr0spond pas a la nature du proced~ ••• 
Plus gi.:1neralmnent ju dout0 qu '11 existe des eas o·:'.t l I application de ce 
term~ a une llilJthode statiEtj_que soi t plus jus-cifi;j(:) qu~: dans le cas 
present. Si l'on veut un t0rmn special pour decrira ces methodes ••• 
on pourrai t peut-ctre pro;,oser; ·1com.portement inductif'''. ;, 

Tenslotte verwijz~n wij in d.i t verbanc1 nog naai· de "loi de succession11 , 

genoemd in een vorig punt, diE.: et5n vc1n de vorraic.::n ia, di8 het inductie
principe aannoemt, als slechts '1successen· 1 zi jn gt:constateerd . .1:-Iol'!wEil 
het daar aang1::1haalde voorbueld van Laplace tere:nwoordig onigszins 
belachelijk aandoclt, is het geen...szins overbodig er op te wiJz,en, <?B-t 
er ook tussen de ··natuurwetten·' en de ervaring slechts een inductief 
verband bestaat. Het is geenszins in strijd m::.:t de l.2.S?..;.~9.., dat b.v. 
de rich ting van de zwaartekracht plotseling zou vt::rancler0n. Warmeer 
men het ;'onmogelijki' noemt, dat b.v, de zon in het ~oste_g zou opkomen, 
heeft di t alleen d8 :esychol?gische betekenis, d<;1t men zic~ ho6~en1;1-amd .. 
niet kan voors tell en, dat di t zou gebeuren en d1enover0 enKomstig 1.n ziJn 
'inductiefhandelen·' met deze mogelijkheid in het geheel ge1..m r,;kening 
houd. t. 
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19) Logisch empiristen en ~if;.ci. Ons overzicht van de belangrijkste 
theorieen7'die met betrekkingto-; de grondslagen der whr gegeven zi.jn, 
leidi.J tot een tamelijk negatief resultaat. Geen enkele der theorieen 
bleek in staat, op bevredigende wijze een verband te leggen tussen het 
wh-begrip en de bij empirische problemen waargenomen fqn, terwijl voorts 
de subjectivistisehe en objectivis;;ische opvattingen doorgaans scherp 
tegenover elkaa.r t;e.ste1d worden ,. zonder dat men ru-,p;aat of ze wellicht 
beide een element van juistheid bevatten. De voornBamste oorzaak van 
di t falen der bestr-1.t.inde theorieen bestaa-!, daar·in ~ da t .men van een ver
keerde probleerisT,c11ine; ui tgaat. Men kiest tot u.'L tc,.:.~1 g~;punt een bepaald 
formalisme, in casu de klassieke ma"c:C.tematische thecri3 d.er whr, bemerkt 
dat de daarin voorkomende groothede:n onvoldoende geJofinieerd zijn en 
tracht nu alsnog een interpretatie daarvoor te ge,i n1.. M(=:n vraat:,r"t: ''heeft 
di t begrip subjectieve of objectieve betekenis; beschri;jft het een 
graad van zekerhE-:.:id of van veelvuldigheid?·' 

Deze laatste probleemstelling is in overeenstemming met de opvattin
gen van de filosofische richting, die zich de lo:•:l.sch em iristg_9.he 
noemt, en die voortgekomen is uit de Wiener Krets ±_1930). Oorspron
kelijk was de centrale figuur de filosoof MURIT'Z t~CHLICK, gestorven 1938, 
Voorts behoorden er o.a. toe de wiskundige HANS 1U~HN, gest. ±.1934, de 
socioloog O'I·TO NEURATH, gest. 1945, de logicus RUDOLJr GARN.AP en de 
fysicus PHILIP FRANK. Omstreel:'"..s 1938 heeft deze groep z;icL ondc➔ r l eiding 
van Otto Neurath met enige min of meer verwante groepen verenigcl tot 
de Unit:y-ofScience-movement. De hier in het bijzonder bedoelde opvatting 
is vooral door Carnap verdedigd. 

De facto is deze richting, in het bijzonder Carnap, meer logisch
formalistisch dan empiri.stisch georienteerd. Zij beschouwt als de,voor
naamste taak der wo·t<>i.1.tichap de opbouw van een zuiver formeel systeem 
van. bel=lr-1:" ....... i.JVJ.ngen_ ~an waarneming.sresultaten en van de onderlinge re
i~~ies dier bes?~riJvingen, waarbij overigens aan de fo~mele zuiverheid 
b~J hen. vaak vriJ veel ontbreekt. Vfe d.oelen hier speciao.l op een opmer-· 
king, die enkele malen bij Carnap voorkomt, b.v. in de vorrn~ 

·"I'he development of Physics •.. has more and rnore led to that method 
in.the con.struction, testing and application(!!) of physical theories, 
which we call fo;:i:!!2.l?.:.sation, i.e. the construction of a ca1culus, sup
plemente~l by an interpretation". ,, ... as a s;ys~;:::-r,1 of '1k.nowledge", in 
our te~m1.nology ~ as an interpreted s;ystem· 1 • (B. Cei._r_•.:~ni:: The founc'Lations 
of logic and mathematics. Interno.tionc•.l Enr.ycJ.01)ocG.ia of Unified Science, 
Vol.l nr 3, pag. 67 and 50). 

Carnap beschouwt dus 11wetenschap: 1 of 1'kennis" als een systeem van 
woorden en symbole:.1, begrensd door ze}::ere tameli ~jlz. a-.9ric.1ristische en 
willekeurig aandoende voorwaarden met betrekklng tc,t 1've.:r-ifieerbaarheid·1 

en ·•toetsbaarheid·'. (Verg. zijn "Testa'oili ty arii'.i. Ti'is92:1ing 11 , :'Ph.Llosophy 
of Science 3, 1936 en 4, 1937). Carnpa 1 s omschriJving van kennis als 
een formeel systeem, aangevuld met een interpretai.;ie, kan echter nauwe
lijks au ser:teux genomen warden. Zij is analoog runt e en defi:n.i tie van 
11kunsti1 als: een katalogus, aangevuld met een museum (waarin schilde
rijen opgehangen kunnen word.en). 

In plaats daarvan beschouwen wij wetenschap veeleer als een systeem 
van menselijke handelingen, afgebakend door zorgvuldige wa.arneming van 
de gevallen, waarin de term "wetenschaptt de facto wordt toegepast. Deze 
opvatting sluit meer aan bij die van de Nederlandse signif4:_ci. De term 
§.!E!Ihfic,~ is ingevoerd door lady VICTORIA '\iv'ELBY voor een vorm van taal
wetenschap, die niet, zoals de gra.mmatika, woordvorming, of, zoa1s de 
syntaxis, zinsbouw, of', zoals de etymologie, woordafleiding, maar 

.... woordbetekenis onderzoekt. (t'Sense, rrieaning and interpretation·', tijd
schrif1, ''Mind" 1896; "What is meaning? Studie,s in the development of 
uignif'ieanca", 1911). Zi j ziet ons taalgebruik als 11 a hotbed of confu.c-,ion, 

'a prism of senseless formalism, and therefore of barren controversy·'. 
Enigszins vervvante, nag sterker kritische en negativistische, opvattin
gen vindt men bij F11I'l'Z lV.tAUTNER ( ''Bei trage zu einer Kri tik der Sprache·' 
3 dln. 1901-1902; Worterbuch der Philosophie, 1910). 

De denkbeelden van Lady Welby werden in Nederland getntroduceercl 
door FREDERIK VAN E:SDEN (lf360-1932) ("Renekunst.ige gronclslag van ver
standhouding·' 1897, opgencmen in Studieen, o.erde reeks), die bij 
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L.E.J.BRUU'iIBE:, evenals bij G.MANNOURY, verwante denkbeelden vond. (t.E.J. 
Brouwer. ·'vver de grondslagen der wi.skunde· 1 , 1907 ;G .l,iannoury. ·'~.1ethodolo
gi.sches unri J?hiloso_pbiflches zur Elementarmathematik;', 190')). 

In 1917 wer·d het; 1 r.t;(:;_rnationale _:.nsti tuut vs,or __ wi;~s 1Je~~8e:.::·te opgericht, 
~aartoe, behal·1e Ain::.:,i:c.;:•;v, Brouwer en var;::. E·~~ci.rm o. u, u ::.;.-. jlJ:_,1'~H I BOREL 
(1869-1933) erJ. j·J,.C 1,•J: ::::,.7H-?!CSi1 cle HAAK (12\21-.1~?4) beho,,:cd:JrL Late::.· w<::,rd dit 
omgezet in de c.:,·, ,~,i +'i •.~, '.C 1·1•·; rt·,· ,.,~nr+oc.. "o> ·r "":tn r:,·s,:\1,"i'(',;'J''.J (18' •7r;··-104r~ • . ._..,.L. "')··------t .. .i_.., .L-·--·-Q, v.,;O., _L, v v ·- t •vi...J_ \ .... - • .1\ .•. _._,L:J . ./ _,,, 

Princi ,,es de }j ;-1,:··' ~ ,C', T • ''·, ,, ' .:::; co·,"ll()l QG']_' g_1t·; (• 1c1(Yi \i t·,-;· ,· i ~,,.., ,'' 1'1'~' 1·,:) e Cl' e I' 1· n ,J::' - • (.}\p.,_.1..._ .1 ':\ - ,I J': ... J ._,,J. . b ... ; ' ) ... , ,.• 1 J -~ vJ ..... ~ Id> .,._J ... •-·t) ·-

de ze kring gevo:s cdn •:.i ; ;:c, ,·:: LS::; i•::;r:3 zi ~n .i.8 t er clc,cjr clei:1 °./nc •· ::.i. t;·::.:er G. lVIAN.NOURY 
uitgegeven. (;::;io-'.'; ,-.L ... J.~·:in cialoi,;•er:i 1~3·:z.,r;\ 1J·• .• ~,..,vri-'i"1 ~,r--,·, ·~•·1,,~;;,:,·1•s \"erk 

_:_,.,,._- ... J . ....,.._ __ ._ t)' _.r//11 _.,,_.. __ , ~.i-'· 1 .• _.._ ... .._~.,., ..... ~ .. L ..... _1r...,_..,J. 1- IV 

sterk linguisti:3.:::h c.c, ,Jat v0.n De Haan C1li'3 1~htsku·:1dL;:,;8 :::!.~'?ii.flea en hare 
toepassing op dr; b0grlP!Pn:verantwoorclelj_jk., C:tens:1::-:1~.z;·J.j_ji·~ en tot.:rekenings
vatbaar:1;,. 1';116; 1'fa',ch~:.::;r-:undige Significa·', J. 1}J.9) llOi:G v~·'i.j ::.~t:3ik et:ymolo
gisch geor.i0mt10erd 1~j/33, is da significa later, vonr?,l onc.1::r invloed van 
Manno1:1ry e:r. meet' tc~e 0?9l.'gegaan, de menseli,j1~: Q§_l~swI.-t9;rs_c:1~, di~ _met de 
taal in verbar.:.d steE:.r.1. ( ·cr-~(-ildaden), b. v het .ui tsp:;:-0,,:L-G, O}k,chr2. Jven, aan
horen, lezen enz. Vf•n ;~r·;:J~rden, te bestuderen. 1,10g J r-,ter weird het €f,6bied 
verruimd tot het algemenere onderzoek van handelir1f;er:, w:1.ard oor nense.::1 
(of dieren) h8t godrag van anderen trachtGn te beimr1c~3d.,:m, en cl~ru·door 
gaat de si~nific:1 van taalwetenschap over. ·tot sociolq!:L'J en massars;rcho
logie. V3.n de 'ivGrken V3.n 1/IAI.'TI'l'0URY vermelden we nog: ''lVlot:~esic:; i:1~1 I/}1-.s"tiek•i 
1923; Woord en gedachte (inleiding tot de significa, i:az0ucie1h1➔ .i.c~ :J,,)1i het 
oog op het cndc-n::wj_~s in de wiskunde) 1931; Die signif'is,~l:rnn GrundJ.0gen 
der Mathematik. ( E:i:i.{enntniss 4, 1934; Relati visme en Dialnctie➔k., 1 ~;;~ ,S; 
Van ·1Nu en Morgen; si6.nifisdie varia" zijn fragmenten versc.:henen Jn Syn
thetie 1939. Van zijn ha.ndboek der signii'ica zijn 2 van de 3 d,➔ lcr. vcl
tooid, ma•n· no6 niet verschenen. Een iinleiding in ue sigifica", bes tomd 
voor de Servire-redrn, is grotendeels vol tooid. 

20) M2,de;t._vo:r:1EiJ?..f'L~_r.?:, __ f_ormalistisch sLst§_~~· Onze probleemr,.~ellj_ng neemt 
het feit tot \Ji :-;t:}'ll12_:sp\.~nt, dat elk wetensc:wppelijk cn:ierzcck mrJt een 
bepaald £Cl.~. v<:r·:dch1,; tVOJ:'dt, b.v. bepaalde objecten te rna)1:en of te wij
zigen of b,:1p2Hl<18 si tuo.ties tot staq.d te brDr~gen of te v,:)l'u.r!deren, wa,1r
onder zich oc.k pd;-fd1.ologische si tuaties kuDner.:. voo·:,clct::r1 (l:.E t ovc:J:tuiis•3n · 

d i . . l , ' ·, ' h t 1 ' 1 1 b . . ' ) '"T . • 1 van an eren O. Z,J.C lZ':L.:t, aus OOK e • Wl _ _.d:.,. 8,1:·1 ·;::.\:Il ', l.;) .c,. ,. '\lJ )8ll-
ben daarbij rri.incieT het indivi<lu8le doel van (: 0, .::::i L':<,nc: ~:' ~:i.;il:2 on<ien::oeker 
op het oog, dat van .!1:~er verschillende aard kc:n '.~i:j:11.: ;:,):r.:. '::<:::l hot :rnaat
schappelijk doel I c.at z.ich in de bevorderi:ag van z;,.,j .~.1.. c-f;,J1:-,:::'2,::etl. door 
maatschappelijk orgG.nen uit, evenals in de onor de-in ,y~]dr-::.::.~:,cuker verwachte 
aanmoetliging, waru:dcring, goedkeuring, bel•Jning, e-,:;,. 

We stellen dan d.e vraag, welke metingen of e>Jcl,J: 0 0 1;,1aJ r:;.:,emingen en 
welke ber<,a'ker.Li .. nr_;sun of andere redeneringen er nodlg ot j,'.Jt:1:i_rr,&tig zijn, om 
het beschouwde doel te bereiken. 

In de door ans bedoelde gevallen hebben we te mak~n met berekeningen 
van wh-theoretiuche aard, toe te pas sen op de resul tPt:au van g-i,at,i.st i.8(:he 
waarnemingen. We vragen dus niet, zoals Carnap: gcgE:i"\en is een f0rmalisme, 
hoe k.unnen 1.1Je het int0rpreteren? Maar; gegeven is eE:11 ve1·zami0li:c.g vCtn 
waarnemingsr~su.l tD.ten en een wil tot bereiken van een b 1ip&ald cloel, \Velk 

, formalisme is dae.rvoor doelmatig? Daarnaast zullen we ons ook ht':l,ben af 
te vra.gen in welke gevallen en op welke wijze de door:;g_:i.rlS in dt3 l•'rneni!.e 
taal voorkomende en dus als gegeven te boschouwen wh-t::erminolo5ie ge
bruikt wordt. 

Bij alld kri tische beschouwingen over crvarings,,.,etenuchappeli,jke 
theorieen ligt een van de grootste moeilijkheden <laar-i..11, dat zo esn _ 
theorie 1:.:e.::n min of m0er formalistisch systeem is, dat als tussenscba.::rn1 
wordt gebruikt tussen ervaring en handelingcn. Door BROrr:iER is opgenirsrkt, 
,:at het een ..:;i5enschap van de menselijke wijze van hancielen is,. orn: 

1) op te me1ken, dat bepaalde herkenbare en van andcre ondarscheid
bare reeksen van gebeurtenissen veelvuldig en tE::lkens weer voorkom0n 
( CHUSal e I'80ks en) 
-2), bij i1et wa·arnemen van het ''begin'.' van een d8rgelijke herI;t=iA !Aelijk 

opgemerkte roeks t<:: verwachten, dat oak bet verderu vc-rlo0_p -~3..L z1.Jn 
zoals vrooger 

3) wanneer 'het 11 einde· 1 van de re8ks sterke gevoelens van lus~ of' on
lust (affecten) wekt, handelir1gen niet rec.ht.streeks op het bereilrnn of 
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of vermijdeD. van dat einde te richten, maar op hetabegin" of een tussen
schakel (££ro.gg 'Can_9-.9el _ _cm_~i<ldel). Wij citeren dienaangaande de eerste 
bladzijden van het tweede hoofdstuk van. "over de grondslagen der Wis
kunde·' (L. E. J.BrowliJor, 1907). 

· 1Dcn menschen is e0n vermogen eigen, dat al hun wisselwerkingen met 
de natuur b8ge1eid t, het vurmogen nl. tot wiskundiK beki,jken van h1.1n 
leven, tot het zien in de wereld van herhalingen van volg::::e0Ksun, van 
ca½sale systemen in de tijd, Het oer-phenomecm is daarbij de tij 1isin
tui tie zonddr maer, waarin herhaling als tiding in dun tijd 0n nog i:::ens 
ding; 1 mogelijl< is, en op grond waarvan lev8nsmomentGn ui te0nvalllm als 
volgreeksen van qualitatief verschillende dingen; die vervolgens zi.ch 
i:a. het intellect concentre8ren tot niet g~yQ.~l~~i doch Y!~9:.ffi~_Q2~l;!.~..£ wis
kundige volgreeksen. En het l0vensgedrag der mensch.en zo,~kt zovel::'!l 
mogeli,jk van die wiskundige volgreeksen te kunnen waarnemen, om telkens, 
waar in de werkelijkheid bij een vroeger element van zulk een reeks met 
meer succes schij.nt te kumien worden ingegrepen dan bij een later, ook 
dan, wanneer alleen bij dat latere het instinct wordt aangedaan, het 
eerste te kiezerf als ricbting voor hun daden (vervanging van het £~1 
door het middelJ." · 

Deze sprorig komt ongetwijfeld ook in het; dierenrijr.: voor, b.v. bij 
het hamsteren doer hamsters en wieren, nestbouwen, het dammenbouwen van 
bevers e.ct., maar anderzijds is het wel zeker, dat deze sprong in het 
leven der dieren -~ij lange na· niet zo vn grote plaats inneemt; als bij 
~e mens. We kunnen hieraan nog toevoegen, dat de ontwikkelingsgeschie
uenis van do mens steeds meer en vooral ook steed~-3 grotere dergelijke 
sprongen vert;oont. VergelijK b,v. een aap, die bananen van een boom 
plukt, een primi ti eve mens, die van gevonden kor·en brood bakt, een, die 
gevonden koren zaait, om het volgend jaar te kunnen o@gsten, en een 
staatsman, die een plan maakt voor de "-'Prichting van een landbouwkundige 
hogeschool, om de toekorostige geslachten van studenten t.:; latf'-:n leren, 
hoe te onderzoeken ~f het mogelijk is toekomstige oogsten te ve-rgroten. 

Een enigszins hiermee verwante gedachte is de z. g. 9:£f:EI'N~p~r,ingswet 
van M?..griou~, die zegt, dat onze verwachtingen beschouvvd KUnI,811 v✓0:ec.en, 
als te zi"j"n 1:>pgebouwd uit de eleruenten, die in onze herinnering voorko
men, en daarvan alleen te verschillen, d-,JJ>rdat ze anders geg1-oepeerd 
zijn. 

Tot de sprang van doel op ruiddel behoort ook de invoering van een 
forrnali8·t:.L~oh systeem of al(?;emPno:r- vo.n o_o~ 6£.!:g_g,_¥:J:.?-rjs~erd mgsLe! van 
onze ervaringen. (verg. College (1946). W1.skunde, Logika en Ervarings
wetenschappen, gehouden in Delft, syllabus in de bibliotheek aan;1,1ezig; 
Voordracht over ·'General Procedures of Empirical Science'', gehouden 
voor de Signifische zomerconferentie te Naarden (1946), die in Synthese 
191'+7 verschijnt. i 11.rhen a !.,:~l~f'i~at:Lo!'.cQrocess is applied• consisting 
of the g~glecti~~g of small deviatio11s and rare exceptions from the 
regu1ariti8S, Renee part of the actual recollections of previous obser
vations is replac•3d by fie ti tious observations, f j_ttj_ng in with the 
regularities. 'J.•he system consisting of these fie ti tiorw observations, 
together with those actual recollections whic11 also fit i.n, and the:i.:o
fore did not :need to be al tcred., will be called s. ro.odGl of the original 
observations.''). Di t ruaken van een g3rGgularise0r0 nwi.:.el geschiedt ge
deel teli jk onderbewu.st, ge<l.eel telijk be~wust. t.:mdert"J0 111ru.st in zoverre; 

1) niet alle gebeurtanissen, die eer1 indrrnz op 011.:3 geraRtlkt h,'°lhbo-n 
volledig tot ons bewustzi.jn zijn uoorged.rongen, en 

2) een groot deel van de bewuste .ervaringen achteraf weer vergeten 
wordt. Een verderga2.nde vereenvoudiging treedt op bij de beschrijv.i.ng 
in woorden van de overige ervaringen, darr door een enkel woord soms 
een groot complex van herinneringen en gowaarwordingen wordt,weerg0geven. 
Vervolgens warden regelrnatigheden in de woordbeschrijvingen vo.n onze 
ervaringon opgemerkt en deze worden weergegeven in een min of :meer ge
forma.liseerd systeem, onverschillig of dit een ruathematisch, logisch, 
synthetisch, semantisch of ander formalistisch systeem is. 

Bij elk dezer meer of minder ver doorgevo0rde modelvormingen is het 
van belang, dat het model aan 2 tegens+.;rijdige ~isen voldo0t: 

1) zo nauw mogelijk aan de ervaring aan te sluiten, 
2) zo eenvoudig mogelijk te zijn, om zo groot mogelijke orvarings

comple.x(:ff1 overzichtelijk weer te geven. 
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Verdergaande form.alisering betekent meestal een toegeven aan de 2§ ·eis. 
De begripskritische moeiliJkheden liggen nu doorgaans bij wat Jannoury 
noemt de in- en ui tschakelin~ van het formalistisch systeein. Soms wor
den deze rnoeilijlil1eden· gehee· buiten beschouwing gelaten doordat men 
vergeet'.I dat het formalistisch systeem slechts een model is en erover 
spreekt, alsof men over de ervaringen zelf spreekt. Dit is je fout, 
die b.v. door A.S.EDDU~GTOl~ gemaakt wordt, wanneer hij, in °The [\Ja-:-;ure 
of the Pb.ysical Vvorld'', zegt, dat de fysika alleen met pointer-readings 
te maken heeft, en door JEANS, die in "The l\/1.ysterious Universe'' zegt, 
dat de wereld uit differentiaalvergelijkingen is opgebouwd en dat God 
een mat.t.1.ema ticus is. B'venzo echter door hun antipode Carnap in een 
vroeger reeds geciteerde uitspraak. 1 

We willen in dit verband ook wijzen op de absolutiserende werking, 
die van modelvorming uitgaat en een gevolg van de regularisering is. 
B.v. bestaat deze dRarin,dat regelmatigheden, die veelvuldi-E waargeno
men zijn 1 algem.een geldig ondersteld worden. Zelfs wanneer C.E: regelme.
tigheden in-·arre--waargenomen. 2:evallen golderi, dan had di t '1a:.1e; 1 tocn 
nog betrel:JdPg op een bepaald aantal geva.llen, terwi jl in he"j gefor
maliseerd systeem het begrip ·1alle'' in een schijnbaar ahsolu:;e zin ge .... 
bruikt wordt, b. v. : 1'In alle gevallen, waarir A gold, gold ock B" 

wordt: /il,Jd?C) )BGxJ., Dit is de typische inductiestA..p. 
Een ander voorbeeld bestaat daariri, dat empirische gelijksoortig

heidsrelaties vervangen worcien door mathematiscbe aequivalentierelaties, 
die zich door hun onbeperkte transitiviteit van de empirische relaties 
onderscheiden en daardoor weer een absoluut karakter schijnen te hebben. 
Vgl. G.MANNOURY, Mathes is en 1,'.fstiek, bl. 1'7: 

•1 ••• dis gelijk11 en 11volgt 01/' zijn elkaar uitsluitende predikaten, 
het eerste kommutatief, het tweede niet~komm~tatief, want als a=7, is 
7=a ~ madr a1s y ·volgt o_p x, volgt x niet op y. Wie er z., ch .niet aan 
stoort is ecn Chinees. Leve de goede vormen en de mathesis! Ja, de 
ma thesis vooral, want dat is welbeschouwd het summurn. van fataoen. 
1 n Methematicus is nl. nc)g een netter mens dan een landmetor. Die zegt: 
als cl:'. b, en b=c, en C=d, is a=d, al stand het hele alfabet ert11sEeri 
en noemt dat de 11kontractieve wet van 't gelijkheids teken 1'. Nla:1r zover 
durf't toch de landmeter niet gaan. Die wil de z nog wel eens eorut 
met de a vergelijken, eer hij zeker is van de zaak ..•. En de rest van 
het mensdom.? Och, het hele alfabet korut in het dageliks J.even zo niet 
voor, r::)3.ar gelij1'"Jieidspredikaten als 1teven oud 11 , 11 even goed 11 of :16ven 
slecht 11 , ••• , zijn toc4 zeker niet onbeperkt kontraktief. Niet eens zo 
kontraktief a.ls het 11even lang" van de landmeter. Zodat ik m[::W.r zeg,gen 
wil i dat er ook grad en zijn in 't fatsoen, ''even e;oed 11 als op de meet
cirk.el." 

En op pat,5. 32: •1 ' t Is eigenlijk heel makkelik, een volmaakt wiskunde
boek te scurijven. Hier heb jeer een: 

a::::a-=a:aU 
Daar mankeert ni'ets aan, en het kunstje leert gauw genoeg. De onvol
maakte zi jn las tiger, voor schrijver en lezor be.Lde. ' 1 

Op de absolutiserende werking van modelvorming borust ook het 
schijnbaar absolute karakter van de wiskunde. 

21~ Isomorfie van formalismen. Van de vier belangrijkste pogingen tot 
fundering der whr, die we hebben leren kennen, zijn zowel de notaties 
als de aard der objecten, waaraan wlm worden toegekend, verschillend. 
En wel: Kolmogoroff P (B) B en E vzn 1), B c E; 

Reichenbach B3-0 B en o proposities; .. 
Keynes a/h a en h propos:i.ties; 
von Mises fr (K) r collectief, K k.i?.nmerk. 

De bi~1 von .Mises aangegeven notatie wordt door hem nii::,t gebruikt. 
l\ilct betrekking tot de eerste drie merken we vnoreerst a.o, dat het 

van vveinig belang is, of men whn toevoegt aan vzn, dan wel ai.).J".1 propo
si 1-;ies. 

1) vz (n) = afkorting voor v.e:r7~meling( en). 



Immers is A eert vz, dan is ,x~ A, een propositie. Is echter a een pro
positie, die "<4n een variabele ~ afhangt, die een 2~a~l~e vz E door
loopt, dus a=atx), dan is de vz v_an alle x waarvoor a[xf geldt een vz. 
Bij Reichenbach wordt inderdaad ondersteld, dat B en C van e.en variabele 
afhangen, die de rij del' natuurlijke getallen d.oorloopt. Bij Keynes komt 

.. weliswaar een dergl:"!l:L~ike on(wrste].ling niet voor, maar wanneer men de 
proposi tie-l 1Jgika p:i:·Pciseert door eon exact formaliBtis ch sys teem tot 
ui tgangspunt te kie7;0l1. 1 dan wordt het voo:1:-dien onbepaalde begrip :'alle 
proposities·' tot d.a,; ·van ·'met bepaalde fr)rmalistj_s~:1e hulpmiddelen for
muleerbare pr~posi ti.es" gereduceerd, waard oor het vdn-.chil tussen de 
beide theorleen aanzienlijk verminderd wordt. Zor.<ler t;hans na te gaan, 
of van een. 2.:~9te isomorfie gesproken kan worden, kunnen we in ieder 
geval zeggen, d.at eventueel overbli~jvende verschillen in omvang slechts 
van geringe betekenis kunnen zijn. Afgezien van de eenduidigheid wordt 
de isomorfie, naar bekend is, verkregen door de toevoegingen: 

proposities. verzamelingen~ 
conjunctie ,a A b, doorsnede A,.. B 
d.isjunctie ,a.vb, vereniging Av B 
nef;atie ,, a, complement C (A) 
im.plicatie ,a ) b, subsumptie Ac B 

· waarbij we moeten opmerken, dat de subsurnptie zelf niet weer een vz is, 
maar een propositie en dat de complementvorming relatief tot een uit
gangsvz, maar de negatie schijnbaar absoluut .is ("ui tslui tingsnegatie 11 ) •. 

Een doelmatige notatie is nu, in aansluiting aan die van Keynes: 
P[t], waarbij we ·in het midden laten of A en B vzn dan wel proposities 
voorstellen, en waarbij ondersteld is, dat (in het laatst genoemde ge
val) 1A ) B1 (rep. iu het eerstgenoemde geval, dat we vero.er niet expli
ciet vennelden, Ac B) is. Hierin correspondeert a.us B me;J(; Kolmogoroff's 
wh-ve l6. E, nmt · Reichenbach I s praemisse (B), met Keynes ' hypothese h en 
met von Mir1es' colJ.ectief r . De twee fundamentale regels luiden dan: 
(in de proposi.tie-notatie); 

I. P [.lfj' + p []-1 = p I,.~ .. Y.-?-i l 
E bJ L ~ J 

II. p l-t] p [~J = p [t] 

In vele gevallen zal de praemisse de conjurictie z:Jn van een alge
mene onderstelling, die in de keuze van een bepf.'.ald wh .. vel<l tot ui t
drukking wordt gebracht, en een .§.E_~ciale onderstelling; in dit geval 
is het doelmatig, de algemene· praemisse v66r de hakcm als een index te 
schrijven, of soms ook geheel weg te laten. We hebben dan b.v.~ 

P! (?C > O.) + PJ (;x < q] = PE (,x + OJ 

p e~--: i:J . p (~~·t"·~~ = p li"t·~~J , 
waarbij Ede algemene onderstelling aangeeft; die b.v. door de keuze 
van een bepaalde verdelingsfunctie tot uitdrukking gebracht wordt. 
Klaarblijkelijk komt het op hetzelfde neer, of we b.v. de propositie 
,x > 01 veryangen doo: de klasse Lx > 0 ,). van alle posi tieve get~ll~n. 

De overige verschillen tussen de drie eerstgenoemue formalistische 
systemer.i zi·jn van ondergeschikt belang, en komen neer op verschillende 
keuzen van de giomastelsels, waaraan de formalisrnen worden onderworpen. 
De vraag of men b. v. volgens Kolmogoroff de "relatieve·' whn met behulp 
van een gegeven wh-veld d.efinieert en II bewijst, dan wel volgens Rei
chenbach uitsluitend deze van de aanvang af invoert en II postulee:r;t 
is van weinig belang. 
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Het belangrijkste verschil levert wel de door B.O.Koopman uitgewe·rkte 
ganeralisatie van Keynes, waarbij het symbool. pf.A) 
niet noadzakelijk een reeel getal, maar een elemeb~ ener gedeeltelijk 
gerangs chikte vz voorstel t. We gaan hierop tho.ri.s niet in, temeer da~r 
de ge:µeraJ.isetie van Keynes-Koopman ;niet zoer VI'u.chtbaar schijnt te 
zijn en wellicht buter, met volledig prijsg1:lVE',n ,~lar rangschikkingsmoge
li.jkheid, te vervDngen ware door een, waa1:·bij de whn zelf reeds als ver
delingen van getali.en tussen O en 1 wor·de::.1 opgevat. 

22). Insch~Jrnlin~_ya_n_ h~Lf_Qrmali~B-_@..Cl~_te~P!- We hebben gezien, dat de 
inschakeling van het formalisme, dus ·ae -·keuze van een bepaald. mathema
tisch model, neerkomt op het toekE:nnen van gelijke wr.i.n aan een aantal 
gevallen (b@la5:..~) of op de bepaling van de whn in een wh-veld (KolmQ
goroff), Nu is echter de methode van Kolmogoroi'f tot die van La:place 
terug te breng~n. Immers de grotere algemeenheid van het wh-veld bestaat 
daarin, dat; · . 

1. Het wh-veld oneindig veel elementen kan bevatten, 
2. De elementaire whn irrationale getallen kunnen zijn, 
3. Deza niet aan elkaar gelijk behoeven te zijn. 

Hiervan ontstaan 1. en 2. door regularisering, waarbij een finiot mathe
matisch model in een ednvoudiger, infiniet model wordt omgezet door de 
r 1Jci1)rokH waarde van de uitgebreid.heid te verwaarlozent 3. berust daaro_p, 
dat men aan de eindig vele elementaire whn van een eindig wh-veld waar
den toekent, die zich als gehele geta.llen verhouden. .Men kan dan echt0:r· 
dGze el.ementaire whn opvatten als niet- elemontaire whn van een ander 
wh-velci, waarvan de elementaire .whn wel aan elkaar gelijk zijn en als 
men h1 een bepaald geval wil betq_g_§_n, dat whn bepaaldc! waarden moeten 
hebben, zal 1:en dat doorgaans-ook op grond van een dt:.rgelijk ruimer wh
veld dnen. Hi0rm~.H; zijn wij dus weer teruggekomen op het, oude probleern 
vru1 LDpJ.ac~::, te weten de defini tie van gelijke whn bij een finiet wh-veld. 

JI:en uerge1ijke Bi tuatie is aannezig met betrokking tot von Mises' 

.E~i:ieor~e.d :),. ·,rr1 ( . ·:il.K"f'] ) l • 'K t b t k u.er 1.s e W1t r ·:·,;· preciezer. f .. : .... ,_ .. u••· van een K0nru. erK me e re -
-1 • r r 7 

king tot eeu coll<;;ctief rgedefini.e1;:rd als; lir11 :p l·!J,] , waarbij ~ het 
n-;~ ,, .1 ...... 

beginsegment van n elementen van r is terwijl P e,.:rtvoudig het freguen ... ' ,, - ·-geguot}.~nt ·1:an t rn.e~ betrekking tot f;:is, d.v.r.z. de 11 wh 1' volgens het 
model v-sn .GapJ.ace. 

Naa1, a3.nh-,iding daarvan merk0n we op, dat de overgang van de ·'cigen
lijke" (finit-::te) ruodellen tot een ; oneigenlijki' (:i.nfiniet) model bij 
von Ivlises aan en.ige onnoclige en de facto ook veelal niet vervuldd beper
kend+;; voorwaard,3n gebond,m is, t. w •• 

1. E:lk fj_niet model f-;: is bij von Mises gerangschikt (in do toepassin
gen is b. v. <::011 steekproef veelal in het geheel ni0t, aen .collectie 
waarnomingen ni'1t altijd eendimensionaal gerangschikt); 

2. I-iet nrJ fini..e.te model f; heoft de uitgebreictheid n; 
3 • I~ C ~-..t . 
Van dez0 bepi:;rkingen is de eerste de belangrijkste. Zij ziJn ontstaan 

doordD.t v-on M:ises oorspronkelijk de elementen van de collGctie als in 
du tijd gerangschikte reele gebeurtenissen zag, een opva.tting, die hij 
later tfm aan.zi,;n van de meest; voorkomende statistische toepassing0n min 
of mer;3r haeft mo0ten prijsgevli:n. Deze te rigoureuze beperkingen voor de 
eigc.mlljke rnodellen troden dus naast het vrouger genoemde bezwaa1• van 
te weinig rigour0uze b0handeling van het oneigenlijk model. We herin-' 
neron er aan, dat dit bestond uit een drievoua.ig gebruik van uitslui
ting.:::m.egatios, t. w. 

1. D8 ovf:rgang van eindige na1::i.r oneindige modellen; 
2. De nidt--affirmatieve en zelfs ni0t-intuftionistische aard van de 

liLLietovergn:ng; -
3. }let otu-~gelmatigehidsaxiom.a. 
In plaatf:l daa.rvan trc~dt bij ons het wh-theoretisch model zelf al

leen als finiet mod8l op, en wor.dt dan.1vocrzu.iver binr18n het kader der 
!lli!t.hematische behandeling ter vereenvoudi e;ing tot e,~n infiniut model 
overgegaan, waarbij in het algemeBn de ut;::1·.stgunoemue uits.luiting::1nr,i~atie 
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gebruikt wordt, die hier gefnterpreteerd wordt als een verwaarlozen van 
de reciproke uitgebreidheid. Hoewel in de algemene theorie der wh-vel
den ender Stieltjes-Lebesgue-integralen ook Vooralsnog onvermijdbare 
uitsluitingsnegaties van het tweede type optreden, is dit niet essen
tie{3l, daar deze theorie alleen dient om stellingen in zeer algemene 
vorm en op zeer eenvoudige wijze te bewijzon, maar voor de toepassin-
gen vermeden kan worden. 

Vgl. hiertoe. ·'Mathematische en empi~istische grondslagen der whr 1 , 

Ned. 11'.:v.Natuurk. §, ?0-93, 194-1, pag.87, 
·Een empiristisch bruikbare whr kunnen we dus alleen krijgen, door 

ons tot f'requentiebepalingen bij finiete.collectieven (in den zin waar
in dit woord is ingevoerd) te beperken:--oneind.ige collectieven (b. v. 
de distributie va:n Gauss) worden alleen als mathematische simplif'ica
ties gebruikt (evenals b.v. de dichtheden naast de 6emictdelcte dicht
heden). Zoo'.n oneindig collectief (gernterpreteerd als een werkelijke 
Y~:£.<1§.~1_!.:r1$) is uus een ~.r:egul_~r,l,s,_e_irq,_I,g~~.1. voor een eindig collectief, 
zoals een continue voor een atomistische massaverdceling. (Ook een vol
gens Church intu1tionistisch gemaakt collectief van von Mises kan dan 
als een geregulariseerd (niet, geirregulariseerd! ! ) mociel van een (ge
rangschikt) eindig collectief be.schouwd word.en. u. a. tengevolge van de 
willekeur van de volgorde waarin alle door volled:Lge ina.uctie definieer
bare deelrijen word.en af'geteld is het; echter de vraag of di t model 
groote praktische diensten zal :kunnen. bewijzen.) Vo.rnlaar dan ook, dat 
de relatie tusschen een eindig collectief, b.v. de verdeeling van Ber
noulli en een door haar geapproximeerd.e oneindil-;e verdeeling (b.v. die 
van ~aJ?lace) 9-oor. een ~xpl~,ciet bekende n( f, )-re la tie ver~onden is, zoo
dat a.e approximatie met vooraf te schatten fout plaats vindt, d.w.z. 
e.an de eischen de:r intuitfonistische wiskunde ·voidoet. Zooals colt in 
andere gevallen blijkt dus de intuitionistische wiskunde (mits ontdaan 
van zelcere ontbeerlijke bestanddeelen) nauwer dan de klr: 3sieke aan de 
empirische wetenschappen aan te sluiten. (Dit karakter Ci.er intuitionis
tische wiskunde is door Carnap ten eenenmale miskend., door von Mj.ses 
echter du.idelijk ingezien. Vgl. R. VON MISES, Kleines Lehrbuch des 
Positivismus, 's-Gravenhage, '.J.P.van Stockum, 1939, p.135 seq.)'' 

En op pag. 89: nrn de plaats van het mathematische onregelmatigheids
axioma van von Mises, dat noch __ m.ath_ematis.ch, noch empirisch werlrnlijk 
(:;~bruikt wor~~' treedt dus een physische E~gelma12_~gheidshy:eo~~~s~, 
die zoowel biJ de mathematische berekeningen (aldaar natuurliJk als 
conventie of "gegeven·1 ). als. ook bij de empirische vraagstukken essen
tie el word t toegepast. '' 

Ivlen heeft d.us nu een eindige vz van als elementair beschouwde even
tualiteiten en kent gelijke whn toe aan het gebeuren dezer eventuali
teiten. Stelt men de eventualiteiten voor door E, .•• E~, dan kan men 
h@t gebeuren van de evantualiteit Ei zo opvatten, dat deze eventuali
teit een nieuw ke.nmerk krijgt, hetgeen we kunnen formaliseren door E, 
in E'., te verauderen. Het verschil tussen onze opvatting en de oor
spronkelijke van Laplace is daarin gelegen, dat we ni0t betogen, dat 
de elemcntaire gebeurtenissen gelijke whn hebben (zelfs niet, dat 
deze uitsp:r:aak een bepaalde zin zou hebben), maar dat we (ten dele in 
ove~enstemming met de subjectivistischG opvatting) aan deze eventuali
teiten gelijk.e wbn toekennen. En wel moeten we dit "toekenne.n 11 beschou
wen als de keuze van-eenbeQaald mathematisch model. Dit model is een 
formalisering van een eindig aantal denkb"eeldige-gebeurtenissen, die 
we aan een !ransitieve per~utatiegro~ onderworpen denkeri.(Dit hoeft 
niet noodzakelijk de volledige symmetrische groep te zijn, zoals reeds 
blijkt uit het voorbeeld van een gewone dobbelsteen, die, wan.neer de 
richtingen der hoofdassen gegeven zijn, onderworpen is aan e0n groep 
van de orde 24, terwijl de orde der symmetrische groep van 6 elementen 
61=120 is. Een prismatische dobbelsteen is zelfs maar aan een cyclische 
gr.•oep onderworpen, als sptegelingen en draa.i'.ingen van dsJ hoofdas niet 
voorkomen). We stellen ons dus, op grond van onze ervaring met betrek
king tot de causale samenhang van gebeurtenissen in het alg8meen, voor,. 
dat de individualiserende kenmerken, b.v. i en j, waardoor 2 eventua
liteiten Ei en E· van elkaar onderscheiden kunnen worden, ov het al 
of niet gebeured dezel.' eventualiteiwn geen invloed hebben, zodat a.us, 
w&m10er in een bepaald geval b.v. Ei gebeurt, wij O11s voo:rstellen dat, 
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als vooraf een permutatie van E, ••• Eh Z.Q!! zijn uitgevo0rc1., waarbij E; 
in de plaats van Et' gekomen zou zijn, I.p.v. E; dan E · gebeurd zou zijn. 
Kort gev::gd: dat E · ''even goed·' ·'had kunnen•' gebeurentals E/. Deze uit
spraak heeft natuu{lijk geen empiriscte betekenis, maar houdt alJ.,een in 1 

da.t in onz8 voorstelling de ·•werkelijke" g·~~beutenis met een aantal ''denk
beeldige'' gebeurtenissen vergeleken wcrdt o VaJ.1 bet inet.ifferentieprincipe 
in zijn primitieve vorm onderscheidt deze opvattL1g zich daardoor, <1at 
de voorstelling van deze perrrutabili t0it inderdaad aall'Nezig moet zijn. 
Vgl. Ma.th. en emp. grondsiagen der whr, pag.88: 

·'Men dient echter wel te bedenken, da t het telJ.en van de frequerities 
der verschillende kenmGrken in c-H.m elndig collect:L,··i' vooronderstel t, 
a.at alle elemonten van het colhlctief (natuurlijk slecb.ts met betrekking 
tot het probleem in casu) als geli;jkwaE~rdig (•'g,alijh.clijk mogelijk") wor
den ondersteld, zodat mer1 in zeker0n zin toch weer tot La1)lace terug
keert. Deze aequiprobabiliteit is een invariantie t.o.v. alle permuta
ties der elementaire gebeurtenissen van het collectief, en heeft niet 
het karakter van een hypothese, maar van een con.venti_~• Als hypothese 
ware zij op grand van de bovenstaande beschouwing\:m te bevestigen noch 
tt: weerleggen, dus overbodig. Het hWih~tische element ligt in de gen.a
ral.isatie, d.w.z. in het verruoeden-; dat da invariantie b0houd~n blijft 
in een ruimer collectief, dat behalve de reeds waarscnomen nog eon ein
dig aantal alsnog waar te nemen gebeurtenissen betroft. Bij all_~ vraag
stukkt:,n dr;r whr tr~den dergelijke invariantie-conventies op, di0, zo zij 
niGt geue:.. .. aliseerbaar blijken te zijn, door andere word2n v0rvangen. In 
g_~f~..,n zin kunn0n wij dus ~en s~bjectivisten toestem.men, dat de whn ~een 
1:hysisch meGtbare grootheden zlJll; all€en. de relaties tusschen vorsch1.l ... 
lende collectieven corresponderen met i·elaties tusschan empirische ge
gevens. a 

M.et de subjectivistische opvatting is het verschil, dat deze permu'"" 
ta"bili toi t niet zomaar door ons aangenomen word t, maar 01, grond. van 
onze ervaringen, eventueel ervaringen van andera aard, wordt verwacht. 
Echter ka.n rr.en in een uitsprauk als; ilJ-'entends par contr1.:i que l'on 
a corieidJre attentivement les even.ements p3.rticulie::::es 0nvisag6es, et 
touter:: l1Js raisonsiat circonstances particu.lieres, c1ui pourraierrc nous 
pousser a evaluer la :probabili te de ccrtEdns ens pl us mi moins grandes 
que les autrE::s" (uit een brief van d0 Fino-i.;ti4 l'/ Lu.g, 41) toch ook 
een aanwijzing in deze richtinr-_; zien. Ret blijkt ool,: w0l, u.at het ver-
schil tu3sen or1ze opvattingen 0n die van d.0 ]'inot·i:;1. aanzi1.-:nlijk minder 
groot is, dan zich oorspronk0lijk li0t uanzien (vL,). e,,~.n ctiscussie tus
sen de Finetti ~n D. van Dant zig ondr.n' de tit.el: 11}11:ntj_ di Vista•t, ver
moedelijk ver.schenen in het Ita].ia;;J.nsche tijd.schrif,:; f;tath,tica in 1941). 
Het verschil lig-i:; juist meer daarin., dat de ]1 inetti de i'objectivi tei t'' 
va:µ §.¥19:~!:?. ervar::._ngsgel)ieden~ b.v. de mechanika, aJs te absoluut ziet. 
Ee.ii eleme,1t; van het Prinzip des unzureichend.en Gru.1.1.d.cs blijft in on.ze 
opvatU_ng behouden, nl. het feit, dat de pe rmutati8groep weliswaar ge
kozen wo.cdt op grand. van vroegere waarnemi.ngen, ma:c'.l' dat de resultaten 
dezer waarnemingen in zoverre een nee;atief karal-d;er hebben, da·,; ze ons 
niet in staat stellen uit de verschillende beschouwc1_e eventuali tei ten 
een keuze te doen. We gaan ui t van een £1:!slui tirn•;::-'£-~i-:;'.:ltie, die een 
emoti'oneel karakter draagt van de aard van; 

111k zie geen vers~hil '), het lukt me niet een vorschil te vinden, 
ik geef het maar op e.en verschil te zoeken. '' 

We citeren hier n.a.v. het begrip uitsluitin.gsnegatie een passage 
uit~ G.MANNOURY, Die sigu.ifischen Grundlagen der Mathematik, Erkenntnis 
1 (1934) pag.332: 

;, ... zweitens treten in der lebendenl:,prache beim Gebrauch von Nega
tionsp:n·tikeln emotionellE:: Bedeutungselemente in der Vorderg.1.>.J.nd, die 
wtr einen Augenblick naher in Betracht ziehen wollen, dabei auf die 
Unterscheid1.1ng von Opposition und Kontradiktion (Gegensatz und Wider
s pruch) ,'3.ch tend. 

Beirrt Ge[;ensatz namlich (nicht grosz, !1.!.f·}1t erlaubt, nicht schmutzig) 

') Bedoeld i,s een verschil, waarvan een ninvloed'' op de eventuele ge
beurtenis verwacht wordt; de eleme:o:ten der collect.ie zullen in het al
gemeen wel van elkaar onderscheiden zijn. 
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treten zwei, durch den_Sprachgebrauch der ~i~n!ctt5m miteinander•ver
bundene, mehr octer wen1.ger bestimmte, hauptsachlich indikative Bedeu-· 
tungselemente auf (grosz ~£ klein, erlaubt oder verboten, schmutzig 
29.:.~.E sauber), und der affektive (bzw. volitionelle) Wert der in negati
ver Form zum Ausdruck gebrachten Sprachakte ist von den kor~espondieren
den in positiver Form eingekleideten oft nur wenig verschieden, weil 
das Gegensttick der Disjunktion (klein, verboten, sauber) in beiden Ffil
len im Zentrum. der Aufmerksaml:G::it steht. Bei der F·iP1Jr des (nictitfor-

.. malen) Wici.erspruchs dagegen (' 1das ist unmc5glich·', ''das besteht nicht", 
"es ist g~cti. t£. vorGe ,;all en u, usw. ) tri tt. entweder !~2_tg~ best immte.Dis
junktion auf', oder· fall t doch wenigstens die Haupt1:1v.fmerksamkei t nicht 
auf das Gegenstuck. Es treten dabei deutlich wahrnehmbare emotionelle 
Bedeutungselemente in der Voruergi-und., die den Charakter einer Hemmung 
oder ,lQY~~il?~~ng tragen: man ~}£! sich getEen eine bestirnmte Vorstellung 
("repassives Element 0 ). Weil wir, wie schon bernerkt, den auch in der 
Verkehrssprache vorkomffiend.en fc~rmalGn Widersprt1.ch (oder: Sell,stwider
spruch), vorlaufig auszer Betracht-fassen woilen, sei die letzturnschrie-. 
bene l'ifegationsfigur im folgenden als Auss2_p.lieszung@_-, die erstere als 
Wahl~rnga~i.Q_g bezeichnet und zu gleicher Zeit ein 1Nichtiger :formaler 
T.i.riterschied beider Negationsformen hervorgehoben. 

Und zwar d.ieser, dasz bei der Ausschlieszungsnegation die als ''prin
cipium ter'.tii exclusi ': (Regel vom ausgeschlossenen Dri tten) bekannte 
Formel meistens sehr konsequent befolgt wird, wahrend dies bei der 
'Nahlnegation nicht oder in viel geringerem Masze der Fall ist. Um in 
einem vorliegenden Falle zu prufen, ob das p.t.e. befolgt wird oder 
nicht, ist es meistens das einf'achste Verfahren, die 9-og_Q£lt£ Negation 
anzuwenden und zu untersuchen, ob diese (wie aus dem p.t.e. auf f'orma
ler Weise abzuleiten ist) mit der ursprunglichen Bejahung a1s·g1eich
bedeutend empfunden wird oder nicht. Lassen wir die viele Zwischen-
und Zweifelsf'alle auszer acht, so konnen wir sagen, dasz.in den auszer
sten F'allen der Sprachgebrauch sich nach folgendem Schema richtet: 

· a) vcrdoppelte Wahlnegation = Bejahung; 
b) Ausschlieszung .der '.l/a.hlnegation = Bejahung £de£ "tertiwn''; 
c) 1.'Jahlnegation der Ausschlieszung; kommt nicht vor; 
d) verdoppelte Aausschlii:lszungsnegation ,,. Bejahung. 

Beispiele (bezuglich cles Gegensatzes Gros zstadt-Kl,uinsta¢.t). 
a) ·'Der Gegensatz von Groszstadt ist Kl0instadt unct umgekehrt 11 ; 

b) ''Was keine Kleinstadt ist, kann eine GI·oszstadi. aein, aber auch 
wohl ganz etwas anderes;'; 

d) "l!~alls es ause;esch_Jossen j_st, desz keine Groszstadt gemeint war, 
so musz eine Groszsto.dt wirklich g~11::t)int gcwesEin se_in.i, 

wobei wir sofort daran 0rinnern ·,voJ.1c-0n, dw::z di0:s1:Jr formale Unter
schied nicht ins Be1,vusztsein des S:px-r::ch.0nden tri·ct urcd sel ten in aller 
Konsequenz Anwendung findet. Dasz or nichtsd0stoweniger von Grundlege.n
der Beo.eutung fur die signifische Uriter·suchung der i\:athematischen Denk
form ist, rub.rt daher, dasz sich in unseren Kul turspra.clien aus d.Pr .An.Q
schlieszungsnegation eine ganze Grupp0 Ausdrucke uhn Sprachform8n ent
wickel t hut, welche als die Spx·achform der Allgemr~inhc1i t. angedeutet 
sein mag, und die mit der Ausschlie.szungsnegafion d.urch die Forinel 
·'a oder nicht-a = alles" (principium tertii exclusi) und 11 a und (zu 
gleicher Zei t) nicht-a = nichts" (p:rincipium Kon~r~1diktioni~) verb1:1-nc1en 
is t, wobei die wei tere;m zu dies er Sprachform gehorigen B,-;griffe (wie 
11unendlich' 1 , 1'ewig 11 • "niemals", 11 gewisz 11 , ttWirklichkeit" t "'l'od", "~toff", 
'' Ich'', "leer" usw.) mehr oder weniger direkt auf diese bciden zuruck- 1 

zufuhren sind.n · 
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·)) Terrninologische transformatie. Met de inschakeling ~an het f?rmalis-
me f;;aat een terminologische tr~sformatie gepaard •. De, inscha~eling ge
schiedt, zoals we zagcn door middel van een bepaalde ) eindige vz, 

, Dat d·e verzameling in vele toepassingen niet volle?,ig bepaald. is, . 
hetgeen zich ui t in sler.hts ..approximatieve bepaaldheid der fqn 1.s hi.er 
van minder belang. 



- 35 -

die ondl;:)rworpun wordt aan een permutatiegrocp (groep van (l,1)-trans
fo:ematies dezer vz in zichzelf); c.eze groep mo~t over de vz transitief 
zi j.r:. Zulk e8n aan een transi ti eye perrnutatiegroep onderworperi'-eindige 
V'Li, wGlker elementen van bepaalde kenrnerken voorzien zijr.L, noemen we 
(;;!lm (eigenlijke) .£QJJ0ct~ (het gevenvai'iet:m kenm8rk is equivalent 
met het geven van ei.;n deelvz). De door ons bedot.:lde terminologische 
~nansf'ormatie bestaat nu daarin, dat eigenschappen van de co~l-::ctt--2 
( zg.n • .s.2.i1~~!.i:~~- eiganschappcn) terminologisch geformu~eerct warden, 
alsof zlJ eigenschappen van €rnn enkel element (in.di viduele eigonschap-
pen) waren, ---------

Iri. het bijzonder g~ldt di t t0n aan.zlen van de eigenschap •.3f:Il collee
tie te zijn zelve. DG eigenBchappon, da~ een vz 1) door een bepaaldan 
onderzoo1<0r ( of gro;;p van onc~er zo•.;kers) aan c:on pt;rmutabili tei tseis 
ondi:n·worp0n wo:C'dt 011 2) uit n 0l1c.-nuenten bcstaat, ~ijn typisch coll,Jc
tiove eigenschappen. ii~ L;;..rmen allo0n in indivic.1.u;.:)ll~ 0ig0nschappen der 
elementen worden omgezet md"t bt;hulp van een exist;e.nti0postulaat: eian 
element heeft de eigensci1a1), dat er een vz met du l::igz.:nsahapp,.m 1) en 
2) b,:s.taat waartoe hE:.·L, element behoort. --·•--··--' De wh-the oretischc t-;;;rminol OL~le b0staat nu jui:.:,t daarin, Q.§..t. ..... 9.:x.Z.~ 
collectl~ve eio-0nsche i) '°"·ef'orruuluord wordt als of zi j udn indi vidu8le lNar;;··:··"Men·· .. zegt O nf·,--·"da t ... bet -·b·ea.oel'de""'elemeiit"'"cte ··wh"'11n··be zit:··· 111···ae ze-
uT'.fs'praak wor<it over de C0llectie niet rueer gesproken.'7.Jirt.~··-echter aan 
elke wh-uitspraak een dergelijke collectie ten gronuslag 1_igt is (af
gezien van de eindigheidsconditie) in de laatste decennieen door ver
schillende onderzoekers ingezien, en wel vooral door von Mises ( ;1Kol
lektiv11) en voort o.a. door Kolmogoroff ( 11wh-veld· 1 ) en door M.Ni.ECHET 
("categorie d'epreuves''). 

Dat inderdaad ook aan wh-uitspraken uit het dagelijks leven, in zo
verre ze een numeriek karakter, ~ een IB2.~~l-1i_¥a}rt~£, ,hebben, zulk 
een collectie ten grond.slag ligt, illustreren we met eeL twt:Jetal voor
buelden. Zegt men b.v. dat iemand, die op een bepaald tijdstip van een 
bepa~J.de plaats vertrekt 90% kans heeft de trein te halen, t. w. 80;b 
kans, dat de brug gesloten is, in welk geval hij zeker de trein haalt, 
en 201f kans, dat de brug open is, in welk geval hij nog 50ih kans heef't 
de trein te halen, dan houdt dit in, dat men als model een collectie 
gekozen heeft, hetzij van gevallen, die zich empirisch hebben voorge
daan, hetzij van fictieve gevallen, van -personen die juist zoveel tijd 
vcJor het vertrek van de eerstvolgende trein van de bedoelde plaats ver
trokken, die allen even snel lopen, geen ongeluk krijgen onderweg en 
niet door vrienden worden aangtJsprohen, e.d., en waarvan 20% de brug 
open vindt enz. enz. Als tweed<~ voorbeeld kiezen we een Karakteristiek 
geval van niet-herhaulbare gt.:beurtenj_.sE3•Sn, da t clus geheel ligt in de 
lijn der subjectivisten,die di t als eeu ter;envoorbceld tegen de opvat
tb1gen der emp~_risten er:. der aanhangers van de fq-theorie zouden wil
len gebrui~en. Indien i0rnand zegt, d[-it Hitler op een bc:paalde datum 
in 19'+3 9..v. 20:>S kans had, de oor1og te winnen, dan houdt dit in, dat 
hij de reele oorlogssi tu.atie op die datum beschouwt als een element van 
ee:n collectie van situ.a ties, die "evenzeer mogelijk-' waren, dus in zijn 
voorstelling aan e.en permutabiliteitseis ond.erworpen, en waarvan 20% 
tot een overwinning van lJui.t;sland. e.;evoel;'il.. zouden hebben. Het is duide
lijk, dat deze collectie slechts zeer vagelijk in de gedachten van den 
spreker aawijezig zal zrjn, en dat dienovereenkomstig de taxatie van de 
wh zeer onzeker zal zijn. Vraagt men b.v., verdergaand, .D.pnr de kans 
dat deze taxatie van 20% behoudens b.v. 5% 11 juist11 is, dan houdt dit 
(afge zien van de defini tie van II juisthaid11 , die hier moeilijkheden ver
oorzaakt) in,, dat men een collectie van dergelijke t:axaties in gedach
t<:m hue.ft (alweer~ vagelijk), b.v. door verschillend.e histor1~i en sta
tistici opgemaakt, waarvan een bepaalde fractie birmen de bedoelde 
gre.n.zen ligt. In ieder geval is het wel duidelijk, da t aan dergelijke 
)'ncm•~:r,·i e)ic waa1.~den voor whn, die niet ui t expliciet opgesomde collec
tj_es getaxeerd zijn,nauwelijks enige wetenschappelijke betekenis te hech-

~ ten is. Men zal n.l. slechts zelden de zekerheid hebben, dat:l) de col
lectie (althans bijna) volledig in aarunerking genomen is, 2) de elemen
te11 permutabel zijn, 3) de waaraen der frequenties juist geschat zijn. 
Het belangrijkste bezwaar tegen de subjectivistische theorie is dan ook 
wel, dat zij dergelijke onzekere en onnauwkeurige waarden tot ui tgangs-
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punt neemt. Tenslotte vermelden we t::en door H. J.EJ?FR.2YS ('I1heory of . 
probability, 1939) vermelci.e tegemverping van wijlen Jannina fiosiasson 
(l~ter mevr. Lindenbaum) tegen de definitie van Laplace (p.301). Zijn 
er twee gel~ke dozen, waarvan eJn een witte en e0n zwarte bal en de 
andere een wi tte en twee zwarte ball en bevat, dEi.Il zou men volgens La
place geneigd zvn de kans,.,.een wit"ie bal te trek.ken =2/5 aah te nemen. 
l1e juiste kans 2 • ½ + ·J. ½ = k kan niet \7"erkregen worden als een vijftal 
gunstige onder een twaalftal gelijkelijk mogeliJke gevallen. Toch wordt 
deze wa1-trde wel uit een model-collectie in onze zin verl<::regen, b.v. 
analoog met het boven behandelde voorbeeld van de trein en de brug. 
Dit is nog op een andere wijze mogeltjk, n.l. door de bedoelde trekking 
te doen volgen door een "dummy·'-trekk.ing ui t de tweede doos. Me:n krijgt 
dan inderdaad twaalf i 1aequiprobabele" gevallen, waaronder vi:jf gunst;:Lge. 
Het toevoegen van deze "extra-trekking·' is nodig om de permutabili tei t 
te handhaven. Dit geldt algemeen, wanneer uit verschillende collecties 
een enkele wordt opgebouwd., in het bijzonder dus bij het gecombineerde 
additie- en multiplicatietheorema. 

Met betrekking tot de topologische transformatie merken we nog op, 
dat deze via een betekenisverschuiving van het woord ·1wh· 1 de overgang 
van het model tot de C1subjectivistische") verwachtingsinterpretatie 
tot stand brengt, die wel een eigenschap van een enkel el0ment (met be
trekking tot den beoordelaar) inhoudt, en daardoor leidt tot de :µit
§.Chakel,i:gg_ van het model. Men kan deze betekeni:::;verschuiving vermijden 
door binnen het · formalisme de term i'wh'' te vermijcien, door deze te ver
vangen door "fq met betrekking tot een bepaalde collectie''. De term 
,twh· 1 ware dan alleen t'e gebruiken in de subjecti vistische interpreta
tie. De consequentie hiervan is echter, cl.1?.-.t. ..... si.r. .... g.~.~.n .. ..1N:l1::-::-.i.~.€:t~.tli.ng .•..... Q.Q.Ct\... 
~¾,l~~!t .... ~-'W .... .:f.9..:£.~.t§:ni,gg_J?.~.§.!..~_c:;.:\2, daar whn volgens deze interpretatie 
m.et berekenbaar, en zelfs niet meetbaar zijn. 

24) ·~itschalif~.ling Y?-11 het forli1alisl_l!~· Bij de ui tschakeling· van het wh-
theoretisch model ZJJil twee gevallen te onderscheiden, Liggen de in het 
formalisme voortgebrachte fqn zeer dicht bij O of 1, dan stemmen onze 
verwachtingen hiermee doorgaans overeen, zodat we inderdaad uit het 
gevonden. resultaat een richtlijn tot handelen kunnen trekken. De vraag, 
yy~ wbn als 11d.icht bij" 0 of ]_ b0schouwd worden hangt geheel af van 
het doel van het onderzoek en van de emotionele structuur van de be
oordelende persoon. We bedoelen hier uitsluitend whn, die z6 dicht btj 
0 of 1 gelegen zijn, dat de mogelijkheid van de eventuali tei t resp. haar 
al ternatief, ook wanneer men zich van deze mogel~ikheid bewust is, bij 
de ui tschakeling b.n het __ geheel niet in aanmerking genomen wordt. In 
het geval van een aantal vri.jwel gelijke fqn van de eventuali tei ten van 
ee.n kategorisch systeem blijven ook onze verwachtingen in. de regel 7.P.Ar 

onbepaald. Dit is in dit geval als uitschakeling van het forma1isme te 
benchouwen, daar immers het f'ormalisme met deze onbepaald.heid van de 
verwachtingen overeenstemt. Een richtlijn is dan nauwelijks mogel~jk, 
het is vrijw·el om het even welke keuze men doet. De hanclel ing zal dan 
doorgaans·door een sterk gevoel van onzekerheid begeleid warden, en 
mon zal veelal trachten, het doen van een bepaalde keuze zoveel moge
lijk te verm:ijden of ui t te str:!llen, of al thans ui t het bewustzijn te ver
dringen (niet-handelen is ook een wijze van handolen, niet-beslissen is 
ook beslissen). We beschouwen dit echtl"~r als een ''oneigenlijke" uitscha
keling, en laten deze verder buiten beschouwing. 

De ui tschakeling kan echter niet op zo directe s1.ri.jze geschieden, 
als de fqn, die in het forIDalisme voortgebracht worcier1 b.v. 0,3;0,6; 
0,7 of 0,8 zijn, dus niet zeer dicht bij O of l liggen. Het lukt nl. niet 
goed aan dergelijke fqn merkbaar v<rschillende verwachtingsgrarl.en te kop
pelen. Uitschakeling vindt nu slechts plaats, als het gelukt, om met 
behulp van de stelling van Bernoulli-Poisson de fqn t0ru.g te brengen 
tot fqn in de buurt van O of 1, b.v. als men bij een grote collectie 
van geljjksoortige handelingen als richtltjn kiest, om deze handelingen 
uit te voeren, indien het fq minstens 0,8 bltjkt te zrjn en anders niet. 
Een dergelijk geval heeft men b. v. als er een wettelijke bepaling ge
maakt wordt, dat de wh dat een verzekeringsmaatschapprj van een bepaal
de soort haar reserves zal overschrijden, hoogstens 0,002 per jaar mag 
zijn. Dit houdt dan, volgens de stelling van Bernoulli-Poisson in, dat 



er edn wh zv.;;;r nabij 1 is en dat rr.en dienovereenkomstig de stellige ver
wachting koestert, dat zulk een n:.uatschappij gemiddeld hoogetens e·<§n 
maal in ae 500 jaar 8011 deficit zal v(jrtonen. Het houa.t echter ook in 
(en dat wordt dikwijls over het hooi'd gezien) ,<lat di t ondur 250 gelijk
soortige maatschappijen gemidduld hoogstcns e6n maal in do ;l ~jaar zal 
voork o.rneri. , 

.tets lastiger ,11101:-dt de uitschakelin~ door terugbrtmg(·m van fqn #J O;l 
tot fqn in de buurt; van O of 1 als mon niet te ma,-:.Gn hu(:;tt met 1Jen · 
grote coll0ctie gelJJksoortige ha11d0lingen, maar als mun eun }i~uzsz. uit 
een groot aa.ntal mogelijke handelingen moet doen, b. v. als men bepalan 
wil, hoeveel geld roBn in een oaderneming wil st~ken, of hoe men een 
bepaalde som zal befl.eggen. Hoe et1n individu in een dergelijlc geval zal 
handelen, hangt nl ·f in sterke mate van zijn emoties af. i'Goklust" en 
"angst" (als 2 uite;rsten) kunnen b.v. leiden tot ];landelingen, die niet 
in overeenstemming :zijn met de math0matische v<'.lrwachting. Een goklustit/' 
zal een kleine kanS1 op een grote winst hoger waarderen dan de mathema"" 
tische verwachting,' terwijl een angstige een kleine k.aus op een groot 
verlies.ernstiger rekent dan met de mathematische verwa.chtin~ overeen
stemt. In deze gevallen worden de handelingen dus sterker beinvloed 
door de posi ti eve of negati.eve winst-eventuali tei ten dan door de whn 
daarvan. Wil men zich van deze emotionele overweg:Lngen vrjj ma1<..en, dan 
moet men gevallen bescho;__l'Nen, waarin deze emoties geen noemenswaardige 
invloed hebben, doordat: 

1. het onderzoek niet op handelingen van een en.k.el individu maar op 
die van een groep betr0l.:king heeft ( comm:Lssie, vereniging, N. V., staat) 

2. de grootste verliezen, dj_e kunnen voorkomen) gedragen kunnen 
worden zonder ernstig nad.eel, ') 

In d:i t geval heeft het zin een op het ±o.rmalisme gebaseerd advies 
ui t te brengen. Waar lrnmt een dergelijk advies nu op neer? In eenvoudi
ge gevallen althans vindt de uitschakeling nu net zo pl:ats als in het 
vorige geval: een alternatief met een fq ';# O of 1 wordt vervangen door 
de ermee overeenko~ende Bernoulliverdeling, en dan wordt met een zeer 
dicht bij O of 1 gelegen wh voorspeld (b. v. behoudens een kans van l1b.), 
dat bet aa.ntal successen tussen 2 g0geven grenzen zal liggen. D.i.t 
heeft echter slechts zin, als men b.v. de te belegr~en g0ldsom in een 
volcioend groot aantal porties kan verdelen en deze op verschillc::nde 
wjjzeu kan beleggen, namelijk in de verhouding der .111 het forrnalisrae 
voorkomende whn. 

We komen daarom in dit verband nog eens terug op de vraag, of, en 
· zo ja welke, betekenis te hechten is aan de toeken. ... '1inp; van een wh aan 
een,.enkele gebeurt;enis. De verdedigers van de empiristische fq-theo
rieen ontkennen, dat di t enige zin heeft, immers, zeggen zij, een wh 
h1:-H~ft al tijd b8trekkinf~ op een uitgebreide collectie; gaat men over 
tot deelcollecties, dan worden de whn des te onbepaa.lder, naarmate de 
dcelcollecties kleiner worden. De subjectiv1steh daarentegen zijn van 
mening, dat een wh nooit ander:3 dan aan een enkele gebeurtenis wordt 
toegekend, dat dus .b. v. bij een reeks worpen met een munt bij iedere 
worp afz0nderlijk beoordeeld wordt, hoe groot de wh is, da t b\i d:i.e 
worp kruis zal vallen en dat d.it niet (althans niet rechtstree~en 
niet,uitsluitend) met de waargenomen fqn te maken heeft. Deze tegen
stellir.i.g wordt eerst voor oploc:sing vc.1 tbaar door de tweeledige bete
kenis van. de term ·'·wh", nl.. als fq (in het model) en als graad van 
verwacht:i.ngssterktf, (bij de ui tschnkeling) te onderscheiden. We zagen 
reeds in het vorig$ punt, dat ook binnen een model de mogelijkheid aan
wezig is, aan een fnkele gebeurtenis een ·1wh 11 toe te schrjjven, maar dat 
da .. 1rmee geen eigent' chap van de gebeurtenis wordt ui tgedrukt, doch al
leen een eigenscha- van de (min of meer) bepaalde collectie van denk
beeldige eventuali ·eiten, die de beoor~elaar in gedachten heeft, ·die 
alleen !erminolo i~ch als een eigenschap der af'zonderlijke gebeurtenis 
geformuleerd wordt Vandaar dat. het~ in het algemeen gesproken, niet 
mogelijk is de wh ( · recieser: het fqJ van e~n enkele gebeurtenis ui t 
te schakelen. Ook e "uitschakeling" door weddenschappen (de Finetti 
trachtte deze als nschakeling te gebruiken) kan niet als zodanig 
g0lde,p: als men ee fq van b.v. 0,6 in een handeling omz0t door hierop 

•"'""•••1•_,,,u,,..........,..,"•U•n .... ~"•o•t•••••IU-•U•• 

') Ecn met 2. over enkomende voorwaarde met bet;.rekking tot zeer grote 
wir1st.,:m is doorgaa s v::m minder betekenis. 

\ 
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een weddenschap 6 tegen 4 af te sluiten, dan krijgt dit pas wetenschap
pelijke betekenis (eigenlijk: doelmatigheid), als men dit als algemene 
~~thog~ doet; voor een enkel geval heeft het geen andere betekenis dan 
een pure gok. 

Anderzijds geschiedt de uitschakeling steeds door een groot aantal 
gebeurtenissen tot een enkele samengestelde geb·eurtenis met een fg_ ::::::0 
of~ 1 samen te vatten, b.v. volgens Bernoulli, en£.§£ komt men wel 
tot uitschakeling van een enkele (zij bet zeer samengestelde) gebeurte
nis. 

Het resultaat van onze beschouwingen komt dus daarop neer, dat: 
1) een formalisme t.a.v. wb-uitspraken in de zin van de Finetti niet 

uitgeecbakeld kan warden, tenzij de whn dicht bij O of 1 liggen; d.w.z., 
dat het verschil tussen de uitspraken: "bij deze worp zal een 6 vallen 
met de wh 0,14 11 en "idem met een wh 0,18 11 niet anders d&o met behulp 
van een conventionele richtlijn of van frequentie-uitspraken in voorspel
lingen, handelingen of. adviezen kan worden omgezet. Anderzijds echter 
is dit wel mogelijk bij whn, die dicht bij O of 1 liggen, ecbter met dien 
verstande, dat de mate, waarin deze whn van O of 1 verschillen mogen 
betzij conventioneel is, hetzij afhankelijk van de emoties van degene, 
die handelen moet. 

2) T.a.v. de objeetivisten hebben we gezien, dat het uitscbakelen 
van hun formalisme daardoor pJaats vindt, dat zij frequentie-uitspraken 
omzetten in een vlak bij 0 o;f 1 gelegen frequentie-uitspraak over waar
neembare fqn. Deze frequentie-uitspraak wordt vervolgens geinterpre
teerd in de zin van de Finetti als een wb-uitspraak over een enkele 
eventualiteit (die een groat aantal van kenmerken voorziene elementaire 
eventualiteiten kan omvatten en dan als element van een r:'.teekproefcol
lectie beschouwd wordt) en dienovereenkomstig in een handeling of advies 
omgezet. · 

Ter demonstratie: de frequentie-uitspraak: 
~deze vaas bevat 2 witte en 3 zwarte ballen", wordt omgezet in: 
''onder alle mogelijke series van 100 trekkingen met teruglegging zijn 

er minstE:Jns 99%, waarbij het aantal ballen tussen 25 en 55 ligt". 
Deze weer in: 
"het trekken van een tu8sen 25 en 55 liggend aantal ballen bij :100 

onafhankelijke trekkingen komt op hetzelfde neer als het trekken in een 
trekking van een witte bal uit een vaas met minstens 99% •witte ballentt. 

en deze wordt omgezet in de verwachtingsuitspraak: 
"het is even zeker, dat bij de serte van 100 trekkingen een fq tussen 

0,25 en 0,55 zal optreden, als, dat bij deze ene trekking een witte bal 
getrokken zal worden uit een vaas met minstens 99% witte ballen", 

"Zijt gij bereid dit risico te nemen, ha.ndel dan als volgt ••• " 
Een ander voorbeeld wordt geleverd door de frequentie-uitspraak: 
"Gedurende de laatste n jaren was bet fq der mannen van 45 jaar, die 

binnen een jaar overleden == e1 ,(b.v. 0,003)". Terminologisch getrans
formeerd: 

"de ~terftekans van §_0..£. man van 45 jaar (binnen eE.n jaar) is f. 1 ,." 

De uitspraak: "de kans, ~ deze be1aalde man van 45 jaar binnen.een 
jaar zal sterven, ~s ~l(b.v, OtOOZlJ"- aat zich alleen ££_nvegti™el 
(b.v. als bereidbeid om €2 tegen 1-£2 te wedden, dat dit ge6euren zaI, 
pmdat men g~~~Q.E. is op deze wijze te wedden) uitschakelen~ ~m9~ion~.£1 · 
(als graad van verwachtingesterkte) is dat met deze precisie niet mo-• 
gelijk, maar hoogstens met £2 =" zeer klein: Berekent men echter op grand 
van een sterftestatistiek, met behulp van de daaruit afgelezen variabi
liteit van de sterftekansen en de daaruit voortvlociende verdelings-
.functie (waarin men bepaalde parameters als onafhankelijk van de tijd 
aanneemt), de wh £ 5 , dat de (samengestelde) eventualiteit, bestaande uit 
het overlijden binnen een bepaald jaar van ?J.].e mannen van 45 jaar (in 
een bepaalde stad b.v.), zal optreden, dan blijkt deze zo buitensporig 
klein, dat uitschakeling e0nvoudig is; geen verzekeringsmaatschappij 
zal met deze mogelijkheid rekening houden. 

De uitschakeling van het formalistisch systeom bestaat in de omzet
t ing· · ·vaii · ·ee'f.1· · ·~nb ;;.;t he·cfre'tI~i'c ne · · ·u1"t s pr·aak · omtt·eii't· ··e fjf · ·ze·e'i.;• · ·a Tcht' · "oTj' · · :.r · · ge

·• · 1egen· · ··r4 ·· 1ff · · e·eri ····z·e·ei·· ·i1t Eirke · ·· v o rviacht I1i·· ·· .. m8 t' .. betrekking···tot' ... het···geoe'ii·:.::·••··· 
·ren··erfor···aa.arme·a-Ef•·o•v·ereeriko'ni'enaei···ev·enti~e.TileTt·;··•····················• .. •··•······· .. ···• .. , ...................... . 
····················•··•····•·••·••······ .. ·••·········· .. ·········•···•····"················· ···········•···••·••························· 



... 

25) [euze van het l!.~W en per~~ta.Q._~liteitsvoorwaa£de~. 
Tenslotte willen we nog nagaai1, hoe in bepaalde gevallen de keuze 

van een bepaald mod.el to.t stand komt in verband met de op bl. 32 en 
33 genoemde transitieve permutati(:,groep en op welke overwegingen deze 
keuze berust. . 
r ) E.e r1. .. ~ ri:k.~ l~.- ... t.:r;.e..~~.tng .. ¼i t ...... ~.~n .... Y.?:f;.~_ .. m~. ~- ... ~ .. :t?gJ.:.+.}~µ_,._,. w.~?.:.f. :t?.Jl.. gg;g __ .h~.t. .... :t..:r.g_t.:-
ken .Y.!3.-.P.: ..... ~;u.~ .... Q.i:3,JJ.~_.q,. __ g_~lJJ~-~--.. :Jl!P.:P: ... Y!.9..r.~~-f:l .... t.9.~g~fl~~µ,~t• Di t model zal gebruikt 
worden, indien aan de volgende ~~'4..tabiliteitsvoo:rwaarde is voldaan~ 
als, ui tgaande van een bepaalde··oegintoestand de bal A getrokken -wordt, 
dan zou, indien vooraf een permutatie op de ballen was toe~epast, waar
bij bal B in bal A was overgegaan, bal B getrokken z:ijn. Deze eis legt 
dus aan de trekkingsmethode voorwaarden op, die voo::- een enkele trek
king geen betekenis hebbeii";' d.w.z. zrj eist het bestaan van een col:ec
tieve eigenschap ener collectie van t:r-ekkingen, niet van individuele 
eigenschappen der af'zonderlijke t.r·ekkingen. Aan deze voorwaarden zal 
b. v. niet voldaan zijn, indien de proefpersoon een bepaalde bal tracht 
te trekken en deze op. het gevoel van c.e anderen _kan onderscheiden. 
De permutatiegroep, waaraan we de ballen onderworpen denken, moet, daar 
aan alle ballen gelijke whn worden toegekend, transi tief (niet noodza
kelijk symm.etrisch) zijn. Hierin bestaat dus deig~chi[~el:h,."!,g van het 

- model, dat we als volgt k:unnen regl}-lariseren; de ballen liggen boven 
elkaar en men·- trekt de bovenste 7-De permutatiegroep behoeft dan slechts 
de cyclische te zijn. De uitschakelin5 van dit model bestaa~ daarin, 
dat men, wanneer de ballen van kennierken voorzien zijn, de mogelijkheid 
verwaarloost, dat een bal met een kenmerk met uiterst klein fq ge~rok
ken zal worden, waarbij men e en conven ti one le gr ens hi ervoor (b. v. f /,. ff.J, o:t "~ 
kan aannemen. Wordt dan toch een kenmerk met fq <. 1/1.000.000 getrof
fen, dan zal men wijziging van het mod.el gaan overwegen. Een ingewikkel
der model is ook noodzakelijk, als men met meer dan een trekking te ma
ken heeft. Dit laatste geval zullen we nu behandelen. 

I I ) ~i . g_ng.fhf:l(M.~l ijt.~ .... t.;r..~.~tt,pg~_P. .... TTJ:sl.t ... t.!?..£.11:gl ~ge;,i.nK .. C.~.1:?..V~.~-tJ?r.9.~ .t.'.:.1} ... 1:;1.J.:t .- .. ~-~'.9-
v. p,{.J. $.. nt9.t ... N .... . P.~.rm:µ t.~1?..~J.~J ..... J?.s3.-1l~R, ..... Yf.~§..I.'.§.~g .. _ .!?..tt .. :!::.~.~-~-f'.~ .... ~.f'.~~.tJ::g_Et .9P:1.~. :iJ.J_r.~_g 
g~.J.:.ij(~~--- .Y.~9:P. .... Y:{.9P.9:§..g .. ,.~.9..~.€i~!~P.:9: .. ~ .. De empirisch)vermoede invarian+;ievoorwaar-
de ne0mt nu, zoals in verband met model I blijkt, als ~rmutabili tei ts
YQ.2.~'JH]:'d~ de vorm aan, dat vooraf ~n tussen ~def: __ t,~_taT tre'.R~in~£ · 
de ba·!. len aan een transi tieve permutatiegroe:p worden ondervvorJ:icm, het
geen weer voorwaarden aan de trekking.smoth.otie --opl.e.e;t. Hieraan is h.v. 
ni,et voldaan, indien men steeds dezelfde bal trekt ( zonder deze bij h8t 
ter1.1g~_eggen los te laten) of indien men na elke trekl.:ine: de bel kiest, 
die oncter d.e vorige lag, zodat deze vorige nu zeker ?}t~~ ge trokken kan 
worden. Ook bij niet voldoende sch~ldden is aan de voo:cwaardr:m nif-,t; vol
daan. Is dit echter, near men ver.moed.t,wel het geval, dan .K8.n men het 
volgende _ g£J2.?...&Ul§J._:f.:i..See£_c0....,.P.!:.C2.9-el geln·uiken~ men d.cnkt ztch _ de .. \all en 
genumro.erd on 11eer;~t een ani..lere vaas met N,. ballcn 1 wa;J.:'op ae _ ;~ moge
lijke trekkingsreeksen als kenmerken z1j.:1 aangeb:c.:1.cht 8[, LJen -"ienkt zich. 
in plaats van een serie van n trekkingel.l uit de eer.st~; '~na.s, EJGil bal 
uit deze tweede getrokken volgen::; model I) (c;y:.::lJ.sGhe per;ni1t2.tie in 
deze vaas, dus van alle mogelijke trekkings.reekssn, komen overP-~~!1 met 
willelrnurige permute.ties tussen 2 trekkingen in dc: oorspronkel1Jke vaas). 
Di t zelfde model zal men b. v. ook gebruiken bij f!en serj_e worpen met 
een als zuiver aangenomen munt of dobbelsteen. 

Algemener zal men doorgaans de N bailen niet ir...dividueel bljjven 
onderscheiden, maar alleen een klein aantal k verschill.ende .!i~L.~fr~.1~ken, 
die tezamen een kategorisch systeem vormen. Is N het aantal ballen, 

dat het i§ kennerk d.raagt, dan is Pi= ;; de wh, bij een trekkins het 
i~ kenmerk te trekken. 

Een voorbeeld levert de erfelijkhe.idstheorie van G.MENDIGL. Heeft een 
biologisch individu gelijke whn, om van elk der oud.ers de com:9lem,,H1.taire 

A+a ) ·· --eigenscn,ap:pen A of a te verwerven (dus symbolisch --2- , en z1.1n ,:i.eze 

whn onafhankelijk van elkaar, dan zijn de whn, dat het gengtYQiscp 
( d. w. z. als eigenschap van de kiemcel) de kenmerken AA, Aa=;;aA. of aa 
verwerft resp. {-, t en. 1 (dus symb0Jiseh; iA;~r == ¾AA+fAa+¾aa) • 
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Is het kenmerk A dominant, dan ~eiden AA en Aa tot hetzelfde 12..~~ot~ 
( d. w. z. de zelfde ui terlijke verschijningsvorm) A, en aa tot het phaeno
type a. Voor het phaenotype is dus de kans op A;¾ en die op a:¾-
Dit volgt reeds uit model I, maar is niet uitschakelbaar. We kiezen 
nu als ui tgangsco llectie alle N=lVi,~ mogelijke bevruchtingen, die ui t 
Jl/1 1 mannelijke en M.t vrouweii:fke kiemcellen zouden kunnen tot stand komen., 
en de werke·liJ1{ tot stand gekomen. bevruchtin.gen als een steekproef hier
ui t. 11i/eliswaar is ui t een steekproef azonder toruglegging1', maar deze 
af'wijking van de onderstelling is bij de hier optredende zeer grote N te 
verwaarlozen. Dt:i dan uit de stelling van Bernoulli volg.:mde uitspraal{, 
dat b.v. van 4800 (uit een zuivere lijn door kruisbestuiving) gekweekte 
individuen het aantal met phaenotype a met een wh ~ 0,99997 hoogstens 
120 (::::4C-) van 1200 zal afwijken, kan wegens de exorbitant grotc wh vol
gens model II als ilzekerheid'' uitgeschakeld worden. 

De polynomiale, in het bijzonder (bij een al tcrnatief) de binomiale 
verdeling (verdeling van Bernoulli), waarvan het bovenstaande ~en voor
beeld is, or,itstaat, wanucer men uitsluit0nd kenmer'ken boschouwt, die 
niet van de y_plgor<1e der trekk.ingsresultaten af'hangen (in tegenstelling 
tot b. v. het prob le em van de 11run of events a var.1 de Moi vre ) • Di t houd t 
in, dat ook de afzond<:::rlijke trokkingen, onafhankeliik van de trekkings
resul ta.ten, aan een permutabiliteitseis worden on<ierworpen. Hierdoor 
gaan de oorspronkelijke geordende trekkingsreeksen (korter. ret'~kSen) 
ov~r in ong0ordende vzn (•tgep.:.:rmuteerde seriesu), en wel t~.dkans 
d = (n,+ .•• +nK)l in e0nzelfde vz. n., , •• , n._ n, ! •••. n,d 

De ~tscl;_~l{0li!IB. vindt dan plaats met b1;:hulp van de stelling van 
Bernoulli, al dan niet na. voorafgaande v0rdt:rgaande rdgularistlringt 
bestaandt~ in overgang tot e,3n infiniet model (b.v. normald vordelin€$, 
vordeling van Poisson e .d.), als bij model I. Hiiarbij tri:rndt echter C,i;;n 
mocili·jkheid opi blijft men als kenm~rken van de ballen ir1 de tweude 
vaas (dus die van d~ steckproeven) hun. v1::rschillende sa11Mnstelling2n 
boschouwen, dan krijgt voor u -~ elke samenstelling e;an tot nul nad0-
rend fq, zodat dus voor voldoend grate n i0d0re steekproef' verworpen 
ZOU moeten Worden. Men verenigt daarom eengroot aantal verschillende 
samenstellingen tot een enkel kenmerk, welks fq ,!!i~!. naar nul gaat. 
En wel kiest men als kategorisch systeem de verschillende waarden 
(precieser ~ kleine intervallen, waarin deze gelegen zi.jn), die de op een 
bepaalde wijze gemeten 11afstand1' van de waargenomen samenotelling tot 
de samenstelling der ui tgangscollectie kan ae.ru1emen . 
. , ~it., gebeurt met het K'. -ln·i teri·~m voor ;'Goodness of ~it·' v~n _ KARL 
.P.bAhSUrl (1900; de verdelingsfunctie voor x.,2 was reeds :Ln 1876 door 
11' .R.£:li~Li\Jll'.:HT ingev,.:erd, maar daarnf.l we0r vergeten). Is n de ui tgebreid
heid der steekproef, en zijn :Vi resp. f;. de fqn der K kerwerke.u in mo
delcollectie en steekproe1', dan wordt ,!. gedef'inieerd door: 

x'- = n -b er j - Pi l 
. I pi 

Practische toepassing vindt veel.eer de uitdrukking. 
1 2 

~,- np~e) :::: '[ llj, - l 
np, np,. 

X 1. heeft het karakter van een gegeneraliseerde aaf'stand". X.1 > O, 
tenzij n~ =IlPi is. De functie han.gt echter niet symmetrisch van collec

tie en steekproef af~ 
Men kan nu de verdelingsfunctie van X. over de collectie van alle 

(permutabele) steekproeven van de ui tgebreidheid n in limes ·voor n➔ "'° 
bepalen, en vindt dan (zoals elders aangetoond zal worden); -

• P = P [x t x:.J = r (~-)-' / e - t t "i1 dt, waarin ✓ = k-1 is, 
.q,! 

d.w.z. J;\_1 bezit (voor n ➔-) de z:g. 1'onvolledige I(~) - verdeling11 • 

Meestal schrijft men; 
dP = -2-fi-• I (~)- 1 e-t~ Xv-,d t .· 



Hat getal V; = k-1 heat het aantal. g,ra~~~~vrijheid, daar de k onbeken
de frequenties npi, gebonden zijn aan e?n lJ.neaire betrekking: r-
met aan de waarneming ontleende n. L npi = n 

KAHL PEAHSON heeft de onvolledige r-functie (d.i. P.r(~) als funct;i.e 
van ½X 2 en -/) getabelleerd (Tables of the incomplete Gamma-function), 
ELDER'l10N P als functie van X 2 en ../ (opgenomen in K.Pearson, Tables for 

Statisticians and Biometricians I, 1914, 3rd ed. 1930), Voor andere 

tabellenlitteratuur zie M.G.KENDALL, The advanced theory of Statistics I, 
194:3 (2nd ed. 1945) p.293. Daarin is ook een ( 'J,..2 , \/)-diagram voor curven 
P = cci:stant opgenomen. Beter is een in het' nieuwe Nederlandse tijdschrift 

Statistica (1946) opgenon1en ( x_ 2 ,P)-diagram van curven v = constant. 

We vermeld.en nog de vraag, waarom de "afstand" van collectie en 

steekproef' niet door een andere positief definiete quadratische functie 

der getallen (fi - pi) gemeten wordt, b.v. L. (f, - p, ) 2 , maar juist door 

X 2 • Deze vraag is door von Mises opgeworpen (Whr. p. 310), die · 

\ 2 = '[ f,/f';, - _p; ) 2 kiest met onbepaalde c0efficienten A~ en daarvan 
gemiddelde Gn spreiding (over de collectie van alle steekproeven) be

paal t. De reden, waarom de 11 gewichten'' Ai. juist :: 1. gekozen word.en, 
, Pi 

heeft von Mises (die Pearson's gehele probleemstelling niet begrepen 

heeft) niet bemerkt, o.a. doordat hij alleen de twee eerste momenten, 

maar r,j_et de verdelingsfunctie van de verdeling vo.n 'k,2 berek8nd 

heeft ~ voor zover bekend bezit alleen X.. 2 een veru.elingsfuncti 13, die 

1c (appro:ximatief voor grote n) .QB.~.fh~~elijk ven_2,_~--\~~~~den der_ £i..2:§..• 
Zo kan men ,.roor k = 2 niet de kans, dat If - p I $ /\ Vn is, maar N9l 

P [If - I· l ~ ;\ V pq' cya pr9x1matief) door een yarL:r~q_~:.afha~l.J: .. r)_Jjt~r~ func-
tie van A (nl. Vffl e ~t dt ) voorstellen .. 

,, 
.W0 zouden ook kunnen beschouwen de uitdru.kking~ 

2 (f' - p. )2 
== n L "f. ' , een kwadratische vorm in de 

' onbekende p,. 
Eei1 bezwaar is dan, dat ook deze functie niet symruetrisch van f; en Pi 

afhangt, terwijl bovendien de verdelingsfunctie van de gewone X,: ge
makkelijker te bepalen is. Ook zouden de f's in de noemer w"'l oP.ns ni.et 

allen = 0 kunnen zjjn, wat echter geen onoverkomelijke m0eilijkheid zou 
opleveren (correctietermen). 

Om nu tot uitschakelin.g over te gaan. wordt het kategorisch systeem 
van alle mogelijke x._ 2 (resp. ~t e )-waord.en (-intervallen) vervangen 

doo1· QP.n alternatiet:~ x_ 2 <,{;,resp. A 2 ~~}, waarbjj X-.azo groot ge
kozen wordt, ii.at P [X. 2 ~ x/] = { van zo kleint? (<loorgaans conventioneel 
gekoz~n) waarde is, dat de mogelijkheid van realisering dezer' eventuali
tei t niet in aanmerki.ng genomen wordt. (Ui tschakeling volgens model I). 

~ . 
Indien dus toch x, 2 ~ 'X..2 gevonden word t, . zal tot modelwijziging worde:n 
overgegaan. In-de practijk berekent men doorgaans brj waargenomen 'X.!..2 

_p [x 2 ~ ~I 2 ] = f I en verwerpt het model indien f, ~ '[ is• We vestigen 
er echter met nadruk de a:mda~ht 0p, tlat deze uitschakeling met het 
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x_~-kriterium, toegepast op P ~i (of X 2 ~ ;x,/) a~l~.ifil correct is, in
dien de waarden der p.vooraf bekend zijn. 

" III) Onderstellen we dus, dat tot modelwijziging wordt overgegaan, en 
wel in die zin, dat de permutabiliteit dar afzo~derlrjke trekkingen (dus 
hun 011afhanb➔ lijkb.eid) gehandhaaf'd wordt, maar da"t de -permutabili tei t 
der ballen bij ef5n enkeJ.e tr·ekking wordt pr.ijsgegcnre.c. D:l.t houdt dus in, 
dat de colloctie van ballen vervangen wordt dcci:• t)en co:i.lectie van mo
gelijke trekkingnresultaten (bij ee11 trekking), ws.a:r::,i.j elice bal met een 
zeker aantal eler:1(:n1 ten dez0x· collectie ove:r8fmkm:J.t, ( 0. v bal 1 kan op a, 
manieren, bal 2 op a 1 rnanieren, enz, ver.!rregen w,)1'(1.E.'~). Di t wordt ui t
ge<irukt door te zeggen, dat de kansen, dat .. de afz0nd·2i·lijKe ballen bij ~~n 
trekking getrokken worden weliswaar constant, mae.1· niet alle = 1/N zijn. 
'~ord~n omtrent deze whn 2.§..P.~~J.de ond<::;rstellingen e;em.1.a.K.t, dan geschiedt 
de behandeling als in het vorige geval. De si tuatj_e j ::i echter anders, 

indien zulke onderstellingen. niet vooraf gemaakt vwrden, maar juist 
uit de resultaten der steekproef afgelezen moeten worden. De eenvoudig
ste methode is dan wel, om de collectie van waarnemingsresultaten zelf 
als ui tgangscollectie voor verwachtingen in de tockomcit te ne::nen. · 

Men heeft b. v. waargenomen, dat onder alle manr:en, die, gednrende een 
bepaalde periode, de leef'tijd van x jaar hebben bereikt, (m,r.. in aantal) 
er m~+s waren, die ook hun (x+l)~ verjaardag bereikten en noemt 

m - m'k. 
q :It _t+_, ---· 

"- m ~-
de ~te'.£_:t:_12_,aj{..§.!!.§. voor mannen van x jaar (in hun (x+l)~ jaar). 

Voor premieberekening· van een levensverzekering gaat men niet alleen 
va.n de onderstelling ui t, dat di t fq ged11rend.e een aantal jaren cons·l';o.r..t: 
bl~ift, m.aa.r ook, dat di t voor de verzekerden bij oen bE.~p:>1lde rn.aa.tscharp't_~ 
dezelfde waarde heeft, althans zo deze bij geneeskundig cmderzook go':j(?~Ee·
keurd zijn. Hoogstens wordt nog rekening gehoude.n rr1et het felt, det de 
vc➔rzekerden bij rnaatschappijen van een be_p.s.:1ld ty~'::>H in 11.ot al5emeen een 
geselecteE.:rde bevolkingsgroep vormen, Vvf"::.Lker stij::•fte 78.Il die:: dor gehele 
bevolking ef'wijkt. Men kiest daarom veelal ec-1n f1 i>-3:i-:·f' bsi;ri:L'("J. B<~ti.1'okken 
ui t de waarm:lmingen van 'ee.n aantal Vt.:rz,~~;;.e:r'ir.g:'~,~.!.c.'cs.-..:1c"'..)Pi.ien gesamenlijk. 
Met hat feit, dat de vorzekerden blj 0ln eukele m~~1sc~~ppij als een 
_f3teelf:eroef uit de als. colloctir·J beschcv.'1\JdG vz v·:.e.1 ~±.1~'?.. ~rcrzekerden 
{met gegeveu waarneembare r;e~rnndh::::i,,.~£.~·:Jcestand) m,x:t •.V'.J_c,i•3n b0sc::houwd en 
dus aan eeu steekproefaf'wijkiug ondo.cwor;:-an is, '.v:Y.t·d. t 0 eht;0r b5j d.e premie
berekm'ing p;een re_kening gehoud.011- {de. bi.erhij bo'l10:-·,:n,.:e stc_oekproefafw.Jdng 
wordt doorgaans door winst- en. koste.tl.Jllarges v;re.L o~icevangen). Op grond 
hiervan heeft men vaak, !§..~_Q.!1£.~f-~t:~., betoogd, clrt de levonsvei'z(·:kerings
wiskunde gi~-~ op de whr g'3bas 10erd ::_,.-~b_oeft te worchm. 

Wil men ec.hter wel rekening houd,311 m~t de steckrroefafwi;iking, dan 
dient mE.1n het risico en de risicoreserve te ber0;.,:,';J'.,;8n. J)e beechouwingen 
di~ man dan opstel t (of in h~t algemeen als men wh-tl13o:cetiseho b0sc.hon
wingen baseert op een wh-veld, dat, zonder wijzig.i.ng. a,3,n stc...t.i.sti.sch 
materiaal is ontleend), berusten op het volgens iriac.el.; 

Zij gegeven een collectie ballen (vaas) met kenr1.erken A, met pn_pekende 
f qn Pi • De gedane waarnemingen komen overeen met t1:ekld.ngen (met terug
legging) ui t deze vaas. Iedere keer als e en bal met konrnerk A~ t~etrokken 
wordt, word t een andere bal met overoenkomstig kencerk in E:Jen tw1;:'ede 
vaas ged.aan.. De vulling van deze tweede vaas komt dus pr(:;c:i.es overeiJn 
mat hot ge geven waarnemingsma teriaal. Het D?:.9..?:~1 ..• l~);.,. -~g.2:.t..~tt~.t."',n,l~. AP:PT1U .. , 
d'"~-~ .... .Y.:<:: £.i~.l:'.~. ·--~~ ~.~};.!.~_gae.1.~-----~-~-!:a~-t.i ... ~~ ::..?..9.F§.P..~.9..J?:.'11~~ ~iJ.~aC:.J .. 1.r!:.~.:.~;· ... Y.a~~ ..... 'f.Y.::; '? .. /.:~:i:Y.'~ '°:.~~~ 
vaas g0•.1aan wordtin, • w. z. e vweeue va.as a s mo c voor e ,3'3r2·cc· g;1 -· 
b"'iYtiilff···;~vo:i:ic[1r; .. ···ne·'"·o'nbekende f(ln Pi. warden dus eenvoudig door de waa.rge·-
nomon f ei.n f\ verva.ngan. 

Vva t ,.do ui t~J_q_ll.l.'1~£1.b.:12€5 betref't komt dat dus hierop neer, dat ~en yer
onderstel t, dat de '.!Y±~:£~:i:,'.];gOJ.l van de ste~;kproef :~~:~xn1_1Lt:~~~l ziJn, d.w.z, 
dat cle verschillen tussen de omstandigb0den, waa::.~oricter cie waa."".:'nemingen 
hia.bbt:~n plaatsgGvonden van te verw-aarJozen .invlo8d zjJn (in on.s voorbeald 
dus van de mannen van x ja::i.r, wat dus neerLcmt 0p h(:;t v0:r.waarlo·z.en van 
de verscbillen in de oiustand.;.gbcden, die tot het ovdrli.jdEm van bepaalde 
van deze mannen le:i.den un vro,:rs:ei· g0leid hobb0;m). Het risico wordt 
me0stal weer onder verwaarlozJ.rig v311 1/n be.r·ckend. 
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De ~i tscha_keli1±8 van een op deze wijze verkregen model kan m.et· be
trekkiug tot een iYI~ede waarnemingsreeks met behulp van het x_2 -kri
terium als onder vuc,rbeeld II plaatsvinden. 

Men kan nu het ,\ 2 -kri terium op 2 manieren gebruiken. Gewoonlijk wordt 
het onkr.:i.tj.sche standpunt ingenomen, een model (1 1hypothese 11 ) nJ .. §.t. .... t.l;l ... 
Y.$¼'.W.f.:r·.P~U.a ...... t~.rr1H .... P. ..... Z.E.!itr. .. J~l~.!~-l§• Dit berust op de ove~weging, dat men 

;!~~.b.i~ ; ~n c ~~·!·5ttn~~i o:!½e 1~;-:~~li·i1~b~{~-~-1~·z)~5 .. ··h~i'~.iiltth~f~uiil£~~•f;; 
van opp8.t:'"' . .-Jakken X.' = constant en men Vfrwerpt de.n dus alleen waarden 
{:Pi l tH1i·ijen een groot oppervlak y} = )G , met gr'ote ~ 2 • De voor
waahJ.e, 1Tc1.arondcr de hypothese dus niet a],s weerlegd wordt beschouwd 
is dus P ~ £, • ~:egerwvGr di t zwakke kri terium staat de kri tische metho
de, die van de gedachte ui tgaat, dat men slechts een kleip.e_ .. k_9:.qs wil 
~open d..§ ...... h.:::..P.ft:~1),g§.~ ...• tf?.XL . .Qg_!:.~.9h~~ .. ~.!~ ..... Q.~.Y:.~.53.~~-te;.~.g, wac1.raan voldaan is, als 
P ~ 1 - f. _ J_s, dus 1 - P ~ {., d. w. z.'i(Ji.e kans, dat een kleinere 0 a~st-:-nd" 
tussen model en steekproef zal optrC>Clen dan de wo.Ea·genornene, klein :i..s. 
Men acht d.an ,dus de hypothese slech-ts bevB&tigd, als zij llirmen een op
pervlak 'X_1 == 'X,; met k1eine Xo 2 om het punt {ni/n) J.igt, zodat in dit 
geval de' sevonden x_'l. klein moet zijn, tervri.jl hij iil het eerste geval 
groot mac; zi;;n. 

Op grond van het uitschakelingsprincipe moet ge7.egd worden, dat 
waarden als P = 0,5 of 0,2 e.d., dj_e rewoonlijk get~cht warden een 'be
vredigende11 overeenstemming tussen ·'theori.e en p:r:·actijlt" (beter. model 
en waarneining) te geven, fei telijk noch eon weerle~·;f,) ng noch een be
vestiging van de hypothese inhouden. Allerlei ancl.erc waarden van Pi 
(de hypothese) zouden even goed mogelijk zijn. M~.Q ... J);f.D-... 9:~}?-.... .Y.~,E9:.~.F.,. .... ~ .. !.~.9.'g.t~ 
b.§.t.:t'.Q}J~v.1).r...t:r·e. ...... 9..o.n.GJ1!.$J.~.f?. ..... :tr.§l\.t~.g.l ..... Y.9..9..;£ ...• ?i .. QY..~.r ..... 1 ~ .. ?!.~ ... 9;;,0..f: .'}.~.qt.E:.J.: I1.1~ ..... -:"~.}JP.: .... Z§}J. 
9. ~ ..... §.P.~ . .<;..:i 0.l~ ... J;c..g .~.~ ...... 9-:.t:?..E .•. P..~ .... -Ri.!1 __ 4.A:!?. ..... ~~t:J .. !2:.:t .. Y.?.:P.-.... F. .. 9..rst::\}:t~ ... :.S.~:.\~.:0 ~ g . M ," n die n t 
dan dus, a.ls men niet door modelw1jziging een be".:;01:·e o7e:.:Jenstemming 
tracht te verl:;:;.'ijgen, de eenduidige bepaaldheid van het model op te 
geven in die Z!in, dat alle modellen, die niet minder goed overeenstem
men gel:ijkelijk in aanmerking genomen worden. 

IV. In vele gevallen is het derde model door te grote vereenvoudi
ging te ver van de ervaring verwijderd. Doorge.i;is zal nl. het geseven 
waarne,:d.ngsmateriaal zelf als een steekproef 2...,, uit een zeer grate 
colle~:;:Le , ... beschouwd moeten worden, waarui t ook verder getrokken 
wordt. O:nderstellen we r oneigenlijk en van onverand.erlijke samenstel
ling, dan word+; Ln dus zelf als element van de coJ.lectie r" van alle 
illQgeljjk~~ ste,2!.;::'l_)oeven van d~ ui t~ebreidhe~d n _ beni;houwd •. B~ha~ ve de 
vroegsrc: treedt dus thans b1J de J.nschakeling de permutab1l1 tei t van 
alle steel(pToeven .tµclusi~f~~e-,,_;·n~ ( 11het ha(i. neven goed;, een an
d~re 11 k1.u'J.-:f,n;' zijn". ; Het model r- moE.:t nu geprec:Lseerd worden, door-
dat zijn f'ct~l v,: ()r,bekend zi;jn . 

Voor de o·D loss:.i ng van di t J.}robleem ( een insch,i.kelinf~sprobleem) zijn 
drie me1·1, od en c,·c.f:·ev· ·r1. 1 a.', . ., t:t-1E0•r,-Y··i f> 8 nos·l--csi·r.7 ,..,~ i V(.1-: '.:·:,v-1u BAVTi':~ lJ ___ . •~- t)v~ -'· • • .._.., ...,I, .,v.J...·._..,, -, .r: - v J .•. ~.1...,~ - r_ ....... -o J..l.!.lh.lf 

2. de thcH::·rie u~r 1'maximum likel.i1:.1,),-A 11 van H.A.I•'ISti:ZH, en 3. de theorie 
<ier betrut:.:.\1;baarhoj_dsgr811zen (1 1 con .. fid.vnc.,3 int(::.,c 1.r.-'iJ .. ,-::") ,n..m, E.S.PEARSON, 
niet te VE:r·we .. rren m1t de i!fiducial intervals" V3n h.A.F'isher 's theorie 
van •'fiducial iI~ference 11 • 

De theorie d~:r whn a posteriori is reeds ui tvoorig:, besproken. Zij 
kan wordon samengevat in het ~Iod~,_l van_J]~: 

De coJ.lectie r (waaruit [" als een Bernoulliaanse steekproef be
schouwd v1ordt, dus als een deelcollectie mf:it l~ pcrmutabili tej_t van de 
afzond::::r:-lijke trekkingen - waarnemingen -, 2~ perruutabiliteit van alle 
steekrpoe""Em) word t zelf als een element van een collectie /\ van 
collectil,s beschouwd, die verschillende samenstellingen hebbon; deze 
veruchiJ_lende sarnenstel.lingen ziJn de kenmerken der elementen r van /\ • 
Over de samenstelling van A , dus de verdeling der verschilhmde sa
rnenstellingen der r over /\ t wordt een a pr-iori-onderstelling c;emaakt 
(b.v. de hypothese van Bayes;. Daaruit vol5t; met behulp van de stel
lirig van Bayes een wh-resul taa,t ( ·'a posteriori") voor de samenstelling 
van. r , dat op de bekende manier uitgescuakeld wordt. 



We zagen reeds, dat dit model het bezwaar heeft, dat de a priori
~vbn (dus de verdeling in /\) doorgaans op grond van een indifferentie
principe gekozen word.en, zonder statistische (dus empirische) basis, 
dus oolc zonder voorafgaande expliciete overweging van d(.:l bijbehorende 
permutabili tei tseis, terwijl deze samenstelling onafhankelijk is van de 
·• 1voorgeschiedenis \t van het tot stand komen der colle ctie r. 

) 

JJe theor~e der "maximum l.:i.:,keJJJ!q_od11 , door }J1isher in 1922 opgesteld 
om de tb'30J:'J.e van Bay0,3 te vervangen, voert geen whn a p.riori in, on
derwerr-i..~ f, dus niet aan een wh-verdeling, maar onc~e1·st<2l t allec.~n, dat 
er een :y~~.I.~i-'..£!eli9J3 V (niet een collectie) van mogeliJ:;rn (onvnrB.nderljjke) 
sarnenstaLi. t1,.gen van r is, beschreven door e~n of meE-r pal'ameters H • 
(b. v. ee.:i verdeling van Poisson met onbekende ot. , een norruale verdeling 
met onbekeride o< en/ of (J""J., e .d.) 

Voor iedere waarde (algemener: ieder waarctenstelsel) van 0 kan men 

nu de wh P [-rr~·)] van het optreden de steekproef L. berekenen. 

In plaats van de bij Bayes optredende ·'probabili ty·r van re B) ( of ook 
van 0 ) , met betrekking tot [ , beschouwt F'isher nu alleen de "like-

lihood" L [-·C·r-.. .)] 
door genoemde wh: 

van re&) met betrekkin.g tot L ' gedefinieerd 

L<o) = L [ L~.1 ] = {r-·fu-r] . 
Deze behoef't natuurlijk niet aan het. addi tie- en mul tiplicat:ietheorema 
t.o.v. @ t;e voldoen, ,maar is, in tegenstelling tot; b?yr::3s I a priori-, 
dus ook a pcst·Jrior·i whn, volledig door [ bepaald. In de dageli;jkse 
taal zijn de ta:r.mon i':proba.ble'' en 11 likely·; synonien. Het v~rvange:n van . 
de ter:n ·'prob.·~bili ty of L ·' door ;'likelihood of r( 8 ) 11 is weer als een 
terminologische transformatie (verwisselin.g van ''van:' en ''met betrek
king tot·') te beschouw.en~ 

i , waarvoor L maximaal is, is dan ·'de beste". . 
Beschouw011 we b.v. een continue wh-verdeling van een variabele: f(x), 
die dus van 9 afhankelijk is en .daarui t een steekproef van de ui tge
breidhej_d. n, die d.e waar<ien x, ••• x,. oplevert. De vr-aB.g naar de wh van 
precics cleze steekproef is dan een nutteloze, daar deze wh steeds =0 
is. Ve:::,•h-<Len "!le ecb.ter de x-as in een aantal kleine intervallen van de 
lengte 6 x, d::in is de wh, dat e~n van deze intervalletje.s een x, van 
de ste~kpr-C?ef' zal b{.,:;vatten. ~ f0 ) . 6.X , met j in het be~rokken inter-
valletJe, c.us~f(xi)./,lx;. De wh ~~ de hele steekproef is dus~ 

:;;P-f'(x, ) ••••• f(xn). ~x, ... A xn, 
wat voor /j x; -:)0 overgaat. i_n • 

• 
i'(x 1 ) ••.•• f(x'>).dx, · ••. cix,,. 

Hierbij is dan nog e2n bepP.alde volgoI'<le der n waa1\J".m in acht ge~omP-n. 
Laat men dezs ·muten beseb.ouwing, u.ari komt er nog d.e factar n! b1J. 

Dus is. L :: f(x 1 ) •••••• f(x 11 ). Dit is een functie van 8, daar f(x) 

dit is. Van de7.,e functie moet da:n dus het maximum bepaald warden. Hier 
gaan we 11.iet n.'';l.9,er op in. ~.ve merken nog slechts het volgende op. hebben 
we te doen met eon kategorisch sys teem met whn p, , • , • , Pie, L p; = 1, P, l 0 , 
waarbij dH Pi t,3 beschouwen zijn als (k-1) onafhankelt;~rn parameters 0 , 
dan wordt de likelihood voor n>.>l asym.ptotisch een functie vay.i ,X2 

en maximum lilrnlihood is da...'1 approxim.atief aequivalent met minimum 'X._2 • 

(n·- np·) 2 . 
Nu is, ~ 2 = I:. L " minimaal voor n · = np· , zodat er weer 

..it /\ IlPi L ' 

u.i tkomt: whn = ~.raergenomen fqn, dus de primi tieve oplossing van .model III• 
Uok met de theorie dcr maximum likelihood warden waarden van de B 's 
onc1ubbelzinnic5 als 11de beste" vastgelegd en blijft er geen speling in. 
de samenstelling van de modelcollectie over. Willen wij di t wel berei
k,:::n, dan zullen we, evenals di t bij het ~ -kri terium besproken is , 
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niet L(e) .. = maximaal moeten beschouwen, maar b.v. alle l)'s met L(f-)) > J 
als mogel~ke waarden moeten behandelen. Daar dus de methode van Bayes= 
algemeen verworpen is, en de maxi:m.wn-likelihood methode van Fisher niet 
boven model III ui tgaat, blijft voor model N alleen nog de methode van 
E.S.PEARS0N over. 

Deze .theox½._der betrouwba~heiclsgrenzen dient wel onderscheiden te 
worden va:::i B..A.Fishe1~ 1s theorie dor nfidut~ial lirni1,;si', algemener "fidueial 

* inf'erencei', die op een gedachtegan.g analoog a~n de h.;ypothese van Bayes 
berust, en waaraan, voor zover thans te zien is, geen empirische zin te 
hechten is. De theorie van E.S.Pearson berust op het v·olgende principe: 

We beschouwen een alternatief met kenmerken A en Ben resp. whn pen q 
(ondersteld), waarvan een steekproef van de uitgebreidheid n een fq f 
opgeleverd heeft. Dan zijn f, (p) en f,2.(p) (feitelijk ook s.fhankelijk van n, 
maar de steekproef, dus ook n, is gegeven) zo te bepalen, dat: 

p [,~p~f;(p ) .. ] ! 1 - ½ t en P [·"~p~"rl"~,P.)"J ~ 1 - ½ ~ zijn 

De kans, dat f buiten dit interval lig~ is dus ~l 
p [-.!:'.t~ P. .. \};·~·~ ... !.!S .. R.?. ... J ! l - £ ( ~ ) ! ................................. _ ............... " ........................................................... ,. .......... i 

(1-f heet hierin de betrouwbaar- . 
heidsgrens, 1'level of significance")~ l 
Berekent men bij vaste n en i def, 1 
en f:, vo•Jr alle p tussen O en 1 t en 1 t>,ff) 
zet men de verkregen waarden op een ,, 1----

p- en £-as uit, dan ontstaat een fi
guur als getekend. De eis, dat f bij 
gegeven pin het geharoeerde gebied 
moet lig~e:a, is aeq_uivalent met de 
eis, dat p hferin moet liggen, als 
f gegeven is; het punt (p,f) moet 
in di t gebi.ed liggen. 

Dus is de voorwa$. 

f 1 (p) ~ f ~ f ;{P) 
om te z.etten in~ 

p 1 ( f ) ;; p ! P/ f) • 

4,(j!l) l 

Iu de :r~~.ur hebben we tot nu toe alleen op iedere horizontale lijn 
een m2.ss,'3.7Ar1i&ling- aangB-bra~ht.; _ Ra.yes brengt bovendien op de p-as een 
massz:verJ~;lj ng aan en ltrijgt dan een totale massaverdeling in het vier
kant. Dit knnr.en wij ook doen, als we b.v~ van alle p's, die we in de 
loop ce:i:: tijden geb:r:uiken, een verdeling opmaken, w3.arin d~(p) het fg_ is · 
van p j_n e,7n klein intervaJ letje ( t. en n vasthouden). Dan word-t de 
totaie m.3:.rna van hA.,t geha:rceerde gebied, dit is dus de kans, dat bij ge
geven n h,·•d; punt (p,f) daarin zal liggen: 

j llO ( p). P l ... !! .. ~.£.? .... ~ ..... ! ... ; .. !~ .. ~.P."~·-] > (1-[). fa_fil (p) = 1 - £ • . - . - . p 'n . = :J " ., 
Dit xesulta.at is dus onafhankeliJ'k va.n de voo:r de p-as gekozen verde-: 

lj ng. 1:c~rt:'.:r kur.,:1en wij .niet beweren, dat op iedere verticale lijn een 
reJ.&":ith~/") rn,:Hrna ~ 1-z in het geharceero.e gebied zou liggen, een bewe
ring, cie ove1·een z0u kornen met: 

~' P [ .. P.~.~.~)·i;k~ .. P..;~!) ... J ~ 1 - f , 

wat bij p'gyes wel gepret-endeerd wordt. .. 
Men kan dus a]_le::::n verw2.chten, dat b.y. b1J n=lOO en f=OtO5, wa~eer 

men altijd onderst8lt, do..t p tussen de g:renzen p 1(f) en p/f! zal liggen, 
daze ontlerstelling 1n ongoveer 95;-h van d.e gev8.ll~n ?~.vestigd zal worden, 
maar niet, dat di t het geval zal zijn in 95% van de b1J een f behorende 
gevallen. 
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~fog veel mind.er wordt natuurlijk "beweerd, dat de uit (1) door ver
wisseling van de letters pen f vol.~ende ongelijkheid; 

p [···-~:L~.!) ... ! .. ~.t~i .... ~E)_,] '> 1 - t , 
· f,n = 

Cctie de~ha~ ve geldt, a.ls .. thans f hat fq in d? ~gangs££1lectie en p 
het fq_.tn de s_:tee)_fp129..ef 1s) ook gelden zou, indien als tevoren p het 
fq in de uitgangscollectie en f dat in de steekproef is, zoals in de 
theorie van i'fiducial inference·• van den (anders t~n aanzien van Bayes
achtige onclerstellh1gen zo kritische) R.A.Fisher aa.ngenomen wora.t. 
Deze bewering is niet alleon volkomen ongefundeerd, maar, daar zij een 
bewering inhoudt omtrent de whn, dus de1 fqn van bepaalde u.itgangscol
lecties, in bepaalde gevalle.n in s trjjd met de werkelijkheid. Logis ch be-
s ta.at d~ fout daa.rin, dat ui t p

1 r J 1). r J ) C [· ] 
w~ _x I\ l) LY ' X, y I 

geconcludee:vd wordt tot. nA [x] AB [y] , ·) C [y ,x] , . 

Desondanks wordt de theorie der ·'fiducial in:ference 11 door· den geofysicus 
HAROLD JEFFREYS, die ook overigens een weinig kri tisch standpunt in
neemt, aanvaar·d (Theory of Probability, 1939; Scientific Inference, 1931), 
en zelfs door M.G.l<ENDALL (The advanced theory of statistics II, 1946) 
niet ondubbelzinnig verworpen. Een kritisch standpunt ten aanzien van 
deze theorie is door J.NEYMAN (biometrica ~) ingenomen. 

B.B.Pearson heeft de theorie der betrouwbaarheidsgrenzen. verder, 
gedeeltelijk tezamen met J .Neyman, doorgerekend. be kans, dat de hypothese 
ten onrechte verworpen wordt, is < t:.. (J.NEYfuAN en E.8.1-'EARS0N, Statis
tical Research Memoirs 1, 2, 1936; 138; overzicht in l\il. G .Kendall, 'J.1he 
advanced theory of statistics It, 1946)~ Op deze nadere uitw0rking 
en op de gebreken van de theorie gaan we niet in, we makPn tenslotte 
nog slechts enige opmerkingen van algemene aard: 

1. De theorie is onafhankelijk van de hypothese van Bayes. 
2. De complementaire waarde i van de betrouwbaarheidscoefficient 

kan als risi cokans ge1nterpreteerd worden ~ zij is de wh, dat een hypo-
these t..e.E!.-q_~h.,~ verworpen zal worden. · 

3. Hierdoor geeft zij een middel, om van een gegeven waarnemingsreeks 
met betrekking tot een gegeven risicokai1s t een omgeving expliciet aan 
te geven, waarbinnen de whn pl aangenomen word.en, b. v. voor n » 1 ap:
proxima tie f ruet behulp van het x,_'- -kri terium: 

p [ n r_ (f;, ;; Pi) 2 ~ _"f,2 ] ·! t, 1 waarin Pr~-b.2·) (-} Y,../) = i. is· 

Hier treedt b.v. · X/Vn in de plaats van de in Reichenbach's theorie 
der inductie optredende 6 , die Reichenbach niet nader irnn preciseren. 

4. Voor ui tochakeling kornen alleen die conclisies in c:1arll!lerkin.g, die 
voor ~1-J.~ toegelaten p, geld.en, dus niet diegenen, die b.v. op ~en. 
maximum-likelihooc;t-onde.r·stelling gebaseerd zijn ( tenzJJ X. zo klein is, 
dat dit geen 'iferschil van betekenis maakt). 

5. rlet toetsen van hypothesen is eigenl1jk alleen ee_n ontbeerlijk tus
senstadium, daar men alleen··met .:verdere concl.usies ui t de hypotheaen te 
maken heeft. B.v. is niet zozeer de vraag van belang, welke waarden de 
(doorgaans tech niet waarneembare) Pi hebben, als wel, welke waaraen 
der fqn in een ~der~ steekproef te verwachten zijn. · . 

6. Behalve het feit, dat de onbekende whn_p; optreden, heeft de uit-

dru.kking x.._ 2 = n '[ (fi. ~~ p;) 2 het bez~aar, dat zij niet s~etrisch met 

betreknng tot de p; en def; is. In verband met het vorige punt kan 
men tot een symmetrische defini tie komen voor de "afstand'' :x._,,. tussen twee 
steekproeven uit een zelfde collectie met de uitgebreidheden nten n" en 
de f'qn f.,_' resp. f~', waarin de p~ niet optreden, te weten~ 

r ..• , f") 
·:\,_2 = n1 n" [ ~f ~ f urn· • Voor n"➔,... en f!'➔Pi. gaat dez,e over in X,: • 
1 n i +n l Deze ui tdrukking behoeft nog een correctie, in-
dien er kenrnerken zijn, welker fqn in be.ide. steckproeven =0 zijn. 
We komen later op dez.e groothei.d terug. 
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h b I t t m··'·t 15· ) C lv, :x.] tt - movt weo· • 11 vanaf ·1Logisc e --· o - en --- u o 
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QAPUT II. ~eo~ie dt!J:'....!~~~chijnlijkh_eidsveld~. 

► /1 .. Absoluut ... add~ tiev~.:.~e;-zam~lingsf'UD:ct~es_. 
.. l • Gegevt:m; 

1. Een verzameling ("wh-veld") r f-t 
2. Een :iafgesloten;' lichaam L van deelvztL , van 1 , d.w.z.: 

a) r EL 

b) als /\EL, dan /\ C r 
c) a.ls/\ E L, dan ( r -- I\) E L ") 

d) als voor iedere natuurlijke n f\h€ L, da11 Cd!\) EL 
e) als /\ slechts e6n el van r- bevat 

I\ 

is /\ E: L. 

G·evolg. o ~ L; als voor iedere natuurliJ1rn n /\ffe.L, dan (~ /\2 e L. 
3. Een reele absoluut additieve vz-fct ') V op L, d.w.z •• 

c/.) als /\EL, dan is V(~ ged~finieerd en reeel 

f) als voor alle natuu!:\ijke_ m en n /\ J. L en /\,.,.,--..1\~o, dan is 

V(\::J I\) Jt V( /\n) · _ 
Gevolg: f) V(o) = O. Waarom? 

Karakteristiek voorbeeld. r i~ elektrisch geladen; V(A) is de totale 
in /\ bevatte lading, 

N.B.; De 4efinities en bewijzen voldoen niet aan ~e eisen der intu1tio
nistisehe wiskunde. De theorie der absoluut additieve vz-fcts stamt 
grotend(~cls van J .Radon (Sitzungsber. Wien, 1,g~, 1913), met toevoegin
gen v2.n H.Hahn, s.Besicovitch, · de la Valee Poussin, e.rt. en met 
gebruik rnaken van vroegere resul tat en van F .Riesz,. H .Lebtrsgue ,T. J'. Stiel-
t j es, e. a. ~ ··· 

2. STELLING 1. Iedere ____ absoluut-adg.itieve ____ vz-fct ... is ___ begre~sd;..• 

Bewijt.?. ui t het ongerijmde. V heet onbegrensd op /\ e- L als bij iedere x > O _ 
een MC/\ bestant met jV(M)I ~x. 

a) Is V onbegrensd o:p I\ , en x reeel, dan is er een /:,.1 CA 
waarop V eveneens onbegrensd is, met jv(/\1)! ~x. Ries nl. /Y. cl\ met · 

Ive/\') i ~ X + Iv (/\)I ' dan voldoet /\,=. IV. o-Z (\ =A -- A'. i •• 

b) Is V onbegrensd op ,/\.. 0-= r , dan is er voor federe n ~ l een 
A,.cAn.r waarop V onbegrensd is m~t IV(/\.)1~/V(/\ )I+ 1. l'Teem deelrij.van/\ 

) Z .. M - 1., 1 (I\· --I\ '\ ·~t t · V~(iir)-? "·• waarvoor V (~\,J 
c \I - Q " ,.., • vva . is 1•1 • steeds zelfd.e te;... 

, Q~y_ol_g. Vis begrensd op iedere deelvz van r ken heeft.Laat 
3. Definitie. V+(/\) = lim sup V(M) v-(/\) = lim inf V(M) reS t weg. 

--- !"It/I ("'IC f,, 

QP..JR~Rlfigg v+ (/\) ~ O ; v-(/\) ~ o. Waaroru? 
S'l1ELLING 2. V(/\) = v+(A) +·v-((\) 

J1ewijs.,. "Kies M zo d~t V{M) ~·v+ (/\) - E " Di t leidt tot v+ (/\)+V-(A) ~ V (A)+E 

.Analoog ~ V(/\) - £ , enz. 
S'J:ELLING 3. v+ (/\)' en v-(/\) zijn absoluut addi tief op L • 

... _ ...................................... ,. ................... ,, .. ,u-••• .. •• .. •• .... •• .. -••• .. •••••••••• .. • .. ••• .. ••• .. ~ .......... ,,,., ........ .,. ............ u,•u•••-•• 

Bewil§.. Zij A=U/\r,., /\.,,.nA,..= o voor m=t,n. 

•a) Zij M( A ' M"= Mr'I A •• Dan: V(M) =[ V(M") ~ L v+(/\r1), dus 
v+rl\) ~ J.im sup V(M) ~ [ V+(/\J. 

b) Zij Mhc/\"' f.>·v, ~,,,r.1.,)~V+C/\n) -~, M =VMn• Dan is 
V+.(/\) ~V(M) ~ L_V+(/\n) - t. - . _ X 

........ -........... "."- .,.c_} Anal_oog.,,vopr __ \T-(/\). - ....................... - ........... · ... -; 
·) vz==vz van J_r: fct(s)=functie~s), el(n)=eleme.nt(en) 

1? A--:P = complement vaL B ,--11.. 1.11 A ; o =~ lege vZi-. 

' . . ' 

. ' 
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4. Definitie. Een kategorie I Kl Qp 1 I,..., is een aftelbare vz van deelvzn K;, ---r.- -- - \ J 
van 'met. 1) iij--+~nKj = o 

2) \._/J~i: = ! . 
De doorsnede hd ("\ lK''l van twee kategorieen op r is de vz van alle 

doo:rsneden :rq r-- K'\: • Deze vormen zelf 8en kategorie op I (Bewijs di t). 

De doc,rsg~c.~ {K'\ ,'"' /\ 7an een kategorie \K~ op r en een deelvi /\ 
van r is de vz van alle doorsneden Ki'"' I\, Deze vormen een kategorie 

op_/\ • 
Een kategorie is e~ndig als het aantal deelvzn waaruit z~ bestaat 

e;i.ndig is. 
jvl (A)~ lim sup l]_ !V(K, r\ /\)j over alle e;nqige kategorieen. 

STELLING 3. _IVJ_(/\) .... =._V+.((.\) .... -.-~-(A)_ 
· .gefil)s. 1) [JV(K, I"\/\ )I= V(/\') .... V(/\i') ~ v+ - v- (argument /\ weggelaten) 

Hieruit volgt ook, dat }v( (/\) steeds bestaat en ~ v+- v- is. 
2) a. Is v-= O, dan is V = v+, V(M) ~ O voor alle M, 

dus [IV(K; n ./\ )l = [V(Kt n I\) = V, dus IVI = v+- v-, 
+ b. Is V = O, dan ook. 

c. Is v+v-, o, d.an 3(>0, v+~tt>O>-tt{v-. 
Zij MC/\ , V(M); V+ -tt > O. Dan V(/\--M) = V - V(M) ! 
~ v-+ ·}! <O, dus jv(M)! + !V(/\--M)l = V(M) -V(/\--M) f' 
>+ - II+-· ;;, V - V - f , dus V ~ V - V • 

OJ2!!!.~Fking. Co~stante veelvouden en eindige so~1nen van absoluut addi
t!eve vz-:fcts zijn ook absoluut additief (definitie?) 

Gevt,,l~.. Iv I CA) is absoluut addi tief. 
Resume Iedere absc,luut addi tieve- v.z··fct V is het vers chil van twee 

- niet-negatieve; IV I, is hun som. 
5. Definitie. V he~t .££~tin1t als ·V(/\) :i O is zodra /\ slechts een el van r 

bevat. V heet 9,-i~~f~et als er een afteJ:_ba:r:·e vz b C. r bestaat 

met !YI( f."-6) = o • 
.Qm£._er~;i.ng. Is IV I (/\) = O voor een vz /\c- r , dan is V (M) = 0 voor 

iedere Mc/\ en omgekeerd. Bewijs? 

STELLING 4. Iedere absoluut additieve vz-fct Vis som van een c01,ti-
~~-~---·-~!-!: .... ~-~n ... d.'l;.s·c·i:et·e .-__ .peze __ z1jp.,~ dOOJ; .. .V .ondubbei'zinnig be oa<1.ld. · ~ ........ 

J3e~j§_. a) Voldoende het bewijs te leveren voor V(/\) ~ 0 voor iedere /\. 
b) Zij t,.>O, li~!,., ... o. Er zijn hoogst.ens eindi; vee1 (Waarom?) 

eln 1\,1, ••• ,"-Mt\met V(t\,..} ~ i11 (i=l, ••• ,k..,) (Waarom?). Tezamen 
eindige vz ~h. Zlj 6 = ~ fJ,.., U(/\) = V( I\('\ 6..). Dan is U absoluut 

additief en discreet (Waarom?). En V - U is continu. Waarom? 

c) Is U' discreet en V - U' continu, dan is U' = U. Waarom? 

QEmer19:_gg. U(A.) = .L Pm als /\1'1\ de doorgenummerde A,.,; (elk e~n ,keer) 
F.. ... ~" 

en p""= V(;\~ zijn. 
Il!'I·EGRj\LEN • 

6. Gegeven:. Zij f (A) > (.,\ E r), een reeele fct op r. Van alle voorkomende 

fcts f(A) wordt onderstold, resp. is bewijsbaar, dat ze 

L-meetbaar zijn. D.w.z.~ is At(x) de vz van alle A met f(A.)~x, 

dan is /\f x) E. L voor alle reee le x. 



Qpme_rkin,~~nJ. Voldoende is reeds, dat een aftelbare overal dichte vz -

van reeele getallen bestaat met Ai(x) f L als x :_.==:.is. !}.~..!}J.E!· Zij x wil

lekeurig reeel, X;:,lim Xn, X.,E'Z, x,,t, ~xl'I, /\n:::. l\1(x,J..!:.. I\= I""', I\= AI\Y\. 
Dan is /\ .,, f L ; . ·• /\ E L , A E /\ ,.. ;:::t f' ( A ) ~ x l'I , /\ YI c /\ ".,, /\ = fq ( x) • 

2. Ook de vz /\1(x) van alle >. met f (,-) <X, evenzo die met r . 
f(;\)? x, f(A) > x, f(A )==x, x ~f(,\) < y, x ~ f(,\) ~ y, enz. behoren tot L. 

7. Zij f(1\) bovendien befil:_(z.£.~d: If (A) I ~ c. - 1 

~efinilt~• De· ~.£,:b,a~Je van f op een vz /\ is lim sup jf( ,\ )-f c,~) I voor 
alle ,A € /\ , ~ E /\ • De var.iatie van f op een kategorie { K \ is de lim sup · 
der varia.ties van fop a.lle tot de kategorie behorendo vzn. 

Notatie. Var, 1 Kt• 
Lelll!!§. 1. Voor iedere · i > 0 is er een eindi~ kategorie 1K\ , waarop f 

een variatie ~f heeft. (i=O, .•. ,n-1). 
;§~Y!djs._Er zijn ::..eeele getallen x .... -c, xh_:+c, x 4<X;~,~xi+t als n~~ is. 

Kies K~= /\'(x; )--1\fx;) (i=l, ••• ,n), K•= 1\1 (-c). Deze vormen een 
kategorie, die aan de eisen voldoet. Bewijs? 

P2~e:r.,kj.p._g. Is Var{ iKl ~ 1, Var~ ,K1 \ }l, dan ook Vari iK\ ~K•\ ~ t. 
STELLING 5. Als ___ 4e ___ K_L._~en ... ?..~~dige.,_katego~i~ ... _vor~en, ___ k_L~ ... Ki. ____ is ____ e? .. 

Var, {K\ naar nul gaat, bestaat lim E f'(k~ )V(Ki); zij is onafhankelijk 
····••O••i··········J ... -... -._·..,····••tt••·· ... ·--····-•---O••··· .. ··-.. , ........................ u ....................... _ ....................................... _ ......................... u ..... _ ................... -. ............... ,. ..... ._.N ..... . 

van de keuze der kategorieen en der k, in K;. 
•••••••••••• .. ••••••••••• .. • .... ••••••• .. •• .. ~ ...... •••••••••• .. •• ..... .,. ............. •••••••hH.,.••• .. •••Uu-'"•••• .. •••••-.. ••,•..,•••-•••----00.,., 

Be~n:i§.• Volgt oruniddelijk uit lemma 2. 

Lemg@ 2. Zijn iK) en ~K•l ~J!1dige kategorie~, Var~ 1K) ~ f, Va,,p, 1K1\ ~ f , 

k, EK,, k/E Kf, (i=l, ••• ,k;j=J., ••• ,k1 ), 8=4"f(k;)V(K;.), S'=k.f(k~•)V(K'J)} 

dan is Is - S11 ~ 2ilV](f'). 
Bewijs. a) 2,ii 1-:1.'• EK,.., K'-, S' =27 lif(K!.)V(K:,.. K'· ). Het is voldoende 
- " 'I l I, d . 1J • J 

te bewijzen dat IS' -s I ~ ~ rvkr) is. 

b) lst1 - sl=lTI.Uf(k1i'j)vCKi ("\K'j) - ~·.f(k~)v(K;.)I= . 

=IZI Llf(k"j)V(Kt ("\ KJ) - Rf(x; )~V(K; '1 K, )I =I TI fi. \fo<J·)-f(k ~)\V(K, '"'K'• )I~ 
: ll zl jf(k}i)-f(k:) 1 IV(K; I'\ KJ )I ~ l TT ll.. !V(K~ "K'j )I ~ ! Iv I (r). 
Notatie. De limiet wordt aangeduid met f V(dk)f(k) of korter met (fV) 
--- r 

en beet de integraal van f met betrekking tot v. (Integraaldefinitie 
van Stiel tjes-Lebesgue-Radon). Zij bestaat dus zeker als f L-meetbaar 
en Qeg~ensd en V absoluut additief is. 

Opm~k~1:1:£5• Daar deze eigenschappen behouden blrjven als men van r op~
overgaat,, bestaat svenzo (fV)(/\) = {V(dk)f(k.) voor /\ c f,. 
Eigenschappen. 1. Is a een reeel getal, dan is. 

((af)V)(/\) = (f(aV))(/\) = a. (fV)(/\) 

2. Zijn fl (i=l, ••• ,k) L-m0etbaar en begrensd, ~ 
absoluut additief, dan is. 

C Er, . £vd ) (/\) = E ~·c-ri v; )(/\). 
3. Is lf\A = lift~up\f(A)\, dan is; 

I ( fV) ( /\) I ~ j f I /\ . IV l ( /\) . 
~e~s. Zijn 1\ kategorisch op /\ , k; E" K;, dan is: 

jf(ki )V(K~ )I tr- lf(k,) I lvU<.) I; \fli'\r_ lv(~t )I ~!±'IA. jvj (/\). 



8. STEJJLING 6. (fV)(/\) is absoluut actdi tief op L. 
----• .. •O•-•••••nu~•-••..,.•-• ................................................ •'"I"••-••••• 

}2~. a) (fV)(/\) is addit.ief. Zijn /\YI (n ~N) een ~indige kategorie 

op I\ , 'i. > O, /\ 11i (t ~ kn) e.indjgo kategorieen op(\~, A.,;€'., /\ 111 , Var, Cl\? ~ £,. 

Dan is voor iedere n: ! (fV) ( /\ ") - ~f (.~ 11 ;)V (/\) I i t Iv I(!\), 
dus IE(fV)(/\) - ETif(,\11·)VC/\;)I ~EE !Vl(!\n) ::: t IV/(/\). 
Ook is l(fV)(/\ ) - 17,",f(/\ •)V(/\ .) I< [ lvl (/\), daar alle /\r.;tezamen een · 

l'I ~ .nr Ill ::ir. 

eindige kategorie op A vormen. Dus is j(fV)(/\) - .[n(fV)(/\.1)/ ~ 2c iV I(/\) 

voor iedere t > Ot dus = O. 

b) Zij nu /\h een (ni~t noodzakelijk eind{ge) kategori0 op /\, 

en f. > o. Dan is iv!(/\) = r Iv i (Ar). Kies N zo groot dat; 

lvl(/\·--~/\r) = IVl(A) -[!VI(/\,)~ i; Dan is j(fV)(/\) - ~(f'V)(/\")I= 

= lC±~V)(/\) - (fV)('\J/\~) I :,. \(fV)(/\--D/\Jl < lfl . IVl(/\--U/\J < .£ lfl . 
I t .. j I ':a A 

Dus (fV)(/\) :; lim i (fV)(/\'l) = E (fV)(/\~). 
9. ~dere nota:th~• fA= f(J\); V,.= V(/\); /vdJ.f). = /v(d})f(A)=(fV)"°";'(i'VJC/\), 

, " +I\ - " " l "' (fV) = (fV). Evenzo. V , V , Vl • 
~~ft.t_!Jt~.Is /\ ~ r , k Er , dan is t: = \ 5 :½: ~f::~" cl = iota) 

I\ • I ' 

QE~~rj~~~g. lk is voor constante k absoluut additief en voor eoustante 
l\t;;;. L begrensd en L-meetbaar. Waarom? 

Gevolg. Voor iedere L-m0etbare begrensde fen ied8re absoluut.a.dditieve 
Vt i8dere A.Er en/\ Cr bestaan (V !") = 1 yd ►, I~; 

r . c;I.) .Q. 

e:n ( I k f' ) ca: } I k f A • 
A I\ I 

STELLING 7. (V I ) = v , ( I .f) = fr.. voor iedere k E r , /\ c r . ........................................................ k ............................................................................................... . 
B~wij-s di t. Hot; moeten de kE;).tegorieen gekozen worden? 

Aanwijzing voor 2~ ~ Is Var f {:K} ~ i , k ~ K~, k;, E Kt , dan is ( f ~ = &a={~ i+~ 
en \rJI.- i\,I ~ i. 
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10. Defir.ii tie. Een 0-vz ener absoluut addi tieve vz-fct V is een vz /\ met 
M . 

V = 0 voor iedere M c /\ . -·----- /\ 
U£m~r·~i:q_g, Nodig en voldoende hi~rtoe is !vi = o. 

De vereniging van af~elQ,a§_E veel 0-vzn is een 0-vz. Er is 
• in het algemeen geen Z-vz, die alle andere omvat. 1,vaarom niet 

~oiz~ti~. /\ C M als /\CM v /\ 0 , IV I"•= 0 ( /\ is behoud erm een 0-vz van V 
v in M bevat) 

/\ ~lvl als /\vl\11,= Mv/\ 0 , jvJ"•= 1v(1•= 0 (/\en M zijn behoudens 
v een 0-vz gel~k; Wij noemen ze dan ook a~quivalent met 

betrekking tot V). 

D~fin.i tt_e. Twee (niet noodzakelijk overal gedefinieerde, .maar L-meetbart:; 

fcts fen g op r z~in ~e9.1!-!-.Y~~?1.! t.o.v. V als de vz van alle >. waar 

f"= gA is, aequivalent met r t.o.v, Vis, d.w.z. is /\ de vz van alle ~. 

waarop hetzij ff\ hetzij g" niet gedefinieerd, hetzij i\\ en g>.. gedefinieerd 
A 

maar f_x :l= gA is, dan is !VI = o. Notatie f 8e g. Dus f 1::: f betekent, dat f 
V' V . 

overal op r behoudens op een 0-vz gedefinieerd is. Is Ail de vz waarop 

f niet gedefinieerct is' dan zjjn de vzn r [a ~ f ~ bJ ' r La < f ~ b] ' enz 
alie C r -- f\; r·-- l\j= r [f <+co] a: r [f > - 04']. 

,Algemene integ1;~~~defi£iii~. De fct f(t\) heet iLtegreerbaar t.o.v. V 
op r e.ls; 

a) f(A) gedefinieord (dus eindig) is op een vz ;\ 0 ,:L. 
b) f' [f < xj EL en c /\ 0 voor iedere reele x. 
c) V r--A. = o. 
d) er bestaat een (oneindige) kategorie tK'•\ op /\ 0 , waarop Var{ {K'l 

begrensd ( ~ of.. ) is, en voor iedere n een k' <=. K~ zodanig, dat 
• I 'I 

L lvl knlft: I convergeert. 
~ k " 

STELLING 9. ~n !vi " If,_ I is, onder voorwa.arden. a) ••. d), convergent 
voor iedere ka.tegorie ..... \ KJ"··op ... /\,·met·· .. var~ { K) ~ o<. .... en·: .. ·•-··· .. ·· ............................................................. ~. 

···· ............... · ....................... -............... ·--:·· .. ·-·1r .......................................................................................................................... . 
2!- V .,t-/\ f'k., heeft voor ied.ere /\ Ii 1, als JJ.ni Vari fK~ = 0 

....................... /\ ................................................................................................................ ·"•···· .......................................................... ) ............................... .. 
is, een limiet (Vf) onafhankeltjk van de keuze der kategorieen 1K1 op A0 .......................................................................................... ., ., ....... '"' ..... -........................................................... "' .................................................... _ .............................. .. 
en der punten k.,in Kl'\. \ Vf I is absoluut additief op L. - .. ~ ....... 

Be~ti§.. . ..g' I. I k,...I .I ~-~~I I k~"K"'I. . . 
1 • ~--'~ V f 'k "' 4--¥'1 ~ V f 'k I < 

' '11 I I hi • I 
"" I'\ I<., IC. . t-3 rt • K r, O" k 

~ :En 2_IYllvl ,," Jl:.1 - f I + 2ri2"'lvl""~ "'If.• I ~ 2<ilVI + 2IVI 'I' If ,I; 
l I i_ll ):.., I f ),0 · I 'I<." 

;p 

·begrensd. dus conve:irgent. Dus ook de minorant 2"' V K"'f convergeert, 
j '!<.,. 

2. Is Vari {K~ ~ f, en Var~ i.K'} ~ i. , dan is. 

l Lh vk".""r - ~vk.,., .. Af , I = ~ 2:vK~~1c:..,,tr - f , ) I 5: 2nl I VI" 
'k,. K,.. ,~... X,..,,. -

Dus bestaat lim ~" VK""'rk • Deze heet d(:; integraal van f met bet.rekking 
1..,.,,{q .. o ,.. . 1. tot V over /\ en word t aangeduid met v~1 f\ = (Vf ) " • 

3. Absolute additiviteit vanA(Vf)A • 

Zij /\ = U /\,.. en zij {K} een kategorie op r met Varf 1Kl ~ t 
~ k"'"'°' ~ ~ . K ft/\ ' 

a. Z' IV! ff~" I= 4-""4"IVI I\ r,J is convergent, dus voor voldoend grote M: 
1 "" ~ IC A ,.. .., )(. ""I"! ,~h'..:::."V 11

" ... f I s L""2"1VI I\ 1f I ~i.,. 
Mt, I 1(.., t1•• I \.,, 



b. t(Vf)" 

f (Vf) AM -

QE,merking. Voor deze integraal gelden cte eigenschappen. 
a. (Vf) " = 0 als /\ n /\,.,,,., o is. 
b. Eigenschappen 1 - 3 van punt 7 gel<len, als f\ aan de voorwaard.en ........... 1' 

......... ·······""' ·i 
a) ••• d) van punt 10 voldoet voor ieder,e.-i. .. .... •···:·.-·-·-·· , .... ,., ........ ., ...... ,, ........................ , .................................. "' .. ,' 

11. Zij r de vz van alle .re-ele getal-. J;' /<fltu) 
len, L het ltchaam bestaande uit 
alle vzn van Borel '), Ge. de vz 
van e.lle reele getallen < a, V .. ~.,., 
absoluut additief op r • f 
f (x) = V( f;_), dus. ,, . .-.J 
\P (-N) = lim <P(x) = 0 1 
J l. ➔ -~ J. I 

'f (+.;,)=lira <P(x)=V(r) (eindig), ;/ 
. ~ ... •to J I 

Dan is. 'f (:x) = Cf +(x) - p•(x), (. 

<f\x) = v\ r;); ~"'(x) en <((x) zijn 1 

monotoon niet dalend, c,1(--3 )~v'(r). / / 
Voorts zijn 'f(x),<f(x), <f~(x) / 

alle continu naar rechts. 
' 

lim u>(x) = <O (a) ''), enz. Waarom'? 
')(.\tq.} 1 

: . 
! 

<..pl1t.) l ---') L ·bestaat ui t alle vzn, die kun
nen worden verkregen door, uit
gaand.e van open intervallen (in 
algemeen topologiscb.e ruirnten~ 
open vzn), aftelbaar vaak de be
werkingen uit te voeren: 1~ het 
vormen van het complement ener 
reeds gevonden vz, 2. het vormen 
van de vereniging ener aftelbare 
vz van reeds gevonden vzn. Alle 
bekende puntvzn, voor zover zon
der gebruikmaken van het welorde
ningsaxioma, behoren hiertoe. 

------------XI 

···········•·• .. ,..·••···-· .................... . 
. , x?·a, x \,a betekent: x nadert 

stijgend resp. dalend tot a. 

' 

t 

I : 
! 

- t((1t I l ~.._.__ . 

• ......... •••••••••• .......... , ...... , ••••••• 11 .. , •• ,, .......................... ·••···•"' ••••• '···-·~·· ... • . ······••',.,,"'"',<I'.' .• , ............... ,·•• .... ,, .. 



f+(x) volgt alleen de stijgingen, 
Zij ( a, b ) he t interval a < x < b; 
dan is. 

,-(x) alleen de d.alingen van f (x). 
(a; b] • a < x ~ b en [a, b) ~ a ~ x ~ b, 

cl' P-~i.£.lli~· f(a,bJ cf V (a,b) (=afkorting voor V( ( a,b])) = <f(b) -y,(a). 
u,(a,b) = V ( a,b) = limtf( a,x] = lim (f (x) - If (a) en; 
I 10'b ,"(,I' 6 
fb [a,bJ qf V [a,b] = lim 7( x,b] = Cf (b) - lim CP(x) • 
. 'f . h :U"c:... 9/,/la.. f 

tcr I ( a, b] d£ sup f/ \ <f (x,~, ,xJ I voor alle n en alle Xi met 
x0 = a ~ x,:., ~ xi ~ x 11 = t. Di t is de ~~~ varia tie van ff 

op ( a,bJ. Is sup 1cr I ( 6,b] voor alle reeele a en b ~a 
eindig, dan heet o/ een fct van beg£1ensde v~ri~ge. 

~ ~ 

9:pmer}.cing.in plaats van sup TI voo:~ alle n enz, kan men ook nemen~ sup 'E , 
I 

!LhtR.£~id~tot ~eer dimensief!;. Zijr~ ex , f , A ,f enz punten ener r-dimen
sionale Cartesische ruimte R\., J' de i~ coordinaat vano/ enzi dan is 

o< <fJ resp. d 5 f, als o(,i < (';'. resp, c<1"
0 ~ ~,' voor ~dere i. . .. 

(N.B.; ook fo111,1.')1, 1-lf,~r,1!) valt dus onder rl ~ f; ). ~ 

Is J het open "interval" "' < >- < ~ .... r., 

::n /\!~ :::1::!!0~::e~:~ : ; \ ~~. a ___ L __ J 
Voor --, 1,i <(, 1 stellen (ol..,fJJ en (d,f->) 
de lege vz voor, evenzo [o( ,f>] voor -,,ol., '?. r4, terwijl (ol ,dJ =dis en L~ ,(H= 
-=afgesloten interval van lagere dimensie is voor o( ~. ~e definiaren 
nog: I() -o< I= m~ i/3 i - ot:I, ,~ -, io<. ~ ('~ 

Bij een in de" gehele R1z, ged~finieerde fct 'I (,\) = f (A' , ••• , l') met 
limf = O, als .n:.in tens een N..,-.,.. , bepalen wi.j een (half-open) intervalfct 

( j ...... ) ~I d J ' ( ) l, + ••• + A~ (d I 'i,) ~./ , (._f = r ( a 1 , v\g = L -1 r J., , • •• , O:i1 voor V<1 <o(11 , 

waarbij de sommatie zich ui tstrekt over h 1 , ••• ,h"i., die onafhankelijk van 

elkaar ... ~e waarden O en 1 doorlopen, en~ 

r ( ~ ) = ff ( IX, , ii~ ] = Q VO Or -, 1 i:?(1 < IX:, 1 • 

QE.!£erking; Op analoge wijze kan ieder half-open interval ·s beschouwd 
warden als een (r-1)-voudig geltereerd verschil.van 2~ oneindige half
open intervallen. 

Voorbeeld. r=2 ; r (/ ,,bJ = r ((f ,(b") 

en. ( d. ,fJ = ( -~ ,f>J -- ( -o,o, f J --
... - {<-QD '(] -- ( -Oc' 'o<)} ~ 

waarin ( -o., , ,\] = vz van alle punten 

f ~ t\ is, 'f ( -oo ,('.lJ = 'f ( {2i', (!>1') enz. 

1:e veronderstellen bovendien, dat <f 
van begr~nsde variatie is • 

. Defini tie; Een f ct r ( ,{), gedefJnieerd voor alle }... in R1 , heet van 

h£g~de variatie als C ::,: sup ~ Ir (~"")I bestaat voor alle rijen 
gJJ,_jun~ intervallen en als 'f op ieder (r-1) dimensionaal hypervlak 

II een der coordinaatvlakken van begrensde variatie is. 
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~erking: a) rij disjuncte intervallen betekent: ··3~1'\ ·% = o voor m + n. 

b) Bovenstaande definitie is, voor r=2 afkomstig van 

G.N.HARDY (1906) en KRAUSE (190:3); H.W.YOUNG (1913) heeft, ook voor r=2 

bewezen, dat het, wat de 2~ voorwaarde betreft; voldoende is te onder

atellen, dat ff (x' ;x2) voor ~en constante x 1 als fct van x 4 en voor een 
constante x 1 als fct van x 1 van begrensde variatie is; zie Hobson: Theory 

of Functions· of a real variable, Cambridge 192?, dl I bl 3'+5.· 
c) in plaats van deze voorwaarde stellen wij de randvoorwaarde 

voor '/ : lim ff= 0 als minstens e~n 
van de -coordinaten naar O gaat. 
Deze is minqer scherp dan de boven

staande. Nl. is als aan de randvoor

waarde voldaan is. 

of. /'J r A------.-- :a, 

1 
1 ( ~~-) = Cf Cf; ) - 1 ( o< ) en 
'f ( d ) = (f ( y ) - Cf ( S ) enz , 

zodat <f op de hele lijn AB, dus op iedere horizon tale en verticale lijn 

van begrensde variatie is. Het omgekeei·de geldt niet. 

STELLING 10 i De functie r; is te schrliven als de s om van een monotoon 

niet dalende en een monotoon niet stijgende functie van 

begrensde variatie. 

0:2mer~~gg. monotoon niet dalend is; ff ( f) ~ 0 ~oor alle ... 5 . Dit is een 

scherpere voorwaarde, dan de gewone in punt 7 van deze stel

ling bewezene. 

~'!l!i~: Voor de eenvoud r~2. ff is V~£ begrensde variatie in Rt, dus a 
fortiori in een willekeurig .interval 1 ; dus is er een rij disjuncte 

i.ntervallen {}~) in "f met ~ If ( 1:·) I l c7- £ • Dus is er een eindig be
ginsE:Jgment van deze rij met: [ /ff' ( 1~) I~ 01-Jt . Het sup is dus, genomen 
over alle eindige disjuncte rijen, hetzelfde als voor alle (ook oneindige); 

N 

i r ( t) = L/f (,:) + L.t Cf ( 5~) ' waarin L:z alle termen ~ 0 en ti. alle 
termen: ?. .. bevat. [ 1 - [ 1 ~c,,.~ dus ½en -L_.,beiden ~C~, dus bestaan 
ook ~ Cf ( ~ ) = sup L.l en Cf - ( 1 ) = :inf 2-, , genomen over all.~ .. eindige 
rijen van dis juncte intervallen in ·'J • Zoek een eidige rij ~t, 1 waarvoor 
[,? Cf+ ( r) ... [ j_s. l),~] ze rij vi.lllGn we met een eindig aantal 1ntervallen 

(waarvan d.us een gedee:tte ni.0t-begrensde intervallen zijn) aan tot een 

ei:ndige kategorie { :it"~ t . Hierdoor kan [ 1 niet dalen. Van deze ka·tegorie 

~1:1.ken we een eindig netwerlc fiV~ l door alle ribb1'!n tot aun de grenzen van 
) te verlengen (voorzover nodig). Ook nu kan '[l niet dalon. is nl. 

Cf (K°13 ) = +.: .. en 'if~ in twee stuk.ke~ "fft en I~~verdeeld, waarvan '/ (N~) ;:: b, 

dan is q (N5 ) = a-b (waarom?); 6en van b~~-den is ~ a. Con~_true~-~ evenzo 
c011 eindig netwerk '(i~f~,in ·1 met-[i~Cf-( -:J) -f, en vorm 1N")~jtvln) , 
dan is vo6r di t eindig netwark [, ~ Cf+( ,j ... ) - t en [ 4 ! - If-( ~ ) + f • 

Bovendien is do intervalfct voor een dergelijk netwerk add.iti~f, dus 

L1+L1='fCr). . 



'f+(1) en f-(f) hebben nu de volgende eigenschappen: 

1) f+c:r) ~ o ; r-c r) ~ o . 
2) <f +( j) + r-( f') < C , .ius be6rensd. 

3) <f + ( f) Cf - (f) = r ("lj') , Wall t ; 

[, ~ Cf+(f) - i L1 ! -r-( 5°) dus L1 + L.t= Cf (J') ! y>+('fj) - f-(~ .. )-I 

t ! ~ - r-( }' ) + f L l ! r + (f ) dus L 1 + L 1. = If ( J") < Cf'+ (ff') - f> - (Y) + l 

4) Cf+(?/) en cp-(f') zijn additief op eindige of oneindige interval

leri, d. w. z. vormen "}~ een eindige kategorie op "Y , dan is. 
' ......... pl r ~( 1') = ?' r*cJ~). 

Ji~ij§_. r + ( 1l') ~ TI Cf/ (1~) (waarom?). Er is een eindig netwerk op ... J 
met L.1 > fP + ( "i") - -r • Vorm de doorsniiding van di t netwerk met {1x .. }, r- = J I,. ·---.i 

dan blijft di t gel dig, en tevens is i L Cf+(~~) ~ r.:.; ! 9/ ( ... f) - t 

( t/ is [ 1 na de doorsnijding). Evenzo voor f- ~ l 

5) Definieer nu f±(c/.) = 9' ±(- ~, ot] , dan vol gt ui t 4), dat het ver

band tuss-en r-¼.< A) en Cf -j:, ( }f) hetzelfde is als tussen lf (A) en r ('t), 
dusr Cf:J:.(o(,,dp] = L (-l)J.,+ ..• +h~ rzcrx1/ ,•H,ot~) voor d, <«o. 

6) Cf + (A) en r -( A ) zijn van begrensde varia tie ( waarom?) 

7) f -z.(f;) ~ r *(ti) VOQ.l' i~derl?. ;3 ~ d. 

want (z._le veks-ning): 

o ~ r + (j"') = Cf + ( i ) - r + Cf) ( waaroro? ) 

dus f+ ( J)t Cf +(y) hetzelfde voor een 
hor_izontaal gelegen naar links onbegrensde strook . 

.9J2me12,ki_r!f5 ~ Ui t het bewijs volgt tevens, dat, als U ·y., J .. Y 
fl/ ' 

geldt: t f (11;·) ~ & (Y) . 
I - I . 

is, 

S~:L1ELLING 11. Iede+e ... abs .... add .. vz-fct .... Y ... oP_.ee~ .. vz .... r'. .. c .R~ _bepaal~ ___ e~J:?. ... fc~ 

v~:P. .... :t>.~grensd~_._variatie .. ff (.AJ,,.in .... R'l , ..... waarvo.or ... Jf (?i.2. .. =.Y ........ 
is voor iedere 'j ; lim t'P (A) = O als minstens een N-, - oa 

••"'•••••••• .... • ....... •••U•O .... ••••"I••••••••••• .,,,.,, ... ,,.,, ,.,, ............ ,. ........... .,7, ............... ,. .................................................. 0,U'"•n• .. •• .. •••UO ...................................... , ............. , • .,. 

en die continu van rechts is ') • ................. _ ..................... ,~···· ............... -.......................................................... . 

;§.~~: a) Breidt V ui t tot een fct in R.i door voor iedere A-c R ... te 
. . . " ,.. " r ( iti - - r ( -~ b J def1.11ieren V = V ctus IV I == 0). Definieert men nu 7 Y5) = V ,,-

en ff (f~) op de boven. beschreven wijze, dan volgt ui t d'3 add-L.itivitei t van 

V: ref) =Vl voor iedere j"". .. . ..... 
b) ~ lcpc X )I= f IV 1~, ~ L IV I],. = Iv! Uj,,;- IVl r' dus 1 heeft 

begrensde variatie. 

') 0 van" rechts is duidelijker dan de gebruikelijke term: "naar'' rechts. 
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· [i , . (-c:>1t >-j , 
c) .HlS / ~ -o-,, aan V s ~o (waarom?) dus r (A.)~O. 

u) .~l.1S A.v':aia, dan r 1)1v)-+lf(a). lBeW.1.JS?) 

;'-1-§l-.tlWlj~i:.9~ voor c) en d). Is l\t'I een rlJ vz,n 1c. L met /\,.qc /\" voor alle n 
~ 

en Al\11 == /\, dan is VA.= lim v""'· 
I VI 

l3e~~.= ;.:.,iJ Ao= r, dan is r--A == ~ (A,._.7"-A,) 
i -- A ~ I\ -- A . ~- A --A r·-- I\ V "' L.. V 11 • 1 )I= lim L V R•• "= lim V "' 

I fl--t. 0,, j ~--.~ 

V /\ 1 . , ·v r V r -- A11) 1 · ' VA tJ = 1ffil - = 1m • 
N ➔ ~ W ➔ ,:,o 

~Q!P:~~~:1:£~.i de overeen1rnmstige ei~;enscna_p gel<:tt voor /\~ UA1' met; I\/: .. /\n 
voo.r alle n. 

STELLING 12 : I:.~.?..~~~ ..... :..~~····.?.~:.:.~ ~ ...... ~:~~ .. --~~.t ... ~.~ ~.~!.~.~1.~ .. :~:?.~ f U.~::.?..~.~:--~ ..... Y .. ~~_)_. 
1) van begrensde variatie is, ....................................................................... , ................ ,, ............................. . 
2) continu vHn recllts is; ........................................................................... ._ ..................... .. 
j) tot O nac;ert als minstel!S ees, van de coc:irdinai.;en ........................... , ........... , .... , ...... ,. , ........... , .... , ........... , .................................................. , ....... , ................................ , .............. , . .,,. ............ , ,, ... . 

· van 1 naar - oo gaat 1 .............................................................. , ............................. , I\ 

i!i·~1:~;:}\!~~!l1i:~;:1e~-~-''.ii~!~r'~a1?·1:·-~~1od~;;f i;•dat\,f ~~Jt·1\?~-................................................. ,,_., ...................................................................................................... ....... z. ................................ ................. , .... ' .............. '" ................. ' ..... .. 
voor iedere J (. H.'1.,• 

. ' ........ ., . .. ............. , ... ., ................... ' ......... · .. ; .. ~. 

l3eW1JS: I. ~;.J · 'f ( ~ ) ~ 0 voor iedere f . 
a) ff ( ·~{) is abs add voor een in ir1tervallen onderverdeeld 

interval. Bewijs: 

~,1J Y = G1·~ ( 1~ disjunct). ZJJ f = (d ,f.>] , ;: = (dn,~,.,](waarin ,/en ✓~ 
'1 . 

0L.eir4,enl1Jk 1nogen z1jn i o; < (!; , d., < ('Jti , dan is er bij iedere t > 0 een 

ei6enlijk punt ~ met 'rx> rJ.. en o < r ( rx ,('] - Cf( 'o( ,(!>l~ z. ( waarom?) 

Eveneens '{!;ti > ~'II met: 

u : (P < c(t-, t 'A • .J .... (/) (o.\,, /!1r,] ~ .1. 
- l 1J \ ' - 2" 

(BewDS met behulp van de conti-
nuiteit van rechts). 

{'o< ,,P.>] c. l)(c<11,'{,vi), dus vol
gens de overdekkingsstelling van 

a fortiori: ( 'J.. ,~] c. LJ ( o/.,.,, '~ ... ] 
I 

, dus is (wegens net eindig aantal): 
f,t I 

< [ cp<d~,'~h] ( volgens de opmerking b:.j stelling 10 ~('«,f.>] 
r<<i, r-,J 

I • 

< 7 (' IX ,{!)j + [. < ~ Cf(cl,,' '~~] + 
N onderaan) 

(. < 

00 

.; ~ ~ ( o(._ 'f~I\] + 1: ~ 
<>-
~ r ( dii , ~j,\] + 21. voor iede.re [ > o, · dus ook 

N voor [ = o. 
ii.nderz1jds is: f ( «' ,~] ~ ~ r ( o(,..,, f> .. ] (.waaro,u'?) ',\,,, 

voor iedere N, dus ook voor t.-+cio , dus ~( C'>( ,(')] = ~ ff(~., f-l .... J . 
~-:;l?.~~E~~ngeg:, 1) Z1j <f= ~(R:) = r (-()c>_,+co]= lim~(o<',~J , als alle 

coordinaten van o( naar - 0c> en alle coordinaten van fo naar + ~ gaan. 
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dan is r<H-,) = t, T c )j~) == c (totale variat;i e), met e,1: ~. H.,_ en j~ ,..;-)~' = o. 
(waarom?) 

2) Ui t het bewezene vol5t, dat; de ei6 enschap vc:1.n de oprnerking bij stel-

ling 10 ook voor aftelbare r1jen intervallen geldt. C aarom? AanwjJzing: 

Z]J 5·c. U j·~ , verdeel ('i° f'"\ ~·~) -- U I~ in eindig veel disjuncte intervallen 

b )._ Z~J. /\ in _!i-,. willekeurig, ~ ( /\) == inf '[ <f ( 'j'~) voor all~ r1jer1 -~~ 
met 9 ~I\ j /\ ; er (A) besta:at voor iedere /\ en is ~ 0. 

Z1J ~ (/\)= lf - cp(R,.,--/\) 1 _(lf=<f(~"')), dan is: cj (UI',) ~ '[ t<J\,.) 
(waarom?) en voor /\ C M: cp (/\) ; q> (!i/1) ~:1 -1 ( /\) ~ ~ ( :1) (~aarom':_) 

Voorts is Cf ( ~) ! f_ (f\) , want .. :_ .. z1j /\ c U J11 zo, dat [. Cf ( ~n) - Cf (A)~£. 

f.m .Rt -- ·/\ C .Y d., zo' dat" .. L r g") - Cf (R'l -- /\) ~ (. ' dan is: 

r ~ L <f c)") + r..-r cJh) ~ <f (/\) + Cf (R'l,--1\) + 2f voor iedere £, 
dus ook voor t = o. 

c) Zirj L de klasse van alle vzn /\ met Cf(/\)= 'f. (A) (potatie hiervoor: 
V(/\) ). Is /\ e: L, dan ook R1--: __ /\e: L (waarwm?). ·.rot L behoren alle ·5· en 

ve.reni6int;!;en van. eindig vele 1 en hun complementen (waarorn?). Bewezen 
moet worden, dat alle vzn van Borel tot L behoren en dat V op L ab.s add i::: _ 

d) Is M =(/1.n, °j: disjunct, dan is ill~L en V'(NI) = [ 'f c1:·) = [V(·~~). 
- .. I .,, ....... I I 

b~~1£?.: Cf (M) ~ LCf ( ~ .. ) trivi0.al; rechterlid convergent j dus 

3~ ~,71j:) ~ f - . 'Zij /\,.= 9 j~ , r•,_ • H-.--1\.. ~ verenigipg van !!!!!~ veel 

disjuncte ;f~, dus Cf(l\\~) = t: rcr~) en Cf= I:. fCJ~..-0 + t c,c5:). 
·1rerder is: R\.-- Mc NK, dus~ Cf(M) ~ Cf - Cf (t~~) = ~ <f (5~) ~ 

! f Cf(~:) - l ~ r (M) -( voor iedere t , dus oak voor E. = O. 
t 1)4 ..... 

Dus is ~ (i';J) = f (M) "" ~ Cf ( ':1.,). 

§~Y2!~: l. Is M open, dan ME' L en V(M) == L v(5~) als M = u .. I; is, 

'J"' disjunct. (Open vz is door halfopen intervallen uit te put.ten). 
2. Vis abs add op open vzn. 
3. Is M af geslo ten, dan is M e:; L. 

e) Blj iedere L > 0 en iedere /\ is een open vz M ) /\ met V(JvI) ~ 

!}~.~~§.! Er is een u·1~.) A met I. vc·~·:) ~ ~CA)+ ½t. .. Bl:i iedere '1': is 

een ( open) j~,) 1~ met V( ~ • .') - V( 'f~) ~ 2-n--~ C • Dan is M = U ~ •. ; :J /\ 

open en V(M) ~ [V(J./) ! LV('J:) + ½i ! Cf (A)+ l . 

0:~Y.2.~: TuJ iedere A is een afgesloten :NC A met V(.N) ~ ~(A) - E • 

en 

f) Is /\fL,MfL, /\n¥, = o, dan is /\vMEL en V( /\vM) = V(A) +V(M). 

p~wij~~ Er zijn afgesloten A' en M' met V( A') ~ V(/\) - ~ , V(M') ~ V(M)i 

N c A , M' C M. Dus /\' '"'11/J.i = o. Er zrjn dus O,Een N' en NP' met A0 ) /\ 1 , 

NI·; )M', /V'r. iVJI' = o. Er 'is ook een open vz N) ( /\' u rn 1 ) met 

V(N) ! V( A'uM') + ½; /\'"= /\"nN en M"'= NI"0N voldoen aan_de:z,e1fde 

voorwaarden als /\" en bl£". Dan is: 
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V(/\) ·t- V(M) ! V(/\') + V(.M') + 2/.3(. ! V(f\"') + V(M"') + 2/3 I = 

= V(/\"' vM°') + 2/3 1. ~ V(N) + 2; 3 t ~ V( /\'vM') + ! ~ ff ( /\ vM) + f ~ 

< lf ( /\ uM) + i ! V(/\) + V(M) + z. • Dus i (/\ vM) = r (/\ vivI) = V(l\)+V(M). 

~t~Y21-S= Is {re} een ~indige kate6orie op /\ en .KiE L voor iedere i, 

dan is /\E. L en V(A) = L V(K,) • 

g) Is ./\, E L, /\t. EL, dan is /\, r. ~EL. ..~ ............................................................................... . 

D~~!?.: Er is voor iedere 2 > o 
en i=l of 2 een afgesloten /\1

~ en 
"" , I\" een open "~ met /'\~ c A; c l en 

V ( 1\1, ) + k ! V ( /\ t) ~ V ( /\:) - ¼ 
/\'! -- A'· is open, 

. £, " 

V(/\,','--/\'-) + V( /\!.) 
I t I 

V (/\1,t --A'·) 
' ' 

dus EL. Dus 

= V(/\'')' 
/, 

~ ½ £. 

(/\~r./\,) C (/\ 1r./\l) C. (/\•;'"'/\;_), dus V(/\'1 n/\j_) ~ !f(/\,"'/\2) < ~(/\,r,/\1.) ~ 

~ V(/\'; "'~;) == V( N, "N,_) + V ((/\'~ ri A'.P -- ( A'1 f"\ /\~)) < 

~ V(/\', "/\'t) ·I· V (/\':--/\',.) + V(N;--/\i) ! V(/\', "'/'xJ.) + l . 

:Gus (f ( /\ 1r-./\,) = q (/\1 f"I/\J). 
Q~v9Js: Is /\tL, MEL, dan ook 1\--M en M--/\ en /\vrfl; z1.1n /\~f;L 

(i ~ n), dan ook n/\ en U /\~ ; V(/\) is ~.itief. 

'° u) Is A= U /\tt, /\w.ri/\,.= o voor m~n, /\.,.E. L voor c1.lle n, dan is A E. L 
. I ~ 

en V(/\) = L V( /\,.). 
J,I I II 

E0WlJ~: MtJ= U An E :L, L V(/\,.) -= V (MN) ; CP (/\) begrensd , 
li,f ' I T ~ 

dus L V(/\ri) is convergent. Kies l\: zo, dat L V(/\n) ~ f . 
I .,- /I( JI-ti 

'(/\) ~ 'cf(/\) ! ~ V(/\.,.) (waarom'?) ! f,VC/\.n) + f = V(IVT ") + ( = 

= V(H1) - V(H1,--'r1~N) +f ! V(R11) - Cf(R,1--/\) + t. =ff_(/\)+ f,. 
. -

Dus 'f:-(/\) = Cf(/\) = ~ V(/\,,.). Dus V is abs add op L. 
N 

g~.£!.fi: 1, Is /\,.CL, dan is A= U./\nEL. Want is MN"" U/\f\, M.,= o, 
I 

dan is A= U l\~N= U (i•,1.,--rid,H) EL. 

2. L bevat alle intervallen, alle complementen van zijn vzn, 

en alle verenigingen van aftelbaar veel van zijn vzn» d~s alle v~n van 

Borel. 
3. Bovendien is voor iedere f > O in iedere vz /\ van Borel 

een afgesloten vz /\' en een open vz ~• te vinden met /\.' c /\ C /\" en 

V( N) + f ! V(/\) ~ V(/\11 ) - t . (Zie punt e). 

II. 
functies 
waarop I 

Is niet f ('J.) ~ 0, dan zrjn volgens stelling 10 twee monotone 

van begrensde variatie te vinden met Cf'(-") = ~+(~) - f-(A), 
toeeepast kan worden. Dit 6eeft een v·'"(/\), V-(/\); en 



V(/\) = v+(A) - v-(A), per definitie. G-evolg 3 van I h) gaat over in,. 

jV(/\t) .... V(A) I ! t , jV(/\")- V(A) I ~ [ . ......... •WT" 

···~·· III. Door de eis, dat V abs add i.s en dat V ( ~ ) = 'l ( J ) voor iede.re 
' is V ondubbelzinnig bepaald 2.£.~alle _v~n, v~_§orel (waarom?) ... uok is 'f 

door V ondubbelzinnig bepaald, indien Cf aan de rand.voorwaarde c van 
pagina 58 voldoet. 

12. Indien vA abs add is in R~ en fA continu is in R~, kan (Vf)A=Jv~AfA 
voor iedere ?.:grensde t\E. R,-., die de vereniging is van af~_elbaar vele 

intervallen ') • in het bijzonder dus voor ieder interval 1 en voor 

ieder.e open vz A , rechtstreeks met behulp van de brj V bohorende f'ct 

lf (,.\) van be grenade varia tie word en bepaald, zonde r tot de V /\ voor 

willekeurige A over te gaan. 

~~~.js. Is /\. = U ·~:h, dan kunnen deze diejunct aangenomen word en (vvaarom?) 

/\ is begrensd, dus is f' op de afslui ting van /\ g~1)jl-9!~tiei continu; 
iedere Yoti kan dus voor iedere i > 0 in disjuncte intervallen verdeeld 

Worden, waarop var/ ~ l i.~ .. ~ Zijn ··r·,·I~ ,~ ... !.· de intervallen., waarin A 
dan verdeeld wordt, /\ = U ~ .... , en is A.,EJ., willekeurig, dan is, 

(Vf) /\. "" lim Tu f'CAn). (I) (1~) = lim TI f( A11). (lr ('~~) ; bij deze la~tste 
f ... o J h~>u , 

limiet behoeft wegens de gel1jkmatige continuYtei t allecd de eis ge-

stel~ .... te worden, dat iedere j~ e~~.1 ''diameter·' It-> -o1 j ~ b heeft, en dat 
A"' E 1,,is (en natuurli.ik., -clat de 1"' een katego:ri.e op A vormen). De 
op deze wijze verkregen integraal heet de integraal van Stiel tjes-Rie

mann van f).._ met be trekking tot de Hfonction determina.nte" <p (A.). 

k)QI!le_rkin.g&g ~ 1. Klaarblijkelijk is reeds voldoende, dat 1' QQ__~ ge·

ljjkmatig continu is. 

2. Met een geringe wijzig.ing kan de defini tie ook tot 

onbegrensde /\ uitgestrekt worden, indien f continu en lfl integreer

baar (b.v. begrensd) is over A. 
S'.l.'J'JLLING 13: Er is een r+E. Len een r-E L met Vr+= V+(r) en vr·=v-(r) . 

.......................... 9'••••••.,•--•• ................... •••••••• .. •••••••• ... • .. ••••• .. •••• .... , ...... ,.,..., .. .,..,,.,,, .. ,.,,._ ,•H .. ••• .... •• .. •••• ............ ,.,,.,,,1••-•U•••••••• .. •• .. •••••••• .... ••••••••••••••·•• ,,.,,_,,,,,.,,.._.,,,.,,,, ... ,o,' 

Bewijs, We zoeken alle :posi ti.eve ladingen bij elkaa.r en elimineren 
·--·- daarna de negatieve. 

Zij E > 0 en yAo ! V+ - ~ .. ; Ar., 0 = A"• 
A.ls 3 A , A c r-- A met V"",tn > t c . ) d .. n ""' •, m rl l"t'I = 1 ffi,::r), 1 . ;) . . . . , an ZlJ ,... ' 2 h + rn + ' ' - ' 

J /\ A d A A Dan is VA 11 .. •1·"" 1 > vAr,.,Y'fl • 
tn ,m+I = ",n1v n,m' an ers I\ ,WH-1 = n ,n1• "' 

{J) {2) If,> 
Als ~ /'\ en als 7 /\ met V "it'\'\ > 

- rl,"1 .:J h I"" -
J 

ep. 

d i/\ t VA;il\-1-r > [.. an .:, .,,.,.~, me ' = .
2

1'\+·l'\'i 

Zij B~= ~A11,,-.. ' dan is v'B 11 ~ v411) ... ! v+ ,... 2t" 

Als A('\B."= o, dan is, v" ~ o, want als vA > f 
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voor iedere h,, dus. 
' co \ , 

Ve>" --A"> ~ v"n,t > ._{ ___ , dus vl>n > y+ 
= "' = n+t'h . = 

+ 2 
Derhalve is r c B~ voor iedere n. 

contradictie 

I'\ 

Zij rl'I = rt) F • , dan is ~ c r. · Ac r -- I": - v"> 0 , V r'1 - vlj.., - V 1>.,,-- r > 
• .... J\+1 I\ ' ,, = ' - = 

> v+ 1: z· · r + C\ ,..., d · r • · ~ v+. = - -;; • lJ = 1" 1 • ., , an is V = lJ.m V 11 = 
2 z1·J· r- r r+ r· ,. ·-- = -- , dan is V = V. 

Opmerking. 1. AC r+--t v" ~ 0 ; Ac r- ~v" ~ 0~ niet"andersom. 
2. r + en r - zrjn behoudens vzn met IV I= 0 bepaald. 

3. Is A E L, dan voldoen A+ 111;1 r+'"' A , /\ - = r-("\ I\ aan de 

voorwaarden voor stelling 13 t.o.-v-. /\ (waarom?). 
4. Is Vl'1 ~ 0 voor iedere M< A • da.n is 

evenzo ~ is vM ~ 0 voor iedere MC/\ 

Ac r + (waarom?) 

, dan is /\ E. r-. 

14. Q~U~~:i:.j:i~~• Zjjn V en W abs add, dan is V • O (lV) als lvl"= O vo01· 

i_edere A met lwl"= O. (D.w. z. als iedere 0-vz van W een 
0-vz van V is; gewoonlijk wofdt V absoluu"t contin~ t.o.v. <:v genoemd; 

W heet een Q.§,§J& voor V). Vqorbeeld.: v"= (Wf )A. Uok: · v" is een ladings

w" een massaverdeling, en waar geen massa is, is ook ge~n lading. 
yM 

Zij V = 0 (W'), W ~ O. rJe definieren. f A = sup 
- MCI\ mM 

als w" * o 
w":1<0 vv 

(dus > 0) is Bn als a.i-t; quotient begrensd is, f 11 =+1x,1, als w" ::t= 0 en 
he t ld_uo t.ient onbe gren$d is , (H1 f' A =- o,, als W ,.. "' o ( <'I.us VA = 0) is. ') 

lJan is f/\ 1 ~ fA1 als A, c Alen ze'.lf~ a1s /\ S /\1 (d.w. z. /\., ~ /\1) is 

·(waaroin?) en fl\,= fl\\ als /\,~ /\1(d.w."<>.A. ~/\)is. 

ZlJ a willekeurig reeel, r: 1 een volgens stelling 13 bepaalde vz 

~.;-v, zodat awA-v":, O op iedere Ac f; 1 ·en ~ O op iedere /\ buiten f~ 
is. Is aw"~v", dan kan A de els bin....-1en deels bui ten f;.' vallen, ~ • is 
niet ondubbelzinnig bepaald, maar zij voor iedere a op e6n der mogelijke 
wrjzen gekozen. (Fysische interpretatie: fA = maximale gemiddelde la

dingsdichtheid - per eenheid van massa - binnen /\ ) • Dan geldt: 

fA < a _......,. /\ ~ C• _.., f A ! a • ( ~ is ~ ) . Is a< b, dan is f;.• S '1,' 

(waarom niet noodzakelijk c ? ) • 
Zij a, , aJ , .•• aftelbaar, overal d.icht op de vz · der reele getal.len, 

a = -c,o, a = +no , f: = o, f;: = r. Is f: gedefinieerd voor alle k < n 
-'l O ,. .. , ""'o II 

(k> -1), z,odat Cr,..) ['' en dat ~ C. ~ voor a., < a,, (k < n, 1 <.,n) is, 
.:z::: '11<"""' e,.I( K f I\ l'-

dlJ.11 zij (at, aM) het kleinste interval met 1 < n, m < n (beide ~ -1), 

~.~.~---~ .. ~---~-:.~.~:. ..... ~~us at < an < aM) • Dan zij r;,. = ( f; ,_' I" r:) v ~ • t1 

') I.p.v. vcor fA het sup te nemen kan de hele vz waarden van V M (Wn,t:O) 
w 

genomen worden. Voor vzn moet dan J, < J1 gedefinieerci worden als: 

iedere element van J1 < ieder element van J1 • 



dan is ~ c i:nc f;,i ala a..,.< a.,< ai voor iedere h < n en j < n en 

, ~ = ( f:'.'v( r: - .. rr ))--( r: t -- L ) -.....- r I • (Waarom?) 
II Cc,"' "°G "" ~.. ((,~ _.... ~i'l 

Is nu a willekenrig reeel, dan def.inieren we; 

J:.: fn) ~fl'l met a,<:~ a en I~ = t) ?:.i .. met t,, ~ u. 
•·••••·••• "'''"•••••u ............... ""'"'°""'· .. •• ••••••··•••"•• '""•••••••• .. •~.,,,., ..... , .. .,,.,, .. , ... ,, .. , ......... , ''"''•••••"0 •••••···•"·"• •u•••• .. •••••• ,, .. ,.._.. ... , .. ,,,,,,,..,,, ... , •• 

.analoog C en .r ; r~ ::; r , r = (). Dan is: 
~ ~~ / -v 

-..... ll . .. • • • - ..,. .. • n "' ,. • • • i 

1) f;_ en .C E L voor ied,ere reele a en a = ! oc • i 

2) a< b -¼ l- r 4. C ~ C _c Jt rb ; r ,_ is eehduidig bepaald door de I~~. t 
:, ) r:, • (.) r... I. d: • ",. 0; r., .. .. " " " " . · 1 
lI) /\ C f';., +~ f < 8. • f ,.... A::: 

5) r ::: l:j r. ,_ r ; r =r;) r:: =. R r ~ 0 (n e.:eh:.cl) .1 -,._cc> II ,.._, -eio I'\ --1\ • I 
''''I" O•O< oto,U•o• ............... ~ .................. ~, ............................................. ~ "••·•••U ................ ---••••··• .. ~ ....................... ~ .. ~, ........................................ ., ... ,_ ... ., ................... , ..................... t .. ,oOffO ..... , •• ,,,•••• ••"! •' ••~>'• • 

J~..:'~:Y.~S ~ van de punten l) en 3) warden aan de lezer overgelaten. 

2) a < b; zij a ... ~ a en a,, ·~ b, dan is a < a~ voor alle r en 
•n~ ~\ -" ~. 

b~Jna alle n' Ct\lS r~ ( rA.,~c. ra, t dus -i: (. ~ . Dan is ook I',,._ C r .. VOOI' 

j_edere a ( waarom?). I'~= l.) ~-f / b- t t1 > a ( dus f~ C ~ -t~) voor bjjna 

alle n a dus r:: C _r b. Hierui t vo1 6 t tevens, dat _[' Ct. onafhan_k(:1l0k is 

van de voor de definitie gekozen ~J fh. (waarom?). 

4) a) a"' ... ~ a; /\ r °f~ -~ \/. A. C r::• ~ V f t a'M -J f" < a. 
rt ~ ~ ,V .,.t'\ t'1 ,.. ~\ 

b ) a~ ~ a.; f/\ <. a -i' V f' A < a - -iP u /\ C r .. : --~ /\ C i:. 
l'I "" " " "'l"I v,. ~ -hi... ,,..,. 

5) iVI c r -- I~ 1 r. ~ v M c r -- r~ ·-+ V, O < w M < V M -.. '? t-t "" o 
~ V " V.-. fiJ t\ :; --=- 11 

We definieren 

.Dari is~ 
; ............. , ................... to .. ••······· .............. , .................... " ............................... , •• , ......... , ......................... ,. 

t w" o /\ c rl -.-¼ V. v M a i t 9.ll ~ 1 g. 4---0 t1 C " rt = • i 
l '"'\ wt•+<• w vH i 
\ WJ\4= o en /\ .S ( 1!;± VMf:." a < w~ ! b .!,-, 
~ ~~ . 
" ., •• , ................... " ............. u .............. ~ ......................................... ···• ., .................... ··•· .............. ., ... , .~ .,: 

(t'aarom? A.anw.i.JZing: let op de defi-: 

r.•.i·b1.e van r:_ ~ de •1gebieden van con-

"ra.nd11 ) 

"strook11 ) 

Qr: .... 

' . 

stante ladingsdicbtheid a 11 , d.w.z. waarin voor iedere deelvz1 die 

.riiet-0-vz is, i = a is, 2,1jn bij ~ ingehjfd.) 
v~ 

Definitie: Is X eindig. -..-.-------· 
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Deze definitie komt op hetzelfde near als; qA = min x, 
r' AE~ 

of ook: q). :.: a voor A E .1 Le..,• q is op eeri o-vz na op r gedefinieerd. 

en J°:!:!1!£.~te_§.~£, want rtq ~ a] = t:c L voor iedere a. Ook is r(a <q! b] =n! 
'1!,.,_Av 

q is oak ig!:_egre<::l:£E,aar: ee:n i -kategorie ,va1~nien we uit. 

_n·o= r·rq = o], K =n.il>♦len K =.n-o.n (n gcheel), met ah= (1 + ! )f\ 
n+ n 11- -tt.,~1 

voor n ~ O en a = 1 + £ n voor n?. o. Dan is, als k 11 E K,,!is; 

' I K IVl~.,.vl<n. 
L ;:t{ .t1 l jq,.,..,. \ ! L ------ ai'IH = 

a" 
dus begr.ensd. De integreerbaarheid is hiermee aangetoond en voor de 

inte·gra.al geld t: (Wg.)" = v" . Is n1. \K) r, I\ = lK '} , ctan is. 

r; v ►-',... 
~ 

v,;~ ... t' L"' 
Vy_;,.,. 

'l"I v"-; 
a"" + -- an < L w "'q <. -·- a + -•·---- a a. ah+I = Kr6\k} ');.I" = a'"" it\+t 

L:.. a 1-\+1 
I'll ti I'\ • 

j , Vt.. .... 1y ~, 
I 

VK~+(l+ L) dus ~ r. V K"' - r. < L < ) vk.m. + r + 1+t- ,1 q '-= ):, ,. = 

1<,'1 -A/ )+A I\ +" 
W '11 < - V + "-1+ 'i.. V < V + ~ V ., . ..,,_r = 

en f \, 0 levert de gewenste uitkomst. 

STELLING 14 ~ Zijn V en W abs add vz-f cts op r en is V = 0 ('i1), da.n is . .. . ......... , .......... ., .............. , ........................................................... , ··········-· ...................... .....-:.., ........ ~ ....... ~ ,, ......• , ................... _ ............................. ,, .. ,_ .............. _.,, 

er een L-meetbare punt-f'c t q>. op /\" "=' r met; (Wq) 11 = VA • ........ .. ,.,_ .. __ , ... ,.-................. ., ......... 0•-- ............ - .. -, ........ ~ .............................................. ,. ........... , ......... u •• , ......................... ,._ ____ , ........ _______ .., .......... ~ .............. -

q_,>. is behoudGns aequivalentie·bepaald. 
,1 ........................................................................ -, ........................................................... , .............. , ............... . 

Het bestaan van deze q>. is in het bovenstaande bewezen voor W ~ o. 
Is W < O, da.n bepalen we q~ met behulp van W'= -W ! () en nemen Cl>..::-q{, 
Is W willekeurig, dan spli tsen we r in r + en r - en bepalen voor 

de,~e twee vzn de q~ apart. Het is duidelijk, dat het steeds mogelijk zal 

zijn voor het algemene geval een dergelijke procedure te volgEm on we 

zullcn ook verder slechts het geval W ~ 0 beschouwen. 

lJat Q.x op aequivalentie na bepaalu. is, ziet men aldus. wa.s er een 
L-meetbare q~ met eveneens (',,Vq)" :;: v" en was q"* q{ op (3811 niet-0-vz 

dan kan men q,\ < q{_ onderstellen op een niet-0-vz ( waarom?) en zelfs 

qA ~ x en q~ ~ x +1 ,ll) >O op een vz /\ met W/\ = !.Tl:!./\ t O (waarom?) 

Di t is echter in tegE:mspraak met. (Wq) A :::; 0Nq ')" • 

Definitie: de fct Y. wordt hier bet 9.~!otient vnn V en iV genoemd. 

Notatie ~ q = ( ¥ ) . Gewoonlijk wor(it q de afgeleide van V met betre.k':.:-
• . .............. u ........... -......... V 

king tot W genoemd. Strikt genomen is ( w ) een kla~rne van aequivalente 

fcts, zodat i.p.v. het =-tekan eigeulijk eon €. -taken zou mueten staan. 
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iij v; = :!: V""' rw , dan is ( ~ ) '= ( .~;) - (-~: ). 1.dt is de split-

si.ag, d.ie in de opmerh.ing na stelling 14 bed.oeld. is. 

. V + 
iQ.Q..rjl~eld~-~l; 1) Zij W == !Vl dan is b.v. (!VI) = +l op ~ , en= -1 op rv·-. 

, v+) I r:+ C v-) 11~ -
evenzo 1, !VI).~ /\ , !VI >, ~ '>. • 

;) ) Z.. V" = (.,. '•)" f ·-7 . t .b J . 1T =-_ 0 (··1) ~ Jl1 \J::. ~ ·Ai ,,•-in -egreer'aar .. )an is 1-== 

V en ( ;-:; ) ~-. f.. /-/ -~ 

w 
. cv . V . I 

}2:i::_g_en~c1l_~~ll> 1) ( 1'/) ~ c. ( W ) VOOI' C re eel. 

2) v1 '! O(W); Vl = ocn dan is ( YL"J:t'.) ~ ( X1 ) + ( Vt) :--:-, . 
'l :,1, .. 

Speciaal~ ( V .) ( 
v+ 

( V ) . w = w ) - w 
3) u -. O(V); V = O('V) dan is ' 

u ) ~ ( u )( V ). w v w 
4) W > O en V = 0 --.. q ~ O 

::: 

(dus W > 0 en (Wf) == 0 ~ f~O). 

gedefinieerci en CV.cg) i= 

da.n is cq evenals q L-meetbaar:, 13n biJna 

c(Wq) = cV, dus c;Y)~cq. 
overal 

V1 en ( ~-~ ) -= 
J 

q2 , dan zijn q.!. en c.,t L-meetbaar 

en gedefinieerd resp. op /\1 ~ r en l\1 ~ r • ql +q,_ is d8n gede:f inieerd 

op /\1 n I\,,~ r en L-meetbaar, want. 

rtq1+q2. <a}= .u [ .. 8 {r[q1~ nfm] ;, f"[q,t< a - n[,,.J}] E. 1 
t ,.,, ',r O -6"0 

voor iedere a (waa1•om?) 

Ui t Vt s. O('.J) en v1 =' O(?l) volgt Vt+ ½ 'l: O(W) en verder is. 

·v,+ v,.=- (Wqt) + (Wq1).: (W·-.(q,+q.z!). 

V U ( w ) = q en ( V ) = p, dan zijn p en q L-meetbaar en 3) Zii ,. 

gedefinieerd resp. op /\~ r en M0 ~ r . pq is dan gedefinieerd 

o~p l\o ("'\ MO~ r • We vormen nu als volgt een [ -kategorie voor pq: 

Z'i,j /\n'1 = r (n <p ~ n+l] en /\~ = r [m <q ~ m+l] (n en. m geheel), 

Zt\ { K~ \ ee11 ,!-t+l -kategorie van q en {K: J een 1 !,~1. -t:atet~orie van 1.1 ~ 

( t> 0), dan vormen alle [/\P..,("'\K~] n l1\~nK:]= K" (v'=n,m) een 

1. -kategorie van pq (bewijs'? )(en tevens een ½ t -;:mtegorj_e van p en q , 

afzond.erlijk. ) Lleze bestaa t ci.ua voor iedere t > 0, dus is pq L-meetbaar 

Uit U = O(V) en V = O(W) volgt U = OCV). 
(bewijs?) 
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Daar V == (Wq) en U ::-: (Vp) = ((',/q)p) is, i.s nog te bewijv=m, dat 

( (Hq_)p) = ('V( c • .r-')) is. Zij /\ c A/Jr. i,1 0 , d.an is 

l('ily_)l<y"' I\ - w K~I'\ l\q I< ½ f !wt k,,-ri " Ctv E k,) 
1<. ( = 

d us is : L ( W q ) I{' " /\. p x., = L W lz ( t") I\ q p . •I- --k_ (;) ( I W I A ( l bl I ! 1 ) 
K,,:Y.., Y..,S:1'v ),.,., X..., 

( ')IO levert het gevraagde. 

15. dTELLING 15. Z-ijn V en W abs add, dan is er steeds een (op aequiva-
.......... ,., ....... o.,, ..................................... ~ ............... , ................... , .............................. ., .............. , ..•• , ............................. , ....................................... ., ........ . 

lerrtie t.o.v. W na bepaa.lde) CJ., een ondubb0lzin11ig 
•~ .. ,.,,,.,.,..,,u,,,,.,,,,., • .. .., .. ..,. .......... , ............... •••••••-"''""'-• .. • •ht••l .. •••• .. •n .. •••••••• .... • .. • .. ••• .. •u•••••••••••••• .... ••••••••• .. ••••••••••••,••••• .... •• .. ••• .... • .. ••••••••• .... ••·•• .. ,.• .. ••••••'"''"•••-• 

bepaale1.e Hen een. op een simultane O-vz van Ven W na ................................................................................................................................................................................ ', .......................... r: .............. . 
bepaalde 6 c r , zodat V = (Jq) + R, i-:v IA= 0 en !RI --~ =0 j '.'-................................................... _,_,. ........................ , .............................. -................ _, ............................. .,,,, ............... ,.......... ............... ............................... ' 

_bewij_~ ~ Vorm door successieve absorptie, zoalo bjj het bewjjs van H telling 

13 (maar nu is absorptie voldoende en het eliminatieproces overbo(iig) 

oen ·1grootste· 1 vz /J met !VI' >O en lwl• = O, die de eigenschap heeft; 

dat, als Pl/\ = o' en IVI" ::i= 0 is, /\ op een 0-vz van V na in A ligt. 

Z .. ,.,/\ v/\,dl ct·.!,n .1·s 1·· 1 r·-b o V ·;;r R 0(1' 1 ) d . .,1J .h = , ..., 1h1. = , en =i vi+ .i. met Vi.= ..rv , US 

V,,., (Wq) + R. 

0:2merk_i__£g_. is '·V continu, da:n i::3 CJ(.;;,) dit ook (waarom?) :"n Bis te split

sen in een continu - (V; ) en. een discreet gedeol te (V1 ) • Zo. is iedere V 

met betrekkin6 tot een continue ~"/ te spli tsen in 3 vz-fcts. V "=½ +V z. +V.3 , 

waarvan v1 = (1.7q) is (V1 z,g.n. 11 absoluut continu'' t.o.v. ;r,7), Vj discreet 

en v3 een continue rest. Het is duideli.:jk, cat dez,e v1 niet ::: 0 behoeft 

te zijn • .Pit is zelfB niot noodzaK\:l:ijk, als '.V b. v. de L(?.bHsgw ... ~mRat 

van r voorstelt (en r b,v. de reoel0 as is)'. 

Als voorbeeld hiervan geven we de 
volgenda homogene massaverdeling 
op de vz van Cantor, die gegeven 
word·t; door. 

an= 0 of 1 
(zie i'iguur) 

/ '). 

-········..., ; I 

:: 

/ i i 

/ : ~ 

A . ' :_f_:: l ~ 
:'r- ~ 

dan is f (x) = L _a(" , waarin 
2"' 

o('" == [~~+1Jis, e,Jn continue mono

toon ru0t aalenei.e f ct van x, war1t 

/ ··-- ................ ~ .. ···t·· .. ..r··· I 

'i 

vdor ~ ~ y-x.. ~ 3-n is O _:; Cf (;y) - r (~) ~ 2-" ; . Cf :ev~rt ons vol gens 
stell1.ng 12 d~ gewenste vz-fct V 8n ui t de contirnn te.i t van 1 vol gt 

de contlnurteit van V (Vlaarom?). v i.s echtcr niet differuntieerbaar·, 

daar de Lebesgue-rnaat van de vz van Cantor= 0 is. 
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16. Zijn r' 1 en r'- vzn, zij LA-- (a ... 1,2) een afgesloten vz-lichaam op r,i.,. 
De vz r van alle paren A:::: (At,A!) met Att,E r~ heet d1.::.1 pr:pduct-vz 
van r1 en r 2 ; notatie: r· ::: rn.,= ( r·t,r.i). 

Zij Pde klasi:ie va.L--i alle product;-vzn fT= (n1 ,n1) c: {c>-. 1,J.,)L , 
·---·-- L "' !Aa,'--ri-A. 

n a, 1 f ·r-1 r·r1 nt,41. -JP 1 ~ l. E Ln, (andere nota.tie; 1 = I 11. ) , dnn is: 4 TT"'= ( n TT , J I TT ) € P; 
• 1 h j h 

een eindige, resp. aftelbare vereniging van TT 1s L3 steeds als eindige 

resp. aftelbare vereniging van dlsjur1ctt=J n's te schrijven (waarom?); 
/ 

r-- TT= cr1-- TT1 tr~) V ( rt, ri--Tf1) = T\vT\. 
lJe vz L4 van alle verenigingen van TT"\:. L4 en een deel vz vs.n een 0-vz 

in La va4 V<A is een afgesloten vz-lichaarn, dat L,., bevat (waarom?). 

De definitie van V~ kan tot alle vzn van "t" word.en ui tgebreid. Lo,. h0et 

w._:tedj_£ t. O. V. ift• 

BTELLING 16 : ~-~~:: .... Y.1 ...... :?. ... ..Y: ...... ~?.~ .... ~~~ ..... ~~.-:~.?.-~~-~-..... ~P ..... !.:.t .. :.~~.?. .. ~ ..... ~~J .. ? ....... ~.?.'.~ .... ~~--.. Y ... 
ui t te breiden tot een ~:tg_esloten v~,-lichaam., waarop on-

" .................................................................... -.............................................................................................................. ,-... , .. ,, ........ , .... , ................................ , ... "''''" 
dubbel~inni~ .... e~n~.-~.bs .. ~dd .... vz_:-fct .... v .. ~e<1;efinie_erd ..... is, ____ zo .. , ........ . 
dat vrr = v;rr . v/r is voor ied.ere TT= (n\ TT 2) ~ P • 

........ ~ ....... " .......................................... , . ,, ...... " .. - .......... , ........... , ...................... 0,, .................... ~ ....................... , ...... , .............. •••••••• .... . 

· No-t_~ti~: V ,.. (V1 , VJ.) of' V1 )/ Vj• 
(vgl. H.££4 .. HN, Uber die Multiplication total additiver Tu1engenfunktione:n. 
Annali R.Gcuola Normale Superiori di Pisa, (2) g, 193.3, 11. 429-452.) · 

f~wli§.. I. Zij v1 ; 0 en V1 ~ o. 
1) Voor TT1:;P z:ij ·per detin.itie: vn = v/r1.v,_rr1

, cian is V op P ~_g.g,:ltief. 

Bewijs; Zij TT= (n.1,nl-) = LJ rl., = U (n:,n!) , TT11 dis~iunct; te bewijzen is~ 
l vlT l- , ul1-.., 

V -::: L V 

a) is TT;= TT 1 voor alle r1, dan volgt dit uit de absolute) additiviteit 
v r-,,. rr 1'• van :l; evenzo . als Vri 11 = I 1.s. 

b) Zrj A een willekeurige deelvz der getallen 1,2, ••• ,N en B de comple-
mentaire vz, en zij ~ 

' Trt. = ( .n TT~) -- ( u TT~) 
A ~ tA t JE C J 

("exclusieve d.oorsnede" ~ ieder punt van n; ligt in iedere TT-1 , maar 
L 

in geen enk.ele TT~; zie figuur.) 
. i -.t d 

Dan is TTA r. TTA 1 = o voor A '\' A' 
(waarom?) 

en (waarom?)~ dus: 

··rrl I = 

l.0 rr! = n· 1 VOOl' iedere A met TTA1 :t, 0, 
i (. /j,, t, 

v.rant is A2 € n·1 , dus At E TT; voor 
A 1 

1 
: 2: 3 

i : 
'· ~--- ·--~ · ,_,, i (;~: f·-) . H · ~--➔ ' A: l,r'.l. 1,,.,,, a,7,u ,.~,'-alle i E. A en /\1 ~ TTj voor j 4 A, 

1 . -1 ,., -
dan volgt ui t: (TT\ A1) ( (TI\ H ) = U ( l I", TT,,), dat ~ 

TT1 



2) V 

13ewjjs; 
N 

'\-
of.) L. 

! 

is op .P ab~Q.!H-Yt _addi tief. -Zij TT= (TT1,TT~-) = UTTn, TTn disjunct. 
1-

v rr,,, ~ V 77 voor alle N volgt ui t 1) ( waarom?) 

0) Zij 
( 

n·; de exclusieve doorsnede (alsin 1) voor An deelvz van de 
ri 

getallen l, .•• ,n en zij; 

iedere n (N.B. deze 
ju.net, 

TT 1 zijn dis-
4 z.ie l) 

is de stelling tr:i vin.al, is vt \ O, dan zij 0 < c <Vj 
r,J 

h 

(zodat '[ V 7~· > 
j = 

Waarom?). 

~ 1 r·r .t en tJ ;\/,..., "" ( wa&:i.'om?) 

Dus b\j iedere f. > 0 is er een 
t .. M' n i 

n 0 (f) met V1 ... l V,_ - t voor n ~ n/l), 
i)o • 

zodat~ [. V TT,. 
.1 

ook voor 

iedere i. dus 

3) Z:ij C,- de klasse van alle aftel bare verenigingen van productvzn 

en Ii' de klasse van de complementen van deze verenigingen, dan is. 

Il.1' E {7 voor iedere n .__. U _n_,,, E 0- ; TT E: P ~ r· -- TT e ()- ; ,., 
1 \.0 _;"")_:t = ti TT1 .. /'f.~ n,rvi.' - ~ t'J ( f1irt TT1~) E /7 , dus ook ~ l")."' E: (r 

en L) ~" E :B' als ~ n ~ F voor iedere n. We bevli.jzen nu; 
1, 

Is ~((E-11' (cx'.""1,2) en ~1 nct>~=o, dan zijn er disjuncte C\;1., ~1 en ..01 )fl 
.................... , .................................................................. , ................ , ...................................................... , ................ , .................................................................. ····•····•"''"""'""""' ..................... . 

Bewijs. zij fo(= r-- U Tl.;<..: We construeren 2 disjuncte rijen Tl~,, met 

~c( = r--un~'l"I, die voldOt.Hl aan de ei;:;3: is n: . .,,,r,f1:1= 0 enTT/.-i0h.~ o, 

dan is TT1~nrf,.',,= o (1), zodat het 
.............. ~ .. __. •• ,4 4.,..4 ••.• - ............. ••- --~- --·· 

voorkomt. Dan voldoen~ 

..n..1. = ~ Tf1~ en fl.t ~ e,j -, I;,., 
P1" 11;11 *" ~,.--rr,',..-:!oP 

aan de gestelde voorwaardeu. 

·,:ve kunnen 1n«h\ (o! =1,2) disjunct 

ondersteJ.len (waarom?). Zij n;0 = o 

en zij reeds geconstrueerd TTj"" 

*" I l-1 
m "" 0,1, ... ,k, met un,(M;::UT1t,,, 

i 1 

in de fig,uur getskep.de geval niet 

terwijl aan de eis (1) voldaan is. 
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Is TT.a.4.r" h. = o, dan zij rr/ ,t ,.1= TT1.i, anders doorsnijden we TT,, met de ein-, ' 
dig vele reeds geconstrueerde TT1

1z • en nem.en: n/i,.,..:z = TT1.t f"I TI~, • 
i I . . , 

TTa--0TTz~ verdelen ·we in eindig veel product-vzn, die we nemen als 
:1 

Tf1J. , ·j=k1 +k,_+l, enz. ,Het proced~ word.t n:1 herhaald om TT1 t te splitsen 

met behulp ·van de reeds geconstrueerdo n;, . 
4) De rest van J:1.~t bewijs verloopt nu geheel als dat van stelling 12, 

. t 

wa:rmeer we daarin J vervangen door TT , Rt, door r , r dear V1 • Vj , 
~ door V, open vzn door f1.•s, afgesloten vzn door ~•s. 

II I · t v o v.· o d rc1 1 r (.i.+,--'+), <r1-,r1-,, • s m. e i ? , 1 ~ , an v;e e en we in 1 · r · 

(rt+, rt-) en ( r1-, r'--). 

Qpmerking. l) Bewezen is tevens de algemene stalling; 
- . du,,(,) 

f.;,. ..... Y. ..... ~.~-~ ..... ~1?.~ ... J:~15L.!~::t.~.tL. .. s~,g.j,:~JBl~~-~ ... 2P--~"!E:Jfl.~~~.~-... f .... !.ff!:.!~ .. ·:~~-P"}.; ... Y..~.!.L.C. .. .t. .. 
waarbij 0 TT~~ P en r -- TT-= eindige vereniging van vzn van P is ( TT" en 

' """ ••H .. ••••••• .. •••, ..... , ... , ... ,.,,.,o•uuo,•••• .,_ .. •-••-• -••••o,-••"-••o&•ue .. , .... ,, .. -■ _ _._,,. .. .,.. .......................... -• .. ••••••• .. •••••-" .. •• .... •••• .. •• ................... ._._.,,,,,,,.,,.,,.., ............... , ........... ,._.,.,,1,,0,U•••t -••--• • 

TT E P), dan is P uit te breiden tot een a:t'gesloten vz-lichaam en V tot 
•••••• .... ":• H,O,o1t,oNoot HUO•-•t••••..-•••• .. - .. ■-•tMH•.-O ........... ,. ..... ,,.,._ .... ,,.,.. __ ,.,, .. •••·•··•·•-• ----•U-1 •·•---■ ,_,, .. , .. , ... OiNU""'' ... I ........... _ ....... ,, .... ,,00■ ............. , o01NO•♦Hff•••-No ............... _,,, .. 1 OIHllf .. . 

een abs add vz-fct op di~ afgesloten lichaam. 
•••••••·•• .. ••o•,U••• .. ••·•·••••••··-••• .. ••••··• .. ~ ........................ _.,, .. ,1,otOI .. OO ......................................... _ ............... ,., ........ , ........... ,., ....... . 

2) lVI = ( V1 f. \ V~ I (waarom.?) 

3) Lis volledig t.o.v. v. Want is Mc/\ , /\ t- Len IVl"=O, 

dan is O ! \vt"' ! \V\"= O, dus \Vl_r" = WlM= o, dus M~·L. 

4) gaat men ui't van de volledige vz-lichamen 1 1 en L.i en 

de daartoe uitg~brei~e v1 en v1 , dan krijgt men dezelfde Len v. Immers 

de klasse P wordt slechts uitgebreid tot P' door het tocvoegen of weg

nemen van (nieuwe) productvzn met V = O ui t iedere TT. Deze behoren 

echter alle reeds tot L' (waarom?), zodat· F' c L is, terwijl bovendien ge

makkelijk in te zien is, dat v·vooreen willekeurige vz niet verandert, 

zodat ook Len V onveranderd blijven. 

17. Definitie. f is !,-kategorisch op A~ als bij iedere f > 0 een ( <lllein

dige) f-kategorie voor f op· A{) te vinden is, d.w.z. een ·kategorie \1t\ 
op /\ 0 met var, { K 1 · ! f. , welker . _vzn Kt\ f: L zijn .. 

De voorwaarde L-kategorisch te zijn is aequivalent met de. L-meet

baarheid van f. Bewijs: 1) Is f L-meetbaar, dan vormen (voor n geheel, 

-et;, < n < +GXJ) r ( n t: < 1' ~ (n+ l) [] een f -kategorie • 

· 2) Is f L-kategorisch en vormen K,, ( [,.) een 

f -katego-rie; zij Ay= ~ Kn ( iy), genomen over die vzn K" ( £y), waarin 
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f < a is j dan is. Af:. L voor alle Y' en lj A'("= r [ f <a] (waarom?), dus 

r [f < a] e: L; f is L•·meetbaar. 

LEMMA l: Is voor 5.edere ne.tuurlijke n f 11 L-kateg;orisch op /\ 0 "' en voor 
, ............... , '·•······ .......... , ... , ......... ,, ............... , .................... , .... ··• .,., ............ , ., .... ·: .. , ................................ ,.-~-· , ......................... " ..... ,.,. .. ,,.,, .. , .......... ; ....... , .................. ,' 

iedere A E /\ 'P 0- L: f>, ~ lim f n,\ , do.n is f L-ka ter;oris ch op 
A .. ~ .. :· .. ·-;~ .. ~·;· .. i~ .. :.A~.~~··· . . . . . . · · 
........................ , .............................. , ........ .. 

~~_;;yjjs: Zij JK 11 ( L) l een r -kategorie van f" op A on, wellrnr vzn tot L 1 j f'J 

behoren, 1K 11 N ( [ ) l = (~ ~Kl')l( z.. )} (N ! n). Bestaat deze ui t do v·,m K,,~h( £ ) ~ 
dan behor-en deze ook tot L. Zij ex.·> o. MnN ( of, f ) de vercniging van alle 

KnNh( l ) , die een >--. bevatten met !ff)~ - fntt,,, >-.\ >cl.. voor minstens ee:n O,;;k~N-n • 
• 

. Dan is, IVI"w ( rX, { ) E L. Voorts is. 

voor iod•cj:ce /--t E M1iN ( d. , t ) • ..3 
'1, s N-11 

voor Lv~e.:•(3 ~ E(\.,--M,dJ(o( t '£ ): v.,.i1\i ..... 

Zjj /\r-.i ,;:<) = tj 1/\ 0 -- Mr1N( o( ,2-'t)j , 

overal op A l"ll'd ( o( ) : v.t;.{N . .., 
,; 

overal op, /\. -- /\n"t.! ( ol. ) : 

I fn t-t - f" ... -1,. .~1 I > ,x - :. 1. 

I f' h rt - f". h., t' I ~ ::i. 

dan is /\ 0 N ( ol. ) E. L en t. 1\., en. 

I :f I) - f "; l I ~ ~ 
lfn - f,Hll ~ tX.. ~ uaar k eindig 

veel en r oneindig ve,";l waarden doorloopt. 
fi,~ 

Zij /\ ... (of) = tNI /\ ~,( rx. ), dan is /\/ o<) E Len c /\, en: 
., n 11,'-

averal op /\,,( o<) : \./N> 11 If., - fN I ~ o/, dus !f - fn 1 ~· .. ..; 
~ 

overal op /\;--/\,.Col..): JN~n lfn- fNJ ~ o(, dus JN~"' If - fNI ~ lo<. 
00 /\ Dus is /\ 0 -- U /\ I') ( cJ...) = o, daar overal op ~ fx. = lim f"~ is, d1.J.s 

(l() ·1 ~ 
Ao= UA/ct)-= LJ6/d) met 6,,Crl) = An(/.) --/\~•j(o/) ( /\.,(ol..)=o). 

i 1 
De 6 ~ ( c/.. ) vorrnen dus een kategorie op /\ 0 , 6 n ( r/.. ) E. L. 

Zij {K) de kategorie op /\ 0 , waarvoor geldt:\({K\0 6"(~)=t1<,..(~-)\("16.,..( ~). 

Da11i~;op ?h(~): jf-f,,j~\ ,var+"1f~C1)l ~~,dusvar1{r=~~t., 
terwijl alle vzn van K tot L behoren. 

Q~.9..1,g~ Is fl'\ L-meetbaar voor iedere natuurlijke n en op /\ 0 

dan is f L-meetbaar • 

. LEMMA 2, Is V abs add op I' en ~ O, o/n).. voor iedere natuurlij,;,ce n 
, ..... ,, ....................... u .. , ............................. ·· .. •••••• .. ••••••• .. ••••• .. ••••• .. ••••••• .. • .. ••• .. ••••••• .. ••• .. • .. ••••• .... ••• .. •• .... ••"'t- ................. - ........ ,r.,,., ........... i .. ,,,,,,. .................. u•• .... • .. •f .. ,, 

L-meetbaar en V-integreerbaEl.r op /\ 0 "' ~ r , s_ a en \, 0 voor 
a·~~·~· .... ~\ .. ·····~·:~~~~·~~~·· ... ~.~·r~··· 0-vz ...... A. 

0 
... , ..... dan .... is ......... ~/ V~ ., ... 4' ~·~··•··.~····o ........ ·~···· ........... . 

............................................ _ ........................................... _· .................................. -.................... · ............... f' ..................................................................... , 

.Q12merking_~ 4'n.\ ._o is in het algemeen niet voldoende; wel als de co~-

vergentie gelijkmatig is. 
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, ~ M~t = o . 
(waarom?) 

,·\rr r 
". . + a. ' < "'1 

9.2ffi~£!..h.p.g~: 1) Is niet V > 0, dan spli tse men r in r + en f' - . 
\ 

2) Is 4',.,. \i 'f en 4-'ti - 4' ! a voor alle .A behoudens een 

0-vz /\ 0, danleverthet lemma, toegepast op 4-1 .. -~ :jvrJ>-'+'id.~JvdA'f>-
4,, is in di t geval integreerbaar daar 4-'.,_ - 4,1 dit is (want begrensd) 

en \.j/11 ool<. Analoog als ~,... ?' 4-' en 4' - 'f~ ~ a is. 
{){J 

Is 'ti"'~ 4' en ~ 14'rn+t- 4'~1 ~ a, dan is /vcJ.,A \J("'~ ~(vJ X '-11>. • Het bewijs 

verloopt dau analoog; 

oo I r ~,1..-lf't'v\- I~ t · 

men neme in Mnr i.p.v. de voorwaarde 4-'t\>. ! -Z: 

h 
3) Is o/ absoluut_convergent behoudens op een 

l)o 

0-vz Ao , en ~,"-I~ 'f i >. I ~ a (dit is b.v. het geval als 

convergent is), dan is "'/vJ.>- 41 == 

Lft op r---A 0 

~ /v''·>- Cf i>.. • 
absoluut en gel1jkmatig 

4) Het is voldoende als de gelijkmat.1.ei0 begrensdheid ge.ldt 

voor btjna alle n i.p.v. voor.alle n. De gelijkmatige begrensdh~~~. is 

niet noouzakelijk, maar kan niet zonder vervanging weggelaten worden. 

Di t blijkt ui t het vol gende voorbeel.d: r = ( O, 11 , V = Le bes gue-maat, 
1 

4'rii= x". V'"'ii, Vn/xndx = n~l ~ O; neemt men echter '4',,,,c.= n.x .... , 
D 

= n~l / 1. Natuurlijk kan. de voorwaarde wel op verschil-, 
1. 

dan is /<¼ti.dx , 
1 ende wi.jzen door zwakkere vervangen worden. 

18. STELLING 18; Zij V = V4 v,. abs add op het afgesloten vz-lichaam L vanid.eel•-
·•··••·••••·• •••••••••••·••• .,,,_. ,,,,,.,, ••·•• •• ,,,,.,, ••••·•••••••••• ....... ,.,,, .. , H•••·•••• •••• ._., .. ,,,., • .,,,,...,,,.,,,,,,,.,.,,,.,,,,,,, . .,''"'•••••••••I·••••••••·•·•·•••• .. •·•••••••••·.,,,.,..,,,...,,. u•-•••••~••o••-•••••n,.,, ,,,.,, 

vzn van r• = ( 1 ..... 1, r1) zoals in stelling 16 gedefinieerd, 
,. ,,, ..... ,, ........... ·······•··•·"· ............................. ·······•··· ..... ,,, ........ , ............. , .... •··• ., .. , .................................. ·······• .. ,· ..... , ..... ,, ....... , .................... , ....... . 

waarbij Li en L.2 t.o.v· .. v1 resp. V1 yol1.edtg zijn, en zij 
................. ~ .................................................................................................................................................................................................................. . 

f L-meetbaar op /\Q~ f' en int8greerb3ar t.o.v. V (zie 
4 ..... •-......................................................................................... !. - ............................. ( ................... .. '(' ............................................................ . 

bl. 55)' dan is er een Ac I; L1, Ao ~ r zo' dat voor 
»••l• .. •••"•"0,•"•"••••-0, .. ,,.,O,,OoOO•• ............ H ................................ ,.,,.,., •·••00 ••·••••·•"'",0 • ·"••·••••"• ,.,.,,,., ••• , •• ,, ....... , ... , ....... , ...... ,,, 0.,,, .......... O,UUO•••·••U •··•••'"' ,., ........ . 

iedere A1 EA! f( Ai, \ 2) als fuLctie van Ai.. L~ -meetbaar 
................................. _ ... ·o1;.· .................................................................................. , ............................... , ....................................................... . 

::;:~~:1 \;.~~i.~:{~?--~.:.~::;t~=·· 7:;:-:?:-r. :11 .... ~~ .. :~.Il: · ·•··· ··•·· ··· --- ·---· ············· ···· ·········· f .......... . ................. r .......................... . 
verschil- en somvorming is het bewijs direct te herleiden 

tot het geval V1 ~ 0 , Vt ~ O, f ~ O. Uok kan. men /\f) = r oncierstellen. 
- - Di t zij verder ondersteld.. 
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2) We bewijzen da stelling eerst voor het speciale geval: 

IA J 1 voor A E /\ 

f A = ~ = 1 0 voor A f- /\ , /\ E. L 

Da.ar (V I") r = V" en q>f,l = 
:t 1.~_, 

i 1 ,H " /\A t 0 

V. 1 l = V2 ! iB, waarin U., , /\ ) -= /\ n ( A1 , r'· · r1. t <1 •• x., 1 _ 

/\/de ·'projectie•' van de 
t 

door~wede van /\ met een vz ;, // •1 rt is, moet dus 

a)Voor A=rf= 

dus alles triviaal. 

·b) Is het ges tel de bewe z,:;n voor /\ E: L, dan geldt het ook voor 
., 

.M :-:: r -- /\ . lmmers M>.'\ = r2 -- /\; 1 e. Ll als 
1 r1t ,-= 1--1\1 · r,: ,,t 

/\Ai~ L1 , dus overal behalve 

1,. ldt V Ai - V, h_ V -- V .. , op .'i II g;e : vi • - i. - 1. 1 - , dus: 

V" vn IJ b .. = • aar lJ is N~ 
I --I\ 

j 
·- N,, • 

de stelling voor 

en d8 stelling voor J\ en lvI reeds bewezen is. 

/\ --M, als /\ ) M 

2. Tevens geldt. is voor a > 0 M1(a) de vz van alle A1 , 

(/\} ('. r/.A, !11) I d), 
waarvoor ffi.t ~ a is, dan is V == V,, fA.i ; 1_ Vt • a, dus 

r, i(a.J v" 
V1 i a· · 

M 1,-y 
Men kan dus iedere /\ , waarvoor de stelling geldt verdelen in- een 

f\ fl ( r·"-- M~ ( 'VY" ) , rt) met v/'!1 ~ R voor >-1 E: r-! -~ l\:11 ( \(vt-) en 

/\ I'"\ (M le ✓-v"), r·1 ) met v/'1111/V'') < VVA • 
• = 

vz 

Gevolg~ Is /\ en 0-vz van V, dan is voor iedere A1, met ui tzondering 

van e0n 0-vz vzn V1 de ,,doorsnede11 1\t van /\ met ( Aj, 1..., 2) 8en 0-vz van Vi.: 

c) Is (\ == l) /\.;,, /\~ ci.i;;Jjunct, terwijl het geste1d(, voor alle /\: 
1 ~ 

i·eeds bewezen is, dan geldt het ook voor /\ • Irrrrrr0rn; /\iA.t z5jn fiisjunct 

voor iedere 

Dus is voor 

A 1. en alle ~ Li behoudens voor A1 in een 0-vz l0 N~. van ~-
~ 

A1 t8N~; /\~tl~) A1;A,,.c 1 1 • Derhalve is: 
ti\) A; cr~l. ::: v,._ 1 = 

~ /\~ r1 
l!.. v,. ·'-1 ~ Vi en daar ieder van deze term-0n L 1-me )tbaar i~ ~ 

geldt dit (zio punt 17, lemma 1) ook voor de som. Volgens lemma 2 en 

het onderstelde is verder~ 

-.. /\ '"171\: - '7 LuclAir(~ f:v.J).1'\:. ,,,.) fv.").1r(I\) I ... 1,•ri 
V :::: d .. ~ - t.!... v, .,\ ::l 1. LC/A = j. ,Ir. )aarblJ lS '~" 

rl t rl 1 rt - . 
g_evog ~ Daar iedere n E 0- te schrijven is als de v0rcniging van 
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disjuncte TT•s is de stelling volgens a) voor iedere 11. ~n vo~gens b) 

voor i.edere ½ E. F bewezen. In d<::ze g.:3vallun is N; leeg. 

d) Zij /\ E L willekeurig, d.an is er bij iedore n een ~ -vz ~ = n .O.", 

en e0n F,. -vz :_ = U X. met 
C T~ 

A A e-6 :> I\ ) '[ en V ~ V " = V ~ • Ir.a.me rs er is 

voor ied.ere c > 0 een 1) E' (J-' , n ) /\ met V..n. <. V11 + _i • ZiJ' J'Y = [). , 
'- l'I f) = J . ."' 1 t 

n' n n' ' , , 
11 = "" ,,._foor n > 1, dan is i ..n..11 ) .n.M? A voor iedere n; n..., E- (r ; 

I 

VA" < V" + ..!:. • Zij A= c;) [)_ :1 E: ~ , dan is t:J. :> /\ , ~ = 0.1-- lj (1' , zoda t = .zn o - 11 
A . 2 

de stalling voor 6 geldt, en V = v"' is. Analoog is te vinden L. =U½,..<:F, 

waarvoor de stelling geldt en met L c I\. en ·v-;:. = V11 • De stelling geldt 
u --t . (b--!:) \ dus ook voor 6 --[. Daar V = O is, is de vz, waar V - >i. + 0 

is volgens b) opm.2. ee.n 0-vz N~ van v1 • Overal elders is dus. 
· 1 · t 1 · 
1\1-- t l = ( /\ -- L )A deel vz van een 0-vz van v1 , dus E L,., dus ook 
/\1 ,1 i l , .t ! IA} (i\ (£\) 

i = L1 v(/\A -- L. 1 ) e L,, W~. == 'fAt = CfA1 • Derhal ve is. 
l 11 ( 1 ,'\1 " ~,' · 1. 1 

v" =r v" = (~ <f(r)) r = (V1./f '">) r • 

3) a) Zij nu f \Vil~ekeurig (!O), ,tK\ een f:-kat.egorie van f, _kl'\E L, 

d. .. ·) 1 r1 · an l.s er volgens 2 voor iedere n een 0-vz M.,_ < van V1 , wafl.rhuj t.en 

K!~. = Kn,... ( .\1, rt) f L1, is. Bui ten de 0-vz Mt =re) M! is di t voor alle n 

het geval • Ied_ere L-meethare fct f. op { r 1, r 2) is dus voor iedere A 1 

' 
behal ve op een 0-vz Mt= l!J M; van V1 op ( A 1 , r1 ) L1 ... meet:t,aa.r. V oor 
\ r'\.. i. ( IC,.) IC.!.\ . • (~). "1 i::: -- M1 is Cf>.._ = V1 L gedef.i.n~_ee.r.d, lf is T.;1. -meeth~ar en Vj. -in-

tegreerbaar en (V1 ~(A:..,, = V Kt). 

b) Zij f,.= sup f>.., dan is (Vff ~ L,Y~.,fn ~ C = (Vf{. + t Vr. 
l k.,.) (k .. ) - ).111.., 1 A rs 1 ~ h (~n) 

Zij hj ='f>.,. .f"', A(a) = d.e vz van alle 1E- -- M waarvoor .. ~ ~.1 >a 
t .,.... "~ (~) t: ll ,t II It " I, 11 ,, t) .:.~ .. 

ia, dan is /\~(a) c. /\~Ja), ;\1 (a)= t)/\~(a) (waarom'?) Voox-ts is met 

/\tl(a) = ( /\3N(a),r:t). av/!(~~ (V1 ~ h/X. .. ~/'\Vo,J = t f\.(V:1 r{K .. ))f\£..(et)= 

~ f-Vl<.~"'ANlo..) <. (Vf)""'14l + c- v"- 111 ("") <. C dus 1{A;ta.)< Q dus ook v"'<a,) < Q. 
'- .. - '-· - ' - a ' 1. = a t. ., - ' - -

1 (\ " • l • '-, (~") 

(waarom?), zodat A=!;~/\ (a) een 0-vz van V1 is. Derhalve is L!:h.-\ 1 , 

dus ook g~1=/vt.~<~1, A1) voor alle ~1E r1--(MluA~ eindig~ 
N 

c) op r1.-(n.t\.,f?) is iedere Wv ... ), du.s ook h (k .. ), ti.us ook L h P<.,>, 
1 . 3 

A 

dus ook [h{ic,.,(waarom?), dus ook g (waarom?) 
j. 

Voorts is voor iedere n; 'f>-(:"-~(fh - t ) ~ g1:") 
en ook gll:."lL 1.-meetbaar. 

< CD l~ .. )f11. , dus 
= 7 >-1 



en 

(Vf )r . r L K. ( - ) ·' - ) ,.. f [ ( tK. ~ r1 L r.. - ( ) r < V _$ v· k f'h - (' v· 1 "It ~ < V v"f' < Vf t: V 
I.. .. ~ ~ ' 1 g = 'i g ~ = " = . + t.-

1 
voor iedere f > 0, dus tenslotte (Vf )r = (V,_ g) r , hetgeen te bewijzen was. 

meetbaa.rheidseigenschappen triviaal is, heeft men dus~ 

· (vr/' = (V1 g(">)r1 =/v/'A1Jv:'A,f(At,>..d 
r1 A1 

i - . /\ .l.i , .. ~ 
voor edere L-meetbare 1' ct f en 1.ectere " t- L. De 0-vz waarop gv•' on-

gedefinieerd of' oneindig is kan van /\ afhangen. 

19. De volgende generalisatie van de theorie is nog niet volledig and.er-

. zocht. J:!:en fct fl bepaal t een vz-fct van de le soort f A·, die aan ie

dere vz /\Cr· een.vz X van reele getallen toevoegt, t.w. de vz van 

alle waarden van f op /\ • Zijn X en Y vzn van reele get;aJJ.en, dari zij 

X + Y resp. X - Y resp. XY de vz van ~lle sommen x+y resp. verschi l l~.n. 

x-,'/ resp. producten xy met x e X, y E Y. 0.nder ~ X wordt verstaan de 

bovenste grens van alle jx1 - x2jmet x1EX, x1,'i;;-X, ctus ~X = sup(X...;X); 

supY .,__., sup y. 
'jE'-J 

Definieer algemeen. een vz-fct 1van de eerste soort fJ\ is eon wet, 

die aan iedere vz /\EL een vz X van reele getallen tacvoegt, zodanig 

dat bij iedere z. > 0 een 

kategorie {Kt} geldt; 

Een vz-fct van de 2e 

katHgorie { K~ bestaat, zodanig dat ·voor iedere 

sup),, J lf K, - V) J:g_. ,.,'-I} < f l \:,., ~ ••' l J 

soc)rt V /I is een w0t, die a;;tn lr:idex·e vz A t L 

een vz X van reele getallen toevoee;t, zodanig dat bjj iedere f >- 0 een 

kategorie iK) bestaat, zodanig dat voo.r: iedere kategori(:; {K 1} geldt. 
I 

sup E jv 1ll - u v t~" K J I ~ L 

Is v" absoluut; addi tief, dan bestaat v" voor iedere I\ ui t slechts 

<Jen getal (<)VI\= 0) en het sup in het linker lid is = o. 
Vermoedelijk kunnen dan' vrij gemakkelijk stellingen van het volgente 

type bewezen warden: 



.-

I. Een fct van de le soort bepaa:t een L~meetbare fct. 

II. Een fct van de 2e soort bepaalt een abs add fct op L. 

II.I. Het product van een fct van de le er1 ee.n van de 2e soort is een 
fct van de 2e soort. 

IV. Het quotient van twee fcts Ven W van de 2e soor-t iB een fct van 
de le soort, mits OE w" ---, V"E VJ" (of een der·gelijke voorwaarde) 
vervuld is. 

Er zijn aanwijzingen, dat het langs dezc weg ook mogel1jk is, de the

orie der abs add vz-fcts en de integratietheorie in een intuitionistisch 

correcte vorm te brengen. 

T 
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ERBA~r~ bjJ Ca,e ~ t I I t-1.. 
;i,J····ijg~:b:[-···-··•·······."fi.:;:;At?!; ;;;~···j··········· A~·;;··~~!~;~:::;•;; ;···;;;····a;;;-

, I 

21 v. b.) de la Valee Poussin l C .de la Vallee Poussin 
, I 

19 V. 0: I l' /\ = 1' I'if :,,_! /\1 .: 
14 v.o.l im sup lim sup -inf 

1
1; v. o-! v-c /\) < 0 l v-c /\ ) ~ 0 
~ v.o. ;11 v.o. + 

G v.o. 
52 11 v.b. 

12 v.b. 

lim sup 
lim sup 
s~r'ELLH~G 3 

sup 

sup 

5?5 

12,13,lG,21-v.b. 
18 v.b. 

20 v.b, 

v+-v·· 
> v-
= 
< v- ! 

i 

23 v. o. toevoegen_: en = sup [; tV(Ki "/\) I 
j 

15 v, o., S'.i.'ELLL-:G 4 

2,3,4 v.b. 
C. b' l 7 V. • ; 

' 

f\l'x) 
idem 
/\~x) 

-
over al1_~ kategorieen. 

ST~~;LLii:~ G :5 

f' (fC \ ) ~ x] 
idem 

l[f(i\)<Y.:] 
tusse11 6 en 7 v.b. invoee;en: Jpra.3: Som, verscbi1, · product e11 quotient 

van L-meetbare fcts z1jn L-meetbaar. (Bew1:;s: zie 

bl. o7, Bewijs 2) en 3)). 
8, 9 , v • b • ; 4_ v • o • lim sup 

15 v. b. I /\ (x. )-- /\ (x. ) 

1'7 v. b. ! ;arf {K•} ;t ~ 
18 v. b. i SIJ.'ELLING 5 

~ 

17 v.o.l 2~ term 

sup 

r [xi-1. < f(>. ) ~ xJ 
vervalt 
S·I1:ELLI1;; G· o 

li.f(k. )TI_ enz. 
' 

tusser.: 3 en 2 v.o. invoegeri: 4. ((Vf)g) :,; (V(fg)) 

55 

lv.o. 1 lf(ki)V(Ki)I 
' 1 v.b.) 
i 

6 v.b.; 
i 

4 v.o. ! 
i 

21 v. b. l 
23 v. b. j 

7 V .o •' 

ffPiDLLii\/ G 'I 
/\0 CL 
f--1\. 

V . 

= E1 en < 2 o< lvt 
:;; 

I L.f(k. )V(K.) I 
t I 

f;.i11E:LLING l 

B'I'EJ.LJ ,':,) B 
. /\u r; L 

1;1 1 r ..,;_ A .. 
"! 

en ~ 2 £. ·1 VI/\ 

56 tuBsen regel 11 en 12 v.b. invoegen: 
c •. voor. begrensde f's levert de integraaldefinitio met 

eindige kategorieen betzelfde resul taat als die.:· met 
aftelbare kategorieen. 

•fl I\ ' \ A f\ 
d. Is V = IVI , f>.~ gA voor iedere A E/\, dan is (Vf) ~(Vg) 

e. Is V11 =1VI". fA? 0 op I\ en (Vf)"= O, dar is f\= 0 op/\ 
- ((IH],.,\ . .( 

behoudens op een 0-vz. Bew.: V = o voor J.edere "'>O • 
.j v.. o. nint;1;saxioma, ningsaxioma gedefinieerd, 
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bl. I ree;el \ staat 

59 ·:,,,·':_I B1
3
"j stelling 11. Het vz-lict~~~~-~-

meet staan 

bevatten als /\ 

v.o. achter "b)" invoegen • 

waarop V gedef.1nieerd is moet r ri (\ 

een Bor~l-vz van F~ r is . 

.-bl . 
< L V ( I\ ) + Z. == en z • 
,,. t n 62 /14 

zijn c.e ·'.Jn disjunct, dan is: 

; 1 (A) (waarom?) 

64 

G6 

69 
72 

73 

13 v. o. 

5 v.b. 
vervalt. 
v"n -- r 

8 v.b. c (twee maal) 
12, 13 v.b. Ac r+ 
tussen 13 en 

V 
Bn -- rn 

C 

(\c r+ ,..,_, 

i 
f 

(waa.rom?) 

1 v. 0.: 
'7 v-.b.j 

10 v.1;>.I 
12 V. b. f 

I 

I 
~ 
f 

6 v. o. i 

11,12 v.b. 
5 v.o./ 
4 I 

v. 0.1 
8 v.b.\ 
4v.o.! 

: 

?V•Q•l 
14v.o.t 

! 
i 
r 

12 V • 0 • i 

iedere ieder 

= (tussen tweede en derde lid) 
1<.' ; 

V n (in laatste term) \ 

~ (tussen eerste en tweede 
en tusaen vierde en vijfde 
ll<.l). 

toevoegen voor derde lid. 
' ,:I. {I 

r-
2_ 

= \/\} = wJN+ /\ 

'.V > 0 en verval.t 
:::: 

n en m (beide twee maal) n' en m·1 

< 

Kq Tf p ( ,/ ) 
" , r .. rri , v =11, ID 

• e-i p 
Kr,,, Km,, (v-=n,m,.n',m') 

toevoegen~ 

en V-integreerbaar 

worden. 

n 
n+l 

( ·n1. n TI1.= o) 

verval t 

Ao-:> ~!\on' 
Vn 
n+I 

warden, b.v. door< X 
= ~ 

-X.,., V-integreerbaar. 

met 
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~itcra~uuropgave_ (welwillend ter beschikking gesteld door 
Dr.J.Ridder) 

Bij punt 11: Dr~H.Luikens, Riemann-Stieltjes integratie bij fcts van twee 

of m8er veranderlijken, hfdst. 1 en 2 en 
f 14, 16 van hfdst. 4. 

13: De stelling is afkomstig van H •. dahn, ':Pheorie der reellen 
Funktionen,I, 1921, p. 404). 
Zie ook:· S.Saks, 1I1heor,y of the integral, 2.ed.1937, p.32. 

Th~orie de l'integrale, l.ed.1933, p.249. 
O.f!aupt u. G.Aumann, Differential- u. lntegralrechnu:ng, 

1938,III, p.101. 
W .Sierpinsky, Fund.Math. ,2.(1924), p. 262, 261+. 

Stelling 14:S.Saks, Theory of the Integral, p.36, noemt deze stelling 
voor W-:> 0 de stelling van Radon-.Nikoctym. 

= 
Fag.67; eig.3): vgl. s.sachs, Theory, p.37. 
Stellihg 15:Voor W ~ 0 staat de hier gegeven splitsing bekend als de 

Lebesgue-splitsing in totaalcontinu en singuJ.ier bestandduel. 
Verdere li teratuur bij stelling 14 en 15: 

s.Saks, Th~orie, p.255,257. 
O.Haupt-G.Aumann III, P• 106,107. 
H.tlahn, Theorie der reellen Fu.nkti onen I, !)• L~22. 

U.Nikodym, Fund.Math. ]2(1930), 
J. Had.on, Si tzungsberich te Ak. Wiss. ··7ien, 122 (1913). 

?•J·.DaniGll, :2-ull.Am.Math,Soc. 26(1919). 
A.J-.Maria, An.n.1:1f l\J!ath., .Frincoton Un. (2) ?,8 (1926/27). 

fl.Lebesgue, Ann. ~col0 norm. g_z(l910). 
Stelling 18:J.Ricider, Nieuw Archief 12,, 1° en 2° stux. (1936) p.39. 

C.de la Vallee Poussin, Les uouvelles m~thod0s de la th~orie 
'du rotGn+.i.Rl. Act.uali tes Scientifiquos et Industr. 578(1937) 
S.Saks, Th~ocy, p.81. p.12-14. 

H.Luikens, l.c. p.124. 
Ove.rige li terp.t,uur: 

P.1VI011tel-A.Rosenthal, Encyclopaedieartikel. 

H.de Poasel, C.R. ·Paris 201,579-581 (1935), 

B.Younovitch, C.R. U.R.s.s • .2,Q, 112-114 (1941). 
w.Nef, Festschrift Speis~r 1945. 
E.Frola, Atti Accaa. Torino 2§ (1943). 
E.Sparre. ~ Andersen en B.Jessen, Danskt: Vid.Selsk.Math-Plrvs, 

Medd. gg ( 1946) • - ., 
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·/ 2 •. -M~¼ll~~~Es~·-. 
, .... Gegeven is een vz r , daarop een klasse L van vzn en een abs add vz-

f ct J:>, die overal 1 0 is, terwijl Pr= 1 is (wh-ve~). Een wh-veld heet 

eindig resp. aftelbaar als r eind.ig ::esp- aftelbaar veel elementen be
vat. We beschouwen Li-meetbare fcts ~, -:I_, enz. op r (·'stochastische vari
abelen·r) met (d.oorgaans) reele fct-waa;:•den X>, , Y). , enz., ~ e. r , Alle 
integralen .worden over geheel r uitgestrekt, tenzij het tegendeel ver

meld is. 

Indian (~) = fi4" xA bestaat, worc.t deze grootheid de rnathem(!_!isch;~ 

y~wach:t;ing (of het ~middelde) van~ ::net betrekking tot P) genoemd, 

e~ met E!, soms ook korter met i, aangej,uid. Men hee.ft~ E(!, + i) = 

E! + E;I ; Ee! =CE! ; E 1 = 1 ; ·a ~ ~ ! b als a ~ x>. i b is voor iedere 

,\ E r • Voorts definieren we voor zover :le integrahm bestaan. 

!""1.. = rk (~) = E Xk · = k~ moment va~ ~ '\ 
J, 

«b = ~ 11 (!) = E l·~lk = k~ absolute moment van. !. = {-' / l~I) 
:, 

; . fk = p.k (!) = Elk = k~ gereduceez,de moment van ~ = \-t/!); ! = ~ - rt<i) 

. -~\ = ~k (!) = E tl, .. = k~ absolute gereduceerde moment van ! = rk ( J t1) , 
' l 

1 ~!~ = tt,k (~) = E !'k = k~ factoriele moment v:~n ! 111) x~k =x(x-1). ~. (x~~+l); 
.,., ........ ,.,,,. .................................... -............................................... ,, ... ,. ........................... ,,,, ........................................................................ ,.,, ............................................ , ................................ -.) .......... . 

lJe voornaamste eip;enAc-happen van het s.ymbool x' 11 . ziJn (k en l geheel . 
,en~ n. x w:il.lokeurig). 

a) k!lc = kl '• 

b) x1k = (x~k )! .... ool';: als X niet geheel' maar x! ~ r- (-x+ l) is ( dus. voor 

O'l, x > -1; x ! = [a-'t t1' d t ) . 

c) x!(k+O = x!k(x-k/l• = x'P (x-.e.fir 
••••• .. •• .. •·••••••• .. •••••• .. •• .... • ... H .... -,,•-••••••••••••--••• .,,..,, ... , ... ,, , .. ••,..••••••• ••••-•••••••••••••"••••••"• .,,.,,,_,, .. ,.,,,, •••·•••••• ,..,, ... _, ............................ _,_,.,.,,,,.,,,.,, •• , ... • ,.,,,.,, •• ,., ,.,,,,,.,, ••• ,,,,,,,.,,.,.,, o •·---•••• •• •• ••- •••·-• •• •••••• ••• •• • 

') 0f moment van de orde k; k ~ 0 geheel, daar x ook negatieve waarden 
kan aannemen. 

a) .Hier is k niet noodzakelijk geheel, maar willekeurig reeel voorzover 

de integralen bestaan. 

•11) Ingevoerd door J .F.Steffensen, 1923• 
k 'k 

"") A.T.Vande+-monde, 1772 met notatie [xJ voor x· . C.Kramp en L.Oet-

J.,. 

tinger (Untersuchungen uber die analytischen Fakultaten, ~Tn.f.r.u.a. 

Math. 22, 1846) geb~ikitn xk.ltl voor 
k; 

d 0 

= t .. ,J.)' ( voor = 
x(x7'-d) ••• (x+kd-d) X ! k 

=a ) voor d =I= 0 

.L.Crelle (1780-1855) gebruikt (x,+d) 
I< voor dit product. 



d) 

e) 
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(d)en e)per definitie, of gevolgen van c) als geldigheid daarvan ool,;: 

voor k < 0 geeist wordt.) 

voor k > 0 is o'k = O; o!(•ki:, 1/k! ; 0' 0 :;: 1. 

JJC identiteiten (xy)"' =XPyP en (x" )q = xPq hebben geen eenvoudig ana-
logon voor factoriele machten. ') 

f) ( ) !k x+l 11: x+l = ~-~ x·· behalve 
\X+l-k; is en k 

alsx=k-1 
niet. 

is of x negatief geheel 

g) Voor gehele k > 0 is~ 
= ).. ! i\ 

~ u ::;: 
~ 

Is k een willekeurig reeel of complex getal 

~ !1< {x+li.::+') 1 {x+l )!(k+t) 

~ u = k+l - (-k-1)! (k+fJ = k+l + 

eigenschappen van de gamrnafunctie volgt. 

;c. 

(vgl /uk du). 
-~ 

4::-l en x > 0 geh.:dl, dan is, 

~!s~n~k zoals uit do 
11 (k+l) ' 

Indien de gr·ootheid ! een fysische "dimensie 11 (b.v. D) heeft, d.w.z. 
eerst ~ keuze van een bepaalde eenheid door een getal kan worden uit
gedrukt (b.v. een graanopbrengst in kg/m1 oft/ha, een exportgrootte 

in i' 10' / jaar, enz.), dan hebben de k~ ai dan niet gereduceerde gewone 
of absolute momenten de dimensie D • Dus hebben b.v. t/~ ,J~l'.!L. e.d. 

de dimensie D, d.w.z. zij worden in dezelfde eenheid uit;edr~tb als ~· 
De factoriele momenten hebben geen fysische dimensie en dus ook geen 
empirische beteKenis onafha.nkelijk van de maateenheid. 

Een grootheid, die onafhankeliJk is van de een ... ½.eid, waarin x is uit
gedrukt, heet een schaal-invariant; een grootheid, die invariant is 
bij iedere transformatie ~ ~ ;f+a (dus onaf'hankelijk van de kouz,e van het 
nulpunt op de schaal) een sen1..i.-invr.n~iant (voorbeeld: de gereduceerd.e 

momenten) en een grootheid., die:? zowel schaal- alB semi-invariant is, 

een invariant (bij willekE.mrige lineo.ire transforrnatie der variabele). 

We zullen in_de _____ onderstelling_t ____ da t._.de ____ op_tredende ___ momenten ____ b_estaan_, 
enige algebraische identiteiton afleiden. De voorwaarde is zeker ver
vuld. ala ?f op r }?_~g.;:e~sd is (dus b. v. als r eindig is), maar ook in 
algemenere gevallen. 

) rm Hf ( r1md )rnf'tl b · "k · · · h l 
·· 1 Oettinger geeft: a = a , hetgeen klaar llJ. el1Jl<. in et a. -

gemeen fout is. Hij schrijft deze 1'identi tei t•i aan Orelle toe. 
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It 

A. I.J· = Iii a f..i.1 met 
~ km .m 

m de Taylorontwikkeling v-an (eY-1) /mi. 
~ ~ . 1~ ~ !m rn 

Bewijs. b ! 1 I ·= exy = (l+eY -1)" = 2:' !. (ey -1) a.ls le1 -11 < 1 is, dus 
. c t, · $ fil. 

b.v. voor y reeel < O. Verder is: 

·m m~ mh kk 

(eY-l)m = ~ (-lf-h (mh) ehf = ~ ~ (-1). (mh) ~kf' • 
.) {I O • 

Daar (eY -l)m deelbaar is door yrn ka.n de sommering over k beperkt worden 

tot waarden ! m,. terwijl dus geldt. ~ (-l)m~h (~) hk = o voor o ! k <m. 
k 11'1 •rn · o 

It C \ x- m-h m) k Dus x = ~ L!: mT ( ..;.l) (h h , waarui t het gestelde vo.J gt door x en 
(' 0 

y stochastisch variabel te nemen en tot de mathematische verwachting 
over te gaan. 

B. a = 0 voor 0 < k < m ; a = ma + a ; a<io = 1 ; a = 0 (k~l); l<m = k+1,m k,1n !(,l\'1-1 K~ 

1 (k 1) 21;-, -1 (i<.. 1.) 1 k ak, = > ; a :::: ::,. ; a_k I< "" ; a == <2)· = K~'- = k .1t ... 1 

TABEL 1. 
f''' H• • """""""•••••• 0 ............... ,.,,.,, ........... , •• ·••••• ••••••~••• .. ••·••·>,·•••·•·•••• ........ , •• , •.• •• ••••·••• • • .... , ...... ,.,, .. •"••••• ••• • •• •••••••••"•· •• ••"•"• .... •·••••••·••"•• ......... ,, • , ......... • ••• • ••• : •• •~•"••••·•••-- joO 

11c·,~1 .. ?.t.~.L- ....... ~1 .......... -.·.~L-.-·-··-····~·l·· .................. ~.L .............. _ . .?.L ...... ,,. ____ ?.L .... ---·-·····~t ..... -... ?.; .. ~~l~.~ .. -l 
l O I l ! o'. O; 1 1 ! ' . j • t 

I 1 I· o: 1! ol . . I 
l ! ! l l i 
1, 2 11 o: l\ ll i 1 

: ; ! i i I 

11. 43 l o; 1 l 3 I 16;·:·:·: l l,.:: l '.11 I i 
i 0:1 7; j 1 

I 5 I O j 1 15 j 25 l 10 ! 1 l j l i 
·li,• 6 0:1 31j 90\ 65j 15! lj I l 

7 0\1 631 301! 350j 140J 211 it l I 0 oi1 127! 966j 1701 l 10501 2661 2sl 1l i 
l1 9 0:1 255! ,02s;. 77701 5951! 26461 462; 36! 11 

• s l • t • t i ; " • 

j.10 Oill 511! 9330; 34105i 42525) 228271 58801 7501 45\ l·I i 
l;P... Oi1J192? .. !.2a501 \ 145750 .. !24673ol1794s7_.l_639a7J11sso.J.11551.5~J .1 .... ! 
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D. ~n'< ( l+Xl = ~ (-1 )' .. " b ., e! 
ltf· k ,~ P! 

.3ew]Js; h ~~lnlt(l+X) = e11 /w(,+x)= (l+Xf = E ~- XP= re_~ £.ft (-1/-k b ttx"= 
V J:S.. , ,;) P· 0 0 .P! , 

eo !I() " . xt> 
= E xk [p (-1/· bpk Pl (Vgl. I.J.Bchwatt. An introd. to the 

,:, I~ . 

operations with series,_p. 110-115, (34),(44),(45), enz.) 

b 

G. g;~e,2assinE5. Idem,12otente variabele. 
Z1J x: = X}. voor iedere A ; f\ de vz van alle >.. met X,\_= 1, dan is !_ 

de zgn. kar!3-~teristieke fct va,n A , t4 k = E?f k = Ee_ = p voor k ~ 1. 
:roorts is voor gehele k -~ 2 het polynomium x!k = 0 (x1 -x), dus ft. !k = O 
(k ~ 2). Is anderziJds voor een variabele ! 1-lik= 0 voor k ~ 2, dari is 
!: beh-- ude.ns op een 0-vz idempotent, want dan is f k = f' ,, = t' voor k ~ 1. 
)us is E~t ( 1-!,i = p1 - 2 p 3 + f'1 = 0, aus !( 1-~) = 0 behoudens op een 0-vz.. 
( 7aarotn?) Voorts is: r, 

O ~ };2£2= f1. = /-', 0 < E(l-!)2 = 1-~ f', + f'1. = l-ft, dus O ~ f ~ 1 • 

. ..., 
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H. 1'0el§l!~ing. MQmentenb~~}seni.ng qopr optelli:qg. 
De berekening van d.e momenten bif een statistisch gegeven verdeling 

wordt vereenvoudigd door een ·'voorlopig gemiddelde·' .c::;:. f-1-i als ocrsprong 
te kiezen, rnaar blijft vooral als de orde hoger wordt, vrij or.:rvangrijk. 
Voor h,.Jt geva.l dat de variabele alleen aequidistante v,/aarden aarn10.,emt., 

en geen rekenrnachine ter beschikking is, is een eerrr0udige 1:1ethode door 

G.H.dABI1Y aangegev0n. 

Z-ij 1:5egeven, d.at ! de waarden O,1,2, ••• ,m aanneemt m.et de frequenties 

(gie!_ fqn) f 1 ,f.1., ••• ,fm '). Het ~s gewoonlijk. het ee::tvuu.di.r:;st te werken 

met d.e extm-11.:d.evG momenten M = ~ f1 x{ = 1VI \.-l , waq:;·iL ,\•: == [ f\ = n, de 
---- ----·---·•··-·-• k T /\ C I \( () /\ 

ui tgebreidh.eid va.n de collectie is. lVien berekent du:::1 t'lE:rst de M c.:1 
!II. 

daarui t met bchu.lp i/en )A de M1,. Harcl.y beI·ekent nu cl.e A:I!I: d.oor successio-

ve o:ptellinc;en. 

Zij + s~. 
•' J 

r,, 

C l k l + \: . !I~ f M+ 

dan is; 

Be\'{~ door volledige inauctie. 

rn i-i tr 
1'" f r •r - ,, •• JIJ u· = 
l'i '--· I L-• j r 

;~Y.2.IB ~ . s I I' = L~ ]. . i = I ,. • 
' • k .... 

u12•rnrlsiIIB. ~ voor ·de berekening van + M,k ls het voldoenae des+. te bepa
r J 

leq voor r < k-1 en k < j < m 
= = 

+ 
M!I: 

kT" 

ni 
,;· + 

= LL s 
Ii 1: ... ,,j 

Ui t de M+ ziJ'n dan de rvi+ te berekenen 
!k k 

met· behulp van 3A en de geredu-

ceerde momenten vervolgens met 2B. 

Neerut de variabele ook de negatieve wa.a-t--d.o;r) -m', ••• > -1 aan, dan wor

den deze apart. behandeld: 
- -,..1. 

s . = L!'_ f>-. = freqlli <-jJ 
~,- j -H'\' :.: 

Men verkrilgt dan, als boven. = t ( 1 f'.I -,j+r/r f~ en 
-11"1' 

- I .1 111 1 
,r-;· ! I{ \)'_ ! i, 1· 1\1 
~ },. f x = Lt ( - \" ) f = ( - 1 )' ~ ( \...l + k-1 )' f _ f.l ;;:: 

-1Y1' I I' . I ., I 

I'-'. .Ht• It -
= ( - 1 )' ~. ( It\ I +k-1 )' f' >-. = ( -1 ) s It,- 1 ; -,,,, 

.ue s-:- • moet dus berekend warden voor r ~ k en voor alle ,i van m' tot 
I,- j 

en meti 1. Door een trans la tie ~ = y_ + m1 van de vnriabe le k::in men Rte~dg 

van het eerste geval op het tweede overgaan, wat het voordeel heeft; 
dat de waarden van de s~. · kleiner worden. Men krijgt dan echter de momen-

ten van y_ in plaats van Jdie van !, welk nadeel op d~··· ~o~~~~~~. ~,ij~: ... ~~ 
•···•· ......... ·• •.•... ··•·• ............................................. ·••·•······· .................. tt-·•··• .. ·-·• ............... •··•·••· .................................... ··•··•····· ..• .. . •• ..• . .. . . -...~ - X1 

d X dan werke men met ;v =""" --.,,.-.. -
1 ) zjjn de aangenomen waar en X1 , • • • , m , 1'- 11 

waarin h:. x~ -x1 = xi .. , -- xi is• 
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vermijden is~ Men ·berekene de s:. als tevoren, beneden aan de kolom be
(x:.;;ru,m-1, •.• ) en werk'd tegelijkertijd van boven af (x=O, 1,2, ••. ) ginnende 

met. J 
s = ~ t~ = freq fx i j J ; s- , 

e j O - -: - r + ,, J 
~ -

= ~ s • 
0 tA 

;:-l• I 

Men krijgt dan. r/ s ~- = t:. ( j+r- ),.. )' r f~ 
J 0 

rr, 

Nu is; ' cm) ( n ) cm+n\ l! ... r "k-r :::-. k ; 0 
( b . . ·~ 1·1 . • • (. ,' \ - ( \ ~-. -. 1 ) + ( k>.. --11 ) ) ew1JS :- .anw1Jzing; k) '' ... ;: 

en 
ll 

,-~ (-l)r (m-r)(n) 
'7,;· k-r r = 

dus. 

cm-n) 
k , 

I 
\. " ., 

Voor de toepassing kiezen we een geschikte waarde van j, b.v. • I 
J =zm 

als m even is, en beginnen de sommering steeds zowel bov.en als onder
aan de koloru. (Zie 'I'abel 3). In de kolom voor r=O werken we van boven 
naar beneden tot X=j en van beneden naar boven tot X=j+l. In de vol
gende kolom (r!::l) werken we van boven naar beneden tot X==j-1 en. van 
onder naar boven tot X=j+2 enz. Deze methode is. alleen handig als 
k <.<m is, dus voor een lan.g~ tabel.Anders k;:in men eenvowiiger een ·111oor

lopig gemiddelde" kiezen. 
Voorbeeld. sterfte. door tubercul•)se. 

TABRL ~; .-----·-·----i~-- ___ r _______ ·---·:-
1 X f i o· .... l .... 2 . 7;, .... L~ \ 
I )( I ~ I 

i--·- ' ' 
1 0 2 l . - 2 : -;2. i . 2 1 -2 ! ;2 . 
i 1 2 4 1 -6 ! 8 -10 : 12 
I 2 14 18i -24 j 32 i -42; 54 

3 1 7 I 35 : -59 : 91 i =ill ! 

4 2? '! 62: -121 : ill I I 
5 31 93! -214 ! i i 
6 3s l 131,: l 
7 43 !128: 1 

I s 30 ! d5; +210 1 

1 9 21 j 55 / +I25 254 I 110 14 34: +70 rn 1 +220 
j 11 9 20; +36 59 i +91 13'+ 
112 8 11· +16 23 ! +32 -43 
]13 1 3 +5 I 7 +9 11 1 

! 14 _ 2 2 +2 I _2_;..._+_2___,_ __ 2_: 

In deze tabel gee1t fx het aantal weken aan in de jaren 1930 t.e.m. 
1934, wao.rin in Amsterdam x sterfgevallen ten gevolge van longtubercu
lose voorkwamen· (Publicatie no 103 van het Gem.Bur. voor Statistiek, 
Amsterdam). We berekenen de eerste vier extensieve factoriele momenten. 
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Dus O ~ k ~ 4, m=l4, en we nen.en j;:;6. Uit de in de tabel onder
streepte getallen volgen deze moreenten aldus. 

M!o ~ n = 131+128 = 229 (=aantal weken in de 5 jaren 1930-19:54) 

M., a M)s;. -C6)s;;.} + {cj'.)so; +C6)s;,r a (6.131-214)+(7,128+210) = 162§ 

M!1 = 2 [{c~)s; • ..:cf)s;, +(6)s;. ~ + 1 c;)s:, +(i)s,+, +Cb)s;,~] = 
= 2 ((15.131-5.214+212)+(21.128+:,1.210+254)] = 11038 

Ml~= 6 ~20.131-10.214+4.212-131)+(35.128+21.210+7.25~+220)] = 72428 
M!~ =24[(15.131-10.124+6.212-3.13l+l54)+(35.128+35.210+21.25~+?.220+134]~ 

=22~71f+. 
w 

4. Zij Cf (x) = [ c,1 x 11 een willel~eur.Lge machtreeks in x, die f.ieli]Km?,tig 
v -

£2.!lY.~!'gent is voor alle door de variabele x aangcnomen waarden. Dan is 
voor zover de integral~n bestaan~ 

·,-. r ( ) Ji,,J>. ~ I) ~ /, J:,. n 
J.~ X = 1~ L... C X, == LC .P X ~ = 

- (;) n " (J. n , 

De voorwaarde is zeker vervuld als 1° 

het wh-veld eindig is. Speciaal is. 

(;>.:I 

f Cn//41,(~) • 
Q 

o/ (x) geheel 

~ ii 

transcendent en 2° 

z~ (X) = Ee~ x = [ Ln, Lt (?f) 
- G , r n 

als de in.tegralen bestaan. 

ne fct heet wel ·'momentenvoortbrengende fct 11 • riaar natuurlijke logari tbme 

Zx (X) zal ook ''entropische fct" genoemd worden, daar zij voor x = ener

gie en -X-1 = absolute ·temperatuur de ehtropie bepaalt. Het tw;ede lid 
bestaat voor iedere reele variabele op ieder · wh-veld, ooJ{ als boven

staande vourwaarden niet vervuld. zijn, indien X=i,3 zui ver ill!§J;i1:iair Ls 
(waaromn .. ~eit f = Cf ( ~ ) beet de karakte~;L_s.tieke fct van de stochas
tische variabele ~- ·..rPt derd.e lid behoeft dan echtP.r niet te bestaan, 
en £.1.§. het bestaat, niet aan ht:-t, tweede gelijk te zi;jn. 

De betrekkingen tussen gewone en gereduceerde moment en volgeti: '--1j. h, 

z1 (X) = e-XEJ! Z x (X). Algemeen is voor constante a en b; 

Zox+o(X) = et.:X Z;(aX). De voortbrt:nge:nde fct der factoricle mornenteu is: .. 
f,o xn t-Q xl'I !n •·- ~- X _II X 

~ n! 1..1 !n (!) = E ~ -nr- = l~ ~- (n)X == Jt~(l+X)- - Z x (ln(l+X)) 

5. A. De successieve afgeleiden voor X==O van lnZ~ (X) (als zij bestaan) 

van orden ~ 2 heten de semi-invarianton van TiIIJtLl; '), tegenwoordig 
wel cumulanten. (Bewijs, dat ze semi-invariant zijn). 1Je e,arste cumulant 

is niet semi-invariant maar = /-4 • Onderstel vooreerst, dat ,7,1j alle 

bestaan. Notatie: z, (X) ::: lnZ x (X) == l t,< )(1 (3f). 
~ • 0 Ji., I 

1)(1 voorwaarde is zeker vervuld als ! begrensd is, ! ~ l; a. Dan is 
--l'<exl(~ -1 ~ e~xla --1, dus lexx:1. -ll<l als IXl<a-• ln2 is, dus 

1 ) 'l'~d.~_ifIIELE (18~8-1910), Theory ... ;±: observ~ti;;;~~ .... .Londen 1903. 
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'K0 = O,indien de sorrlf!latie uitgestrekt 
J 

wordt over alle natuurl.ijke f ~ l,k1 , ••• ,k, met 1°: ~~l, 2°~ [ki= k, 

a.w.z. 

(J.B. Vgl. formule D met B) 

E;. fJ_, = 1 

f1 = >-1 
/.11 = 'Kt+ l</ 
/ 3 
'Ll3:;; K3+ 3 K,);1.+ )',, 
I . . '1 . l ,, p"' = l<,, + 4, Y-,1'\ + 3 )(2. + 6 v.:, )'(,._ + "k., 

. 1 l . J ~ f, = Kr+ 5 X, 'K'1 + 10 "K1 Y.3+ 101< 1 X-3+ 15 "X, )'(""2 + 10 "K, K.z+ "'1<1 

_ ft'1 = Y.;+ 6 X, )(f + 15 "K,1 l<4+ 10 "'X.; + 15 )(,1 K.'I+ 60 K,"><.a "K., + 15 '-4:1,.3+ 

+ 20 l<~ r.3+ 45 X ,'" K;t. 15 ). ,""'kt+ )(, ' 

De f 1, word en gevonden door x, door O te vervaugen: 

'"" f, = 0 
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" vi, f 1, 
F. De coefficient van r,_, ••. ''"i· in u 1c met f 1 < ••• < f'h j 

t k f • 

( ,., aarom?) 

)(konoer dezelf'de voorwaarden is~ 

Hierui t; zijn de in C en J!: gegeveu betreklcingen gernakkelljk te bere
kenen. 

H. Is X,= O, dan is de variabele constant (bewrjs dit). Sluiten we 

dit geval ui t, dan is Y-1.. >O en I/~) = o -k X1/~) is voor k ~ 2 een 

i£~iani. I 1 is alleen schaal-iDvariant en heet de y~iabil~ts

coeff'icient:; I 1 == l; rJotatie (von Mises): I.3""' f (''scheefheid·'); 

I~= i ( ;1exces,i), (Pearson)~ r_;= ('1 , Ii,= /32. - 3. Deze laatste heeft het 

bezwaar:1 dat het teken van I3 = v'(11 apart vastgelet:!;d moet worden; de no.

tatie van von Mises heef t het bezwaar, dat f vaak voor de correlatie

coi:.~fficient gebruikt wordt. 11eter is b. v. rk = Iktt, dus scheef/heid = Y, 

exces = "(i, enz. Voor practische berekening is het eenvoudiger 
. 6 = ~ + 3 = ,/!_,t -4f,f3 +3 p,, ~ 
'I.;'+ -1-· 2 te b.e't'ekenen. Is n de uite-,ebreid-
P <r11 Cf, - f,1> 

heid van een gegeven collectie, M" = n f k het "ui tgebreide moment·:~ 

dus als 

Voor een 

t 

·p lX- L.t • t] _l '• ,(_½_,1 d . 
. -~ <. = f2f;J e u is. 

-<>o 

normale variabele zijn alle cumulanten 

--
van een orde > .3 nul. 

;: -
12~~.§.: Het is voldoende het geval ~ = 0~ o = 1 te bescb.ouwen. Dan is~ 

. -__ 1_} -½ r.~+xX :i _ 
= V21! e - { x -

\.tX+1.o-i)(1. 
dus algemeen: Z(X) = e 1 ~ 

-,/)40 

voor een normale variabele. 
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Det bewijs, dat omgekeerd een variabele, waarva.n alle cumulanten voor 
k ~ 3 verdwijnen aequivalent is met een normale, berust op de oplossing 
van lwt £!!2mentenpr~~leem van bt!.ill_~s, waarin gevraagd wordt, de voor
waarden na te gaan, waaronder een stoc.hastisc.ne variubele door z1jn mo

menten bepaald is. Dit bl1Jft voorlopig onbesproken. 

5. i~oepassing. Tweewaardise va.r·j_a!}_ele. (alternatief'). 

A. Zij ge6even, dat !. de cwee waarden x 1 en x 2 =t= x 1 aaLneemt met whn 

p en q = 1-_p. Btelt men x = x 1 +(x~ -x 1_)~:; dan neernt u de waarden O er; l 
net deze whn aan. 

Daar LJ 11 (X) = ex,x ½,J ( ( x 2 -x1 )11.) is, is he t voli:loende alleen u te - -
be:3chouwen. Men heeft: Fk (~) = (x2- x 1 /'{'(11 (~) 

evenzo V00r }( I< , en ~! (!) = Xi+ (X.'l. - X3) ri~) • 

Ti. Daar ~ i~m£.2,tent is, d.w.z. ult= £ voor k > l~ is 

(k > 1) 
C 

(k > 2). Voorts is; 

zu ( :X.) = e-<1X (p+qex) = pe-qx + qeP)i dus F k (.~) = pq{pk-1 - (-qJ-J o .. ~O) 

C. hoemen we de semi-invarianten van deze speciale stochastische 
va.riabele u D1( of D/ q), dan is: 

'-( 

+ ••• ) + ••• ::.: q(X + 1 .,,.J 1 Vy ) 
b~+ 24A+••• -

2 ') ~ t ) ·1 LJ( l/ ) *·<1a(X ·+ y!> XI ) l 3("'3 3 ·x··t +.... 4q . .x.+... + •• • == 
c. '.:l ... + + • • • + 3 q A + 2 

= Xq + 1/A 2(q - q'l) + !x3(q - .3q 2+ 2q?>) + / 4 x"(q - '/q1 + 12(/- 6q4')+ ••• 

Dus: D1= qi Di= q -q2 = pq D3 = q(l-3q+2q2 ) = pq(l-2q) = pq(p-q) ; 

Di,= q( l-7q+l2q1 -6q3 ) = pq( l-6q+6q 2 ) = pq( l-6p'1) = pq(p2. -4pq t-c/·). 

D. · TABEL 4 ( k. < 6) 
= 

pq-3p2 qt= 

= p~q+pq i; 

q-'7q2 + 12qJ - 6q_ ¥"" 

= pq(l-6pq) 

1 
-- - 6 pq 
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....... i .. ······•·················· ............ _ .•.•...........•••...•...•. ,~ ................................ 11A~~~l.! H . (y<:iry.()~gt .... . 

5 l cp-q) (pq-2pi q") =I q-15q2 +5oq 3 -Eioq '1 +2 1+q·"-= 

/= prq-pqr \ =_pq(p-q)(l-12pq~ 

6lpq-5_p~q2+ 5p~q3 = lq-.3lq1+180l-.390q"+360q"···l20qb= l 1 - 30 
I= peq+pqo != pq-3op'q'+12op~q3 \ p2qr pq + 120 

·-•·•1•·-·--····· .. --;:;,;,········--··· .. -·--···-······ ........................ z ......................................................... ., ....................................................................... ~ .. -- -------- ·---·---·---.. ------ ... --- •···••······•··········· ........ i 
kl t--4k(~) ! D/q) ~ )\(g) \ Ik(~) : 
............................................................................... t············"·········· ··············••··· ........ ··••···••······· ... ~·•···-·······•··--••···•··"•····················••·••··••·••·············•··•············ .. ···· ·•······ ··········~·-·········~·· 

L, I✓Jet gebruikmaken van de in 3A bepaalde getallen 

( X l yrn c.o Xk ~~-=;t..L.. = ½ a - k-rrii 1 1n 1 '-- 1,rn k! · ... ""'gen we a gemeen: 
• Ill 

k 
Dk = C. (-1 )"'-I ( . I fr\ 'f' m - 1). q a 1:m. 

Je ].n de 

factor-en 
3° kolom van tabel 4 optredende coefficienten stemmen dus op 

(m-1)! na met de in 3B berekende a overeen. 
krn 

Ji'. D == pq.D' 
1; + I • k 

'"' .,.11. 
Bew~; ED ~ 
--- . o 1~+1k! 

ex - l 
1 + pq -p ~ 

. + qe 

t>'1 ~: - I 
C k.X. o = ,. D --- ·= -- lr' (p + 1 k k! ~.x. .. , 

Deze relatie bewijst, dat alle Dkpolynomen zijn en geeft de gemakkelijk

ste wijze van berekening aan. Zij volgt ook uit de in 3B aangegeven recur

rente betrekking. 

6. 'J.'wee stochastische variabelen ! en l.. (of? eenzelfde wh-veld r) heten 

9.nafhag~e1.tit~ indien voor twee willekeurige intervallen ~ en J' 
p [N! ( ~. A,;r E dJ = [P ~E. J] P[y_E- )] isa 

Tiertoe is nodig en voldoende: 

P [11 ! < a, " ,Y.. < b11] = F ~ (a). F 1 ( b) • 

ianwiJzing bewiJs: Dan is ook: 

E{?E ~ a,A,l <b 11 ] = P[;y_<b] - P~~<a 1 A 1 l_ <.b 1.] = (1 - F'~(a)).Fy_(b). 

STELLING: De entropische fct (dus ook de k~ cumulant) van de som van 
t;~·~·····;~~fh~k·~i'iji~~··••·;t ;~h·~;·t1;·~h·~·····;;;i; t·~i;~ ···i;···--g~i{j~::: .. i.~~:::.~~ 
~·~;···~~;~ ···c1;···~;t:;;~pi~~h·~···i;t~·· ··(;·~-~·p ~-···~i~· ·kr·~·~~i~~;t~;) van die 
···•·••••<A••································•"····• ....................................... ····•·•··········•···••··· .......... , .......................................................................................................... . 
variabelen. 

Bewij§_; z~~~··~·;;····•=···7~(1.>,+Y~)'I.. p(I}. = /ex'/..+yX PL,x<~ ~ x+dx,",Y<l; y+dyJ = 

= J~xx+yx dF1 (x).dFt(y) =Je~x dF! (x).j'ey.,_ dl\.~Y) = 

= z/X).zy<x). 
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De eerste bewering geldt voor zuiver imaginaire X zonder enige be
~rki:g._g voor de variabelen (behal ve natuurlijk de L-meetbaarheid); de 

tweede uiteraa:.c;d c1lleen als de bedoelde cwnulanten bestao.n. 

~~Qlg. 1. De cumulanten ener verd.eling van Bernoulli z·ijn de n-vouden 

der overe?nkomstige cumulanten van het alternatiei'. De invariant van 
1 k ·1 

de orde k ontstaat uit die van het alternatief door deling door,n2 -

(waarom?). De successieve invarianten van de verdeling van Bernoulli 

Yo= I2 == 1, 11-= I3 = VE._~-~ 
. pqn 

zi:in dus ~ 

2. Neemt men in plaats van een verdeling van Bernoulli de ver
d8ling van de som van n onafhankelijke variabelen, die allen dezelfde 
veI·d.elingsfct hebben (n onaf'hankelijke trekkingeu ui t ee.n collectie), 

J.an is de entropische fct hiervan~ n. Zx (X), dus haur cumulanten zijn 

de n-vouden van die der gegeven verdeling. 
Voor het gemiq_delde der n variabelen is de entropische fct n.z~(~), 

dus tie k~ cumulant wordt ui t die van de oorspronlrnlijke verdeling 
verk.regen door vermenigvuldiging met n 1 -k. De ve:r·wachtiL.g van di t ge

middelde van 11 trekkingen is dus = de verwachting van een enlrnle trek

king, de s_preiding van het gemiddelde = l/{r.1 ma.al de spreiding van de 
gegeven verde1ing, enz. Algomeen geldt;, dat de invariant van d-: k~ 

·,' 
orde van di t gemiddelde = n 1 

-
211 maal ue bijbehorend<:; invariant van de 

oorspronkelijke verd.Eti..ng is. In de onderstelling, dat al d.eze invarian

ten eindig zijn is dus ~ 1~m I tt = 0 voor k ! 5 en de l~miet van de 

~-2•Y• h~! e;~J!!is!:~~19:~ B~!!-21!!~£. entropische f'ct = -}X:_X..:. Dit laat?te 
is een ~~~ti!Qg, dat het gemiddelde van 11 trekkint:en uit een col
lectie, wanneer alle cu.mulanten eindig ·zijn tot e,:;n normaal verdeelde 

variabele nadert. We komen hier later op terug-
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7. Is <f Cx) ~ O, dan is E cp(x) ~ o. ·Met behulp van deze eigenschap kun
nen ongelijkheden voor de mementen (gewone en gereduc.eerde) op de vol
gende w:ijze worden afge.leid: 

. n 

Zij TT (x) = TI. ai xi en ! ee.nfstochastische yariabele, dan is 
o , l'I n n n 

0 ~ E m~J = E TI ll a.a.xi •L= E il a.a. Lt.i+1·-· 
- 0 0 I J- 0 0 I J ,-

tiet rechterlid is dus een niet-negatieve kwadratische vorm in de a 1s 
(die slechts = 0 ka.n zijn als TT(~£) ~ O is), waarvan de coefficienten

matrix is: 
Po /-li ··············· ··· I-in 
tL 1 j-' t . .... .... .. ....... J-l n+ t 

!'-t.n ························•·· P,20 
Hiervan moeten dua alle hoofdonderdeterminanten > 0 zijn, zod.at we 

= 
direct de volgende ongelrjkheden eruit kunnen af'lezen (die zowel voor 
gewone als voor gerectuc€erde m~mPnten gelnen): 

f•l ;; ~lo /•l ,a. ( ttf ft t.';. f-1 = r a.+ d"~) 
~ u ~ p2 ~ t'· I'.., dus I'"~ f'1. 

i p,.f., i r3 Voor de gereducee-rde momenten' is dus: 

~ ..... .t 'f t'~ ~ µ, = tr en dus (vgl.bl. s9. punt fl): 

en 

Verder b.v. de hoofdonderdeterm.inant gevormd uit de eerste drie 
rijen en de eerste drie kolo.mmen (voor gereduceerde momenten). 

0 < dus 
== 

Op deze wijze kan men voc.rtgaan met het berekenen van ongel~Kheden 
van deze aard. 
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/.,.?..:\,-... ~~::~,.~-~~-~~:,:·.~~-~~;.~~~~-~-7 

1. Het k~ absolute moment dk(~) = Ei!t is een integraal met positieve 
integrand, die dus convergent kan zijn of eigenlijk divergent, maar niet 

oneigenlijk divergent. Laten we de waarde +oo toe, dan is o(k dus gede

finieerd voor iedere reele k. 

o(k j O en o(k>O voor alle k tenzij ! slechts de waarde O met een 
wh > 0 aanneemt, terwijl Pl\= 0 is voor iedere deelvz, wa1:irin 2f niet de 

waarde O aanneemt (zie bl.67, eigenschap 4). In dit bijzondere geval 

neamt ! dus de waarde O met wh = 1 aan. We zullen dit aangeven door de 

ui tdrukking; ! is bijna z~ 0 ( daar wh = 0 niet onmogE:lijkheid betekent) 

en overeenkomstig de wh = O van een kenmerk op een one~ndig wh-veld 

door: het optreden. van dit kenmerk is bijna onmogelillf. N2~~~!£ voor 

".! is bijna zeker y": -~~Y, of ook ~~~ a.ls de waarde, die bijna zeker 
aangenomen w~rdt niet bekend of niet van belang is. 

' Voor whn dicht bij l resp. 0 zullen we de t~rmen ;'hoogstwaarschijnlijk" 
resp·. 11hoogstonwaarschijnlijk·' gebruiken. 

Voor k = 2m (m~O geheel) en~ reeel, is «k= ~k; ~.= 1. 

cxk Cf?:£) =Ip, k ex,(<!)· 
l 

Indien o(I< eindig is, is ol.t het ook, als O ~ k ~ 1 is. 

= jziep" = ;:J:}"'+j~xl" 
f> o i o I 

~ewijs : is O <. i ~ k, dan is : 
rle 

dus eindig. Is k ~ l <O, dan is: }._. "" /1. k ,; 
of ~ P + Ix I · P ic, dus eindig. e I D 

In beide gevallen is it < 1 + <i". 

2.A. We noemen Cf (x) posi tief-, nega~ief..:~ resp. nul-convex in een zake.r
interval, als iedere koorde van de kromme y = (f(x) .... v,:,.o.:z.. vo.n do -fl.bf'l-Ci.1.;1 ·· 

sen van de u.i teinden in dat i ~+:,._....-...,.1 .1iggen, behouct.ens do uitei nden, 

gehe~l boven, onder resp. op de kromme ligt. 
w~ noemen Cf (x) · nietposit~-- rosp. nietnegatief-convex, als iedere 

.b.VV.i.u.v ........... bvu-., vvvtin resp. onder de kromme komt. 

In al deze gevallen noemen we ae kromme convex. 

0Rme~king: Indien van een in het interval Lxixl] convexe kromme een 
inwendig punt C van de koorde AB (A behorend bij x 1 , B bij x 2 ) op .AB 
ligt, is de kromme nul-convex. 

i'3Cl'ELLING: ~-~~-----~.9.~Y..~~.~----~~-~~-~----~s.r .... ~ehalve ____ eventueel ____ in ___ de ____ ~indpunten, 
continu. 
···•······--········· ... ··•H•O•• 

Bewijs: ~s de kromme nul-convex, dan is zij een rechte. 

Beschouw drie punten A,B en C van een positief-convexe kromme, waar

van de abscissen x 1 <x.,2<x 3 zijn, en een rij punte:q. Dn met abscissen x 11 'iiix 1 • 
(zie fig.3, volgende bladz~de). 
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Alle Dn liggen nu ondcr BC en boyen 

het vvrlengde van AB., zed.at--· 

lim D n = B 
n 

moet zijn. Evenzo als Y'TI _,,,. x1 , dus ook 

als x 0-. X,2.. Het b8wrjs voor ,i0ll nega

ti8f-convex0 kroru1k1 v0rl oopt ;_:,_naloog. 

Ook voor nictm,p.:at i.cf:' 0n n.:.d~_;pcsi tief-.. •,. .. ~ -}' .,, 
convexe krornm,J 1JJ.ijft hl t b0·I.'J._J; vrij- ·· 

wel onverand0rd. 

B. QI1~~+iJ1~hGid ".:an Jensen. 

Als (f(x) convex is in h0t kleinste interval 1 van de x-aB, waar ! 
?~j~:~:::~::~--~~~-------~-~-·)_f_§~---~---_-__ :·~~: .. ·.f.~_-_··_:::.:~:·cE<i>..'_··=-·-::·~:(~ii"_··--•····--····•····· •···•••·······•·····•···•·········•··--··········--··•·--·· . 

; o ~11:~~~~---f. ~~) .... ~~-?-~_Ile?.~~~-~-~--:-?.?.10.~.~~ 
< 0 ,, a nietposi ticf-convex en 
= ····•·•······•······ ............. , .. ·••··•·•lo•····· .. ••·•·•··········•·'••·•··•············· .. ·••· ........................... ,., .• 

= 0 " n nul-convex is in dat interval, en slechts dan. 1 ) 
···•··· .. -·-··••·•···"··· ·•····················•···•······-•· ·····•····••··• ...... ········•········· ............................. ··•····· ··•· ........... . 

.Q.E~ifu~: 1. Bot bijzondcrc:: g(:lVctl, dat ! Gdn waarde bijna zcker 

aannG-amt C!~E~) valt ond•.::lr de nul-conv-Jxitei t, ciaar J dan slechts 

uit dit punt bestaat. 

2. Is <f (x) positief- of negatief-convex~ dan goldt 

bet geliJkt0ken dan en sl8chts dan als x fvEX is. -~ -
~~~ a) cp (x) zij in hcit g0noemde interval ~ ni~tnegatiof-convex, 

d.w.z. zijn A(xJ, 1 (x.1)) en B(x~, Cf(x.i)) punten van de kromme y = r(x) 

met x1 en X3. in J , en a -; 0, b ; 0, a+b = 1, dan is vo1gens d.ef.ini tie:. 

Door volledige inductie bewijst men, dat dit aequivalent is met; 
II 0 

~ai cp(x;) ~ Cf (~a/Xi) 

Is dit nl. bewezen voor n-1, dan is: 

.. , 
+ a,,c,Cxn) ! re ~-a/X/)• 

Di t geldt · ook voor aftelbare eo.rnme:n, indien het linkerlid en L at'x / 

convergent zijn. Zij nl. x 1• 1€ J, a~~ 0 voor i=l,2, ••. , [a,= l; vo-ort:.a 

,r,, . 
' 

01 ten L a; = 0" r , e , {), en I::)" tussen 
ll +- I 

-1 en +l, dan is: 

~-·)··--·;·~--i;-~;;·~-;-·.·J·~-~~-;i;···(·~~ta Mat~906); B.Meidell (C .R.122, 1922); 

R.von Mises (Crelle 165t 1931) ga~ een generalisatie. 
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Di t geld t voor iedere 'z. > 0, dus ook voor i = O, daar Cf in het inwen-
~ ~ I 

dige van J :continu. i~ en fa; xi een i.nwendig punt van J is, tenzjj voor 
. J l 1.=J.J i '· . k 1 h 1. . . l . een i 1 ai = l O voor if.i1 s, in wel .. geva . et geste de t.ri v·.1.aa is. 

Zij nu {x} een aftelbare kategorie op / en xiEXi, dan is px.: > 0 en 

[ P x, = 1, dus geld t: ··-· · · L. pX• Cf (X) -~ f (f_p-<, Xi) 

E (f(i) en E~ zijn de limiet van een rij sommen van de vorm van resp. het 

linker- en rechterlid, zodat evenals boven volgt: ( ) ( ) 
E ~ ! ; f 1➔~! • 

b) Voo~ een nietpositief-convexe kromme volgt het gestelde door r 
door - 'f te vervangen. 

c )J.Is de kromme een rechte, dan is de gelijkheid evident. 

2. Is gegeven. /pd .. T (x) =. cpc/r/J>x,.), dan zij; ~ = \' \_, J1 r, \. = o, 

J, J ~ 1 } >; 'I j . ruet .l? - f. 0, l? 1 /,- 0 en dus 'rp ._ = 1, waarin we voor . j en .:. twee deel-

intervalle:b. nemen met eindpunten c 1 ,oi resp. c,. ,c.2>, als c 1 en c . .s > c 1 de 
eindpunten van 1 zijn. Daar l > P > 0 is geldt dan: 

= :::: 

(k=l ,2). Zij Cf (x) uietnegatief-convex 

(voor nietposi tiefconvexe er verloopt het bewijs ana.looc;), dan is, daar 

Cf ook in 1, en 'J1. apart nietnegatief-convex is: 

/ pJA !:-" iH ( ) } ,_! 'Jr. , ~ .1,1 X>, ) , , ~1< p C(' ~ ,- pdl\ (p ( ~ 
1-,-_ p , (0 (X ,, ) = L p >. (r, ( • 4 ~ < L p • __ , - = L X = 
~ \ •• l p :J.,_ = r, p ';I'< 1 

' ' ,,, ~I{ 

=f" V (x,.) = (v~lgens hat gegeven) If (/P"' xJ = 1f ( L _f J> x,.) = 

= (P ( [ p ~I: X ) < L p ~I: r<x ) volgena de nietnegatieve 0C'TIVP.Xi tei t: 
/ k r::: I It 

A· 11 <. t k . . d l;!;:;:,vk d . h t b.. d . e - e ens Zl.Jll us gA ,wi:~e ens •. us in e, ~zoner is: 
= 

r (P,.,' x,+· p1J1 X,t) = pi, er (x1) + p ~l r (x.z) 

van r 
in !J. 

zodat volgens 2A het stuk gelegen tussen x :1 en x 1 nul-convex. moet zjjn. 

Daar echter c, J~llekeurig dicht bij de uiteinden van 'J gebracht kun.nen -- ~~----•-..--
worden ce·n--daardoor X1 cf X~), moet 'f(x) in het hele interval nul-convex 
zijn. 



Opmerkingfil!: 1. 
teren~ y = <f (x) 
met een massa 
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Men lean de ongelijkheid van Jensen als volgt interpre
kan beschouwd word.en als een i'zware" kromme en wel 

tussen de punten (x1 , ~ (x1 )) en 
(x:n Cf (x,)) vo~r iedere c.1~ x:t.~ x 1 ~ c 1 • De ipngelijkheid van Jensen 
zegt dan, dat bij een nietnegatief-, nietpositief- resp. nul-convexe 
kromme het zwaartepunt boven, onder resp. •Pde kromme ligt. 

2. Bij het bewijs van de ongelijkheid is stilzwijgend onder
steld, dat E~ en Ef(~)· eindig zijn. Bij deze en al de nog af te leiden 
ongelijkheiden_gel'dt echter zowel in het geval van oneindige reeksen 
als van oneigenlijke integralen: indien het grootste lid convergent 
is, is het kleinste lid convergent of -oo en als het kleinste lid 
convergeert, is het grootste lid convergent of +co. Oneigenlijke di
vargentie kan du.s, in geval ~~n van beide leden convergeert, in het 
andere lid niet optreden. De ongelijkheden behouden meestal hun gel

digheid, als beide leden eigenlijk divergent zijn, zij het eventueel 
met het gel~'kheidsteken. Zijn beide leden positief dan volgt uit de 
divergentie van het kleinste lid, dat ook het grootste diverg$nt is. 
Dez~ singulie:re gevallen z1~J.len niet bij iedere ongelijkheid behandeld 
worden, daar zij veelal triviaal zijn; worden zij niet ver~11eld, dan 
wordt ondersteld, dat beide leden. convergent zijn. 

:;. 1!.~~~~:!2'k!~~: G.H.Hardy, J.E.~ittlewood en G.Polya, 
Inequalities.,. Cambridge J.9}4-.. In di"t-l;.o.:ik is_ een 1.iteratuurregister 
opgenomen. 

4. De hier gegeven definitie van convexi+.eit is niet 
' 

de meest gebruik€lijke ~ Gewuonlijk eist men alleen, dat h~t lfJiiVt.=m van 
iedere koorde boven-, ender- resp. op de kromrnc ligt;. Deze definit1~ 
omvat meer gevallen dan de hier gegeven_e en komt ermee overeen voor 
continue fcts. Het ~estaan van niet-continue en in de uitgebreide 
zin convex:e fcts is slechts bewez,on met behulp van het keuzeaxioma 

van Zermelo. De~gelijke fcts zijn in ieder interval onbegrensd. De 

theorie van de convexe fcts is van Jensen afkomstig. 

'.££~12§1§.§.!!'.H5§.!!: 
C.'Corollarium 1: ----..--....... ---

-e~Y!U§.: cp (x) = xk is voor x > 0 nietnegatief-convex voor k~l en k< 0 
en nietpositief-convex yoor O~k~l- Substitueren we l~l voor x in 
de ongeltjkheid van Jensen, dan krijge~ we: 

I< 
El2£I en 

El~! 
I( 
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Nemen we ~ 1.p.y. k ( f ~O) en l!f i.p.v. j~J, dan kcimt er: 

k/. 

El~ I 1< > (EI! If ) t , dus 
-"';t, 

di( > o<. l k k veer --:.>l en 7:;,_0 en 
;It t t= 

k 
0 < !£ <l. 0(1( <. (X~ T•or 

= I =:: (, = 

Hieruit volgt het gestelde voor /1,0. Door ve.rwisseling van ken L 
blijkt deze voorwaa.r-.::.e overbodig. 

Het geljjkh~id:.:;t:(·L 8i.1 geldt dan en slechts dan als y 1Yt 1J.ul. --con,·ex is, 
d I ' I< 
us v9or l<./ i ""0 :i:t ,\:Jt =l of als ;y ~E;r is. DaEtr echter y_ =I~ I is, is 
~~~ D 

d1tt11et gAval a.ls kz.\J of 1!: 1:::::-E !.! I is. Door Vt'TWiBSt;li.ng van k en -{ 

verkrijgen we dezelfci-:1 vc,0rwaardon voor /. , dus tezamen. 

k. t .t'k- l ),,,() o:f ,~ I =~:~)l; !~I• 

D.· 9.2£2.JJ::~!:!~ 2: Het meetk1wdig gemi.dde}.de van l! I is < het reken-
~~}i._:<_i;~:?\~4.~~-j§~:.:_:Y..~.;~_ ·.1.ir::~· ... ····· ··· · · -~ · · ........ ·· ···· · ·· ··· · ·· .... · .............. · ...... .. 

!2~!:!!&~~~: Hierin wo:'cl..·;~ met het meetkuP-dis_y~_~idAe}9_t b•3doeld; _eff-i'J:-I 

Dit is een generHlis•:i..~;ie van het gewone mAetkund5.g ge:n..i.cl.d.Ald.e, rmnt 

als l~I slechts ec:n 2tr.1digaantal waardena1 , ••• ,an aunru~enr-1:::, ,-llle 

met de wh. 1/n, dan is~ 1 !.t i n } * 
E lnlxi = - [ln \a.1, dus e ··•~ 1 ..,~ '-,TIT ia-1 • 

- Il l • 1. I 

M~t het rekepkundig gemiddeld~ wordt bedoeld~ El!I. Men 

ziet geme.kkelijk in, dc•t men E l~l als een gegenerali.seL-n·d rekP.nkrnd.i.g 

gem.iddelde kan beschowwen. 

J?~~~ van -c-0rrulari.um:_ ~,;. ln-x_i.s.. .. v-'•OXL-,Y->-0--negatio£-·c..c.m·ex, dus 

volgens B geJ.dt. E lnl~I ~ ln El!.! , dus e !A..iir.t ; E\?£1 •. 

Het gel!jkhei'1Bt~ken treedt dan·en slechts d.an op, al:1 \::,Sl-::.:,,El!lis .. 
;~ 

Q;e~~rttp.g: Vc:evang::; rr.en in deze ongelijkheid I! l doo:I:' 1!1 en neemt. Jni;\n. 

van beide 'L=::ci.:-n de kk-machtswor-tel, dan v-olgt: . ' 
{.t.,,, A/ft ft..l')s-1 1.X!( 

e <. (,)( 1 voor k > 0 en e > k voor k < 0. 
I ~ I 

Dus als er een k > 0 is met d 1< eindig, is E ln I ?f I eindig of -co en 

ala er een k < O is met o<k eindig, is E ln I~ I eind:i.g of +co • 

E. Corollarium :;: De entropische fct van iedere gereduceex-de. variabe.le 
~-,,...-... _..,. ___ ... . .• ~ .............................................. ,.t-••·••··········•··· .. ·•·•·················· ................................... _,.,.. .. ........... . ··········•··•·--····· ..... ·····:·········•-· 

is nietnegatief-definiet. ' 
,,,,.,,, ••••••·•• • ... h, ,,,,,,,,..,. ,,uu••••••!lO'••-nu• .. •••• ..... , ••~•••••••--•• •••••· •••• 

.§~~j~. De fct e 11 ,<- is nietnegatief-convex voor iedere X, dus geldt: 

f/!lx) == E e!x ~ ex\.! dus~ z!(X} ~ x.~ dus z1(x) = z~(X) - X.E~ ~ O. 

1Iet g~!ti!ttl~!.9:~~~t~!! ·treedt dan en slechts dan op ala X. = O of ~~ E~ is• 

In 11et laatste geval is de entropische fct ideritiek nul. 
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Y22£E~~!~~!!· enkele gereduceerde entropische .fcts, die we later zul
len ontmoeten en waarvan men ook direct kan zien, dat ze >O zijn, zijn. 

:::: 

(normale verdeling) 

z7(X) = a(ex - 1 - X) (Piossonverdeling) 

zi(X) = ln(pecp( + qe-px) (idempotente variabele) 

z :/X) == -a {tn(l-X) + x} , a> 0 ( r-variabele) 

3. De ongelrjkheid van Jensen kan als volgt gegeneraliseerd worden voor 
n stochastische variabelen: 

Is P (f) = r (x 1 , •.•.• ... ,x 0·)·•··i?: .... ~.~~ ..... ~.?,.~~~~:, .... Y..~ .... Y. .... ~~.::.~~ .... ¥~.~.~~~.: .. '. ...... ~~t_'~.:, .. ~. 

~i,j1?:~ ... ~.~.~~.~:1:: ..... ~.~ .... ~~??.~ .. ! ...... ~?.~~::: .. ! ..... ~~ .... ~~ E Cf Ci) - f CEi) 

~ 0 indien P,_(~) nietnegatief-convex 
5 o .... ~.fil~·;··· .l{'.dt'5 ···~i;tp~s'iti~i':~·;~;;x en 
- ·•·•···············• ............................. "'!:" ................................. ~............................................................... ➔ 

= 0 indien ~ (x) nul-convex is in een vz, waar ~ bij11c'l zeker in ligt, 
en slechts dan. · ···· · ······ ... ··•···--············•········ ................................................................................ •·•··••·········•·· .. ·• ......................................... . 
···••················•···· .. ·····•· ....... , ............. . 

Hierbij is de definitie voor convexiteit van r anaJoog aan die voor 
~en veranderlijke-. In de stelling is niet gesproken v3n efm kleinste 

convexe vz, waar & bi,ina zeker in ligt, omdat het bestaa'n daarva.n niet 
zo diro.ct itt te zien is als bij een veranderJijke. :tlij hestaat echter · 
wel .en verstaat mGn ender V deze vz, dan wo:::-dt de selijkheidsvoorwaarde 

weer dezelfde als. bij e,n vo.rand~rlijke. We ·zullicin bPt bew:ijs van. ne 
stelling niet geven. 

4.A. Ongelijkheid van Holder (O • .Holder, ttber einen Mittelwertsatz, 
Gottinger Nachrichten, 1889) 

(a0 !0, [a. =l), waarin het gelijk

heidsteken dan en slechts dan geldt, als voldaan is aan: 
...... •··••· ·1····-············•··••······• ......................................... , ................................................................................................................ ·•····•···••·····•··•·· 

1) \~ii El~-1~1~· I Ela£;1 voor minstens een i en alle j van 1 •.. n, of 
............... ········ .... .J. ...... ···•·• ... .J .. ······ ..................... , ........ •··•• .. ·••· .. •· ......................... ······ ···•·•·-··· .. ····· ....................... ······•······. ··-·••·••······ ....... , .............................. . 

2) slechts ~en van de a.is~ O (dus =l). 
• •••••••••«••••••••••••••••••so••• .... •••••••••• .. •••••• .. •••••• .. • ... •• .. ••••••• .. •••••~&.•••••••"•••••••••••••• ,o,,,,,oo••••"•••••••••• •••••••••• 

~~Y:ru.~· J,. Is er een i met Q£il~El~il = O, dan zijn linker- en rechter
lid beide =0 en is bovendien aan voorwaarde 1) voldaan. 

2. Zijn alle E l?E.i I > O, dan is volgens corollarium 2, toegepast 
op een eindig wh-veld: 

_ E1~~1•••~tri"! 0 = EL(_l2£1I )0 ~ •• (jtf,J )°"] ! E [:::-~ll+ ••• + a,1_1,.~"I] = 
(E1as11) 1 ••• (Et~nl)" ~El!f1l 1 Ej£nl ];l:'f11 :&;l~nl l. 

Het gelijkheidstekan treedt,eveneens volgens corollarium 2, dan en 

slechts dan op, als aan voorwaarde 1) of 2) voldaan is. 
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B. Q2!:S!J&£!~ 4: ln ~<is, voorzover .::,( K eindig is, een nietnegatie.f-
convexe .. ···:rc·t·····van·--1{··~-····<L-ii~··z·~· •···a1s···· ·a:·~0·~·····1, ~'b··· e'i1•·· a·+h;I ... Is , 
geld t. : ........ a .... in·~~···+ .. b·in--~i·~:~ -~-~::.~:;,:~:~:~i::~ .. ~ .......... ·•· .................... ··•···· ... . 
waarin het gelijkheidsteken dan en slechts dan geldt 
vo ................................................. ••n• .. •• .. ••o•• .. •• .. ••• .. • .. ••••••..,.•••• .... • .. ••••• .. •• .... •••• .. •••••••••••••• .. •••• .. •••••••••••••••••••••••••••••••4••••••••••••••,.••••••••••••••••••••· 

als ab=O of l~i~El!I is. 
,, ..................................................... ·••···•··•··•·••··· .. ······ ... •·········--·· 

• 
~~Y{ij§: Vullen we in de ongelu'kheid van Holder voor 2 stochastische 

variabelen voor !tt 2£tt a 1 en az in~ l~lk, I !I~ a resp. b, dan 

lo k +bl 1• o t t:> 
k.ornt er: EI! : (EI~!') (E 12£1) , waaruit het gestelde volgt door 

links en rechts de logarithme te nemen. 
9J2@~;£!f!.!?J;. ln cl. K is dus een continue f ct van k in ieder i11terval, 
waarin tx k eindig en ,.;o is; o< k zelf is dus ook, voor zover eindig, 
continu, terwijl hier de voorwaarde o<'k J.O overbodig is. 

c. e12§!£!e!~.~lli!~E: y~g 4. ~g ~-

a) Leggen we a.an de ongelijkheid van Hc;lder voor 2 variabelen een wh

veld met n eln ten grond.slae;, die allen wh ~/n hebben en nemen we 

a,= a 4 = ~ , dan is, als we voor ~/Hl ~~invullen !:.ten ;r~: 
II 'I 1 I'\ ·1fl 1 P;:.xiyil= nl~I~ n E1;;zl~ n(El~1'Y2 (E!;y}) 2 = (¼--x~)2 (~.Y{)2 , dus 

2 · ., 2 
( [.xiyi) == LX; •L.Yi. Dit is de ongelijkheid van. Cauchy 
•. ····•············--·• .................... cc...................... (A.L.Cauchy, Cours d 'analyse de 1 'e·cole Royale 

Polytechnique, Paris 1821) 

b) Nemen we een wh-veld met een algemene wh-verdeling en substitueren 

we voor ~1 en ~lresp. x2 en y_2 , dan komt er voor a1 = a 2 = ½ dt'l oveT'A@.n
komstige integraalongelijkheid: 

' ~ . 
(Jr d>,) /_2. d>. f 2 d~ 

x,,y,,P ~ .Jx~P •jY>.P • Dit is de ongelijkheid van Schwartz 

(H.A.Schwartz, Acta soc.scient.Fenn. 
~ (1885)) 

c) B levert voor k=2h, 

h=l levert o<.~ · ~ oi2 

.f'=O, a=b=-=½: 
i 2 

= CT+ /-'1 
l/'1 I~~ 

Hierui t kan men o< schatten, als v en/', bekend zijn, in het bijzonder 

als (; klein is t.o.v. yl.,I. Daar verder 0 2 + ;,? ~- _C ;,/+ ½ ~) 
is, 

h" 
geldt: 

Alle voor o<\ geldige ongeliJ"kheden gelden ook v<aor ~k • In het bijzon

der is dus, daar A =0 is: 0 ; ~ ~ c-·; ~, word.t soms de g~L1~d1elde 

af'Y!_~j}s.~rm (van het gemiddelde) genoemd. Deze is dus altijd kleiner dan 

de spre.iding, tenzij l~l~El!I is, in:welk geval ze gelijk zijn. 
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d) Bij gegeven o<1. is cl, dus naar ~oven begrensd., Echter niet naar be

neden, zoals bl1jkt uit het volgende voorbeeld: van een verdeling van 
c( 

Foisson met tot nul naderend gemiddelde/w"or\J.t, daar cl1 = o< en 
I , :1. 

rx1. = o< + d is, 
..:!:_ - t?< - \ / -~- willekeurig klein. w; - Vex + P<, - Y 1 + ~ 

e) Een schatting van c>( 1 als ~ en c-- bekend zijn, k.r1jgen we als volgt 
2 

uit Br z1j k=f., 1=2, ak+bl=l, dus a==2/3, b=l/3, dan komt er: 
.2 

CX:i. ex,_ . Hemen we daarentegen k=l, (=0 en a=b=l, dan .komt eri 
2 

o( i. 
,-

dus met behulp c): tV°0 ' van ,., 
<. 

1 > 
o< 1 o(, t,(1 ,x'-J -=~ > > = ---=-r= i = v o!, :::: 

V""'1.. Vo- j- f', -- '✓er!\.+ o,/~ 
I 

waarin de tweede en 

derde ongehjkheid blijven gelden als ~ door If, I vervangen wordt. 

En voor ce gereduceerde. mornenten geldt: 

?;(. ~' 1 > j_ > 
= v°?x, 2 = <T 

De laatste tweeiongelrjkheden zrjn op eenvoudige wijz..e g00rnetrisch 
t · t t \:?-'~"'-~ d . t · . t . t 1 ..J / t e in erpre eren me 1, ,van e posi ieve convexi ei van n 'A It \. ne · 

triviale geval, dat l!l~El!I is, 
bekend, dan kennen we 3 punten 
0, A en B van de kromme yizln oc'k 

( c/0 ""l; zie fig 4). Het punt C 

met k=½ moet dan liggen tussen 

P en ~,, nl onder OA en boven het 

verlengde van BA. 

f) r.emen we voor O < r c: s < t ( maar t 

dus ak+bl=s, <lan wordt B: 

ui t is de ongelrjkheid van .J-iiapoa1~off (A. Liapounoff, Memoir es de 1 • 
Acad. e St.Petersbourg 1g (1901), no5). 

g) In de one;elijkheid van Holder kan de voorwaarde [.ai = 1 vervangen 

wcrden door '[ ai ~ 1, zoa.ls blijkt, als we voor O < k < 1 de I~ il 
vervangen door 1~} e.nlvoor iedere i de ongelrjkheid 

(0 < k < 1) toepassen. 
= 
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Het. gelijlcheidsteken geldt, indien · "i.. ai =p i 1 is, a.an en slechts dan 
a.ls a@i :1,1.instens een van de volGende voorwaarden volcl.aan is: 

1. 
2. 

4. 

v=O (dus a.=0 voor iedere i) 
- J. 

Er is een ai=1 (zodat de overige a1=0 zijn) 

Ji!r is een i met a. > 0 en x .~ O ' ) 
J. -1 

Voor iedere i, waarvoor a. -J. 0 is, geldt 1 x.\~ I:\ x. \ 
l. --'.l. --·1 

1)=1 en \x1.\ E\X.\-v\X,l E\x.\ voor minstens een i en voor alle j, - -J M -J -:i: 
waarvoor aj / 0 is. 

h) Voor a 1=a en a2=b met a+b=1 en met E genomen over een alterna-tief ' 
met gelijke kansen, waarop !,1 de niet-negatieve waarden x 1 en y1 en !:_2 
de niet-negatieve waarden x2 en y 2 aanneemt, wordt de ongelijkhei<l van 
Holder: 

( a+b=1) 

metals gelijkheid.svoorwaarde~ ab( lx1y 21-\x2y 1\) = O. 

Stelt ii1en voor n=2, ab I 0: p=1/a, p'=1/b = p/(p..a1), 

d.an krijgt men de ongelijkheid van Holder in de van.a.~ 
.1. 1:,..1 1 b-1 
~ •y;-· --· f-·· 

El~l \J:\ · ~ (El~I )r-(E\,;y\) f' (p :>, 1) 

of ,als 1:"Lenl~t door\~}' en\.;y:\ door\z\~\ vervangt: 
l, ~ 

-\; -+- ~' 
E\~\.i (E\~\'') (E\.;yJ\>•I) (p -s 1) 

met het syeciale geval (voor x1' y1' x2 en y 2 ~ O) 

l ~ Y-'t'~ 
X1Y1+X2Y2 ~ (x~+x~) l' (y;-1 +y2'f·') \> (p ~ 1) 

De notatie met pen p', onderworpen aan de relatie 1/:p + 1/p' = 1 

is gebruikelijker dan die met de reciproke waarden a en b. 
Voor p=2 krijgen we: 

-\E\f\_;it\ 2 ~ EI ?.SI • E\ ill 
welke ongeli;jkheid ool~ ge1:iaki.celijk ui t die van Schwartz ( ~~ie blz. 99) 

volgt. 

i) Cor<?..1_.le;_~U].1l2.: z:/X) is voor reele X een niet--negatief-convexe fct 
van X, 1voorzover z gec1efinieerd is, d.w.z .. 

zx(aX 1+bX1 ) ~ a.zx(x1 ) + b.zx(X2 ) als ab~ 0 en 8.+b=1 is 

en w2..::crin het gelijkhe1.dsteken dan en slechts dan geldt, als 

' ) 1?!e interpreteren o0 als 1. Daarom is hier de voorwaarde ai) 0 nodig. 



- 102 -

]2~~:!Je: De stalling volgt uit corollarium 4, als we daarin voor J!I 
i~vullen e! , daar 

is. 

~£~~E~~~ de ongelij.kheid geldt ook voor a+b ~ 1 (zie punt 6 ). 

j) Corollarium 6: z (.X.) is voor reele X in haar existentie,.;ebied een 
----------- . i • • • •- ... ,,,,,.,, ••••••••••••••.,.•• •••••• "'""""""""'"'""•••• .. ••••••••••••r• .. ••••• .. ••--• ••••••••• .. -••••••••• ••••••• """"''•••••• ••••••••• ••• ••••••••••• .. ••••·•••••••••••• ••••••••••••••• ,_,, •••••••••• """ 

nietnegatief-convex functionel van :x, d.w.z. voor a>0 1 b>O en a+b=l 
••••••• ••• • .. ••••••••••• .. •·•-••••--•• ,,,.,,.,, .. ,,,o ••••••••••••••••• ... •••••••••·• ,, .... , ••••••••••••••••••••• ••• •••• ••••• .. •••••••••• ••• ••••= ••••• ••••••••••••••••• •·••••••••••••••••••••·•••••• ••• • . ,.:==. ............ , ••••••~•• ••••• ••••••••••fT .. ••-,.••••••·• .. ••••••••• 

geldt: 
z h (X) < az (K) + bz (.X.) , waarin het selljkheidstelten dar. 
.. ~.~~ ... L .......... =. .......... :~ .... •·········· .. ···· .. ·~ ....... ······· ..................................... : ............................................... . 

en slechts dan geldt, als abX(~-i) ~ 0 is. 
. . ..................................... -.................................................................................................................... . 

E~~_j~: volgens de ongellJkheid van Holder voor 2 stochastische variabe
len elx en etX met a1 = a en at= b geldt: 

E {(1/lC)°(eYX)b} ! (Ee~X)°(Ee't,c)b • 

.t-'em.en we links en rechts de log,arithme, dan blijft de o:ngelljkheid eel

den en er komt: 

d (e1l+ht) < a lno( (.a~) + b ln i:/.x(et) , 
); C 1(. 

\>vaaruit ev in het vorige punt de ongelijkheid volgt. Het geliJk-
heidsteken geldt voor reele X dan en sleohts dan, a.ls 

abX {!-l - E(!-J)} ;:t O is. 
. :It X 

Uit de voor abiO geldende voorwaarde e! .Eel - eix.Eelx ~ O volgt 

namelijk, daar Ee!x en Eel.JC /: 0 zijn:, et!-r> x ~ C, m .. a.w. daar £. reeel 

is: X { (!-;t) - E(!-i)} ~ 0 of X(i-1) ~ O. 

Q,e!~£!5!E-6: Oak deze onge:'..ijkheid geldt als a+b ~ l is. 

k) De ongel.jjkheid van Holder geeft rnet !i =- x1c1 : 

(a.> o, La.= 1) 
1 = I 

•- ......... ••••••• .. ---•• ,.,,.. .......... ••"••••-•• .. • t••f•••••--•• •••••••--•w••"••-•I•• .. •••-"'-• .. .,• ....... _,,.., ... .., ........ ,. •••• .. •""-•-• •••••-·••••• , 

Fet gelljkh~idsteken geldt dan en slechts dan, als minstens 6e.n der 
volgende voorwaarden vervuld is: 

1. Er is een i met a.= l 
I ' ······ .... ····"••t••·····•···"·•··--······· .... - •. -.......... _ ....... ·•·•-➔•••···· .......... .. 

2. ! ~ E! 
3·;· .... k·;·;· .. kj. voor minstens ~6n i en alle j, waarvoor a;~ O is: · 
··••········•·f ............. _ ........................ , ......... ,.. .................................. ·-·-··· .. ···•· .. --· ............ -- ·-···-··--··· .............................. ,., ·····---·····• ············--· ............................. .., ........... . 

o( < nT Ol 

QJ2~~E!!~5: Is k; geheel en even, dan wordt dit '[oikl::: j·l k; 

Is oak \ geheel en even, dan tL <; fi1 ~; 
Laiki l<11k;= ~ ki 

rs ~aiki geheel, maar oneven, da.n 

\""- ! Q; k1 I ~~Q,kjl o( < 1TT 01 
<. < 

~a.i ki r- I<: = = = 
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l) Vullen we in de ongelljkheid van .Holder voor l?Ei I in ;_'«ie ,x ( i=l, ••• ,n), 

waarin k 1~ O, geheel en~ is voor iedere i, dan komt. er voor·ai~ O, 
[ a-.~ 1 en [a.k.> Oen geheel: 

I I~ 

, dus~ 

( ..- 0 .tc, ) r.T { ( k; ) l a ; 
z X 

4 
I I (X) ~ • LI z (X) f 

( k ) .......................................................................................... .-............. .. 

waarin Z! (X) de af'geleide van de orde k van Z!(X) met betrekkinz_tot 
X is en waarin we, zoals duidelijk is, factoren met gelijke k i sa,neogeno
,nen kunnen denken, zodat we alle ki versehillend, benevens alle ai >0 

en n > l kunnen onderstellen. 

11 odig en voldoende voor gelijkheid is, dat beide ~ -tekens gelijKheids

tekerrn worden. Di t is voor het eerste het geval, als ! ~ l~I of [ a. k. 
I I 

even is en voor het tweede, als 

le; X X k; X X J()' ..: X k• X )( 
x e- Ex'e·· ,..._,, x e- .illx'e- is voor miustens een i en - - ~-' 

a.lle j (hierin kan x i,p.v. l!I genomen worden, daar de l{i even zrjn). 

Oe~e aequivalentie is een gelrjkheid voor alle x~ van een doelvz A van 

r met p" = 1. Voor iedere x p O met .A~ A geldt: 

zodat l!I hoogetens een waarde IO (dus >0) met wh,. O aan kan nemen. 

dierin is het geval 1:!I~~~ dus a fortiori !~O bee;repen. 

bamenvattend verkrrjgen we dus als s~!~!h£!9§Y2~~!~~£~~: 
!~I~! of [aiki even, envoorts:J!l~Etel of I!! neemt bijna zeker 
..... ···• ... ····· ... ~··. ·•·· ......................... , ....................................................................... ··•·· ............... . 

hO_c?J$S.~~~.~-· .. ··¢ .. n ..... ~-~~~.~.~ .. l ... .9. .. a:.a~. 

1-iemen w.e in <lez,e ongeltikheid n,,,.2,. k1-=O, ki=2, a 1= ai.;.:.-:½, dan komr. -er: 

(z 1 )2<Z.Z" 
= 

(Z" l < z.z IV 

= 

(z 111)" < Z" .z''V • 
= 

Deze ongelijkheden volgen echter alle ook uit het fei.t, dat 

.iE f\~)~e~-< positief definiet is en op die wijze zijn scherpere ongB

lijkheden van dezelfde aard af te leiden. We zullen dus verder.· op tleze 

toepassing van de ongelijkheid van Holder niet ingaan. 

QE~f£~!£S= De bovenstaande ongelrjkheid kan ook uitgebreid warden 
voor '[ a;~ 1, maar dit betekent een verzwakking, daar dit (v61. bl. 
100 pur.t g) b1J de ongell.jk.heid Vdll Holder het geval is, indien men 
v::tn ck•, 0cwoIJe Oj) deze verz~;a.i:Ctb voorwi.l<J.I'de; over6c;.a t. 



.m) Vol~~ens de ongeljjkheid van Holder en corollariu::n 2 (bl.97) is: 

E 1!1 \!lq ~ (E l!l) P (E Ill) q ~ p.E l~I + q.E l;E:I • 

VulJ.en we !t/P in voor ! en ~t/q voor x_, dan wordt dit: 

i:E I! ( t 1;-z. t ~ Pr g q ( E I ! l t + E I ,yf ) • 

(M.Frechet, G~_neralisates sur les Probabilites ~ Variables al~atoires, 

bl 61, 193'7; met pp q9 vervangen door 1 is de ongelljJrheid ge6even door 

:~. Blutski, Uber stochastische Asymptoten und Grenzwerte, Metron 2, pag. 

1-90, 1925, bl.32). 
Voor p=q=½ en !" voor !, -;t_2. voor -;t_ krijgen we de triviale ongelljkheid+ 

n) De angelijkheid van H6lder geldt met omgekeerd ongel1jkheidsteken 
als ~ii~·•···;··:·••··•~·p•····~·~;;····~;•·•~···•·o· .. ~·ij~····;~·······r··;~ .. i··i· .. i~ .. ~ ..... D;····g~·i{.ikh~i~i;;~~;;;;·;ae 

...................................... , ............................................... .=;; ............................................................ ,,.,. ....................................................................................................................... . 

bllJft .... onveran_deI:1.• 

Bewi~s: ___ :-al,_ a) Voor 2 factoren is de ongelijkheid van Holder: 
~I b " b 

E l!l liY:l ~ (E l!I ) (E l;x: I) ab> O, O < a+b < 1. 
= = 

Zrj nu a'= 1/a en b'=-b/a, dus a= 1/a' en b =-b'/a', dan is dus 
1-b' voor O ~ 7 ~ l; d.w.z. voor a'+b' ~ 1: 

I 1' i . b · 1 > -. ~--. ~ --. 
EI!!'' l:Z:.lo ! (E 1!1) o (E l:Z:.I )o 

of, als we<le laatste factor naar de andere kant brengen en daarna 

beide leden tot de macht a' ,verheffen: 
1 b , , 
-, --, Cl b 

Bj!j ~ (El!o 'Y. (J !) (El;yJ) • 
• 

h . . ¼;, .,b(l' d ' Vervangen we 1er1.n ~ "l.,' oor ?f, dan komt er: 

ab' < 0 en a'+b' ~ 1. 

b) De ongelijkheid van Holder volei;t uit corollarium 2 ( vgl. 

bl 9b en 97) en wel voor eindig veel termen. De te Vt;rgelijken t:;rootheden 

zij.n~ TiTJx/"11 en lI_ a i I xi I met TI_ a;= 1. 

Dit werd op bl. 97 gedaan door van beide de ln te ne!.aen, het1~een, als 
niet ai; 0 is voor iedere i, slechts mogelljk is, als [ ailxil ;: O is. 
{ht zullen we voorlopig onderstellen. Volgens opt:1.erking 1 o_p tl. 96 kan 

,1en dan ln TTT 1x/i interpreteren als de ordinaat van het zwaartepunt van 

de 1:iunten P.= (IX-I, lnjx.1 ), waarbij P. de massa a. draagt, terw1Jl 
I I I I I 

ln [ a i I xi I de logari thme van de abscis van di t zwaartepunt is. Z;jn nu 

alle ai~ O, dan ligt dit zwaartepunt binnen de convexe veelhoek Pt ••• P0 , 

dus onder de kroum.e y = ln x, zodat we het op bl. 97 vermelde resultaat 
kr1jb~m. Ligt het zwaartepu.nt echter boven de kromu1e y = ln x, dan wordt 
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het ongelijkteken omgckeerd. Zijn nu alle a 1! O, behalve b.v. (zie 
fig.5, waarin n=4 is) a 0 in Pn, dan kunnen we alle negatiuve ;uassa•s 

y 

fig.5 

11-1 

vervangen donken door een enkele negatieve van de gro.c;tte 4,a.i en. 

gelogen binnen de convexe veelhoek P1, ••• Pn.,, dus ook binnen de hoek 
P P P0 ( in de figuur: P. P4 P ... ) • Daar in Pn een posi ti eve nassa lie, t, I n ~1 _ ., 

ligt dan het zwaartepunt van alle n massa's tezamen binnen de over-
staa.nde hoek va.n P1 Pn Pn., , in de figuur in het gearceerde ge biad, due 
boven de krorJt.1e y = ln x. Derhalve is da.n: 

Dez~ ongeliJkheid bhJft echter gelden, als [.ai I x;l; 0 is, zodat Zt 

algomeen geldig is. De ongelljkheid van Holder in de vorm: 

volgt nu als op bl.98 punt 4A. De overgang van de voorwaarde [a.=l 
I 

op L_a. > 1 verkr~gt men analoog aan het op bl.100 onder punt g behan-
'= 

dclde. 
Een andere cowbinatie van de tekens van a 1 ••• an, waarbij □en de,lig

ging van het zwaartepunt kent, zonder nog andere gegevens ala bekend 
aan te nemen., is er niet, zodat de stelling zonder het geven van r.even
voorwaardon niet verder gegeneraliseerd ka1n worden. 

QE~~!:t!!!S= Men kan dus de ongelljkheid van Holder voor 2 t0ri:1eri 

algenieen aldus opschrijvc:::n: ') 

sgn p(l-p).El~I ! 

') sgn x ={+l voor x~O 
-1 voor x<O 

f> t-j) 
< sgn p(l-p).(El!I) (E!,y_l) 

sgn p( 1-p). (E l!ll )P (E 1-Y.lt¾ ) ,_ P 
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! 
;; • A. !2~!'.!!!!~!~: · a) Mk= c(! voor k;,O, O < l'< k < +ro ; 

of -oo is, 

voor k > 0 en d ~ = CD is Mk :z co • 

voor k<O en o(k= oo is Mk= O. 

b) M~u = lim .Mk (waarb1J de waarde +co als limiet toe
k~•~ gelaten wordt). 

M.~a= lim Mk 
k ➔ _.., 

) {,J.... l?t.l 
C Mo= e -

doordat van beide 
f 

·/lnlx>,l Pa>-
c 

als het rechterlid zin heeft, d.~.z. 
als de exponent E lnj~I eindig, +ro 

integralen: 

iiJ.i.nstens een tot O nadert voor 

M.kheet het ~bs~lute ge~~ddelde van de orde k. 

t2~~~~~: Wat de notatie betreft wordt de M._ heschouwd als een opera
tor~ d_i.e werkt op alle erop volgende stochastische variabelen, over 

opene.nde .naken heen en tot de eerste sluitende haak, bellorende biJ 

een openende haak, die aan Mk voo.;I'afgaat. Om de variabele worden been 

absolute-waarde-strepen gezet, zrj z~n in de definitie van 4k opgenomen. 

Q£:E2!±~£~~~ 1: M+c,)= ..... bovenste ..... grens __ ._van .... J .. 
M~~= onderste 6rens van~ 

)· ........... -.......................... ·•-·•·· ........................... ·-··· ··•·••• .. ···"·· .. ··· .... ·-
waarih 1 het kleinste afgesloten interval is, waar jXl bijna zeker in 

•••••• .. •• ............ ~,,.,..,, .. ,.,,.,,.,., .. ,,.,,.,, ....... ••-•••••••""'"" ••• ......... •••••r"'""•••••,.._ ,, .. , .. ,.,.,,,, •••••••••n .. ,O ••••••••--••••• ,, .. .,,.,,,.,.~•••••••••••••••• .. ••••••"•••••• •••••• ••••• ,.,. ... .,, ...... ••••••••••u• .,,.,_.,,..,_.,, ••••••-•••--••• .. •••• .. ••••-'I 

lig, t 1 ) • 

Q.fi!~~E~!~Ei: Wr:-) no em.en de bovens te en onders te gr ens van 11 resp. het 

ill~tief 2!'.:..!ir:JU_EE. b en het effec tief minimum a van I~ 1. 

Bewi~s: Vfe geven di t voor k. ➔ +co .; ,voor k-+ -co ve_rloopt hot analoog. ---!i.l.... -
Voor iedere [ > 0 is P (!~I ~ b-f] = q 1 > 0. Dus is voor iedere k: 

i 
k ' k k ., k 

b ! v(k = El!! ~ qr.(b-t) , dus b"~ l~~ (b- i )qI dus b ~ 1vlc.e ~ b- [. 

Dit Beldt voor iedere [ >0, dus ook voor r. == O. 

bamenyattin~: 
k = +to : M.~,.=- b, net effectief maximum van IX I • 

'J. ~ r:--' 0 - \' ,..., 
k = 2 en x = x M1 =: ot1.. == v , dus M.2 = , het Pyt.tiagorei.scb gemidde!-
k = 1 : 1,1• 1 = ol, = rx is .het eerste absolute moment v~n x, cte van !• 

het rekenkundig gemiddelde van l!l(zie 2.C). 
14- \~I k = O 

k =-1 
1vI 0 = e . is het meetkundif!i gemiddelde van l!I (zie 2.I) 

iVI_,= f.> is het gegeneraliseerde garmoniscl_1e gem.iddelde van l~I ; 

brj discrete 1~1, die de waarden a 1 ••• a 0 ieder met wb 
1/ t . 1 A·' E I_, f ~ . I-· n aanneem 1.s n • 1., = ,, I! == ; L!... 1ai • 

k =-co : M_.,., = a, het effectief minimum van l!I. 

i) Hierb1j is o.nder bovenste grens, in afwijking van de gewoonte, ook 
het geval begrepen, dat 7 naar rec.hts onbegrensd is. 
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B. Voor we de eigenschap_pen van :M 1< naga..:1n, bew1jzen we net vol6end~ 

LEivltHA: A.ls van een r1J op A 0 ,.. ~ r• L-meetbare en intesreerbare fcts COn>.., 
••h•••••"" .. ••-•4•,w••••••••-••••••-•-•-• .. •••••••n•-• •"l••••ou .. •••••••••-••••._ ,,,.,,, .. ,, .. ,, •• ''"• .. ·•••• 0,.,.,,,,,0,,,0 ,,.,,,uo•-.,o •••••••••••••••••,.•••••,.•••• •••••·••••••••.,., •••••••·•••• ,,,,,.,.,., ..................... •••••••:,·•••• .. ••••"•-

?.~.~- .. Y..?..?.: ..... ~ ?..~~.-1:'.~ .... ~ ..... ?..8.?.?.~.?..~~~- .~e,11 .. -~-:Y..~ ..... (>0 ~ ... ~?110 t ~011 .. ~i e_~.:~ ~:-~.e:.~~-.. 
1.1.~-~.~,:.-~?. ..... ~.?..~ ..... ~-~?. ..... ~.~.~--- .. 1b ... ! ...... ~.~ ..... ~-~.~.~-~-!?:}~n jP41 ~ f">. == (PCf0 )r ~ C ziJn 

V.:.?..?..~ .... -~.?..?.-~::.~ ... ~.~ ... ~~ ..... Cf .... ?.?..~--~-~~.~?..~-~.:-~.<:~~' r .......................................................... . 

t :.:~J_.~ 1~m .. \:.T~!-~ ...... ~ ...... ~-~.I.?~ .... ~ .. ..? .... ~~-·! .... ~~-::.~~: ... ~ .. ~~-1: ... r.~~-~ ~:~~~'.-~.~.~.8.Y..? 
absoluut additieve vz-fct op r is • 
. . ... . -········· .. · ........... ····•········••···········,··· ·······•············ ................................... •· ····· .........• ' 

Q{'.~~Et!rn~: Di t lemm,a is ee~ ui tbreidin6 van lemma2 o_p b.l. '72, dat b1j 
het bewiJs gebruikt wordt. 

b~!-!J~: Daar lim fn = Cf is en de Cf o L-me_etbaar Z1Jn, is r ook L-mcetbaar • 
- (lemma l,hl.72) 

a) Zlj /\ = r [T <O] t dan is ~n ~ <f <O op /\ t dus is, daar ~-n 

i1Jte~reerbaar is (P rp )'' ook eindig. 

b) Jwemen we de grootste ne6atieve waarde, 
·1 d · (Pre) rf<r,< 0l B .. · urn. aannemen, .i. 11 = - , ctan 1s voor 

die (P<f1)" (met/\( r) 
iedere n en iedere 

M 
deE.lvz NIC r: -B ~ (Pp.J < B+C hetgeen uit de monotonie volgt •. 

c) Zij lVI = r-- /\ ;:;: I (Cf! o]. 1/las nu (F Cf )M diver6ent, dan ZOU 

(zie bl.55, stellin5 9) voor iedere katee:,orie {K} met vc . ..::,·'f {K} begrensd 

LPK"'fkn diverg,ent moeten ZiJn. Daar ~K} met Kn= r [n. ~ <f <n+l) een 
N-1 

dergelijke ka.tegorie if;;, is, als we, IAN= tJ Kn nemen: 
Q 

lim fpd"- tO~ = +oo , dus voor N vold.oende 
K~~-MN l . 

groat is (Pf f"";; 2(B+C), 

In MN echter is <-fn __.,, cp gelijkmatig, dus lim (P {1) )"11N = (Pu;, )M.. 7 hetgeen 
n 1n f 

M ir1 tegenspPa ak is met b). Dus ook (P (f') is eindig. 

,f) Fu is lj - ~\/'» 0 en O ~ lf - ~n ~ Cf' - o/1 , 

integreerba.rc f0t is. Dus volgens lemma 2 bl.72 is 

waarin r -q\ een 

1~m ( p rf) )r = ( p ff f ' 

::;1Yi~·:-:;;:t~·-•f~:::·~::i::;~~;~:~::·:?.f ... ;~ .. OE:·:::?·!~··t·s .. B~;·--·J~·9.~~t-s 
................................................................................................................................. _ ...... ·•··-·--.. ······ .. ····•···· .. ·• ... • .. -• .. ·•· .... ··=· .... ·····"·····--· .. 
o_pcn, afgesloten of halfopen kan z1jn (dus ook leeg kan zijn 

. . .. . . .. ·•. " ......... ··• ........................ " ............................................ ·•·· .... . . ......... , ............ ., •· .................................................. ~ ............................ . 

o_:t: ... ~JJ~.~?.P .. t1~~-- .P.µf:l.t .. 9 ... t.fl.1:1 ... P~YfJ.:Y .t.~.n) • 

9.P. ... .£1~ .. ~ ..... ~.:f..g~~J?.~.~!.~ ..... ~~.S~FY.~-~----· .. '--··-~·~-•··f~~l< ..... _q.o._n.~in~.?. .... t.fl::1J.~x1. .... W.!3. .... J.l), ... h(3..t 
r€:;?ht~:i:-_e_irt~,Ptll'.:l~·-··y~~ } ..... 9.t.1 __ i.¥a_a._r.-c1~ ... ::l::~YC?.?r i!i k .. t.~_cll~~-e~t ... ~L 

ffi()Il?,?, o~.r.1 J:1 ~.~.~.:.?.~.~ 8.!}:~., . . ~ ~~_1:.·_1AT~J.~. _}i[_k:: __ l~e _yo() r- k .. ~ .r . dan ... ~!?-..... s.i.~.~.<:.ll:~~ 
?.~.i-.t .... ?.R.~.:::.E3.~~.~ .. ! .... ~.~~- .J~L~.?1~1 .... i. 8 ~ 
M13 en lVIA z'ijn het effectie:f maximum resp. - mini:num van 1!1 • 

......... ••········--···•"·"·····•· ···•··'"•··••· .... , ••·•·····"•··••······• ......... .. 

:§~~..J~: a) Uit punt 1 (bl.93) tezamen met 2.D (bl.9'l) bhJkt: M11 is ein

dig in een .interval, dat het punt O bevat of als rand_punt heef t;. ·het 

i.r,terval is leeg als E ln l!I oscilleert of divergent is, terw1jl N:1c =+oo 
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is voor alle k # o. 
b) Corollarium 1 (bl.96) levert de monotonie voor k, O. 

L\= ~ilf treedt dan en slecnts dd.n ov als (k- P )( l!i- E l!l)~O is,. 
c) Uit lemma 5.B (bl.107) tezamen met b) blijkt: 

r } 1/ I/ L·· { 1!1"- I { ~ ~-.! 
lim M = lim JE l~lk k = lim {l+E( ,~/ -1)} k = e """'" -I<.- = e 10•11 11. ::: 
l<~o It lt).,'l l k\io 

= e .1 t...1~, = iVi 0 als Mi-: eindig is voor k > 0 en hetzclfde voor i, .I' 0 

als i'JJ I eindig is voor I:::: O. 

d) Ui t,; lemma 5. B en c) blijkt de continurtei t van iv.I I( birmen het 
interval 1 en tevens, dat deze zich uitstrekt tot de eindpunter.., 

ir.:dien men deze van binnen het interval benadert. 
I 

e) de laatste bewering van de stelling is coroll.arium 1 (bl.lOG). 

QJ2!!!~E~!!!g: Voor reele c is verder~ M,cc! = !cl.Mk~· 

D. Corollarium 2: z (X) 
----------- -!x-··- is voor reele X, waarvoor z g;:!de:finieerd is, 

................................... •···•··· .. ·•····••··•·•·"··•···•·········"··•·••· .. ···•·•·•·••··•·• ···········••····· .. ,·., .... "·•·······•'·· 
een mono to on niet-dale:nde fc t van L. 

B . . 1 11 i 5 l M ~ l l . r= i1. .) Zw (X) _ow1Js~ vg . coro ar um • n J(e- = X n °'x (e- = __ 
X • 

Vol~ens stalling C is Mx 

de geldt dus voor ln M~. 
dan c,p 7 als (j,.1,- .X.1 )(:?f -

een monotoon niet-dale11de fct van l; hetzelf-• 

z!(X 1 )/X1 = z (X 1 )!Xi treedt dan en slechts 

Ee_)~ 0 is. 

12~~£~.!!~£!~~~ 3: sgn k.Mk ?f 0 ! •• •!0 ";; St,;Il k. (Mk~ 1 )q 1 
••• (Mk ! 0 )<J" 

(an; O, L a 1 = 1), ·;;;;i~· .. ;1·~·~·ii~·~;i~Jk ·e·~ .. ·:;;~ict·~·c;1d~ ... ;.~ .. ~~: g~iijkheid is, 

di; t · acn1. ·;ii·:L11s Gens· -·~·6:r···v·aii .. ere· ·\,.oigeride· ·v·o·oi·waiircieii rs· v6Ida~u·: · · · ....... . 
. ... .· ... ··• ............. ····•··•··•·•·•· ..................... ·••••·••· .......................... ·••···•• .. ·•····· .. ··""'"· ....................... ., .. ··•··••··•·-- .. •·••· 

1. Er i:-; eeL i met a.:-.-o 1 • 
.... .......... . ... ,. .............................................. 1 ........... . 

') ' f · · • n· } 0 · t ' ' · 11 .1 .... , .r: ,:?: : 11i,. ?':· ·- I~- I iVlk ~i ~ voor mins ens cc11 1. en a e j m.et a FO • 
.............. , .•. l ................. L............... ....................................... ............................... . .......... ................... : ....... .............. . 

·;-, . . 1 +- . L.. • .. . . • d .. ., 1 I lk l:~Y~~=~·; .~,,J1r:, •~:::. uuoer in ch~ . ongelJ,Jl-'.Jiei van Ho_L,o.sr x; voor tx,t E:r 

t:-:-;::k vervolgens in beide leden de k~--machts- wort~ 1. 
De geh.,i'.:.h•:;:i_d.1:1voorwaarde volgt di·re.ct uit d~ o~:) bl. 98 voor de ongelijk

:t1e:id vr L r:0J.der afgeleide, waar dan de voorwaarde k = 0 nog brj komt. 

Da t l: ° C rs::11.\kheid oplevert ziet men ala volgt: 

2t!!!~I~!£!t g Dt t corollarium kan, evenals de ongulijkrleid van Holder 
warden ui tge b.rei.d voor La. < l en voor alle a. negaticf op een na, 

I: I 

met \ 0 < L a. < 1. 
== I :::; 

., .. ,, n tJ . . 1 l 1 

.w. sgn h.sgn k.sgn .(. .M.(~ < sgn h.sgn k.sgn{, • (Mk!)lVIh~ , "j = h + K . 
....... , .......................................................... . ···•·••·•···•····•··•· .. ·········••············•·····••·••·••·•···•·········•···•· ........... , ...................................................................................... . 

met als gelijkneidsvoorwaarde (nodig en voldoendo) ~ 
,., ...•.. ,,,., .. ,. ········•·•·········--·•·••······•·••·•·--.. ·•·······•· ··•••·••·····••·••· .. ··· ................................................................ , .............................. . 

k h• h k 
j!I E I.Y.I ~ IYI E 1~ I . 
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~~~§: Reeds bewezen (punt n) bl. 104) is: 

( 1) sgnol • sgn(:> .EI !1''\t 1/b ! sgn ci( • S5ilf> • (E I! I)°" (EI~ I )p o! + ~ = 1 

met als geljjkheidsvoorwaarde: <i(b ( !~IE IJ.I - IJ_IE l!l) ~ o. 
Z~i nu h =Ad, k =A~, At o, dus (wegens ol.+(J= 1) h+k=A,6O? dus 

o( = h~k cu ~ = h~i en zij verder f = k~h dan gaa t ( 1) , als we 

d . d I( d h • aar1.n l!I VE:rvangen oor l!l en ll.l oor I;! I , over in~ 
h . It 

e,:;n h.stsn k.El?flRtl_Jt; sgn h.sgn k.(Ej?ft/+h(Ely_ff~h ;7'= ~ + ! , dus 

sgn h.sgn k. (Mf~)'; sgn .h.sgn k. (1\J1 1<!i (Mh;y_l. 

Is ,f,,1-= o, dan wordt dit, als we links en recl:tts de f ~ macnts-wortel 
trekken: 

(2) sgn h.sgn k.sgni .Mt~l < sgn h.sgn k.sg11 t .0,\~).1'\;L· 

Daa.r voor .ff:. 0 ook h en k /: 0 zijn, wordt in dit gcval Je c;olJjkh1;;ids-

voorwaa~de: (2') l!t E IY.t ~ IY.lhEt?flw. 

Verd~r is voor l = O: 
, .. . . 1 t.~ I ~I ,1,£... I a I 
Iv10 ~ = (Mi:,!) .U0 z_ = e • e zodat (2) voor 

l =k=h=O in een gelljkheid overgaat. Is t =h=O; maar }~, 0, da{.1 is 

(3) ( . l.L1'11 
< sgn k. _M 1x).e - , = 1-

zodat (2) geldig bl1jft. Gelijkheid treedt in het laatste geval op, 

als P [y=OJ > 0 is of 1!1 ~EI! 1. (Analoog voor 1 ==k==O en h;c'.O) • .Deze 
voorwaarde echter in (2') begrepen. Is nl. aan (2v) voldaan, te:rwijl 

l!t'f, E l~I"' is t dan is v~n de deelvz /\ c 1' , met I~/ I= EI!/ .P /\ >0, • 

z06a t voor iodere 1\ r;, A geldt: IY >.I° t, E 1~1° of 1;-1:._1° = El ;z.!° = o. 
In het laatste 6eval (E l,r1° = 0) is j~ 1 ~O, 1,odat i_:nderd8.ad P fy:;;0] >O 

is. Is IY)/r, E; 1:0:i°, hetgeen' als E l,.tl 0 t O is voor iedere A E. A liet 
gBval moot zj;1~1, dan onderscheiden we de twee mogo llJkheden: E It. tq .., 1 

·en E JY.I° F L In het eerstE; gavl j_s dus IY>--1 9 I 1, d.w.z. IY>.I ::: 0 voor 

iedere A 1c: I\ • dus ook nu P [ y_ = 0 J > 0 0n in nut t.w0e:;;ds geval is 

P[!.Z.I >0J<1 7 ·hwr anders Ej,y/:c 1 zou z1jn, d.t.:w ook P[,L = O]>O. 

Zij r = ( I~', ~•) de product-vz van du twee vzn it' on ~ met eln ;\1 
resp. A1.. (vr;l.bl.69) en V = (V1 ,V2 ) hot product vaXl twee abs add vz

fcts V1 (op r:•) en V,_ (op f';) (vgl. stelling 16,bl.69) en zjj ~ = z>-.>-i 

0en op r L-moetbare en t.o.v. V absoluut integrserbare fct, t0rw~l 
bovcndicn ! voor iedere vaste A1 L-meE:tbaar op I"'; en vuor ied0rc; 
vaste ,l1 L-meetbaar op ~ is (vgl,. stelling 18 j bl. 73). Zij Vdrder: 

I 

en Mit~ = { E i I~ t } i< dan geldt de vol6ende 
stelling: 
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sgn(k-.t ) .M1"1JI21~ ! fgn(k--.l ) .1¾,Mtk_; . G.r.: S•J:ELLir~G: ( 1) 

(2) ·~-~c.F~:~)J~:~::c:~~:~·i:,:.:>..~}~::.:::?:::::~.~.~.~~:~·)~~::~~ ... \.~.1 .. l~.l~):/4 
terw1Jl voor optreden vaL het 6elLJkheidsteken, indien de integralen 

··••······•··········••·· .. ·•·········•······•·•·•·••·················••·••··•··"••··•·• .. ················•··•··•···••· .. ········•·····•··· .. ··•···•··········· .. ··•· .. ·· ... · ........••........ , .. , .............................................................. . 
converger1t zijn, noodzakel.ljk en voldoende is, dat resp~: 

••..• ··• ............................................ .,, .................................... •·······""''''''' ............ ••••••• •······ •••••• ......................... ·••4•• ....... . 

( l' ) (k- J. ) { l~I MHl~,c~ - ( l\~,r.~).1/Ia!} ~ 0 en 

( 2 V) c~i:~~\.:~::·iii'::~:J:.··~:~;:i:~~i}~.· .. ~::.::~~··!.i.'.j~:~~~>i.iJ.~ ... .?. ..... ~~.• 

~J2~~!'!9:!!t5= (2) ontstaat uit (1) door I, =l te nemer;. We behoeven dus 

alleen (1) te bewrjzen. (1) is de ongelijkheid van A.E.Ingl.lam en E.Jes
sen (1929) en (2) de ongelijkheid van H.Minkowski (lt\96). 

De gelijkheidsvoorwaarde ~omt bij beide neer op or.:.tbindbaarheid var 

! in 2 fcts, waarvan de ene alleen van A, en de andere alleen van >-2.. 

9.fha11e-;i t. 

3e.wlis: a. Volgens stelling lb bl. 73 is E E 1z1 = E E 1z1 dus is .ook ----¥- 1 J - 1 ! _ 

,~ 1/1 (E E . k)1/k ( k)'/4 1,-1 •• 1v1a~ = , 1 tfl = E2 E, 1!1 = l\lliiJVI,,! • 

b. Zij k,=O; we onderstellen M,k! >O op r;: '). Nu is sgn(k-.£) = 

= sg,n kl J 
K. sgnf. sgn k=t° , terwiJl voor =0 S!;!;ll(k- J ) = sgn r is 9 z.odat vve 

c. De gelijkheidsvoorwaarde wordt nu: k=~ (in welk geval de 

;el1,Jt .. heid direct uit het vori6e volgt) of bijha overal op '1: 

dus: 

1 ) We bewijzen de stelling alleen onder deze onderstelling. 
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,~t 
.3tellen we hierin E.t ( ·.1t )1<-t = q>~ 1en nemen we van beide l.::,den het 

1v.t,1,~ 

JJI1 '1. -1::,emiddelde, dan krijgen we: 
' J,. 

(M1t~)'< (MJtM,1&)1 = (M,1tf.1,k?!? • f>., b;jna overal op r; . 
Vullen we de zo verkregen waarde van fA, in de ge lijkne-L dsvoorwaa.rde in, 

drHl komt er' 

I~! M1t1\~,i& ~ (lVI,1i~). llfI.1tE! , waarblj de aequi valentie 
t.o.v. V1.V1 g;eldt. 

d. De tot nu toe gebruikte voorwaarde kJO is ovt:r.·bot.::ic;, zoals 

~emakkelijk bllJkt door in het bereiKte resultaat L mete en f.1 1 met Ii;1a.. 

t<:J ve.t'wisselen. 

e. Voor k"" f = 0 volgt de 6el1Jkheid direct, daar dan 

~ - e t f,. I~ t = e !11, I~ I M,oiJI111~ 

functionel V:)n ~' d.w.z. is a;:: O, b ~ 0 en a+b = 1, dun is 
•··•····•·•·• .................................................................................................... ~ ........................ ~ ......................................................... . 

Gr-_;.n(k-1).Mk(a:?f + b~) ~ sgn(k-1) {a.Tu\::+ b.J;,1k:z.}• 
·········••· ................................................................................................................................. ·•··• ·····• ..... ···••·•••···•· .. ·• .. 

i:Iet g2lijkrieidGte.Ken trcodt dan en slechts dan op. ,~:.ls 
. ······• .. ·· ........................ , .................... ······••··· .. ········· ... ··••·· ........................................................................................................... , .. 

. §~~;J~: Z1j :t.:, .T'•; f:emiddelde over het gegeven wh-v::.lc. 4 en E1 h.et ge-
r:' I I ' nid.d~lde OVE;I' <:Jen alternatief l met eln rt en t'. en resp. whn a en b. 

Jan is vo lf'CD~.3 <le ongelljkheid van Minkowski, als ?f en y__ stochastiscbe 

variabE:len ny \~ ~-ijn: 

voor 

voor 

A1 = j-t' 

A.2,=/-t" 
is. 

Het gelijkhcidsteken treedt dus, behalve voor l:: = 1, op, als i~l 
I..., a.et product van twee onafhankelijke stochastische varie.belen op , 

resp. ~ is en dit is dan en slechts dan het g,ova.l, als ab = 0 is 

of I! I en l~I bijna overal op ft' evenredig zijn. 
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b) Q2r2!!~£!~S 2: Voor k ~ 0 is sgn(k-1). o(k(!) een ni0tnc6atief
c OD Vex fun Ct i One 1 va·.u· . i, .... d .. vj·~·z ~ ... fs. 'a . i ··6~· . ··b··· E "6 ···eri .... a~ t) . ,.;;·· y~· . "2ian···Is 
...... ······•·····•····· ··•· -·~·~~c{~·l)·~•··~·::·c·~~ .... ;. bi) ··;····~~~(k~l ). ·ra··.·· ~:·k·c~;· .+ .. ~~·.··~~•·c·~)T····· 

....... ·····•·····•··•·· .................................................. ·········· .................. ..... 1............................. •··•··········· .. ·•··········••······ 

waar.in het gelijkheidsteken dan en slecnts dan optreedt; als 
........ y•···· ....................................................................................................................................................................................... . 

k(k-1).ab.( l!!IDl,il -.!J:llfll?EI) ~ 0 is. 

Bewijs~ Het gestelde volgt uit corollarium 1 met ben.ulp van de voor K-r o e;eldende nietnegatieve:-convexiteit van: ,. ·(k-1) 1 lk 
S 0 D . Z • 

~~ ~!!~~!;;;;;131 ;~w~i"~ f tf /iefu<t:~f iJ:·"ia:~il'1Z:t'.{t~f 1~'?;{ ?£) 
a·e11 .. :r~ietirjegatief-convex functionel van· x, d.w.z. voor d > 0, b > 0 E.rl 

a._~_b_ ~ 1.f!;e~-~-t' sisn(k-1)1/1, ~(~ ___ + _bJO ___ ~_:gn(k-~)_{a .M,'f (~J ____ +b·•~, 'f'(.r)} , 
waarin het gelijkl1eidsteken dan en alechts dan optreedt, als ab= 0 is ~i····· .. il;·· .. ;;~1=c·~~v·~·x····1~··· .. '5 ·;~····~· .. <············:··········{ ............ _ ........... :: .......................................... c ................ ::i······•<····· ....... }······=··········•····· ...... . 

. . . .. ·•:l••·······••·••······•···•···· .. ······················•····················- k-1? ..... <f.C!)_ .)!;. r.<l) ... -..... r .... i) ... I~ r ..... !)·········-·•·o·· • 

Q~~~!!: sc,n(k-1).Mkq'(a; + bt) ! sgn(k-1).M/a'f(~O + bf(z)) ! 

~ sgn(k-1) ~ a.Mk t (!,) + b.Mk cp(;r)} volgens de convexiteit van 

s:.in(k-1). cp en corollarium 1. De geljjkheidsvoorwaarde v~.ckr1jgt men 
door na te t;aan, wanneer beide < -tekens gel1jkhoidstekens warden. 

--·--- =:: 

c. eE~£!~b!::. Ei£Y~!!.£!! Y~!! 2.£ £E~£ltt~~~£!! van Minkowski en I:ggt1am-y°~S6-~TI• 

a) Voor k=2 wordt de ongelJjkheid van Mi.nkowski: 

{ 
'I •}Z, 

E1 (E.z 1g._1 / ! b /E1 l~/)2• ' ) 

en voor k=½: E1 \/E3 l~I ~ \ 1E 2 (E1 V 10)1 • 

b) J,cmen we in de ongel1jkheid van t./linkowski voor f; ,..:;en altern.atief 

,net k.ansen p En q (p+q=l) op stochastische variabelen x en J. afhanke

hJk ve.n At, dan k?mt er, ala we E2 c E st.ellen: 

{ 
k k l1/i< . k k 

sg,n(k-1) p(E 1!,I) + q(E f;!I) f. ~ se;n(k-l) .E(p I :?El+ q LY.I ) • 

i,0mc:n we voor ~ een eindig wh-veld, waarop ! en J._ de posi t.ieve 

waarden, xJ)•. ,x0 resp. Jt, .• ,y0 rnet whn a1 , •• ,a" aannGmer:, dan word t di t: 

{ k}1/k k I 1/, 
s6n(k-l) p( li_a;xi )k + q( TI aiyi) ~ sgn(k-1). LI ai (pxi·+ q,y/) k • 

Jn voor k=2, p=q=½ en a;= 1/n voor iedere i: 

L. \ Ix~ + y.:,., V I I 

c) t~emen we voor G' een alternatief mE:t kansen p en q (p+q=l) op sto
chastische variabelen ! resp. l afhanktilijk van A,, dan kornt er, als 

we Ei= E stellen: 
,, ..................................... , 
') De formulering van de gelijkheidsvoorwaarden wordt hier aan de lezer 

overgelaten. 
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s bn(k-1) { E(p t!I +. q III) k r'k ~ sgn(k-1) { p(E l!lk)~k + q(E 1;y/)1/k}. 
(Dit is corollari~m 1). 

Nemen. We hierin voor 1; t;en oi11dit:5 wh-veld, wa3rop ~ en y_ de posi• 

ti eve waarden x1, •• • x 0 resp. Yp• •• y 11 met whn a. 1'> ••• an aannomen, dan 
wordt dit: 

l 

S6l1(k-l) { [ a. (px. + qy_ / }1
1< < sgn(k-1) {p( [a .x1~ ?k + q( La. y~ ?k} 

I I I = I I I t 

Voor k=2, 'p==q:-.::½ en a.= 1/n vc-or iedere i wordt dit de be.k.0nde ongelijk-
' h.eid: 

die in de 
en l door 

V [(xi+ Y; )'- ~ V L x~ + 'vf_-;; , 
driehoeksongelijkheid overgaat, a.ls we ?E vervangen door x-z 

f-l· 
Eon generalisatie van deze driehoeksongel1jkheid krijgen we door de 

eis k=2 te laten vallen, maar p=q=½ en ai= 1/n te houden: 

sgn(k-1) .M/! + ;l) ~ sgn(k-1) (M1t! + Mk,i), 

waarin Mk voor Mjk gezet is; of, als we x door !-fen l door ~-l ver
vartg\Jn en k > 1 onderstellen: 

M/!-;[) ;; M/!-f) + Mk (l.-,?). 

Daar dit de driehoeksonei;elijk.heid is, blijkt dus ~ (! 1;,J = Mk (!-r) 

voor k; .l als definitie van een "afstand" van de stochastisch€ 

varabelen ~ en r bruikbaar te zijn. 

d) l\emen we in de ongelijkht:iid van Ivlinkowski k = O, dan komt er: 

~ 1 ,t.,. ~~ 111 ~, .J- l~l 
e > Eie • 

Aeruen we hierin voor G een eindig wh-veld, dan krijgen we de ongJlijkheid 

van Holder terug. Nemen we voor· r;_ een alternatief met kanse.n pen q 
(p+q=l) op stochastische variabelen ~ en l, afhankelrjk van A,, dan 

kr1Jgen we, als we E1. :i:: E stellen: 

JiJ...l1°1~1"'t 1'J 1) ,tl-\'l-1 (1...1',fl e - > p. e .. + q. e · • 
== 

e) De ongelljkheid van Ingham-Jessen gaat voor k=2, .f =l en voor k==l, 

. .f. =½ over in het onder a) genoemde geval. ·voor k=2, 1 o:f ½ en !. =0 in 

het onder d) genoemde geval, metJ~lt, 1!1 resp. 1.~_lt i.p.v. 1~1 • 

Voot k=2 en f=½ komt er: 
. -'- 2. 

VE 1 (E,t Viii )'4 ~ (E1 \1/E~l~l!l ) • 

f) 1 E.-men we in de ongelijkheid van Ingham-'-TesBen voor ~ een ei.ndig 
wh-veld mot kansen ai op stochastisch0 variabelcn ~i afllc1nkeJ.i:ijk van A.2, 

dan krijgon we, als we M.:i.t= 1\1.( stellen: 

{ 
k } 1/k , Ir .1/1< 

s1'.:)Il(k- i ) [ ai (M1 ~i) < sgn(k- .f ) .Mt ( L. a; X; ) • 

~emen we ook voor ~ een eindig wh-veld, waarop ~i de positieve 
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wa.arden :xij met whn b; aanneemt, dan krijgen we: 
" . I 

. { . ~1 l -
{ k - }J. sgn(k- ,t) Ea. ( TI: b. x.f).n 

I J I J ) 
TI_ b.([a.x .. ) 1< • 

J I I} 

Indien deze beide wh-velden alternatieven met gelijke kansen zijn en 
x 11 i ••• ,xu de positievek getallen a, b1c en d z1jn, komt erf .. 

{ - (, k}k I. l .'. 
ssn(k-l) (at+ bt)l+ {ct+ d )I ~ sgn(k-() {ca'(+ ckl+ (r/+ aki<}~ u 

?.A. Q!!~~!~!g~!S I~~ Q~!:~~-:_!~~!~:E• 
.Cs f(x) een wh-dichtheid met de eigenschap, dat g(.x) = f(x) + f(-x) 

........................................................................................................................................... _ .................. J." .. ........ - ................................................................................... _, .. , .. .. 

D.:?Yl.?.~.CJ.°.?.. -~-~~.!.:--:~.~~J(s.~?,-~~- .. !~L .. 9.~?. ..... ~~ ( l+k)k M x 
............ ..I<.:::: 

een monotoon niet-dalende fct van k voor k: 0 . 
.. ~ ....... ••··••······ ·••··••··•··•······•····••···•· .. ·•······•············ .. ··· ············-·••··••···•······ ·•••············•··•··········•·•··•·······-··· ...... ~ ........... . 

(C.:B'.Gauss, 'l'heoria combi11ationis observatiorum, Art. 10, 

vnnkler, Si tzungsberichte ·1.1iener Akad. 53, lo6G, he t hier 6ebeven 

bewijs is ontleend aan M.E'rechet, Generalite.s s·ur les Prob., bl.62 e.v.) 

1~~11~: Zij o<'k e in dig, dc:m is in 

f l'CI [ ,,., ]0$ 
~\ ::: xk g(x)dx ::., h g;(x) 

k+.L o 
0 

l J,~+• - x dg(x) k+l 
0 

de eerste term van het laatste lid 

l@ 2k+, /t';; g(t )d t .?: / ~• /t0: g( t )dt 

= o, daar o<k convert:~ent is 9 zodat 
, 

,/41 - /2 
... -

van deze 2m6elijkheid voor.,. x- co tot nul nadert, en 

! xkHl:.\(x) > O is en het eerste lid 

/ ·\ /\ x'u" t g(t)dt ~ g(x) t dt :a: k+l g(x) > O is en het eerste lid tot 
~ 0 

ll 

nul riadert; voor x "::ii O. jt1dg( t) 

¢(x) = jt•td~(ti 
0 

Z1j nu met o<l<k+l. 

).g_b de noemer conver~ent is vol~t uit de conver;c_;entie van ~ (zie bl.93) 

door bovenstaande partiele integratie toe te passen, waa.rb1j weer de 
eerste term van het laatste lid nul wordt. De conver6entie van de tel
ler is dttn evident. 

<l) (x) is nu als een verdeline;sfct te beschouwon; w~; du.iden de noerner 
:'lan met -J, en het p§ abso.lutE:: mO!l.ll)nt met ":J • :Daa.r f ... i> 

th · x t d .,, ( x)_ 
d~1(x) = - ---~ is, geldt: 

I><) 

k+J_l /xk.-1-l,;i rh(x) J A = u't' = K+i (-k+1-f• 
I> 

_:fu is volge.ns corollarium 4 (bl.<:19) lnf,a,-t., een 
fct van (k+l-L) en hetzelfde geldt dan bij vaste 

nietnagatief-convexe 
I voo-r' •,.. 7·J nt.1 , _._ • ~ • -.1 l -·· 

Dk=(k+l)dk=J.f.; I 
\ 1< ♦ 1-

d::dl is ln sh dus een nietnegatief-convexe fct van k. Bovendien :saat 
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d~ kromme ·Y = lr.1. ~ k door de oorsprong van het (s ,k)-vlak, zodat; ¼ l:n .l:.k 
de richtini;scoefficlunt is van de kooroe., die de oorspro.t,{:, mut nat 

f?Unt ( ln Ok , k) verbindt. Derhalve is 1 1 ( _ 1 {Ck l)k ~" } 
!. r- n o k - n + 111~ 9 
k K k 

dus ook (k+l) Mk zelf, een monotoon niet-daler.d~ fct van k. 

B. Q~~il~~1~!£ y~~ ~!~~~~f-~~£h££l££~ff. 
(I.a·. Bienaymc, 1'796-lB'/8 ;C. Et.Acad .Sci. ,2Z.1853; P. L. Tscnebycheff i 

1821-1894 ~ Les valeurs moyennes, Journal de Math. ,XII, l bl.'?). 

< er = 

' ................................. 

3':JWJJS: ... __ -::.,_..,.. 

< ½ll . Daze ongelijk.heid geldt dus 
voor iedere wh-vordeling. 

C. Is Cf(x) > 0 en Cf(x) ~ q>(3) voor IXI ;\ , dan is: 
i'CO 

E f (~) = j r (x)d]'tx) ! / <p(x)dF(x) > Cf(~).P ['?:. ?: t] , dus ~ 
~oo rx.,i \ 

.detnen we hierin 

P [ 1!1 ~ ~] < ~ <e (~) 
= ~q) 

4' (x) = 
~L/ 
:f.. en stellen we 
o" 

l"" tc:r, dan komt erg 

y,. 
t'' 

voor grote t wordt het rechterlid van de orde 1/t~, terwrjl dit b~ d€ 
ong,ellJkheid van BienaymJ-Tschebycheff slechts van de orde 1/~ was. 

:q-eemt ,n_en voor lf (x) een polynoom van de t1;raad 2n, waarvan de integraal 

eindig is, dan krijgt men een rechtf:rlid, dRt voor ~rotP t van de or<le 

1/ t 1" is. Is Ee iii"- eindig, dan krij~en we: 
1i1 o. [ J Ee -

P 1!1~ tf = ---0-too.. 

zodat het link.erlid exponentieel naar nul gaat. 
(Zie verder voor ve.rschillende generalisaties en verscherpingen: 

.1. Erechet, Generali t~s sur les prob. variables aleatoires » Par1js 1937, 

.rrai te du Cal cul des Prob. par JJ;mile Borel et collaborat,)urs ~ Toino I, 

fascicule III, premier livre). 
JI 

D • f~1!!1!!~ 1 : I~ ~~,C_) = Jg( ~~ ~ ~ Ill.':~ ~ \~ ) _ ~~~~~◊-◊-~ ~~ e ~~ i~ ~': ':":'~ 1 ~ , 

dw., is G(x) in dat interval convex en wel: 
.•. , ............................................................. , ............................................................. \ .................................... . 

r.ietner!;;atief-conv.ex als g(t) monotoon niet-dalend is, en 
······•···•• ........................................................................................................................................................................................................... . 

nietpositief-convex als g(t) m.onotoon niet-stijgcnd is. 
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1~!ij~: a) Is c een punt van interval 1 en ~>0 zo. dat c+ ~ en c-S 

StlJe,GlJd 

nog tot '3 b·ehorEm, dan is , 
r 

/ {g(c-t) ~ t<;(C+t)} dt 
·o 

is: 
ale !.'~(t;) in ~t mocot,-,on niat-

> ~. d.us: L,' 
= ,; 

G(c) > 1 { r, ( ,~) + G( c- b)} -., \...T C+ . = .. ' J(c) -G(c- o) -~ G(c+ b) - G(c) of: 

Daar di t voor iE,dere c en i(Jderr, ~ > O, die aan bovcnstaande e:Lst:11 

voldbcn, geldt, is dus: 

}(px+qy) > p. G(x) + q. G(y) voor iedern x en y in J > mi ts p:.q ""~1- 1 f::. 

G(x) is echte.r een continue fct, zodat lJ.i~rui t (v:.:;l. bl. ?6t ovm.lJ,) 

,:?;econcludeerd kan worden, dat deze ongelij1ct1eid ook geldt vc1or p en Y.1:} 
,net p ~ O, q ~ 0 en p+q -= 1, zodat bewezen is, dat G( x) ii:i J :1ietpo

sit:Lcf-convex is. 

b) Is g(t) m.onotoon niet-dalend, dan beschouwe men -is(t). 

:2!2fE£E~!E~: de ligging van p t.o.v. 1 is niet van belang. 

J:if ~ 2 : ~a g (Jt:} .e.iri i~ ~:~.':'.~:':'.~are J:':' t e". .. cp (J< ) -~-- /; ( t; ) d~ , _t e.:r::"J l 
g(x) en ½_)(x) voor a ~ x ~ b beide monotoon zrjn, de ~en niet-
,,. ...... ·•·· ... ·• ................................................................................... "····•····•·•, .................... ···•····· ..................... . 

•··•·••·······························••··········••···········•·••················•·•···•··•······················•· .. •••·•·••·······••······· .. ············· 
(B.Meidell, Quelques ine6ulit0s sur les fonctions monotones, 

Bkandinavsk Aktuari.1;;teidsskrift, haft 1+, 1921). 

Q2~S£~!!1~: hE:t is van been belang welke van de fcts g of 4) monotoor-. 

ni.st-st1Jgend en welk.e monotoon niet-dalend is. 

Bsvitis: ------ a) q:>Cx) z1j de monotoo.n niet-dalende fct, dan is Cf(x) "> 0 

voor a< x < b, zodat 
= 

voor a~ x ~ b als een wh-dichtheid te beschouwt.in is '). Noemen we·de 

biJ dsze wh-dicll.theid behorende mathcmatiechG verwacht·ing M, do.J.1 is~ 

zoals met 
........... ' ., ...... ··~··•·· 

!, 

Mx = IA,fa ,,ff ( X ) dx 

/<f(x)dx 
0, 

= m 

behulp van partiele inte0 ratie gemakkelijk na te rekenen is. 

1 ) .r,J. I':J)J llCJct Ol)d<Jrst0ld word .... n, dat q)(b) > cpcu) .Ls., J.s J.Lt ,_c.htcr 

1.t:~t Let tsC.V 11, d:m is <p(z:) "" c voor ~ < x < b~ zodoJ; de st..::lLr?, 

Jo..::. r;_,:ivi:.L:11 wordt. 
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·}(XJ "'/;ct)dt is volgens lemme: 1 voor a ~ X ~ b convux (-'.,.__ wel, (1!--lf1T' 

0 

g(t) tussen a en b monotoon niet-stijgend is, nietpositicf-convcx. 

Derhalve is volgens de stelling van Jensen: 
MG(~) < G(lvl~), dus ~ 

of door partiele integratie in h8t eer·ste lid: 

[G cff- _fa"cx) <j)Cx)dx ~ G(m) { <f>Cb) - <:pen)} , 
0 O 

waaruit het gcstelde onrniddchjk volgt. 

b) Is Cf)(x) mono to on niet-stJ.i.:.)erc.d en g;(x) monotoon nict-dalend, dan 
bescbouwe men -<p(x) en -g(x). 

ID. Q£~£±ij~t2!£ ~~ ~~!~£~±· 
(B.Meidell; Sur un probl~mc du calcul des prob. et les statistiques 

mathematiqu8s, C.TI.1'75(1922) bl.806-805) 

Is f(x) een wh-dichtheid met de eigenschap, d3t g(x) = f(x) + f(-x) 

. ~<~~~.~.~ ~·o·~····~·~ ~.~.~~ .. ~~~.~.~~~~·-···~·~ .... ~.~.~.~ .... ? .... ~ .... : .... ; ..... ~ ..... ~.~ .... :~ ...... .f5. ~? ... > 0 c: n ... i.~t c~~.~-~.~.~-
ba'1JC v~~JC ,: CC ~• ~~~ i~: p [,,.1 ~ m] ~ E :~~~I) 

IX! ········ .. ·······••···............................................................. t, b 

wac-rin ¢c !xi) = / <p(t)dt en m = b<i?(b) -✓<j)(x)<:_: , j,r~<j)(x) is. 
o (b) ./ d(p(x) 

••••••••••••••• .. ••••••• .. •••••••••••••••••·••••••••••• .. •••••••••••••·•••"lr,--••-•••••••.--..,Ooo-•-·•· .. •••o,o.,,.,ooo,ooo•••H•o,,,, ••••-••••••••••••••H••••·-•• .. ••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••••? ..... oo•O••O••Oo•••••••••••••••••• 

~S::~~§.~ Zij ]'(x) = ;~(t)dt = P [! ~ x] en voor x > o~ 
• C,I) 

X l( 

'l(x) ""· _f g(x)dx = /f_(t)dt = F(x) - F(-x) ~ p ~?fl; x] 1 ) 

Volgens lemma 2 is-~u (daar daarin a= 0 is): 

(p(b) { G(b) - G(m)} ~ / 6\ie) q)(x)dx = j:Cx) q)(x):lx - _}:cx)¢(x)dx < 
00 0 o b 

~ i:i(p( l?fl) - q)(b) jg(x)dx. c-= BcJ)( l~I) - (p (b) {1 G(b)} , dus 

1 - G(m) < E(p( l!I) , terw1Jl nu volg0ns lc)rnma 2 de in stellin._!;; 

q>( b) V8Cmelde waarde heeft. 

Ii'. f, 1foidell geeft de oni:sehjklieid alleen voor het speciale geval: 

cp ( x) = x k. Er komt dan: P [ I! I ;; m] ~ -~ met m = k~I b. 

,)c:;rL.J.lVG is P [ le:_! ~ A] ~ ~ ( k!l) k indien de ondurstclliD,;eri 

v,.:11 de stelling voor O < x < ¥>-.. v(:jrvuld zjjn. 
............................. +x = ~(x) cont.inu. 

•) I.11.a. is /f(t)dt = F(x) - lim JJ'(-x-f ); in dit geval echter-~ Ix .J ! 'li/0 
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,¾ • Q£~~!!Jth~!g !~ Q~m11 • 

(13.? .Camp, 1\ nt::v! ~e.rieralisution of Tchebycheffs btati1Jtical Inequ,:!.lity, 
Bull .Am.m:1th. soc .g_§., 1922, bl .42'1-4.32). 

Dt-;ZO oniseliJkheid is geldig, als g(x) = t(x) + f(-x) monotoon niet

~ti,;g,end is voor' x -~ a ! O. Dan is: 

en 

Deze ongclljkheid r;aat voor a = 0 over in die van tkidcll, Vour:- hct 

tiewrjs verwijzen we naar d1:: publicatie van Camp 9 b0nev1..:ns r.;,T.il' h0t; '."'i:.eds 

vermelde boek van Frechet, waarin nog verdere generalisatitJS f;;e 6'3ven 
word0n. 

T 
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Hoofdstuk 2 

Q£11~£1!~Y.~):~P.~~E~~~.t .. Y.2~~:~.~E~~~~!:~~.-~~ 
k8rakteristieke functies ') ------•••--..-•-•••-•••---••M ____ _._,., __ 

Whr 119 
Ce.put 3 _ ........ •··-·---~ .. 

1. Zij gee;ev8n een collectie r· en dar~;.ro) een kategorisch systeem 

~ van ,kenmerlten A1 , ••• ,Ak. Zij n de uitc;ebr~i<lheid van f"' , n 1 , ••• ,n1; 

de uitgebreidheden der bij de A; (i=1, ••• ,k) behorende deelcollecties 
_.i\_; , dus f; == n;/.n de fq,n dezer tenmerken. 'Ne beschouwen nu een wil-

1.ekeurige eic;enschap E, die de eln v,r,,n f' ctl dan niet bezitten, ·en 

.noemen E.1 1 } ••• , ak de fq_n wan.rmede E in de dee lcollect iei::; j.'..\_ 1 , ••• , ./-\-:, 

voorkornen, en c het fc~ waarmede E in r voorkomt. Dan is volgenr.; de 

t1distrj_butiev·e eigenschap" der fqn (hoofdstuk 1, pc1.g 15 2.)): 

( 1) c = f' 1 a 1 + ••• + f ,: a i: • 

'.Nemen vrn voor :m een b ep~.1.-d
4
e. eic;enschap, dLn zi;J n :ille fc:,n b cpa:~.1-

de getallen, en (1) is een numerieke identiteit. :Cndien we echter E 
onbepaald l.i::·,,ten, blijven ook de ai en c onbepaa.ld. Dan zijn echter de 

f, in ( 1) bepaald als de co·efficienten, vmarmede de a i in de ont

wikkeling (1) van c voorkomen. Bet is dan mogelijk, voor de fqn a; 

en c d~~~.~If§..§. symbolen te gebruiken, als voor de bijbehorende ken
merken, en deze onbe:pa.2,ld gelo,ten fqn zelf ook met de term "kenmer

ken" aan te duiden. We krijgen dan in pla.ats van (1) 
I< 

(2) C ~ 2i f.A. 
1- I I 

C is het 11collectt.eve kenmerk 11 van 1'. 
Men kan oak de met (2) overeenkome.nde vergelijking opschrijven, 

waarin de frequenties i.p.v. de fqn vourkomen:. 

(3) nC n-A. 
I I 

2. Voorheelden. ······•·· .. ·····•··•····· ................... . 

a. Zij ./-\_ de collectie van alle volgens de volkstelling van 31 De

cember 1930 geregistreerde im;oners van de gemeente .b.msterdam, A haar 

ool.le.n.-tiave k0nmerk, .. (l{..()rt gezegd: 11 Amsterdammer"), M h£t kenmerk 

"mannelijk'', V het kenmerl{ "vrouwelijk", beide met verder niet ver

mclde toevoeging "Amstcrdo.mmer 11• De uitgebreidheden der collecties 

_/-\_ ,J"'\. en ¢ zijn: 757 ~-~" 365 512, resp. 3~11 874 , dus de fqnL:::::. • .. }~ 

--------.... -
') 1I'evens Caput 3 van bet College Capita selecta der whr. 

~) f't vollege whr p. 10 regel 22 v.o. 
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van M en V .3~? 5 ,512 
757 386 

= 0, 48260 resp. J,,21_ 87..4: = 0, 517 40 ~ 
757 386 

·r1e hebben dus 

A= 0,48260 M + O,517 40 V 1 ) 

£::.Lrin 1-:unnen NI, V en A geinter11rctcerd wor::len r.:.ls dG fon waarmede 
·'· 

b.v. een beµ,e .. :-,lde ziekte onder de m2.nnelijlrn, de vrouwelijke, resp .. 

alle 11 A:nsterdammcrs 11 voorkomt. 
b. Oncler de 757 386 eln der collectio _;-\_ van voor1Jeeld 1 waren 

392 908 ongehuYTd (0) 
3~:2 217 gchUY!d (H) 

34 584 gescheiden (~). 

7 677 wcduwe (-naE1r) (W) 

We schrijvun biervoor: 

757 386 A= 392 908 6 + 322 217 H + 34 584 S + 7677 W, 

of na doJ.ing door 757 386: 
A= 0,518 77 0 40,425 43 H + 0,045 66 S + 0,01014 W. 

c. Onder de 20~ decimale!l V,1.n de 10 OUO logarithmen log x, 
80 000 ; x < 90 000 (collectie l:..,, kc·nmcrk D) volgens de Logarithme

tica Brittannica kome.n 1 019 n,ullen voor (lH,nmerk N), 5 024 oneven 

cijfers (lus.nmerk O), dus 3 957 0ven cijfers /= 0 (kenmerk E'). We 

schrijven dus: 
10 000 D 

i 
= 1 019 K + 3 957 E + 5 024 CT 

of D = 0,101 9 N + 0,395 7 E' + 0,502 4 ~. 

d. Gedurende het jaar 1939 vonden in Nederl2nd (het Rijk binnen 

Europa) volgons de gel)ruikt6 st2,tisti8lt 183 115 geboorten plaats 

(collectief kcrunerk E) i) :Daarvan vmrun 180 735 enkelvoudige geboor

ten 00 en 2 363 tTNo:Jlinc;geboorton ") (lrnnme1·k T), 16 drielinggeboor

ton (D) en 1 vierlinggeboorte (V): 

183 115 B = 180 735 E + 2 363 T + 16 D + V ~) 

of B ~ 0,987 00 E + 0,012 90 T + 0,000 09 D + 0,000 01 V 

3. De spli tsing ( 2) V:3.n csen collcctief kenmerk C volgens eon kate

gorisch systo0m van kenmerken gaa.t in de identi tei t 

1 = ;i f. 
•- I 

over, wanneor o.llo kenmerlrnn Ai en C door h0t get al 1 word en vervane

cn. l.lionoversenkomstig is b.v. in voorbeeld 2: 

1 = 0,518 77 + 0,425 43 + 0,045 66 + 0,010 14 

:Jit substitueron vs.n 1 voor do Ai boteksnt dat men voor E een ei

gonschap neemt ~ die aan ~b.~ eln van elke deelcollectie _/-\_:, dus aan 

1 ) Decimale bre4ken bier en V8rdE::r afgorond o;, een halve eenheid 
v.sm do la;c;;,tst wecrgegeven decimaal. 

2 ) zie .bl. 3 bovenaan. 
J) fl fl II If 

'I) :, II II " 
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Stc.:.tistiok ven dv I1ovolld.ng v·w Ncdcrl;i.nd, 1939-1940• tabel 6, 
1,)c"~,g. 32. Jk bier i::;ogr;;vcn gctE:.lle:n hebbcn betrckking op lovend of 
doodgoborcncn 11 v10tti1,; 11 of "on"10ttig". 

j) Wo c;c:'b:rui}rnn dG torm "twee ling 11 voor !Y{_~.£ 11 gelijktij dig" ( d. w. z. 
i.11 oen utcrus-ontsluiting) goboren ldnde:rsn, f::rlZ • een tweclinggo~• 
boortc = gGboort,~ V'.J.n eon twoeling. ,, ) 
Voor 1V schrijvon wo kort V. 

alle oJ.n VTm r' toc,l·o··nt ..... •,1• J. • 

H0t komt vag.J~ voor, d::1.t het in con 1::::;tor stu.1ium van b6t on~h:r

zook nj_e;t nod.ig is, sorn.i'1ligG kcnmerken verder nog van elk,::,,ar te blij

von ondorschoJ.ds~. Mon zal dc:1,n voor =~ een eigcnsch0.:i;i kiGzen, diG in 

de bijbohorr3nde duclcol 1.Gcti~:;1 mot gt;li.jkc f'q_n voorkomt, d, w. z. men 

vorvo.ngt d;,;:,,u lrnnmurkon all(1 door eenzelfd0. lndier:i men b.v. in 

voorbctl~: 3 r:1.ll0en evon (konmork E) E:n on8ven (0) wil ondorscheid0n 

substitueE.Jr"ii m0n E voor N <:1n voor E 1 : 

D = 0,101 9 E + 0,395 7 ~ + 0,502 4 a= 0,497 6 E + 0~502 4~& 

Deze §..~b ~-:~J t11::ti;!j~ zij n r-;12.n de Z8lfde rtJgels gebond.en als de sub-· 
stitutie van cons-ta.ntcn ( of D,.ndore variabGlcn) voor d0 argument en 

8l?er fct; mEm moot ne.melijk bet collectiev0 l:6nmerk a.ls een (homoge

ne lin0air0) f ct van :0ij n kenmerk.en beschouYrnn. Zo moge lij k wordt 

echt0r deze afhanlrnlijkheid in de 1,_i~leden niet expliciet aange

gevGn. Ex)liciet zouden de drje aangegeven functies D moeten worden 

voorgesteld door D(N,E•,n), D(E,t,O) en D(E,E,1). 
Di t sub st i.tut ieproces word t II ontme:tkcn" genoemd. 

Men kan ook de nict-benodigde fqn helemaal weglatc-n, maar alleen 

onder pri.j sgevon wn h0t gc;bruik van bet geltjkheidsteken . :Di t 
moet dan c1!"§o,r een ander tekon, b. v. ·: ( "bevat") vervangen worden. 

D 10,101 9 N + 0~395 7 E1 

t 

Dit komt dae.r op' i1eer, dat men voor do vreggelaten kenmerken bet. 

got~l nttl gesuos'ti-cneerd heeft. IndiE.m meh echter andere substituties 
toelr:,at dan nieuvrevariabelen of hot get!:'1.l 1 kan het weglateh van de 

argument en der functies in de linkerleden l:Lcht to·t fouten ieiden; · 
we zullen dit daarom bij voorkeur niet doen. 

4. We beochomrnn voorbeeld 4 van punt 2, wa.arin we echter de nu-~ 
meriek€; vra.i?,rden dr:!r uitgebreidheden, die vcrder niet van belang zijn 

door de letters n,ni, ••• ,n"i en de fq_n door fJ , ••• f 11 vervangen: 

nJ3 = n l E + n .1 T + n 3 D + n ,, V 

B = f 1 B + f 1 T + f)D + f¥V. 

Voor de eigenschap, vrr-i,,;: .. rvan E,T, enz. de fqn zijn, kiezen 

.Q!!:}ZE2::.~£ oner complicatie bij de bevalling die bij elk kind a.fzon

derlij k kan voorkomen. Zij dan ~ ,D-1 , V1 bet fq van h€t niet optre-
I . 

. , 

,\ 
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den dc·· . ..,:r ., 4 •• :•~j_.,:·ob:,,p bj.j dH eerst·jehoren tvrnclingen, drieli.ug8n, onz., 

T:i.,J·:. ,v ?. ·r.n de tw·.::0dv . ,:1 .1.JJ'.'L:Den, i.ndien zi.j 'bij de e::erct,gdJorenun 
niet opgetrE;do1· ie:-:, D.:~, v.~ ,. :'..j de Cl,(:l'o.e (m V4 bi,j d0 vir-,rJ .. :-1:,cborerwn, 

indiun zij bj.j do cc 1-<~ • r:31:.t,o:· J ... Je0n rdet oycroed-t;. Volgcns de ei;~0nscho.:p 

,:er l\~Jcoci0;tj_vi.-tu:Lt l::J dan T = 1.r1'I'.i. bet fq v2n hct j,n het geheol niGt 

optrorlen du:.·,0r cornpljc~:~.Lc bi.j d::~ tweelinu~t:boo:rt1:.m, D = D.., :0 2D~ un 
.I. 'If 

V::: v 1V;,V,V,; uij du 1.lri.1JJiug-• 1:in 7i0rling3ulloorte.n. Vie krijgerJ dus: 

·· -t~, "~' 1r fD-)D fVVVV B = r- l ,;!,, + J: :•. · 1 . 1 + . ,/, I . 1 ') . ?, + I/ _1 ,· ~ 1; , 

v,a.2.rj.n nu h<-1t lin' urJ.i.d hct fq ts vf·1.n all€.•; gcboorten, '.'f'1Urbij 110 bc
scbonvtdo cor .. ,,JJc'.1t.'.•.,; i.n h 1 ·t P(1hc•~d. nj_ct \1,)tro0dt. lr:J in b,y[; bi.jY..ondE:r 

. -ir;-,.'·'-' ---~ .... 
h\::t 0}1trodcn c1c:r oomr11icntio 01:in.:;:'h~.nl:clijk v~:n hc·t :,•··•,1')/~n:n m1er f. 01· doe1 ... 

gobooriie en van h,J°b 1;,,,1 c~:1n .~liut o~,:i-crc:i.,.:rn bij ,.L oerdergobor~11tA1 l):i j 

dozolf:.le c;cboor't::) d2,',.n i8 '11,::..: '..£i 1 , D:.= D .. = D-u errn., dus 
_, .. ,J .I. -

:i. • t 
B n ~ J ~ T + f D + f V .J = .l.1,-.;J ,· -'·.2-·:! j 1 "'I J • 

Is, nog mcur i.n bet bi;j zonder hut o:)tredon dcr comgl:i.cTtii.o on~f

ha.nkclijk <.L' .. rv~J.i:.l o:f de goboorto cnkol-, tweo--~, drie- of viervoudig 

is, dr~' . .J:J is T 1 = l\ == V1 ::.: E, duo 

B = f~ 1:jl f' 1,' t f T;I .l f' ·-, 4 
.:.J:'.J + ·1"'' + .).r.:, + .. ,,:r., 

lw·b fq van hcd; vollodic; ontbrcken v·r,,n de cmq1licc.t ie. 

Wo hobben nu clus B door een p_ol_yp_owi1!!!! in E voorgestcld. 
I- • I< ~or E otclt de geboorte vnn ci6n kind voor, elk8 f~ctor ~ de 
VD.n e,Jn k-ling. 

Ellrc fa.c-

geboorte 

]) T .. vr 'l . ? 'T'.'\ ~ ..: C . ' ), • ,.. , .. • '·, (';i -l. • .... d c ovGr6o.ng ve>n . ,J.l, o,:i E , E , r,, .:..u dooI spec1.a.t.L.,, ... 11J ·, v::..n e 

bcachon\1de 0i:,...nscl1a:J V•Jr::rug8n en moet clns dL:; e:·m gedcolt: Glij Ke illll
!I.!§.!..lf.Jr~ o:p~:GVr',t worc1 , .. Zo.:::,ls (in bet nlc;emee.n!) iedcre ontr.aerking, 
vermindort i~ij h<::,t G.:•".:nti:J. onden,cheidingsmogeli.jkbedeu. '!!81.j 1::i'.!<'1,,:t.r 

komt tli.'t i.n bet onderhrwige gev.:'l nos niet tot ui tr!.rnt.king, d-?.:.far de 

get::.11.on f:i , ••• , f' ,1 a.le coeffiuienten van eEw polynomium ondubbel~i.n

nig bepar ld r.i.;jn, bij v-erdere be·:rerkingen \:an deze eigenE1 -..:h1::i.p echter 

verlor<➔n ge/·,.n (b. v. bij vermenigvuldiging v·:m collec'ti.eve kenmerk(~n}. 

5. De colleotie J~ der geboorten stelle.n we nu vour door 

_ .. p., = !l j 11 _ _,, n.B = n 1 E + .n~ E + .nJE + n~E. 

Zij k de collectie der in dez.e geboorten geboren kinderen (knn
merk K) Deze he0ft de ui t :~cbreidhoid k := nl + 2n1 + 3n_~ + 4n 'i• Hieronder 
Zl.Jn n .1 die geen 11 medegeborene" (kemnc.➔rk Ml,} heoben, 2n:; die cc.Sn me
dee;uborene hcbben (M:1), 3n 3 ,lie elk twee medegeborenen hebbe.u (M 2 ) en 

4 n,1 die ell~ drie medeg~uorenen he11\H.n1 (M.,). We hobben dus 

K = 
n 1M0 + 2i-1.1M1+ 311 3 M2 + 4n,,JJ1 = f_Jviv+ 2f.:.; M1+ 3f3 M~+ 4f.,:M 3 

n 1+ 2n.1 + 3n __ i + 4n,1 
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We nemen nu voor bet· ke-rJIDer.k .M,, bet fq van bet ontbreken der in 

P.\J..nt 4 genoemde com.plicatie bij elk der_)!loo-egeb-oxenen van een kind 
' --( df~,kind zcJ.f' ni..e.1 medegerek~,r~d),.•"··'V"6·or het aldaar laatst beschouwde 

, geval '·~r onafbank..oli .. ).k.bei·cl' ·is di t fq 1 voor de enkelgeborenen, E 

voor ellt'iivraelingki.hd, Ei voor elk drielingkind, enz. Dus: 

Kr _ f1 + 2f ;i. E + ~fl Jl + 4.f1, E;;, - ---------"•~------~ 

, Men kan hiez,voor· ook .. scf1rij ven: 

£!?. 
dE ~El --- D = -- = --~ .. 

(~li) B' ( 1) 
ctE t::::: 1 

, Dit is dus bet fq Va.Q_het volled_ip; ontbreken def_CO,!J1£licatie bij El:lli 
.,· medege2,o~fill£:ll der ui t de beschouwde geboorten voortgekomon kinderon. 

Elke drieling bevat drie, elke vierling 6 paren van tezamengebore

non, wanneer men een paar niet rangschikt. ]o~_t.m.en .. di t wel, dan wordt 
* het aantal paren verdubbeld. Er zijn .. dus n 1"~--3n_,:J- 6n~---ongerangschik~e 

en 2n,.,-;.. 6r1_'.' + 12n'f gerar:gschikte paren. Het fq van bet ontbreken dor 
cor;:~2:.i'.::-1.l~ ::...2 ·;.; ij/alJ e· med.eg~eb-0reiren van een paar ( de tot di t paar be

horcnd 0 ::.:.u.:.clcren niet medegerekend) is dus bij een tweeling 1, bij 

een ch':i,el:i.x.:6 E, bij een vierling E 1 • Voor de collectie der :paren 
(colls-(:tief lr.enmork P) vinden we dus: 

'2 d ::S --

;&Venzo--·vinden- we voor hot fq van bet volledig ontbreken van de compli

catie bij alle. medegeborenen van een tezamengeborcn tri1;)01 
B111 (E)/Bm (1);:;: ~-'f//1 t-::. , • •. : .. :t; 

t ,ti-,, I . . ./ 

6) De onderstaande tab el 'l..)b"evat dezelfde collectie geboorten als bo-

van beho.ndel:1,_. onderscheiden nae.r 1 ~ de veelvuldigheid der geboorte, 
e · e .f. 

2=-h0·t;. ,:e2lacht d'er kinderen, 3= hun levensvatbaarheid ) • 

V.Jc t'(,:-J v:e de k.e.qmerken J,t en Mt voor een levendgeboren j ongen, 

resp. ?i:·:i.~::::je e.i.1 Jj on M!il voor de doodgeb9reuen in, dan kunnen we b .. v. 
een dr:l.. ... ,Li..:.1g, bestaa~de ui t een leve~geboren j o.ngen en een levend-

en f38!:l 1 oclgoboren ".lleisj e (na gedeel telijk o.ntmorken evenals in p'Qnt 4) 

voors'ticl.:i. e.n -door .. T., _l\i!pl\\1 • Indien de symbolen J, , enz. geinterpreteerd 
wordc;:1 als de fqr1 ~1a~·1 lrnt niet-optreden ener bepae.lde eigenschap bij 

i., een JI, enz. en i.nC:ien dit onafhankelijk is van het al dan niet op-----------------...-
') L~.C. tabel 4, p. 31 en tabel 7, p. 33 • 
.2) De onder·schoiding naar 11wettigheid" of "onwettigheid" blijft bier 

buiten beschouwing. 
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treden daarvan bij de medegeoorenen, on'trerr:Jchillig welk kenmerlc deze 
bezj_tten, 

TA.BEL I ; ..: : .•.. ; .: ;; : :~:: .. :: :; ;,. :: :: ; ·, -. : · .. ~-- :: · .. :. . : ·:: .. : · ... : ::~:: .. : :: : : : ::: :: : : ; : ; : :: ;; : : :; . : .; : ~~= ;; : . :; ::: ::: . ; : ! ;; : : . : ;:::' • ~: ;; : : : : :: :: :::: :: : : : : ::: : ; • : ; : : : : '.:;::: ;; ;: : ~~::: ::~.;'.'.:: · ·. '. ·,: :: :· .•. ; ·: ::~ :· .• ~::. •. ~ ·.;: ·.·.; ~; :: ·.-.-.·.~ ·.: ·:. :: ',!:.•.•.·.-:::.· ·. ·. ~---.~~: '. ;:t: :~~:~:: :~~::: ::: : :::::: :;::;;:) 

Ii.. L~;;:~:~:~~:::nTui~1~j~a l! ~;~~~~ T 2 ~~~•l~py:1!. 2 M !,:·•;': 

l: vatbaarheid 11 va.tba::irheid \ \ 1 M : ll L~~~~d..... ...... .. .......... .. ........ .... I! ··b;i,i~ .. ·•1~;~~·~i•·r .. 68·6· ·-r"···~,-5·4······!" ....... 69cf·. .. .. i! 

ti J)ood 2 490 25 H H ;; 

,, 39 51 ll 
b0ide dood 25 7 22 

Q!i.?J.J!J£~?l! :: Yi~rlin~rn.n !\ 
11 ······•·· ... ·i~-;~)l;·~·:•······'t·•··:i····j .. ~~·~·~~;;-· .. ·•·•2· .. ·j·;~g~·~·~···· ···1····•i;~g·~~· ............ 3 ..... ;~·i~ j·~ ·~· i ! ·····1•·••··j··;;·~·~~···• ...... ll 
l!.Y~.~.~.~~!.~.~~1 ... !. .! ..... 1.11~~~~0 2 moj_sj ss ' 1\ 3 meisj es H ll .Alle levm:1d l 3 5 · ·· ........ 2· · ;; ......... 1..... . ..... !I 

i! 21 I\J[. dd~ocdd l -1 - _2 2 \ .. 1. - \\ 

1 I • " ii 

1:.~ .. ~·~·····~·??..~ .......... "' ............................ , ............... ; .................... -.:: ..................................... :,;:···•···· ................................. ~ ........... , ... ;:)J .. :.·:::;·:;;:;::::··;· ......... ; ... · .. ·:·:•:;7.':.,.ll 

dan .ltu.'1rwn we bovenstaande tabel als volgt samenvatten: 

183 115 B ::: (j, Je + mf MJ+ j-4 JJ + m(jM.l:) + (688 J: + 754 Jt Mp+ 690 M~+ 

l 2 3 
+ 64 ;fl ~1 + 25 Jl Md+ 39 M,J, + 51 M1Mj+ 25 J(f + 7 Jd Md+ 22 Mill) + (3 Ji+ 

,, J. 2 :; 1 3 
+ 5 Ji,"Me+ 2 Jt: Mf + 2 J cM1 1VI j+ 2 Mt M,+ JJ._ Ja + MtM;) + Jt Mt 

Mon ziet hieruit, hoe ge~akkelijk daze symoolisohe notatie zich 

"lezen" laat. De getallen jt., ••• ,mct zijn niet direct uit de tabel af 
te lezen. 

Wo hebben bier voor Been polynomium in J1 ,Mr,Jj en Mj gevonden. 
(do doling door 183 115 laten we eenvoudigheidshalvo achterwoge). Ont
merken we ·t;en a.anzien van de l0vcnsvatbaarheid, d.vr.z. substitueren we 

L1= L.;= L, M1= M,,i= M, da.n krijgen we: 

183 115 B = (jf. + j)J+ (m,.+ m~)M + (775 J2.+ 825 J M + 763 Mt) 

+ (4 i 3 + 5 J 2M + 4 J M2+ 3 MJ) + J M3 • 

On-'Gmerken we daa.rentegen t.~.v. bet geslacht: J1 = Mt= I{.,,J :.-: M = K.1, 
., . { .j j \ 

dan lcrij gen we: 
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183 115 B = (j1+ m,ke+ (jtJ + md )Kti + (2 132 X.: + 179 K1 K, + 54 K!) + 
J I 1 1/ 

+ (10 K1 + 4 K1 K.;1+ 2 K1 K_.) + Kt. 

St0llon we door j,, cnz. de oollootieve k~nmerken van do colloc
tio van @:Q levondgeboren jongcns, enz., ongeaoht do ve~lvuldigheid 
hunn(jr s~;boorte, sn lezon wi; de uj_tgebrt.:idhoden dezer coll0cti0s 

af ui t hot eerste gedc.Jul to van de ta.bt::1 1 dan vinden w~: 

92 705 1,. = 183 115 ~~Jt = jf' + (1 ]72 J, +· 754 M1 + 64 Jj + 25 Md) + 

+ (9 J.1~+ 10 J,,Mf+ 2 M:.·+ M/Mi1+ M:) + MJ= j 11 + 2 215 K + 24 K'"+ IC'= 

. 2 ,.., jr'\ = Je+ cJrv, 

(waarin we rochts vollcdig ontmer1-r:t hebben), dus , 
j t= 92 705 - 2 240 = 90 465. HirJrin kan (;~ g&intf;r:protecrd "17ordon 
als h0t ontbroken der bodoold~ eigenschap bij alle m0dogeborenbn 
van lcvenguboren j ongEms. Evenzo vindon we: 

,, 88 212 ¥}'"( c= 183 115 ~ib· = m, + (754 Jl + l 3~ Mt+ 39 Jd + 51 M~) + 

+ (5 J12+ 2 >-- ~JtMt+ 2 J1 M➔ + 2X2 Ivl/Md+ Mi+ 3 J,1.M/= m1 + 2 224 K + 
+ 16 K1 + 3 KJ* me+ 2 243, dus m1 = 85 969, 

4 .-1.( . ~B . ( ) 2 90 /, ~ = 183 115 ~ = J + 64 J1, + 39 Mi+ 25.x2 J:i + 7 Mj + 2 J✓._ Jd = 
l: uuJ 1 t 

= j:, + 162, dus jd = 2 328; 

2 106 lY'lj = 183 115 ~- = m'.I + ( 25 J1 + 51 M1+ 7 J.; + 22Jr2 M:1) + 
tJA,i 

' .l 
+ (1J1 Mt+ 2 Mt+ 2 M1Md) = md+ 133, dus md= l 973. 

De waa.rden j1,, ••• ,m ,-J stcmmon ovoroen m~t do 1. c. in tab el 8 ge
gevcne, die evenals do rest dozer tabl;.)l uit de card(:;r g~noomdon is 
a.f ·to leiden. 

--
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§ 2. :Oo methodo dcr col.1(,cticvc lccnm-:.;:rkcn. 

A. Algemene karekt~riscring 

1. We l:oschotwrcn e:en (ic;igbnlif:c) collcctie v2,n elkc2,r uitslui

tendo eventue.liteiten 1 ) r V,Cl.l'J de 1_,it:;:.::brcidhoid Y; h2,e,r eln 

( 11 element2.ire evnn) duid,.n "'.Te :,y.,n ,iKct [_'>. (,,\ = 1, ... , Y-). De"methode 

der collectieve kenrnGrken" 1.Justa: t d,?.,.._rin, ds,t we c1c evn [>-. en het 

collectievc kenmerk C van de collectie r door getallen, en vel door 

1.ivhn -Y) vsrvangun. 

Da.srtoe nemen ue een ev '[ in gcd 0whtenf die tel.kens ~ gebeuren 

als eon el i gebeurt, en ~bl zo, d2t er in dat geval een bepaalde 
II -

wh (die v2,n el tot el Vt;rschillend kan zijn) . e 11 )bestaat, dat '-f, ·. 

niet 3 ) gobeurt. Dit betekent dus, dat vre de -~~e collectie I ver-
--- N -,tr> 
V!?,ngen denken door een aa.ntalVdenl-cbeeldige collecties I ( 1 ; r ; N) 

v2,n dezelfde ui tgebreidheid Y- en vrnl zode .. nig, d::t er onder de over-
1. (f) 

eenkomstige N eln i. 11 (Avast, r v2.riB.bel) Ne'>. voorlrnmen, 1H2,arvoor, 

§:lE;'l ze gebeuren ook -1 f; gebeurt. under de NV mogelij}:e gevallen te

zamen (r en;\ beide vari2,b::;l··) komen er dus ~Ne 11 voor, die tot -,0 
-, , rJ 

leiden, d.w.z. bet gerniddeld.e fq_ v2,,n de eln :90:;r collectie I die tot 

, T, leiden is ~ . ~ 2 Ne"= -¢ 2. e >-. Gs.?.n vre hL,r '11e 0.,r van de fq

terminologie tot de ~,h-terminologic teruc, door de fictieve collec-
( r) 

ties I weer te vcrv:::.ngcn door 1 , de .. n '.'Ordt dit gemidr:'cclde fq_ de 

wh d2.t , t, tengevolge van een el v2..n r ze.l o:ptredsn. Jeze wh is dus 

he• gemid1clde C der a2n de f'>. toegavoegdo wbn: 

( ) 1 ~ 
1 C :-: ✓ _/" e 11 • 

Deze wh C is dus een a.J.n ieckr el VP.n r (tlongovolge van zijn tot 

r behoren) toegevoegd sct2l (afh2n~olijk van de gekozen ev ~ ), dat 

tp/e a.ls re:;;iresentant voor hct col1ectieve \enmerk v2.n r· kunnen kie-

zen en do.2rom ook met de lettGr C ' .. -,n6 cd·,tid bebb0n. We zullen deze 

vvh metaforisch da2,r oak als 11 collectief kenmGrk 11 van I aanduiden. 

-------~ 
1 )Afkortingen~ ev(n) = eventualitsit(en); ~h(n) = waarschijnlijk

hcid theden) 
2. 
)Daar v~le toe:;,assin::sclt der 111etl1ouc o;;, oc scl10uwing2n omtrcnt ma-
them2t1sche modell~n !n pla~~s van empirische collecties bBtrek
king hebben, zullr.;11 w:e in di t ged.e 1 te c~is fq_-terminologie herhaal
delijk door wh-terminologie v2rva.ngen. We herinnsrcn er 2,,,3n, dat 
een vh eenvoudig een fq is met betrekking tot een model-collectie 
waarbij ter mathematische vcrE:envoudiging dikwijls ecn limiet
proces ',rnrdt toeg,e:Je,st, in '-1'/clk geve,l de '>'Th 2,ls limiet va .. n fqn 
optreedt. 

3 )Hierin kan 11 niet 11 even goed doer "vrel 11 d.~7.z. t door,{ ( 1'non
t ";vgl. pe.g. 13, -Nhr pag. 12) vcrvangen warden. Bet gebruik van 
deze ncgstio is dus on:1ezcnlijk, maar m&akt verschillende for-

1 . . J ,, ,·· 1 J t d b . mu eringE;n lE:GS gemaKK8.LlJ_,_:cr co e ver euld1ng Si)rc};:0.nd .. 
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1;7e lB,ten nu de ev t, gehecl of c;edeeltelijk onl:lepaal9:., waardoor 

de e >- het 1,e,ra.kter v2x1 v2,ri2,belen ~~rijE:en. Het "collectieve ken

merk.11 C ~rordt d,,n eveneens een vs,ris.bele, en vrel een fu£_9tie ( i. c. 

een homogene lineaire fct) van de als ona.f!rml<.elijk vera,nderlijken 

te beschomren e >-. 

2. ~:1e denken ons nu 1' 
sub collect ies Ai ( 1 ~ i ~ 

verdeeld in een kategorisch systeem van k 
k 

k) vsn de uitgebreidheden V: (dus 2 Y = Y). 
I I 

Aan elk da2,rvan kurmen 1;re evenzo een 11 collectief kenmerk 11 in de 

nieuwe zin toevo,sgen als een 'JTh 

A =.1~eA 
I y I 

I 

vraarin het symbool -:; i een sommatie aanduidt over al die eln v2n I 
die in / ... \. liggen. St ell en vrn nog '!_{; = p. , dan is dus 

I I k 
k 

YO =28>-=2'2e>-=2'.~Ai 
I I I 

of 
(2) 

~' 

C ="Sip. A. 
""--II 

I 

Tussen de "col le ctieve kenmerken" C en /~. bestaat dus de iden-
1 

titeit ( 2), ~EE..£llil1.tL!1£~__§_e ev 't. r;,;e~.:ozen is (mits zodanig 

dat voor el}\, el [.>- een bepe.2,lde vrh e>- bestaat). 

3. De identiteit (2) blijft nu ook bsstaan, als vre van de collec

tie r overga.an tot het wh-veld yS , v12,:::·,rbp de oorspronkelij~,rn eln 

i, >-- niet mesr onderscheiden rJOrden, maar de eventuali tei ten JJ..,i be

staande in ht:t gebeuren van een der tot /-\ behorende eln 1 ) thans 

als n element air" beschouwd ',rnrdcn en de vrhn pi bezi tten, ~ is dus de 

vz bestae.nde ui t de k c ln A1 , ••• , Jl k, waaraan de getallen p 1 , ••• pk 

toegevoegd zijn, torvrij 1 aan iedere deelvz cy- vs,n ~ de som p{°!/")· 

van alle Pi is toegevoegd, behorende bij Ai die tot dezo deelvz be

horen. Deze "funotie" p( oY:lis de ( absol11ut) addi tieve vz-f ct die hot 

wh-veld als zod- nig definieert. Doord2:,t · hct Yrh-veld eindig is, is 

deze vz-fct door de getallen Pi ondubbelzinnig bepa2,ld. Deze~ ~chter 

fil-jn hunn_erzijd§_bepa::·.ld als de_g_o_.9_:f.ficientE'rn van de. ont~1rikke)-:.ing 

(2) van de variabele C na?.r de v2,riabol,,n Ai • Door deze ont-17ikke-
.,.,, _____ ... _ ... _ '---·-- .. ----~--- ---...... -- -- . --- _,..... __ ,,-. .,.,,- ................ _ .. ---·----- -·---~·~ ... ----· 

ling__ ~s de~ ~~~ vz-fct p CY) dus volludig ve,stgolegd. :Joords.t nu de 
.. ..___..._ 

e>- niet meer optreden, l{unnen de Ai the.ns als on2.fhanlrnlijk vera,n-

dertijken beschouwd ,,rorden. 4e kunnen Yr interJreteren als eEJn ox-

12.ortmep~, dat kategorisch tot een ve.n de evn ( "ui ts Ls.gen"~ 11 ui t

komttep", 11 resultato~", onz.) A, , ... , u'7; leidt. Do overgang van de 
I k 

----.Ji-------
! . 
) Jti is dus de disjunctio der eln van A,. 

f 
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v:::m do collcctic I n2.ar hct ·,rh-v,~ld (e, houdt in, d;:-1.t de fijncre 

ondc::rscheiding (door r:1iddcl van de eJ..) dan ·de vl; tocst2,?,11 niet meor 

ve.,n bol2,ng ·rrordt gc2,cht (b. v. v.;rscbillcnde :plaatsen of tij dstippcn 

van hct experiment, bcpaaldo vari2,tic:s in de apparatuur, e. d.). Do

ze bopo..lcn de toogcsts.nc ~.Q.£!_;2c:c,rc1:.:,_Q, vra,:Tonder hct ex:}8riment go

nomon zal warden. Zijn doze vc;rvulc1., d2n tredcn de tA; met do i:rhn 

Pi op. 

4. Gaan we thans van ccn cindig tot eon onoindig vrh-veld 75- over, 

dan moetcn we daartoe een rij v2,n eindige v1h-volden 't"' ( 1 -; y < oo) 
beschouwon, zocl. ,nig, dat elke dcelvz o/ van bot onoindige ~irh-vcld 

uit een rij declvzn °J';' d2r approximerende 'Hh-vclden ~ ontstaat, en 

dat de bijbehorende w2.ardu1 p (°f;) der e.cld vz-fcts p,.,. ecn limiot 

hebben, die we met p(r) 2,anduiden, en vrel zoclt:'.nig dat deze vz-fct 

niEJt slcchtc; additief, rnae,r zelfs absoluut ad(1iticf is (zie pag. 26; 

wbr :pag. 51). D011J<:0n we ons nu aan elk cl [>. van ~ sen geta.l A>. 

toegevoegd a.ls vrh dat een ev 't: niet gebeurt, dan vormcn deze ge

tallen Ax een gcwone fct (gccn vz--fct) op hot wh-veld t- . Volgens 

bet op bl. 27 e.v. (vrbr bl. 55 e.v.) bchandelde kan dezc gowone 

fct A'/,.. met bchulp van de abs add vz-fct :p 6 cintcgrsc:.erd 110rdon. 

Zondor hicrbij OJ? de al~cmcne theorie in te gae,n ve;rmelden vre 

slochts de belangrijkste voor de mathem2.tische statistic::;: bcla,ng

rijke g8v,:,-:..llon. 

(3) 

a. t'., is e,ftclb2.::-r oneindig; i doorloopt de vraarden 1, 2, 3, ... 
~. Dan is L'Pi = 1 en 

b. ~ is onaftelbaar, maar bcsta2t uit een i~ndimcnsionaal con-

tinuum, vr2,a,rlangs con pD.ramctcjr gogcven is, die ;:re met x in

plaats van i ae,nduiden. In :.'.?le.ats v2,n Aj komt nu ccn ,.rille:kGurige 

fct Ax of A(x), die nict continu ') bchoeft te zijn. Voorts v0ronder

stellen vrc, dgt de abs add vz-f ct :p (~) sen fq-dichths id ( hicr vvh

dichtheid) f ( x) b c zit, vro.c~rb ij dan p ( 'r) de integraal v2,n f (x) over 

de vz 3/ is Men hecft dc::n j f (x)dx = 1 en 

(4) C =}f(x)A(x)dx,· 

uitgcstrekt over het gehele gobicd dcr variabole x. Zo dit niet de 

gehele x-as omvat, nemon Yrc f(x) = 0 buitcm dit gebied; de intograel 

kan dan van - oo tot + oo gcnomen vrnrdcn. 

c. tc; is een moer-dimensionaal continuum, b.v. ccn r-dimension~lo 

C2,rtesisch8 ruimte R r of ecn deol ervan; p('f') bczit een wh-

' )We ondE-rstellcn bier clat de discontinui tei ten slcchts van zodanige 
aard zijn, dat integratie in de zin van Riemann mogelijk blijft. 

~ Dit is echtcr n:klt nodig. 
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dichtheid f(x, , ••• ,xr), die v,e bui ten het boschouwde decl vrndorom 

nul nemen, A(x, , ••• ,xr) is ocn g0~1one (evsntue0l discontinue 1)) fci 

op 't . We h0bbE..n de,n 
f-- .. -

( 5) c = / dx1 ••• / dxrf(x1 , ••• ,xr)A(x1 , ••• ,xr) 

wa:::,rvoor vre bij s,fkorting ochtcr ool< schrijvGn 

(6) C = / dx f (x)A(x), 

ondGr x de getallon x 1 , ••• ,xr en ondsr dx bet ·i)roduct dx, •.• dx r_ sa

menvattende ·en de intogratic ov~r- de gchclo ruimtc B.r ui tstr(;ltkende. 

5. In ( 2) Y7as C oE..n ( lincairo) fct vr:m de oindig vole v2,riab0lcn 

Ai • In (3) is C een fct v:::,n (e,ftclba;:-~r) onei,dndig vclo variabelon 

A; govrorden, d.vr.z. een Yrnt, dio e,an olkc rij van got,:,llcn A; (mits 

~ 0 en~ 1 gekozon, daar zij whp voorstellen) cen getal C toevoogt. 
In (4) en (5) trcodt --in pla2,ts hicr112,n o.cn v-.rct, die ae,n iodcre 

functie A(x) resp. A(x,, ••• ,xr) (dus 22,n con vz v2,n onaf1_elba,e,r_ vcol 

gotallen, nl. de functiowasrdon),mits ovcrBl ~ 0 ens 1) een getal 

C toevoegt. Zulk eon wet, dus con fct v~n allo door ccn andcro fct 

e,e,ngonomcn waarden hoot Obn ~ti9.!1£1, 

Als vrn in (2) of (3) v1illcn 2,2,nduiden dat C een fct van de Ai is 

zondcr precics do vorm van de fct aan to gcvon,. schrijvcn v;e 

C =r(Ai), of ook C = C(Ar) om de invocring van eon nieuwe letter 

te vcrmijdon. Dit is eon ?,fkorting voor C = C(A 1 ·, ••• ,Ar) resp. 

C = C(A 1 ,Ai,A 3 , ••• ), on ,,-,ordt soms nog vcrdcr afgckort door do in

dex i tusson de haakjcs wcg tc l~tcn. In de govallcn (4) en (5) ver
vangt man de rondo he.ken door rcchte, om aan to duiden, de.t we 

eon functionel inplei.ats vs-,n met cen fct tc m2,kcn hebben: 

. 
6. Alle_ funct_ionol_c afhank0lijl_ .. h~eri. (1) - (6) ga-3,n in identitei-

~FP .QY..::.r ,_ als ___ alle __ whn eA.' __ .b._t , A(x) -~n;. __ enG -d~or _ hb_u --~~-t;,_i ···1--;;;:. 
y_angen 1'mrden. Dit blijk.t n.1. uit de doorga2,ns vermelde relaties 

2 :Pi = 1 o. d., me,ar kan ook als volgt ·word.en ingezien. Neemt men 

alle ex= 1, dan betekent dit.(althans bij een eigenlijke collectie) 

dat non t s:ceeds 2 ) o:ptreedt. Dan is dus oak C = 1. Is b. v. A = 1 

I) 

2) 
zie voetnoot pag. Math. Stat. 39 

Bij oneigenlijke colleoties zal de term "steeds" (of ook "zeker") 
door "bijna zeke:r: 11 vcrvangcn mosten YTorden, d.w.z. zeker behou
dens evn van vrh O. 1/e gaan hierop echter niet in. 
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dan moeten alle 1) e>. (behor,,nde bij l>.. in A,) gelijk 1 zijn, daar zij 

een ~emiddelde = 1 hebben, en geen ervan > 1 kan zijn. In de gevallen 

(4) - (6) bedoelen wij met de notatie A= 1 of A(x) = 1, dat de fct 

A .i.~ .. egJ.A.e}s (dus voor alle waarden van x) = 1 is. 

7. De vz~.fct p('Y') is volledig bepaa.ld, als de fct C(A) l) voor 

alle toegelaten waa,rden stelsels Ai.') gedefinieerd is. Nern.en we name

lijk Ai= 1 voor alle A;,, die tot ~ behoren en = 0 voor alle andere, 

dan neemt C de waarde p('"f) aan. In gevallen (2) en (3) krij{?,t men b.v. 

C == Pi,door A •• = 1 en AL= 0 voor alle i + i.,,te nemen. In gevallen 

(4) - (6) krijgt men C = p(~, waarbij w~ voor er gemakshalve een ~-

bied nemen, door 

A(x) =i 1 voor x in ;? 
0 voor x buiten o/' 

te kiezen. We duiden deze §.££.£._i_§.].e fct i,) door 

!"f" ) aan; zij is dus = 1 als ba,-::r benedenindex 
' 

'1' 
) (x) :;) (of·\~ of 

(resp. hc;,e,r argument) 

een el is van de door ha2.r boveni.ndex aangegeven vz, en anders altijd 

= O. We hebben dan algemeen 

( 7) '6- p ('Y') = C ( \r ) 
Dae .. r \ overal = 1 is, vinden we dus terug dat p ('&) = 1 is. 

Zo is b.v. in geval (4) de ye!:9eling~fct F(x) van de stoohasti

scbe variabele ! die f(x) als wh-dichtbeid bezit direct uit (4) af 

te lezen. Hen heeft irnmers 

( 8) F ( X~ ) = rf ( X) d x _.,. 
voor iedere x 0 • Men krijgt dit uit (4) door 

_ I 1 voor x <:: XO 

A ( x) - l O voor x > x 0 

= Ir 1f f )(.,) 
d.w.z. A te nemen. Bij functies van ~~n veranderlijke xis 

bet va~k gemakkelijk, in plaats van de algemene I -fct een speoiale 

in te voeren, t.w. 

1) Resp. "bijna alle". Vgl. de vorige voetnoot. 

&) · Resp. bet funct ionel C [AJ • We la ten deze toevoeging verder door

ga,~;,ns weg. 

J) Mits overal -? 0 en ~ 1 • We lat en deze t oevoeging verder doorgaans 

weg. 

'I) Zij wordt doorgaans de karakteristieke fot van de vz Y genoemd. 

De term "karakteristieke fot" heeft ecbter in dit hoofdstuk een 

tweede betekenis, die met deze niets te maken heeft. 

r) De I is bier als (hoofdletter) iota uit te spreken. 
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(9) 

'l (X) 

.,_, .• _,...,_,,,,~ .... ,__ .. , •. _ .. l __ ._ -·- ... 

Math. Stat. 
fig. 7 

0 X 

L(x) = { 1 voor x ~ 0 
0 voor x < 0 

Whr 131 

Men heeft dan A(x) = L(X 0 - x), of 

Vfhr 
fig. 6 

(10) 

8. Het belang van de methode yan de collectieve kcnmerken is ech
ter voor een groot · doel daarin gelegen, de,t de vz fct y (o/) reeds be
:paEld is, zo C(A) niet voor ecn zo ruime klasse van waardestelsels 
Aj (resp. fcts A(x)) gegeven is, maar slechts voor een veel engere 
klasse bekend is, Zo is b.v. in (2) duidelijk, dat C daar een li
neaire fct van k onafha.nkslijke variabelcn is. Ncemt men echter voor 
Ai de m@:9hten Ai van een enkele variabele A, dan wordt C(A) een fct 
ve.n slechts een veranderlijke, die dan echter niet meer lineair is, 
maar een polynomium. Deze substitutie laat zich eenvoudig interpre
teren als J\.i als conjunctie van i cvcntualiteitcn .lf:1 , ••• , /J;; be
schouwd. kan worden. Men neomt dan een ev '€-, in g0dachten, die zich 
bij ~ fi/J. kan voordoen, en wel met een ·wh 1 - A, onafhEn:.~elijk 
c.aarvan of zij zich bij de andere Ai wel dan niot voordoet. De ev 
, 'e- gebeurt dan als 't, (de "complicatie" van § 1, punt 4) zich gecn 
onkele ke0r voordoet. 
J)oor deze zelfde substitutie Hordt (3) oon m,?,,2J1tr~idS.§. in een varia
b0le A. Nu is echter uit de analyse bekend,dat de coefficienten van 
een in een machtreeks ontwi:,kclbnro fct ( s:pociaal een polynornium) on
g_~belzinnig_ bepaalg._ zijn. Zodra men dus de functionele afhankelijk
hoid tusscn C en deze ene variabele A kent, zijn de coefficienten Pi 

daardoor bepaald. Het is indcrdaad voldoende, als C(A 1 ) voor 
0 ~A~ 1 bopaald is. Uit een stelling van de functietheorie volgt, 
dat di t zelfs reeds hot geval is, a ls C (.h.) voor alle A ui t een ".::!il
lekeurig klein, maar eindig deelinterval v2.n bet intc·rval van O tot 
1 bekend is. Men heeft dan narnelijk: 

( 11) 
. 

1 a'c 
P; = TI- dAT 

De overeenkomstige keuze A(x) = ~xin (4) is alleen mogelijk als ! 
\litsluitend vraarden ~ 0 aanneemt, daar A(x) anders niet tusscn O en 
1 blijft. De wijze, waarop in dit geval f(x) gevonden kan warden,, be
hoort tot de theorie der transformatios van Laplace en blijft bier 
onbesproken. 
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9. Bet is wel duidelijk, dat talloze andere speciale keuzen van 
Ai evenzeer kunnen dienen om de pL vast te leggen. Van de grate vrij-

~ heid in de keuze die men op die manier verkrijgt, kan men een nuttig 
gebruik maken om voor een gegeven vraagstuk een eenvot:1.dige oplossing 
te geven • .Anderzijds houdt dit een ernstig naq_e-~,l van de rnethode in: 
~oor de introductie der A;_ maakt men C afhankelijk van grootheden 
die in het algemeen door een opgegeven wh-vraagstuk z~lf niet bepaald 
zijn. Bun keuze zal dus op doelmatigheidSJ2.Y§.!:,Y!egingeg berusten, maar 
zal in•het algemeen niet "goed" of llfout" zijn. Algeme~ aanwijzingen, 
welke keuze op eenvoudige wij ze tot. het' doel zal voeren zijn, voor 
zover bekend, niet te geven. Bet hierin gelegen bezwaar houdt in, 

7 

dat hierdoor de typische uit de elementaire planimetrie bekende 
11 huJ.plijn" - moeilijkheden optreden. 

10. Een tweede ernstig nadeel van de methode bestaat daarin, dat de 
interpretatie der A~, A(x) enz. als whn beperking hunner waardcn 
tot het interval ( 0, 1} nod ig maakt, het~;een, zoals we aan het slot 
van punt 8 al zagen, voor stochastische variabelen die negatie7e v;2.-ar

den aannemen bet spelialiseren tot machten ener wb uitsluit, en 001( 

overigens licht tot moeilijkheden kan leiden. Men kan hieraan ontkomen 
door zich van deze inter;p!_etati§. los te maken, en algemeen b.v" :1.n 

geval (3) 
I)() 

C(A) = E p" A'f) 
I 

te definieren voor zodanige (al dan niet tussen Oen 1 gelegen) 
waarden der An,. waarvoor de reeks convergeert. Men kan dan oak nee;a
tieve en zelfs complexe vmB.rden der An toelaten. De 'Ji78derzijdse be

pa,8,ldheid van C(l.1.) en de p"fl vrnrdt dan een fo:r:meel rekenschel!@, zon
der wh-theoretiscbe interpretatie. Inderda2d is dit de wijze, waarop 
de methode (met de specialisatie A~= z"), dus 

(12) 

door Laplace systematiscb ingevoerd (en lang voordien door de Moivre 
al ad hoc gebruikt) is; ~ ( z) beet dan de voortbrer?:gende. fci van de 
getallen P~• Behalve met behulp van (11), d.i. bier 

1 .("-) 
p'I\. = , er < z) 

'rl.. 

kan p'I\ ook met behulp van de integra:'ilstelling ve.n Cauchy door com
plexe integratie bepa&ld warden 

( 13) ____,.._ P'" = ~ f <p ~~~'dz 

Math. Stat. 
fig. 8 

Whr 
fig 7 

waarbij f integrs.tie in bet complexe 
z-vlak betekent; langs een willekeu
rig gesloten continue kromme C, die 
eenmaal in positieve 
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Zln om de oorsprong z = O loopt en geheel binnen het convergentiege

bied der reeks ( b O v. : z 1 ~ 1 J daar de reeks voor z = 1 convergent is; 

[. pn= 1) gelegenJ maar overigens willekeurig iso Neemt men speciaal 

de kromme IZ/ = 1, dus z = eitJ ~, dan is dz= iz dt en 
... ---. " . ;.1( 

(14) Pn = 2~ / f (eit)e-ltn dt 
-lt 

( de irltegraal kan ook over O ~ t ~ 2n of algemeen a ;? t ~ a + 2TC ge

nomen worden). In dit geval zijn de pn de co~ffici~nten der ontwik
ot 

keling van f ( el ) = f ( t) in een reeks van Fourier: 

( itn) it ( int (15) Ce =(l)(e )=1/r t):::pe I ir n J 

waarvan bekend is, dat zij door (14) gegeven zijn. In deze vorm is 

de theorie wel voor uitbreiding tot willekeurige stochastische vari

abelen vatbaar. We komen daarop nog terug. 

11. In punt 3 waren we uitgegaan van de whn p. van een kategorisch 
l 

sys teem van evn Jt. J alle onder dezelfde voorwaarde ( n) V en we heb-
' 

ben daaraan de lineaire fct 

( 2) 

toegevoegdJ waarin dus 
f fl, -

P1 = P ;·J 
Ai = PfA;tj 

C = PI-;}') 
is.We kunnen echter ook een dergelijk proces toepassen, indien we te 

maken hebben met de whn van eenzelfde ev A onder verschillende voor-

waarden, (gevallen, hypothesen; omstandlgheden e.d.) V, (i = 1, , .. ,,k). 

Op analoge wijze als vroeger kunnen we bereiken, dat de l{ een exclusief 

systeem vormen. Is dan£ de voorwaarde (hypothese enz.) dat minstens 

(dus precies) een der voorwaarden 7,( vervuld is, dan is het systeem der 

Y kategorsich t .o. v, .;re , We onderstellen daarom verder dat Je,, in ieder 
' 

geval vervuld is. Zijn a 1 de bedoelde whn, dan is dus 

( 17) /t 
ai = P[K-J 

Natuurlijk behoeft nu niet [. al. = '1 te zijn. Terwijl a., de wh van A 
l ' 

is als gegeven is dat het 1: geval zich voordoetJ denken wij nu met 

behulp van een niet nader bepaalde loterij beslist, 



.. 
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welk van -de gevallen zich zal voordoen. We beschomrnn dus een loterij, 

v;aarbij elk lot een der voon7aarden r, ci,ls "kenmerkY d::,:,aagt en nemen 

aan, dat de door loting verkregen voo~122rde bij bet bep2len der wb 

van A vervuld is. Is Xi de wh, dc,t Zbij de loting ge<;rokken word·~, 

en C de ">7h, dat J'l, gebeurt, hoe oolc. de loting ui-tvalt, dan is d"J.s 

( 18) 

dus 

(19) 
en 

(20) 

C = P r!\,J 
- 1(, 

7: X · = P [ .... : ... -1 
1 'Ji. -

Hier hebben we dus ook a?n de whn a; een lineaire fct C toegevo03d. 

Vergelijken we (2) met (20) dan correspondeert: 

Pi met Xi 

A· If a i I 

Ai 11 r: l 

r " 'Jr, 

it II _A 

Ondanks bet f ei t, d at de Xi door de b etrekking ( 1 o ~ ; - re-::-,:~ /'.)Yl ,.,-j-; ''l, 

zijn de ai door (2:>) ondubbelzinnig bepaald. 

Substi tueert men b. v. X k = 

C == ak+ 

in ( 20), dan wordt 

ak) 

vma.rin thans X1 , ••• ,X 1Honafhankelijk z1Jn, zodat al< en u.o ai- ak:, 

dus oak de a 1 bepaald zijn. Men kan overigens ook de ~el~tic (19) gs

heel vermijden, door in plaats v2cn door (18) de Xi als 

(~nder de onderstelling 1t ) te definierene Dan wor·C:.. c 

(22) 

Evenals tevoren kan men ook bier afzien van de interJretatie d0r 

X, als Yvhn, en dagrmede van de -relatie (19). Men voegt can zuiy·e:.~ fo::n

meel ae.n het stelsel getallen 2,; de lineairc fct ( 20) -:~00. 

Dit heeft het ~2.E9-eel, dat men grotere vrijheid lrnzit -~e:.--1 2,P.nz~-c;n 

van de keuze der variabelen Xi , in bet bij zonder, dat cleze geen ro·Plc 

getallen ~ 0 en ~ 1 behoeven te zijn, maar zelfs willekeurL.,., _9..9r~:~1t;~ 
gekozen kunnen vmrden. Daartegenover staat bet nadeel ~ dat bet be-
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pc=,1len der collectieve kenmerken C, d. i. hier der fcts C (X; ) vaak min

der eenvoudig is. 

Tenslotte kan men de beide gevallen combine;ren. Is plj)i de nh, dat 

zi.ch het kenmerk _A_; ( i = 1 , ••• , k) voordoet .!_ndi.§ll de voon12,2rde ~.., 

( ~ :::: 1, . .. , f,) vervuld is, vmarb ij de _Ai oen kategorisch en de 1'j" een 

e:;rnlusief systeem vormen, dan voert men een onbepae.ld gelaten ev t 
in 1 die zich ~ls ..A; gebeurt met een wh A; ni6t voordoet. Voorts voert 

men onbe:paald gelaten uhn Xj in da!_ v; vervuld is en stelt de resul

terende wh dat t niet optreedt C. Dan is dus 

(23) 

a.,.,_s 

C=P[-i'f,] 

X- = P[c--r;;--7 J V j ., 

.f V 
p '. = p [ ...... '] 

(.jll ~ 

A = p [~l] 
J\,; 

do.n is dus C een bilineaire fct van de k + e variabelen 

Ook kan men ook bier de oindige sommen door oneindige of door in

tegralen vervangon. In het mecst algcmene geval hebbun ~e een vz 1t 
vr,.n wh-vclden Ir-- , vmarin \-L een vrillekourig cl v-sm it is. Voor iedere 

~ is er nu een abs add vz. fct p 1:; ge 6even, waarin /\~Iris. Beperken we 

de algemeenheid enigszins door te ondorstellen, dat doze vz fcts alle 

op ecm~lf.£.§. vz I gedefinieerd zijn, dan vocrt men een 'i!illekeurige 

(t.o.v. p(~l voor elke \-L integreerbare) fct A-,_ ( ;\E 1) in, torw-ijl 

m0n voorts op de vz iJt eon abs add vz fct XM ( M C ·at ) aanneemt, zo

d2.nig dat de integr::.s,l 

C = C(X,A) = f Xclt< J p~~ A 11 

"'irt r 

bestaat. Indien alle optredende grootheden whn voorstcl1on is de con

vergentie verzekerd mits de fcts meetbaar rosp. abs add zijn t.o.v. 

de gekozen vz-lichamen, men hceft dan 

0 ; A-,_~ 1 ; 0 ~ P~q < 

Door de specialc substitutie 

r 
P 1 ~ 0 lj-'-)= , 

,XM = 
M 

=l~ 
rl (: ~1 

'~ 71~~ E: MI 
( 25) 

I /\ 
= i~ 1\ E: A 

A.,_ = -, 1\ E.. (\ \ 
I I 

I\ =·c(lr1 ,l/\). p(t') 

= 

krij gt men p ; 1 terug: 
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i. Je gaan uit van een ei€;enlijke collectie I v2,n de uit 6ebreid-

1ci5. n, waarop r kategorische systemen f/(, .. . ,:7{ gegeven zijn; de ,_ r 

.
0 kategorie ":J{; mo1c:;e ui t k i kenmerken J\.., ii, ••• , Jt,ik; bestc..an. Omtrent 

.e bij verschillende kategorieen behorencle kenmerken is nie!t onder

atGld, in het bijzonder niet, dat ze onafhankelijk zijn. Ze kunnen 

zolfs geheel ~f gedeRl telijk overeenstemmen. B. v. kan fl 13= A 2 , zijn, 

C.it kenmerk behoort de.n tot J{1 zmrel als tot Jt2 • Ieder el van I be

z:...t dan r (al s.an niet verscbillende) kenmerken A 1>-,, ••• , Ar Ar 

'. < ~ A; ~ ki); komen hieronder gelijke voor, d an vrnrden deze voor elk~ 

(.i., _, lrn.tegorieen J-Ci , waartoe ze behoren, in rekening gebrB.cbt. Bet fq_ 

vc 1.1 de Js.enmerkencomb ine.t ie Jl I J.. , ••. , Ar J..1- vrordt door f, , voorgest eld. 
r I\ ti, r 

D, ."J.r alle combinaties Ai>- , ... , Ar>- tezamen ook een 1;.9.,tegorisch sys-
, r 

·(<:.Jrn. vormen, is de som van all~ f >. ··J.. gelijk 1: 
l r 

k, k 
( ,· ), ~ ~ .D 1 
\ L-'·••.2'!:.rl.x .. ,>.= • 

I I I r 

~ · 'v fq_ :.ci>--; van een bepa.s.ld kenmerk Ai>-;is som van alle f >-., J../vaarvan de 

index de aangegeven waarde A1 heeft: 

Je denken nu aan elke ke.tegorie J{; een stelsel van k; trammels met 
:i.l:-~en toegevoegd, en wel zoda.nig, ds.t trekkingen ui t trornmels, die 

lJt verschillende stelsels behoren, onderling onafhankelijk zijn. Zij 

J -, j de A; ~ trornmel van het i~ stelsel A;.>.; het ( constant onderstelde) 

J:'r vci.n een be:paald resul ta:=:.t ( lotenkenmerk) -i ti . Zij voorts t, de dis

j·,<1etie V 0-'.D rt,••• 7 tr , dus -; r de conjunctie van • t.1, •••,•'Er• "ile 

12 ;Lchomren alle mogelij ke van dergelijke trommelstelsels, d. w. z. we 

br schomven de AiJ..; als variabel2,£, die onafhankelijk van elkaar elk het 

~; · ,terval v2n O tot 1 doorlo:pen. ''Je onderstellen, dat steeds als een el 

7 ",n I uit de i~ kategorie het kenmerk Jl.i>.- blijkt te bezitten, eeh 
I 

t 1 2kking ui t d@ 1\; ~ trommel van het i~ st els el wordt gedaan. :Jan is 

r·,·c fq_ van -"'1 t in de collectie van alle mogelijke trekkings:reeksen~ die 

1: 1.nnen voorkomen a,ls een el de kenmerken-combinatie Jl , , ... , ArJ.._be-
'", . 

• _··:, A 1 >., ••••• Ar>-r• Bet fq_ C van ,'c'., in de collectie 1 ) van §11.f combi-

;-:- '.ties van 2en trekking uit I met de de, rbij behorende trekki..n.gen uit 

_ -~ trammels is dan 

.. >, A 1J.. • • .Ar>, r ' , 

2Tbij het ~--teken een afkorting 
k, 

is voor ~ 1 ••• 

I 

·) Als· b. v. elke trammel Y loten beva.t beeft deze de uitgebreidheid 
r 

n Y " 
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Dit fq_ C als fct van de variabelen A,>..•, uitvoeri.ser geschreven: 
I 

C(Ai>..i) of nog uitvoeriger: C(A 11 , ••• ,A,k ; ••• ,Ar,, ••• ,Ark) is da.n per de-

finitie hct collectieve kenmerk van r met betnskkin:< tot de katego-------------------------:....---- -
rJ:een ~~ 

§E~£!§~!_6~Y~!: Zijn alle r kategorie§n ondeiling onafhankelij\, 

d.v-,.z. is het fq_ van Ai>,,gelijk ac:,.n fi>,; onafhankelijlc vsm de bij de an-
I 

dere kategoriegn optred6nde fqn, ~an is: 

(4) 

In dit gev~l kan (3) eenvoudiger ~eschrev2n '~rden: 
k, kr r k; 

C :: ( ~, f,>..,A,>-,) ••• ( ~>- frA,.Ar,1.,) = T:T ( 41 f iA/!..P,;) (5) 

2. QE.!lgerki~g. 11 Gedeeltelijk ontmerken:: hebben we bet proces ge

noemd, 7raarbij van twee (of rneer) oorspronkelijk onderscbeiden kenmer

ken bet onderscheid verder buiten beschouwing wordt gele.ten . .Jit wordt 

daardoor tot nitt,.lrukking gebra-::ht, d2.t de bij dezs kenmerken behoren

de trornmsls door een trammel vervs.ngen warden, waaruit in beide geval

len (met teruglegging, da,: .. r de :f:-~n constant moeten bli;jven) getrokken 

worC.t, dus dat voor de b ij die kenrnerken behorern::.c variabelen eenzelfdc 

ve.riabele gesubstituserd nordt. Of c;_eze door een der beic.s letters 

wordt aangeduid, die oors~ronkelijk ~e beide vsriabelen aand~idden dan 

wel door een nieuw symbool, cloet niets tsr za}rn. Het gedeeltelijk ont

merken rordt dus in de syniboliek der collec-tieve kenmerken algebraisch 

weer:;eg,:;ven door bet substi tueren v2.n eenzel:fde v2.rie,bel0 voor twee 

(of maer) verschillende (oorspronkelijk onafbankelijke) veranderlijken. 

"Volledig ontmerken11 van cen kenmerk noemden we hst geheel bui ten 

bescbomring laten van dit kenmerk. ~it Jroces wordt gereJresenteerd 

door hcd; nemen van een trormrn ... l voor &it ~{enmerk, cliE. uitsluitend -, t.i -
lot0ri bevat, d.w.z. door voor de llijbehorende Ai)...het getal 1 te sub-

I 

stitueren. 
r 

Voor bs t ontmerken Has C een r!)l\lti-lineai~ fct van de ~ ki varia-, 
belen A 1 >,., ••• ,Ar>-,, t.w. li.neair 

I r 
in de bij elke kategorie behorende 

A. , .•• Aik•. Na gedeslteli ik ontn::,rken kunn8n sommige V""'l ·iabelen tot II I , - __ ,,;._:.;. 

een hogere dan de eerste macht voorkomen, wanneer n.l. bet onderscheid 

tussen twee tot verschillc:;nde \·a.t egorieen behorende k2nmerke.n bui ten 

b eschouv'ing word t &:,E- 12.ten. :Oan vrorc1 t C clus een vee 1 term in de overb lij

vende v2,rj_abcl0n, die niet meer lin02 .. ir, maar nog altijd !}_£Ig9geen vaJ1 

de__g~g_ r is. Bij volledig ontmerken v2.n som1i1ige kenmerken vrorden de 

b ijbehorende ve.riab el(;.•n door 1 verv;::;,ngen; de homogeni tei t gac:,t dus in 

bet algerneen verloren. C 'dOrdt dus een (nict noodzakelijk homogene) 

veelterm van de graad r(in bet midden latende of de r-da graadstermon 

al dan niet ontbreken). 
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y~~:£~~~!£• Uitgaandc van 

C = ~ f >--, .... ),. r A I>., • • •Ar Ar' 

kiezcn we ui t ellrn kc:.tcgorie een kenm.srk, b. v. telkens het eerste Ai 1 • 

.Je fBf_e..!'.§. lrnnmer·:cen ve,n s1e i~ kate;;orie worden niet mee:r- ond.:.:;rscheiden, 

b.v. alle door .Ai 2 voorgesteld. C = C(A 11 ,A12 , ••• ,A 1k,, ••• ;Ar,,Ar2, ••• ,Ark) 
gas:i:; dal"i over in 

C(A 11 ,i'... 12 , ••• ,A, 2; ••• ,Ar, ,Ar2, •.• ,Ar2) = 
2 2 

= ~· ••• 4..- g\-',. t'rAI,_..,. ••• Arr>r• 

HiE-rin is g1~, .. 1 ... de sorn. van al lli f >-, ···· >--r' vraarvoor 1~ bij iedere 

i met~;= 1 oak A;= 1 is en 2~ bij iedere i met~:= 2 A; 2 2 is. 

C is nu lineair in olk 1a2,r Ai,,Ai2• Dus nog steeds multilinea,ir homo

geen, daar de ontmerkingen uitsluitend }2.inn.§.g de afzonderlijke kate

gorie~n he½~en plaats gevond8n. Heffen we voorts ook het V€rschil tus

sen .A 11 ••• ,J.,_r 1 op door deze alle b.v. door· A te vervangen, dan 'iTOrdt 

C een :,;:iolinomium in A met coefficisnten die nog multilin&air in de 

Ai 2 zijn, en vrel is de coefficient van Ak homogeen van de graad r-k, 

t.vi. een som van veclvoudcn van nroducten A-12 ••• A·, 2 van telkens r-k 
- I r-1<, 

~E.?...£h.:i.:llende uit de r kenmerken Aj 2 • :Je coefficient van A"- A i, 2 ••• A·,r-k 2 

(d.w.z. het fq_ van de bi,jbchorende tenmerkcoi:,bine.tie) is gelijk aan 
" . d . e . c . e . d . 11 ,.. ( =i £?. gt-t, ···/-(-,1 wa.~rvoor e 1 1 ::::, 1 2 =~ .•• , lr-k = in ex a e = c:. aus 

/..tr,= ••• = /-li,._k = 2), en all€; E•.n'1ero = 1 zijn. Indien oors~9ronkclijk 

reeds enkele der kenm2rken Ai 1 ,b.v. A" en A 21 aE .• n elkair f;!:lijk wa

ren betckGn-t de ontmsrking A 11 = A 21 , de,t' di t lrnnmerk tvveern.2 .. :::·.l (res). 

mcermalen) in rekening ~cbracht wordt. 

Ontmerken vve tenslotte volledig ten &.2.nzien van de Ai 2, d. ·w. z. lette.n 

we ui tslui tend nog op de eerste kcmnerkcn, ( zonder deze naar hst ran.c.i;

nummer van bun kategorie te onderscheiden), j_2.n hebben Yre JJ..i 2 = '1 ·te 

stell2n voor 1 ~ i ~ r. Hu TTordt: 
r 

C = C(A.,1, .. -11,A,1, ..• ,1; .. .;A,1, ... 1) = Z hkAk, 
0 

vvac1,rin hkgclijk is aa.n :le sm;1 ve,n al die gt", 1 ... ,,waa.rbij precies k van 

de r indices= 1 (dus de r-k ov0rige = 2) zijn. 

Wordt tenslotte ook A= 1 gE-steld, d.w.z. lettcn we h2lemaal niet 

meer o,,, do kenmcrk0n, clan ,,-rordt natuurlijk ook C = 1 in ,ied~ stadium 

de som van alle coefficienten = 1 was. 

Voor het speciale gev2,l van r onafhankelijke kategorieen 

( 5) 

gaat C door de verschillende ontmerkingen eerst over in 
r 

( 6) C = fiT (g. 1-i.. + g1.)i.i2) 
I H >I ~ 



Math. Stat. 50 Whr 139 

Vervolgens in 
r 

C .i'T(O' J +CJ'" ) = I I I 1CJ i 1 • :.. oi2.i:1i2 
I 

en tenslotte in 
r 

(7) C = TTT 
Daar voor iedere i gi 1 + gi 2 = 1 is 1rn.n biervoor ook geschreven 1tiOrden: 

w~araan direct te zien is, dat voor ~ = 1 ook C = 1 wordt. 

Hierin is dus b.v. 

- ~ &!.. h 
- gi2 ° 

(:Oeze lac:.tste :carte schrij fvri;j ze geldt 2,lleen als alle g. f. 0 
12 

zijn). 

3. Vermenir,;vuldi,oirw. /e hebben thans bereiktj dat sen collectie · -·- --··---- ___ .:::.a,.;::._o_ 

I v2,n de uit0ebreiclheid n, waarop sen a.2.ntal, eventu8el meervoudig ge-

telcle kenmsrken gegE:ven is, ·;1ordt voor::;es ts ld door eE,n :9olynomium ( al 

dan nict l1omogeen, al dan niet multiline2,ir) in bij deze ~zeni11Srken be

horenc1r;J VB,riabelen, die elk het intervE.l ( 0, 1) doorlo:pen. Je cotlffi

cient1::m zijn alle fa O en he:'lt)en 1 tot som . .Joordat i;re ons voorlopig tot 

e igenlij ke collect ie s b e:.)er1rnn };:.unraen .:e ui tsluitt;.nd nog r2.t iona.le ge

tallen toelaten: de co~fficienten hebben alle n tot noemer; de varia

belen een gemcenschaJ~elijke noemer v. Is r de graad v~n de veelterm, 

de,n is de collectie I 6 erel)resE..nt ::;,::r~l door een collect ie van n ,/ 

reeks en v2,n r+1 trekkingen, de Gorste ui t r, de volgsnr:.1e ui t r tram

mels elk mst Y loten. '.Je zullen .leze ·,.rar:iabslen thans doorgen.,mmerd 

den}<:211 en door L'J,., (1 ~ ;\ { m) voorstellen: C = C(AJ == CU~,, ..• ,J .. rr). 
Je ~Jeschom1en than; t 1d~f~ z·:~tlke collecties 1 1 en 1 11

, ~~rbij alle 

~§_~erken _o_l)__[~~lli kern:E,rken~ol?.,...L_onderscheiden zi_jn, b. v. A~, 

resp A'~(hun aant2.llen m' en mr1 kunnan al dan nit v2rschillend zijn). 

:Je grootheden r 1 , r", V' , Y 11 , enz. 7,ull0n eveneens dezo lfde bet elrnnis 

als bovsn hebben, m2.ar met betre~cJ{in6 tot r' res:9. 1°. 
C-Te vorm6n thans de collectie I bestc:.?.nde uit alle (t.w. n = n'n") 

d + r' r11 paren, gevorm uiu een el van , en een el van I als eln. ~an zulk een 

paar '1rorden 2.ls kenmE:rkon op I alle kemnEJrken van elk van zijn beide 

"component en;; toegevoegd, elk met zijn eisen veelvuldigheid.. Bet ae.n

tal paren ,net een be~n;,a.lcle ~rnnmerl(Combi1E,.tie is d2,n ~':122.rblij~rnlijk bet 

product van de aantallen eln vc:.n 1 1 resp. r" die de bijbd1or2nde 11 com

ponerende lrnnmerkcombinc:.tics 11 bezitten. /e hebben dus, als C het col

lecti8ve kenm2rk van r voorstelt: 

( 8) 
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De collectie ~ordt gere;re~snt0erd door de collectie van alle 
r' r" (n y' y'' ) rsoksen v2-.. n 2+r 1 +r" onafhg,nkelij~rn trekkingcn, t .;;: . cen el 

. r I , ' • r ,, . . . - ' r II d uit 1 , een uit , r 1 en r" uit de biJ het sl van I resp. 1 behoren e 

trammels. 

Op dezelfde vijze kunnen we uit ecn willekeurig a2ntal collecties 

l(c.1'()(1 < ex. < c) c,e :~Jro1.J.·,\ctcoll8ctier1 I vormcn, wae.rvoor g::)ld.t: 
(1) iS) (J} . (I) (,;J . (C) ) 

(9) Cc(;. 11 , ••• ,A 11 ) = C (L. 11 ) ••• C (~i'!I • 
I C I C 

( 1) (CJ 

In hs:'i:; oi.j zonder Jrn.nnrn ;7e voor I , ... ., I t(;ll<.C::ns _g_~.9.lfQ.£ col-

lectie [: nemen, in vrelk geval ~ de collectie is v:an alle c-tallen 

trek.kingen uit r , en ,rrnl met t(;.ruglsgsing, da,s,r alle combin2 .. ties van 
0 --

c §:1 d3.n_nisj___ v1.: .. rschil~ €nd.e eln uit ~ moeten voor!rnmen. fo hebben dan 

b.v. voor c = 2 
C ( i. I L, II) = C ( l~' ) C (i fl ) 2 '"'"1, , .... \-'- 0 ., ~ 0 ";• 

Elk el van f; is de .. n voorzien van §1.le kenmerkcombinaties d,:r componeren

de eln van r;, , en 7!sl .9.nd.~~cheid,£[LQ~r~pot r2 ry~n£ITP.r:..ei.Yan de trGkkigg. 
Deen we dit laatste niet, 1.~ •. z. stellen we A~= A~, b.v. = ~"'' dan 
houdt dit een ontmGrking in. ih., kunnen dan n.l. kcrnmurkcombinaties, die 

uit dazelfde lrnnmsrkcn zijn s2m-snge:,told, ma2.,::c verschillcnd over de 

bei'.e cln van ~ verdeeld, ni8t mecr ondersch8idon. 

Voorbeeld: lo is e·sn ka8.rts:Jol, wae.rop de beide kr....,tegorieen ---------'J{ = (K 1 , ••• , I( 4) ( c:s 4 k.leuren) en J{ _ = (W , •.•• , W1.,) ( de 13 11 ·dEtc:.rden11 ) ge-
' £ I , ..,J 

geven zijn • .Te hebben d.us 

Je collectie v2n all~ J~ren van k~arten ~ordt nu voorgcstt,1d door 
C ,4 (TT! ·:r1) r< (''T!I .,[II) 1 "'Ji ~J. ~k ~" K' 'i[I 711,.·711 

2 = V (' . ."1 .. • ' ',/ • • VO .!.'\. • ' } • = 5-2 2 L-. L L:. L5: • : • ~\.. ' I 
I j ( J .. I J k "' 

en niet door 

B ij de ze 12.atst e collect ie ilmnc·,rs is bet pa.::r bartonbosr-schoppen

zevcn niet mc:;cr van het :,;.iaar hartsnzeven-scho:.;.ipenbocr onderscheiden •. 

Ondcr een ~n:3-cht va,n een collect ief ksnn1erk zullcn we steeds een collec

tief kenmerk van de la2,t.§_!genoomde soort vcrsts .. an, ':Ta,2 .. rbi.j dus de ken

merken der afzondcrlijlz:e trel<lcingsrebul t,::~tsn ni;:;1. meer ond::,rscbc,iden war

den. 

·:re merken nog op, de,t de accent en resp. li oveninc1.ices ni:::::t a.ls k.enmer

ken der cln van r; , maar vrel als kc-n:mcrken ~ernncrkcn dicr eln kun-

nen vrorclen beschot1wd ( ::kenmerklrnnmerken11 ). 

l ocl (\ (rt,) 

§E~£2:§§}:_g£Y§1• Op elke r vormen de Jl,A een 
k "-

\(Ji) "-.~ ,.J.d.) '(0() 

C = L~I~ ..'.·l.11 
I « fl( 

(10) 

:~rn.tep;orie: 
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De,11 is (1) (_(;) 

C (L., , ••• ,L.>-) 
C '' I C 

Deze collectie zal men moeten beschouv,cns B,ls men trokkingsreeksen uit 

osn kategorie wil bestudr::-rf)n met inachtneming_y~.£ •. ).e vol.r;.9...r:9:.~der trek

kingsresul tat_££. 
Slechts als men de volgorde de~ trekkingsresultaten buiten beschou

wing wil laten, dus alleen op de aantallen keren wil letten, dat be

paalJe kenmt;rken ui t de kategorie ogtruden, kan men de 1t; door Ji.>- ver-

:0 it is de zgn. mul tinomi_§:ls.. 9.9:J:t~gyJo, die Yre ook als collect ie van 

£S.fil:E:.OUlli zullen a::mduiclen, al hecft Jacob Bernoulli alleen het 

k = 2 beschom7d (de zgn. biQ,Qmia.1£ collectio). Uitwerking gceft: 
k c >, 

C ~ C ~ if I L 
Cc= Cc = ( L~ f>-L.1') = L_C! rq- -~ 

I CA ! 
(13) 

d., v,.,.. z. • • .• C1 I Cl( 
de kcnmerkcomb1.nat1c ...... , ..• .,...1< komt met bet fq 

p - - C ! -- f c, f ck 
c .... c1 - c I c I , • • • k 

I ' I • • • • k 
( lL;-) 

geval 

voo2, zeals ook gemakkelijk rcchtstrecks uit te rekencn is (vg, § 2; 
"bl- 17). 

~G hebben de ontmerking i~ =~>-die tot (12) leidde op (11) toege

:pmJt, die trekkingsreeksen ui t ecnzelfde collect ie v-reergaf. ·.1e kunnen 

dez·J ecbter oak reeds op (10) toep2ssen, dus op trekkingsreeksen uit 

y~_I.f'Chillend~ collecties, mits de k2tegoriGen daarop dez~lfde aantal

len :"cnmerken bevatten: k, = • • • = k 11 = k. ( Is b. v. k = 2, dan heeft me.n 

dus c alternatievon). Zij houdt dan in, dat men bij een trekkingsreeks 

allesn de aantq.ll~ overeenkomstige (gelijkg6nummerde) ksnmerken :-.. ,._, 

Y!le,ar niet bun Y.Qlgorde in aanmerking neemt. Deze collectie, t. w. 
c k 

( l 5 ) C c ( .. -.. >- , ••• , L >- ) = H ( ~ lt L. ,._) 
' I 

io Coor Poisson in~evoerd 1). Zij kan vooral ~orden toegepast als men 

csn aantal expEcrimenten beschomrt met tslkens hetzelfd0 ks,tegorische 

r72-~E::cm van mog8lijke uitslagcnj met van sxperimcnt tot ex:perime.nt va
::':i_c,~ende vrhn, die ecr1ter tclkcns vs,n de voorafg2,ande rcsul te,tsn onaf
:~?,.n1.:elijk zijn. 

:1.) Je zullen ecbter met de naam 11 collectie ve,n 1:'oisson11 een andere 
collectie aanduiden. 



Math. Stat. 53 

4. Lineaire com'l:inatie. JG b oscbou-;,cn ev(:,nals in 3 tvrcc coll0ct iE:.:s 

r', ,-" van de uitgcbreidhcden n' 0n 11 11 met collscticve ~{e.'::;ncrke.11 
· I r 11 

0'= 0' (A\), 0"= C"(A1
1~_). Indien r en I gccn gomeunschappe:lijk elenex/.; 

bezittenj zullen we ondcr I= 1 1 + 1 11 de collectie ven:;taan, die be

stac::.t ui t a.llc eln van 1 1 en di0 van 1 11 te zam.::,n, ondervorpen aan -,;ville

keurige :pcrmutaties van al deze n 1 + n" oln. :;::;11c el van 1 1 rcs:i;i. ,- :: blijft 
d ..,, b .. ~r . . . ' k b' t· 'l 11 c:n r" v··r;,,,l ge-c,ar lJ CL 2.gcr van ZlJD el::sE:n 1(cnm0r.·com in:::,. ic. ,~ s 1 ::: 1 >:: • 

mcenscha::i:?elijko eln bezittc.n, d6.n1's:.n H~ 1].02.e collocties verv::-,.ng<,n door 

andcrc ("co:pid5n11 Grvs.n) :lie er een 2.c".D een mcE:.: overeenstE::iTD.TlCn, sn die 

g~en eln gcmeon hobben. Uok in andcrc gevallcn is dit doclmatig, b.v. 
I r•• 

als de eln van I en die van I ongclijlrnoortig zijn. 11':Gn v\._;rvane;t dan 

b. v. elk el door cen re gist ork.22,rt, r12.c.rop alle kcmni::;rlrnn zi,j n aa:ngcge

ven en behoeft dan slechts deze beide kaartsystomen (die ,,-'8 m0t I' en 
-11 
I zullen blijVG£ aanduidcn) bij clkaar tG vocgen. Door alle kaarten 

met betrok:,ing tot de trek!(ingsopi...ra.tie aan r2ll(.c.,'.;,r gGlijk tc, makon bc

wcrkstelligt men op oenvoudige wijze de v~rciste p~rrn~tabiliteit. 

Dae.r I de uitgebreidheid n = n' +n 11 heeft, zal eer.. kerrrr:2Tkco:nbinatic 

die op 1 1 hct fq_ f heeft, op I bet fq_ .£~ f b ez i-'.: c c.':.'1. ·.re heblJ en du:::, n 

(16) 

Bet is in ovcreE:-nstemrning hiorml-dc, dat we ook vrnl 1 -· re, e::. ovE::.n;.:.o 
r 1 r 11 
1 = n'C', 1 = n"C" schrijvcn. 

lc<J 
.: ... naloog hecft men voor c collecties r twee- a&n b1rec ze:ndcr g0mcsn-

schappelijke eln): 

(17) 
(1) lC) 

C(.A,.. , ••• ,A,._)= 
I C 

We merken op, dat (16) en (17) de eerste relatios z1J2 v:s~~ia niot 
• • __ /Q;) r(o<) . • alleen fc1n, maar ook de ui tgebreidheden n van de vooi·korrE.;n. :I):;_ t J.s 

echtcr nict Z8er ~ezenlijk. Laat c ~etallcn p~ gegBven zijn, 2 0 Qe~ 

L Prx = 1. Omdat we ons nog steeds tot eig::::nlijkc colloc+;j_es bs_c:ic.·ken 

nemen ;;re aanJI d2.t ook dez(; rationaal zijn; N zij 

noemer-1 zodanig dat Np"' door rf°'1 dee lbs.- r is. 'i!c 

~e~ gemcenschappelijke 

vcrvangen nu elke ccl-
(«) 

lectie r ni-st door Gen 
•T 

• ,. ,, ,. ,,. :i ··n. J_\!j)c{ ~ ...: ,.,•, copie een-a2..11-een~ maor uoo,J., · •-" CO:?-~Gt:J~1 01J d0 

boven aang~geven wijze. DG vereniging 

2"· Npe( = N en het col le ct ieve kcnmerk 

(18) 

nW·) 

r heeft le uitgebrcidhsid 

Hiermede hebben vrn dus een ·iillek.E.:urigc- (bomogeen) lir.oaire co:,fJi:.•_e'" 
t . d C ( <¼) t .. f . . ie er me coe· f1.c1enten > 0 met som 1 vcrkrege:n. Joo~"·clat b ij \'E::':'-

(<>',l {r./F 
vanging van alle A,.. door 1 C = = 1 word t, is di t ook met C hE:/c gevB,l. 
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Natuurlijk kan op eon aldus gevormde collectie svcn?J,ls in punt 3 

n ~Jbtaraf bet ~roc~d~ der ontmerking toegspast warden. Men kan ook 

(18) op deze wijze uit (17) ontstaan denken door eerst 

..... 

- lh-1. 2!: ;!..;;.~ verschillende co-oiet;n te nemen, en dezG a.chtsra.f voor iedere o< 
(o/) ------- ,_ n 

:::ct betrekking tot bun rangnummer te ontmerken. In het bij zonder kan 

~:1on voor de oorspronkelijke lte1-\elkens d~z2lf£.£ collectie r' nemen. 

r, volgens (17) gcvormd, bestae,t dus uit c co:pie'en van r·, waarbij 

ue kenmerken op YS:_£SC~fil£nq~ copieen nog van elkaar onderscheiden zijn • 
• 

C = ½ 2 C' (.At:) ) 

ITa ontmerking ten aanzien van doze verschillen wordt eenvoudig 

C = CI (A>,). De collectie r ( ve,n de ui tgebreidhE:id n IC) hE-eft dan het

zelfde collectieve kenmerk als 1 1 (van de uitgebreidheid n'). Twee col

lecties waarop dezelfde (res?. ~~n aan ~~n met elkaar overeenkomende) 

kenmerken gedefinieerd zijn, en ;,-r2_s,rbij dezelfde (resp. ovcreenkomstLge) 

;·>:.e.cmc::rkcO'mbinatios gd ijke fq_n bezitten, zullen geli_jkvormig gcnoemd 

~•~~den. Deze bezitten dus gelijke coll0ctieve kcnmerken (~v. mot anderB 

72.riabelEm). Zij kunnen steeds boschouwd vrorden als verenigingen van 

:'~~taJlen gelijkluidendc copicijn van ~~nzelfde collectie. 

Tenslotte kan men do Pr1., in pla,2.ts van er i3.£E.£~ getallen voor tc 

:cmen, oo}: onbepaald le.ten. Schrijvcn vre er dan :{r,( voor (X.,,;, O, 

:·~ x"'= 1 ) , dan vrord t ( 18) : 

, 19) C = :Zi X C ("'> (A~£,() ) 
"< Aoi 

~oze X~ hebben dus bet karakter van de in §2, punt 10 ingevocrde ken

:::erkcn van de twc;;,de soort. In de b ij il 9) b ehorende colloct ie I is 
l(.<) "Jl 

Xo, bet fq_ dB,t een el tot l b8hoort, OC-"'(J.(; cooffici&nt, vra2,rmGde eon 
\ (c.tl . le<) .. 

:yroduct de.r A}.. in C voorkomt bet fq_ van de b1Jb8horende kenmurkcombi-
• r~ • (G() 

natie van een el ~ls dit tot C bchoort, 

5. 8ubstituti6. V0rmcni{svuldiging, linss.iro combinatie van collectio-

ve kcnmcrkon en ontnwrking zijn tczamen voldoende om veel termen van een 

v1illelrnurig (E-indig) 2.antal collectieve lrnnmerken in te vooren, waarbij 

we ons uitor2ard beperken tot vseltermen met nist-negatieve rationale 

coofficienten die 1 tot som hcbbcn. I:mm~.crs een gehcel vec;lvoud van zulk 

een veeltor:m is een som van )roducten van (al dan niEt gclijkc) factoren; 

door ont::nerldng vmrden op de in punt 3 en 4 aangegeven v1ij ze de in ve:;el

vouden of :m2,chten optredende variabelen ,:'.an elkaar gelijkgesteld. 

Hiermedc is dus in de cerste plaats bereikt, dat ieder£ veelterm met 

c~·J aangegeven eigensch_a:p zolf als een collc-ctief ken:me-rk kan warden 

bs::ichouwd. Zij n.l .• 

z = Cf (XI ' ••• 'X ,) = L f.h, 

zulk een veelterm, 
r, r. 

vmarb ij ::Z = ~ .••• 2~ is. Dar! 
I I 

is dus f > O, 
h, ..... h 11 = 



"' 
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2 f h, .... hK - er ( 1 ' • • • '1 ) = 

(21) 

1, Nfh _ h = geheel voor alle h 1 , ••• ,hk. Dan is 
I \\ 

C = t(Al,_ . .,Ak) 

het collectieve kenmerk van een collectie r v2n N eln, waarvan telkens 

Nfi-, ... r- h 1 kernnerken A,, h 2 kemnerken A2 , enz. clrc .. gen • .lordt aan elk ken-
' k 

merk A>-. een trom:mel c;-;_ met Y lot en toegevoegd, irraarvan ✓ - VA;.. een be-

pae,ld kenmerk t, drB,gen, en neemt men voorts een trammel ~ met y loten, 
0 

die gec:n van allen het kemnerk tc dragcn, d2,n is :c het fq_ ve,n bet geen 
* enkele ma2.l voorkomen van het kernnerk 't'_ in de collectie I , bestaande C.c k 

uit alle mogslijke reeks en v2,n de volgende r+1 trekldngen (r = L r>-.), 
' 

waervan de la&tstc r ondGrsteld ·1orden alle onafhankelijk van elkaar te 
e r e h ( zij n: 1 = een trekking ui t 1 , 2= voor ellze fa.ct or A/ h;.. tre}<kingen met 

-tr~ruglegging, wegens de on2.fh2:.n\~elijkheid) uit tro:mmel T;; 3~ 
4- (ri,_ - hi,_) - 1 trekkingen uit trammel :J:. :Oeze laatr0te tre}(kingen z1Jn 

eigenlij!<- ovc.rbodig, daor zij toch in geen gev?,l tot een 't., 0 leiden; zij 

.. dienen echter om de trekkingsreeksen permutabc,l te m2.ken .. Je collectie 

1~heeft clan de uitcsebrsidh2id NY-r. Als trivi2,al geval k.omen onder de 

polynomia ook de monomia (r~et coefficient 1) voor: z=a.Bx: 1 • Bh:rbij 

krijgt rilen d2,n ecn collectief lrnnmerk dc.t een :r:iroduct vs,n l;:enmsrken is, 
h . 

t • W • 0 = m A/ , behorende bij e8n collectie, vrelker eln §:ll.§_~.§..1fd£ 

kenmerkcombinatie bezitten. ii'l7e6 van zulke colJ.ecties clie gcilijke k en 

gelijke h;.. bezitten zijn kla:rblijkelijk gelijkvormig. 

VolgE-Jns het aan bet begin ;eze~~de ltunnen we echter in Cf (x 1 , ••• ,xk) 

voor de x>-. niet slechts 1,rillekeurige ons..fh,:rnkelijke kenmerken A", maar 

zelfs 'Hillekeu.rige .£2.ll~ctieve lrnnmerken substi tueren. Zij dc.artoe 

(22) 

een stelsel van k collectieve kenmerksn, voorgesteld door :polynomia in 

hun variabelen. Zlk dc:,rrvan kan, als boven omschroven, geacht worden bij 

een collectie ~c11 v2,n N;.. --r/~ trekl{in6sr'.:,cks0n te behorcr:, wac.::.rin d") bet fq_ 

is van optreden van -:- en kenmcrk -, t >-. ; best 2,e,nde ui t bet geen snkele keer 

optreden van Een kenmerk t >-.c in de reeks. 
r 

Is voorts '( een 2,emeenschr,:ppeli;jk ve8lvoud va.n de k getallen N>-. ✓;._' 
* dan kan men k trornmels er; vullen met collecties die met de ~., gelijk-

vormig zijn~ zode:t op elk e~ ( 11 lot 11 ) dc:'.,a,rvan zulk esn trekkingsreeks aan-
. C( ;._ 1 • d t f . ~ . c-r--- * -gegeven 1s. 1s an he q van -, v;._ in v;._ • Nsemt men dan dE:ze trammels 

~~in plaats van de oors~)ronkolijke c:r;_ , dan is bet fq_ va,n-, f, t.1rr. bet 

optreden van geen enkele 'c\ in de collectie r * gelijk B,an de uitdrukking 

die verkregen vrnrdt door de C (>-.)(A\_~)) in C = C (A") voor de A;._ te substi

tueren. 

Men kan bet bier beschreven substitutieproces behoudens in een enkel 

ui tzonderingsgeval als de reciproke bec..rE..:rking van het vroeger besproken 

n ontmerkErn" b eschomrnn, ,,reshal ve ws het ook 1., ✓ el m2t de term 1'rnerken11 
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zullen a,ancJ.ui"len. Indien namelijk de rech·krleden VB,n ( 22) geen nulde-
. (),.,) ( ).. ) 

graadsdelcn bovatten, g2:::t door de ontm0rking8n A = .•. = A1- · = A/.. en 
, I ~ 

A A,! A3 ( . J 1) (r-.2) . c(>,,) A 1 C(C(/..)(J()..))) r /..= /.. = /.. = ..• maar nice= c in = ),.,' ~us i~ wee 

in C(A)..) over. Klaarblijkc:lijk k2,n :men in (20) in pla:::ts van de f},, 1 /..k 

te geven, deze ook geheol of SE:deeltelijk onoepaald latsn.i in ·;rGlk ge

val Ne ze b. v. door X /.., . >,,\< voorstellcn. :Oe ze varic:;,bcl0 f'.:"ll1 hebben dan 

bet k2,rakt0r van de in § 2, punt 10 inz;evoerde kenmerken v2,n de tv:eede 

soort. 

Als voorbcsld van de toepassing VE1,n sub st i tutie beschou:,;0n Vie ecn 

serie o:peenvolgsnds sx:,;:lcri.m,Jnten. In tegenstelling met h2t bij de col

J.ectie van Bernoulli o;;tred6fole geVE).l zullen \ie 8cht8r nist ondE::rstel

len, dat deze expcrim8nten onderling onafhankolijk zijn. ~e lsten, in

tegend~ol, toe, dat de f~n der v~rschillende uitslagen die een bepaald 

ex9eriment kan hebben, afhanlu.;lijk zi,jn VErn de uitslagcn van all§. voor

afgs,ando e:c:;ierimsntc:;n. Jel zullen ·.,ro bij slk s,fzonderlijl: E:Xj_)erimcnt 

ondsrstellen dat de mogclijkc uitslag~n ~ls een k~tcgorisch systeem ge

gsven zijn, en wcl dat dit door Gen 11££2.i!:£ functie v2,n ds ~cenmerken 

kan ~orden voorb~estcld. ~Jc hcbbcn dan ecn z 0~n. kcttingJroces van Mar-. -- -----
!2.ll (Du.its: 11 Markoffsche Kette")(A.A. Markoff, 1856-1922). 

Bet cerste ox1~::..riment '·.'ord8 voorgesteld door 
k, I I 

c1 = ~ f)..A}.,, 
I 

(23) 

d.w.z. de mogelijke uitslagEn A~, die ecn katogorisch syste2m vormen, 

hebben fq_n f >- (natuurli,jk met ~ fA =;: 1). Bij hct t··icede ex:)erimcnt nemen 

vre a2,n, dat a,ls bij C1 A/.. opgetrec~.on is, zich kenmerk0n -~~)i.1.kunncn voor-

doen, die zm1cl in a8rd als in aantal van,\ kunnen afhang0n, hetgeen 

door de eerste index (~lis :angegeven; 1 ~ ~ ~ k 2 ~. iij ~~:) het fq 
van het O}..Jtredon van het \-L = dez(.;r kenmerkcn, onder de voor,;;as.rde dat 

bij C1 hot ,\~ is opgctredEm. D2,n 11.'ordt bet tvrcede E:X)brim8nt onder deze 

voor11aarde voorgosteld door 

(24) 

I)e b0id8 Gerste GX_}Crimenten te:zgmcn vrordcn d2,n voorgefatcld door bet 
1 .1 t. , , I~ 12( I;, ) ( ) co ec ieve xenm8rk C = G BA , d~t uit 0 1 = C' A' ontstaat door voor 

I I ~ - -. 2 A 
de J)..1' de me:t A>,, v':rm0nigvuld.igde c(;l = C !~l (A(/..11J t e sub st i tucrcn. ',lo dui-

1, 
den ds,zrbij met B/..i-' de l1ij de bc,idc c,:::rstc e~:',,,)erimcntc::n tezam:::.n behoren-

de uitslagonparen aan: 

(25) 
12 , I 2 I I 

BAI~= .il.AA(A)~l (B)..= AA). 

( 26) 
12 

C 
• k k 

= c 1\B~~-) = c 1 (c(~) (B~~-' )) = :$f~ $fc:ii-1 B1:ri= 
1 ) We gebruikon in dit gedoeltc boven-indices 1,2, ... ,h, ••• ,m, niet 

mGt exponenten to ve:r,mrren. 
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vraarin 
\? f 1 f ;I 

g >.~.1.::::: A (ill \-l 

h'.~ t fq van B: voorstel t, t. vr. 11,2t Jroduct v2,n bet fq_ v2,n A1
11 met het fq 

12 f'- I 
van A,>-)r- onder voorwaarde van A 11 • 

Op deze uij ze kunnen ''e voortgaan. Zij g>- ... " het fc1 va,n het achter-
\ 8 \ e I r,"I 

eenvolgens o:ptreden v2m bet t\ 1=, ..• , /\m= kenmsrk bij de eerste m experi-

ment en, en B~ --~>- het symbool voor deze uitslagenreeks (bet fq_ van het 
I ffi 

geen enkele maal o:9treden van een gebeurtenis E • JJe serie van de eer-
o 

ste m e1::9erimenten ·1,7ordt d2:,n voorgesteld door 

( 28) 

waa,rin gesommeerd wordt over alle A 1 , ••• , Arn met 1 ~ /\ 1 ~ k 1 , 1 < /\ 2 ~ k 2w, 
• • • 0 ' 1 ~ /\ ~ km(A•••Am,,l • 

Zij A me,,·.' .. , }1' ( 1 < 'I. < k + <, , :)) bet syi-itb ool voor het o-otreden van het 
"1 /\m h'\+I ::: /\m4-1 = m l r..,••'/\M ..._ 

I\ ~ kenmerk b ij het (m+1 )~ e::::periment, indien b ij de eerste m expe-
m+1 I? ---- rn ... , 

rementen successfvelijl{ /\ , •.• ,;\ opesetreden zijn en f<>.--·>. )>. het fq_ 
I m , m t,1+1 

d22,rvan onder dezel:fde voor.ra-::Tde. Dan is bet collectieve ken:a1erk van 

het (m+1) ~ experiment onder deze voor,rc:0.arde: 

(29) 

De reeks van m+1 experimenten vrordt dan voorgesteld door bet collec

tieve l<.enmerk 

(30) 
I 

C m+·, = c' .. rn(Cm+1 \ 
'>-, •·· 1-..mY ' 

verkregen door (29) met B: .:: ~ vermenigvuldigd voor B 1 n'1 in (28) te 
~ "m ~- ·Am 

substitueren. Dac.rbij treden fr~n g o:?, t.w. 
\ ·· >.rn+1 

( 31) g = g f m+1 
>., · ·· Am+ 1 >., · · /\ m 0, I· · ",-.-,) ),. rn +, 

Uit deze recurrente betrekkin~ volgt, dat deg , voor 
A, .. I\ rn 

volgt ui t de Y£2£:Y:!aard§_li;i k§. fqn word en verl-;:regen~ 

iedere m als 

) 
I 2 3 m 

(J2 g, = f f , f 1 , ••• f, , ).. 
", · ·· i-.M >-., (1-,)1\2 h,A2)/\3 l"1 ····"m-,)' rn 

Dit ~<:an tromvens zonder collectieve kenmerken in te voeren direct uit 

de op pag 15 (whr :p2.g 10) besproken eigen;:~chap der associativiteit 

VIorden afgeleid. Voor de kenmerken van series vc.n m+1 experimenten 'Vin

den vre evenzo 
, ..... m+1 1 ..... m m+-• \ 2 m+1 

(33) BA, .... >.m+1 ::: BAI. Am A(>., ·Am)Am+,= A A,A(A,li-./ • .A,>., .)..m)>--m+1 

Indien as,ntal kmt\ .\m-i= krn en a2rd der b ij het m~ experiment optreden

de kenmerken niet 2:-fhahgen van de voor2,:fgac,nde uitslagen, _§E_indieg 
I ·····m 

2J2:_de collectieve kenmerken C · geen vermenir.c:vuldigingen of maohtsy_.§_£-

heffinr2;en ,·orden toep;ep2,st, kan men de Arn .. , )\ tot 
(A, "rrH '· m 
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( ) Am l m 
3 4 (A, .. » ) ,. = _\. " m-, m m 

specialiseren (wa~rom alleen in deze ~evallen?) Daardoor wor~t 

(35) 

wordt d2.n: 

I ··•·· fT1 

B 
\ 

-- t' _'\. ", 
( 28) 

(36) ' .. m ~ A' Am ~ f I f 2 f m A_, Am 
C = L- g \ • . . \ = L \ \ \ • " • . ' \ .t"- • • • "' 

- Ai···Am "1 "m - A, ~"''"2 \", ··"m-?Am A, rn 
m \ 

De fq_n f(A .... ),, ).>,,m mogen d-=s,-.rbij noc; wel vc:m /\I~• 0 o 1 "m-1 afhangen. 
, m-1 . m 

Is dit laatste ook niet het geval, den is de uitslag van C onaf-

hc-::.nkelijk vc,n de voorafgaande . .le hebben dan 

37) 

dus 

(38) 

Geldt (37), dus (38) tevens voor iedere h< m, clan is 
= k 

m h h h 
Cl .. m __ ~f' rn I m I m -r;:-r ( ~ f A ) 

L \ ... f A\ .•• A \ = C ..• C = I~ I L" \ ' • 
"1 >-m "1 "rn 1 , " '' 

(39) 

Is ki =· •• =km= k, dan kan men hierin de A\ tot A>- ; ontmerken, d.w.z. 
rangnu~.§_ der ex:perimenten buiten beschou•;;ing l2ten, die beJaalde re

sul tat en voortgebracht hebben, dus alleen op bet 2_s~ptal keren letten, 

dat een bep2ald result~at is voorgekomen. Dit houdt dus in, dat elk el 

van de collectie r I'm i dat bij een bepa~lde uitslasenreeks der even

tuele experiment en behoort ~ zelf weer als een collectie beschowrrd 'Hordt, 

daar haar eln, de afzonderlij~e uitslagen der reeks, a2n ,,illekeurige 

permutaties ondervror:pen vrorden. :[n bet onclerhavige gev::-::.1 ge.,:1.t (39) dan 

over in Poisson' 2 in punt 3 bes-siroken gener2.lisatie v,::.n d.e collectie 

van Bernoulli, die in het nag s,eci2.lere geva.l f 1
1-, = ..• == f ~ == f >

ontst.aa,t. 

Het nog zeer 2.lgemene geval (36) is iets speci:~ler dan (21), (20). 

Schrij ft men d2-,.rin g voor f, .... , en neemt men de rangnummers der 
X1 ·· /Im "• "k 

ex)erimenten in 8.2,nr:1erking, dan krijgt men bet tweede lid van (36). De 

g voor h < m krijgt men door de kenmerken der (h+1 )~ ••.• , m~ experi-
>-, ····"-h 

menten volledig te ontmerken, dus uit 

(40) g == ~h~, ·>--rn g 
;,.._, .... ;,.._h >-1 ·Ah >,h-t·;· Am 

Daarui t volgt nog niet, dat 1li t oak in de vorm va,n het derde lid ge-

scbreven lean vrorden. Di:.c.~rtoe :30U men voor iedere h < m de f<,
1 " ..• ;i.,h_,)Ah 

uit betrekkingen van da ~edaante (31) moeten oplossen, dus 

( ) I 2 g1' 1A2 g ),, ·"h-1" h 
41 f ,_ 1 = g >, , f(X )A •= -g , ••• , f - -•g 

. I I 2 \ I (A I ' ),,_ h-1) /I h \ 
A A, ..... "h-1 

moeten stellen. Daartoe is echter nodig, dst de noemers alle JO zijn, 

betgeen bij (20), (21) niet het geval behoeft te zijn. (Zijn echter .§::.lle 
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g >-, Amj O, dan is deze voorwa2,rde ,;rel vervuld daar di t dan ook met de 

g, ....... , ,h s.. m bet geval is). Tensevolge van (40), (41), tezamen met 
"1 "h - -

g > 0 en ~I .. Am g 
A1 ...... Am A1 . ,i,m 

= 1 is de,n s,lgemeen ook O < fc A A ~ 1 , . .. h-? ),, h 
hetgeen eveneens nodig is. 

Indien dus alle g > 0 zij n ( en :[ g 
I m A1 Am A1 .. 

2. g A A A A ••• A A steeds beschouwd word en, 

= 1 is), h.an 
Am 
c,ls op de beschreven manier 

uit 
1 m I m 

een reeks van m opeenvol~ende, in het algemEen onderling afhanke-

lij:.:.e eJ::perimenten te zijn verkregen. 

Een ander speciaal teval ven (36), algemener dan bet geval van ~naf

ha,nkelijkheid (37), bestaat das,rin, dat de fc~n der verschill.ende uit

slagen van elk experiment afhankelijh zijn van de uitslag van het on

middellijlc voorafge.2.nde, mc:.a,r niet vs.n de vroegere experiment en. In 

plaats van (37) heeft men dan 
h h 

(42) f = f " , 
(AI A 17 - I } A h (Ah - 11 h 

of nog s:9ecialer, e,ls k, = k, is = f<, , , onafhanke lij k v2,n h. :Men heeft 
~ "h-}"h 

dan een zgno enkelvoudig kettingproces ve,n Markoff, wa2,rbij ( in de wh-

terminologie) een constzmte "2.Y.~e:/"-'-n;;:;sv,rh:1 van elke 1.1toestand 11 A:- 1 

e h h-1 
(ne, bet (h-1 )= experiment) naar elke &ndere A'/..h bestaat (Ah_ 1en,\doorlo-

pen bier immers dezElfd~ reeks we,arden 1, .•. ,k). T.le theorie van deze pro

cessen is voorel dqor B. HOS'flHSKY te })raag bestudeerd. 

6. Limietovergang. We hebben ons in dit gedeelte tot dusverre nog 

tot £igbnlijke collecties beperkt. Op de op bl. 23 e.v. (punt D) bespro

ken wijze kunnen we d22rbij reeds van de eigenlijke collecties overgaan 

tot de bijbehorende fq_-velden, die e.lle voorkomende kenmerkcombinaties 

tot eln hebben, waa:r-aan hun fq_n zij n toe;;cvoeg~1. Ja_ rdoor is dan op bet 

eindige fq_-veld een (abs) add it ieve vz-fct beps.s· ld. 

7lat de analoge limiotoverge,ng vc:-n de collectieve kenm~::rken b etrcft 

valt bet volg0nde o~ tu merken: 

Vooreerst kan men een rij colleciteve ken:me;rken en (A J beschomven 

die alle polynomia in dezelfde varj_abelen AA, alle vsm Q.£~1:f.££ gre,ad 

zij~. Als lim e (A,) = C(A~) bestaat voor alle waarden stelsels der 
, n ➔ = n n " 

A"~ 0 en ~ 1, dan is e (A>-.) eveneens een polynomium vsrJ dezelfde graad. 

De coefficient::,n kunnen nu echter ook irrationalE: :;otallen zijn. Deze 

zijn dan echter evene~ns ~ 0 en< 1 en hebben 1 tot,som, dasr 

e(1) = lim Cn(1) = 1 is. 
n-) t;.,::-

Ind ien echter de Cn (AJ niet alle dezelfde graad hebben, t.w. indien 
' . 

hun graden onbe:0erkt toenemen (d2E,r: men anders· door aanvulling met ter-

men met co~fficienten·O kan bereiken dat zij w~l alle dezelfde graad 

hebben) E!! \~~ en (AJ een machtreeks in de A,,,_ zj_jn. Ir:i bet algemeen 

behoeft dit echtor geenszins bet geval te zijn, zo~ls reeds het een

voudige voorbeeld en (A) = A leert, w2.arbij 
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lim C (A) = to n n...,, -~ 1 
O< A < 1 

A = 1 

Nhr 149 

is. In ied~r geval echter zien we~ dst macht-

reeksecn in een of mcer ve.riabelen A11 met coefficionten ~ 0 en som der 

coe:Cficienten = 1 als ( 11 oneic;enli;jke:1 ) collectieve kcnrnerken kunnen 

optreden. Dit kan echter met zeer veel algemen~re fcts evcneens het 

geve,l zijn. 

Op de algemene theorie hiervan, die grotendeels nag onontwikkeld is, 

kunnen vre hier niet inge,2,n. 

7. IT.§.k~·dngQg. · .. •e 6 2,an uit v~,n sen collectie I, va,n de uitgebreid

heid n, waarop een k~tegorisch systeern van kenmerken A 11 (1 ~ ~ ~ r) 

gGtSeven is. Zij 11 11 de freq_uentie (ni8t het fq_) v2m A 11 in deze collectie, 

zode,t L n 11 = n is. Het collectieve kenmerk dezer collectie is dan 

(27) 

Vve beschouwen ths,ns eun collGctie v2.n z,ulke collecties I~ , wao,rvs.n 

"le voorlopig aannernen, dat · ze alle ..,_,recies dezelfde samenstelling 

(dus dezelfde getB,llen n 11 ) hebben. Elke I~ is dan een el van ~ ; de 

eln van ~ ~1a:',.rentegen word en nu ~nme!·ken van di t el I~ . Tengevolge 

va,n de i.:rnrmuto.biliteit der eln v2.n ~ hceft hct ge;-_;n zin, voor deze 

kenmcrken aen be~aalde volgorde (of andsro relaties) vast te leggen, 

zodat, wanncer we uitsluitcnd bet kategorisch systeGm der A>.. blijven 

beschouwen, we dezo n kenmerken tot de A 11 kunnen oncmerken. ?~lk el 

van '° ( d. w. z. elke collect ie " ) vrord t clan voorgest cld door hct pro

duct A~' An; ••• A~r , en de.e.r s.lle eln V::'.n I~ deze zelfde samenstelling 

hebben, is dit ook het coll8ctieve kc-nrncrk van r:: 
( 28) 

·1e mer ken o:p, dat C0 en nC, ( dus ~ , niet C, zelf) mult iulic2.t ief resp. 

additief uit dezelfde kenmerken zijn sarnGngesteld. 

de beschouwon nu c::en reeks VE'.n k G.chtereenvolgende trel<kingcn van eon 

el uit I~, wa.arbij na elke trekking, E,fhankelijk van bet tre:kkintssre

sultae.t, de collectic bepaald.E- wijzigingen kan ond<:.:rga8.n. 1.lo onderstel

len echter, dat de trckkingsmethode invarient is bij willekeurige per

mute.tic:::: van de eln voor iedere trelzl:ing. Eat ms.them.s.tisch form2-lisme 

dient niet om een ernpirisch vcrkregen trckkingsreeks, me.,::cr om de trek

kingsmetgode, t.w. de collectic bestmindc uit allc op deze 1Jijze vor

krijgb2,re trek}dngsree1csen te bE.;schrijven. 

Het fq van de trekkingsrcE.:}rnen, vr2,2.rbij bij ::le ecrste trekking A" 

gctrokken wordt is te~gevolgc van cle ::~;ermut:::.b ili tei tseis ~ • Tonge-

. volge van do trekking 1,rnrdt n~mct 1 verrninderd, alle nr,met \-t I= A blij

ven onver2.nderd. Als dus Ji_'A e;etrokken rordt, blijft in de collectie 
nl·' n»-' -, ( fT A f' ) • .Ji.>- = A 11 00 acht er q 

1· ,I,, 
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De subcollectie van alle trekkingen vr:::.:-,rb ij /i. A vei c' ct2ij nt 'irnrd t dus 
n -I 1 0 

voorgesteld door ~ A~ C0 = - ~f Cc • We hebben echter nog geen reke-e n , n v ~A . e 
ning gehouden 1= met bet getrokken el zelf, 2= met de san te brengen 

vrijzigingen in de collectie. Bet trekken van eon el betekent eigenlijk 

dit een nieuw kenmerk te geven (met behoud van tH=Jt oude), t. vr. "b ij de 
I 

eerste trekking getrokken te zijn''. Je seven dit weer door bet met A~ 
in :i?laats VE~n AA aan te duiden. De wijziging i1:: de san1<::nstelling kan 

-warden vrnergeGeven door eer) o11ore.tor _\-')_'A, vrnrkende op de overblijven·de 

collectie ~ 0°1i.-;_ Cc. • I)e subcoll0ctie; bestaande uit al.le trekkings-

reeksen die bi,j de eerste trekking .\.)., opleveren wordt dus na aanbrengen 

van bet kenmerk "get1okken te zi,jn 11 en na de bijbehorende ':ri.jziging in 
d . t 11 • 1 1 ' I /1 I LJ .. e samens e ing 2-angegeven c oor ii J.-'i. >, ""' ,_ >-- -:S-Ji.- C O • J)o gehele na de 

eerste trekking verkregen collectia is dus ' 

(27) 
I ' I 

BA= AA fl.,\ • 

De gehele eerste trekking wordt dus voorgesteld door bet toepassen op 

0 0 van een OJerator 

(28) n' -t. I I 0 
__ = n 2 A~ n_A -:;;l-i.,\ 

De aard van de oper2;tor .f.l'A wordt bep,:.,e.ld door de aa,rd der wij ziging. 

Wordt de overblijv2nde collectie onveranderd gela,ten, dan neemt men n l I 

.l _ >-- = 1, dus B, = A.\ (ge·;rone trekkingen zonc~er t eruglegging). 
(\I -I I i) 
1 L = n 2' A>,. -.:, A- • 'Jordt de gctrokken bs.l tE::ruggelegd, dan moet 

>, 

de ontorekende fa,ctor A A vreer 1,rorden toegevoegd 9 dus is c1.2.n 
n' ,. B , , n _, ~ , , a 
- -A= r:..x , " = A,A'/-., en _ = n ~ A"P../... ~ 

, I Q ,r,.. A 

Vfordt de gE"::;trokken b al teruggelegd en word en nog d, ballen met hei

£.§llfde k.enmerk toegevoegd, dan moet n"-1 in n 11 +d overg22.n_, terwijl 

n~I voor rl= ;\ onverandcrd moet blijven. JJan is dus 

(\ I - A(1 >- + I B - I I ~- (.) Hl 

i l A - \ ' "' - .a.A.,;). A en 

( 29) 
J 

Men kan echter ook ingewikkelder samenstellingsvrij zigingen beschou

wen, waarin de operatoren _n\ niet eenvoudig door vermenigVlJld igingen 

kunnen ~orden voorgesteld, 

Onderstellen we nu vooreerst? dst het aantal eln van de iewijzigde 

collectie n, bedra2,gt en onafhankelijk is van het kenmerk van het ge

·trokken el (kort geze~d: van i1et getrokken kenmerk). In de beide eerst

genoemde voorbeelden is dit bet geval met n, = n-1 resp. n,= n; in bet 

derde voorb eeld alleen als d 1 = ••• = d I< ( =d) is s en wel met n, = n+d. 

In dat gevc=.tl is 01 Ben homogene veel terri1 van de graad n, in de AA ( en 

bovendien nm de graad 1 in de A'-,,), b. v. in bet derde voorbeeld be-
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n I d .L n, nr' 

staande ui t termen ~ A A A· ' TT A • Bi,j de t, reede trekking kan me:1. 
n /\ i,, ""*I\ r 

nu voor elk van deze termen oj dezelfde ~,ijze teTTerk gaan, hetgeen dus 
neerkomt op bet toepassen v1:m opera.tor-en 0'~. In de onderstelling d2t 

hiervoor lineaire operatoren genomen kunnen ~,orden, kan men deze op 

de geh.£1~ collectie C I toey1ssen, men krij ,~t dan 
'- )(-I'<::::: I n' 0 \ r"\ 11 1~! f\ 

C ( - , ~- J," t\ 11 _!:;,_ n _.,,>-- A " _ _ , -:--, 1, - ) C 0 = .s 1_ o. _ C O = ..\ L2 C -., 
2 = 11 I Ll ,. \-' _\ I_ l..c\. -,._ /, ---- /\ U ~ >, 

u _,.,, 1-" 

0/p deze wijze voortga&nde krijgt men na k trekkingen: 

(30) - n(i<) /\ (I( - I) n'' r'\, c. 
C ll - _ ._ _, ;_ • • • _ _ ~ l o 

( 31) 

B.v. beeft men voor trekkingen zonder terugle5ging (eigenlijke 
steekproeven); 

en, als men alleen op de 
(h) 

volgorde let, d.w.z. Ai,, 

(33) (')_k= 

aantallen der getrokken eln, 
I (k) 

tot AA ontmerlct~ A>-. = Q. Q = 
I r) 

1 ( ');,A --,-) 
U!k -· A () J.,_ ~ 

niet o·,J .c hun 
I \I r. 1 o 

~·1. >,. -· .C\o 

Voor trekkingen m~t teruglegging krijgt men op dezelfde wijze bij 
( h) I 

ontmerking AA = L": 

(34) _(\- 1 
nk 

Bij toevoeging van telkens d+1 eln met hetzolfde kenrnerk ,=:1,ls het ge-
trokkene krijgt men evenzo~ 

( 35) 

waarvoor men oak kan schrijven: 

(36) 

(Collectie van Eggenberger-Polya 1 )) 

Uitwerking hiervan als een multinmnium (zie pe,·:z. 52~ Jhr 14-1) gee:=·:;~ 

(37) 
k, 

/. I 
.B. 

A 
k 

I ), 

\ 

I ( ) J :,, 
s Cc door 28 gegeven? dan vrerkt elke factor (---~) 01J de facto~: 

'\ 1 .r: 

nh _ U "' 
n\ (A·-cl )-d 11 ft ( c) )k m '[· .,r,.-1, ~-:._:! ____ ".___ a een 1 en gee dus, daar dx x == m· · x is i 
1 ) zie onderaan volgende bladzijde. 
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( 30) 

Het fq_ van trekkin.:.;en, v-ra2trbi_,j (onafhE:cnkeli,jk V' 1.11 ds volgorde) 

k maal A, ••• , k_ maal ~- getrakken is, is de cotlficient van 
I I I '---

-1>-.1 (J.' 'ki_ ;. ~• + k~ ,1 ) • -~" ... " , ch.t:::: 
( £>, 1 N a ,, 

1-::,\ (39) = 

(k= L k"), zoals ook (veel gemakkeli;jksr ! ) door rechtstr01eks uitre

kenen gevonden kan ~orden. 

Voor d = -1 krijgt men de trekkinGen zonder teruglegging (eigen

lijke steekproeven) terug, en voor d = 0 de trekkingen met terugleg

ging (Bernoulliaance steek.JJroeven met pi'.= ~- ) (Vgl. Hfdst. 1, § 2, 

punt 3, bl. 1.5 e.v.) 

De operatoren nk, gegeven door (31) - (37) kunnen ook 'iIOrden toe

gepast, als 00 niet door (28), maar 2-l:3 een ho@2.ge£_£ veelterm v2.n de 

graad n gegeven is. 

De bier beschreven methods om een trekkingsrceks door een 1roduct 

van o~eratoren voor te stellen, haeft nos h0t bezw~Gr~ a0n de beper

k~ng tot. h£@0~.:3££ ve2ltcrmen :~ebonden te zi;jn. ~j_t voreist 1 ~ als 00 

0 1"·' 'ITC-~•1t-,r;,7 in de : '"G"f'"':j· ·-, i'"' d ,_,., '7 '°''--' 11 collo0 ct1· 0 van collesc~ti·e,~ O.· i.,..1 I,,,.; v .. , _ J. J.• A f..:J t:.)....., vU U , • , • .,_, t V .,___,_ v ..._. ._, 

voorstelt, dat deze cJ.le l1etzelf'd0 a::mtal oln bevatt0n, 2~ dat de sa

menstellingswijziginc;en telkens tot hotz;..§lf£.£ el-aantal leiden, onge

acht do voorafgaande trekkingsresultaten, Door een geringe wijziging 

kunnen vrn deze beperking o~)trnffcn. ~)z.3_rtoe merken we op, dat de me

t.bode in hooldzaak berust op de kunstgreep ~ de, vermenigvuldiging met 
_, 

door de d iff eront iat ie ..,,. 2) - voor t e ,:t e_'; lien. Zo 
c) AA . zu1len vrn nu de 

deling door n kunnen voorstellen door 0011 intc3ratie, da;r ~ 
I 

= I xn-1 dX 

n-1 
is •. De factor X kunnen 7m krijs2n door~ de difforentiatie 

A,, ••• ,Ar door A, X, ••• ,A,X te verv2,ngen. Vocren we bet syriibaol 

1) F. Egp;enberr;er cm G. J;:.2.lil.2:.~ Uber die Statisti:: vcrkcL:;uter Vor--

gange, ZS.f. angevmndto Ivlath. und Mecbanik (ZAllilli) 3~ 279 - 289 1 -1923. 
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in voor de bewerking: vervang in de acbter bet symbool staande uitdruk

king x,, ••• ,xr ~§~l__waar deze vs:)orkomt_ resp. door Y,, ••• ~Yr , zodat 

(40) 

is, dan wordt, als n = 7- n/-'- is 

dus 

( 41) 

1 n (f1) D 1 • · ,. ' :i • 11 . dt en ana oog __ • aar Jlerin geen v~n ae ce~a .en nAen n meer op~ree , 

kan deze o-p iedere coll.ectie 1 ongeacht ba:.·,r homogeni tei t word en toege

past, zodat (30), (31) met (41) in l)lea:cs van (32) b.v. ook geldt als 

in het op pag 61 genoemde derde voorbeeld (29) de getallen d 1 , ••• ,dr 

~i alle gelijk zi,jn. In pla&ts v.'l,n (36) krijgt men dan 

(42) 

We merkon op: 1~ dat de factoren X telkens bi,j de substitutie erin 

bracht, b ij de integratie weer 11erc:Fijnen, 2~ dc::,t de factor 

rre-
0 

d~+l 
A'A links en -;r}:; rechts v&n het· substitutie-symbool moet sts.an, zo-

dat men deze niet tot een -d'A~ kan verenigen, tenzij men de daar 
-. A ~ 
•) ),., 

te Veel Optred r-::,nr:e factor. Xd~,.., Of v· .. " t - u A weer v0rw1Jaer: 

(43) 
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I ,, 

( 1 ) 

Zij F(x) de verdelingsfct ener (re~le) stoch~stische 

functie Zl ( T), bij s,flwrting Z( T) E;edefini2crd door 
t'.>~ 

Z x ( T) = Z ( r) = 'E, e l5' = / ex, dF ( x) 

varis.1Jele 

voor d j e ( reele of comple~ce) vra.s,rd0n van T , vmarvoor de int egrae,l be

st2.at, beet de karakteristjels.£_f~~nc·~ie v~n de vo,ri2,l;ele 2S• 

Is -C = it zuiver imagina:Lr (d..':r. ~::,. t rt:e:;el), dun bestaat de inte-

grc=:.al altijd, da8.J'.' \eixtl = 1 en )dJ.'(x)\ = d}i'(x), dus \jeixt dF(x)I ~ 
~ [dF(x) = 1 is. Vsrder gsldt (vgl. Whr bl. 87): Destaat Z(~) voor 

T "" s ( s en t wordGn st (aec1s re eel onderst eld) , dan ook voor r = s+ it 

c,n algemener voor r = B s+i t mot willekeurige t en O ;; (:) ~ 1 • B estaat 

zi;] \roar r = s+i t, dan ook voor T = (:) s+i t met •;rillekeurige t en 

0 :::-. 0 < 1 ( niet s: 1 ! ) ; voor -c = s+i t, t /= t,, lean zij voor somrnige t 
- -

·weJ., voor and ere niet b E.:ste,an ( voor t = 0 zelrnr niet, tE-.rnzij voor alJ.e 

t). Samenvattend kunnen we zeggen~ 

Z ( -() bestaat het zij alleen op de imaginaire as van hc,t complexe 7 -

vl,ck, hetzij in alle irnirnndige l)Unt en van een da8,rmed e evelTNij d igE: 

ct~ook, die deze as bevat of erdoor begrensd wordt, en o; elk der be

gr2r.e:':1'X1G rechten geen of sommi{.se of alle punten, met dien ver2tande, 

c.a·~ zij steeds in alle punt en van de ima,:-;ins,ire as bestaB,t, ook als 

dez0 begrenzErilo rechte is. :Je strook lrnn zich oak naar een van beide zij

c1.e:. of na21,r beide tot het oneindige uitstrekken, in vrelk geval d2.2,r uit•• 

orc~rd geen begrenzende rechte is. 

~e zullen verder bet existentiegebied van Z( t) niet expliciet ver

~·~e= den, wetende dat di t in bet ongunstis;ste gevs.l ui t de imaginaire as~ 

evcntueel uit een strook, en soms uit bet gehele complexe vlak bestaat. 

Voo1~ de functie Z(it) zal so:rr-.0 ook de not.,::tie r.p(t) gebrnild warden. 

'Ie'.)lal wordt alleen deze i'unctie bescbouwd, daa,r zij al tijd bestaa.t, en 

vo}doende is om harerzijds F(x) ondubbelzinnig te bepalen. 

] 1e logari thme van de karakteristieke fct - w2.2-r deze best.s,2,t - noemen we 

c19 ~2tropiscbe fct z ~ ( 7. ) : 

( 2) zx ( T ) = ln Z ( T ) 
- X 

De ~eerwaardigheid van de logarithme zal in punt 2B opgeheven warden. 

2, De eenvoudigste eigenscha9pen der kar~kteristieke fct zijn: 

A. Zijn a en b constanten, dan is 

(3 \ 
' , z ( ) o:c+ b l: 

( 3 I} 

· Cf· ) Z O _x ( 7: ) = Z, ( a T ) , z ( T ) = z ( a T ) ~ 
A Ur !, 

· .zoa·~s onmiddelli.j k door sub st itut ie in ( 1) blij kt. 
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Z(O) = 1 
h 1 (0) 0.. , c·l"· ,·1,:-,:,,~:1 E' v;:-n de Jo,··ri'thme ]!~en l~E.\n ,~_er c' V8 Z = l1C,11CYJ ~ ',Kt: .I'lTIGllO v ,,,uJ.U, , · b'' 

dm:: van z( , ) is V'-•.st'.;elegd. VoortE, is 

(5) 

Voorts k.Eu1 men be1;d;jzen.i j_:_,_t :p (t) een voor alle (rettelo) t continue 

fct vg,n t is~ en d·,'t :::·,( r), ,.-ls deze fct ook buiten de imaginaire t -as.i 

dus in een s.trooi<:. bestac::-t;, j_n het iEr::.:11diGe d2,:::rvan en Ol) rs.nden waarop 

Z( -r) overal l:ie0:ta_;,_t (dus OJ:) de imaginairc as) £_£E~Jnu i::1. 

C. Is f syrnmetri:~ch vcrd.ecld.i d.-,,.:-:.;. 

P (-x) = lim l 1 - F ( x+ -r ) i 
S-,.J 

v o or i e de re x , d an is C? ( t ) re (:j e 1 ( en s 1 e ch ts d an) i { ( ~ t ) = i'l ( t ) 

Algemeen is 

Cf c-~t) = r rt> 
waarin i bet geconjugeerd-complexe getal van z voorsbclt. 

D. Neemt ! alleen ae~uidistante waarden c+nh (n geheel) aan, dan is 

cp ( t) periodiek. met de p8riode 2 h 7l., Z ( -c ) en z ( -c ) zij n periodiek. mGt 

de pE;riode 2 ~ i. Is anderzij ds Cf ( t O ) = 1 voor een ~el.e t 0 ,/4 o, dan is 

Cf ( t) periodiek met de periode t 0 , en 2f neemt ( "b ij no, zeker") all0en 

aequidistante waarden met de dis-cantie h = Lt aan. 
. 0 

E. De entropische fct ener g_~_dU£,£Srde Vc'.riabele x = x - 1, ( in de on

dr~rstelling do,t bet ecrste moment bE:.:stao:t) ~ s voor reele -r ( voor zover

re zij bestaat) > 0. 

(6) Z~- ( T ) = Z ( L ) - !!.T > 0 
s\ )( r 

Het gelijkheidsteken geldt dan en slechts d2,n CLlS hetzij -.::= o, hetzij 

~ bijne, zeker -constant is; d.w.z. dat P l-x = c] = 1 is, dan i.s 
L.-

F(x) l ( x-c), t.{x; ~{~ 
V ' 0 (vgl 131), wa:.,rin "~ .,, 

is bl. 42, 1i!hr bl. = 
X < 0 

en ~l•. = c, dus ~ ~ :£ 2£ = / , waa,rin bet symbool ~ a2,ngeeft, dat de 

beide leden 11bijna zeker" - d.vr.z. bchoudGns ce-n ever.rtualiteit met wh 
nul - golijk zijn. (Vgl !dhr ]_mg. 93) 

F. De entropische fct is voor reole -c niet--negat ief convex op het in

terval, waar zij bestaat (bestaat zij voor gc~n re~lo ~ ,/4 O, dan be

staat dit "interval" uit slechts ~~n punt: h~t gestelde is dan triviaal): 
' 

Zijn a~ O, b ~ O, a+b = 1, ~ 1 en~~ re~el en in het definitiegebied 
van z(-t ) , dan is 

) Met C{., u wordt hot ruule deel van IH;t cio5;lexe gotal u .§::angeduid; met 

J u de coefficient van i, dus, Jl u = utu = x, tJ u = u2iu = y als 

U = X + iy is. 
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Gevolg: Is z tvreomaal diff Grc-nt iE::e;rbaar ( t. w. s.ls µa b (:_;st1:"'c2t, Vf;l. 

punt 3), dan is z" > O, tcnzij 2S bijna zck·~r const2.nt is (dan is z" = 0). 

Gevolg: Bestaat z( T ) voor E.110 :cco1c r -on is p I= 0, da,n is er een 

en Sl8chts een reelo l l=- 0 met z ( T ) = 0. 

G. Tie cntropischc fct is voor reclG (voor zoverr~ zij b0st&at) een 

niet-negat ief convex fun ct ionc l. ,r2,n de 2.t oche,st iscbe variab clc: 

( 8) z . ( T ) < az x ( i: ) + b z Y ( T ) 
O~+Of = _ _ 

als a~ 0, b :::._ 0, a+b = 1 is, en T reeel is en in bet dcfinitiegebied 

van zx zowel als van z>. (en dan ook van z b) ligt. 
u~+ 1 

H. Besta8.t hot moment ;) van de orde k, dan is qi (t) ovcral k maal 

differentie8rbaar en 

(9) dF (x), 

in bet bijzonder 

(10) 

Bestaat Z ( 1: ) in een st rook, dan is 

(11) 7.(kl(O) 
- = ._;k ' 

waarbij eventueel de afgeleide naar rcchts of naa,r links genomon. moet· 

warden. Evenzo is dan 

(12) 
~k) 

de cumulant van de orde k. Uit de cxist8ntie vc.n G" (0) behocft echter 

die van µk nog niet noodzakelijk te volgen. 

1 ) Sams wordt existentie van het absolute moment c\ ondersteld; voor 

oven k is c<k =pk ; voor oneven k volgt de e~cistentie van ('f.k uit 

dio van µk , mits men deze laatste s,ls lim / ixdF(x) inter-oretoert,. 
X, "'"O:, -X 
\➔ (P ' 

waarbij x 1 en x2 .onafhankelijk v2.n elk22,r varicron. Bestc,at alleen 
X - --

liJn. I 'xdF (x), vrollrn limiet met bet s:·mbool f xdF (x) ( de zgn. "valour 
x,~ 1.:,) - X, 

principale" van de 

f,( k niet te best2can 

- 1 ---1- loert. 
TC 1 +X2 

oncigenlijke intocraal) wordt aangeduid, dan behooft 
. 1 

zoals hot voorb eeld F ( x) = "'.: arctg x, F' ( x) = 
Voor de oigenschs,7n,cn dcr momonten vcrwij zen wij 

naar Whr bl. 81 - 92 • 
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I. Bostaat z(-r ) voor a < t < b, a <'0, b > O, dan ziJn .,( -r) en z( 1.) 
in dit gobicd ,?,nal;y:tis9h_g, fcts ve.n 1; Z (k) ( T ) on z (k; ( "( ) bostaan voor 

e,lle (natuurlijko) k, en tcve:ns de 2.bsol.ute 5 d,us ook de gc'Jon0 en de 

factoriclo moment on on de cumule,n-con nm icdor ordc k. In di t gcval is 

(13) 

(14) z( r) 

--
( 15) z ( ln( 1 + T) = )k i...,k/'1(""' t ~ 

0 • 

(Vgl, ·wbr pag 87). \Jogons (13) ';'Ordt Z( T) ,::cl de momontcn-voortbrongon

do fct ("moment gonorating function") gcnocmd. Tic absolute rnomcnton la

t en zich echter nict op convoud ir~c; 1.·rij zc in Z ( T ) ui tc1rukkcn. 

3, Tio existontio van de momcntc:n h::mc;t e,f v~J.n do "snclhJid" vraar-

mede F(x) voor x ~-:-J) en 1 - :81(::r) voor x ~ ,:n ✓ dus ook ( in do op pag. 22 

Math. Stat; gobruikto notitic in de aldaar gcnoomdo gevallcn) 

, f(x) = F' (x) resp. fi (of pi) na2.r nul gasn, De bcla.ngrijkstc gevallon 

zijni 

u.) f(x) resp. fi is C'(x-") 1), A> 1, voor x ➔ ±,:o. :Dan is F(-x) = O'(x•"-+') 

en 1'.-F( x) evencens en ,x b ost2at voor k > A· -1. :Do oigcnsclw,ppcn van 
k = 

punt 2F golden do.,n. Gold t de oig(.;nsch2,p nict voor allc A , 1, d2,n b ostant 

Z ( -r ) ~J.1 . .£££ . op de imaginairo as. 

~ ) • f ( x) r o s p • f. cm d en o o k 1 -F ( x) on F ( x) z i j n 
1 

l"((c-..-bx) v '"' voor x ➔ i (~ 

t'((OGX) v · voor x,..,_.)) 

b > 0 en 

a> 0. 

In dit goval bostaan ~11£ moment en; Z(T) en z( T) ziJn anr;,lytiscb in do 

strook -a < at 1 <b, on do cigcnschappcn vs,n :;;;unt 2G gcldon. 

Opmorking: Is b. v. voor x ➔ ,Xl f ( x) · == (Y( c· oxx 11 ) , drm is ook 
- b' X 

f(x) = O(o ) voor icdorc b 1 ' b. 

" y ) • f ( x) = 0 ( c - c I x 1 ) v o or o on )._ > 1 • TI an is a fort i or i 

f (x) = O'(G-<J~,<"l) voor all£ a > O, dus de ondcr ? gonocmde voorwaar

dcn zijn 't1'orvuld; Z(') ;,,n z(-r) bosto,an on zijn ano,lytisch in hct_g_gh.£1.£ 
comple::x:o vlak, 

Hicrui.t t c zamcn met punt 2G b lij kt, d at do _g_i.gs_~chQ:ppon_ v:111 F 1 ( x2 in 

ho !_£££ind irz:Q._...Q.flI!liq_d c filj k s ag);c J1h2ng on mot de: d if f o rent ic crb '.?,e.r he: ids -_... ... ,...._... -- _,. ____ ,. __ ,_ ... ..,._...........,.... __ _ 
££§.:£.!....._§£~alyt ici tci tsoigcnsch3=,P.,pcn v2.n 'Fill, Eerstgonocmd8 kunncm wor

d on uitgodrukt door oxistcntio-oigcn:::,chappcn vo.n moment on rosp. van 

Z (' "t) voor roe lo T • 

1 
) Zic voor vootnoot volgendo pagina, 
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4. Anderzij ds hangt het gedrag van f ( t) voor t--o-. -!:.c0 onmiddellij k samen 

met de differentieerbaarhoidseigenschappon van f(x). Is b.v. f(x) k-
. k 2 

maal diff erentieerbaar en [f ( 1 ( x) I OVGr de g8hele x-s.s integreerbaar ) , 

· dan is I Cf (t) j < ...Q.~ 3 ) voor een passE:.nd gekozen const,,1 nte C (b. v. 
(k = lt/K 

C = / If \x) I dx), zoals onmiddGllijk door partiele integrc,tie blijkt ~ 
Omgekeerd kunnen ui t iets schcrpere kleinboids-onders-t;ollingen van 

r (t) voor t~ ~ oc> iets Z',rakkere difforentieorbaarheid.scigensch8.ppen V8.,D 

f(x) afgcleid warden. 

5. JJe belangrijkste eigcnschal)l)en van r (t) ::ijn echtor: hot £E.!£1:.
.1!£gs!heo~, de eenduid. -igh8idsstelling, het ~rings}h_e_9r~_E}~ en de 

£.9..£llQgit~;hts§}£lling. 

6. Twee stochastische variabbl8n x en v word en onafhEm~u: lijk g01,.ocmd - - _., ____ _ 
als de vrh dat 2.S ~ x 8D ;y:, ~ y is voor alle x en y gelijk is s.an het pro

duct van de ·whn dat 2.S ~ x en dat ;y_ :;_ y is: 

(16) 

Hioruit volgt dat ook de overeenl{omstige relaties bestaan, die verkre

gen warden, als men zowel links als rochts ~fn van beide of beide <

tokens vervangt door een <- 1 een >- of een ~-tE::ken. Ook geldt dan 

(17) P [x 1 < 2,S ~ x 2 , Y, < ;y:, ~ y 2 J = P-[x 1 <is~ x 2 J P [y1 < t < Y2] 

JJaarui t kan men afleiden, dE,t tusscn de vcrdelingsfcts v.s,n 2,S, ;y_ en 

;?S+iY, de funda,mentele b etrekking bests.at: 

(18) i F~+t(z) == j F~(z-u) dF1 (u) = / F/z-u) dF~(u): 

JJe integralen zijn bier; als alti;jd wanneer g,..::en integratiegrenzen aan

gegeven zijn, van - m tot +CD (i.e. dus -co <u <+co) genomen. ___ .. ____________ _ 
I 
) JJe "orde-symbolen" c(x) en O(x) van Emil Landau (1877 - 1935) zijn 

als volgt gedefinieerd. M6n schrijft f(x) =IY( cp(x)) als voor vol-

doend grote x > 0 Cf(x) f. 0 en lim f txf = 0 is. 
. . -} x-oo r X _ 

M,'::n schriJ ft f ( x) = d( ~:c ( x)) als voor voldocnd. grot e x > O ep ( x) f. O 

is en er constanten xi"' en C bestaan zodanig dat voor x < x < +o.,: / ti~j < C 
- C= fCxY 

is, N.B. Bet symbool = is hier geen gclijkheidsteken; uit f(x) _ 

= d( (p (x)) en g(x) = Ci( f (x)) volgt nict f (x) = g(x). Men leze voor 

::::-. O': "is (hoogstons) van de orde (v2n)" en voor = Ci: "is van een kleiner 
orde dan (de orde van)". 

2) Bet is reeds voldoende, dat f<k- 1\x) bestaat en van begrensde variatie 

is. 
3 ) Deze ongelijkbeid is onscherp voor /tk\ ~ C, ds2r in ieder geval 

\o/(t)j ~ 1 is. Zij kan dacrom vervangen warden door lfCt)I < 

20 / d . I tk I C . d 
1 + Jt'jT' , ie voor 1 .~ min er scherp is, maar voor 

een eindige grcns (< 2) geeft. 

jtk I < C al thans 
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Voor bet geval dat x en y continu (differcnticcrbaar) zijn bestaat 
- ll.. 

tussen de verdelingsdichthed8n de met (18) overcenkomcndc bctrekl{ing 

(19) fx+y(z) = / f 2 (z-u) f 1 (u) du=} f~(u) ft(z-u) du 

Uit (18) kan men nu afleiden: 

r~+/t) = f eizt dF~·r_y (z) = J eizt dz I Fy(z-u) dF_/u) = 

= /dF~(u) / e·,zt dzFy(z-u) = }dF~(u) j e'i\utv>tdF~(v) = 

= j e i u t dF2< ( u) • / e I v t dP1 ( v) = Cf\ ( t) . Cf L ( t) 

Hiorin betekGnt dz PY ( z-u), dat b ij de different iatie z als onafhankelij k. 

variabele, u als con.st ante beschom1d moot r10rden ~ t erv1ij 1 de rochtva.ar

diging van de ver,1.risscling der integraties 0n der vervanging vs,n de dub

bele integraal door een product van integralon achtcr·ege gelaten ise 

Op analoge wijze bewijst mE::n het Qptg_lliQgsthc2..rem.§:. Zijn 2f en y_ on

afhankelijke stochastische variabelon, d~:.n is (voor zoverre de fcts 

bestaan) 

(20) :zx-r1(l) = zx ( t) + z 1 (-r) ,: 
C -

hetgeen aequivalent is met 

(21) 2 ~tt(-c) = Z (T) z1 (T), 
X 

Hiorvan is de relatie 

(22) (P (t) = (fx (t). ({ (t), 
l ~ + y - , !.. 

waarvan het bewij s boven kart aangeduid is, de spocialis:..;ring voor -c = it. 

7. De ~~!~igheid~stelling luidt:· Zijn F 1 (x) en F 2 (x) verdelings

functies, on geldt voor de 1Jijbohorende karaktoristic:ke :fcts Cf, (t) en 

L{, (t) = 

is voor iedero rodlo t, dan iG ook 

voor iedere reelo x. 

A fortiori geldt lagtstgenoemde relatie dus als Z1 (T) = 22 (~) of ook 

z 1 (~) = z 2 (T) is in een gehelo de imaginairo as omvattendo strook. 

Het is daarom te verHachten, dat mun bij gegeven cr(t) ook F(x) zal 

kunnen berekenon. D'it wordt beroikt met behulp van hGt 

... Q__mft_o_!:_in8§.th_££.£Q~~: Indien Cf(t) de karaktoristieke; fct oner variabele 

met verd8lingsfct F(x)"is, dan is voor allo re~lo x 1 en x 2 

23) F(x i) -- f e- ix~e- i~ : F(x) cr(t)dt, 
-2TTit I 

vraarin het symbo~l f de "valour principale" der oneigEmlijke integraal 
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gedefinieerd is door 

( 24) 
tT 

f u ( t ) d t = ~ l~ l u ( t ) d t 

Hierdoor is F(x) op een constantc na bopaald; doze wardt acht~raf 

vastgelegd door F (-co ) = 0 te numen. H0t io ccht ,..:;r niet mot_;el i;j k, recht-

streeks x = -w tc substituoron 1 daar dan nist m0cr bestaat. 

lr:3 F ( x) cont inu diff orent ic crbae,r, Ic.n is bet e d1'roudi(; ,r f ( x) recht

strcoks te bepalen met bdml 0J van 

( 25) 

I ndien f(t) voor t- 1m voldoend snel r,anr nul gae.t (hetgeen volgcns 

punt 4 hot geval is als f(x) twcemaal differontiecrb~'.ar is) kan in (25) 

( en a fortiori in ( 24)) het symbool f door c8n gev1oon integraal token ver

vangen vrord en. 

Hat discrete gedcelte kan afzondcrlijk verkregen 1.rorden uit 

(26) 1 p (x) = lim -2-T 
T-t> co 

.,r 
j e-i:<t c_p(t)dt 
-T 

vraarin hot linkerlid de sprang v2.n de v0rdclingsfct bi,j de argumGntvmarde 

x voorstelt, dus F(x) - lim F(x-f). D0 J_imiet in bet rechtcrlid is dus 
t ',, () 

- nul voor alle x, waar F(x) continu is. Indien in hct bijzondor ~ alloen 
gehele '.;raarden aannsomt is cr(t) volgens 1::mnt D pcriodidc met de :_;)E)riode 

I 

2TT. De limiet in (26) is dan nul, tcnzij x = n geheel is. In dit geval 

is de gchelo integrand dus periodiek. Ikomt men dan T =nN, dan is 
+T +TTN iTT ·- +T -•n 

{ T = Lrr~ = N { n ' d us 21FF l r = ~ L n ' 

en (25) gaat over in 

( 2 7 ) P n = P ( 2 TT n) = '2ii- /_: n e - 1 n t Cf ( t ) d t 5 

daar in dit geval de limictovcrgang achtcr~egc kan blijvcn. 

Bet rcsultaat (27) is reeds o~ pae 44 (Whr 133) (14) vcrmold, daar 

in di t geval Z(i:) ecn machtrccks in e" me.it coofficicntcn Pn is. 

Voorts vcrmeldon wo hot 

Co£1.i!}_uitoitsthe2.E..§.!E§:• Is !, , ! 2 , ••• con rij van stochastische variabqlen 

met verdolingsfcts Fn(x) en karakt-~;ristieke fcts cpri(t) (n = 1, 2, 3, ••• ) 
en is Cf{,t) oen fct, zodanig dnt voor iedore recle t 

( 28) 

is, en vrnl gelijkmatig op con 'Jillekourig lc.le:oin eindig interval dat 

t = 0 als invrendig punt bevat 5 dan ~taat_ er con vcrd,:;lingsfct F(x), 

vraarb ij Cf ( t) als karakt eristieke fct bchoort, en -{marvoor 

(29) lim Fn(x) = F(x) 
n -4r.,~ 

gcldt voor iedere x, waar F(x) continu is. -- ------~-
Belangrijk is daarbij, ciat men Bi£! vooraf behoeft to wetcn, dat cp(t) 
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r 
e en karc::ckterif,t ie1'"& :f.' ct is, mit ~; cle se l ij kmat ighe idscon~l.i tie ver

vuld i~:i. l)eze ken ooh vervangen v-ror::len :Joor de eis 1 d-n,t cp(t) 

voor t: 0 continu is. 

J)o;c anderzijds uj_t (29) (voor :Led.r,i x 1 ,,;vG...<J.r ·_"(x) contim is) 

Op de bewi;j zen ln.-1rnwn we overic;errn tfJ n.e:·:er plr,.ctse nie.:; :Ln,_~;cF,.n. 

\le moeten daarvoor r.1c12r de boeken v,·,;.,r.i i:}1..lTL L :yy 1 vcu1 ,;;,r:i.e een groat 

gedeelte van de theorie der karakteristieke fcts, en in het bijzon

der de ornkerings- en contin1.1itei-tustel}ir:i.L; c:n'1;u,r:stig zi,11-: 1 en v;:-rn 

HA}:AL.,) ChAMl:R, die de contimliteitssteLl:Ln:: ri,et de bier vermelrle 

zwakke onderstellin~en bewezen heeft, verwijzen. 

" LeqonE: sur l: addi tior. des vari2J1l(:;S alcatoires 

(:::'aris, 1'137) 
H.Cran,er, handom variables and c)rc,balJility distributiorn .. 

Cambridge tracts in rnathern.tics, nr JG 

( Cai:,ln icl,' 0 e, 1 q 3?). 
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t 8. We beschouwen ,:,nkele toepassingen van de vooraf gaande stellin-

gen. De hier kort te bespreken stochastische vatiabelen zullen in het 

volgende hoofdstuk uitvoeriger besproken worden. 

Aan ecn alternatief, waarbij 6~n der kenmerken ontmerkt is: 

c1 = p + qB, kunnen weals stochastische variabele x 1) het getal 0 -a 
toevoegen als Il niet, en .het getal 1 als B wel optre~_,dt. Deze variabe-

le heeft de karakteristieke fct 2 ) 
r: 

= p + qe 

en de entropische fct (vgl. Vhr pag. 90.c): 

17 r) . 'i,. , s I · · { r ) ..,.,. 11 
( 3 0 ) ·'/ A ( r) ~ fl1 ( p +· (l e . = 9 I .., t r) r::I ·r. + -y e 1 ( F ··· q) T ·f· { 4- \ J <1 I - u r' q L -J .. I 

Het aqntal keren ~B3) dat B optreadt bij n 2~~f~~~t~!~J~~ trek-. 
uit dit alternatief 9 de variabele van Bernoulli, is de som van n onaf

hankolijke variabelen, di0 allo dezclfde verdeling als -z:.:_A bozittcn: 

( 3 1 ) 

Inrmers EB net;mt d0 waarde k ac:n als bij k van do trekkingen B 

optreodt, dus als k van de 2SiA du waarde 1 aannomen (en do overige de 

waarde ~). Dus is de karakteristieke fct van ~B: 

(32) 

en 1-/.. (J ( T} :::. vi . 1 A ( -r) ::: t ·1 '1 -C -+ {. Vl rl t 1.. + 

derhalve is /1,J: 11rf en v;-= }1 r cl 4-) • 

Beschouwt mon e'--'n rij van zulko variabelen ~:S(n q) van Bernoulli, 

waarbij p = pn = 1 - qn van n afhankolijk is en ' n vvel zodanig, dat 

nqn voor n -4 co de limiot •~) 0 heuft, dan is: 

lim 

dus als we de limietfunctie 

. -· ·_ 1.J(e -1) I l ~ 1 
(33) Zf_,Cr..J=· e ~i 

nwt Z p 

Daar we hior voor kunnon schrijvene 
7---7 . ) . - Y. ,x_ € _<::__ - t)( 

, __ p( r =- e e =::- 2i-, e 
(' 

is dit de karaktcristieke f~t van 

aanduiden 5) dan 

variabele van Poisson, waarvoor goldt: 

is: 

variabele ~P' de 

1) A 

3) :s 
= altl;rnaticf , 2) V!u scrijvon ZA("C:) als afkorting van Z)( (1~ )e.d., 

.,. A 
=:Bernoulli, 4)/i-/-1 , onz., 5) P=Poisson. 

I K ,,, 
•· - l) 



( 
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(34) 

Volgons do e~nduidigheidsstclling is dit do enigv variabi;;;le, dio 

Zp ( 1J tot karalderi sti i;;;lrn f ct ho'--'ft, en volg0ns de continui tei tsst0l-

ling is lim F B( ) ( x) = F ( x) voor ie d1;;re x 1 die ge'--'n na tuurlij k 
. n' qn p .. 

g0tal is (daar x allucn natuurliJkc wae.rd1 .. m aannuvmt, dus F (x) al-
~ ) D 

le'--'n dan disconpinu is1 ~~'--' schrijvGn daarvoor ook: ~ 

~n = lim ~B(n n ) 
./;' h -➔ c.,a ' '1..n 

9. Voor a.0 goreduce,..,rde: variabolo van B<0rnoulli EB = EB - nq 
goldt: 2 ) 

( 3 5 ) ~ ,/cJ = -\:_ n p 1 r 1 -t· + r p 'i ( I' . q) -cl +- fir n p 1 ( , - (, I' 'I) r 'I ➔" , 

cm 

(36) 

We zullcm o'--'n stochastischo variabolu _gvstandaardis0ur.d noemen 

als haar sproiding 1 is on haar gemid~old0 0 3 J; '--'on willekeurige sto-
chastische variabelo (die e'--'n oindig tweode mome:nt bezit) wordt gostan-

daardisoord door haar mot ha2r gomiddolde to verminderon on h0t vor

schil deor haar sproiding te delon. Voor de uit ~B afgoloide g0stan
daardiso'--'rd0 variabol0 

1) In dit goval vogt hi~ruit, dat lim FB( ) (x) = F (x) eok geldt n, q P 
veor de discontinuiteitspunten~ Immors zowoln FB(n,q) als Fp zijn 
trapfuncties, die van rechts continu zijn en beide siechts discontinui

teiten hobben in 2~~~1!§£ punton 7 zodat uit convergontie: in de tussen
golegen punton ook convergentie in dezv discontinuiteitspunten volgt, 

2) 1.i:fe schrijvon ? 13 a1s afkorting van 11._i' e;nz., 

3) We zullon a.e.: ge-standaardise'--'rdo verd0fing ook de bij e, .. m verdoling 

behor8nde §tandaard-vurdeling noumon en hem aangevan door achter het voor 
de verdeling gobe:zigdo symbool tusson haakjos st t<J zetton. • 
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1 . :l_ ,2 
. lffi .ZJ3( t) ::: ;;T ,. • 1-, --" .r:1 S 

Daa.r deze limictfunctie voor r = 0 continu is (voldo0ndo waru rcc,ds, 

w dat di t voor zuivc:r imaginairc -C h<.::t g(.;val is ) is de limiet zc,lf c\.;n 

0ntropische fct: 

waarin B = B(n,q) is. 

De bijbehorundo stochastischo variabele he0t de (gostandaardisol.)r

de) normaal verde ,~ld0 ( of l{ortcr: normalE:_) varia bole. Hi orvoor is dus: 

~ -f-7:.1 _!ff}._ 
L.NUf) (r)= e en 'f,Hs+-) l t) = e 4 -

Daar ~t.i(,,,( t) voor t .-, ± 'i'' voldoend'--' sne:l naar nul gaat, is de vord1.;lings

fct continu on z1_;;lfs r1iff,.;runtie\.;rbaar en we hebbe:o. volgens pag. 71 
(Whr 160) (25): ,, 1_ -+;;;;,~, , , 'l 

,, ,, - L /C i:; j' f z-f- - : { 
)} (Y) ~- _I ( e lfl . ( -I ) d f ::: ___ I.. . b"' -· - . "J. - cl+: 
/)~J(~l-) ?trJ. N(1{). )(t' -
. -•~) 

(daar hior do oncigunlijk'--' intogra~l wugcns haar convergentia met haar 

, hoofdwaardo-volgons-Cauchy ovcreunst9m~)~ De in het rccht<.::rlid optre-
-1x. ~ 

dende integraal he0ft d0 waardo e \/;.. ,r 

dus: 

(38) 

,-
\ 

\ ·t N ( ~ t) (-x) ~ 
-.... -----•......._ .. ----------------~ 

I. l - .. )(. 
1.: 

E. 

Y, I 1. 
(

. c.. - - ?l 

, e l o(J~ 
J -Yi 

Dit r0sultaat kan ook techtstrGc.;ks, zond0r behulp d1..;r karaktGris

• tieka fct bowozen word0n, zoals A. do Moivre re\.;ds in 1733 guda~n h~0ft. 
tJ 

Voor hot fq van hot aantal keron 9 dat inn onafhankelijko trekkin-

• gen h1..;t r0sultae.t B bon.dkt wordt 9 d.i.fi- ?_l e(vi ~)' gle,dt dus: 

D[ )r,::;;-- I \ _]- ,, j_ili -l.?c.z 
lim .. I -1 ~ ~\ /-~r- < n )([i{ii,~) ~ 1 + H )_ l~r- ::: -,/2. .ft e ]. (,Cx 
h ➔ ,:J.' -Yi 

., · a h a t J 1. ?c - r; I c · Voor voldocmde grot0 n is .o w .a h __ G(n. 1) 1 -:.C is voor 

~ ie dere constanto ( van n onafhankulijkc) c ) 0 0n iuder tv,e,, tal waardon 

\ y 1 0n y 0 voor voldoend grote n grotor clan d0 uitdruktdng in h1:,:t recht0r-
• L 
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lid, daar dan -c <--~,\/-2./f en lhVej' <c is, Daar 0.eze "ih in ie-

dur geval ~- 1 is 9 t0rwijl d-.:.: intograal in hot recht8rlid voor y 1 -➔ oo 

en y 2 __ .. _.,, ro tot 1 nad0rt, volgt daaruit dat _dv wh. __ Qa,+::_J:'H.,t fg_ -fi- ~ {3(vi,.4;) 

h_o_ogst~g~ c van q v\;;rschil t voor _icdor0 c >: _ _Q_ 1 to~. limivt hc:,,;ft. · 

10. Daze eigvnschap was roods door Jacob Bor~oulli (1654-1705) in 

het vierd0 doel van zijn Ars Conj i..,;Ctandi bt.::1!1'-'zen 8n zal hic;r h0t theor8-

ma van Bornoulli gcmo0md worden. Zij wordt ve"'l ·.l 111et dv. naam 11 v1c::-+; de::r 

grote getallcn 1; aang8duid, Gun bonaming die; cloor S.D. Pois 03on voor het 

iots algem0nere goval ingevoerd is, waarin du ope::~~1volgonde alternatievun, 

waaruit getrok::on wordt, niet a.110 gc..lijk behocrr<:.:;n tc zi~;:1- (zie punt ·;1). 

Enige verwall'lring wordt vac:;.k gowcJd door het i'eit, c~ai; do '}.::.tdn:kking 

"wet der grote get all en° soms voor hGt mathe:m2 t~ "! c-.rn theo:cema ( 40) 
( of een van haar generalisaties). on soms voo:::::' ._ \:_; 2.a11 C.G cc'vari.gg or.tlecn-

de ui ts:praak gobruikt wordt, inhoudonde, da-i; f.s::!.:1..~_C:)} ___ ando1-e statisttsch~ 

groothede__n, die bij. verschillende ompiri.sche;,_c_oj.L-:~e:.ties lffnnc:n worden 

be_:Qaald bij over_gan_g van een colloctie na;::;,J' p,r~c~cre _ flur;"cuaties Vt::rtonen 2 

die in zevr vele gevallen in groott8 afn2men __ 9_ij tocnG~-~-- -~~e u_tt_gebreid:::. 

heid der collecties. We zullen om cleze re den ds u:'c. tdruJr:c::.ng ,:wet der 

grate getallen" liever vermij den. Bernoull::. rree;2c,e evcna:::; vele auteu:"s 

na hem, dat di t ervaringsfei t door zijn J~h2or8r,:.a ·o,>'.'?,"Z(•~1 °,·erd. Dit in 

echter niot juist, al waro h0t sluchts omdat ean er~2ri~38f~it in ge0n 

enkol geval door 0en math0matischo stoll:Lng 1 ~r1ee::· 1J_;_tshl~.te:nd door waar.~ 

neming bowozon kan warden. 1'\Tel kan o'-'n sto2.ling ,;c;D (:rvaringsfoi t weer,~. 

g~ven; indien dit het geval is, is daarmoe t0n ~o~gs~~ bowezun, dat de 

aan de stelling ton grondslag lig::;endo onc10rs·~oJ..lingen 1:;Gn bruit:baar ~ 

thematisch modol voor dv beschouwde vrvaringsvl,;r2~hijnsclen vormen. 

Di t zal dan hot geval blijven, totdat ui t d"'7,c o~:C.l.:'stollingen gevalg

trvkkingen wordc.m g0deduce1;.:;rd, die bij vmpiris~;j 2r:-~1(:: ::.11'~orpr0tati~ niet 

met do 8rvaringcm in overec_;nstom:ming zi jn, :_n vt:,J_k gu,-a1 ].1-st oors:pronkc

lijku model door e~n ander dient te vvord0n --~ "'.'·79·ie;E:C! -

R0sumerund kunnon wo dus zuggon, dat 01.011 ;:,::tthuatische stGllii;,g 

nooi t e.an e:rvaringsf cd t kan bowij zen 9 maar ui-:~ :J1·a:i .. ·cenc1, ::.:::1 co:r.1bina tie 

met wm:rnemingen, de voorlo:pige bruikbaarheid .~2,:::1 ee~1. mathem.atisch model. 

In casu kunnen we opmerken 9 da t de aan ho-I; -: ':eo:rew.cc,. van Bernoulli 

ten grondsls'J,g liggende onderstelling:en, t.w, 0na·:11a:::1Jrolijkheicl c.er op

e,.:;nvolgende waarnemingen en constantie dor vvb:1 q 1 in !.."0-lv.e_ benadering 

vaak een bruikbaar model opleveren 9 ma2r a.a-~ h11r: bruikbaa:::."heid bitj.~1.a 

al tij d verlo:ben gaa t, zodra men wa t nauwkm;;_:t::.sor obse:2vu-. .:rt ~ De .9O:::iclu"':" 

sie echter, die door (40) wordt uitgedrukt he•..;f·c bij :passonde interpre

tatie een veel alg~moner bruikba2rheidsgebied, hotgeen daarmede samen-
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hangt, dat zij ender zecir ve~l algemenere onderstellingen kan worden be

\ wezen. Dit geldt oak voor e~n met (39) ovore0nkomende eigonschap, di0 als 

het cc:mtrale gr0nswa:::.rdetheorenn der -vc;hr b8ktmd ste,at, en die we nu zullon 

""" bespr0ken. 

.... 

11. De oerste generalisatie bastaat dairin, dat wo het rechterlid 

van (31) kunnen vervangen door e~n som van n onafhankelijk0 stoch3stische 

variabelen, die wel (nog) a~le eonzelfde verdelingsfct bezitten, zonder 

dQt daze nu juist e~n alternatief behocft te zijn (mits slechts het ecrste 

en tweede moment bestaan). 

Teneinde di t te pr,.:.:ciseren no omen we eGn rij van stochastische vari-

abelen §.1 , .i§.2 , ••• 111Gt gemiddolden CXf'\= C ~n en spreidingsq_uadraten 
p r). 'f. ( } ')., 
1),, -:::: C. Sn- l'xn asym_I?.totisch normaal, indien de verdelingsfct van 

l1 vi :1r (:& n - r-;,.n)/("3 •1 voor n -1 m de verdelingsf ct van de normale standaardver
deling tot limiet hes:.;ft 1 ). Darrbij is ni0t ondersteld, d2.t c:.1 11 en f ,~ 
voor n ~ oo ecn li:;.:,i_iet hbbben, De gegeven voorwaard,:j houdt dus in, dat 

voor iedere regle y 1 en y 2 geldt: , 

-::::,[ 7 I !Ji._ l71' 
( 4 1 ) I ;11, ) QI n - Y1 ~ n < _?' 1 ~ ,:/, f') + '12 (3 n J -== \ ~--: ·. e - l -(/[ IC r,..._,cxJ , , 11...rT 

~ y, 
Zijn nu x 1 , x 2 , ••• onafhankelijke stochastische variabelen, die allu 

e0nzelfd0 verdelingsfct F(x) met oindige mom~nten /1.. en T'l_/-L van de 

e0rste en tweodo orde b0zitten, en is: 

( 42) s ~ :::' ]{_ f +- •/4. , -t-· • I • --;- 7r_ ,,_ __ ,, -- -2_ ,. 

dan zullon we bewijzen, dat .§.n asyr1ptotisch normaal is. 

raktGristieke fct van elk der x. op de imaginaire as, -J --
uit de onafhankelijkhoid~ 

(43) 

( 44-) 

Is Cf ( t) de ka

tf s (t) die: van 
-V\ 

waarin ~ ( t 2 ) e,...;n grootheid is, die na dt;ling door t 2 voor t .,_._.7 0 tot nul 
2) 

nadurt . , .Oerhalve is 

.... --------------------
1) u is dus de bi J. s be:horcmd0 standa&rdverdeling. Asymptotische norma-

-n -n 
litei t botdrnnt dus, d2,t de verdolingsfct van de gestandac=:rdisecrde verde-

ling tot dio van du normalu standaardverde:ling nadert. De vurdelingsfct 

vans zelf bohooft niet convergent to zijn. ~n 
2) Vgl. de definitie van het ordoteken op blz. 69, Whr 158; daar werd 
hetzelf de: teken ing0voerd voor t -/ CD • De hier gegevc;;n ui tbrciding van 

J de dofinitie zal ook verderop nag gebruikt wordun turwijl de:zelfde uit-,, 

~reiding ook voor hot 0 -tokuri goldt. 
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.45) 

· 46) 

·aaruit tcngevolge van het continuitoitstheorema volgt dat 

18 ) 1 im F { ?C) ::: T;., (st) ( :r-) 
VI --, oD J::i 11 

.,1, ·a.w.z. dat lin asyinptotisch mormaal is on (41) geldt. Hiervan is (39) 

·.Jt biJ'zondori..:: goval. do.t x. = x, de varis.b0le van een alternatief is. ' -J -1:. 
l. 12. Dit rC::sultaat kan nog uitge:bruid worden tot het g0val, dat de vor,,. 

" "'lingsfct F. (x) der variab0len x. niot o.lle duzclfde ziJ'n. Er is dan Gch-, 
J -J --

~ ·;:,_;r, bohalvo d0 ois dat d0 eersto rnomcmt0n /4.. e;n d6 spreidingen rr. allo 
- J J 

) 

\ 

' 

,0staaq nog eun vordere voorwaardu nodig. Een voldoonde voorwa~rde is, dq~ 
,,._, 

··j evn eindig 2,bsoluut geroducevrd moment ()l,_3J van de _derd0 ord8 bezi t ( dus 

>"."k e0n eindig dorde cumulant X' 3 i) on dat de hierna te nomnen limietbetrek

. ~ng (54) (of (55)) geldt. Definicren we ook nu ftn en un door (42) en (46), 
an geldt in (43) nog het e0rsto gelijkhoidstoken, tsrwijl (44) vervangen 

.~oet warden door: _ 
. 1- j i A---(-/ _/_ ? ) 

t' 49 ) ,tj (it):::: /vi f.j (ct)=::- !'1 i (t:)- ± vj -r:: +- u . cx:.,3j c J 

,.IiE:rin is de laatstG t0rm volgens de definiet van het (,9-'-symbool absoluut 

/ 
,v 3 / ._;cmomen < C D<.. 3 . t , waa. rin C e,.;n constante is. Dan wordt: ) 

.- J n (. ) j ,:--r J ':i \: '2 ~ (-Y -t- '> 
' 510) 1/.. .?_ fl ( (_ {) = ?" "1-j { t =- i - 2J. t J - l t: LJ ~ +- 2l. tJ L-'-1 ~ I._, 

:;: , met 

51 ) 

;4) 'lim 0~ ::=:- D d. w. z, 
. r1 ~ .:,o f.-. 

1 · ft ti. :ij 55) 0 ,,. 1m, = 
n -•pD ( >J_ 0-') 1 

I J 
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dan hu .,ft ( da2.r Ql; constante C on2fhc.nkelijk van n g,jkoz0n kan wo:tclen 1 )) 

du laatsto torm v:.:.n (52) voor ic::derc conEJtante t nul tot li:c1ic"t, d.w.z. 

dan geldt (47), dus ook (48), dus ook (41). 

We h0 bben dus bGWt;Zen: de som van n onafhankelijku. stocho.st~sche vari

a be 1 t:n 1 .. die olk ·°-~::1-U t mom0n t _.Y.~:.n_;_g:~1 _¢1:.~.:r ds -9X.0.~-- "g.Q.:;;; t:tt9P..2-.. waar bi j_ ...s'l§11 

( 55) voldacn is.L_j.s asym:ptotisch n_Q.f'E'-;::1•:·~l .• c. 

Af gezien van de precieze vorrc1 vc:m de '1 cXtro. oorwa.,rde ;i (h:Ler de oxis'"'." 
,,,__,,; 

ten tie VC1n de cx 3 j en ( 55)) wordt doze; stslLLng h(:;t centraal limiot-th0ore-

ma g..;noemd. Zondor expliciGte V(;Tm.ulding van dG 1' c:xtr::1 voorw!J..ardG 11 is zij 

hot e8rst door Laplace bewe:zcm. H<Jt ourst8 ,:;1c ct,~; bt.:Jwij s is van do Jus

sischo wiskundige: \. Liapounoff ( 1901) c:tfkomstig, die als oxtra voorwaarde 

minder v0rlangt dab (55), da~r hij slechts absolute momenten van eon orde 

2 -* £ , t_ > 0 mC'..c.r over:Lgens willekourig Jdein, ge brui1ct. Verdere b0wi j zen 

ender nog zwak~Grc onderstollingan zijn door J.W. Lind0berc (1922), A.Kol

mogoroff ( 1931), P. L6vy ( 1935, 1937), 1,1., Feller ( 1935), ,-,. St0rnb0rg 

(1940 ?) <::J.a. ge:gcvon. 

Als bijzondo~ guval kunnen wo nog Poisson's g~nuralisatie van hut tho

orcma van Burnoulli buschouwGn. DasrbiJ. is iudoru x. e~n ~ltornatief va-
-J 

• riabele, die de wa~rden Oen 1 mot whn p. = 1 - q. rusp. 
r,· 2 V t . ''J ·~ l O 2 , )A-· = qj' v j = pjq,j", oor s is v\n == L-- qj = nq~ (...;in 

- ntq - q2) = n(pq - cr1 .1. ) wae,rin p, c1 un ·q2 d,.; r0kunkundig 

dur p., q. en q. 2 voorstl;ll0n un rr 2 de spr,~iding dt:r q. 

q . aanno '"'mt, 
J.c;::-

== L_ pjqj = 

gomiddolden 

is (did dus 

dus 

al-
J J J q J 

tijd ~ p.q ..ie:.. ~} is). Aan een voldoondo 11 c;xtr3, voorwac.rdeii blijkt volda:m 
~c,D 

te zijn als '5.17 f>i1i §._ivergept is. Buschouwt m0n, evGno.ls in punt 9 het 

f q_ ni ::c-1- r., in plaa ts van he::t aantal s der kcrc.m, da t het kenmerk B ver-
- n n -vi -n 

schijnt, dan geldt (41) dus in do godaantG 

lim P[-y Vi-er~< !.:1, ~ q <.. I.J2.,V1-~,.1 ]-= 
/)--')::,D - I r1 1 I h 

wa:J,rui t analoog met ( 40) voor tedere c) o voJ.gt: 

1,i2;- °" p [ / ~ v, - q] € C ] :::- I 
(Stelling van Bernoulli-Poisson; PoiG<:'on's liwc,t van de grote:·get2llonj\). 

13. Wo vermulden tonslotte nog eon stalling, di~ bij vorschillende 

der vooraf ga:ncJ.o on e _ _;n groot aG,n~al cnder0 limi~tstcllingon, al dan niot 

mut g0bruik mal{on van karakteristiuko fcts m0t vrucht kan wordcm tougopo..st. 

1) Dit zict m~n het goms_kkclijkst in door in (49) voor do rostterm van do 

~ Taylor-ontwikkeling van z.(it) d0 integraslrustt~rm tu nomen. 
J 

2) De som zclf, niot g,Jstnndaccrdiso.~rd, behocft gecn voor n --)co convor-

gentl; v0rdelingsfct to b0zitton. 
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iij ~)l)!) een fct, die in bet iuterval a~ :t~ e~ conti:nu is, 

waarvan de absolute waarde bij .1.. = )L.~ ( ,:\.< x 0 < -?r ) een absoluut maxi-

murn met t''/x 0 )ci=-o heeft en die in een omt:,eving ~a11 dat :9u11t drie 

maal continu diff erentieerbaar is. Dan is d"t?-s cf (xo) =- o , cf1Q<.,.,} < 0 

en ll()tX)\ < ICf{:X:...)j voor alle X r Xo • 

lij voorts t' p ... ) in het interval be 6 rensd ( I "t·(X)I& ~1\ 

een omgeving van X= :x..d continu differentieerbaar. 

. Cf llC-.,) J. 
1) an is , al s men -- . . ==- .(-8 

cycx ~) ' 
. .t, 

J {'fl"! f t i;,.J d "- "' 
a 

Precies gezegd: 

J,.'111, 
')l--+(X) 

tf{X) 6\ :x. - Y,,) 
---- -- -t. llJC.,J- . 

~. 
t ( Ji 1 (I' r,~,). (. ·n }P-) J :x. 

V1rt t. cp(x,.)J tJ,,tx?) 
(~ 

stelt, voor grote n 

Cf( '.X.c,) 

) en in 

wadrbij de grenze11 van de integraal naar ± c,c:, gaan, zodat deze zelf, 

als men 
c51t') 

{~ r-
niet op de correctiefactor ..e., let, dus naar VJ Tr 

gaat. Men kan bewijzen (door splitsing van het integratieinterval in 

drie delen) . dat de correctiefactor voor n .- (X> zo snel naar 1 nadert 



) 
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dat d~ limietovcrgang voor n ~ i:.-o inderdaad het gewenste resul taat 
heeft. 

II II , Le9ons sur l'addition des Tariabl.;is aleatoir@s 
(Paris 193 7) • 

H. Cramer, Random variables and probability ci.istributions 

(Cambrid6e 1937). 
A. Khintchine, Asymptotische Gesetze der Whr (Berlijn 19Jl; 

N.Y. 1947) 
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Hoofdstuk ~- Verdelingen. 

L1- :Q~belangrijkste_discrete collecties en verdelingen. 

We zullen in deze en de vol·gende paragrafen een overzicht geven 
van de talangrijkste en ri1eest voorkomende collecties en verdelingen 
en hun voornaamste eigenschappen. Voor zover de hierbij optredende 
grootheden (momenten, semi-invarianten, karakteristieke fcts, enz.) 
zonder vereenvoudiging ui t de algemeen geldende eigernrnhappen kunnen 
worden afgeleid, zullen deze veelal niet expliciet worden vermeld. 
We zullen de meeste dezer verdelingen door een gemakkelijk. herkenbaar 
symbool ae.nduiden. We zullen verder soms de ui t een verdeling verkre
gen ~i ter~~rd!i:1 verdelingen vermelden. Is ! een stochastische varia
bele met verdelingsfot F(x), dan verstaan we onder de N-voudig ge
itereerde verdeling de verdeling van de som ~N van N onafbankelijlse 
variabelen, elk met een verdelingsfct F(x). Heeft deze s om de verde
lingsfct GN (X), dan is: 

G, (x) =- Flx) 
en overeenkomstig § 3 (18) bl. 69 ('ivhr. 158): 

. GN+,/XJ =) Gr,i ( x-u} d F(u) co.} F { x-u) d. GN-,(lt) 
terwij 1 ~~~Jt') :r- ~ Z?:: lT)~N is. 

1. 9.onstante. of een-waardi_ge variabele. Symbool (,q , zo nodig Crr(a). 

a. £~!2:~t~.:!:~: de variabele neemt slechts 1) een waarde a aan: 

b. Verdelingsfct: ________ ..., ___ _ 
~=a 

(x) = L (x-a) 

o. Momenten, cumulanten~ -------- ----------
r~th :: 0.. 

k lk 
jf-\k~=a· 

' l 
> Di t C = I o.,J ~ 

I<) e' 

,v 

f-k,Co=- 0 {k:Jq~ 0
) X,.,Cc,- ::::.O , Xk/o-=-o/kto) 

d. Karakteristieke fct: -------------------

x<O 

Zee.it)= ..eat ~ '-<' c,.Jt).::: a. r ( r willekeurig complex) 
De verdeling is gekarakteriseerd door de eigenschap, dat de spreiding 
= 0 is, of ook dat de entropische fct lineair is. 

e • ~E~£!~~~-~~y~~: a = 0; Z Co( 0/'t) ::.: I ~ (( 01 Jt:) :::. o 

f. ~~!~~E~~E£~-~~E£~b~~~~e-~~~-~J~l : deze stemmen met de enkelvou
dige overeen .. 

------~---------
1

) We zullen verder de woorden "bijna zeker", d.w.z. behoudens een 
wh O, achterwege laten. 
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2. Alternatief. Synibool A, .·o nodi2, A(q_) of A(q;a,b). 

Zie ~hr Jag. 90-92 

a • J) e fin it i e : Een kate;"orirrnb r::lysteem bestaande nit twee evn met 

fqn p = 1-q_ en q. De ev met fq q 7rordt soms een ° succes" genoemd. 

b. Collectief_kenmer~{_ 1) CA= CA(A,:S) = pA + q_B. 

c. Y~E!~~~1~: ¾A == *l,(q;a,b) ("tweeHaardige variabele") die, indien 
de evn A en B optreden de waarde a resp. b aanneemt: 

PA [ ~ = a J = p; 1\ [ x = b] = q_. 

d ~ Y~!:~~1~ee;~f£!: FA (x) = P. ,L(x-a) + q. t(x-b). 

e. Q~~!~£~!~~-~~-~EE~!~~~g~~~~£r~~!= 

,r A:::~ a. + 9 ,t ~ G;, 2 -= 1't 9 / a -tf 
f. ~R~£!~1~-~~~~11~~: 

1°. g~E~~~£~~E£-~!!~~e§!~~f. Symbool A(red): 

,-,0 
c:: • 

'" 
~ A { ~d) ::. ~ A ( q ~ -q r , ti V = 2:-A { q ; a)t) 

~Alf,Cl)t):::X.A('wl) t'~a tqt. 
~~~9~~~~~!!~Ee~~~~f. Symbool A,1 

met f = b-a 
'6.1\1-::. ~Al9~0,1J== 3 z-~-'( ~~(q;a,t)-o.) 

x A ( 9; a,• t~ = Cl r( \'.r- - C\.) 2S i!\, 
~immetEisch __ alternatief. Symbool A( sym). 

met i = b-a 

. 1) Het gebruik van de letter A voor het eerste kenmerk en oak als 

symbool zal wel geen verwarring wekken. 
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, i. ~~~~~E~~E~~-Y~E£~!~e~~~: De n-voudige geitereerde verdeling is de 
ver~eling van Bernoulli (zie volgende punt), 

3. 99_ll~ctie ~ vercleling_ VE:J.n Bernoulli. Symbool B; B (n) of B( q,n), 

ook b in9m..:hale_£ollectie en verdeling genoemd. 
(Zie § 2, punt C, bl. 17). 

a. ]2~!!~~1~~: De collectie bestaat uit alle (gerang::5chikte) n-tallen 
van (al d2.n niet gelijke) eln V9.n een alternatief, ontrnerkt ten aan

zien van de "kenmerkenkenmerken", die de rangschikking bepalen. Haar 

eln kunne.n vrorden verkregen door n opeenvolgende onafhar..kelijke trek

kingen uit een alternatief en ontmerking van de volgorde, waarin de 

trekkingsresultaten warden verkregen. 

F t • t • t p ) ( "1 ) ll ~ 'l'YJ \11 
b • -E~~~~e-~~9..~~-.!~e-~~: · 1?,("J)'<Yn = <Yn ·r C.j 

c. Q2!!~~!~~!-~~e~~E~: 
C C11 }'11 t J'Y\.) ,rt --m m A"' -'\'YI \?.. rm 

\':>{ q ) l\'l) = Al q) = {} A + q 13 = ~ l IY)t t 4 I ; ) 

d. Samenvattend cotlectief kenmerk: 

C C 'l'l( ) ' I - \ = ;'Yt X , - X C ~ -----
n. - ~,•\'\) v l I . .,.. ) ,-1 O /- I\ Ui. +qn 

Interpretatie: neem een and.er alternatief A¾. te hulp met fq X voor een 

"succes 11 • Verricht achtereenvolgende onafbankelijke trekk.ingen uit lf 
totdat voor bet eerst een "wansucces 11 optreedt; verricht na ieder uit 

* A verkregen "succes" een trekking uit bet gegeven alternatief A=A(q). 

') De hy:perbolische sinus, cosinus en tangens 1;rorde11 aangeduid met 
sh, ch, th. 
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• e. ~~3~~~!!~§!!~; Bij een wil_lekeurig aRntal (r) kenmerken A1 , ••• ,At 
rnet fq_n p 1 , ••• ,P,t ( [:GJ)\ = 1 J l~rijgt men op analoge wijze de @:S.l!iDQ
mia;.1~_9 ollect ie ( v12.2rvoor we het zelfde s:lmboo l B zullen gebruiken), 
die voor r = 2 in de collectie van Bernoulli of binomials collectie 
overga:.'.t (A 1 = A, A2, = B, p 1 = p, P;i = q_). In bet algemeene geval is: 

C l?.,lrp_) ::::([. ·r, ·" A~f\ .e,n C :::. ·-·- -' -_;~ __ 
6 I- X [ \1,\A~ 

f. Variabele_van_Bernoulli: x 0 = het aantel keren, dat bet kenmerk B 
met fq_ q_ wordt verkregen (het aantal II successen;'): 

'I\ 

f 13 ::.E_ Yi > y,) ... _ , y,r1 onafhankelijk, elke !i. is een ~A{q·>a>,) 
I - - -

m.a.w. ha~r verdeling is de n-voudig geitereerde v~n die van het een-
beidsalternatief. 

-/ 

-/1\'\)f .[:<.] \(.,re,-[~}\ 
- . \ (J -Y; 0 '\I J 

LX] J~ 

\ 

met O < x < n 

-< < met O = x = n. 

1 )[x] = entier van x = grootste gehele getal < x. 
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')< 4, 1~ = ri-1 p- cf { 1- b } q) ~ D' ~ ~_:l > v ~ == .~:- (tj_ . 
V'l''-~1 () rn-\'lq 

j. ~.~£~!§:~!_g~y~,1: Symmetrische variabele VEn BernovllL 
Symbool B(sym): B(sym) = B( '/-nn) , 

Z , j,_ ·'Y\ Tl I\ 1 ),n ·t '/2 "n.d 'll 
- 13 ( ~""" / r) =-_ -e c/4 \ T .> cf 6(Yt-J1"' l ) = -t ( C-l") 1/ ~ 0 

k. Kare,kteristieke fct van de standaard-variabele~ 

1. Collectie_van_Bernoulli-Poisson: De~e is de generalisatie van ~s 

collectie van Bernoulli~ verkregen door n (al dan niet vEJrschiJ.ler.de) 
alternatieven te nemen in plaats van n maal hetzelfde alternatief~ 
(Vg~. Hfdst 2, § 3, :punt 12). Symbool: BP. 

'Y\. 

CBP = ~(-p,i /-\ -r9L \)) {\i,:: 1-9L) 
-· 11 . 

' TT TJ L · 13 p = ','l ( ~ i t ~ i -t . 

~. Geitereerde verdeling: De N-voudig geitereerde uerdeling ---------------------
is F,:ilq 1\/n) ; die_· van FPP( ) .. ) - . ..,, q,,. .,C\'Yl 
,;aarb1J ellc.e qi N maal voorkomt. 

1~. Collectie van i1oisson. Symbool P, zo nodig P( d ) • 

.J,. Defini tie: De col le ct ie van l'oisson is de limiet voor n--.+ c.·'\) van es~..,_ 
~ij collecties van Bernoulli (met ontmerkt kenmerk voor een irwansuccf;c;··:) ~ 
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Vi.'"',r,.rbij nq een eindige positieve limiet D(. heeft. (dus lim q = 0 is). 

b. Collect ief kenmerl{: 

C ~ · )'1' 0 . · lY\ o( { (3 - 1) - oi { I - G) 
P == "~oo l tt +q 1:'.> -= ~,,\ i 1+ qt r3 -,) } ~ ..e · :::: -e 

c. Inter,Jre·t~ti~ ~ ·:1e beschouwe.n ee.n centrifu,oe, aan vrnlks orntrek langs 
------------- . 8 e.(, benec1enrand op eelijke afstanden n 6 eli,jlrn Oj)eninc:;en gemaalct zijn. 

Wcinneer we een klein kogeltje lanes de (vertica~l gestelde) as in de 

centrifuge la.ten v, llen,. zal dit gelijke whn hebben, in een der ope

ningen terecht te komen. Beschouwen we deze openingen ~ls ~enmerken 

.A 1 ,~ ••• ,.At'f\, d2,n is het collectieve l<:.enmerk van de collectie van alle 
"11 

mo~,;elij l,heden -1 ;Z A• . 
l'fl '--·· l 

I 

Le.ten vre o..ch·t~ereenvolgcns m =O(n ko:~eltjes in de centrifuge verd;1ij-

nen, zodat elk ona::='hc:,,nkeli,ik_van_alle_and0re gelijke whn heeft, in elk 

dr~ openinsen te kome~, dan is het 
/\"fl 

coll8ctieve kenmerk van de callee-

tjo van alle (n ) mogelijkheden 

~
, -3- i A -)~n. 

<'fl. { 
I 

(multinomiale collectie met ge
lijke whn). 

~8 lstten nu alleen op ~en v~n de openingen A,= A, d.w.z. we ontmer

kA~ alle andere volledig (A 2 = •.. =An= 1). 

1c J:::.rijc~en da,n dus 

C m 1 I\'\'\ I !) /\11 
i,~.{Ai-1-r· .. +1)} = l~(~\-;-rn-1)} =( 1- '\ 

JJc lin"d.et, die we bij constante nq_>O (of bij tot een constantet>(> O 

naderende nq_) voor n-1> c◊ (dus lim .'.!!l ~ cf... ) krijgen is de collectie van 
'ft ➔ <IQ 'Y\ 

2olsson. Bet collectieve kenmerk is dus 

Y-L.":,r,,oor kunnen we oak r:;chri;j ven 

~ aantal kogeltjes, 

le (gehele) waarden 

dat door de beschouv:rde o-pening A gaa.t kan dus 
P. -cl 1Y-- _ 

k ~ u aa.rmemen met vvhn k-= -e ~ _ • ·}e heb-
" I 

'.0e: da,:·.rlJij gebruik gemaakt ( en zullen ook verder gebruik maken) vo,n 

s·~~llingen, die we hier niet kunnen bespreken, en die ons toestaan on

d :::· bepa2.lde onderstellingen ui t limes-relaties van collectieve kenmer-

0<:.c:..1 tot overeenkomstige limE::s--relaties van de coefficienten te beslui

l-je.1 (vg~ l>l. 59, ',/hr 148, punt 12). Van de bier bedoelde stellingen 

2,ij 

we slechts een eenvoudis voorbeeld. « 1 
' K, 

voor ieder n-.'.tuurlij k c;ets.l V Cv(A)= f. c vk A 
0 
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• een machtreeks in A, convergent voor O ~A< 1, dus oak voor alle com
plexe A met JAj ~ 1. G-eldt d i.1. 

1 im CV ( A) :::: C (A) 
Y➔~ 

~.C:!JJ.~~~!~g voor ~,,all8 £2~E1~~~ A met \A\ ~ 1, dnn is C (A) E;Veneens in 
ee.':1 machtreeks E_ c 1• A'< ontwikkelbaar, en voor iederf1 k is 

0 ., 

lim Cvk-:: ck . 
))-+ex, 

Bet is e,~~! voldoende te onderstellen, dat de convorc;entie 2,elijkmatig 

is,voor alle E~~!~ A met O ~A~ 1. (of zelfs/A( ~ 1). 
In bet bier beschonwde geval is overigens de limietovergang ook ge

mnkkelijk aan de co6fficienten zelf te voltrekken: 

r I ( t. 1"'11 ~("'YI) I<: 1'm-k ~rrn l <n ri + ~1 - /) \ ::: ~ 1" A (1)1 - !) ·YI , 
0 

d. Variabele vm1 l'oisson: x :::: aantal "successena. Zij neemt uitsluitend --------------------- -~ 
gp~ele, niet-negatieve, waarden m aan. 
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· Uei terE erdA '\-r.:: ,,..delin·•en • J)e N-voudig gei·cereerde verdelin6 van J • . J . j ~ - , .';:_ 5 • 

:B,-PCd.) is F-Pt N,A) 

k. Limietovergang c,(--40'.\ : Voor cJ.---,,oo , waarvoor men ook ka11 nemen 

~ = constant, n ~->- r:,,>D , is X:-p(ot) de s om van 11 onafhankelij ke varia-

belen l-p(~) , dv.s volgens LfdE.:t. 3 § 3, pt 12 asymptoti:::-,ch1:.1ormaal met 
u -= 0( e~ cr2 = o1. • 

/ 1\ ITI 

1. ~f:oe~i2assing~ lJe collectie vc,n l\)isson v10rdt zeer vaak toegepast, in 

het bij zunder, wanneer ex een tijd- of rt1imteinterve,l voorstelt. Men 

gaat da,n uit VE.n een collectie r van objecten of gebeurtenissen, die 

over e2n tijd~- of ruimte3ebied G _!~-~~!_6!,;££! ongeveer ,:_;elijkmatig ver
deel.d L,i, d,w.z. dat bi;j willekeurige verdeling van G in een, aantal 

e'ren i::;rote c.eelgebied.en, ~~~~-~~~~-!?1:£!._!~)-~!~~e~f£~~~~~r.\.~Li!!, elk 
daar7an ongeveer evenveel objecten bevat. Indien nu in de rangschik

king d.er obj ecten generlei regelmaa.t wordt v-12,a.rgenomen neernt men aan, 

d3,t 1:rij \dlJ eke·11.ri3e verdeling va.n G- in een sroot 2:1.ntal even ~1~.!~~ 

gcbieden G-1 ! ••• ; G,1, elk object even grote 'dh heeft, in el~(: dezer deel

geb:i~eclr::;11 te 1rnmen. D. w. z,. men beschouwt de gegeven collect ie als een 

eJ. Emer collectie van collecties, 1Naa.rbij de obj eaten op allo mogelijke 

wij zen over de deelgebieden verdeeld zijn, zod.,,·.nig dat bet aantal ver

del:fr1gen, 1rvB.2.rb ij gegeven ~ln in ge_;even deelgeb ieden li:5gen, onafhan

keli;j k is van de ~~~~~~ der eln en deelgebieden ( zolang hun ~~~!~!!~~ 
o!lvera,nderd 1)lijv·en). Zi;jn er m objecten en 11 dcel_,e'oieden, dan krijgt 

mon een rnultinomi;_le collectie ( 'k E Gi \"11 Zijn de getallen m en n 
I I 

zeer ,'.5::-oot e11 orrcmE.rkt r,rnn ten a<nzien van alle deelc;ebieden op een na, 

dan krijgt men een colJ.ectie van J:'oisson n1Gt o1. r;;; ; d.. wordt daardoor 

e·1c:mredig met de c:.:;rootte der dc6l3ebieden, Bij de werkelijlrn toe_.-:)assing 

ncern:!; men :;ewoonlijk voor de collectis van collocties in pla2,ts van"( 

en z:lle mogolijkc ar...der0 vordelingen, een verdeling van~ in een aantal 

6E2!~ collecties, elk waarvan inn kleine verdeeld is. 

De collectie v2.n l)oisson l<.an gewoonlijk als model gebruikt Yrorden 

bij tellingen van bacterien, vetbolletjes e.d., in agar-:platen en van 

rode bloedlichaarn~?jes in de haernocybometer (de dcelgebieden zijn dan 

. oppervlakten van gegeven .:;rootte), hij emissie van ex - (of andere) 

deeltjes door ee.i.1 :.:.."adio-actief praepar,.:1a.t (de deGlgebieden zijn dan 

tijdsintervallen). Nodig is steeds, 1° dat de deels0bieden zo klein ge

kozen warden, dat hun a.:- 0.ntal minstens dGzslfdo orde ve,n grootte heeft 

als bet aantal obj eaten, 2° dat ze zo groot gekozen ,;1orden, dat bet fq_ 

v2n objecten, die slechts gedeeltelijk in een gebied liggen, te ver~aar
lc·?.en is un 3 ° de:[; eventuele syst8m.at ische afwij king&n, daarin lH:;staan.:... 

de da,t sommige groe-~Gn van doelg:ebieden een hoger, andere oen laser ge

middeld obj 6cten-E'..antal bcvatten, te vorwaarlozen zij n. 

:2nkel0 ve8l ge, .. d.tErnrdo voorbeelden van toepassing zijn afkomstig 

van L. von BorrinEWIC~, ]as Gesetz der kleincn Zablcn, 1898, vriens be-
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naming "'✓-ret c10r kleinc gctallcnrr voor do verdcling van J:'oisson niet 

zesr gelukkig gekozen is. 

5. Qol.l.s,_ct io van de _Moi vre_.of _hyJ2_ergeom8tris che collecti£. 

Symbool M(n), zo nodig M(n, v1 , \,\). .·• 

a. Q~f!~!!!£; De collcctie bostaat uit alle (gerangschikte) n-tallen 

van ycrschillende cln v2n cen alternatief, ontmcrkt ten aanzien van 

de rangsch1kking. Ba, r 8 ln kunnsn 'Trorden verkreg8n door n op,,envol

gende trekki.ngcn zondcr_ tcruglegp;ing en ontmerking van de volgorde 

,der trekkingsresultatcn. 

of na ontmcrking A= B = 1 en weglating der accenten 

CM/01) = C M/.n}A, \l:i) = CM/•) { A ,I\', 1/ c Z",_, /~ )}? ) A"' \?:,'\l' / (fJ = '11 , t '11 ,) 

( •)1 . 

c. Sa.rnenvattend collectief l::enmerk van de volledige monstercollectie 
b • • • t 11 L ' \)/ u V) lJ gegeven ui gangs co ec·t, ie A D • 

Beslis hoeveel trekkingen (n,~ Y ) uit de gegeven collectie ge

daan zullen warden door dit aantal gelijk te nemen aan bet aantal 
11 successen 11 (Y) bi.j een Bernoulliaanse steekproef va,n o.e uitgebreid

heid v ui t een bul:palternat ief i,1et fon l' = 1-(J en Q. y ~ 

C )~-. C ( p Q (' ~ X (- AX.. sx ( I D . I c) \\A)) J ))? 

M:: c; B(j,rn)\ 1
J \ 0 · · ~-:,;A,r~ A ii"A -1- D ?JB) . 1 b · ::: 

t { Y) _ V - ')1 Q ')) C { I \' / ) =7 /)'\ ~ 1"1/•,1,Y,,V;)_'\,0~A!l:i = 

of met p = ~ 1 - > {)-= -5__ ( S ~ o) 
I+-~ 1+ ~ 

llt~fJCM :;:b_ (.~) ~J)CM/ri) =(At sA'/1lB t (ef'1.. 
0 . 
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c,.,Hrn.l vrnrdt clus ver1;:regen door het rechterlid n$,2.r ~ te ontvrikkelen 

en de oo'eff ic ient var:1 (n de,." ( ,.X ) te delen. 

d. Generalisatiei Bij een willekeurig a2ntal (r) kenmerken A1 , ••• ,A~ 
met-f;~-v~~---_-:-~-~1--- is de ui tg2,ngscollect ie T[ A/.\ en voortB 

( \ \°:: . 1\1(' ~).. ) 1\I 'ft ;-_ f\ \) _\- li't ,A 
-- M ht) ::: -l, ii-)· -~> l"I 111 ,\ 11 \ r\ A · (\J = ~ v/\, ) 

~1.. ' " ' 0. 
L.-'11>,::.•)') 

CM = N ( PA~ + 0 A\/>, . 
• I 

e. Y?:E~~£~;~_Y§!}_9:,~-~~~YE~: ::S M/n) = aantal keren, dat kenmerk B 
(korte notatie: B) verkregen ,,-,ordt bij n trekkingen. 

f. !req_uentieg,uotienten: 

-~f'ffl '° pr~ 11 / ~\) ::: f)-Y\] ~ { ~~ \,) (~,), -
( ~) 

_ v,l Y2 \ ·1\ \ lv~,\)l 
-('n-m)I / v,-·'n +'Yn)! ·m I {)J~ -·n1)l v\ = 

1-1)'fl\ v/')'\ 
l•r 

)) , l 

.::;_ 

'.)) g. De hipergeometrische_fct ~ F(a,btc;x) is voor lx\<1 gedefini-

eerd als 

P(a,b;c;x) = 1 + lt t X t _~({ttl) _-t71l+1) /· + - - . 
l.l U. C,,/ C t-1) 

::c ~ (-x)'W\ (- l\) ! '\Y\ {- t) \ I'\'\ 
4,- ~- L-c)l·n\ 

I ,'M I~\\ 
d.''''~- rn 

--- . - ...t::._ 'j 
.,11 I f _ I 'Y\1 

coefficient Derhalve is Pm de 
\i ! ~, 
...!._ F {- 'YI. - ' 1 · v - ,n + 1 - x) \'Y\ , Y2, l I ) · 

V· 

'\'Yl • 
van x in de ontwikkeling van 

h. Eigenschappen van de hyperre;eometrische fct: --------- ------------------------------. 
1 • 

2. F(a,b;c;x) voldoet aan de differentiaalvergelijking 

d2 F i• . d f: -
xl 1-x) dx-<' +1c-(a-1-t+1)x};r; -- (\·~;r =-0 

1) f1.ierbi,j is .gebruik gemaB-kt vani ( v, - rn+ 1111 

~) Vgl. E.T. Jhittaker and G.N. 1Jr::,tson~ A course of modern analysis, 

1st ed. 1902, 4th ed. 1946, Ch. XIV. 
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3. F(-n,fi >f :ix ) = (1-x/1-

.t-.r 1 1 • 2 • x) - ,Q/Y\, { 1 - x) 
' ' ~ ' - X 

X 
= e 

Whr 180 

dan is bij passende keuze van de waarde der 
-a 

bet algemeen meerduidige, com::;:ilexe) fct(1-uX) voor !xl< 1 

·t:1{ o ) l(c) ( 1 
~~- 1 c- t .. -1 - ei 

1' a J ,Cr ') C. ) X := -;::;:-·-·=:-··--: J u { I - u) (/ - ~[ x) d u 
I {V:) I tc-~~) o . 

Onder de voorvmarden - a ~ o 3-r,.fu.J I a-l ,& < 6\ e, < fua +--1) 

j. ~?:E~~!~E~§.~J;~~~-!£~: 

ZM(T) ::(P+ Q) v'(P+J € 1) VJ_=:: 8(~) p v-~ {) ·n ZM1rnfr) 

v.:;_ ( V1 ) { Y2 ) - I n z M,,;trkb '" 7:) n, x "', l • ~ f(-'fl,- 'J/,, v,- ~ +I J[ J 
t O ,J·n 

l\i 

k .. lilac-1:;oriele momenten, cumulanten: 
,_~ ____ _... __ ,,,_ ...... ___ -------------------

Do.or 

( in 

is 
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Of ook. uit 
I, 

lij11k,M ~;- ~ Z,,(YfilDtrY~C{1,1+r) ~{1+ o,/J 
dus 

Specjs,sJ (n"';i,....,~ w,,:7ls,tj_ng vc:,n I-.I(n)) ale men 
\/, V, 

:p == - en ,: ::: ...:. st e 1 ·c r 
,1 V 

dv .. s: 

--------------- ~ 
, ) H. . , . . . b . k kt ~ l' 1ri) l 9 ) lt ~ q~ iero l] is ga. ru:i gemaa van L!::.. It s- ::: c., 

o 'L -
Z . ··r· " 2 ,·r . - , 86 ie · .. nr, '.) , t',.,ome n-,; en~ o .L" • 
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N 'YL 1l q ( ti- -q) ( \I - 1fi.)(J - 2 'fl) 
)u_ 3 =· l '-' - , ) ( Y - i) 

1, Overganr;~n£L:.r _ collect ie _ van __ 3ernoull~: 

Voor ~ :: --~ , ; -== ~ en 'J) _, oo gaat de collect ie vc:rn de I,,.ioivre b ij gege

ven oonstante n in die ve.n Tiernoulli over 1). net collcctieve kenmerk 

van de volledige collectie ga~t niet in dat van Bernoulli over, dat 

in 3,d genoemd is (met hulp~w11n x'n.(1-X) gevormd), maar met Q~o, 
. . . o! ( 1-t ~\'-+ q \:, ') - d.. 
Q v ._. d- in e · , dat op overeenk.omst ie;e wij ze met 

. . -ol. .)(t'(l 
hulp--r,rhn v0.n 1:'oisson, t. w. e - 1 gevormd is. Bij de limietover-

111 . 
gs.nsen kan gebruikgen1aakt v7orden van 

( v" - iYYl) I k \( (-n -~n) \ k 
---4- l\ ----- --'). i.) 

(v- f)'fl)lk ( > {Y·-~1t)lk enz. 

m. ~~~~~-~£~£!:8~!2~~~: V gl. hiervoor punt 7, b. 

6. Verc'Jelinp; vs,n Pascal of £_e@tief-binomiale verdeling. 

Symbool f,c > 'Rc.(,m), fsc(~), rsd9,1J'Yl) 

a. Definitie: 1\"\.-:::: f n (·' ) 
----~---- - r-':,,:_ l/i ·lY\ 

is het aantal onderling onafbankelijke 

trekk.ingen uit een con:,::tant alternatief', dat benodigd is or;1 m "suc-

ceEsen11 (fq q) te beha,len. :Oe laats-~"'J trekking rnoet een succes zijn; 

de n-1 overit£e bestaan uit m-1 successen en n-m 1,mnsuccessen in vdl-

lekeurige volgorde. Dus: 

C.-.0 

c. Collectief kenmerk: C \ \ "' 1'" (,<J 

---==============---- PS( l~) = <)~ tii~\) ·)1 /, = q ,, f ( ~\-~1
1 ) 'fl~ -~)A~» 

1) Uit de verwisselba,arbeid vo.n n en :V.2 bij gc~~even V , die vooral in 

flik duiclelijk tot uitdr~k.king komt (v:~l. ook pt. i), vo1r,;t dat dit

ze1fde voor )}-- oo) ·n - oo I v ~ constante, Y2 = constant~ het geval is. 



.. 
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- l\ll A 'fl\ ~ ( k+'r'Jt -J) l·h A) k = -q · ~' 'n"1-1 l'-

= A rm {Jt' 4 ~1 A) 
--'n'I 

, 1 1 , ~, - 11 
"r;\ , h ft c a (" als ...h .. - ::::. -q --tlfl (}:: , _ : _·_1_ is • .r1 ormee~ ee 10 ) .us oe-

1" I-ft, -1 9 ''.>rl\'Yl 
houdens de factor A"" , die niGt ·i:;erzake do Gt) de?. :;l:fde 0igGnschappen 

als 0 1?.(•,d·not negatio'l.re n = •-m en negatieve q 1 ( dus p 1 > 1). Om cleze re-

den word-ti de verdeling van g ~Jij constante m oak wel de nec;atief bi-

rlomiale verdeling genoema.. 

0 < lim pm = d. ( eindig) is: 
"('() ➔ C,0 

het collectieve kenmerk. der collectie van J?oissor~ (de factor Atrfl. in 

CPsc.ll\-<\) heeft slechts formele betek.enis; zij :~.an door t-)e.n onbelang
rijke wijzigin3 der d.efinitie vervtijderd v10rd9n). Daarentegen is voor 

conBtante p xn asym.:Qtotiscb norma2.l (vgl. Hfdst. 3, § 3, punt 12) 
- I"', ('IYI.) 

dcv1,r d.eze vs,ri~'bele de som is vs.n m onafhankelijke varia.belen, elk 

volgens Psc (1) verdeeld. 

e. Samenvattend collectief kenmerk: --c----~-f;,--::1~--Jc-----: r,~·y) 1, -~ A) 
P<;c - I;. Y y Psc('."') - 1-~ A - 9 A y 

Dit resultae:t; kan (in iE:ts andero notatie) rechtstreeks uit C 13 
Ct?unt 3) verkregen warden en zelfs in vcel algomener0 vorm. Zij: 

C = ~. ~ X n { I - X) P '·m) I) <m £:... ('l'"t)I.... 

het collect.ief kenmerk van een rij van n trekkingen, waarbj_j m maa,l 
' het kenmerk B verkregen wordt. De trekkingen behoeven niet onafhanke-

lijk en uit een constant alternatief gedaan to zjjn; is dat wel het 

geval, dan is C = Ce, • Zij p~J (n) de wh dat precics n trek.kingen 
nodig zijn om Bim te krijgen. We zullcn 2.antonen, dat 

is. 

Intcrpretatiu van C: v,e werpcn met E:;en (valse) munt met wh X voor 

"munt" totda:l; voor bet eerst "kruj_s" komt. Is n maal 11:mnnt" geworpen, 
dari duen v,e n trekkin~~en. ·,vorden dD,::::,rbi;j m successen verkregen, dan 

trekk.en we m maal (onafharilrnlijk) uit een loterij met wh 1-B o, een 
11 niet 11 ( = "catastro11hJ') • Dan is C de vrh dD.t geen enkele "niet'' geloot 

wordt. 11.;:en kan nu telkens achtereenvolgens virer:9enj trekken (n1its 

"munt" geworpen is), loten (mits een succes getrok.ken is); C is de wh 

dat deze serie proeven eindigt doorclc,t 11 kruis 1r geworpen vmrdt. Zij 

echter ook ~~!!'.:!~!: dat 11 kruis" gei,;;rorpen worclt eindigen, doordat 

"niet" galoot ~ordt. De totale wh d~arvoor is 1~0, daar de totale 

dat zij ~!~1 eindigt vrngens Z < 1, dus lim X ,, = 0, nul is. 
r\-> co 

kan 

een 

wh, 
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Zj_jn voordien m-:1 "1n"j_j zen 11 c.scloot (wh = Bm ( 1-B)) en is 1t'O'l.l (n) de 

wh dat n trekkingen no~ig zijn om m successen te bereiken, dan is 

E:B"l11.-/(1·-B)p6n.) (n) de ·wh,.·la,t n trekkine;en nodig zijn om een "niet" 

te loten; de wh, ds.t deze n trekkingen gedaan worden is X,n, (nu geen 

factor 1-X, da~r "kruis" niet Beworpen is), dus de totale wh~ dat z ~,'\-/ •'\l, 

een "niet" galoot wordt is -n.. B ( 1-B) ptm.) (n)X • J)aar di t 

anderzijds = 1-C is, is de gestelde relatie verkregen. 

f. Karakteristieke fct: 

g. VercJ.elinr;sfct: -------------~----

PIEHli.E REl.1ulrn DE rviONTl.'jQhT ( 1678-1718) bei;-rees (:rGssai d, Analyse sur 

les Jeux de Hazards, 1708, 2me ed. 1714) dat 

~-/l.tt'll.) +._'11. ~ ti • ~-/l: ))) .hh \)-h 
,__ I\\ 1' 9 - ;__ h I' q 

D ~ 

de wh is, dc1.t bij opeenvolgende trekkingen ui t een al ternatief 
A B B~ +I t I- V t I di" t p + q · op reed·u voordat A optreed • Voor p = q = 2 was 

resultaat in andere s;eds,ante reeds door PASCAL verkregen bij zijn 

onderzoekingen over het ''Probl~me des Partis" (Traits du 1riangle 

.A..rithmetique, 1665); voor :p /: ½ ·was het resultaat aan JACOB en 

JOHAN B:WPJ\OULLI bekend. 
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7. Y.,erde lin~~ van Eggen1J ~.gcr=.!-:oly§. 

Symbool K::, EP(b), EP(iJ,,)./i ·,s) 

Whr 185 

~!!•i F. Bggenberger en G. Polya, Ueber die Statistik verketteter 

Vorgange, Zs.f. ange':randte Math. u. Mech. 1 (1923), 279-289. 

a. £~f!E!!!~~ Uitgaande van een collectie C0 van de uitgebreidheid~ 

vraaro1,) een lmtegoriscb systeem van r kenmerken A).. ( 1 ; A ~ 'l ) gegeven 

is, die met fqn Y>,, ( [ ))>,. =)) ) voorkomen, wordt een rij o:peenvolgende 

trekkingen gedaan, vraarbij telkens als een el A">-- getrokken vrordt, 

·dit el 2enevens ~-andere_die_ditzelfdo_kenmerk_dragen (weer) aan de 

collectie vrorden toe,:::;evoegd. 

De collectie v2.n alle mogelij ke trekkinc:;,sreeksen (resp. alle, van de 

lengte n) zullen vre de collect ic CEP (resp. C,tP(·n) ) van Eggenberger-

Polya noemen. Voor r = 2, A,= A, A2 = B, zullen we het aantal bij n 

tr-ekkingen verkregen II succeE>sen" (kenmerk B) de Y~!:~~~§:.;~ !£Ph'\.) van 
Eggenberger-1-'olya noemen. 

b. §.E~£!~!~-g~y~,!!~e~ Voor 6 = 0 krijgt men esnvoudig de collectie van 
Bernoulli; voor & = -1 de collectie van de Moivre (t.TT. voor r = 21 

ande:rs haar genaralisatie, zie p/unt 5d). Tile laten namelijk ook nega

tieve vvaarden van 6 toe, waarbij -c eln toevoegcn (c;;, 0) geinterpre

teerd wordt als c eln wegnemen. 

c • Q211~£!!£f)f~E~~!:ti De ui tgangscollect ie C0 is eon el van de col
lectie CEP (bestaande uit "alle 11 trekkingsreeksen van cJ.e lengte 0) _ 

Als zodanig schrij ven vrn i 

'"l \I>, 

C f_ P( u) ; co :: N A A 
( 

Volgens § 2, punt 7? pag 62, whr 151 geeft een trekkinG; 
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0n n trekkingen? daar ~,e o~ de ~~!82~~~ der trekkingsresultaten niet 

letten: 

C -_I - (\\ A I -~ )'fl C 
E. P('\1) - / -v)h. c:._ .A - j:.,-:r, o 

\ 0 '- I)_ 

d.. Frequentieciuotienton: Is DR een 
\) ,. 

7T ~.):' 
- (f I= ~ 

gv;rordcn, 
) te trekken: 

is de wh, 

8an-cal trekkin~en do samunstelling 

C\..;I~st oen kem:1erk A>,. en dan A_µ 

dus 3cjlij\ aan de b, doze l{-,nmerken in orngekecrdo volgorde te trek

~ror. :Oe ',!h van um trr1l·tin-2,sreGks is clus onafb:=:i.nkclijk van de volg

ordc d~r ~esultaten (dit ware niet bet ~eval, zo na trekking van een 
AA G; t-1 e ln :mc::t di t kenmerk zouclcn ,r,orclen teruggc lcgd, vvaarlJ ij 

niet allG 6>., gelj_jk warcn). 1 ~'-" 

j)e "itb van bet trel(kingsresultaat T[ JtA in een b8(1aalde volgorde 

in n = 2.. ril.>- trekkin0 cn is dus: 

))1/v,+S') ..... -(v,-t,nJ-S- -------- Y,dV1:t-if)-----/Y'l:-+-'n,/;---f)t _ 
v ( v ~ 5 _ _ . - . _ _ {Y +- ·n 6 - f) 

Tf (-1 Y~A 
- (-f-)11\ -

D:_·_o,r hct aLntal 
'ft I 

T[•n->) is, 

verschillende volgorden 
-- I ,1. A 

is dus de wh van /l A~ 
de w1ltinomia&lcoefficient 

in cen willekourigo volgorde: 

D it l,an ook ui t CE°P('n.,) word en r;evci'nden door de operator volgcns bet 

binomium van Newton te ont',-ri!dcclen~ 

= h 'R., •"'"< FL('' A/" ~,i,b 
r~1.1..x-11 

e. Negatiove _S; Voor f;:::: - c < 0 kri;jgt men alleen dan 88n ocnvoudig r0-

sultae:t als alle V~ door c deolbc,b,r zijn, anders kan hot gebeuren dat VEn 

een kenrnerk minder dan o e-ln ovcrbli;j ven, de d8fini tie zou dan aange-



.. 
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vuld moeton worden met een voorschrift., wat er dan zou moeten gebeu

ren. '.fo zullen daarom voor -b=-C>O vt =Yl geheel onderstellen. Daar 

dan "'uij trokkin:; van een ~. ;:, dit ol teruggr,legd rnoet vrorden, maar 

nog c eln ve,n hGtzel:fde lrnnmGrk ·Neggc·nomen moeten •iirorden? !rn,n men 

ook de eln "bij bosjes" van c tei8lijk (tolkens van hetzolfde ken

mcrk) bij elkaar "l)indcm" en telkcns eon b,:.:el. bosj e 11 trekkena. De 

collectie van Eggenbcr[/Jr-Tolya is d8,n dus niet anders dan die van 

de Moivrc voor do "bosj esa. Ivicn beeft; aan: 

rp rr(~i) 
) I\'\. t , - - - J 'n..'t. = l r) 

Indordaad gaan b ij vervanging van-~ door ),h 
() A 

enz. 

alle formules in de 

ovcreenkomstige van de ?itoivro OVEJr. 

Dit_blijft_formeel_ook_het_goval_als_S_positief_is al vorliczon z0 
dan bun intorprctuerbaarbcid volgcns de 1-foivro. Voor 6 = 0 kunnen 

we de formules voor de collectio van Berr,oulli terugkrijgen door for

msel tot dG limiet voor S ~ 0 over te gaan ( zonder rckening tc hon•·· 

den met bet feit, dat de formules in ons :problcem alleen zinvol 

zij n als b gehee 1 is) • ·Jc kunnen dus formoe l al1e resul taten ui t de 
I - \/A -~ voor de Moivre afgeleido vcrkrij gen door )J>, door )), ::. -- , v doo .. 

I 'II -b ,, ' & 
)) ::::: - 0 en A)., resp. AJ door A'>. resp. A{ t e v0rvangen. 

f. Sa.,monvattend collcctiE:if kenmerk~ -------------------------------
C --r;r { PtA-() o' ~I)- ')Yr 

E'P =- /AL >, + f-1\ (Zie punt 5a) 

We hebben hier P' en Q' in plaats van P en Q geschreven, omd1:.1,t dez3 

grootheden zich alleen in bet (minder belangrijke) geval b< 0 op d.e 

oude Viij ze Ls,ton int0rpreteren: 1)eslis mE.:t behulp van ecn collectie 

van Bernoulli van de ui tgobreidheid )) '· :z - } hoevc:cl trekkingon ge

daan zullen vrorden. Voor 6> 0 is - 'i < o , we zullen dan dus Y. 1 or 

Q' inter:)rcteren als b ohorende bij de "negs:t iof-b inomialen vcrdo lL1c-s 

van :eascal ( zie punt 6. c). •.1e stellen dan dus 

Hierin komt P met - ~ uit punt 5.c ovorcen. 

C ,i: \n. I -ii) 'P' -<n- -Y/s Q' 'Ile -
. E: p C { ,n . E p ( 'ft) -

Dan is (vgl. 5.c en 

I P) % '\,.., { '1\.-1-1-10)1) (QC 
=ll- L !'fl [P{'ll.) 
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) gedeclde coefficient van Pin. in de 

nas,r machtcn van }1 is. 

Inte;rprotatic hicrvan voor b > Oi beslis hoev·sel E?-trokkingcn ge

daan 2,ullen word.on door tevens trekkingon uit ccn constant altorna

tief Yn:Jt kans Q op een Hsucces 11 tG doon, en daa.rop telk.(:ns een EP-, . 
trekking t8 doen volgcrn 1 en d,::>,armedo door te gaan, tctdat (s;,]f.9.lu§.i£f:i 
daar n nwt m-1 in 6.a ovc.:reenste,nt) n 11 successen" bohaald 2,ijn. 
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::: ~1}qlp-q){Yt'T\6){Y-r-2~6) 
(Y+-b){v+2.0) 

Whr 189 
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c::: l\'\.,-0'\.i 
~ - ---- is. 

> l'f1_ 
Derhalve geldt voor toenemtnde 
voor 6 > o ) 6 ?; 1 

voor 6 < o !:} ~ - I 
) -

is "P 
-111,,/r"\1 

is .._--~, r, 'n,2 

--zoor b>o )-1<6~+1 is 7.) 

..c.111 11 "fl .2 

voor 6<0 ,ll"?./ is ") 

J:~ I ,'fl')_ 

voor o➔ o fl S, -/ is ]? 
) - rr1,1 ~'l 1 

voor ◊<D -I< ~ < t-1 is }:l 
I 11, /l1; 

en voor 6< o 

Dz~ 
monotoon stijgend: 
monotoon dalcnd: 
eerst dal0nd 1 d~n stijGcnd: 
(met eon minimum lJij 
~ ,-,- ) 
'll 9'o; 1 . 

monotoon dalcnd~ 
monotoon stijgend: 

Gerst stijgend 1 dan dalend: 
C,,1ct ecn maximum bij 

l\'\2_ ~ I - ,j ) • 0t"'"'_2_ 

,l I II 
I I I I' 
I l I I I ,ii ii! 

k. !££R~~§.!~~: :Oo ve::rdelinj_ng is door I:ggcnborgor ingovoe:rd om e2n mo

del te v0rkrijgcn voor de uitbreiding oner infe::ctieziskte. l~et "trek-

kena va,n oen 21 lrnmt dan ovur0en met bet 3;einfecteE:rd ral<.c.n Vc:..,_,n cen 

:porsoon. Ect model heeft voor di t d.001 slechts ccn b e~9erkte bruikbaar

heid, doords,t bet hogelij k voreenvoud.i:-_sd io. Geen rekening is er gehou

den met: 1° ovarlijden van patisnten 1 2° natuurlijke en kunstmatige 
in11nu.nisGring en isolatio v2.n )atientenj 3° variabiliteit van infectie

ka,nsen hstzij door fyroiologiscbe, hetzj_j door sociale eigonschappen 

dcr ::;:iersonen ( vgl. reizigers en kluizen2,ars) j enz. :Cen summier beeld 
van de infeotiemog0lijkheden vermag bet achtur wol te ~aven. 

1. Limictovs-rgang __ vol~8ns _ Poisson~ 
c- ,n Vt 

Onders·c el, dat 1li J o en --- = oJ... van cle orde 1 zij n ( 
')} I 

tsrwijl n,)) en v, >·> 1 zijn. Zij ~=-(3 • :Oan is, v1_~(36 
We gaan 1)ij const;;;,nte o( , 0 en o tot ds limict voor rn,_-+ oo 

\) 1 _,,. oo 1 v - oo ) over. · 

Voor do karakteristielce fct vinden ·,re volgens hi 

z {~ -1)1 , JI V, Y1 l'(L 

E.P/,,_)r) ~( t :,)I( fa-ijl /- u)o _, l! c _, { I - u +u e ") d IL "' 

I~ +- -1/P> f J ~ -r '11 0-,-1 
- l oZ r-, (, - v_) [ I - u { I - -i )J u, du . 

((3-t)! u . 

o>-o), 

, ))/":-in¾S. 
(dus ook 

:Ooor de J,rote exponenten kunner:.. alleen vlak bij O ;:;clegen waardcn van 
u een 7Jijdrage geven 1 die voor n __,,,, oo niet naar nul gab,t. Dan is: 

~ -*u •.. u-ll-) ~ ~ 
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en 

, dus 

oD 

daarj~ naar O gae.~t. 
Hot gev2.l & ~ 0 is nist r0chtstr0el(S hierin bcgrepen, m2.z,r kan, evenals 

in 1:1unt c formeel door limi0tovergang 6-? 0, dus (3 -- oo v2rkregen vror

den. D2.n is g 

Z ·\ 0. f cl_ ( T) ( -p -of. { I - ~ -C) z· 
EP{rn.>LT1- f~~ i I+ 16 1~ .e J :.:: e -= 1irJ , 

de karakteristieke fct dcr verdsling 012'..n Poisson. :Oc c;evondon karak

t Grist ieke f ct is. voor goh2 le (3 die van l-1ascal ( vgl. 6. f) met m = ~ , 

t=~. 
Ook ~-tr. ncgc:.tievc b, in bet '\Jijzon0.er voor b = -1 blijft de gevonden 

uitdrukking voor lE.P{C\')) gcldig; d:::,2.r in dc:.t geval ook.(3< 0 is, krijgt 

men dan eonvoudig de vordeling van }Jcrnoulli ( al thans voor gehele (3 , 

dus v,z due=; lbaar door - b , rJ. v. ~ = -1). 

De vs-rdeling van E~~genbc·rgcr-1:·01ye, omvat dus a.ls limiet,~::;evallen 

die van 
6 

Bernoulli voor lim ~ < o 
s ~ 

Poisson voor lim Vi ::; o 

Pascal voor lim _§:_ > o 
),) . 
i 

JJe cumulanten van EP(oo ) kurmcn gevondE.n warden :met gebruikmaken 

v~n de reeksontwikkelingg 

f n. { 1 + q { -e T - 1 )} :: ~ r +} C\ ( t - q) 't .2 t t- q {, -q ){ 1 - Q q) T a +- ; 4 q { 1 - q) ( J - q + q ·lr- 4 + ....... 

~ !"' rk . ::: c,_ ..Jk(a) . -I 
a I ~. 
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(zio ('Jhr. bl. 90). Deze geeft namelijJ: met q_ 

;:: :x -r + I o/ { ' +- ~ ) r i 4-- l o< ( , + ~ ) ( I +- 2r ) Ts + 

I ( of,_ )( J._ o(.2.) 4 , +- J4 c::J, I + (3 I t- .13 + (3~ T + · - · · - - ~ - · · 

:Dus: , 'f1 ~<T 1 = oi{ I+~)= J/";~\ 

.Q/11/4:'.. 

2.ol+(.:, 

QI ::. V oJ. ~ {oi -t-(3) 
· .£;vVZ 
) 

Voor 0-+ oc gaan deze indE:;rda-2.d. in de ovureenlrnmstige c;rootheden 

van ~oisson's ver&uling over. 

De factoritle momcnten 9 die reeds l.c. door ~olya bopaald ~erden, 

zijn nog 2envoudigcr ts l1erGkencn. (1-'olya gebruilct voor onze ✓ i-.J,) v~;s, 
rn. ' cl -Ur\ 0 ~ d.e 'Yl,c,1-aA,Le;'.:} ", N ) s ,1\ 6 J 'Yl l d V\\ ¾- ) 
m. Grote~~ c 

Interessant is nog het geval 3° uit de tabol ondor j 9 b.v. hct geval 

van z0er :;rote S- (b. v. O >> v ) . JJan is 6 ~- ~ , dus l~I < J • In dat ge-

val is bet eGrst0 trel;kingsresul taat vrij'iH::l besJ.isscnd 9 d.oordat dan 

zovsel eln met ·hGtzelfdc kenmerk ~orden toegevoegd, a~t het andere 

ken:.t1erlc :) ij de vol3ond2 trG1:J_; in6 ( en a fortiori bij nog lat0re) vrij-

Yrnl ge;:;n kans 1·11is•c;r h,;eft. Is b. v. ))1 -::: ))1 =- I en o >> / , da:c; is bij de 

ccrE~te trekking 'P01 :::: 'P, 0 =- i Y b ij d8 tvrccde is, als de eerste keer 

B getro ken is, de wh van A nog slechts I S ; wordt oak dan B ge-
. u / + I 

tro~;ken, clan :· s bij (le d.erdo trekking de i;rh van A nog slcchts 4+J O , 
en2:. O~J deze ·;rijzc ziot cen het (in dit ~;ov".l zecr dj_epe) minimum 

ontsta~n~ bij n tre~kingen (n>> 1) worden hoogstwaarschijnlijk uit
sluitend eln 1 all8 .cnct bet .elfdo ::,em,1crk (;etrokken, Wc.,,arbij (voor 

Y1 ::::. v2 ) beide kcn;aerken oven ,'._;:i'.'ote i;rhn hebben. 

n. fi imi 8 t over gan5en .. n2.2,r _ v aric:tb c 1 en_ van _J:le arson. 
I 

Verselijk hiervoor § 3. 



~:'Iath. Stat .. 104 Whr 193 

§2. De _,Eelang_rijkste continue verdelingen van een varia bele. 

1. Ji9.m..o_g_ee11 vsrdee_lde variabe1=._~_._, Svrnbool H of H( a 1 b) 
. - . .. 

a •. .P.§!1-E-1-.!2-.§ s De varia bele ~;~~- 1-1 (:,J) is horn.ogeen verde2ld in het interval, 
(a,b) als zij uitsluitend wasrden in dit interval aanneemt en de wh, 

dat zlj wa::rden uit e"'n deelinterval van (a, b) aa.nneemt, evenredig is 

met de lengte van da t de el int ervs,l. ( De herha., ldel ijk voorkomende formu

lering: 11 als zij alle waarden uit (s,lJ) met gelijke whn aanneemt" is 

al~ defini tie ondeugdelijk: dit is voor iedere continue verdeelde va

riabele het geval, n.l. met de wh 0). 

= ( ),. - ~) _ 1 1 c ( )._ - c~.} - C ( :x - f,) ~ 
(Definitie der waarden voor x =sen x =bis overbodig). 

c. Verdelingsfct: 
__________ .,. __ 

f o ··x ·< Cl 

f H (a l) ( )() = 1 L:!:: Ct \ ~>~ f f,. 
l . -ii- - (X. 

'1 --x~ ,ti-
::::: \le -.r.- ) (. ( X - ~) - _( Jc .. 6 ) L ( J< ---_J,j 

.f.- - (,. 
. . -a. Karakter-istieke fct: 

Q-c '.:\_ LJ 

e -- ..$..._ 
(G-o)c: 

Voor de gereduceerde variabele: 

/ o (, - t:. C 
1 l ) ·-J.r , -y-· --

i--- Hr r• e I T ::: .. _; __ _ 
I J I ff· - 0.. .., •. ---1- ,_ 

Or-, ·,•king: Allo in §1 voorkomC;ndC; ka rakteristieke fcts zijn periodiek, 

op de imaginaire as met reele periode, meestal 2 Tr, daar de varia belen 

daar uitsluitend aequidistante (meestal gehele) waarden aannemen. Dit 

is hier niet meer het geval • 

. . 

e. §E~~!~~~-~~z~!: 
Symbool: H. 

Homogene eenheidsvariabele: a= o, b = 1 

7 H (r) = ~_:L 
T 

-, (-c)· -1~ j T 
,,;_ ~: /:r ,1.r ~ --{:r~-
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0 

is. Speciaal: 

als k oneven is 

als k even is 

'1.WI 7_· 

'J. 1 n-, ( ), rn + t) ( ?. rn ) ! 

. .. . . . .. -

'7hr 194 

;, g~~:~.~~E-!~E-: De cumulanten kunnen worden ui tgedrukt met behulp van 
~. Ju getallen van Bernoulli (Jacob Bernoulli, Ars conjectandi). 

:,r,,~n heeft 

,.L O rin Bn 

VI 

B ti 

a.us 

n. 1.: 

t 
u 
net 

a 

I 

r ., ,_ 
'i l. 

n~ 

-¾ 

, -- ')., 

- I--

getal 

')_ 

I -3 Ci 

J k 
I<,~ ; 

\ 

:_y::, B (-z-2)v, E - J'i --( 2. h) / I 

van Bernoulli is: 

·3 l/ ') 6 
I ...!.... 

r 671 -2... 
0 ' ,, t& I If 'i /j :, C· '· J .. 

p als k dneven is 

ik-1-1 &JI ( t ' als k is .-. I -~--- even 
k 
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g. g~!?:~E~~2EiE~~E£~~ho"nogene_ verdeling~ 

EvenB,ls bij de normale ve:rdeling (zie "beneden 1 pLmt 5) kunner: vrre 

ook bier variabelen ;& l)escbouvrer: i Wo,a,rvan sen. !~E.£~?:f homugeen ver

deeld is. Dit is altijd bet geval met de verdelingsfct van een sto
chatische variabele. L~1rners 9 boe ook 2.S verdeeld is i altijd is 

daar F ( x) monotoon is, dus VC.)Or O ~ y ~ 1 

dus 

d.w.z. F(2_S) is bornogeer1 verdeeld in (0,1). Dit is ook een der bela.ng

rijkste coepassinr.~sgebieden der bomogeen verdeelde va,riabelen, in -----~-~--.;;i-
h et bijzonder in de theorie der steek;roeven. 

a. ~Oef' ini tie: 

.x<o 

--·--------'-----------:x. 

c. Karakteristieke f'ct: 

d. lViomenten en cumulanten~ 

s~-;:,ec i;::,,s,l: )A-::. I ~ ,\, I .) )( $::: .?_ ~ r, ; X 'i z b = o:t. 

e. Ge it '.:)re e:rde V1:;;rdc LLn' r..:;j~,. ~ zie G2.mma--vero.e lin.:.: • 
...... r--.---. ....................... .- ·,r-o,·•·----~ .. -- .................. __ .,.._,:_< ,, .... ~,--.. ~ 
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3. Verd_2_~2:P:8 van Laplace. Symbool L . 

a. Defini tie: 

b. Verdelingsfct;: 

)(-? 0 

wae,rin 
x<o 

c. Karakteristieke fct: 

z ( ) .!_{_I_ + _l) 
L i ::: ~ 1-T J+-"f 

c.. Momenten en cumulanten: ----------------------
k oneven 

k even 

k oneven 

k even 

Speciaal: 
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Hsrleiding tot N(st ): 

?_G N/,µ,cr) = f- -j;\) X t-l{st(/.t +-0- ~ N >· ~N( f,cr{~) = ~ t N / :x;/=) 11 

b ~ Znkele y~~!-S~£E~1~!~-~~!~~E~-!~~:. 

mits 

als k oneven is. 

Voor 

is. l 

c. Karakteristieke en entro:Jische fct: -----~--........... ...._ .. ...,.,._,, .......... --...-. .. -.- .. .----- ... .,.--- ----------

( T willekeurig complex) 

De normale verdeling is volledig gekarakteriseerd door de eic::;enschap 

van de entro1:iische fct, een veelterm van de tYreede graad te zijn. 

d. Cumulanten en momenten: 
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als k even is. 

l/41] ).z.j ' ' 
)7" k k-11 .2.:i 

jl k,1Ylf p-) = L(;- ~ j / fl er 
~ !) 

Specia2,l~ )-i/(µ;r) -:::)1 :,jt;1_,N/j<fJJ,,,. Ji +CT J 

' 3 t. 1.//:l:i '-I 
JL3, NI;« ,rr-) z )'. + 3jl (f ; / '-1)1 { ){ fT) ==-1). + [t7 JL q-- + 3 CT 

e. Y~E~~!!eG~f£!~ ~ 

~{/,cr)Lx) ~ ~ / c;;/') ~~I:~ -HJt 
( zie tabellen). 

f. Ontvrikkeling volgens Taylor v2,n FN (x): 
l,v,2 c,() ( '. ,l)'l\_ 

N (x)::: I -€ ==-- ~ .t . i I -i__._ I ~ --,c 

v.rn '6n O ,nl 

(convergentie voor iedere reele x of com:;;ilexa x; convergeert langzaam 
voor absoluut grote x). 

g • -!~l~E!~!~~£!.!~-~~~~Y!~~~~!~~fL~~e I - ~ Ci-) ·; ~ 
n-1 o ) ...,:;.x 

, _ F. (x) = ~ ~ (-!) k /, 3. s. ----: z2 -f.i.. ,#-/ --E . + R'l'l 
t'i . y :t,t D -X, .2 '+ I 

Bewijs_door volledige inductie met behulp van parti~le integratie. De 
reeks L is divergent. Voor :;rote (reele positieve) x nemen de termen 

0 JL:i_-1 
eerst af, later (nl. voor n >- -y ) onbepaald toe. De restterm 
Rn heeft voor iedere n een waarden gelegen tusseh Oen de eerste ver
waarloosde term. Voor practische doeleinden is gewoonlijk voldoende, 

- ~ '.)(,l 

de eerste term: -e ~ te ner;1en. 
::tffi 

h. Geschiedenis. ------------
De normale verdeling komt als limiet van de verdeling van Bernoulli 

reeds bij Abrabsm de Moivre voor (2° supplement, 1738, bij de 
Miscellanea Analytice,, 1730); vervolgens als (tweede) foutemret bij 

Laplace (1778; de eersto foutenwet in 1774, zie verdeling van Laplace); 
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daarna bij Robert Adrain (Research concerning the :probabilities of 

tho errors which hapJen in making observations, 1808, in bet door hem 

te Philadelphia uitgebeven tijdschrift The Analyst, vol I); tenslotte 

bij Carl ?riedrich Gau,::;s (~-:'heoria rnotus corporum coele.stium, 1809). 

De na2x11 "1ivet V?,n Gauss", die vaak aan de normale verdeling gegeven 

wordt is dus historisch niet ~er~chtvaardigd, da~r het volgens 

E.~. ~ilson (Gecitcerd door b. Fr~chet) ondenks de.welbckende vroeg

rijphsid van Ge,uss weinig waarschijnlijk geacht E1oet warden, dat hij 

de foutem1et ontdek·~ zou bebten voor ziJ"n tweede levens4~ar (1778). t 2 ~ 
De' ee:rste t2,bellen van Vif J ..t-x d ~l zijn op instigatie van Laplace 

door de astronoom Kramp bgreksnd (1799). In de oudere ·;rer~cen (tot on

geveer 1900) ontbrGekt de factor+ in de exponent en dienovc:--eenkom-
"' stig do factor 2 onder het wortelteken~ het toevoegen van deze factor 

geeft bi,jn2, steeds vcn~,":\'rwoudiging en -crorc~t d,::,arom togcnvvaordig vrij

wel algemeen toegepast. 

5. G-et!.§.l2.§.f orrnee:r:_f1,:J norma,le _Y.£!s1e l}.Ef:;.?..£. Symboo 1 E:'.:. ( Ingevoe:rd door 

F.Y. :C.Gd._cse\!orth, 1902 en J.C. Kapteyn, 1903). 

a. :r2:?..:Lbe.:!:!~£.:. Is ~(y) voor -()() <1<:t-v<l monotoon stijgenc1 van a 

tot b, dan is ~El<= cp(~ N) 

b. V£:1:deJ:1;~gsf _£~ ~ Zij y = 'fl ( x) , a< x < b de inverse fct van x = ep ( y), 

Fm (x) = F;) "f rx) t 

f ~ _.:.{cr{xJ} 
bulJl) ;c D"' { ~,{ Y)), Y· 'tr) ::;Jm _,€ ,2_ ' r I tx) 

dan is 

) 
dus 

d. Momenteni 
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f. !2~lJ.~:8.~~s,!,l1e.~:~\~ I'1 § 3~ :;mn-: 12~ liT. 78 (Whr 167) heblrnn ;;re gezien, 
C::.2:c e3:--1 sc:r: 'itnn c.·•1,2,? 10 -:·!z.<:,li;jke stochastj_sc~e variabelen onder zekere 
ecre 1· n1' O' '"'8 r ,)- .,,,., n·'--; r:,·,;·,:, • 7 n ,,-~-\;!:-> ~,-,· -'1 ("'''°' ,-, eo,-,,1-,+, n.,_ 1· 8 n '·1 r1orma'"'.ll V8T'C" e G' ld 1' s ( C en-\, -~ b ..L .., 0 L ..1.. - - •./ J -- C. , V • ,___ . ~. , ; .. ,I,._,~ • ...,, _, •.• .L t_ .. -1 ~/ li. lJ .J l,; J v .L ... C.¼ - l -

'!an onafha.:1kelijlrn veranderlijke11 ':l.r:;ymptotisch logarithmiscb normaal 

verdeeldo Is nl, '.X,.,,::::·:1, ..... ~tn ( ~1- 11 ------.•ttl\\ onafhankoliJ'k). dan is 
- ll '1 ,; ,,.,.\j,, , -u ; 

Jk. x. -=Li ✓¼ ,u - e.~1 de Jl., .. Mi z::Ljn ook onafhanlrnlijk. 
-'f\. ·QL () \) 

Indien dt.:s de ,tm, ~~ t. a.2,n C.e voorwa::1:>::den van §3 punt 12 voldoen, dan is 

k ~"1 asy:cn::;ito~isc:1 r::,rmasJ_, Hi:Jrop bel"Usten vele toe~9ac,singen der 

loga.rith!T1j_sch norF3,le verdeling. Ts nl. cen variabele groothoid ondsr

worpen 22!1 eon ~eeks vsn i~vlosdea, waarvan elk een uitwerking heeft, 

n.ie de var'iabcle een vrijziging geeft, evcnredi:;;_met_h2,ar_tot_dan be

r3.il~te. __ 1rraa::".'d~, dan lrn.:1 men c7.e na n V8randcringen optredende waarde 

u.oor 'JL,.,.,::. 'Y 0 1lJ 1 ·-·- ,qi'(\ voo:cstellen, vras,:"~Jij x 7 de ~Je:sinvmarde is. Zijn de 
-'ll - iJ "_j -• , 

evenrerJ.ir;h2idsfacto::".'en ;Ji o.nderling en van ~o onafhankeli,jk, dan za1 

dus voor ~f\, een asy:w:;:J"cotlsch logarithmisch normo,le· v,erdeling te ver

wachten zijn. Tiit n:odel ve.n oria,ern,nlrnlijke evenredige verandoringen is 

oij verschille·:o.c biologisch.e E'1'.i naatscha:i.J}Jelijke groei3~-rocessen bruik

baar. Wel moet men oJmsrken. 1at, ~ls alle lL dezelfde verdelingsfct 



... 
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mot gEJ:middelde f bczi·cten, lxl\\=' [~ 0 /t~ji ,,£~c)1[['1a;_::.;'P-l;i.:i is, dus 

voor fl /= 1 tot O of oo DE'.,dert. nij toc-_J8.ss ing op een groeiprocos ( dus 

jt> 1) ~ zou de onde:i-:stelling v2,n constante verdeling:=;fct der evcnre

dj_gheidsfactoren dus tot een model L,:Jiden, w2,-strbij alls ~)Omen II in dG 

hemel groeien11 • ~!cl echtcr is een r;1odel mogelijk, waarbij Yi. een van 

j_ afhsn~zelijke verdslingcfct heeft, mGt gemiddelde 1uc > 1, t~r"llij l ft fi 
vcor n-oo een eindigc limiet hecft. 00k dan kan volgens bet centrale 

l::Lmiet-theorema esn asymptot::Lsch log2.T2.thmisch normale vordeling tot 

s<;anc-: komen. 
' 

:~edere co::1.t inue verdeli:'1.o' J:i' ( z) 
···~------- -- ···----·,,, ·:J 

kan 2J.s ec:1 6 otransformeerde normale 

te vinlen b0hoeft men slechts bij ge

de :i),Yecentil<:;ntabollen de::.~ normale ver-

1Jeschcu0,1d. wordcn. Om·~ -c:lfCX) 
seven x F(x) te bepalen on uit 

= F(x) af te lczcn (zie riguur) 

17~ 
/ -l- -- - -~1 /,--, I 

---- : I . I 

Men kan ook de vordslingsfct OIJ logaxitl1misch vrh--papier teken,1n en d.c 

vs::."'gGlijkin{~ der 7er:c:i.~egcn kronme cp ee".1 eronc1cr geschoven Cax·tesiP8~1 

C r, •.t , C, J. , 1 - + .:::, Y' n _._ C' 1 c- --1 r, .e ·1 n z n '1 , ·l c. 7"' ~ '" i , _,_ -7 ~ D '"\ 1,, /, , ) , , _ c •• .L• .. ,-n::;~;.::, !, ·• alJ c.vJ. ,_; G, ) \ .• ,)'.c,G .L,' .-UL, '.caa - f\.6::: I \.X., ? 

0:9 d":; se lfde w::.j ze ~~a:1 iedcrc ~~:::!.?::Q:0.~ vordc line; als oen getransfo::.1
-· 

mc0~de tom2gene bescto~wd warden (vgl. pt 1.g). De transformatie wc~dt 

op c1ezolfde wij zo 11.i·cc=;evoerd 

f1>) // 

-~-! 

'\,a 

6., Gamrr1a-verdeJj_n,:.," G~,7nbool f 9 r (r+l). 

l~T0 
,:.:, r·Q-1 -~ 11· ''.l . v·-°' ;-:1 ~ 0 a-1., •.~ '"'r1· + "P") ,-' VI) 

~ v V __ -· O CN..L ~ V 1-, V _,_ ' u 't) _l- - o 

)I., 1 

Speciaal gaval: r 
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daar 

'verd,"ijnt. 

[, (X) == f o -:it :t. <o 
1 1 "Z. t V Z/ J .e -Lt u. I[, J ll X > 0 

. 0 

( onvollcdige f ( r+l) - f ct) • 

. d. V~rdelingsfct_voor_gehele_r > o: 

Is r e;:m natuurlijk g8tal, dan vindt men door partiele int0gratie 

voor :X > o; 

e. Tabellen, _notaties: 

De verd0lingsfct f ,(-r.-,..0 (.::it) is door J(. Pearson getabelleerd 

(Tables of th0 incomplete Gamma-function)~ Pearson gebruikt de 

notatie 

gesteld. 

f. Karakteristieke fct; ---------··--- -----·----·----
L~ I I ?1:+I 

/('t'-~(T) = &-rr-+I =1 z£ (i)J o-ltrJ<; 
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g. Cumulanten en momi:mten: 
---------------------- lk 

'.)( k,f{,z ti) .:::ti H) )( k,E ; f k ,f/rc -1-,) =lk t-k) 

13peciaa.l ~ f, = I[ +I if 2 ~ {'t +-1)/ll +-i) ;1u 3 -:fl. +-tV,z n)//?: +->) ; 

u"= IZ +-1 1 X-3 := 2('l H) \ V, =-} , X '-t =- tle +-1) ; '(2. -:_ ?~1 
0' y.·z+i 

h. li..symptoti sch_normaal. 

Ui t het centrale limiet-theorema voli::,t direct~ dat x r-t ,1 voor 
- I {tr, +JJ 

r __, (X) asymptotisch normaal verdeela is. 

~e afwijking is van de ord2 van 

i. Gedra~ der staartinterralen. 
-•-··• - -"" ·- ·•-·--·----·-·---~----• .. -. ~--·----

Hier en verd(:;r zal & steeds een nist nadBr gespecifice1;:;rG. 6 etal 

? -J • en ~ / ( dus D fr j 8/ i I ) voorstellen. ln het bij zonder 

is dus 

Of ru111rer ~ 

Is )l ==S,-Z>V' l~/>>/ ~ dan vindt men door partiele integratie 
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de (voor niet .... gehele r asymptotische ')) ontwikkeling 

,daar 
00 

+ f ~ -£ , " ~hh~;JI ) u ' 

na enige herleidinb in de bovanstaande ~estterm overgaat. 

j. Geitereerde_verd2ling: 

.0oor m-voudige i teratie van de f/e ti) 
1{f\)\'l+~}-verdeling 9 daar 

-verdeling krijgt men de 

~:\ 

{ Z,1,.,1(rJ \ " Zr('"'" +<n,/r) 
is. 

k. Getransf ormeerde _. G--1mma-verdelingen~ 

Voor een getransformeerde f-verdeling is~ 

t (X) == ~ ! € - ~ (l'.) { 4' (Y) ~ z Cf IX) 1 

waarbij 
waarbij 

~(Y) monotoom stij 6 end is. Belangri~k is vooral het geval 
~(.1J een kwadratische fct van l'., is 9 in het bijzonder 

"""------------------
1) en voor gehele r eindige" 
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~ (x) = I Y1. 

Schrijf't men)( in plaats van X 1 dan wordt 

-~ {ry) =- _!_ (J ~ i xi .. v 2 'l :I.,/ 
/1. 't-/~" /l 

2 12:,. 
') 

TI e bekende x- -verdGling van Helmert en Pearson met 'J = J-t + .2 
VTijheidsgrade;n hangt hiermee onrniddelijk samen ~ { 7/. '.-l. is 1( ~L
verdeeld. In het bij zonder is hierin voor r = -,i ( dus .{2. r ! = ± V2t[ 

, 1)::: J de normaal verde0lde variabele begrepen ~ f ~ ~ is van 

0 ( niet - oo) tot + DD f(-.i}-verdeeld o 

7. Be-ca-verdelin_g of verdeling van Bayes. Symbool ~ ~ :k {c;) +t/~ t-1) 
(Verdeling van Pearson, type I) 

a. ~~!=!:£~:th~ { .:X > ~I J f >-1) 

Hie:tin is 

:::: 

0 
d_ p 

_y_: (1-J() 

1 { ol 11, i:> t 1) 
D 

r(o1_ ti} T ((3 1-i) 

r1o11-r+'.1) 

_)( < i) 

~ o<!f! 
(J. -r(>+o! 

Speciale gevallen: iJ ~ ~ F 
2)<1cvif•D 

symmetrische J',. -verdc;ling 

parabolische verdelingen. 

b S~mmetrie-eigenschap: 

f (~:x) = r l~) 
~ "e;{c1+1,r-,;.1) DJs,( (h·l)~+-1} 

ol..=-[:> is de verdelingsdichtheid dus sym111etrisch t6o.v. Y:j 

Zowel bij )( ::::.:> als bij Y-= / kan elk der onder 6b aangegeven typen 

voorkomen~ al naar gelang de waarden van J.. resp. (3 . Speciaal ver-

r,,elw CJ : il'i \ t~I 

' 

~ 

-1<:o/_<:J 1 -1<(:><v 
(U-vormig) 

)/ 

-J < J. < V (:-i > I ) . 

(J-vormig) 

J..) I I (3> I 

(klokvormig). 
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De modus 
aldaar 

ligt voor cl. > 1 (3> 1 

-~4~4- == ~ - 2- ) 
0\. ")/_ )( 1-;t__ 

V!hr. 20 5 

b .. d, d 
J_ J .1' ~. ,) + p a2,r 

verdwijnt. Voor -/ < ...J.. < o 

ligt bij deze vmarde het minir.1um. Voor alle andere waarden van -------~-·---
cJ Gnf liggen de extrema aan de uiteinden van het intarval~ 

e. Notaties,_transformaties,_tabellen: 

De integraal in het rechterlid van (I... ·wordt veelal door J; (J.-t-f At-1) 
- )£_ if. 

voorgesteld. De verdelingsfct is door Karl Pearson getabelleerd 
( Tables of the incomplete Beta-function) ; zi j vrord t door hem door 

JJl {d+l, r,+i) voorgesteldo 

Pearson transformeert gewoonlijk de variabele lineair zo, dat de 

modus de oorsprong wordt. De verdelingsdichtheid wor~t dan, wannear 
de 0xponenten o/ en (3 , zoals bij Pearson gebru~kelijk is, door mlr 

en rn,1 word en voorge steld, 

/'IV\ ) l'j'\\ -2. 

t ( J( + {,l I ) , ( °' ,_ - )( 
-(x)--------

Js l "", t' i "i' 1 t,} ( 61, + « 2 f 11 • +~ 2 -i., 

b . ~ -- t'.lL waar iJ is, tervrijl Cl 1 -1- c-1. 2 
/'!)\ I f\)\ J_ 

will8keurig gekozen is~ 

Teneinde de verg2lijking met de verdeling van Bernoulli gemak-
kelijk te maken, zullGn ~a veclal 

stellen 

(v > o > } + q = I ~ t, q ~ o ) 
, zodat 

J p I t-v-1 q1J-1 

IT"k.(o1-1-1)(:>4--I) = Dt.(~ v .1 9 v) = J;..{\ v e -v} ·x (1 - Y) 

f. Identi tei teri ~ I ' I 

1NOrd t. 

------------
Door de int8grand van r. p. ( I n.. ):x) met 1 = u + ( 1-u) te ver-

y vi- f 1, Iv +1_; 
menigvuldigen krijgt men, daar 

'f>( u +1 1 v') 
J;(u 1 v) 

r ( u ti) r ( lJ +vl 

\ ( Ll) . / ( U-t v' + 1) 

ll 

u +I/ 
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( 1) 

( 2) 

(3) 

Door in de eerste term van (1) het laatste lid van (3) (met c,,J;,-1 

in plaats van~) te substitueren, krijgt men: 

f d+-1 {d..-t-2-rf>I ol.+1 (3+1 
J;. l d. + , } f t-1) l Jl) ,:: - o!. + (> + 2 ol .J.. I J ){ (I - JI) + 

-t- d + I f 0() + f> -4,-f F_ ) -
o/.. -t (3 t J. "f:: { d-. f- I J f t-2.) o< t (3 ti ).( J.. t ~ f +t) {?( -

( 4) 
__ /oi.-+l-+(3) cl~/ (3t-/ -C-
- l cl. :x u-Y.) + 1 ito1+11r-,t-2.J(x) (oi:x~J 

Hier is dus de t'liveede exponent (3 met / verhoogd, zonder dat de 
eerste verlaagd is. Lvenzo is~ 

( 6) 
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g. Mo1'.!-enten 9 _ ec.rst0 _ cmnulanten~ 

2. - "-' - - 2. ll Cf -12 -Jl1 }i-, = 
· , Y+ I 

A., ~ 2J1l1{tt-6/) 
){ j -,:./ 3 =;{ 3 - 3} /,{ 2- -t 2 \1 = - -(Y----/-_._f -) I,__)} _+_:__1 )-

rJ , / ;_ LI (}-6)~1 +2 
jLLt = )14- l1 t f, t b'fl ,U~ t Jtc -=: 'j 't1 q-, ----

/ ()lt1)/Y+1)/Y13) 

A., 9 tt,-q{vt1-si,q)+(1-6pq]} 
){4 :::;,/ - '.)0-- == ---'-;;2, ______ __:,__ 

{Y+1) ( yt 1)( .Y + 3) 

j1. - q 
v~ 

~ ¾ b { v f , _ s r q) + (I- 6 -~ q> J 
0~-= a-- 4 ::: l9+-<J/Y+3) 

h. Karakteristieke fct: 

Deze is e~n ontaardin~ van de hypergeomctrische fct (zgn. 

£~~!±~£P.~~ hypergeometrische fct) ~ 
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~ t, n F ( ± , t Y ) >' ) i:) :c 

:X~o 

zoals O0k rechtstrecks uit de integraal af te leiden is. 

i. Grens-,eval y ~ o _____ !;;/ ____ _ fJ e:n q vast of tot eindige limiet naderend. 

Voor . )) - o gaat de v.srdeling in die van het al ternatief Alf.ti iO,t) 

over, zoal s het gemakkelij kst aan de moment en of de cumula11ten te 
t 

zien is: 

(f H~\k 

/Jk=-'f (Y+k)'k ------7 .,\l 
Dit resultaat kan oak rechtstr~a~s verkregen ~orden door in j, (6) 

met tot de lirniet voor V ➔ o over te gaan: cx+J ::-11.Y en ~+J :zc q v 

[ q-1 I 1lY qy f 
}(rvAY) {:1.) -{~YJ.ltqvJ! ))_:___'X (/-)())(. +- '.J-ltu1+1,q.v+1)LX) 

dus, daar ~( ,1 vL:x.) = l d~ = .X is voor o ~ :x f / voor -1' ~ 1 

kt ~~/A.yt1)1)(x} = a (o< ::r </) 
'I>➔ o ,~ 1 ·1 I ftY q JI 

( voor :t. = o en Y. = 1 wordt ,l~,v,. -:t ru/:+. ll/l)\ u-)() 
'JI ➔ 0 v ➔ O 

onbepaalu.) • 

j. Grens 0 eval Y ➔ oo ~ , ____ , __ Q ____ _ 

Voor Y ➔ o0 en f - C ( c eindig) is de }; -vcraclin0 • 

asymptotisch normaal, zoals op grond v,_,n de ecrste cumulanten 

of invarianten te verv1achten is~ 

Daar we 

dat deze 

bewezene 

bereikt 

QI ~ f) { ~) ) 0 Q = (} { ~) 

de hogere cumulanten niet berekend hebben, is niet zeker, 

ook naar nul gaan. Yle kunnen echter het o:p bl.Bo {w'hr ,b~) 
tpepassen. Stellenwe Y 1 ::c.Y-J ;f/,,.i1.}J-/ 1 q'v':::-qJ/-/ , dan 
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x f (I- :x) 11 

120 Whr.209 

g,\. f v'-=0> I ) • 
dan is 

een absoluut maxi
1
murn bij ( '.L~~~ .{ v-/ c.. ·, v~w 1 clu,1Jt'v'::d>I 

Stellan we dus ~,: ~ + ~ i Cfl~) =(f 1- 1) fl (q' -~) 9 ) lj,lc,) == I 

d /,"\) :::,h' f'(:j,q' ,f. \ ._ c('(t>J = /i _ _ , 

I l'--' I - ·1 ~ ~ i0 J == o ) 4· (o} 6 - f,, q' 

dus. volgens bl. f)o (Wh-r1b~ : 

){ r \,l f ~ -1 U -u) q )/-/ d U = J { l! ji' (1 - ll /( J U = 
o 0 

-00 

Voor X ~, krij gt men dezelfde ui tdrukking met q '~. 
als bovengrens~ die voor Y ➔ oo naar + c,e, gaat. Het quatient is dus: 

asymptotisch normaa],.__. Voor ::remiddelde en spreiding vinden we 
_,hi::~ .-0'( llti-'! _' {~\l-l)(q\J-/) 
,. I}-). \. y- ))' - ( })-2)"' . !~ 

in plaats van de ver\'\rachte v.:aarden j'1. en V ----1 
rJ ·\) ))+1 t ,}Yfl 

.Jaar de verschillen echter ( v zijn geven ze voor -::(:!-t) V ~ = 
= 1 V1 ~ een correctie /Ji11 ",) 

Het hesft g~£~ z~Atn,deze verschillen in aanmerking te neme~n 

de waarden t I en v-t~ als 11 beter 11 te be schouwen dan ii. en V -N, 
of · ffJ ~ da~~ we andere term~n van ~~~~;hf~~ orde Vi verwaar
loosd hebben .. 1nl me:r:i_ deze ~~;b in aanmdrlnnb nemenj cian moet men 

Cf(~) 1ot en met de termen van de derde orde berekenen. Bij 1{j} 
en ~'\ ~ vind t men dan Cf (o) 

qtu) Ill 

J_ '.) fl +rJ{ ~4)=1 j 

'.) l 1 Cf ( uj (j ~ d 
1 )0m verv:rarring te voorkomen gebruiken 1He hier 

de f !( van b 1 • f o 

!l d in plaat s van 
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optreedt, indien x-~ =0{ y~) 
van t &[~) wordt. 

' d us t = L(, (I} is, daar de coefficient 

Dit geeft met O::.- J-~ en 
V} ~v .. 

t-o 
J -£-it"+i'<-dt +~l-&) = 

-oO 

,t-f> 

= j .e-H'/ J+t'i:.)dt +8H) 
- ()0 

in plaats van FN (t), d.w.z. bij ~ (t) een correctieterm 

-lf'~ t 

-o". ~ J. +£ f ~-H\~ dt +O{+i) ,=. 

Jin J ~ 
-oo 

I -±t~I t ) ') = - ,C -e [ t + 2 £. f O -t (J ( y ,2~ . 
Het resultaat is dus als t= 8{~ (dus niet te groot) is: 
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met 

k,, Grensgeval r ...-,,. oo 

Voor onbepaald toenemende f3 en begrensd blijvende ~ (en na-

tuurlijk evenzo voo:' d➔ oo en p beg~:eusd) gaat de beta-verdeling in 

d~ r,anma-verdeling over, JDclerd.aad is voor f >> I 0.-~)(3, << I behalve 

als ll << I iso JJan is echter (J{ i) 
[I-UJ{-?>=_Q-(3u.+ fll 

dus J\" IL- ,')'3 ~" " f \o1 _, -r,u e/J[pu') d. ~ " 
o D 

dus 

of voor r >> / 

F? I (x) ~ f 1 .(A c>L} , 
fJ cl tt; (-> +1) T ~1 -+-/</ l-

1. Historische_cpmerkingen: 

JJe b@ta-ve~deling is het eerst toegepast door Thomas Bayes 

( t 1763, An essay towards solvin~ a problem in the doctrine of 

ch2nces, post11unl11 gepubliceerd door R. Price). Later is er door 

Laplace en anieren veeli':uldig gebruik van gemaakt in verband met 

de ze;~ "inverse" proble:rJ.en der whr~ d.wozo het bepalen van whrs 

op grond van waargenomen f(;,o Ondanks het f eit, dat deze rnethode 

berust op een onvoldoend doordacht gebruik van het wh'~ begrip, 

zoals herhaaldelijk 1 in deze eeuw o,ao door R,.A~ Fisher:i. is aan

gotocnd, en ondanks dat zij thEms vervangen kan worden door de 

Dethode der betrou1rrba2,rheidsgrenzen ( 11 confidEmce-limi ts") van 

J~ Neyman (1934) en E.S. Pearson, wordt zij ook thans nog wel ge

bruikt, o.a. door Harold Jeffreys (Theory of probeJJ:1.l:\ty, 1939i 

Scient:1.f:Lc Inference, 193 7), echter op even aanvechtbare v.rij ze als 
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tevoren door c:.Ld.ere auteurs. ln de bi 'rnetriLa is de verd.elinb vooral 

in6evoerd door ?earson als eerste type van zijn systee~ van ver-

delingskrornr,1en. :Ue toepassingsmo~elijkheden hier worde:;:1 ui teraard 
,w/1t1. 

door de bezwaren tegen de metho6.e der inverse\'niet beinvloed. Ten 

p,evolge van punt k ka11 zij voor seer klejne pen grote '}) meestal 

door de, eveneens tot het systeem van Pearson behorende ~ T-verdeliY\ __ ) 

vervangen worden. 

r:. GetransfCJri11eerdc- oeta-verdeling:en~ " -~ .............. .._. .,,_, ...... .__ .... ______ ~ ............. ----~-~-.. ---------• . .o•--------·- ... : ...... 
Evenals bij de homogene verdelin~ is ook hier het geval van belar~: 

clnt voor ~'"'( ()._ )r - J> ,,( +I, I~ + lj 
anderc stoc-t22tioche 

de verdelingfct 1:: 'F(;r) van een willelrnurig 

variaoele gesubstitueerd VTordt. Dan is nlo 

,l - rJ ~ 

C\ r er~ ) = 1 11 (! - 11,{ )' d IL/, 
Js;(c1--1-1Jp+1) 6 ~ 0 

bij gehele d.. ~ D r:;n p ~ 0 

,;',;-(!>+I D7..t de vcz,delin6 v2.n J!_ c( een kleinn.r" en (3 
-72,r,,~:'de d2.11 X Y3b1Jen ( eneen de iNE',2,rd e ~~ zelf; ,, 

·,-riorts is d8 ·t~:e:1rfonr...=1·1~ie :x l> 1,1 1 I' ) 
l J,:::,. v\f )f')f/ 

oij zorider V'::iOr ,j,: o(,,.. -J_ en ('3,-=- V; ~ □et )} 

,'.{ = r van belang, in 

geheel ~ ..2 , ..Oan =-t~ n 7 

- ~ymnet~isch verdeeld is: 

I)j_t is de verdeli:n6 van Student ( 11he probable error of a mean 1 Die-• 

:-.:.2'trika 6 ( 1908) 1) VOO}" de verhou.:i.j nJ van het ::::,em:i_daelde tot de 

spreidin0 va:;_1 een steekprcef ene:::- normale ( D/Y )-verd2li116 • JJoor

gaa.ns word t hieri:n nog Z= ~_--1 t ge Dteld 7 daar t dan voor \J ➔ c,,.0 

'v ))-i 
asymptotisch normaal (0,1) in })laats van normaal (O,\/v-1) verdeelc~ 

,I symbool , 

(}:1 ,Y'. Verhulst, 1938; ILCJ.,ymond :~?earl and Lcwell J. Reed, 1920) _ 
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b. Verdel in:, sdichtheid: -- -··-··•·--·-Q----------

c. Lineair ~etran3formeerden: 
-·- ·- ·-- • ·- l.? ·-··· - -~ ··• ----- --------

J/) ~ L:x)= ll+:-C-Jc. CAa,1\. v:i ~ -=i{~y-_t,\ a\ C::1-a. 

d. Karakteristieke fct; --~ .. --·-----·- ...... ~ ...... -~--- --... -· -..• ._.. 

, dus 

e & Momenten~ __ ... __ ....,.., _____ _ 

Ui t de eigenschap11en cler veel termen van Bernoulli volgt ~ 

't oD II\ 00 t.2'rrl. 
~ ~ 12 ') t L )mt -2"«1.+1) L2 ~, u ~ ~ J.) /f\.fo·. Ill! = I -t-cp. t- I ( I - < J.) Tl\ u trn)\ 

waarin Bil/Jl) het polynomium van Bernoulli van de n-de graad en BIYl .. 
het m-de getal van Bernoulli is (vgl.punt l,g). Dus ook 

DO tlk 
½t ~ l -l.K+-1) 'B 

~1. ½ t :i:. / -t ~ 1 - 'l . I k L 2 k) ! 

Derhalve 
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Speoiaal; )'(1 .:: o- = Tf 

17hr. 214 

De Belg P ,:, • Verhulst, een leerlins van Ju Quetelet, heeft funo-

als ;, groeikrornrnen' ingevoerd ter correctie van de voor de hand lig
gende en veelvuldig 1 o.a. door Malthus uitgesproken onderstelling, 

dat een bevolking als een exponentiele funotie van de tijd toenam. 
Men komt tot deze onderstelling door aan te nemen, dat een bevolking 
in een oortstante tijd T verdubbel t. Is clan G ( t) de grootte der be-
volking Ol) het tijdstip t, dan is G (t + T)= 2 G (t), waaruit volgt 

e t/T ('. ld n 
q(t)= d{v) .t =i(o)t nnc1 k=T- 1¼1 , 

Verhulst mer}de op, dat deze toename-fot onrnogelijk juist kan zijn, 
daar in be:perkte ruimt2 slecl'1ts een begrensde bevolking mogelijk 

was en voerde daarom fcts van de genoemde gedaante met A=o in, die 
voor t-. o:i een eindige lirniet B hebben. Van t = - oO tot t ~-+ o,0 

stijgt G (t) monotoom van A tot B. ~aar 

1{t)== 1>7A +1.'l-A ,o .. k(T~-TJ r \1 A, 1- -11".\ ,1... is, word t het verband met r-r( :x.) 

vergregen als 

4{tJ= A+l6-A)~-(}/t-r» 
dus door zowel t als t,r lineair te transformeren .. Verhulst heeft de 
kromrne in 1845 de weinig zinvolle naam 11 logi.,tische kromrne 11 of 
11 logistiek11 gegeven;; onder deze naam wordt zij ook thans nog wel 
gebruikt. ~e kromme is in 1920 door Pearl en Reed herontdekt; in 
1922 bleek hun dat deze al door Verhulst gevonden was. Doord.at het 
belang van de kromme door biolo 6en vaak grovelijk overschat is 1 heeft 
men ook allerlei combinaties van twee of meer krommen van Verhulst. 
aan empirische gegevens trachten aan te passen. Haar betekenis is 
echter niet groter dan die van andere verdelingskrommen. 

9. Verdellngen van Fisher en Tippett en van Gumbel~ Sy:,1bolen PT en G. 

a~ Definitie door verdelin°sdichtheid: ----------· ------- --~----------b n Lx) = C -e. - x - .Q - x l 
-X 

~ r ·e - 'fft '.)(. - 1\1'\. t - oo < X < + OD 
DGi (?l} == D Git\\\) bl)==- /J)'\ .e 
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Opmerking: ~ FT = ~ €. ~) 

(modus)~ 

'Jhr. 215 o 

de krommen hebben hun maximum bij JC=o 

~ 
b. Verdelingsfct: met 

')\ _,.· 

c e J _ '\'YI. LL _ .,"" ..e - l,\. 1 
i {];[ •m.l QC) == n1. : .,e /.,'I. U. ::::. 

. - (;/! 

co I JI -f l I\"\\~ T -I j t 
:::- ..f 1 0, ::: 

1('m) 
0 

Specio.al ~ 

d, Cumulanten~ 

is 

\ (~"tt - 1) 
f{'rr\-T) (~'Yl-T-1) 

r {,raj - (tm ~1)! 

E2t be:C.1J_J_p V.''n de Maclaurin-ontwikkeling van ir, 1 l ~ 

cle const2.nte van :8uler-Tviascheroni en 
00 

t{k)==+,+-\ +-1 +···----:~~ 
- ! ' 2'' 3\-<. L; 'n 

vi'.1'.".t r,~e:n 

(1~uler) 

::,( 

(-r)/ 
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en 

'VY"l-' 

X,,G{on"> = fr:.{trn} = 6--~ + Men heeft dus~ 

ftFT -:-..'(.:.01Srtl .. 
I 

2 \. 
{2-rr) L2 

Speciaal is voor ~ k= 211 ~ g[2 h):::: 2.{2 n}\ J)h 

waarin ]h het h-de getal van Bernoulli voorstel t, dus~ 
7[2. I 7['1 s { .z.) = T -=- }) 0 4 L; g 3 Lt } s / '-4 =:. qo -=-- I) (} 8 2. 3 2. 3 

5[b)=1'~~~1,01734J /~ 5,/J)~ 1,2-DZOS? 

) 

_5 (?)= 11 D 2> b q 2 Q ; 5{7) = I, 00 /}3492_ .w 1 ~vi. 

' ~ er. t. 

a 

In vergelijking met de verdeling van Verhulst zijn 1: de cumul.an.ten 
e van oneven orde :/:D , daar de verdelin6 niet symmetrisch is, 2- de 

invarianten van even orde veel groter, nl. 

oik-1.,FT::: )(1.k Fr (J,c 1 k (.2.k-1)1.½(17f/1 :B¼k}! {rri2l K-/ 
6"2.k-1;-f X1k,~r . \J. 1k = 7T:i.k 'i2 / . /1<.'</t)k =2 

, rr ·»k.1k l 
Voor m > 1 zijn de invarianten algebraisch minder eenvoudig voor te 
stellen, maar met behulp van 

gemakkelijk berekenbaar .. 
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De ui tdruk~{ing 
)( . "fl"H 

I k,l't('m) _ I )'C 1-
- --L:2_\k 

'l{k FT 5(k) 1 ' ,, 
~ l ~ 

zou men de II onvolledige '.:) -fct ku.nnen noemen. 

e. Verband met de verdelinc; van Verhulst: -----····---·--- ----- . -- - ---la?···------------· 

17hr. 217 

De eenvoudige betrekking tussen de invarianten van de verdelin6 
van Fisher en Tippett en die van Verhulst doet een algemene relatie 
tussen deze verdelingen vermoeden. ne hebben~ 

-.2 k +' 
')(.2.k+11-V :.O ·, X..:zk,v -::;.2 xll\FT ~ 

d.w.z. het halve verschil van twee onaf'hankelijke variabelen, die 
volgens ]1T verdeeld zijn, is volgens 7{ verdeeld. Di t yolgt ook recht-

streeks ui t de identi tei t 'Z ! {- z)l-== _rr -Z 
~rrz 

f. g~£~~~-!£££_~~_9'£._: 
De krornrnen zijn zeer onsyrnrnetrisch en voor m-+ (),() !1-3=~~ as;y-mpto

tisch normaal. Voor toenemende m worden ze integendeel steeds e.sym
metrischer. 

g. !~~E~~~!!!g: 

De verdelingen van ~FT en ~at~'r\l ziJn verkregen als verdeling van 
de grootste resp. op m-1 na grootste waarden, die een stoc-t;i~:astische 
variabele in een grote steekproef aanneemt, mits de verdeling, waar
uit de steekproef genomen wordt aan zekere voorwaarden voldoete Bij 
de verdelingen :S,L, enY b.v. ziJn deze voorwaarden vervuld. We 
komen hierop in het hoofdstuk over de steekproeven terug. 

10. Verdeling van Makeham 9 Symbool Mk. 

a. Geschiedenis: 
De verhouding ~ (x.) van het aantal overlever.den, na een tijd x 

(doorgaans gemeten in jaren) van een groat aantal gelijktijdig gebo
renen tot dit aantal heeft A. de Moivre in 1724 door een lineaire 
fct van X trachten voor te stellen: 

) (X) 3 1- ; 6 
In 1825 wercl door B. Gompertz ean 11 sterftewat" opgesteld, gebasee:. ... d 
op de onderstellin~, dat de sterfteintensiviteit )1(';)() , dat is het 
tegsnge stelde van de logari ~1:unische af geleide van i(0!.) , voor geheJ s 

·... :X.. een meetku.ndige reeks vormde: 
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f Ql) =- (:,(5)\J G X 

dus ean exponentiele fct van xis. Daaruit volgt (in de gebruikelijke 

notatie): 
)( 

1 L)l}= t 1 e 
(wet van Gompertz). 

In 1860 werd deze wet door VT .L·1. l✓.akeham ( evenals Gompertz een Ame

rilcaan) gemodifieerd door bij /Al'X.) een constante op te tellen: 

)A (X) ~ A -j- b C, X 

waaruit (eveneens in de gebruikelijke notatie) de (eerste) wet van 

Mak~fr1:::.ih volgt: 
'Jl 

~t)()~ k.s.x.. i c 

Daarbij wordt k volgens de hier gevolgde normering ui t f {oJ =-I 
bepaald~ k= 1/% , terwijl s, g en c aan de empirische gegevens aan-

gepast worden. Daar ,lv\\\ il'.Jl) =O moet zijn, heeft 1- )~) het 
Jt-,.00 

karakter van een verdelingfct. 

~rrh-terminolo 0 isch geformuleerd is X Q() de wh, dat een geboreno na 

x jaar nog in leven is, en J-bl)fj .'.)( (precieser f~JJ{:x+~)ol~) de wh, 

dat, §±:.§ di t het geval is, hij in ds eerstvolgende 11 x j aren zal 

overlijden. 

b. y ~r.12~~~ri.:n.~ .'1-a:n. .d:~ .~~~~!!·~: 
De gebruikelijke notatie is 

Stel S= eo(a ; g=-t-f-> 9 c=..e 0 

o °'t-~)(,-r3Lt rx -,) 
/{ ('.)(.} = -e. 

;i ply = - da 4- r r~ (:X 

hoogst ondoelmatig. 

, dan wordt: 

Daar 1-lx-) monotoom afneemt, dus ;tx--)>v is voor alle .X>o :1 moet 

~>d..> -oo zijn, want (>O daar voor x~ + DO )1£.X)moet stijgen, 

Voor de "dimensies" vinden we, als T de dimensie van een tijd en 

[ 1] de dimensie van ~ betekent: 

[ -( -/ 
[~]= T ~ A'.(~]::. I ~ [jt(x)] = T Jj] = T ;[d.] ::.[(3] =- I 

Derhalve zijn ~ en p dimensieloze grootheden, dus invarianten~ 

We stellen l'.'. 1:::'.Jlt , jl\i)~ptx.)/6 · , enz. (Dit betekent, dat 
1/r tot eenheid van tijd gekozen is). We noemen de hieruit verkre-

gen I- i{:x) de verdelingsfct van Makeham ~k (:x. 1) en vinden dus: 
C r, \ oi. Jl _(),{ix -J) 
I Mk lX J = J - .i. ,~ 

1 {Y) ::: I - FMk { t -~) 
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c. Verdelin°sdichtheid: --------~----------
Deze is 

X J '.ll\ cl_ X. -f-,{fl. -,) 
0Ml<£.x)::.{-c{+(::i.e J-t . 

De 11 sterftedichtheid" 8(x) =- f l{.x) == )J(XJ 1cx) is dus, daar zij de 

dimensie .x. 
heeft [ B(Jc.)] = T -, 

B (x) = t iMk lox) x +bx 

V!h-terminologisch geformuleerd is 8(x.). !1Y.. (precieser:} 0(u.Jdu) de 
X 

wh, dat een geborene tussen de leeftijden .X ..:e.-n X -1-b X. zal overlijden. 

d. L1odus ~ 
/\ 

De modus Jl zal de ~2~~!~ leeftijd (precieser~ leeftijd van mo-

dale sterfte) genoemd warden. ~eestal wordt in plaats daarvan de 

term 11 normale leeftijd 11 gebruikt,. ne vinden uit 

De voorwaarden voor een maximum luiEit~ 
A I /\ I ~ 

;-t''/ :u; < 111- '!; ec) ) J,i,~ f ,£, )(_ < 2{ f .e~ - o1t of 

f\ I 

2{ ~ -e ')I. - oz) > 1 e De oplo ssing met het +-teken gee ft dus een maxi-

mum, de andere een nnnirnum, De modus is dus 

& I = (}y ) d + J + )0+7i). 
-{A ~ 

21 v 
terwij1 de abscis Y.- van het minimum 

V, t ~ C,( +I - VI+ L.,,d_ 
J{ :::: \ 2 (!:, U) )t I 

Daar voor d.>o o<-+½-iVIT'-td.. < o(<~·<(J.R. is, treedt het minimum 
alleen dan (bij een positieve leeftijd) op 9 als d.< o is., Voor de 

j(_ I I ") wet van Gornpertz ( o( = 0 ) wordt (3 i - I dus J(Jl · ::::-( 9 6 
heeft dus hier (zoals Gumbel heeft opgernerkt) de betekenis van de 

modale (d.w.z. bij de modale leeftijd behorende) sterfteintensiteito 

(Doorgaans wordt ook bier de term nnormaaln in plaats van Hmodaal 11 

gebruikt). Alge~een is 

/l(;~J = rf 1+v1-+-4d.) > !'-{xJ-= 01,-f+0d) 
Voorts is; J (;) = { cJ._ + f + '{;HJ J'l/' -d.-f -'/it 9J 

' (3 , 
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e. Karakteristieke fct~ -------------------- ~ 

Z Ir)· Joo "tJl J d.~-(¼_lx-t) rJ TX+-.:i.ll-~{fx ... /) J 
Mk l ::::. - .e, (,l .e := I + .e (}. jl ::: 

' 0 O · 

~ ~ ~ 

f->j -(,>ttll(+rdt r.e- i -t t+--r 
-::: I+ T { .£_ =:: / +- oH•T ..e t Jt ~ 

I (-' pi 

",.,./ /.,- (d. ...-rJ 4f;.{d+I+1{(,) 

De reeksontwikkeling van deze fct laten we achterwege. 

11. Variabele van Cauch;y. Svmbool c • 
• 

a.- Q~f:h~t!:~: De wh, dat een door een punt 
rechte in een hoek 1<1~ ligt is evenredig 
met die hoek; de variabele ~c. van Cauchy 
is de abscis Van het snijpunt der halve · 

rechte met een vasto, niet door A gaande 
rechte -t, gemeten met de afstand AO van A 
tot ,..e als eenheid, en vanui t O als oorsprong. 
Derhalve is: 

b. Y~!:cl~!!~g~f£!: "( lx_)::: i +-~ ()/!,(, -~~ X. 

A getrokken halve 

A. 

'f 

0 

d. !~E~t1~~!§!!~t~_f£!: le(;;) bestaat alleen voor zuiver ima-
ginaire -C == l t . Dan is: 

Beschouw de integrand in het 
z = x + i y -vlak. Langs de 
cirkel z = R e~0 ( O< e~n) 
is _ t (R ')Vi\ e 

:.€. 

oemplexe 
halve 
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(daar voor de~e halve cirkel steed.s + l > D is) . 

Derhalve is 

z == i . o-rt t 
r ( t) het 

1 ) , dus 

residu :') ,:-an de integrand in het punt 
-\ti 

e 

l) -rtl f Cle =--€, 

e. ~2g).~!}~§~· Alle absolute moment en van een orde ~ / zijn + cx.J 9 

de gewone momeT,1ten van even orde ~ 2 Gveneens, die van oneven orde 

zijn onbepaald. De verd.eling heeft ook g@en semi-invariante::.1, daar j-i:\ 
niet in een machtreeks te ontvvikkelen j_s. De divergentie van de momen

ten heeft ten gevolge, dat aanpassing ve,n de V8rdelingskromme aan een 

empirische kromme _!?;ie1 met behulp van de momenten-dEar laatstgeT,1oemde 

(al,zijn deze uiteraard eindig) kan geschieden. B.v: heeft R.A. Fisher 

in 1922 aangetoond, dat het gemiddelde van n waarnemint::>en deze verdeling 

niet nauwkeuriger bepaalt dan een enkele waarneming. Aanp@s£ing kan 
wel met behulp van mediaan~ uiterste waard~n, quantilen e.d. geschieden. 

12. yariabele VEm Cantor. Symbool Cnt. 

Deze variabele is een voorbeeld van de op blz. 22 genoemde varia
belen, die noch discreet verdeeld, noch continu dif'ferentieerbaar zijn. 

Fc~t kan zelfs in Bet geheel niet voorgesteld warden als een integraal, 
maar is wel continu. 

We geven twee aequivalente definities, een van f'C'l'lt (definitie 
a) en een van FC'\\t ( defini tie -1J) t de aeq_ui valentie van de twee defi-
nities wordt in punt a bewezen. 

a. :Q_~f!~:!:~!~-~: Over het interval( -1 ) + f 
een totale Eassa 1 verdeeld. 

) wordt trapsgewijze 

1 ) Het residu van een complexe fct f(:z) in een punt '-<v is, als b(z) 
in de omgeving van ~o regulier is, gedefinieerd als~ 

O_ ':: - 1 ' J it~) d IJ_ 
1 :un J 0 

, waarin de integratieweg een kleine in posi-
tieve zin doorlopen gesloten kromme om het punt ,;_ """7o 

verloopt in het gebied, waar ~(,z) regulier is. In de 

ling van tt'") in 1 'lr1 is q_ _1 de coefficient van de term 

J.. [ j voort > O 
) sgn t = signum t =,0 ..;r~:·ort.= t1 == Llt) - L{:-t) 

l< voort<O 

is, die geheel 

Laurent-ontwikke
-/ 

( '.Z - 7:o ) • 

(vgl.bl,42, whr 131 
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I 

) 

I 
I 
I 

' _;- I j' -, .!. }. 
2 ,! 

Eerste trap: de totale massa wordt in twee gelijke delen verdeeld, die 

in de punten x = -1 en x = + 1 w1rden geplaatst. 

Tweede trap: beide massa's worden in 2 geli~ke delen verdeeld @n deze 

warden over een afstand j naar links resp. rechts verschovan. 

n~ trap: iedere op de (n-1 )-e trap aanwezige massa wordt in tw~e gelijke 
- ~, ... I 

delen verdeeld 1 die over-een afstand 3 naar links resp. naar 

rechts worden verschoven. 

De limiet voor n -. (lD in de verdelingsdichtheid van :Xe • --. 1d: 

b. Defini tie_b: Men kan dt- verdelin6 ook definieren door l!c.~1t te 

laten ontstaan als de limiet van een rij verdelingsfcts. lt1n: 

..'. 

T-1 }_._... i 2. 

,,....--...,,....,.....-,:~"'-· - 7 - - - ~- - - 1, 
/.:1:--······ I 

.;•:·::;,,:·:.,•··· 

I 
+-

1 

De gestippelde stukken van Fn zijn monotoon niet dalend 1 maar overigens 

willekeurig. De overeenste:rpming van de twee definities kan men aan

schouwelijk op de volgende wijze inzien: 

De massa' s van de n .e. trap van defini tie a liggen allen boven punten 

gelegen in die horizontale stukken van l\.+ 1 (van definite b), die nog 

niet horizontaal zijR bij Fn. Wordt een dergelijke massa (boven een punt 

met abscis p) bij overgang naar de volgende trap verdeeld en de delen 

naar links en rechts verschoven 9 dan ontstaat een interval met pals 

middelpunt~ waarin bij de verdere verdelingen en verschuivingen van de 

massa's geen massa meer doordringt en wel precies dat interval om py 
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waarin F'l\t-l (dus ook Fm·voorl'fn>in+i t dus ook :!!\:xi) constant is. 

Een exact bewij s van de aequi valentie vindt men in punt c. Fc"'it 

is als volgt uit definiti, b af te leiden~ nemen we de gestippelde 

stukken van Fn recht , dan is: 

't (x.) = ~ [ X{2 x t-3) - x / 2 :x, - ·))} i't-1..\'ft XI x) == X. l ('.X.) 

c\_,\,\;':) 'X { l\ X)::: Ct. )( (:>l j 1\'m>-'t.. CA > 0 

~(~)=if X{2'Jl.+3) + X{J.")(_-t)- X/n'-3)-X(b:+1)} 

~.,cxJ:: r{ i: [3Yt3) + lh~-'.'.>)1 

( tx) := 1~,., ~ c~) :: [ _ ly_) 
. .,1 ➔ t.0 C n t t 

c. Karatteristieke_fct~ 

Ui t defini tie a volgt .Xe'Tlt is de som van aftelbaar oneindig 

vele onafhankelijke variabelen ~A , die verQeeld zijn volgens 

aequi-al t1&rnatieven A-; = A ( f ·1 ~ \ -Y >,... :!i-v ) • 

Daar ( vgl. bl. 83, 1'!hr 17~) 

(J, 1 .!. • - -'I -v) (t) == l-o'J ':i - v t v':> J .i,':l chv.i 
IA(u-j )-i--?. 

Uit definitie b volgt: 

en: 
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Dns 

'Da twee definiti~s voeren dus tot d~zelfde verd€ling •. 

(Vgl. de eenduidigheidsstell:i_ng;; bl. 70 9 whr bl. 159). 

O:ci.twikkelen we x + l in een ternale breuk: 
1 

Whr 224 

~ 

'.¥4-t"; Cl)l.'\-Y 11'%1 Qll=[:/(:¥~-j)J-~b,>-'(;)(_+n) ""v 1 I crt 1 ) 

ea~ worden dcz0 horizontale stukken gevormd door punten met absci~ x, 
r:J.2.::..0 bl~ J.:ct de terr:.ale OiTG':V:'._kkeling Tan X rninstens een a'll. ... , is. Is 

2. o_e eerste rntwikkelingscoefficient van x, die = 1 is, dan is dus 
;J 

voor deze x: 

. :,:;:'8dt in de -ternale ontwikkeling van x geen an=1 op, dan is 

S -< L ( -'WI.-/ 
'If\ =- r 'if\+-/ lJ<..) ~ ,J"r\ + 1 

:::-1.:'tat C:.us, samenvaJ;tend, geld t: 

"':'~ ..., ...... 

"···•• J Q)I ~ [ ~i hH-1 )j - 3 [ ~ v-/ ( rx + 1 )j 
;,i f;JL,) is continuo daar l L( ) r1v \\ / -c.-nt \..: , I ){ I - I (~ 2./ <-. 

e. Gedrag van cf ( t) voo:!:'.' t - oo ~ ---- .......... , ___ , __ """'I: .. , ___ ,,,_ _____ .., ........ ,.. 

Voor t-oo oscilleort Cf ( t) tussen eindige grenzen. Bnerzijds is 

nl. ) fl±)\~ I :0 anderzijds \s voor t;: 7L 

cp{n.:ik)-=fe U)':){T(,_~-v+k)= l}c(Y.)(_n.?.j R CA){1t,~-)i) r 

,) 

cc: (:-1/ c.p(n) voor ri.edere k, daar cos_ (-1r. 0 }.--/ is 
,_, oor iedere i ~ 

1) Bij deze wijze van o:..~t-h'ikkelen is het optreden 
te:".'nale breuken onmoge.lijk. Aan ieder · get al is op 
slechts een ternale breuk toegevoegd. • 

Y-t 

van op 2 repeterendi 
deze wijze een en 

z) De factor Tf[ I at - lj 
D 

zo lang er geen C\{ 1 is opgetreden en = O 
nadat di t wel is gebeur·'t. 
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De .verdeli,p__&en van Pearson. Symbool P1 , 

Lit: KARL PEARSON, on-the probable error 

Pn_ , enz. 
of frequency-constants 

Biometrika g (1903) p. 273-281; 
Tables for Statisticians and Biometricians, Cambridge 1914, 3~~~d. 

1945° 
W .P ., , J::;LD:ti}RTON, Frequency curves and correlation, London 1906, 3·wl 

ed. 1938. 

a. :Q~!'.!!!!~!~: Verdelingen van Pearson zijn die continu differen
tieerbare verdelingen, waarbij de logarithmische afgeleide van de ver
delingsdichtheid (in haar definitie-interval) een rationale fct van 
xis, waarvan de teller lineair en de noemer quadratisch is: 

( 1) 
&f t.- ~.x 
cl:x, = C0 +- '.l C1 Jl + C,_ X ,t 

(Pear80".l beschouwt algemener kro:r.imen, waarbij de !}Q.~ill~!: van het rechter
lid een willekeurige machtreeks in xis. Deze laten we hier buiten be

s,chouwing). Als definitiegebied wordt zo mo~elijk het B~h~±~ (eindige 
of oneindige) interval gekozen, waar f (x) analytisch en > o is. 
Wanneer di t door di vergentie van J il1L) cl Jl over di t gebied niet mog@lijk 
is, m~et het interval dienovereenkomstig beperkt (afgeknot) worden. 
Daar de meeste afgeknotte verdelingen niet van veel belang zijn,' zullen 
we er slechts enkele behanc~len. De mogelijkheid van uitbreiding van 
het definitiegebied voor die gevallen, waarin de analyticiteit alleen 
voor Speciale ( gehele) waarden van een exponent optreadt, zullen we 
buiten beschouwing laten. 

b. Q~!!}~!'.!f!!:8~~: 
1. De definitie generaliSQert de normale verdeling 1 daar voor 

I l t I -pc 
::, -=:, .-1? 

\)w 

2. De definitie is invariant tegenover (gehele) lineaire trans-, 
formaties van x; deze kunnen gebruikt worden om nulpunten en sc~aal 
op eenvoudige ("natuurlijke") wijze aan de kromme aan te passen. 

3• Zolang de teller lineair (met ~to ) en 
(niet noodzakelijk quadratisch) is, heeft df -o t; ( rx_-.x. = - o t, ; di t is als aldaar de noemer to 

I 

de noemer continu 
een oplossing 

is) ee:ri extremum 
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van f{~) ? in de meeste gevallen een maximum~ de ~2~B§• 
Het linea.ir zijn van de teller leidt dus meestal tot ~:g!~2.9:~!!!~:h! 
(het bezitten van een modus), Met guadratische teller zouden we£!~~
~§!~ krotnmen kunnen krijgen, enz. 

c. Classificatie en iptegra.tie der differentiaalvergelijkins~ 

1. Is tu-::.t,=o t dus r~):::v dan is 1()(.) ::: donstant, 
J (:ic) 

zodat we de !'l-2!.!!28~!}~-Y~E9:~1!:gg kri j gen. ( We noemen di t type H.) 
Beiderzijds afknotten is noodzakelijk; zonde~beperking der,algemeen'
heid kunnen we ons tot het interval tussen Oen 1 beperken. 

2. Is C1 ::lJ..= D dus C0 :-f,:O en is t,c 0 < 0 , dan is 

een lineaire, dus ln ~{:t) een quadratische fct van :x. ; 

~ is dan dus !}£E~~~±-Y~E~~~!9: (type N) 
Afknotting is niet nodig, 

0 ••lt 
. Voor -v, c." > o zOUden we een kromme transformeerbaar op e r 
krij gen, , die bij x:::: o een minimum heeft en beiderzijds moet worden 
afgeknot. 

3. Is 

~ (( :x.) line air; - to )l is dan exEonentieel-verdeeld (Pearson dus 
t.;n2e 
waar 

J C.o -
X ). Eenzijdige afknotting is in dit geval noodzakelijk, de plaats 

• 
dit gebeurt is van geen belang. 

i .. J .. 

Stel voor t,:f: o 

1:: .e ~~ 1114,) 

, dan is 

dan is 

l)::betekent hier en verder: "is op een constante factor na gelijk aan", 
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Daar f ~} = 0 is,wordt het definitiegebied door het punt y = 0 in 
tweeen gespli tst ~ Beperken we ons tot y > 0 dan krijgen we Pearson 

!z.e_e_JII -~ 

oD 

D:i.t is dus de f- verdelin~. De convergentie van J 1- d1 vereist 
Lv>-1 • ,Is hieraan niet voldaan~ dan is een eenzijdig afknotteil nood

znkelj_jk. 

Voor i <O zouden we, als we y door -y vervangen, krijgen 

Hierbij is afknotting altijd noodzakelijk. We laten dit type verder 
b ui ten bes c:t o~_~i,;:i. ng. 

Is %, ::: tJ den is f vnor geen enkele waarde van · ·wover het 
genele interval, waarvoor f gedefinieerd is integreerbaar. 

Dan is ,t. 
' .....£ 1:: 11 (I :x. + eol 2.e, 

Dit leidt. tot de typen VIII, IX, XI en LH, die uit type I ~n VI• 
o:::,.t staan door aan de parameters spE?-ciale vmarden toe te kennen. :\Fgl. 
pvnt c:l , hoofd type I; d + kan nl. op twee wij zen de gedaante ~ 

- 1 &+~~'.)(. 

a2 1111omen, I! doJDrdat {r1 -,: c,. .. o i@ en 2 f doJDrdat Cz + o is en de 
teller op de noemer deelbaar is. 

dan is links afknotten ncolzakelijk~ 

Zij en y = den is 

1:: (i+~)w t;y,Ee XI 

Is - X• 
W::::.2::--/ dan is beiderzijds afknotten noodzakelijk~ 

2C1 

Zi .... 0 < t < )2Ci'X +e')l <.t < c-O dan is 

1 .. I .. --. a 
(Dit tyfe wordt gewoonlijk niet onder de PearsQn-verdelingen vermeld). 
L H :1 s e.fkorting van "logari thmisch -homogeen 11 .. Door de transformatie 

(dus ) gaat de verdeling nl. ever in de 
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homogene tussen Oen 1. 

I 1 -s -I< ~ :::. w 
H, 

dan is rechts afknotten noodzakelijk, 

Z i j O < ( :l. C. , '.)( i- C o ~ < ti. < 00 en dan is 

f Type VIII voor - / < co < o 

'.;)2ype IX voor w > o 

Is t<>:: lv=o dan krijgen we weer de homogene verdeling (zie punt 1). 
2 e, 

5. Zi~ verder dus C.:i.. 4' o • Dan is 

met 

Is nu: 

dus 

of 

d-\- t; J(c 1 -1-c1 .x)d:x 
=- - • 

} 2C1 C0 +-2~ 1 X+c 2x.2 

cl~ 
+ -+· 

~ 
. -t-, 
J{x) :: lco+U',:x +C;1_x 2 / ,C: ~ Cx.) 

1. '(c I 
l,C:, . 1 '---- -t- ----

[) -(c,.:x. +e,) Vb - e1 :x -c, {;; ... c1 x+e, 

l•,c, - t9 c2 

.l. (i 1/t:, 
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Stel t men nu voor (c,. ~ +eJ1 < 6 

dJ.n wordt dit: 
of_ . f3 1 : : 1 (, -11J ) 

dus de -~J~.:~F-~J __ ~~E~~!!!!€i (Pearson type I, II 2XII) 

met 

De bep er king u < 1 .:. I 

wordt J::. o ; vgl. punt a). 

Voor oL >-t en ~ >-l is afknotting niet nodig. 

Whr 229 

De typen die ontstaan 1 als niet d._ > -1 en r,>-1 is, moeten allen 

afgeknot worden. We zullen deze typen niet behandelen. 

Voor ( C1 x. +cf·> lY , t_ v C.1 x + e1 > Y t:, echter stellen we b. v. 

Dan wordt dus~ 

(Pearson type VI) 

Co 

met dezelfde ex en f • De convergentie van j f doc. 
v 

vereis+; 

(5 > -I J d+ r < - I • Is hieraan voldaan, dan is afknotting niet nodig. 

krijgt men dezelfde 

verdeling met o( en p verwissels; convergentievoorwaarden dus~ 

o/ >-~ -Wn o(+ (-> <-J) 

) 
o <. ~ < I dan wordt 

dwz. 
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Dan is 

~ .:-: t ll. - t, e, . Cl~ '.:it 

~ C.1 ll2 x+e ,)2-
- ~ 0 C1 - t,e,. ___ 1 _ 

dus, daar thans c O +.H', x. + c,_ ::x.l : · l'i :¥; -H~i)~ u::. 

l,, 1-e.-tc 
_ 0 ea I/.~~ 

~ :: l.C,t.x.;-~,) <."i' ,e <.:,. C~x+(, 

Voor krijgen we weer de typen VIII, IX en XI 
(Zie punt 4). 

C ..4 ( C 2 'X ,.. C, ) 

~i-0 e1 -l,e1 

Deze fct bezit voor y ~ 

-00 < yf. < ... ( 
1:, 

(Pearson ~YJ2e V) 
I Ji, 

f : : -k -~ {1 c;. 

,. Stel t men dan 

dan wordt 

0 een discontinui tei t,. Alleen voor o <, < o-c cl.I-\ 

behoeft niet afgeknot te worden. Dan is 

~"' __ rt- ~ -,1-<X,zwa __ d.w,z. (Waarom niet f(-~ 1 + i) ?) • 
I 

.Q• h<D Danis: 

dan wordt 

dus 

., (Pearson t~e IV, 
...........__,, 

VII) 
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Daar y alle reele waarden kan doorlopen en arctg y daarbij begrensd 
+~ ~ 

blijft, 1s voor de convergentie van )'-" f clx vereist 1 dat ~-~-/ 

dan moet aan beide zijden afgeknot worden. 

d. Overzicht van de invariante exponenten en normaalvormen, 

• -De in de verschillende typen optredencte exponenten zijn invariant 
(t.w. ten opzichte van lineaire transformatie van x ). Zij kunnen a1le 

word en af geleid ui t de twee fundamentele !:9-Y§E!§B~~!} 

A== l 
C;i 

In het bijzonder geldt dit voor de veelvuldig ~ptredende invariant 

w~arvoGr de identiteit 
wtrden. 

gemakkelijk afgeleid kan 

Opgernerkt worde 1 dat als c2 nul wordt en c 1 ip. 0 is~ ·,J.1eindig blijft 
terwijl \ en f oneind.ig worden. Verder bestaat er nog een verband 
tussen de co~fficienten van de differentiaalvergelijking 

en de invarianten: noemen we de nulpunten van de noemer A 1 en A2 en 
dat van de teller B I terwijl we het punt X::oo door N voorstellen, 
dan is de dubbelverhouding 

XA - :XA 
I l 

XP,,, .X ,,1 

Afleiding: stellen we 

dan is 

1
) Dec..t van punt c 14 ontstaat hierui t door c2."" o te stellen. 
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Uitgedrukt ~n deze invarianten k~ijgen we nu de volgende ~£~~~~!2t~~~: 
i 

Ho ofd type I • (\ \15""l < A+'-< .()() 1 ) l-=Y~~9:~!!!!8 

. 1 i. {>i +~) ½{A- v't) 
t IX) d,, " ( - .\ -11 I I - 111) :t_ i{A+-~)+t ,f(.>i-Vo)+1 0 l O 

!,vpe II = type I met o =-O 

~pe XII = type I met A 11:0 

~i rff ~ 
t .. 1-f ~ 

~ype VIII en IX ~::; \Jf 

1l'.l} ~:x =)A+1) 1 A a i 

( symmetri sch; A +- .2 > o ) • 

) o < \vfl<i 

(VIII voor -i < ~< o , IX voor 

dt =: ~ J,,q 
t "?i 0 

~~e VI ( - 2 + ft < ~ < -I ) g~£~EE2!~Jz_:Y~!:9:.~!~!!g 
& I H A-n-) rl>«+Vo) 

t<~) ~~Js(-~-,,r(A-Vt)1--1) 1 ('t-~) J~ 

J/11 l- 2 -ft < A < -- ,) 

t,(-'X) A '.¥ ::: . I 
r l A t 'ft) I l A -Vo} 

~ v+1J tt ~ Io < ~ < o0 J .lsl-A-t )Ht\ +ff) +0 
Indien type I converg~nt is, is dit, als bovendien A< -1 is, voor 

beide typen VI het geval. Is ~ <-/ en \t\t:i\ < \Vo/ dan is type I 
niet convergent (en moet dus afgeknot worden), terwijl een van twee 

typen VI wel convergeert ~ de keuze van het teken van {t bepaal t 
· welke van de twee dit is). 
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Speciaal VI,( ') 

_'.I;y]e L H : ;\ = - ~ ~-1 

1 {?{) J ~ ~ _J_ ~ & < ~ < r, ) . ~~ a o ,-

Hoofdty:pe IV ( - co < A < -/ ·> 0 ;f; o) 

(de nota.tie f (-A-2>-i-Vf) voor de constante factor is van Pearson 

afkomstig, vgl. punt f, type IV). 

N~ye~:t;TI2~~: 
!.Y.I!e VII = type IV met S- = 0 ( symmetrisch) ~ Verde ling_ van_Student, 

SJ2_eciaal A:= - .2 9 verdeling van Cauchy• 

Hoofd t;y]e III f \:; w 1 'ii= ov J lo > -0 _ ~ -verdeling. 

I -j Lv tcx J ct l'. :: - i '.J .J. y { O < y < c,o) 
f(cv+O 1 

~~y~~!;Yl~~!}: 
~type 6 = type III met ·w== 0 Ex£onentiele_verdeling. 

__ ------· _r ~ -d 1 
') Ook di t typ.e wordt gewoonlijk in overzichten van de Pearson verde

lingen niet aangetroffen. Pearson zelf heeft in zijn oorspronkelijke 
publicatie slechts de i;ypen I 1 111, IV en N genoemd, 
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T:ype V (_- eo <~<-·I I f:::~ 

Wh?" 234 

E~£!:e;:q ~~ _[~ Y.~~9:~!!E~ 

(Deze ontstaat uit type III door de transformatie y =; ). 

Type N. 

T:ype H. 

" e. Overzicht 

Hoofdtype 

Jl~) 

I) over de typen. • 
r. ..Js.verdeling 1 ) • 

1 

2 < 

:i. = ~ -+-Vb 

{0\ 1. < \.-Vr 

t- 00 < 0 < t oo) 

1 ) de normaalvormen van de verdelingen vindt men in het vorig punt. 

1 ) de hieronder gescnetste typen (2), (3), '(4), (5), (6) en (8) kunnen 
oak gespiegeld t.o.v. X• i optreden. 
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(S) 

-2 < A + ~r; < o 

..Q-n 1.. :: \ -vr 
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''\.. '.j:ype IJ;i, typen I ( 1) , ( 7) €:n ( 9) symmetrisch; f.:: o • 

Ty:2e x;rr, >-..:: o </~} <_ J. • • ~peciaal gev1:1.l lA ==- 0 ) van type I ( 8) • 

(Ook gespiegeld t.o.v,?l= _t ) • 

Type VIII en IX (monomisch) 

rr /1 
/ i 

/ I ,, 
,' 

Ty1e VI. (ReciprokeJs,-verdeling. (de ongelijkn.eden o,nder de £iguren 
ge aen voor het eerste type VI; zie punt~ ). 

:i. + vs-< ~ < - 1 1 +vI =: \ < - , -:a {t < ~ < MV/t\{- t Jf) . 
Type VI* O::o -2 < l\ < - t Speciaal geval van type VI (3). 

Type XI 

Hoofdtype IV 

!_ype LH 

Type VII 

-oo < ~ <-1 V=" 
stu{,Q(\,t : A= -.z 
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poofdtype Ill r· -verdeling. 

(I) 

1 < 1.,.) lu := I 

~_! Exponentieel. ~;y_~e V Reciproke r . 
1 - verdeling. 

I 

lL_--
cJ:::-0 

Typ,e N Normale verdeling Typ_§_tl• Homogene Verdeling. 

I 
1 r------------, 

....,...--------

f. Overzicht notaties van Pearson. 

In de Biomet~ika zijn enigszins andere notaties dan bovenstaande 

gebruikelijk, t .w. de door Pearson zelf in gevoerde, We zullen het ver

band tussen beide aa1-1geven, daarbij telkens met y on""'e, met x Pearson 's 

variabele aanduidend. 

Heofdtype I. _k-verdeling. 

( 
t 1-
\ 
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)x) < Cl 

UR§ IX m voor mr ( m 2 = 0) j a voor a 1 

Type .VIII m voor -m 11 a voor a 1 (mi= ai = O)~ 

T_ype VI 

Type xr. 

q, - ql. -/ 
Ct . I✓ 

11~)=--
Js. ( {~ -t2 - I l 1,2 t1) 

Y.. 

j( - Cl Cl 
,1~ = - ~ ::t -----

- CL X 
/ o -.B/q,-qi-1112-t-~ 

m voor l' l t.2::: o) ,1 .{r i\T/)'lf'i Cl 

f ()() = {rr11-1) -t ,'(n --1 1 - im 

Hoofdtym3 IV 

_, _________ _ 

Whr 238 

(-A,< X<. R-,_) 

D < q_, t I ( ii 1
) 

{ - oo < 2' < + oo) 

1) M•G· Kendall, The advanced theory of math• statistics I, 2nd 

ed • 1945, p • 140 vermeld t foutief q,r > t -I 
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(De notatie -r(20-1\~1,Y) 
wordt tan-I voor arctg 

'l +l van Pearson staat -i-· 

is van Pearson. In de Engelse literatuur 
geschreven; ind~ oorspronkelijke publicatie 
in plaats van m). 

!m VII :;: Type IV mat v"' o 

Hier geldt echter bovendier 

1-.Y. ') -): p '1\1\ ~i 
l. 

fioofdt;ype III f~ verdeling. 
-11 ·H ,ri... _ ➔ 1, X tf~)~ !l_ (Jt ~) ,f Cl 

· o. -e i- I /1t •1) 
( -1 < : < ca) 11. > - I 

{ OlYV)tl/l,O")\ i ~"' I\Y\..t;~) 

1 = ! L~ +a) ' 
) t ::cf,0 

neor d~ tra.nsformatie .x:::t~ 1 -t-c met { >O krijgen we 

fl'-): (it ::)1' .t -r"' (-a'< :t.' < ,,,,) 

met ()' == Cl+ C. ..e,,t'\. v:: f1.-. + terwijl de modus nu is: 
t () . Cl 

Type X Exponentieel • ,~ z-o > a- '\J"17n : 1 <T > o 
Jl I"' 

f { '.X.) ;- a= -t - Cf ( 0 < 'X < oO) 

We zien dus, dat we behalvo de normale verdeling (type N) alleen 
... nog de typen ] ( Js -verdeling) 1 Ill ( I -verdeling) en IV nodig hebben 

om alle typen te beheersen, 
We geven tenslotte nog aau, hoe de _invariante exponenten van Pear

son met de onze samenhangen ( zijn getallen a > a 1 > ai zijn niet in'"Ta:riani 
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········ . ········•···········"·····. .... ... c6nve"riiei~ffe . Karakter:: sering 
Type 

hoofdtype :t,ever.1t:/~1e v o o rvrn,ard e 
.... ,. ······ ....... ··•· .. .. 

~1 ,,1 =- ± ( A :t Vf) .\to<); o ~ D< oo \'15"\ ( ~ +2. 
I w ;Vw,n Leclem 'l))t_cvtc& - I~ )ju>-1--1)> -I~ A-1,-.t>o ~, Q (1/tV)). :{/l'\{'./1\, 

II rm:: .r A 5-:.o· \to;lv:/:O-v\tfc-:i 
O< A+·2 ,, o1) -I < 2 t0 ) ' . 

XII rm.:,:_ :t ± ~o ti A-=-o·>w;::,'°·,if.:,J:o U < j Vs-\< 2 

VIII ')llr-~ -/<.A.: vt <.p) (0.::Ll 
\ ,, -I< t\ 

: 

IX <\l\ = ~ 11 = ~I > u ·,1,.J:: o -I< \ " f\ 

: 

• 

9},1 =-!dff ±\) -lVIl<At1<1 VI " -
----~------- - -- ,___ _________ -

* q,,F f i A F: v ;\;1-0; 1.J,;;. u.v.,4=-c;o -1..<A.<~J VI ,, 
> 

;... 

XI m=q,:::-A ,, >--==Vf Jo ; iv= o A <-I 
' 

: 

Ltt ,m;-:q1::-A:01 A,,-\it=-1 I/ 
) : 
0:::o ( r-, J.''1,. \ c,.1 _, . .I.J t i11u) --~::; 

---t 

; IV 'Yn. 1' - ~ A I 'ih -f-s- ~t,ro· -oo< 6< o · kJ.,.O - A <-I 
............... : l I l l: ) ,... 

: 
r- \ 

VII ')'Yl.:;-~/1 ., Q.::c> '1 llf-0 \ f.Jf C 0ri f L0 ~ <~/ . J: 
-· 

III i1 ::.W >-=-a=co ·iw:t o - l0 >-/ 
i ~- ... , .,. : 

-sr _. ,, W=O ( afklwt ting) A 

V t" -,\ \=j:-co . 2>::: OJ ' ({):: ()() - A <-I ) ) 

: 

\ ... c..:J:q:(;{) . rl-.E.. C ,e. < c.i N - \ ., - 0 - o I 

fi - A= b=~) '(.,,}- L) (afknotting) \ - - -(J 

Met betrekking tot de systematiek meet opgsm@rkt warden, dat het ge
bruik van dezelfde letter m door Pearson b.vo bij type II 1 VIII 1 IX, 
XI, XII en IV (VII) niet gelukkig is, daar deze 6 rootheden op geheel 
verschillende wijzen uit de invarianten warden afgeleid: m,s:telt soms 

\ , soms -A ' soms r A ' soms - t A ' soms ±½V5 voor. Metzelfde 
geldt in nog hogere mate voor de letter p bij typen III en v. Ook is 
het wei:t:1ig gelukkig, sommige speciale gevallen a1s af zonderlijke ty-

c pen (nl. II, VIII, IX, XII, ,VII) in te voeren, temeer daar soms vol
komen analoge gevallen (be~~ hier met VI~ aangeduid) niet afzonderlijk 
beschouwd worden • 

. , r 



g. ~eaire transforl!§tie~. 

Veranderen we nulpunt enschaal van de variabele door 

te stellen, dan wordt 

J t ('/. ( xi(.) ~· ~,, r~ + -t, d :x 'J 
( ::: , 1 ' ) I l ,), 

·1 C0 +2C 1~ +C,!3 +-i.:x(C 1 +C2 (3 ..x +Civ<' x 
ol x' 

Dit is van de vorm (1) (zie punt a) met coefficienten 
gegeven door 

l/ ::c o1t) r ✓t-, 
~QI ~ ~ p( ~•~ + ~ f) 

I 

cl/_:;: 

t-/ =- ol y ( C1 -+-C1 ('>) 

p{co +- 2c1r +C-1(!/) 

\/hr 241 

I 
... } C-2, 

waarin p een •.villekeurig6l evenredigheidsfactor to kan zijn. Hierui t 

,. leidt men de volgende zgn. E~!§-~!~Y~_!eY§!:i§-!!~~!! af, dat ziJn groot
heden, die op een (in de tweede kolom vermelde) factor na invariant 
zijn: 

i\l 1 -:: C .z 2 - ;J..( t {,- + (' l 2 a at 1/o 20 

dt ~ t, ~', - CJ tv 

Het nul zijn dezer grootheden heeft een invariante betekenis, nl. 

J,=o: teller en noemer hebben een factor gemeen. 
}:i:: 0 : de ( al dan, niet reele) nulpunten van de nQemer liggen sym-

metrisch t.o.v. het nulpunt van de tell~r. 

,_'}l=_: ·.: de nulpunten van de noemer vallen samen. 
-Ji,_ V minstens een nulpunt van de noemer ligt in het c;meindige. 
15~o: het nulpunt van de teller ligt in het oneindige. 

Tussen de invarianten bestaat de belangrijke identiteit: 
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De fundamentele invarianten zijn nu 

waaruit volgt (vgl. ook d) ~ 

We laten aan de lezer over, de transformaties in £X , r,; en w uit 
te drukken, die tot de normaalvormen in de verschillende gevallen 
leiden. 

We kunnen nu ook de invarianten A en fin de uit de cumulanten afgo
leide invarianten uitdrukken. Dit geschiedt in het volgende punt. 

h. Recursieformule voor de momenten. 

De differentiaalvergelijking voor f iuidt 

l C;, ... H., x + t~ :/) ct 1 :: ( l + {~, :¥.) 1 a :l 
Vermenigvuldig beide leden met .xk · (k geheel -l O ) en integreer over 
het gehele definitie-interval. Integreer het linkerlid partieel. 

\<. -t-t h h I ln~!~E-~ __ j_ _____ (en dus ook ~ f, ~ K~2) ~~-~~-~t~~~~E-!~E-h~i 

!~!~EY§±_Y~r1?!jE!, is 

0 [ :i/ ,,, 1,," +c, ,i') f )- j ft,.,_, {c, •11, ~ +e,,')i!x-) j' :x l< /u, t-te, x) d.:it ., 

dus = -{ keefk-, +-1 kc,f k. -t-\<c1 f k+r + ~c,l"'- --r .u,. )4~., \ 

( 4, +(k+.2) C~f k +I + ( ~~-. 1{k +1) c,) f. k -\< k c0 ft \<-i 3' O 

wanneer voor k = 0 de laatste term als-ogelntepreteerd wordt. Dit is 
een recurrente betrekking voor de momenten, waaruit deze (met behulp 
van fo::.. I ) suGicessievelijk bepaald kunnen word.en, als ~ /e,2 geen nega-
geheel geval is, Is -l,/e.1 =rm~o en geheel, dan wordt 

fnl""-' oneindig (tenzij Cc-::o en~egelijk -i.,+-i(k +t)C1 :o , dus 
( fr-0 - u.) !--1 - .2 t, e, ~ o :.i ) • 
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De eerste vier hiervan luiden 

( t;.., l e,..)f 1 ..-(i0 + ~ e,) :::;.0 

{ i, .J. ~t,) r:). + (%0 + qe,) )' I -+ (:I) .. 0 

( t, + '-t ei.) fl -t-/ {-v-+- beJ f-"- + 2- to ,f 1 

( t, + -st.:, )ft, -t-l to -t oeJf 3 ... 3 e "1 ,. :. o 

::;.,.) 

;} 

i. Karakteriseri:gg door middel van de invarianten iU VI\~ • 

De verhoudingen der constanten t.; , t, , e,0 , e, . en C1 kunnen ander
zi jds door de eerste 4 momenten bepaald worden~ Ter vereenvoudiging 

kiezen we de oorsprong in /·-, , . en duiden de bijbehorende constanten 
met een ~ boven de letters aan~ Dan is (k=O) 

N 

--t., .... 2 -;;, = Q 

Men heeft: t,'" t, 
~ Cl= C-i 

cl :, C, - Cz f J 

~ ..., .., 2 
Cu :&. c,, - 1 t, f, + c, f, 

_to :c '.y:D - Z.f1 
De overige vergelijkingen worden dan, ui tgedrukt in de invarianten .flt\.0-:1 

-J 

'f..~ t q- 'l. ( -; c,. t tJ :;; I) 

,,..., ~ 
4 c, ... c::r r, l 1./ < 1 ... l,) ~ o 

~Co +bq-(1C1-t1J'"lft+~{s-~+(};: 0 

Deze geven met de noemer 
~ l 
,, .2.~2 -'l~, 
--,,::-.:- . 

At1 N 

~z: t o1" i 
~-::-..;,/::-<ro, -
t•, ..t,i N 
...., l 
C ,. 4(:i. -')r, +12 
,,3:. - <r --·---
J,, w 

-------------- <-!lechts) 
l) Daze betrekkingen gelden dan en, (cf"an alle vier, als :xs- ~ aan 

de uiteinden van het definitie-interval verdwijnt~ Di tzelfde geldt 
voor alle betrekkingen die i~ punt i~ uit deze 

betrekkingen worden afgeleid. 
a) . Meestal gebruikt men 111 di t verband 13, enf 

~l { - ~ 

en (2. ; het verband is: f:>,::r. i;1~~ j r>'-:: (a. +'l:c:t,. 

vier recurrente 

in plaats van r, 
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We vinden dus 

,. 
IO t:i. - Ii (~ + , 1 

c.,. 2r -'.?)6'.( 

Vaak van nut is de hieruit volgende evenredigheid: 

,o 6:\ -a 0,1 + 1). &fJ.. - c_}~/-t-1.2. M01 -011+-2) 

A 

_ 4 fl - ~~,,,. + IJ. 

- A..t-~ 

Tezamen met: 

t/q
r; { g, t-&} 

geeft dit 

2 
J0 112.-11r, +12 

Voor b vinden we 

waarin 

:::: -.::.----
A +-I 

-:: -'-L~,. ~ b) .. i(0/'·+tr) 
'A+t, .. J\-1-5 

IY 

~ c, /c:r 
-i, ( (2 -t-6} 

het zgn. ''kriteriumn van K, Pearson is. 

Voor o geeft dit: 

S ~ _ f 6 o<I¥, 4 6 X,, -~,'-.,J/1ir, -,i:Jf 
~ f:i 6," ~ 0-1 2 ( ~ ,._ + ~" ~ 1 +, 9° > t 3 2. ~ .2 ( t, + ) ) 

X 

'dhr 244 

...... __ 
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We kunnen ook anderzijds (/ en Ji in 1\ en f ui tdrukken: 

l (A-r.2Y2 , __ ,. __ 
X F 

,. -1 b 'X { A ,Ir)) 
yi = {)\+~)2 

~( ~ +'.)) (\ +1t)(A+1Y- - o{ r\ +vl 
::::-----

(l\-t-S)[A+<t) lf\+1{-b 
~· 

Het linkerlid is ~: dus ~ o • 

Om een overzicht te krijgen over de verschillende invarianten en 
de relaties daartussen, verdient het aanbeveling, in plaats van 01 t 

en QJ. de grootheden 
1 

\~(i ··H 
_), 4 'l 

in te voeren en daarin alle grootheden uit te drukken. 
We vinden achtereenvolgens: 

t12 z 6' l 1\1- ,) 

3 "\ - (s - s t -y s - s -"\ 
.\+'.l. - A - I 

dus 

Voor de gereduceerde coefficienten vinden we nog: 
...., 

t, z~ /c:r-'" ,c:---
s- "l - 'r s -l \,,. s 

en voor de relatieve invarianten behoudens in de absolute invarian~en 

- 1 ) Dus - S = ? +1 en l ~ ~ +f • 
1 ) Zoals reeds eerder opgemerkt geldt di t verband alleen als Y...> ~ 

aan de grenzen van net definitie-interval verdwijnt. Het verba:nd 
tussen S en 01 resp. fl} en 6'i is-hiervan ui teraard niet afhankelijk. 
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tegen elkaar wegvallende ~venredigheids factoren: 

ts- .t -t-, : : s "'\ - '-ts 

d 4 = C1 : : s -Ill 

J, " e r) e ,_ - f.; : : - t f ,1( S -{'.) ~ -,_ ~J} 
11. : t,t,-iit:: tt/')i-<s)"1vs-, 
~, = e),'. -,t, t,i. +e, t; , { 4 i- 3 SJ i' .S -J/3~ - l ~f' 

Hieruit worden direct de inv-arianten gevonden, t.w. 

al s boven en verder: 

J.. • ~ 

{L,11\l-~S)"\ s -1.1~, -l ~) 
uJ:::. . 

- ( s ., 1 - ,., S ) l "1 'l ~ - l ) 'l - 2. s ) J 
r (~-,\-1.s.f '\''fs-1> 
l ;:rs- 1lt{"{s-b~-1 ~S} · 

voorts is: 
"\."{~ -0 

)(:::.----
4(,)1- ~)/zi-s) 

dus 

Hieruit volgt nog: 

(A-t-2_}2. r - tA + 2/ :;: r), -2 st l 2 "·r s> 
==--

4 t''t !){ "'{ t-b•\ri.f)'j 4/X -1) 

en 

b"- / _ -,t~l4, -1t) +1l')'I\ -1. st 
'-t - t~-\)l"11~-l'!i,- 2 sf} 

Voor c.A :;;o , d.w. z. S = ~ worr.t 

dus Wt-J:_J__><tJ t _, , daar S ~ , is. 
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invarianten heeft men behalve de vroeger af-Uitgedrukt in de relatieve 

leide identiteiten 

neg 

J: 
- 'D :c 

-~~ ·~~ 
·,-?Jr}; al 

d'd'f 
.) x _ f ,. J~t h * J 1 S' 

a'1f J1 tlt}3()½+Js)} 

l ~h(ds dJS J3(1s .-qs . I J4 1; . . . 

~-I :::.-d~ -z J,d, i, F . ~Cy { J,HJ,iJ4 +},)) 

waarbij 

We zullen nu de verschillende mogelij kheden in een (5 1 1) -vlak nagaan. 

Daartoe schetsen we eerst de kromme J'!ir.o , waarlangs :x= 1 eno=c,o is. 

Dit is (zie fig. 1) een kubische kromme met v 61. 

~). S = (1~, -2.sY of, opgelost naar "I : I\\= 2.S_ 
l '!,±vs 

De kromme heeft een keerpunt in O met keerpuntsraaklijn 3')-.2_s z o 

en een rechtlijnige asymptoot S = 9. Verder een parabolische asymptoot 

('l)_ + 6) 2 = 4 ( S + 18) die men b.v. berekenen kan doors = a1z +ii +C 

in de vgl. van de kromme in te vullen en de coefficienten van 1' ...... ")~ 
gelijk nul te stellen. (Di t betekent, dat ·i;,.cn door het dubbel tellende 

oneigenlijke punt met 11 = 0 van de kromrne die parabool ligt, die daar 

5 punten met de kromme gemeen heeft). Het zesde snijpunt Cs =9/4,1 = 3) 
vindt men dan uit het overblijvende eerste graads-gedeelte. De tak 

IY\ == 15'/t heeft een relatief maximum bi j ~ = 3 6 "'· = -24 • Men kan de 
1~ S '.:::> l -

parabclische asymptoot ook berekenen door l in een reeks naar ts te 

ontwikkelen: 
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······ .. , .. 

-- ---------- ----- -·--• ----- - ._._. :.:..:. -
··-..:~,• 

····••. 

We zullen nu aantonen~ dat slechts een relatief klein gedeelte van het 
vlak in aanmerking genomen behoeft te worden. Vooreerst volgt uit de 
definite van 5 .. i(i 1 ➔ 1 ~ dat § ~I is. Een twecde ongelijkheid kunnen we 
afleiden uit de algemene cngelijkheid voor de momvnten (v 6 1. Whr pag~ 92a 

ll) /k1 fl. 
l /j I ~ D )·1 /V'l 3 -

fo1~if¼ £ 
Reduceert men de momenten~ dan volgt na deling door q (>o) 

0 

0 
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Gelijkheid wordt a.llee:n voor een alt8rnatief, dus voor geen continue 

verdaling bereikt. DUS~ 

of 

Derhalve hebbon we alleen het gadeelte van het ( ~,1 )-vlak nodig, 

waar 

is. 
l 

11 
- l>::. ---:r-

d 319. 
Uit volgt 1 dat d altijd het tegengestelde teken heeft van 

dat van J., • We. geven nu ook de belangrijkste waardE. n van A in de 
figuur aan ( fig. 2). Voor A. vindon we nog de( ui t het voorgaande 
voortvloeiende) ongelijkheid 

- oo< ~ <-.2_ 1- :;--< '\ < +e,<> J 
Verder vinden we (rekening houdend met i >1 s ) ' 
dat 

)(-..o is voor ~,°== I 

O< 'x:< I is voor 2~ ) 
/)'\\(!,,}( i 3-Vl ) s < ''1 -t/Y\. 1<s<..9 

'X,. I is voor :c. s 
1 ~ '.)-V~ 

I<)(<~ is voor 5 < ~l ' )~~ 
.:;; 

X=i<·"' is voor /rs 
-()".:l<.)(<.o is voor is<''l<.S 

1) Vergelijk~ . met de tabel uit punt}: de typen VI, XI, IV, VII, 
en V kunnen ook - S-< \ <-2 vertonen. Juist voor die wa,,.rdm van A 
echter gaan de recurrente betrekkingen tussen de momentum niet 
meer op, zodat het verband tussen ~ en ,; en '1. verandert. De on
gelij kheid :i 'Y\ - JS> o , die van deze recurrente betrekking 
onafhankelijk is, geldt voor alle verdelingen. In de figuren 2 

en 3 zullen we slechts die waarden van A aangeven, . die ui t d.t 5 
en 1 volgen, als de recurrente betrekkingen gelden. 
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0 
II 0 

""' ~ 
V, 

I 

" ,, 
A "" ,.,. j.. \ 

" ,--i-
'f' o-

7a 

'\" , I.- 0 
'o 

We geven nu do karakteriseringen der typen$ uitgedrukt in de relatieve 

in7arianten en in .5 en "1 en in '.)( • Verder geven we de convergen-

t:tevoorwaarden in de S en '1 en X ( berekend met behulp van de recur- ,,,. 

r0nte b€;tr8lckingen~ ui t de conv&rgentievoorwaarden ui tgedrukt in A 
e:;,1 ~ ) • (Vgl. ook de tabel van pm_1t f). 

V•,or alle typen geldt 3-r! >-.1..5~ I • Deze voorvmarde wordt in de tabel 

n~_et steeds. ·herhaalc;t en moet dus in de desbetreffende kolom steeds 

erbijgenomen worden. 
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·······:.r·······•"''"··················· excra voorw. 
uitgedr~_.'._~_t_i_n_~---~,nodig voor 

convergentie. 

(j 
/' '{ 

·-·--•i----

1 
I 

I 

I II 

... 

\ 
) 0 

;·; :;.,.:c-,t:~ "'.,.o • c7a.a.:- o.e~•'; :neo:1~.~e p:el:r-:-:el b"Lr;_+.:':'cn hist toec;elaten gebiac: 
~-j r-z·'c;. ln·: 3-I;, 31"\):::) ~ ... ,::·'; '3 11) > ~ ~ :,.:._'.-, 

:: c-, "00;'2ke:,T.:.J ·re.::.: Q({, 1 irv ,_c;o·::c.:..:· -re:-:'t=·r::::i ui t'_;,ele~cL 
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()==-Q/ S ,,) is een biquadratische krormne met een drievoudig punt in 

0, waardoor een reel@ tak gaat met raaklijn 1 = ½ _s , benevens 

twee complexe takken. Asymptoten zi jn ~: ~ s + 11,_ .£If\ s -= I 3 i . De 

krormne raakt in 1 :o aan de oneigenlijke rechte. Substi tueren we 

l,. $ t , dan krij gen we de rationale krormne 

3 _5 ~ ~{3t -.tj 
f'/1.;y -3) 

zodat dus Q/ 5/ti_) = o . door de lijn ~ = ~ t bui ten O sleohts j_n 
een punt gesneden wordt. De tak, die voor ons van belang is, die dus 

in het gebiod S ~ / 9 'fJ >s 5 verloopt, raakt in het punt {1) ~) 
aan S ==-·/ en gaat door het punt• ( 2, 2) • Type VIII s IX, XI en L H liggen 

op G{.s~irt)=o en wel resp. in de gebieden, waar t<t<f {YJJI.), 
~ <i < I {IX), t >1 1 t <¾ (Kl) j_s~ terwijl L H tsere:-

presenteerd wordt door het snijpunt van deze tak m.::c-t de asy:nptoot 

We geven van deze kro:m..rne een s-,chets. Voor de dui.delijkheid van d,9. . 

figuu£ zijn daarbij de verhoudingen enigszins vrij behandeld. I ,h. b., 

is de asymptoot I'(\-=¾ 5 +./,._ iets te veel naar boven gelegd, orndo.t 
hij anders bijna door de oorsprong gaat, 

)
(,: ..., 
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We geven t~nslotte de verschillende typen aan in een diagram in het 
C.5,'l )-vlak, d.i. behoudens een verschuiving der coordinaatassen en 
schaalverandering daarlangs, het Ct;.2 > (;z )-vlak, Daarbij is voor die 
typen, die zonder afknotting convergent kunnen zijn, alleen het ge
bied aangegeven, waarbinnen voldaan is aan de convergentiEvoorwaarden 
en tevens aan de voorwaarde, die nodig is voor de recursieformules der 
eerste vi~r momenten. Uit de vorige figuur is dus alleen de bovenste 
tak nodig. 

QE~~E!stg~: in de tekening in de li j n "),: t S , die vlak ender asymp
toot 1" t 5 -t 12 lo opt, wegens het geringe verschil met deze lijn 
:r.riet getekencl. Deze lijn (en niet de asymptoot) is de bovenste grens V6or 

* dit existentiegebied van type VI en VI • 

Litt. M. DUMAS, Surles courbes de frequence de K. Pearson, Biometri
ka i2. (1948) bl. 113-117, 
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"Pearson-verdelingen als limiet van de verdelin_g yan Eggenber6er-Polya. 

Bij de verdeling van Eggenberger-Polya (v~l. bl. 96~ Whr 185 e.v.) 
hadden we ( veor het geval van twee kenmerken) 

r :::. v,[Y,t-6) ... 1:v,+'n./J -b). 'v2{Vi-i.[;) ...... {V1 +'<\)> -f) )( 11.I 
in,,in.t vlY-1-<o) .... (v+-no"-F) '11) 'n~! 

I 

= - 'Tl 

/'i>,_-l5)"''-i -r l> n1 t{Y; -f) - )), 'l"i.i 

v,rn,l_ + ·n, 'ft) f 

::::. 

= f t ( Y- 2 b) -i- ~ {rL v - o) -{ 1 Y- f) 'll -, ~ J + (t f -v) .:c 

I~+ t.)(}.Y~1-'~- t S) t x[-t,))1)\,-,1 +fl~ +2. t)} - S- :t.< 

eindig en continu is, deze 
stocha.,::;tiscl1e variabele x. 

is zal, als voor n- oo lim ! t.,+J ,'11,-J Of /;t,) 
de verdelingsdichtheid van de limiet der 
, terwi j 1 lim -2_ _1::, t''ll,+..i..i_.1:'11...:: . .L , zo deze 

eindig en continu is, = 
fl 6X. ~ 

f 1 (x) wordt. De lirniet van---- I) 'Yl,,'11 2 

'P<"\1 + J ')"\ - I 
b. x. 

I ) ). 

Het rechterlid wordt, 
f cx.) 

t(:x) • 
is (onder genoemde onderstellingen) dus 

z• teller en noemer 
factor voor h ~ x ~ 

na deling door een passende van n afhankelijke 
g + h eindige limieten hebben, het quotient van 

een lineaire en een quadratische fct van x, zodat bovenstaande gelijk
heid in de differentiaalvergelijking van Pearson overgaat. We gaan de 
belangrijkste typen na, die daarbij kunnen voorkomen. 

Daar de discriminant van de noemer voor iedere n positief of nul 

is, kan type IV niet verkregen, worden. De overige typen a:ntstaan nu 
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o,a. door de volgende limietoveresangen vtor n-,q,,~ (waarbij een voor

waarde van de vorm a = b steeds vervangen mag worden door: a___. b voor 

n - w ) : 

a. ~~!:~~~~ _ standaardvariabelE;: c) = o , 

g = Vftin en h = - PY 1" q 1i. • Er komt 

ft)l):-:. I _,e -5.,:'-
~ V2n 

)) en -~, constant i p q =f O, 

d an f = _ x ( - oo < :x < + 0\) ) 

i 
dus 

b. Homogene_variabele 1, h = 0, Y = .2 ~ = constant 

p = i 
c. .Js ~--_ _verdeling ( hoofd type , t'. I ~ f'·l;::d.-{oi t-A)X 

'X ( 1-X) 
, dus 

t('.'i.-) ·: xr,/ u-:x.l ) • Deze wordt b.v. verkregen door g=1, h=O, 

-it/ )) 
~::. .J..,.

1
~ +). '0:: d. +- ~ + 2 , of , al s d...t-f+-2 niet rationaal 

)) ➔ oo · en S-~oo )) 

en S - o<+0+-2 ( 1i en f zijn geheel). 

d. f -verdeling 
~ -:)l w) 
0tx):: ~ x . 

0 I 

(hoofdtype 111; t" 'J,.-J< , u;; x<"" , <v >-/, 

Deze wordt b.v. verkre 6en door teller 
~ 2 l ( ) en noemer door -n te delen en dan h = O, )) = n, p = ~ , g = n ~1 en 

~ 
te nemen. 

QE~~~~!a~= men krijgt op analoge wij~e als limiet van 

van Eggenberger-Polya een discrete verdeling, als men 

linker lid word t dan / - "P{'X,) r dsor 1 met h = 0, p = 
1>{1+1) 

de verdeling 

g = n neemt. Het 
0\.. en rvi Q.. ➔ o 
h y 

de verdeling van Poisson, terwijl h 
door Y , p = ~ 1 -;~--I- = ~ de 

1\1\41 'Y rnq; 
p' em q 1 voor het alternatief; vgl. 

Zie eok bl. 102, Whr 191. 

= m, deling Tan teller en noemer 

verdeling van~§~~~! (met whn 

bl~. 93, ~'!hr 182) tJntstaat. 

r en voor n ➔ oo verkri.jgen we na deling van teller en noemer 
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§ 4. Enkele andere klas~en van Verdelingen. 

1. 0nj;wikke;J.ing volgens Gram-Charlie£. 

a. Daar in de mathematische statistiek veelvuldig veraelin~en voor
komen, die slechts weinig van de normale verschillen, heeft men metho
den gezocht, deze in reeksen te ontwikkelen, beginnende met een nor
maletv"erdeling, en welker opeenvolgende termen afwijkingen daarvan 
met toenemende orde van kleinheid voorstellen. 

De bekendste dezer methoden is van de Deense astronomen J.P.Gram 

(1879) en C.V.L. Charlier (1906) afkomstig. 
Zij berust •P het feit, dat 

1 I ) 

I - ~ )'\')'\., -e - i X ::. H ('.)( I --e_ - ;<t 
~ d ::t I\'\'\ 

is, waarbij l-lw.J)l) een veel term i:.:t x van de graad m is (Veel termen van 
Hermit_,; Charles Hermite , 1222-1901). 

Door m maal partieel integreren vindt men voorts onmiddelliJk 

-e 

Zijn C'TT\, eindig vele constanten, dan is dus ook 

Ol'k v•or een oneindige rij van C.m. blijft deze betrekking geldig~ 
mits de reeks in het rechterlid en de reeks der afgeleiden (in het 
linkerlid) ~elijkmatig convergent zijn. 

Zij nu F( x) een verdelingsfct, welker karalk:teristieke f ct ii( r) 

analytisch is. Zij haar gemiddelde 0, en haar spreiding 1. Dan is 
'Ti 1 { T) == -e. 1 · . y, er) ,. v c1 <=< z,,,..+, 

1 "f ?, I 'j -'i "Ir (Jl=· -t 6 JJ T t" ).~ . 4 ( + ... 

eveneens analytisch. Men heeft dus een •ntwj.kkeling van de vorm 

die zeker in een strook em de imaginaire as in het complexe T -vlak 
convergeert. 
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Dan is dus ook 

-t 00 

1 tr),~ j -t n { L c,. (- d:r ! i -;:x' h 
Indien dus de reeks der afgeleiden convergeert en een continue fct 
f ( x). Ynr ~oorstel t, is 

1-(lO 

1 trl ·) • ..i u lM Lit 

zodat f(x) ten gevolge van het eenduidi~heidstheorema (vgl. bl. 70, 
Whr 159) de verdelingsd.ichtheid is. Men heeft dan dus 

Symbolisch kan men oak schrijven: 

t '1 l J )?, I J l J )4 
3) J;> -er; +i;) ·4 -c1-;_ +-t~):: _I { - -

€n 
b. Voor de eersten der coefficienten c'm. vindt men 

L m. l J3 13 + ~ JI T '-I .... 1 J T $ + ... ' .. 
C -, _ 3. '-,_ I s_l S 

<n1 I, - --e ::: 
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dus 

C =1 
0 

Algemeen is 7 hj 

C = m 

ffi l . prj -.. ~J-I t.! l . : h. 
3 h.t(j!) J 

J 

gesonmerd over alle h 3 ,h4 , ••• ,hm met 

Het is eenvoudiger c in de gereduceerde 
m 

drukken dan in de cumulanten. Men heeft nl. 
1..,.,.-2 . 2 k L 

-21., I (~-·t "t- i.(, T / r( T ) - / 7 ( ...,-- ) - --1.:2- . ) ~ ',fl / 
' - Ll [,, - ~ k. L ,f' ! 

met 

Whr 258 

= m. 

momenten uit te 

\ . m 
=LC -c-- m 

C = 
m 

lJmJ 
\ 
~ 

/Um-2k 
~m-2k)7 waarbij 

0 



Math. Stat. 170 Whr 25'.; 

c. De polynomen van Hermite warden gevonden met behulp van de voort
brenge:nde fct 

-.!..l+2t "° tn 
..e l = l; H'n (z) rnl 

Stel~men het linkerlid voor door~(~~) 
waarui t de diff erenti c-. - .vergeli j king 

\-1-n+,(Z) - Z H"ftlt) +-!fl \-\rn_,(,z) = O 

dan is 

volgt, die als recurrente betrekking gebruikt kan worden om de H~ 
successievelijk te berekenen, waarbij men van de rechtstreaks berokende 
H1r,)" ·Z' ( en de tri vi ale Ho1:z) ,,. / ) gebruik maakt. 

In plaats daarva:n kan men ook de ui t ~ =- t <? volgende betrekking 
' oz 

H~tZ) ., ,n H",_' (Z\ 
gebruiken, wa2;_rui t volgt, dat elke Hrn. door integratie van de voorga.an
de en vermenigvuldiging met n ontstaat, waarbij de integratieconstante 

.L,-n. 
0 is voor oneven n en (-1Y . 1 .J ••• ( n-1) voor even n. 

luen vind t ald us 

Ho ( z) = 1 

H, ( z) = z 

H2 ( z) '.l. - 1 = z 

H2, ( z) = z3 - 3z 

H'i ( z) = z4 - 6z"' + 3 
Hs- ( z) = z'- - 1 Oz~ + 15z 

H& ( z) zb 4 
+ 45z - 15 = - 15z 

H7 ( z) = zT 21zr + 105z?. - 105z 
( z) 8 !, 

+ 210z"' 2 105 Hs = z - 28z - 420z + 

H~ ( z) zq - 36z1 s 
- 1260z'+ 945 = + 378z z 

( z) 
,o 

45z8 630z& - 3150z 'I+ 4725z,. -H,o = z + 945 
enz. 

-jt1 tt 
Algemeen vindt men door in de voortbrengende fct .e en .t 

in r8eksen te ~ntwikkelen de ontwikkeling van H rn ( z) volgens Maclaurin: 
[½~,] I . 
-, I j ~ lfl-<J 

H ~}= 21_ l.-2) . it ·J1 z 
IY1.. D j,'h- 21, 

een betrekking die gemakkelijk te onthouden is, doorAat men haar in 
symbolische vorm 

. l a f' 
I I I } - - i c:G'. 
nl\'\,lt - { 

t kan schrijven. 
{ 
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Met behulp v11n de ald us berekende H,yT\ ( z) en de cmi kan men dus de 
reeks ... ontwikkeling van f(x) onmiddelijk opschrijven, als de invarian

ten bekend zijn. Voor het geval 1 dat de verdeling niet gestandaardi
seerd is, vindt men algemeen: 

d. Men kan deze reeksontwikkeling ook rechtstres::ks b0palen z,Jnder eerst 
de invarianten ~e berakenen. Daartoe maakt men gebruik van de zgn. 
"orthogonali tei tseigenschap" die de H,n ( evenals verschillende andere 
in de analyse be schomvde klassen van veel termen) bezi tten. lij luidt 

als mt- n is. Om haar te bewijzen, is bet voldoende m < n te stellen. 
Dan is hat 

linker lid = r H,m {ot) (- .: r ~ -± ~' h C 

-IX) 

-t-i'O 

I .e -i .?C 2( l.) 'l1 H (·.:x) J x ::: o 
\J'.)I 'Yl\.. 

::, 

-oo 

zoals onmiddelijk door n maal partieel integreren blijkt, als men nog 
I> 

opmerktt dat de afgeleiden van hogere dan de m; orde van een veel
Ji, 

term van de m~ graad = 0 zijn. Voor m = n vindt men evenzo: 

daar de coefficient van ;Z-<t in HI)'\,, ( z) gelijk aan 1 is. Men heeft dus: 

Is nu 

dan is dus 

T \tx) H,/<J d:t "~ ~ 
-<JO 



T 
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daar alle terman van de som verdv'ijnen behalve degene waarvoor m = n 
is. Ondersteld is clacirbij, dat de V8rwisseling van sommatie en inte
gratie geoorloofd is. Derhalve is C~ rechtstreeks te berekenen uit 

+00 

cl\\ = _\1 ] tcx> H,-r-l'.X.) J x:. 
-00 

e. De re0ksontwikkeling volgens Gram-Charlier he0ft verschillende 
nadelen. 

1°. De in bet bovenstaande onderstelde conver6 entievoorwaarden zijn 
slechts zelden vervuld. Wil men b.v. 

I .2. :l. 
~\~ -)'. (3 t -~ ~1 

(3vin. 
in een re0ks met er=../ ontwiklrnlen, dan convergeert zij slechts alsr\2 IA 

e 2 • Ook als asymptotiscbe reeks is zij niet geschikt. wanneer f(x' 
, I ' 

de verdelingsdichtbeid van de som van n onafhankelijke variabelen is, 
die volgens bet centrale limiet-tbeorema asymptotisch normaal is. Voor 
grate n is dan XJ ~U(1n) dus 'Jj ::o(J{n. 1-iJ,J en C,n.,=tJ[,yt-l.i-t[tj}) Jl-u-. C'l;:.0(1\'\-±), 

f 3 ) ?, o· )) '.', 
C4::.(.}' !\1-~ 1) )Cs:.:e(rn-i) ) Ct~O{rn-l I C7=-fl(rri- 2 ) )Cr; ('YI.- ) c,j-::U("<i-i:) I 

enz., d.w.z. de termen warden niet successievelijk ~leiner. Men kan aan 
dit bezwaar te3emoetkomen door in plaats van d8 re~ksantwikkeling vol-
gens Gram-Charlier een reeksantwikkeling valgens j~ctgeworth toe te 

\ 

pas sen, die naar opeenvolgende machten van 1Yl - r voort schrijdt, en 
waarva.n H. Cramer het asymptotische karakter bewezen he"'ft. Wever
wijzen vaor deze reeksontwikkeling naar H. Cramer, Mathematical methods 

of statistics, 1946, p. 227-231. 
e 3 • Bre,.:-kt men de reeks na een eindig aantal termen af, dan kunnen 

voor grote x e~g§!~~~~ waarden voor de approximatieve verdelingsdicbt
beden optreden. Deze approximaties kunnen dus zelf ~ als verdelings
dichtbeden bescbouwd warden. 

4 8 • Al deze bezwaren hangen samen met het feit, dat men ontwikke
lingen gebruikt, welker convergentie - als deze bestaat - vaor toe
nemende jx/ steeds slechter wordt. Dit is vaoral ernstig, door-dat de 
gevo~gtrekkingen die men wenst te maken, daargaans op 11 staartintegra
len11 van f(x) vaar grote \x\ betrekking bebben. Tenzij f(x) sneller 

I i, ' 

dan ..e -Xix naar O gaat ( dus zeer zeldzame gevallen ui tgezonderd) zul-
len derhalve canclusies O;\Iltrent d0 staartintegralen 1 gebaseerd op de 
reeksentwikkeling, voor ~eer grate x meestal volslagen fout zijn. 

Om al deze redenen zijn conclusies gebouwd op de ontwikkeling 
volgens Gram-Cbarlier van zeer beperkte betrouwbaarheid. Het is veel
eer verwonderlijk, dater nag zo vele gevallen zijn, waarin een goede 
benadering wordt verkregen (vgl. b.v. M.G. Kendall, Ip. 159). Dit 
bangt vermoedelijk wel samen met het feitj dat tengevalge van de 
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geringe betrouwbaarheidseisen, die men gewend is in de mathematische 
statistiek te stellen (b.v. 95 %, soms 98 %, zelden 99 % of meer) 
slechts betrekkelijk kleine waarden van -~ optredGn, wac:~rdoor 

0 -
de convergentie (resp. de:; aanvankclijke conver6entie 1 die later in 
di vergentie ov ergaa t) nog vri j goed is, terwi j 1 de negatiGve wa,0.rden 
der fqn veelal klein bljjvon en/of buiten het beschouwde interval 
liggen. 
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2.£.n.:cwikkeling ~ volgens Charlier. 
' 

a. Naar analogie van de ontwikkeling volgens Gram-Charlier (door 
lae.t stgenoemde 11 ontwikkeling A" genoemd) 1 heeft Char lier een tweede 
reeksontwikkeling (B) opgesteld, die in soortgelijke relatie staat tot 
de verdeling van Poisson, als{van Poisson slechts gehele waarden ~ 0 

2a~neemt, moeten hierbij differenties in plaats van differentiaalquo-
, . 1,./ M4 /4. /2.-t d... rJ.1.,0 ,../,vv'I ~ -v--<, •1 ~ c • L><tA-'t.. e:,u.. vr~.,•,, .. : ad"'--4,. 

ti0nten gebruikt worden• 1 ~~~ 0 

Is f(x) een voor ~~!:!~!~ x gedefinieerde fct, dan duiden we met~f(x) 
en A 1 f(x) J) de vooruit-, re~p. terugiopende diffe~enties aan: 

A f(x) = f(x+1) - f(x) 
d f(x) = f(x) - f(x-1) 

Definieren we verder: i+if(x) = 6.h ti f(x) en 6f(x) = 

loog voor de teruglopende differenties) dan is~ 
1)1 ' 

l\ 'ITt t(x) ,, 4- (- 1) J \ j) jl x t'\'Yt-}) 
'1l\. • 

!{m t(:it) .. q.. (-1J1Cf) 1 (x-j) 

Vie zullen hier de teruglopende diff erenties gebruiken. 

ixut~(,u) 
A:naloog met ~ a~ ;: !l2') - ~{ o) 

D ()\i D 
"Jl-1 :x 

4- b j(~) = q_ 6 i~) 2 i(Y)- t(o) 

J heeft men ) 

f(x) (en ana-

te1°wi j 1 de analoga van de Taylorreeks ( in het geval van ontwikkelbaar
heid), G. w,, 

ell ' \ cl )'l'l t_ cl 
~ l Cl± t) = E ( ± t') Jo: tt o.) ;: -e ± dl\ f[D..} 
~ 0 {\1,\ is ~ 

hier triviaal worden ( h geheel ~ 0) 

t(a+ h) = ~ l~,) r/ ~•/ =( 1+ i tl•) 

~td) = ~ l-f~) /" jt~) =(1-d tt•I 
b . I~ I l'O. d 

De analogie komt dust formeel daardoor tot stand, dat ti- door tf , h 
I t 

c.oor b resp. ti en~ :ic door I.J-1) resp. J-b, vervangeL wordt. 

( cl)k 'I'\, !I< ,n-k A:n'.:;.loog met G :i :: I\'\. ~ 

he:Jft men Ak .Im. )k l!rn-k} 
u X "'tn. :X ¼ 

-·-----........ -~ ... -----
1) Een preciesere notatie ware: (1:, p(.x) Ji' t}(:xJ 
") Let op de grenzen ! . 
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Tiaar iedere eindige som van veelvouden van factoriele machten van~ 

oen veelter~ in X van dezelfde graad is en omgekeerd, is dus 

b. Neemt men sp eciaal f( x) 

fY. < o ) : d an i s 

i k-1 is. 

(dus f(x) = 0 voor gehele 

·:::c:.1 polynomium in ( en ook in z ) van de graad m is. Polynomia van d:i_~;; 

·type zijn het eerst door E.E. Kummer b8schouwd ~Uber die Hyp2. ... b.:,0~~-::-

-c; 1'.'~·-Pche Reihe, Crelles J·ourn. f. Matho, J.2, (1836)p. 39-83 en 127--172, 

:L~0_" b, P• 138) ~ 

Z:i_j ontstaan door limietovergang uit de hypergeometrische fct F(a~b~c~x·; 

(ve;l" pago 90, Whr 179), waarvoor, als \0(.) < I is, geldt 
I l 

~ o( n £(n ,-i-

F { -ex', - ~ > - ~ ~ - :)I) ~ 2;- '1l 1 ~ ,-;- :x 

bestaat het volgende verband! 

1~ De convergentievcorwaarde l'.¥-1 < I en de verwisseling van limietover

e;ang en somrnatie van de reeks geven geen moeilijkheden, daar d':3 

~eeks hier afbreekt. 
1)Vgl~ b.v. G. Szegb, Orthogonal Polynomials, N~Y. 1939, bl, 96 0.7, 

Gok dezc polynomen vindt men reGds l.c. bij Kummer. 
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. De v(w1) 
polynomen \\ x nemen higr de plaats in die de veel termen van Hermi-

te bij de ontwikkeling van Gram-Charlier bezetien. Men heeft si-:ieciaal: 
(t)) (,) \ ).•) 

Kx.(~)=1 K:x.-(~) .::lt'.)£1 1\~Vz) ==l+2'X-:'l.+r:t(x-1)-i· 

KG) . J. ~ 
('Z).::- /+ 3 ~ 'Z-\- 3:X/Y-fJ I.( + X(Jf-l){X-?.)Z > ~11,z_ 

l. o.:i 

Is r lv) 1f ~ em u rm een machtreeks in u , dan is, mits de 

reeksen convergeren 

~ . m ~ ,,{tn) ) 
L G~ ~ 1; " tl L Cm \\ x [-~ of symbolisch: 

r ~'J ~ = z c.~. K:,,)c-~). r>x 
:x, 

c •. Vermenigvuldigt men t{rn 'P.x.. met ( 1+ u ) en sommeert men over X , dan 

krijgt men, als de som door Y'llt[v) voorgesteld wordt: 

oo :c r,Q l"'\) 
Y'O\. Lu)::~ 01-v) LSm 'P:1:, c::E_ (1-t-1./~ 1-<Jl (-}) T':ic = 

0 v 

- r:x ex ( I t- u) 
~ -e ..R. 

r,<) 

Is nu i/t\))::: r c'ln. l) ~ , dan is mits de reeksen in het tweede en 
r, 

vierde lid convergent zijn: 
c<) "° "'" vQ 

YLu) ,.,('c~Ytn.lu} ~ 2:, c"',_ }i &+-u( {j 1
'1\" ~c ::: ~..tu~ crm_tv)l(T\ 

D D O 

rif symboli sch: 

Y t: 't. ii ,,/I) 

(u)=s:v-ru) f(6Jt »i f(-u) 

Deze betrekking correspondeert met 
_l '.J( l I -< 

Z [ tx J · e ~ 1-r 
(r) =. 1 rl- drx) -1/271 · Jx = i "'ftr) 

D -dJ'J(. 
ui t /.a • Daarbij treedt I :l(,::: -l I in 

~-
de plaat s van -' 

J. ,,,l -i.. ..,,_ 

en 

T 
/tu van .Q. • Nu is z(tvl{i+v) ) de voortbrengende fct van de f§:£~~!'.t~-

le mornenten ener verdeling als Z(~) haar karakteristieke fct is --
(vgl. Whr pag. 87). v7e zullen dus trachten deze met Y{u)te vereenzelvigen, 
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waarbij we voor de stochastische variabele alleen gc;hal8 waarden ~o 

met ~ O.x. zullen toelaten. Dan is 
oO 00 

Y{ t-~ ~ Z { l~{1+0V = 2:_ (J+v/1 Qx == Jk "\~ u k 
v O I(. 

Men kan dus habben 

is. 
Dan is echter· • f 

q (-~) uj~ MJ~ k 
\J..;l- v) :: ? I /" / __ u 
T t " ~- 7 k! 

= L c,.,I'\ L- u),m 

We- vinden dus voor de gezochte whn Q. x , indien de reeks convergent is: 

Vo 0G rrn -k J ('11,1 D( x 
~ ~ (-1/m fE /'Ix (-<i) t-( (- ~ \ Jl - !:!_ 

o ~ k! (rrn-k}~ :x. ) .x~ 

Hierin kunnen de polynomia K'(~I /_ t) eens voor al bepaald worden, ter-~ Cot 
wijl de C-m:: c'T\i lol.) van de factoriele momenten /!k der gezochte 
'Verdeling afhangen. 

Deze ui tdrukking voor Q:x. komt OVbreen met 
r l 

i(:r};!{}t ,..,_,k t-½l'l H (:x) .R-11t {,,'t. I.a.. 
~ O O ('l'rl-l~)! k / l\'ll V2rr. 

d. Evenals onder 1.d. kan men de ontwikkelin6 van Q~ rechtstreeks vin
den mat behulp van ecn .:Jtels0l orthoe;onalitoi tsrelaties. We hebben nl.: 

!). 1 
{ ll(!ll) ,l\t"(xl} =- u('.X.). t:: V-('.X) r 'IJ{:t-1). 6.1 utx) 

.1.1•" { ~tr,) 'lit~)) "tl ~ l[ i;i IJ.[xJ} l·i ., / ~ -J] 
en vinden dus door k maal partie0l naar x te sommeren: 

')Vervang in bovenstaande betrekking k door m - k. 
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+-

l )k +iE"° I ki' I KlV)( I J 1'0-k-, ~ + -! :l'.'. IS, - - Ll' I 
:x d · :x -k-1 

D 

Hierin stellen v-1e m ~ t (voor m < f m en l verwisscJ eode) en we nemen 

k = m - 1. Dan komt erj daar de ecrste term van het laatste lid gelijk 
nul is: 

dus 

is voor 

volgt nu: 

rrn >; 
is voor 

'lm11 "IV\ f ,~ 

,1,rulll ~ "" ~ 

o,() 00 C() 

~ Q,,, KL'liJL.!.) ::, '\:y )'n\ C, K(llh)r_ .!..) Kl~//-.!_) p ~ 
L:._ ..... .J( ( ~ .c___ 1\1\. X C v<. :x l .?( X 

0 D 0 

waarui t de C te ber0k6nen zijn. 
'I\, 

e. In plaats van de .t)1 kan men eek van de h gebruik maken (vgl. pt.a). 
De sommatiegrenzen worden dan iets mind0r ~verzichtelijk, maar vercter 

treedt er geen wijziging op. 
De recksontwikkeling heeft dergelijke nadelen als die van Gram-Char

lier (vgl. punt 1.e). 
Dergelijke reeksontwikkelingen als hiergegeven zijn mcJt behulp van 

de normale verdeling en de verdelin 0 van Poisson kunn~n voor iedere 

verdeling gegeven v'orden. 
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3. Transformatie van Khintchine. 

a. De verdt1ling van Poisson is de lirniet voor n~o:, van de sorn van 

n onafhank2lijke stochastische variabelen, die elk slechts de waarden 
c,( 1. 

0 en 1 kunnen aar,neman, on wel met whn J - ""- resp. in • A. Khintchine 

i) heeft deze v~rdeling gegeneraliseerd door d.d ~;; Zidlf nog eens 

volgens een willekeurig gegeven verdelingsfct over de x-as tcl verdel~n. -
Zij p~) een ~ille1eurige verdelingsfect, 1 de bijbehorende varia-

bele, en zij 

~~) tx) = (1- ~] !-(X) -+- ~ q> (x) 2
) 

Dan neemt de bij ~ (?:) 
die O niet bevat met ~ 

behorende variabels -.'..ll de waarden ui t elke vz 

maal i,O grote wh aan als y? :x neemt voorts 
c) - -

de waarde O aan met een wh I - *-+~'ti ? als x_ de waarde O met -:-en wh p 

aanneemt. 

Zij nu P"n(?l) de m-voudig ge'itereerde van p(xJ, dus (vgl. p. 81 

Whr 170 en P• 69 Whr 158) 

4>,mlxJ = j ~'ffi-/ ('.)1~s) a flt) 
(Di t blij ft voor m = 1 geldig, als men <P 0 {?() = l LX) stel t 9 q>Jx) :::: (pb<}) 
Zij voorts i)l\"Y\ (CX") de rn-voudig ge} terecra.e van 1t"') (:t) • 

Dan volgt onmiddelijk door volledige inductie ~ 

b. Ons doel is lirn ~,) l_x) te bepalen. Dit geschiedt hct eenvouaigst 
'\'l)--+GO 1,_'m '1)'\. 

met behulp van continuiteitstheorerna (vgl. p. 71 Whr 160) 1 d~ we op 

de karakteristiek~ functie met irnaginair argument moeten trupassen, daar 

omtrent 1J(x) niet ondersteld is. ~ij dus Z,lL+) ~ f ... /tx. olp((l') de karak-

teristieke fct van ~~) 

z;> (d) ~ f /b~ Cl fc~J ('.Y.) dan is 

z:J (d) ~ (1- t) + ~ Z.)~1) 

Hij ~t}•n\ /'){) behoort de karakteristieke f ct 

') . Asymptotische Gesetze der 
.. I 

2) We herinneren aan: qx.) .. \ 0 

Whr. ~ Berlin 1933) Kap. 2. 
'VTif<. y ~ 0 

x< o 
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dus bij 

dus 

Z( Lt):: l~o { Z ::,) (1 1)~ ~n 

[z1,tJ=~-,no/Z,il I 
it 

Lj(i t)= e 

leidt tot de verdeling van Poisson met karakteristieke fct 
Lt 

- -o/.-~ o( -e L lit):;_{) 

de!6e 

De verdeling van Khintchine ontstaat aus ui t de bij {f>(t) behorende 

door deze..J.e 11 Pois:=.10niseren11 1 d.w.z:,. door haar karakteristieks fct voor 
ti -e in die va:ci Poisson te substi tueren. Ivlen kan op dezelfde 1nij ze niet 

slechts een willekeurige verdeling 9 maar ook een vvillek0urig,E: colle6tie 

volgens Poisson transformerE:n. Is C haar collecticve k;.:,rnnt-=-,rk, riRn is 

dat van haar getransformasrde: 

C., -<><-1-v1.C 
:: .e. 

'lY\ 

Het kan als lim S ;- <l. -t ~ C} verkregen warden en kan dus als matheia.a-
,'r<) .... oo I /\'ft '\1, 

tisch model gebruikt warden voor e~n groot aantal m onafhankelijke 

proevt::n? waarbij met ecn wh ?{ resp. /- i bepac1ld wordt, of een even-
-· rrn 1 ,f\.., 

tualiteit van Cal dan niet sal plaats6 rijpen. 

c. Om G(z) te vinden schri jven we~ 
o:> 

Z u t),. ~ -o(:c_l ~~)~ { 7 iU u}~ 
() 

Daar f z i(d\r"' Jed!)( d f,rJt) \. is? heeft men dus 

\:_ ~ r/..~' J-, G (:rJ ::: Li .e - -;r lf rn 1.~) 

we,1:1,rin p0 /;(} s L Cx) ( zie bov en) is 9 de reeks i 6 Y wege:;,1s o ~ q\J~) ~ J 

e,elijkmatig convsrgent en mag Cius ( ook na Vt';rmc.migvuluiging met .Qib::. ) 

·tarm voor term ge'integrecrd worden. 

d. Voorbe@ldeJ];. 

·1. Pl_)() is verdelingsf' ct van e8p normale verdeling 
_!, y_,1-. <p '(x) =- I_ ~ ,. 

vn 
Dus 
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dus 

De reeks convergc0rt gelijk:matit:, 1 ;,;;0lf s iets snell0r dan dia van de 
exponentiele fct. De semi-invarianten worden gevonden uit 

t.w. 

')(~h = (~h)! o( ~(.2h-,){Jh-1) .... -· ), /.cl. 
.,__ . h! . X 

Spe-::;..:.ct.al Cf'= r:x.. Het exces is .v,:::.-.'!. "'l • Voor klainG o( worden de 
U., er" o< 

invarianten zeer groot, dus de afwijking van de normale (die ook voor 
eindige r;;I reeds aanmerkelijk is) eveneens. 

2, p µ:.) is normaal vcrde2ld mdt gemiddelde J en spreiding <r << lf-1 
Dan is: 

1 _1LX-lll;f:L 
A\ (,'.x) = _J_ _,f. :i. ,,ur.2 
If' 'Ti o-'fiil\1 

-oo 

Derhalve ontstaat a(x) uit het diagram van de verdelint:,sfct van Pois
son bij benadering (waarom ?) door ied~r verticaal lijnstuk (behalve 
het e0.rst0) te vervangGn door de verdelingsfct van G0n normale verde
ling met de abscis van dat lijnstuk als gemiddGlde en met spreiQingo-i,'« 

11-----------~ 
... , ,,.'."'' 

' 

J-·/ 
' _J-

r_J ~ 

.. 
... /r·( 

I 
I 
I 
I 

' ' (J..._ __ ..__ __ ..,__ __ ..,__ __ ..!._ __ ..,!_ __ -_!,, _______ _ 

2.. 3 't s t ~ 



4. (]!(£'() is homogeGn verdeeld tussen Oen 1~ 

-r _Qi+_/ 
cp ~>.,. .X L{_.x) - (~ - /) L('X -1) J z I lt t) :: if 

Doo~ volledige inductie bewijst men gdmakkalijk 

~1"\ 

<P~~[cll} ==;!J 4 (- 1JhC~)(x-hrn lfx-h) 

Whr 271 

( efmL.1:.) bestaat ui t m + 1 bogen van me graads parabolen, in de puntGn 

□et gehel2 h aaneensluitendj en die daar sen aanraking van de orde 

m - ~ hebben). 
w II'\'\ ~n h 

.x '5: « \T." (~,1 I \ ·YI'\. 

Gcac):::.e- ~,,,,Lml~(-1) l1J(:r-·) dx-b)::: 
0 . . ,J 

waarin 

dtrl'\(Y-hf1'\. 

rnd ( ,m- b)! 
:::: 

de fct van Bessel van de orde h voor imaginair argument(~~) voorstelt. 

, e. ~.9_epasbaarheid. 
De verdelingen van Khintchine worden toegepast wanneer een aantal 

objecten volgens Poisson verdec:ld zijn~ eu aan alk daarvan een mcet

baar kenmerk vrnrdt waargenomen; de ~ van d8 waard.en die di t kenmerk 
v0or alle objecten bezi t is dan volgens Kt:intchine vereeeld. Heeft 
men b.v. vetbolletjes in een oplossing die volgens Poisson met een 

ge~iddelde ~ par volume-esnheid verdeeld zijn, en is de massa per 



J 
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vetbolletj e ± volg0ns tPl:t) verdec..ld; dan is d8 totale massa psr volume-

ecnhsid volgens Gt!!) verd.eeld. 

E0n ander voorb~~ld hecft men in de achadeverzeke~iuL. Is n de uit•· 
cebreidheid van een homogeen deel ener verzekr~iDgsportefeuille (d.i. 

,3e:n deel, bestaande ui t objecten met ongeveer gelijke schadekan~:2n 1 

b.v. fabrieken van eenzelfae type en grootte, personen met ongeveer 

gelijke ongevallen-risico's, e.d.) en is p (de 11 uitbrekingskans") de 

;Nh de,~ bij een olJjcctschade zal nntstaan, en q){.:X) (denuitbreidings

kano") de v;h, dat? a.ls er aan een object schad e ontstaat, deze hoog-

stens pµ.) zal bedragcn 1 dan is als p klein j_s (=::0(;)) en lrn"" C>( ~be) 
( "'Jj_j benade:d.ng) de wh dat de totale schade in he·'~ -port2t euj l_le--decl 

hoogstens ~ zal bedrage.n, verondersteld, dat de aizonderlijke scb,:::.de:n 

onderling onafhankelj_jk zijn. 

Evenals bij de verdeling van Poisson (vgl. pag. 88 7 Whr 177) is~ 

evEm:tedig met de grootte der deelgebicden (volwnina, ·:~1jd~!d 1:.ren 9 r"r~· 

·!:ei e1....-i_i:..1e-ui tgebreidheden ~ enz,) " 

~. Sc~3raliRati9 • 
.,. , . .,... -· ·~--~--- ,,. . ----,·-· .,. -,,-...-,. .. .;. ----

vcrdoling van Poisson ta vervangen 

kan gegen0reliseerd worden d~o~ ~~ 

door een willekeurige verdelinz? 

voor de variabele n toelaat. Is 

:1-2.,, P/f\. de wh dat Q de waarc.e n aanneemt, en ;'.•ndergaat de varie.belc ~ 

'.,-a~:;_, :'..odcro in D "bevatte eenheid een volgens CJ?(~)verdeelde aan§:,rocd.L 1:. 

i d2~ is haar verctelingsfct evenals in punt _c : 

van die van n, dan is de 

entropi sche f ct ',((t) van -~ 

mi ts de verwir;seling van sommatie en integratie veroorloofd is? V, -

zuiver imaginaire r; is di t zeker het geval, daar L 'P"' iJ>/f\(:x) dan ? 07 -·_ 

7an begrensde variatie is, zodat integr~al en reeks gelijkroA+~u ~~--

De be,erld.ng, dat E: al1Ben g_§_Q~lE.: ,marden? o mag aannemen, knn v2·_,_ 

vangeni\1vorden door een beperking voor y_. Zij ot.. een willekeurige .cS:.'>· 

:iJJ2:~ ve:.."deelde variAbele, die uitsluitend waarden ~ 0 aanneP1r,t? 
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F*co<') haar verdelingsf ct en ,Z 1
t tr) haar entropische fct. Zij voorts 

f:0<.) een continu van c::J. afhangende klasse van verdelingsfcts, waar

bij ~ ~ (niet alleen de gehele) getallen ~o doorlooptlwelker en

tropische fcts l.l:{T) met ex evenredig zijn 

IX.; {T) = ol. t/'fr) 

Voorbeelden hiervan zijn de verdeling van Poisson met .e-
0
lr) ~o<{er-i) 

de J:'; - verdeling met rzd (C),.. 0<-Zlt) , en de normale verdeling met 

gemiddelde O en spreiding W { ',(;er)= i o< r 2 ) of met gemiddelde c.<jl
en spreiding c:r '{c;: { t.<;(r) ;:_ :x{/ -r- + j\f.2r1}) 

De variabele .! :uij zo gedeiinieerct, dat §1..§ ol. tussen al. en ol.-t-A~ 

ligt, * volgens een ~(x) verdeeld zal zijn, waarbij p eveneens tus

sen r;;J. en o<+ Jex ligt. De vercielin6 sfct van x is dan 

G l~d::; j d r*(o<) ~f.?iJ 

en haar entropische fct z(~) is gegeven door 

t[t) j TX n J TX j' ~ T 
..f. - i J UJ (~J ~ £. d r lot) ,~ (Ol.) = 

0 fff-(ol) J t n\{t,(C><) e J {F &,<) ~ «.,[T\ " 

-jdt:"*'{) e<~/:r-) IJ.~(,z,tr)) 
- r c{~ =.e 

waarbij de verwisselbaarbeij der integraties wederom althans voor 

zuiver imaginaire -r vaststaat. 
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4 .- Q}:thogonale polynomen • 

De methode van approximatie ener verdeling volgens Gram-Charlier en 

Charlier B kan tot een zeer ruime klasse van verdelingen worden uitge
brcid~ 

Zij F( x) een verdeli:ngsf ct ener stochastisc,he variabele, die niet 
(behoudens een wh nul) slechts eindig veel waarden aanneemt en waarvan 

allc momenten bestaano :Uan bestaat ook f P( x) d F(x) Vt:,Or een wille-

.. keurig polyaomium~ Vle bepalen dan een rij van polynomia fo<;x:}>PiN.t{:xll··· 
waarbij de index tevens de graad aangeeft, die de eigenschap 

( 1) J p~ (Y-) .~. (.X) d. t(.i) = ~ff\, 

bezi tten. Gelden de gelijkheden alleen voor n t m, dan zijn de poly-
' nomia 11 orthogonaal 11 o De gelijkheid voor m = n heet "normaliserings

voorwaarde"; zij legt een mul tiplicatieve constante in -g,,. (x) vast, die 
door de ~rthogonaliteit alleen niet bepaald kan worden. In plaats van 

"orthogonaal" en "gernrmaliseerd" zegt men veel 11 orthonormaa1 11 • (Dat 
,. is dus (1)),, 

C. 

' ,J : 

Dj.t orthogonali tei tsbegrip is een generalisering van 

loodrechtheid van vectoren'. Twee vecto~en x i(.:x,,'.ll'l,:x3) 

in de driedimensit1nale ruimte zijn loodrecht op elkaar, 

i.s~ Het quadraat van de 2.engte ( 17 norm") van de vector~ . 
'\~•:'iO:!7 n dimensies (n> O, geheel) kan men deze defini ties 
har.-:1.haven. Generalise.tie tot aftelbaar oneindig veel dimensies vindt 

-') 

plaats door als vectoren :x.;;;. (:J(,,'.X1 ,:x, - - - · - - ) 
) .> \ "° die coordinaatrijen 

toe te late_n, waarvoor de norm, d. i. I£. ~1 , eindig is. Orthogona-
' ''° li tei t word t dan _gedefin,ieerd door: ~ '.X'; •~j_ = o • Vat men nu de waar-

den, die oen rsele fnl'.lctj_e g( x) ( b. v. voor o ~ x ~ t) aanneemt, op als 

een generalisatie van de coordinaten van een vector, dan kan men als 
norm van g(x) nemen~ 

Orthogonalitei-+; van g(x) en h(x) wordt dan gea.efinieerd door 
I J ~(x). t(x} dx =o 

Een laatste generalisatie bestaat daaruit, dat wed x vervan6 en door 
d F(x)o Vergelijkingen (1) is dan verkregen. Stelt F(x) een discon-

tinuG VG:rdeling voor, 
dan gaat (1) over in: 

voor .A'. ~o geheel, 
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De afleiding van de polynomia ~h) kan op de volgende wijze warden 

uitgevoerd. 

Stelt men 
~--

'P,,,__(,:x) ~ 4 1->xk X k , dan kan men '"P~k/--P bij gegeven 
'Y\'I'\. 

n voor k < n bepalen door dat voor alle m < n j .):'. ,1'\. ~cxJ d Tc:xj =- c 

moet zijr; wordt dan vastgelegd door~ j {'P11c.,0 \" d fcj{) = , 

wanneer we nog af spreken Y'l'l'Y\ > o te kiezen. Imme rs deze integraal kan 

niet nul zijn voor --Pn-'11. t, 0 1 daar anders ~ 11 bijna zekern slechts de n 
wortels van f'rl(?l) zou aannemen~ Men vinctt op deze wijze 

I j'-1 - - - - - . µ~.._ 
JJ-, }½. - - . . fl 

, I 1 ~; ti 

Dit is ook gemakkelijk rechtstreeks in te zien. Vermenigvuldigt men 

t_l:t) namelij k met ~ 4'1'\. dTcx) ( 0 ~ m ? n-1) en integr8ert men, dan gaat de 

laatste rij van de tellerdeterminant over in ~cin van de andere rijen, 

zodat de determinant komt te verdwijnen~ voor m:::: n daarentegen krijgt 

me"'.l 6..,1- in de teller. Vermenigvuldiging met t'h. =- L\,11.-,/Vb t, 
'n "(I-/ 

geeft dus 1. ,_, 

In bet bijzonder is l:lx),,,, ,7, (JC)-:=; 

~ cr2 i.2. -j3J(, -er,., (il<t) - (i ~/G' - I 
\£('.¥) ,.. -v ,.,- = ;; 

rt- 2 It - ~t r.-.'l. \r- ,; 
V er-/ ,,. /) - V V 6i - ti +2 

Zij nu t(?i)een meetbare reele fct met integreerbaar ~adraat, 

d. w .. z. met l y.2 = j f re.xi( d fl~) eindig en Zl J h,,/x):::: a('.ll)-E, 0'1'11. ~,..(:x.) 
.? 

met constanten 6'\"f\, , die we nader bepalen door te eisen dat t.. b: 
zo klein mogelijk zij. Tengevolge van de orthogonaliteit is echter 

11 '1'I.. 

'!. b~ ~ t a1 -) .s o'm j t(:t),~JJ/.> dfc'.ll) tL~ r:: 
_ 0 D 

Door partiele differentiatie naar (!\'n vinden we als voorwaarden VD'1r 
,,. 

het minimum de niet van n afhangende betrekkingen: 

V J Vi){) V (x) d 1-c:)c) o~- } a' ~- j 
'II. 

, waardoor de waard.e van het minimu/m c 6~:: t Qi_ .z; r,: 
tallen ('n..., heten de ontwikkelingscoef:t.icienten van 

wordte De ge-

t (x) met betrekking 
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tot de 
11 ... 

. s:;:;:,., .( '(:' j_ 

Derhalve is C ;('Ir- ~ (-- '! ~ ::i 
voor iedere n, dus is Lt~ conver-

o 
t " -gent en ~ c. 'ti.. ( gegeneraliseerde n ongeli jkheid van Bessel 11 ). De -

reeks E'- r- ~nl'.)(.) behoeft echter niet te convergeren~ deze conver-
b 

gentie moet in de afzonderlijke gevallen onderzocht woruen. ~en quadra-
ti sch t. o. v. F( x) integreerbare f ct y(·)() zal,,.. 6 ezegd word en tot de door 
·V (J - l 

l'\'l'\(:x) be·.')aalde functieklasse te behoren als 2-;. J-;;... :::: 'l rl (niet 

slechts f ) is dus lim th~= o • 
'11➔o0 

Dan is dus 

( L,c:x.) -b cr~ 1:.()(JJ\1.T t,>c) = 0 
.J 0 

'f\ 

Men zegt dan, dat 0(:):.} door de hJ.~> ~ ~ t'n\ 1'~,Gx) 
deld geapproximeer£ wordt. Dit betekent echter 
convergent is, en als zij convergent is, hoeft 

te hebben. 

guadratisch gemid

ni et , d at .L <P" 'V'm (-x) 

zij J{:x) niet tot limiet 

Zij nu G(x) een verdelingsfct die 1e constant is op ieder interval, 

waarop F(x) constant is en 2e continu is in ieder punt waar F(x) cor,
tinu is. Uit stelling 15 van Caput II, § 2 Whr pag. 68 volgt dan, dat 

er een fct 0/J..) bestaat, ·waarvoor 

G 0'-) = J (Ll,I) d 1-(u) 

is. (Deze fct J'@) is niet ondubbelzinnig bepaald1; zij kan b.v. op in

tervallen waar F( x) const2,nt is v1illekeurig aangenomen, b. Vo = 0 ge

kozen worden). In bepaalde ~evallen kan cfl?l) met haar quadratisch ge-

middelde approximatie door )m C"m. 71\'n.b) een approximatie 
o::> X o 

C c~)=E r~ i l?mL'.X) cl f(J<) 
(? - (r' 

en, als jT()c)-::t(X)~X en oleitxJ=il)£jJx. is:i 

G c:;r.);: ~ r~ 'P1n (x) f L:t> 

corres1Jo;:-1deren 1 waarbij J'I')\, = j'Prml'X\ ytl'.)clT0) ~ fl\,IX) d ~{2) is. Aan deze 
reeksontwikkeling zijn analoge bezwaren verbonden als reeds vroeger 

vermeld, t.w. zij behoeft niet te convergeren, en als zij convergent 

is niet G(x) tot limiet te hebben9 breekt men de reeks nan termen 
af:i dan ontstaat een fct die niet nGodzakelijk monotoon behoeft te 
zijn (dus niet noodzakelijk een wh-verdeling behoeft te be:palen). In 

het bijzonder is zeker geen approximatie te verwachten als G(x) b.v. 
" 

de verdelingsfct van een monster uit een continueverdeling F(x) voor-

'- " stel t, daar dan 6' ()1) al niet bestaat. 
Tech vermag een eindig beginstuk van de reeks voor G(x) soms wel 

een globaal beeld van deze fct te geven, al is niet bekend, onder 
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W3lke voorwaarden en in welke precieze zin dit het geval zal zijn. Om 
feze reden wordt een dergelijke ontwikkeling met behulp van orthonor

□ale 7eel/termen herhaaldelijk toegepast. 

ppr~e£~fi}1g: de verschillende aan g( x) opgelegde voarwaarden gaan in 
.. c1ndere over, als we in pla·::.ts van :iolynornen een and ere klasse van fcts 

voar deze antwikkeling gebruiken. 

Voarbeelq_e~.i] ~ 

a. Bij de rormale 
male palynomia 

- .!. ]l 2 
.. l' p I f l. verde ing l(XJ == 11_- e 

-o H~, l'.X! 
r"'n (:x) ,:: --=-

Vim,! 

I) Y)ll 
V 

Vgl. § 4, 1 pag. 167 (TThr 256) en 170 (Whr 259). 

H,ml'XJ zijn de veeltermen van Hermite. 

behoren de orthanor-

b. Bij de hamogene verdelin~ tussen -1 en +1 beharen de orthanormale 
-o !~ r polynomia r,yn.{:x)y T , wanneer 'YY\0t.) de veel termen van A.I,:i. Lege1~-

dre ( 1785) , ook vvel ( zonale) bolfunctie s genaamd ~ voarstellen~ 

'Pux),,:: /zf 1,)/ Y l _ )15' J(I; +- JO:> X 2 -sj 
Deze polynarnia moeten nog met Vt > Yf) ..... i V? verrnenigvuldigd warden 
o□ genormaliseerd te zijn. Zij warden verkregen met behul; van de 
voortbrengende fct 

. 00 1 
r====I =~ :: 11 ~ t.:i() i 
V ) - 2. i )L t-f D p 

en voldaen aan de differentiaalvgl 
2 '\) II 'i) I 1) 

(:x -1) r,m {?CJ +2:Jl r,r. .. L.'.L) - 'l'fl.(')n+r\ ro,,J'.l!'.)~o 

aan de differentievgl 

(,wH-1) 'P ,. ('1.) - 2 x Irr,\ ... .!.)' P ('X \ t-'n-t 'f>(Y\I _1(.'.l'.J = o 
. 'fi1 ,- I \.. 2 IY\'- J . 
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en aan de differentie-difierentiaalv6 1. 
:i '-+ I 'f' 1 I, D D 
~ 'n1. L'Jl) + x ~,. (x) ::. r111 ..,, Cx) 

Terwijl nog t_,(--:i.) =(-,f 'P'>11 0,) is (zoals bij de orthogonale polyno-
mia die bij een willekeurige symmetrische verdeling behoren eveneens 

het geval is). 

c. Bij de verdeling van Laplace bL:x)::.f-::c {'.J(>o)behoren de veel termen 

van hl~?.l:.~~rr~ (1879): 

L'lt('.M'.\ 
~I ziJn orthonormaal. .IJ3 polynomia 

Speciaal is: LO LX)::;:: I 'i L [:ll) .. - I+ X 'i L i)lJ = :i... a. - 4'Ji. tZ ~ L -/t J ~ - X ~ + ~ :Ji. 2 - j 8 '.)( -+ b ~ 

L 4 ,1 ~ I L S" 1.; 3 I 2. 
41 ['.¥.) :; Y.. -,~ 'X + 1). 1. -1 b ')L t 2 4 j s l-:x.) ::. - X + 2 s ::x. - 2 (Jo 'Jl -t /;io ✓ :x - 3 DI) 'X- -+ I J ., ) 

(, ;S '-t 3 ~ L t,C:t j .... Jl - 3 b .Jl * 4 57J ':i - l 4 a v ?C. t 7 l lJ o '::t. - 4 :i 1 o ::X. -+ 7 :i o 

Hun voortbrengende fct is t 
-:x..---r 

/- t 

/- t 

de differentiaal-, differentie- en differentie-difierentiaalvgln zijn 

L I'()+ , (:Jl) -(_ J.. rn + , - x ) L ,y..(_'.X) + 'l"\" L '11 ~, [::ic) :::o o 

I 

)l L""' {:iq - rn, l..,._lx) ..... -n 1 Lin -l~) ==- o 
- a/. o(>( 

d. De bij de verdeling van Poisson t(;t) .,...e .xi 
nale polynomen zijn, zoals in de vorige paragraaf 
nomen van Kummer: 

behorende orthogo

ib bewezen, de poly-
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We kunnen deze bij de verdeling van roisson beborende orthonormale 
polynomen ook verkrijgen door ze naar factoriele in plaats van naar 
gewone machten van x te ontwikkelen: 

'n1 lk 
frmLx) "'~ ?rmk '.:C 

£) 

We maken dan gebruik van de door volleaige inductie naar h of k te 
bewijzen identiteit 

waarvoor we ook kunnen schrijven 

! h ! k \; k !j J, ij !( k + I.. -1 > 
y_ X r..Ll__-j\- ':.l 

We weten 
k )l!k -r.cx 

reeds (pag. 87 Whr 176) dat bij de verdeling van Poisson 

is. De orthogonaliteitsvoorwaarde luidt voor h ~ l'(t1-1 

j x 1h 1:~L~J dt(-,c)., o 

Nu is 

Nu geldt voor de veeltermen van Laguerre volgens punt c: 
"fL I l ' 

L \: n:J ~1-J n-J 
C ~ ) "Z Ll. ------r- t ;)( > 

'rt I) j' 

:::: 

.,. . 
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\'t \ 
waarin L~ ~) bet op pag. 175 (~hr 266) ingevoerde gegeneraliseerde 
polynomium (van de graad n) van Laguerre is. 
Dus 

Deze polynomen laten zich dus in de afgeleiden van de veeltermen van 
Laguerre ui tdrukken~ waarbij evemvel de symmetrie verloren gaat. We 
hebben nu ,,, 

waaruit volgt, dat 

!\,, -I o (_o/) "'m-1 if:1'. I , 
) 

I I -'.t 

-

I O f h ~ 1\1"\ - I} 

/\ 0 ''\ (o<) 
A,~,, (o-) 

- - - • °" (\'Y>\· I ,.,_(oi_) 
I' 
I ,:r . "O\ 

met r:.. =;(f\,J:,'0\-1)-:i. ' 
waarbij /j,_ ~T\-/ de 

in bovenstaande determinant iE. 

I 1'\'\ 
minor van Jl . 

~ ~[ .J.. 
e. Bij de ) -verdeling ~{?():; .e. -~ x ( o 'fi::JI~ 1) behoren de gegenerali-
seerde veeltermen van Laguerre 

{«i ~ ~ 

L i Id ) -.x i'Y\·h:,,/) 
1• l ~) = :i_"' ,n 1 (~ '.l (.e x -:: 

"I\ I. 

;: )k (~1+d,.)· t-:x)_" 
L_ '11-k LI 

I) , I;. ½ 
Na deling door { i{o<+,J{'fl!°'Jr~ zijn deze polynomen orthonormaal. 
Voor DI~ o krijgt men de in punt c genoemde polynomen 9 Lai:suerre be
schouwde alleen dit geval. 



Tu, 

b 

Math. Jtat. 192 

We hebben: 
{oq \oq 

L l) (Y) .::::.. I ') L, pl) :: - )( + ::,1-i- ( 

I l 
(d..ty)' 

.'.( + -'------
:11.; 

De voortbrengende fct wordt nu; 

-~-1 - ~-~ [_ ~«} h 0-0 ~ ;:: h Lh (:)lj+ 
0 

Ver~er gelden de volgende betrekkin~en: 

{dJ f~l ~~i 
l(l., L in (~) :: ( <>t + 2 1c + J -I) L ,n _ 1 bl) -{ !fl t J - I) L 'fl _ 2 (;x) ) 

la( 1 
I I l ('n + d) ; , 7:-/ z. Lin l~J = rn _tv'M r - -n ;(':>; d. ... , ·, ~) 

r-,➔ o 

(waarin F de hypergeometrische fct is) en 
J id 1 f c( t,} 
- L t1 J =-L (x.J ,l "' . l\'1- I 
(A Jl. 

f. Bij de~- -verdeling, naar bet interval -1 < :x< J get1ansformeerd 
I cJ. (3 

~C:x) ,::-----· &+x) ~-Y.) 
b , ./.+r, +' 12 (o1 ... 1. 1<.+1J J 

,z J? W ;111+· \ 
behoren (behoudens een normalisatiefactor ~ ,n ) ) de ve3ltermen van 
C.G.J. Jacobi (1859), die door hypergeometrische fcts kunnen worden 

voorgesteld: 
n(d,~) -r( I- :x) 
r. (x) - r - tn. "n T o( +- A t I ' ol + I , - . ::: 

•"Y\ - ) i- J ) A.. 

""'- \' ::: 21 '\1 .J l" t oft-(,+,){ in+ ch (3 t- 2) ... - .. - L If)+ ,J. + r + j) 
" (oi +I){ d t 2 j . . . -( d t i) 

g. Bij de verdeling V<}n Bernoulli t{'.¥)=-[:~)t/· l\,N-x i1,+9;=,)behoren de 

orthonormale polynomen van M. Krawtchouk (1929) ~ 

(N)-½, _rn-Ji ~ 'l!-)(N-x){')() rn-j j 
1~1\'l(xl:\1n lt-q) 4l-1} ~1-i j 'r- 1 
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\ 

Hiervoor·geldt: ..l~m ~'\'\,ri) ..,(1'll.,n!f' ~/\\(~) 
N➔~ 

met ~~[t,~l + -z{1}iN}r1J 

en indien L t ~ == ol. 
1\1 ➔ r.<> 

geldt; O. ,h {-lt'1o1..nh_\✓-\/tn)( \ ;\,~,\\ I ... (::>l),,, ____ - 1-} 
\\I➔ .ia 'It v;;, .u o( 

overeenkomende met de limietovergang van de verdeling van Bernoulli 
naar de normale verdeling resp. de verdeling van Poisson. De voort

brengende functie is~ 

• 
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Hoofdstuk 4. Mons~er- en toetsingstheorie~ 

§ 1. Maximum Likelihood. 

1. He,t_re,c,_}:lt~§.1r~.ekse J2.!'0blee~m.~ Gegeven zij een vz ( i;po

pulatien) van evn ( eventuali teiten). (Elk daB.rvan kan ui t 
een reeks of and ere vz van eenvoudiger eventuali te:L ten be-

staan). Op deze vz zijn 1 of meer kategorische systemen van 

kenmerken gegeven. Van elke combinatie dezer kenmerken zij 

de frequentie bekend. Men wens"3 de fq_n van 1 of meer kenmerk

combinaties te kennen op een deelvz, die 1 of meer gegev2n 

eigenschappen bezit (b.ve gegeven uitgebreidheid, gegeven f~ 
voor 1 of meer andere kenmerkcombinaties). 

Dit vraagstuk. is ~n strikte zin alleen door rechtstreek

se waarneming oplosbaaro Langs mathematische weg kan men al

leen iets bere:L::-,:"J:vi , als men de deelvzn aan zekere permuta-

bili tettsej_sen onderwerpt. B.v. de permuta'biliteitseis, d::_o 

het gev~lg is van willekeu:rige permutabili tei t van alle ~-::Jr:: 
der gegeven vz (die dan een 9ollectie genoemd wordt, vglo 

pago 6). Daarbij zijn alle deelvzn van eenzelfde uitgebreij

heid pe~mutabel. (Het kan echter nok b.v. voorkomen, dat de 

gegeven vz ui~ 2 o~ meer collecties bestaat e.d.). De deel

vz· is dan een .§,.i,ge,nlijke,_pt~.£;:t:;::,2,9_e±: ( cf 11 monstern); de op

lessing van'het vraagstuk wordt dan volgens hoofdst. III 

§ 1, pu.nt 5 (p,, 89, 17:Thr 178 e.v.) e;evonden: men kan niet de 

f Cl,n der gez,Jchte kerune:rkcombinaties zelf berekenen, maar wel 

de f qn ( 11 whn11 genoemd) , wa 'rmede deze f(l,~ in de colle ctie 

van alJ.~ monsc,'3rs met de gegeven eigenschappen vcorkomen •. 

In verband met zuiver wiskundige moeilijkheden wordt door

gaans de ber-::lrnn:i.ng voo:"' ej_genlijke monsters door die voo:r 

one1c~~lijke (Bernoulliaanse, vgl. pag. 15 e.v.) vervangen 

d.w.z. men verwaarloost grootheden die tot nul naderer1. als 

de ui tgeh1'.'eidheid der collectie onbepaald toeneemt. 

We beschouwen nu de ev "een te nemen monster zal bepaal

de kenmerkcombinat:; es met bepaalde fq_n vertonen". Voor elk 

dezer evn ::.s -;rclgens het voo~c-gaande een wh berekend op g:::-:nd 

van zeke:re :!:Er:rr-1}t8.hi.li tei-: G- (en/of o:mafhankelijkheid s-) 

eiseno Deze eifn vormen dus volgens pag. 27 (vgl. pag. 23 

e.v.) een whrveld. Nog altijd is daaruit echter geen enkele 

emp:trische ui tspraak omtrent een bepaald te nemen experimen·~ 

af te leiden. Dit kan in het geheel niet geschieden in de 

vorm van een ui tspra11k, inhoudende dat bepaalde verschijnse

len 11 zulle:n'' optreden~ mae.r alleen in de som van een gedray;f•· 
_!'.S8el voor menselijk r..a:".ldelen, die ~rte in de vorm van een 
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definitie kunnen geven: iemand 'Fordt gezegd "in overeenstem
ming met de wh,;:n te handelent: indien hij bij zijn pogingen 

een bepaald doel te bereiken vooraf slechts rekening houdt 

met evn, waarvan een wh gevonden is die minstens een bepaal-

de kleine wa~rde S' bezit. Hoe klein deze wh 8' is, val t 
niet in het algemeen te zeggen. Deze waarde hangt o~a. af van 

karaktereigenschappen van de betrokken persoon en van.de 

waarde die hij A.an het berei~-cen van zijn doel toekento ii:re 

kunnen deze definitie in een axiom~ omzetten, door verder 

alleen rekening te houden met gevallen, waarin volgens deze 

gedragsregel gehandeld wordt. 

(In de filosofische literatuur over de whr treedt een 

onderscheiding, overe2nkomend met het niet dan al zich be
perken tot gevallen, v,,a,irin volgens genoemde gedragsregel 

gehandeld wordt, op in de formulering van het verschil tussen 
"werkelijke" en nredelijke 11 verwacbting van de betrokken per

soon aangaande het gebeuren der ev). 
De bier bedoelde grootheid o' is doorgaano zeer veel 

kleiner dan de in de statistfek gebruikte onbet:i;:ouwbaarbei_~t. 

K_rens ("level of significance"), E. , waarvoor meestal b.v. 

0,01, 0,02 of 0,05 gekozen wordt. ~7,ij hangt daarmede als 

volgt samen. In plaats van een enkele ev ( i. c .. bet bezi tten 

van bepaalde f~n van een bepaald te nemen monster), die dus .. 
zelf.al een deelcollectie van eenvoudiger evn ·was, beschouwt 

men daarvan een groot aantal n. Voor sommige daarvan zal 

later blijken, dat zij -Op grand van een bepaalde keuze van 

E. (b,v. 0,05) niet-verwacht en tocb gebeurd zijn, De in de 

loop van de tijd werkelijk optredende reeks van te nemen 

monsters wordt nu als el er1e1 nieuwe collectie beschouwd, be

staande uit alle ~tuele reaksen die zouden kunnen optre

den. Men kiest nu i.. zodanig, dat in deze nieuwe collectie 

de reeksen V1.raarbij 0nder m niet-verwacbte resul ~aten meer 

dan f 1 il!V\ i;-ocb zouden gebeuren met een f~, ~ S- voorkomen. Daar

bij is ~' een getal dat strikt genomen j,. .. tl._s grater is dan de 

onbetrouwbaarheidsgrens, maar in verband met de veelvuldige 

toepassingen. fl.us de grote waarden van n, daaraan gelijkge

steld kan worden. Keuze van een onbetrouwbaarheidsgrens c. 
betekent dus: geen rekening houden met de eventue.li tei t da:t 

~ 

in een fractie van bet aantal toepassingen die noemenswaard 

grot-er dan E. is, een niet·-verwacht resultaat toch zal gebeu-• 

ren. 
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JVIethor.e v2,n Bev2 ~, -~_,_::rnl2 ·'co~ 
• ""-"'•" ,_ ... ~ ~•" •• q~ .... ,-.. ,,-Y .... ~.,..-. ; ••• .• ,.._,."-,.__,•-c,:,., '«" -~ ._ i-;:_,._,, ~, _" ~-~ · ·· 

We keren nu terug tot de u:.1 tgano_:"'colle c:-tlr:' .. waa:;.~·::_,i; ::'en :~:i:;:'. 

ster genomen wordt. Als de fen dGr k3nmerk2 1~:-:-:::,1~ r2.tie s :;_n r'.t~ 

uitgangscollectie (die we I noemen) £_E:;_t13_nr.:'., zt~_:'.;, kan de 

van een stelsel fqn in het te nemen monste:t ( s.at w(:; met L 
aanduiden) berekend warden. Veelal ech-cer zijn d.e f~~'.l in T 
niet bekend, en warden van een werkelijk genornBn monster d~ 

fCJ..tl waargenomen. De vraag is dan, wa~c omtre:1t de fqn in I 
gezegd kan warden. Zuiver deductief niets Qat niet trivieal 

is ( zeals b.v. dat een fq in l niet = 0 kan zijn als het , ·,, 

L. > 0 is~ I eindig ondersteld). 
Alvorens deze vraag nader te bespreken, zullen we ze in 

algemene'lt\vorm stellen. In pla-:rts van de aan een monster waar 
te nemen fqn beschouwen we algemener een eventueel waarno,,, 

mingsresul taat \V, bestaande ui t een aantal getalJ.en, die 
van experiment tot experiment kunnen varieren. ?::-,:t ksn ook 

voorkomen, dat .9E.~]-_ttatJ.~y~ waarnemingen Oi-1 ~:;_--eden, waarbi j 
iedere waar te nemen quali tei,t een eindj_g kateg-:.i::..·i sch sy:::-':: :m 

(b.v. k verschillende kleuren) doorloopt~ Door de ke.::.1.merkeL 
van zulk een systeem te nummeren, en de wa13r.ger..o::1e:".l quali

tei t door haar nummer te vervangen, is dit geval tot dat 
van de quanti tatieve ~vaarnemingen terug te bre:ngene Er be

hoeft dus niet afzonderlijk rekening mee geh0uden te WO::'.'.'dcr:. 

We onderstellen verder, dat op grond. van bepaalde ond,3::---• 
stellingen van elk waarnemingsre sul taat ~-w, ( van een bepaalde 

soort, onder bepaalde omstandigheden) een v1h kan word en be~

rekend ~ Deze onderstellingen ··1allen L1 twee groepe1-i ui teen~ 

1° algemene, b.v. perm1.::.tabiliteits-- of or..aft.21::kelijkheids

eisen, 2° bijzondere~ e.'J. wel a) spec:Lale aa~'.'d van bepaalr.e 

fcts en b) Speciale waarden van bepaaJ.de jn deze fcts nog 

optredende parameters. Bij de mee:ste toepassing3n wo:'.'den d.0 

algemene onderstellj_nge~-1 en ook de o:r:der ~ :i a) ge;,oAr,"c1e bi j • 

zondere zonder voorbeboud aaD.va::1rd, te1"wijl r'--:-n de on-:1.er 2° 

b) genoemde ter discussie stelt~ En wel tracht men "bij het 

inverse probleem iets omtrent de waarden de2;er 1")ays.rr_eters 

ui t het waarnemingsre sul taa-'c °1,~r af te leiden~ Z od:c."a r:.en de 

onder 1 ° of 2° a) genoemde onderstellingen ter di s,:;1:.3sie c: :,l. 
doet men dit" door een deel ervan in de vc'._nn 2° b) te doen ovp·,·

gaan. (VTil men b.v. een onafb,.,nkelijkheidseis laton ·iallen, 

dan laat men een be~alj.. +;yp,0 vB:vi. i:i-f'hi::i11ke1 i.~ 1'.'",,,ec.:'c'i. -'~oe, doo:L' 

1 of meer pRr8meters bepaald, die b.v. in het ge✓~- va~ oncf 

hankelijkheid de waarde O aannernen. Daarbij treedt een r'7e:> 

gang als in punt 1 genoemd op. wqa:.:.··'.:Jij een niet..:we coJlect:l.r; 
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gevormd wordt, welker eln b.v. oude collecties of vzn of 
deelvzn daarvan zijn. (Daardoor blijven ook daar - weliswaar 
gegeneraliseerde - algemene onderstellingen bestaan). We la-

. 0 0 
ten nu verder de onder 1 en 2 a) genoemde "vaste" onder-
stellingen onvermeld en duiden 4e onder 2° b) genoemde 
11 variabele 11 ( of "parametrische:') onderstellingen tezamen met 
clf ( "hypothe sen") aan. 

Voor iedere specificatie ~. van de is dus volgens de 
onderstelling voor elk waarnemingsresul taat °1/"' een wh gede
finieerd t die gewoonlijk door -p r(,'\.~v"' l °<lfJ aangeduid wordt • 
'). Het inverse probleem in zijn algemene vorm luidt nu: 
al s een bepaald waarnemingsre sul taat °w: gegeven is !._Onder 
dat een specificatie Gjt van~ bekend is, iets l'\mtrent de 
mogelijke specificatie ~Z.0 van ~ te zeggen. 

De methode van Bayes-Laplace komt nu op de onderstelling; 
dat ook bij gebreke van waarnemingsmateriaal iedere eventua
liteit een bepaald wh bezit. In-casu wordt dit toegepast op 
de ev dat een bepaalde specialisering itt> der hypothesen zal 
blijken waar te zijn. Deze wh· "P [~J wordt de wh e. I?l'iori 
van ~o genoemd. Men heeft dan: 

-PI w M1- ~o] ~ r'[ ~o 1 -P ( 1-vl °Jt] 
maa.r ook rrv etr\ ~J ~ Pl~w1 -PI <lEJw) 
waarin '?(1(, \1v'} de zgn. wh a __ riostri.£!i van °df, , de voor
waardelij ke wh v,_:n <lf0 onder de voorwaarde °'W" is, Derhalve is 

dus 

Daarbij 

bepaald worden, daar alle hypothesen volgens onderstelling 
een katego::-icch systeem v9rmen. ( Indien ~ continu van een 
of meer parameters afhangt, meet de som door een integraal 
vervangen worden). 

Hierin treden echter de onbekende V1rhn 'P[ '1f] op. Om 
deze te elimineren onderstelt, Laplace, dat als geen gegevens 
aanwezig zijn, alle hypothesen gelijke whn bezitten ("in-

·; 
differentie-principe 11 ). Deze onderstelling is echter op niets 
gebaseerd. Zodra men de whr een empirische basis wil geven, 
moet ~en deze onderstelling interpreteren als: alle hypothe
sen zijn even vaak waar$ Dit is echter in het algemeen aller
-JDez;-notatle~Js typografisch boven. de vr. oeger door ons ge-

bruikte _ y I_··-:[-·} te verkie2;e:n~ . , . 
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minst het geval. Eliminatie van -P [~f] op grond van het in

differentieprincipe is dus niet mogelijk, Wel kan men vol

gens R, von Mises in bepaalde gevallen asymptotisch voor 

grate monsterui tgebreid!1ec.cn de rf~] elimineren. Tot em

pirisch toetsbare resultaten schijnt dit echter niet te kun

nen leiden. 
De methode van Bayes-Laplace, die reeds in 1842 door 

J. Fries aangevochten, en vooral door R.A. Fisher (1922) 
grondig gekritiseerd is, wordt desondanks soms nog gebruikt, 

b.v. door H. Jeffreys (1941). Wij zullen dit echter niet 

doen. 

3. Maximum likel~h~9d. 
Indien men bij de methode van Bayes-Laplace de ~?hn a priori 

p [ ~) zou kennen, zou iedere hypothese ~ op grond 
van ci..r een bepaalde Wh P['<lf 1'1v1 bezitten. Men zou dan 

bij gegevenC-W de waarsch_;i.jplijkste_ hypo--shese~t0 kunnen be

palen, d,i. degene waa:rvoor -P[°<lfJ<i-11 maximaal is, dus 

f[~J~] ~ Pf~tl1J} voor iedere (toegelaten) 'df o 

Daar het resul taat ,;.,._:-e::· ·sl. van de onbekende whn -P [de) 
afhangt heeft R.,A .. Fisher 1

) in 1922 een ·,1ethode aangegeven, 

om op and ere wij ze zond~r_onbekende whn fl°£} in te voe

~ bij iedere V een~ te bepalen, die, zoal niet de 

waarschijnlijkste, dan toch in andere zin als "de beste" kan 

gelden. Hij .,.- , _ ·-· ~vervangt daartoe de ui tdrukking 

'de wh van C--W-- indien ~ waar is' 

door de uitdrukking 

'de aannemelijkheid van~ indien°tv' waargenomen is'; 

d.w.z. hij definj_ee:rt laatst,/genoemde uitdrukking door de 

eerstgenoemdeo Hij beschouwt Lu. die hypothese als "de beste" 

waarvoor deze 11 aannemelijkheid 11 (likelihood) zo 
"' 

lijk is. Duiden we deze met~f aan, dan is dus 
A 

( 1) -P[wlcif) f "P\Vl°<lf] 

groot moge-

voor iederc ~oe e;e1.Rten "'Jf .. Anders gezegd: de aannemelijkste 

hypothese is diegene, die het gegevc,·1, waarnemingsmateriaal 

met de grootst mogelij~wh voortbrengt (d.w.z .• met grotere 
wh dan iedere andere hypothese), Het is nodig op te merken, 

dat de aann~mc~.ijkheid van Cje indien~v waargenomen is niet 

als een wh van~ onrl_ er vooi:-waarcce ~ te beschouwen is, 

1) R.A. Fii:!her, On the mathematic3.l fonnd.ations of theoreti
cal statistics, Philosophical Transactions of the Royal 
Society A g::,p. 309 - 368, 1922 .. 
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daar niet aan de hoofdeig.enschaF]en der whn (zie pag. 14 en 
15), b.v. de additiviteit voldaan is. Daarom heeft Fisher 
een nieuwe term "likelihood"(= 'aannemelijkheid') ter t1n

derscheiding van nprobabili ty" ( ='1wh") ingevoerd. 
We beschouwen nu het geval, dat de eventuele waarne

mingsresultaten beschreve~ worden door n stochastisohe va
riabelen ~1 , ••• , ~n' die v-0or een speciaal waarnemingsre
sultaat de waarden x1 , ••• , xn aan.tJ.eme-u-$ en de toegele.ten 
hypothe sen door in1. parameters $, , •.• , 8M , d:t-e. voor een spe

ciale hypothese b. v •· de waarden 0 , ... , 0. aannemen.. Dan 
1,.:i I\Y\," 

is 

f [111 °Jr 1-== -PL ~I :':i, ~ ...... tA\ ~'YI. ~·:x'I, \ B, ~ e,.o ~ ...... , ~\ 011)\" 0~1.~l 
Het rechterlid korten we af door -Pl ~, ....... ,!l.'\'\ \e,o)··•· .. 1 e'\'T\O] ... 
Zijn 81 de aannemelijkste parameterwaarden ( j = 1, •. ,m), 
dan geldt bij definitie: 

(2) "f>[:x,.., ..... ~~ \~1 , ...... .0-n-.1 ~ -P [ :x.,) ......... x'l"l\01 , ........ B~l 
voor alle toegela-ten & .......... , Pl'(Y\. · • Indien de aannemelij kste . ,.. 
parameterwaarden S.i door di t maximum-probleem bij gag.even 
:Xt ( l f l § "I\) ondubbelzinnig bepaald zi jn, worden zij dus 
als eenwaardige f ct s der :x.i. verkregen, die we door tj { :t,r .... , ~) 

voorstellen: 

" (3) ~ ~ t/:>th ...... ,:X<'II.} 

De rechterleden van (3) zijn fcts, die uitsluitend van de 
waarfaenome1~ gr(!Otheden •Xi , niet van de onbekende parame
ters e1 afhangen,. We noemen zulke grootheden: statistische 
.earoothedep. '(Engels: statistics). Zij zijn ook stochastische 

grootheden: !j ,. tJ ( ~. 1 ........ ) ~") wier verdelingsf ct echter 
wel van de 0i a:fhangt (d.w.z .. e·erst als de parameterwaarden 

Bj gegeven zijn, bezitten de t1 (x,) een verdelingsfct en 
worden zij dus stochastische grootheden). 

Indi-en -d-e,. stochastische variabelen ~i continu verdeeld 
zijn, z~jn de 8i · zeker Bill door het maximum-probleem en de 
vorm waarin het tot dusverre gegeven is bepaald. Immers dan 

is de wh cloA- ~i de preciese we..3.rd~n 3£.i. aannemen al tijd = 0, 
zodat het "maximum-probleem" ( 2) de vorm O ~ 0 aannuamt o 

Inderdaaofl leert de waarneming dan ook niet dat ~i .. xi 

is, maar slechts dat de >{~ · behoudens d·e waarnem!ngsonzeker-
heden :: Xi is. Beschouwt men ~,, ......... , ~,\'\ als coordinaten van 
een punt .'.X. ener n-dimensionale ruimte, de waarnemings( re sul-
taten) -ruimte · R,n > dan zi jn ·~, > ........ , ~:,. de coordinaten van een 
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"stochastisch punt lf " van d eze ruimte, en niet de wh van 
~ ~ x, IT.aar wel de wh dat ~ en een bepaald gebied ~ dezer 
ru:i.m-:;e ligt - hetgeen we door het symbool .! e ~, aan
duiden; e word t gelezen als "ligt" in, of "behoort tot" 

- heeft een positieve wh. In casu kan men voor ~ een klein 

parallelotoop nemen, t. w. x, -t, < J, < :x,.., $, 1 ........ 1 .x"'- - f"' "'- ~~ < )("'- + ~ , 

waarin S°1 , ..... , f"" de meet-onzekerheden aangeven. Korter geschre-

ven: I ~i -:xd< ~ 
Zeals steeds bij continue verdelingen veronderstellen 

we ook hier, dat de whn door een wh-dichtheid bepaald kunnen 

worden, welker logarithme gewoonlijk door L{l'w .. •,~l\'l\e,, ..... ,~tffl) 
of korter door L{~p•···,~-n. l~;) of door L/.zd L1j) voorgesteld 
wordt. In plaats van (2) krijgen we nu: 

(2•) -rr~~~ ,i ....... ,e1l\J ~ ?[~E~,el.······)e~"\1 
waarvoor we kunnen schrijven 

(4) ( .... ( OL(xu--··,'Jl..n/&j) 1.,, 1 ~ f { l{i,, ...... ~'\\)/el•) J J "'- Cl .... , ..... ~ l""' z \ ..... -t 
~ ~ ' 

Hiertoe is voldoende dat 

(5) l{JC,, ...... ,x.n.lei) 1 Ll:x,, ..... ,-'¥"')ei) 
is voor alle ej en alle Xi • Di t maximum-probleem treedt nu 
in de plaats van (2), en heeft in vele gevallen een ondub
'belzinnig bepaald e oplossing van de vorm ( 3), gedefinieerd 
voor alle ~ in het 0 ebied der ruimte R'V\. waar de wh-dicht
heid > O is. Vle zullen ons verder tot dit gebied beperken, 

en aannemen, dat (5) in de vorm (3) Oflosbaar is met een
".":'aardige t .i •• 

Indien - naar we verder onderstellen - L (-idlj) 
f.cnt inu en 2 

01 afhangt, 
be+.rekkingen 

(6) 

terwijl de 

I\ 

voor 0i-= 6\ 
alle reele 

maal continu differentieerbaar van de parameter ,. 
voldoet de aannemelijkste schatting ~ a.an de 

5. f!o_o_fdeige:q_s..9hap.pen der. aannemelijkste schatti~_J;,_:j..j_ __ grot~ 
monsters. 
We oncferstellen nu verder, dat 2£,, • • • , a£-nonderling .211-

a~haE!telijke. stochastische grootheden zijn, alle met 9e~~lfd~ 
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verdelingsfct. Voorts dat deze een verdelingsdichtheid f(xlm 

bezit, die van een onbekende :parameter 0 afhangt. Volkomen 

analoge result2ten als bier zullen warden afgeleid blijven 

gelden 1° als er meer dan een onbeltende pararne-cer optreedt 

2° als ,2S, ••• , .!'It ui t f n onafhankelij ke :paren, ~ ')'I onafhan

kelij ke tripels, algemeen cn./h one.fhe.nkelijke h-·c~1llen sto

cbastische grootheden bestaat, waarbij elk h-tal een zelfde 

verdelingsdichtheid bezi t. ·.re onderstellen, de,t 8 :.fillekeu

rige waerden uit een interval kan aannemen, ("toegelaten pa

re.meterwaardenn); f (x le) is dan :> 0 voor allelx uit een of 
I 

meer intervallen, die nag van 8 kunnen afhangen •. lndien dit 

laatste het geval is, onderstellen we echter dat f(xJe) in 

de eindpunte~oldoend hoge graad O word t, op-da:t deze in

·i;erval-eindpunten geen bijdrcS.ge geven tot de voorlrnmende in

tegralen. 

Dan is 

Ll l'..,, .. , ,, .. ,'.l-1\'\ \e) = tn j(x,)e)+ ,,,,.,,, t-½ rlxl\t\e) 

of, e,ls vrn 

stellen (voor alle x waarvoor f > 0 

schouwen we): 
11 

( 8) 

De 

(9) 

( 10) 

Lrk,,, ........ ~~le) .,4-- 'f{Xi,0) 
aannemelijkste sche,tting 

cJL = o 
oe 

~;:iL -<O aei 

io, en alleen deze be-

wordt nu gevonden uit 

(wae,rbij we, zo er meerdere oplos..:..ingen zijn het §3-__})~s..o)-.µte 

maximum moeten kiezen). Volgens Fisher heeft zij enl:ele belang

:rij ke eigenschappen, die YTe thans zullen formulcren en be-

wij zen (Fisher's eigen "bewijzen" zijn onexact). 

Vie beschouv,en daartoe algemeen een rij van ste..tistti;.sche 

grootheden u.'1'(.:x,) ....... ,::r➔ die elk op grond van de verueling der 

~~ voor iedere (toegelaten)8 een verdelingsfct bezitten. 

We zullen doorgaans/regulier zijn, d.w.z. een eindig 2e mo

ment (dus ook een eindig absoluut 1e en gewoon 1e moment) be

zit cen. De vaarde van 8 op grond waarvan een verwachting be

rekend wordt vermelden we zo nodig als index bij het symbool 

t:, voor de verwachting: 

/ van de statistische 6rootheuen onders~Gelle;,.1.~ d:.t zij voor 
iedere toegelaten9 
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Wo noemen dan de statistische grootheid_y,"1. een .Z..!lJY~.~ 1
) 

schatting voor de parameter 0 , indien voor iedere 'Yt en voor 
iedere toegelaten 0 

( 11) re U111,{ 5, ,. ..... ,!"') s 0 

is. D.wz. de "ware" parameter waarde is gelijk aan de ver-
wachting van _y,11'\ • Is dit slechts in de limiet voor n-+ dO 

bet geval, d.w.z. is 

(12) ~"l\ t~ U,n{~,,·····1~n):z0, ,n..., oo u 

dan hete Mn een ,?.-§.~"½.21Jl3ch ~uiv~~ schatting voor B • 
We noemen Y,41 een br~ikbare ~) schatt ing van 0 als Y.a voor 

n - oo b ij na zeker naar 0 convergeert, d. w. z. als er b ij 
iedere positieve £ en 1 een N te vinden is met 
(12a) P[l~-n-01< c.Je]> ,~ 1l voor iedere n > N. 

We zullen verder een ste,tistische grootheid i"l- een g_p_e.J_t;rtl
~endste schatting van 0 noemen, indien zij zuiver is, d.w.z. 

en onder alle zuivere schattingen ~~ de kleinste spreiding be
zit: 

(14) t-, {ttitl~11···· ,~1l)-BJ1 ~ t--0{ u~{~,, ....... ,11\)-0f 
(voor alle 8 en voor alley~ die aan (11) voldoetj. Tengevolge 

van (11) en (13) is (14) aequivalent met 

(l5) le {tn(1,, .......• ~n)1i ~ l~f u~(~11······,~ .. r} 
Voorts zullen we t~een aaymptotisch doeltreffendst~ ~) sch~t

ti.f\E. van 0 noemen, indien zij :.1.aymptotisch zuiver is, d.w.z. 

en ender alle bru.ikbare schatt ingen _y."' een voor n __... oo . tot 
de kleinst mogelijke waarde naderende spreiding bezit; ~: 

l 
£0 {t.J~w····,i~\-£ei'l'l(~,, ..... ,~in>} < 1 
lpf u.,_,~, •.... }"fl)- t0 u.,.l~,, .. ··,~1\)f -=-

(17) 

----..----------
') Engels: unbiased. 
1 ) Engels: consistent 
3) Engels: efficient 
Li) Indien de limiet v;::;.n bet linker lid niet bestaat, moet 

hiervoor de limes superior genomen ·warden, We la.ten dit 

echter buiten b eschouwing. 
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.LJ ,Gr n ~t.. cen einciig..i limi~t b~,,;.it, ia1 q,i t ~IJ~Ui v uleJ..t met 

( 18) lim 'll <:J"/ ~ ~' 'n<J:t 
'17. ➔ oo ~ 'tl➔ oo ~'I'\ 

(voor alle 9 en voor alle ~ft die aan (12) voldoen). 
J)e voorvms,rden (13) en (14) voor schattingen van parameters 

zijn bet eerst door A.A. Markoff ') opgesteld; in bet algemeen 
bestaat er echter geen statistische grootheid die er aan vol
doet. De zwakkere (n. l. slechts asymptotisch geldende) voor~• 
waarden (16) en (17) zijn van R.A. Fisher afkomstig, evenals 
de uitspraak dat de aannemelijkste schatting deze eigenschap
pen bezit. Voorts betoogt Fisher, dat voor grate "11, 

- ~ 7/L ~- ....L. 
C ·- · b · · <I:2. bet linkerlid van 0 c> e' Cl'j~t is , W/3.a.r J.J /P) t'll, 

(14) voorste1~: Deze uitspraak kan gepreciseerd warden tot 

(19) 

en zal de eigenschap der 11 asymc;:,toti2che co:nplement2,riteit" ge
noemd warden om redenen die in bet volgende punt uiteengez.et 
zullen v,orden. 

Alvorens dit alles te preciseren en te bewijzen, merken we 
op, de,t een vlillekeurige l) fct van een stochast ische groat-
he id x zelf oak een stochastische grootheid is. In het bijzon
u.er is dit met de logarithme van de verdelingsdich-'Gheid bet 
ge val. En wel heeft <f( ~, 0) b ij iedere hypothese 00 een ver-
delingsfct, in bet bijzonder bij 0 zelf. 

We onderstellen nu omtrent cp { !X., 0) : 

A .• 1. _ :£{.:x, e) ~~Y...92!.. ieg_~~~la~enf(~-~Y.92.t_J--i3d .. eF.~_:j_ 
f~e~le x gedefinieerd en twe..~E.!~_continu ;eartiee1:___g§~J:' 0 
differentieerbaar. -·--·---
We duiden de partiele afgeleiden naar 0 aan door sti!)pen boven 
de letter (fluxie-symbool, door Newton ingevoerd voor diffe
rentiatie nea.r de tijd, maar bier gebruikt zonder dat 0 de 

tijd behoeft voor te stellen): 

. . { ) Q 'flxl) .. .. cl CP/"¥. Ii\ 
cf) s. w :x.) g ::. ---:.....-- · <D .. c.P { x 0} : + ' .;., 
1 l -:c) 0 ' T 1 1 l> e:i. ..., ________________ ... 

') Wahrscheinlicbkeitsrechnung :> 

H. Liebmann, 1912. 
2 ) meetbare 

2e dru~vertaa.ld door 

3 ) Is f alleen voor .x. 1 (0) < .x < -X.2 l0) 
gedefinieerd, dan treden in de bewijzen 

geringe wijzigingen op. 
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L. 2, De stochasil.§.£be__g!2.2.th~de11.~, 0)_~.n_j/hi.€.~-~un. 
p_ij. §.._e_J1lP9~1Jbel'_e_~.£§.&Ul:i:!?r; eerstgegQ_emde_j.s voo_1' _ _£§en 7 J_ 
pl:.,jE.,a _ _g;eker _Q. ; k.:itf-t-la..J,<,..,, 

Volgens definitie zijn dus 
t 

(20) le rt~,0)1 ""J f 0~{;}0) ( ~ cp(x,eJ J ~ ,. ~ { .t. d. ::,: ol.. 6) > rJ 

(21) ~ fl~>e}\j{ ii~~,0} r -e,'fl;r,t1J dl'. ~ r/• t-,/e)i 

eindig. Dus ook [ 0 \ Cf(,,B)j en C8 I fl~,t>}j 
tiori 'l0 ~{~)8) en l,0 ~(r:JJ) zelf zijn eindig. 

We bewijzen nu eerst bet 
Lem111.; 
........ -·------
(22) 'l0 ~{~ 1 0) :rO 

(23) t.9 r (~)a)=-o/2. 

Bewijs. 

en a for-

daar de integraal in bet recbterlid convergeert en een conti
nue fct van 0 voorstelt, zodat de differentiatie onder bet in
tegraalteken kan gescbieden. De integraal in bet linkerlid is 
echter = Jf(~,e)ii'..l{ .. { , dus ha.ar afgeleide is= O, betgeen ('.:::2) 

bewijst. Evenzo vindt men door de integraal in het rechterlid 

nogm2.als te differentieren: 

hetgeen (23) bewijst (vgl. (20)). 
Voorts berinneren we aE ... n de ongelijkheid v2.n Bienc...yme

Tchebycheff, die voor een reguliere atochastisohe grootheid ~' 
toegepast op bet moment van de twcede orde, inhoudt dat voor 

iedere a> 0 , 

( 24) "Pf I iJ - t- y, I ~ t] ~ 7 
Zijn nu ~, , •.• , gll\. reguliere stochastische grootbeden., alle me+ 

dezelfde verdelingsfct, dan is ook 

(25) 
en 

,;_. ezamen met (24) geeft 

dit 
(26) -P[ I~; - fl>. t7] ~ ;f.p 
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De wh dat bet gemiddelde der ~, meer dan een conste.nt getal van 
de verwachting v2.n elke ~~ afv,ijkt gaat dus voor n ~ c,a met n- 1 

nae.r o. 
We kunnen (26) ook uitdrukken door te zeggen d;,.t I \:!-i -1-)<ta-

is behoudens een wh ~ rn't• of ook, als we _J_t.2 ::::. b stellen, 
I- I a- ll'l dat \Ji -)A < ~ }?_ehoud.s3_1)S ee!.L.!d:! ~ £'"" • Voeren we de af-

kort ing svpr in voor de ui tdrukking "bebou.dens een wh -;;. 11 ( la-

t ijn: salve. probabilitate), dan kunnen we voor (26) dus ook 
schrijven 

(27) \u- -JJ.I < ~ svpr g-_., I V'l'l '{; 
Voorts herinneren we aen de stE;lling van Laplace--Liapounof, 

die voor dit geval inhoudt (vgl. pag. 77, Whr p. 188) dat 
~i tfn. asymptotisch normae.l is met gemiddelde / v;_ en sprei-

ding er , dus: 

(28) lim ~r (~ -,µ}\frii ~ :x.} = F ()() ,ri J;:( -l -ittJt 
in....., 00 <::r N v.rn _"° 

Hieruit volgt voor de limiet van het linkerlid 

scherpere grens .¼ 0- FN(t~ 
van (26) de 

We onderstellen nu verder: .__j~p/t).,/4- fJ 
B. 1. YJ:_o_r ieder nat11urlijk ge~al !l bestaa.t een voor. ___ rea_ ere"i 

stochast,is~he grooiheid 1'11. ~ t"'(::<,r .. ·····>~"') ~ 
(waarbij t~"\{ x,, . ..... ,.x-n) een voor alle reele x gedefinieerde 

reele fct is), ~µanig dat voor i~~/(:J on ~ x, , ••• ,X,nge~d-~, 
~ ~ 

J+. ~{xi >t,n-(:v,, ....... ,x .. y ~2;- Cfl~~>e) (29) 

Deze onderstelling houdt dus de -existentie in~a·:i de aanne-
. ..,k.., 

melijkste schatting t~ en eist dat zij voor iedere .e een verde-
lingsfct bezit. Tengevolge van de differentieerbaarheidsonder

stelling A.1 is dan ook 

(30) ~ ~ ,~i ,t-n(X,, ..... ,x"j • 0 

"I\ 

( 3 1 ) If. 1 { !JC i ;t ~,. { )'. 11 .. · · , X nV ~ 0 

Tenslotte onderstellen we: 

B. 2. De stoche,sti~che g:r_,9otheden t'I\ ~.Jn reguJ.i!l.£• Het tw~§.£8. 
(en dientengevolge oolc bet eerste ')) moment van l plijft voor. 

ieder~oor n -+ oo ~grensd. 

(32) [ t: ~ c:(0) dus ook I l:tJ ~ e, 
We kunnen zonder be:perking C,,~I aannemen. 
Deze voorwaarde kan bier ook vervs.ngen vrorden door de ogen-

schij nlij k zwakkere: Bij iedere $. bestaat een M / l, v) > O 
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zo~at voor voldoend grote n gelijkrnatig inn geldt: 

(32~) 'P[IL.l?; M(,111)] ;i l 

( Vgl. de volg2ndo voetnoot) . 

We zullen nu onder de ondcrstellingen A.l, A.2, B.l, B.2, 

enkele stellingen bewijzen. 

I. We passen de middelwaardestelling 

( 33) y;(tii) = "jl(0) + (t'I\ - 6)) y(f) 

waarin 6' tussen 8 en tn ligt: 

(34) e' =(,~ ~)e t<0"L .. { o ,J-<. ,) 
1\ 

toe op -y,,,L0}=~lf-q,{X-,)J) 
Het linkorlid is dan 0 

..(). \, .f-n "' ·r 'Yl { '.:'l,, .. . , '.l£,n.) 

wegens (30). Dus 

( 35) o = ~ E_ ~ h-l,0) +lt-n -0). ~ If_ r (Xi, 0·J . 

Voorts bedenken we clat Ce i' wegons ( 22) nul is, en pass en we 

(27) toe. Dan is dus, da".1.r cr-i :: 't0 f = <:>(lef > o is ( 20) 

voor iedere b > rJ , iedere fJ iedere fl\.,. : 

(36) l~E~,~i>0))< 1!!f /\f\)1'-" 5" 

(D.w.z. de ongelijkheid gelot voor alle monsters met uitzon

dering van een vz van monsters .x,,··. 1 .)'..."" die tezamen een wh 

~ S- hebben; daarbij is de wh steeds op grand van de parameter

waarde 8 bepaald). We kunnen zonder beperking 6 ~ / kiezen. 

De eerste term in het rechterlid van (35) is dus "waar

schij nlijk" ( nl. be hound ens ee n wh ~ b ) = (f ( rn. -¼. ) • Orn iets 

dergelijks ook van ti\\ - e te kunnen beweren rnoeten we aanto

nen, dat de :factor ~ H.1 ( ~ i. 1 01 
) waarmede deze grootheid 

vermenigvuldigd wordt "waarschijnlijk" niet te dicht bij 0 

kan komen. 

Stand er 9 in plaats van 0 , dan ware dit gemakkelijk. 

Imme rs t0 r { ~ I e) = - ~ l0Y- volgens ( 23)' dus is volgens ( 27) 

en (24) 

1 ~ E ~I~., 9) + °' [9!' 1 < r~; 
;l 

Kiest men dus !'fl 2 ~ F-1 

- d{0)4 

..l. ~ iif x· 0) < f3{0) - ~L0f'- < --21 c;x(/:J) 2 < o 
il'l,~ 1 -1, ~ 

t', I Voor o in plaats van I:) is het bewij s iets omslachtiger. 

(37) 

dan is 

(38) 

Vror-

eerst volgt ten gevolg8 van B.2 J.it de ongelijkheid van 

Bienayme v~or alle n 
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I t - l t l < s -'lz ~ 
-•n (J--n •. ,, 

Stelt men dus ·'h ., 
!BJ+ 2S C, =l 2 

dan wordt behoudens de zelfde wh (zie (34)): 

18'- el < I tn -tJI ~it" - [0 t~ I + I tt) 1~ - Cl :;- D -/2 c, +\let~1I +/8/ $
( 39) 

~(l+-h-~)e, +e ~ C2 ;),Vr't h 
)r I ,!1 

Nu heeft voor alle toegelaten f;, met\e-e/~C~ .~[8'1een pos:L-

tief minimum c1: en f-, (, t/) een e j_ndig maximum {3o • 
Passen we nu ( 27) toe op ~ LI_ 1' (0iJi'), de whn echter 

nog steeds mete berekend dan vinden we analoog met (37) en 

( 38): 

(37~) 

( 38~) I ,'1':! 
<--'-" <O .. 2. 0 

'l 

mits thans n, ~ :eg is. We moeten thans een wh <f voorbe-

houden, daar er e;n vz monsters met wh ~ b kan zijn 9 waarvoor 

( 26 ) niet gelat en een ( eventueel andere) vz met wh $ f; 

waarvoor (39) niet geldt. ') 

Uit (35), (36) en (38) volgt, thans slechts behoudens een w'-, 

~38 

(40) 

Hiermede is dus bewezen, dat "waarschijnlijk" (behoudens 

een wh ~ 3 D ) ltn - el< #i ::: O(l'f/.·'/2) is, waarbij C).:: 2 oi/0)ot~-2 

is. Laat men nu n-oo gaan 9 dan gelrlt 9 daar C,,Ci,C.~ niet 

van n afhangen (da~rtoe is ond2rstelling B.2 res~. 32~ nodig:) 

dat behoudens een wh~ 36/limlt.,,, -li/:::v d.w.z. lirn tr(\:: 0 
l\'t ➔ oo 'Y\.., eo 

is. Deze limesrelatie hangt echter niet van h af. Daar voo~ 

iedere 6 slechts een wh ~ 3 5 voorbehouden behoeft te w orde':; 

geldt zij dus behoudens een wh o~ 

(41) 

Anders geschreven: 
(42) 

') In plaats van uit (32) kan (38) ook uit (32*) geconcludee~~ 
wordem lt1t\<M{li,0) ~"'1ti. E" ;lt1t-(:)/<M(5;0)-+-/0j -:-.vft 1t[ 

waaruit (39) en (38~) volgt, als we thans C,.=1'1(01 0)+/()/ stel-" 
len en '-Yo en foals in de tekst bepalen. 
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Het is dus "bijna zeker" dat lirn Tit\. =- 0 is. 

Er zijn monsterr~eksen aan te geven, wa~rvoor f~ geen 

limiet of een limiet 'f' 0 heeft, maar deze hebben voor n--,\ v::i 

alle tezarnen siechts een wh O. Convergentie, die slechts be

houdens een wh O behoeft 1B 5e lden, wordt "convergence en pro

babilite" genoemd; we kunnen hiervoor ook "bijna zekere 

convergentie" zeggen. 

Op grond van de onderstellingen A.l, A.2, B.1, en B.2 is 

dus bewezen: 

Stelling 1. De aannemelti_kst? schatting t~ van een parameter 

convergeert bijna. zeker tot de ware waarde van die parameter, 

dus is een bruikb~e schatting. 

II. We voegen nu aan de onderstellingen toe: 
' :t . 

A. 3 Het spreidingsq_uadraat od&)_ van <e is een continu-dif-

ferentieerbare fct van @ • 

Deze onderstelling kan ook vervangen worden door: B,tl 

derde IgQ.I_I!~!!:i_ van c.p bestaat, waarui t A. '3 volgt. 

We kunnen dan verdere door Fisher aangegeven eigenschap

pen van t-n. bewijzen, en wel door de ongelijkheid (37 *) wat 

meer uit te buiten dan in (38~) gedaan is. 

We resumeren d aartoe enige re ,0:d s gevonden resul taten, 

waarbij we kortheidshalve de afkorting: 
'l'\. 

(43) ll0) ""Lt~t,•"'•'")~~1e)=E Cf( ~i,0) (vgl. (8)) 
' invoeren. Vooreerst 

(35) t _ 0 ::: L t {J) = o! - ~. L (0> + 
-,n -f tf?'J 'h 8~ 

met 

< 44 i e-., • - L !) { o( tm'. c li>1 ],i 10i, c:i 
Veorts: 

(36) 

I L" ' I I _)'1 -;;;_ - \~) > T \.X" 

Uit (39) en (40) concluderen wij voorts: 

(40) 
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met C'!J=J.d.{IJ).ot.;'- , enuit A.3: 

d (· ''Ji waarbij C,n een bovengrens voor de• o< 0 

waarvoor \e··_ el< .fi. is. Uit (40) en 

\ ( i12 ~, M C4.C'<l 
. Cl{ ~} - o<{tJ) < {;;f 

dus te~amen met (37*): 

,, 
is voor alle 0 

(45) volgt dan: 

/ o1(0l' •-:.. L ~•)) < ~ 
"o I *) met Cs· -= (?>o + C.,.. Ctr\ • JJeze ongelij khe id tezamen met ( 36 ).q.1r•q38 

geeft 

(46) 

met 

Tenslotte herinneren we aan de stelling van Laplace- Lia-

pounuf ( 28), die we op ~i = ip/0i, B) toepassen, zodat we-

gens (22) en (20) ;~.=-(} en (J=.o( wordt. 

Wegens (43) is dus ;J:i asymptotisch normaal (0,1) verdeeld-

Tengevolge van (35) en (46) verschilt (tn -0 )otV111 hiervan 

"waarschijnlijk" (behoucens wh ~ 7 if ) sl::9hts "weinig" 

(hoogstens C1,/v;, ) • Als dus ( !,11 -.8) o.V'n tussen twee wil-

lekeurige grenzen a ell b ligt, ligt b-(0¼v;;_ ~v 11.'t tr tussen 
C -·l1 o o -•/2 dus 

(). - 6 · 'l'I. .e,,n, ,u + L & . 11 ' 

n f - o] [. t ( { e> 1] (47) ,- a ~(t'n -0),;;Vrri, ~ '{J ~ -p Q- c(.'n.- :a~ o<'v:ri: i t-t C6,'i1.- l +7 0 

. . L.{0)/ /J -•/'J. D C 1:i. Alsanderz1Jds- lot.Vn tussen Cl.+L6.'n, en -0- 6.'11.-

ligt, ligt (t'"-$)o1Vn 1H'1•ll76 tussen o.,v....fr • JJ.w.z. 

(48) -P[af{t"'-ft)o(V'n. ~ t] ~ f[a+C1..'h..r,_ ~ ;: ~{-C6.'Vl-Y2.]-1b 

JJe eerste termen in de rechterleden0van (47) en (48) hebben 
-'12 J,{,> -½ ')'..l 

voor n-+oa beide tot limiet [!ur) ..e, :2 d~c. , d.w.z. 
a 

voor voldoend grote n verschillen zij daarvan hoogstens F • 
De (aan elkaar gelijke) linkerleden verschillen er dus hoog-

stens8S" van: 

I - J/ -½ [£ -12 Xl j 
(49) .l)la..~{t,,..-B)<J"l.i~,t.]-(:uc) jo..e ~i:t ~PS 
voor voldoende grote n. Daar dit voor iedere D > 0 geldt, 
is dusr--------------------.. 

t,., 'Pf ~ ~ ( t~ - 9) oi'rt•/, ~ .fr] = ~ 1\-/,.:,_ l J X 
'\1 ➔DO V~fl }0.. 

(50) 
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d. w. z. ( tffl. - 9) <::J. 'l1. ,;,. is asym:9totisch normaal ( 0, 1). 

Hiermede is dus bewezen op grond van A.l, A.2, A.3, B.l en 

B. 2: 

Stelling 2. ;Q~-~8:.!lnem??lijkste _scl}_~"!;ting t"rJ: van eonya:t.§meter 

0 is a§Xmptotische_norma0l_ .r-1et __ ~ptotisch) gemiddelde 0 
~E---t~~pto1ische)spre~~~~g '/4v,£,_. 

In het bijzonder geldt dus de eigenschap der ~sym..12.tot=h_~che 

zuiverheid 

( 16) ~ l, B !~:: 0 
,'I'\➔ (,0 

en is (vgl. (23) en (43)): 

( 19) t Q I 
'11➔ ~ in.. 'w>t,,_ :::: ol..{IJ)J. 

waarin 

( 22) 

is. 

Interessant is het "complementaire" karakter dat (19) tussen 

i~ en ~L~,0) legt; het product van hun spreidingen bij een mon-

ster van de uitgebreidheid n is ongeveer 1/'ifn. . We zullen daarom 

de betrekking (19) of ook de daarmede aequivalente 

(50) 

de eigenscha-p van asymptott_sc~ complementariteit noemen. 

Voor n = 1 kan deze conclusie wegens het limes karakter nie~ 

gebruikt '11orden •. 17.en kan e chter elementair bewijzen 9 dat voor 

t re~) 
iedere continu differentieerbare verdeling met ~}: t i 
het product van de spreiaingen van ~ en er'(~) ' waarin Cf 1Pt}~ J~ 
de afgeleide naar X (niet naar een parameter) van Cf(.X) is, 

mi ts slechts x }l:.x) aan de e indpunten van het interval dat ~ 

doorloopt verdwijnt, = 1 is. 1) Derhalve kunnen ~ en cf'e<) niet 

beide met willekeurig kleine nauwkeurigheid bepaald worJen. 

Deze betrekking is volkomen analoog met de in de qua rrtumtheorie 

bestaande onnauwkeurigheidsrelatie van W. Heisenberg tussen 

een coordinaa.t en de bi;ibehorende impulsie. 

') Men heeft namelijk algemeen: IC ~ t \ ~ O"i Gy • Neem y_:: f(il • 
Dan is E.- 2S Cfl~) ::: } Jc., cp 1(x) .e 'f{x) t::c -= j x d -t cpx .: [ 2 f(x)) - J !-<J<.) cl 0e. : - I 

mi ts :.x f C?c) aan de integrat iegrenzen nul is. Di.1s is t = \-1 I~~ ~'U) 
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Het hier verkregen resul taat ( ~Helling 2) is ender eien 

weinig (maar niet wezenlijk) andere ondersteilingen het eerst 
door J. L. Doob bewezen. 1) Het hier gegeven bewij s is iets 

eenvoudiger, daaf' D5ob van stellingen uit de zgn. "ergoden

theorie" gebruik maakt • 

1) J .. L.Doob, Probability and Statistics, Transactions Am. 

Mathematical Soc. 36, p. 759 - 775, 1934. 

III. In bet bovenstaande ,.s bog niet. beweze·n; dat de aa.nne

melijkste schatting tevens de asymptotisch doeltreffendste 
is, d. w. z. dat 

( 1 7 ) t'm. ,}tlJ., °t~,. ~ 1 
1l ,~ 'i'l'I 

is voor iedere rij van statistis-dhe 1) grootheden ~¥\ J die 

asymptotische zuiver is, waar~oor dus geldt: 

(16) ~ t u11, = 0 
lfl40() f} -

V{e zullen nog iets meer onderstellen: t.-0 {IJ."'- - 9) is een 

fot van 0 , die voor n - oo voor iedere toegelaten 0 naar O 

gaat. We zullen onderstellen, dat dit "glad" geschiedt, d.w.z,,, 

dat ook de afgeleide naar 0 naar O gaat, en tevens dat de 

d ifferentiat ie naar 0 onder bet integraal ( dus het t- ) tek.en 

kan geschieden. Duss 

( 51) 

cl Jo . J J L{ Zw•'·", :X.,r,, · B) 
cl 0- t..-e ~ 'II. = d e u.'V\ £, ) J x., , ...... d X,n ~ 

~ t0 ~~ Ll~I>"" ·-,~~ i 0J: t& ~~ L (D) 
terwijl 

t0 (Le) :L ie r(~i10): /fl t6) rl~,B) := D 

is volgens lemma 1 en t lee "" M ::: i is• 

t) Wezenlijk is, dat de ~trt statistisch zijn, d .w .z. niet van 
$ afhangen, daar men anders door Y.,.,. & . te kiezen bet lin
kerlid van (17) oneindig zou kunnen maken. 
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Dus wordt ( 51): 

vThr 301 

Voorts zullen we de onderstellingen A.1, A.2, A.3 nog iets 
~erscherpen, zonder dit nader te precizeren, waardoor de 
hieronder optredende resttermen 6.,,.,, i ..... , ~"'"I\ eerstt;momenten 
b ·tt -¾ ezi. en, die voor rr1- oo als 'l1. naar O gaan. 

Volgens de reeks van Taylor met restterm is 

lttJ=lle)+(t'Yl-B)(l0} ... fft'f\-et Cle)+ ~-o,, = 

= l (e} +{i1\-B)C kl) - i (t~ -0t~ o./0{ + 81\1 
(vgl. (35)). Ook is 

L t0l == ~ l±rn) - -½{ ti. -0)t 'h ~te)'-+ 8~!, 
daar '{ti.)= o is ten gevolge van de definitie der aanneme
lijkste schatting. Derhalve is 

Nemen we van beide leden de verwachting, en daarvan de limiet 
voor n ~ cc , dan gaat bet rechterlid volgens onderstelling 
in O over, terwijl de tweede term in bet linkerlid in 
- ~ (f;t1 . 'l"t o( 2,; - i overgaat. Dus is we gens 0 ie ({ti}=- '1l, (J Ce ..j; ,r:ii 

IT'\.➔ e,, .. 1 

Eveneens volgens de ontwikkeling van Taylor is 

LI~"'-)"" lfB>~tJ'(t-0)[[&)-ifiJrn-Ot'n.r::J.[Br + R"14 
Volgens de definitie van tin. is l/~11') ~ l::{t,) • 
Derhalve is 

0 ~ ~IL.) -ll~~, : { t,i -~-.) C l9) -i ~ ex 1-f Ii~ -Bl - f~tl ~ ef} + Bll\2 -B~ ,. 
Nemen we weer van beide leden de verwachting en d2.a.rvan de 

limiet, dan gaat de laatste term in bet laatste lid volgene 
onderstelling en de eerste term in bet laatste lid volgens 
(52) en (53) in O over. We vinden dus 

0 ~ ~'\'\ {t-k-{t.)- [L{lJin)' ~ Ot.!.c/tm rri.(q-: -<rt~ \+u •n➔oo - J 2. ,lt➔ Ot -'ft. .'fl,} 

of 

~~ f 'lL ~: - ffl,<ft~) > 0 

hetgeen te bewijzen was. 
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De stell.ing, dE,,t de aannemeliJ. kste schatt inc de as.,vmpto-
, • L.) 

tisch doeltreffendste is, is door B.L. van der Waerden 

ender zeer beperkende voorwaarden bewezen (b.v. dat x nor

maB.l verdeeld is met gerniddelde 0 ) ( 1946, niet in d ruk ver
schenen). Bet volgt voor bet geval dat !:±-~,. asymptotisch nor

maal ondersteld is uit een resul taat over betroucJbe.,arheids

intervallen van s.s. Wilks (Ann. M.Stat. 2, 1938), en zonder 

deze beperking uit een geceralisatie daarvan door A. Wald 

(ac.ngekondigd ir" Bull. Am. M. Soc. 1940). 

De voor de bier gegeven bewijzen aan de verdelingen opge
legde voorwae,rde houden slechts zwakke beperkingen in; in de 

meeste veelvuldig voorkomende gevallen zijn zij vervuld. Door 

wat grotere complicatie van de bewijzen toe te laten kunnen 

zij nog wel enigszins warden verzwakt, zeals bij de bewijzen 
uit de Amerikaans-t school bet gevs.l is. 

J?isher noemt 

E .:7 L-n l 

/)'1, ➔ QO i1, <;;).{Ju 
-'Yl. 

( 54) 

(zo deze limiet bestaat) de asymptotische £_9eltreffe.ndheid 

("efficiency") van de statistiecbe grootbeid ~~, voor scha~-

t ing van een parameter 0 ( N .B. ~.,. 0( {0) , (f ~~ = CJi,) ~"' ) • Ten 

gevolge van stelling 2 kan bet bier bewezen resulta2.t ook als 

volgt geformuleerd vrnrd en: 

Stelling 3. Onder de bovenfil)noemde_yoorwas.rden is~_§.e }IB;¥.ll£

totis-9J:10 d_g __ eJ}E_~,t'f~_l?,_£.heJd varL.i.~£.~re stat ist i_s~~P_§l~E.!.S?Othe J& 
ter schatting _y__El;~ een l?!l!.2'~~te_r ~ 1. 

De praktische betekenis van Eis de volgende. Beeft men 

een monster van de uitgebreidheid n., en wil men daaruit een 

para.meter G schatten, en .wordt de reciproke spreiding der 
~cl~ 

schattende statistisone .. Yals mai=t voor de nauwkeurigheid der 

schatting aangezien, dan is deze maat bij gebruikmaken van 

de aannemeli,jkste schatting voor grate n ongeveer Ci. Vn , 
bij gebruikmaken van een andere schatting met as;ym:ptotische 

doel treffendheid E. ongeveer VE. o1. M . Zij is dus evengroot 

elsof men bij gebr-Uikmarnn van de aannemelijkste schatting 

slechts £.n waa.rnemingen gebruikt had. Om een zelfde nauw

keurigbeid ger schatt_ing te bereiken (~ovenstaande wij ze 
d...w, ~ 9t.-h'I.J. lz~"'- V-My -

gemeten) kan menf<Ieaannemelijkste scbatting met E mae,l zo-

veel waarnemingen volstaan als men bij de minder doeltref

fende (met doel treffendheid E ) nodig gebad zou bebben. 

6. Verdere eigenschappen van aannemelijkste schattingen. 

We onderstellen verder~ dat aan alle in bet vorige punt 
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genoemde vcorwaarden voldaan is. De aannemelijkste schqtting 

t"<I. van een par'."1,meter fJ is aus bijna zokiJr convergent naar 0, 
2° asymptotisch normaal, 3° asymptotisch zuiver, 4° asympto

tisch doeJ.treffendst terwij 1 lim 11q:,. :::,.:;,/_.:i. = }&;~!!.,B) is. Z ij 

voorts ~n een Rndere asymptotisch zuivcre staiistischc groot

heid met asymptotische doeltreffendheid 

( 54) [ := t'm 1 ~ ,_ 
l\1,. "4c,0 Tt,o( er-I.( 

-n 

I. Dan geldt vo]gcms Fisher ') 

Stelling 4. Is f\'I., de correlat_ieco0fficient _yan t:.:1 en .!tn_ 9 dan 

is 

( 55) ~,W1 p'/1. ,. r'E 
Bewijs. Zij keen re~el gctal. Beschouw de statistische groot

heid 

Dan is ook ln asymptotisch zuivcr en 

<T~Y\ = k\r~~ + 1 k/1-h) ~1' ~'I\ .fn +u-k/°!~ 
~ ,n <><'. \~r :t = l 1 + i k /, - 10 1~ .P'I\. -+ ~ - k y7" 

~~ E VE 
Het rechter licrv'= 1 voor k = 0, /4-, -::: [ -/ ~ / v'eor k =/ , en 

moet voor alle k ~ 1 zij n. Het nee mt voor k • Vf. L \ff - ~l P"'-) 
. • I - ( );w,\ f -n l { ( V£ - tv,,., f ,j i-/ E ~ ). VE t~'fl'\ _f.,n -1- / 

het minimum ,r.: li• ;{ :: I+ 1 ll• v aan. Di t kan alle en 
I - 2 V £ ,{,Vrf\ f "'- + E / - I.... ,l,l,\'\\ :f 1\) 

~ I zij n ( daar steeds f~ ~ / is) , als lim f)'11 :::: VS is, hetgeen 

te be".rij zen was. 

Daar nu aan (26) voldaan is, is de minimaliserende waar-

de van k nul, dus Z:.11.,=-tn. • Fisher concludeert hieruit (l.c. 

p. 705): "· .. if we have an efficient statistic and an ef':ficis:.;nt 

estimate of the same parameter, the best use we can make of 

these two values 9 at any rate with large samples, will be to 

ignore the latter entirely. Any compound of the two will be 

less Gfficient than A". Di t laatste is allecn voor _1,ino~ire 

combinaties v~,n de twe,) schattingen bewezen. Bovendien geldt 

de r·~d~nering allec.m 1 ° asymptotisch voor n- oo , 2° voor zo-

verre geen and ere overwegingen dan dG doel treffondhe id ge lden, 

dus b.v. als een experiment 9ntworpon moet warden, waarbij 

grotere uitgebreidheid dan nodig is zeer kostbaar is. Is echter 

') A R •• Fisher 9 Theory of statistical estimation, Proce0dings 

Cambridge Philosophic8-l Society 22 , p. 700-725, 1925. 
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bet experiment reeds gedaan 9 en ( zo,..,,1 s vaak voorkomt) zo ruw 9 

dat grote mathemRtische nauwkeurigheid wcinig zin heeft, dan 

kan tcr 1"Jes-·~n.ri ng van rek cmverk veolal zeer wel met een min

der dooltreffende schatting volstann worden, die tot weinig 

rekenwerk leidt. 

Opmerking 1. Fisher definiucrt '!rn 

waarde voor k, waarbij hij tussen 

scheidt. Dus door 

direct met de de a-1.ngegeven 

p'l\. en lim .,P'h. niet ondGr-

(f-zl/£ f-n -i-1)1~\:VElVE - ~J~,i +(1 -P11)t~ 

Dan kan echtc)r niet betoogd warden, dat lim "i\. cl er;:~ 1 ZlJn 

moet, danr 1~ dan geen statistische greotheid is. (Irnmers ?~ 
en E hangen evenals o< van 9 af !) Om dezelfde reden is de 

groothe id ( v,,,._ VE - Pn i.i.J}f£ _ p".i) die '1-syrnptot isch zuiv0r en 
e.symptotisch f"lngecorreleerd is met i.n in het algemeen geen 

stat ist:i~Q..he groothe id. 

Opmerking 2. In het bewij s is reeds om erste ld, dat lim p'\'\ 
bestaat. Het bewijs kan echter ®venzo voor eon willekeurige 

deelrij rt,, 'l\ 11 ..... ... der natuurlijke getallen gevoerd worde n 9 

I ' waarop p1 .... wel een limiet heeft. Daar elk van d eze limieten dan 

:. £ moet zij n, volgt hierui t de existentie van lim F'\'\ ook. 

Cerollarium. De correlatiecoefficient tussen twee qsymptotisch 

doel treffendste s·chattingen is = + 1. 

Bewijs: Neem 3 = 1. 

II. Z ij '7 = Yi (0) een eenwaarchge continue fct van 0 , waarui t 

8 bij iedere ·1 ( ui t een bepaald interv8.l) ondubbelzinnig kan 

worden opgelost: 8-=-0("1) • Zij f(rJ0{'l~"tJx 1·11) , f(xi0("1l)"'f,l~,"1),e1YV1. 
Zij ylfl (x,, ........ , )(.,1'\.) de bij ~ behorende aannemelijkste schatting. 

Dan is 

(56) y'r\.{x,i ....... ,:x. 1 ... ) =-1{t.n(x,1 .... ~)ln) 
d.w.z. y,,,. is dezelfde fct van (1. als "'I van 0 is. M.a.w. 

Ste lli!2E....2.. De _Q'3pal_tng _ya:Q ._<ie _§-:~~nemelij_t_~ie_ schatting -~~- _in

var~ ant ten aanzien van een-eorduid;ige continue transformaties 

van de parametg:. 

Bewijs. Volgens onderstelling is voor 8-lle 0-:.0("\) , dus ook voor 

alle 1 

L_ r, { xl-J "ltt'I~ " [ ff (:xi' t~} ~ [_ cpr~~) 0(~)) :e L 1' l :t,, ~) 
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Daar de bovenste grens in het linkerlid werkelijk bereikt wordt, 

is dit dus het maximum, d.w.z. Rqn (56) is voldaan. 

Het komt dus op hetzelfde neer 9f men, b.v. bij het be
pnle n van de paro.neters ener normale verdeli ng, de annnemelijk

ste schatting zoekt van cri , d 811 wel V[tn CJ en deze quadrateert. 

Wel zal echter in het algemeen de "snelheid" wa:lrmede een schat

ting tot de parameterwaarde nadert voor ecn fct van 0 van die 

voor 8 verschillen. Men heeft nl. 
ocp, __ e•D{P J. y,{~J,:l ·1t'(Or.f) j n. t L1·lO. J. 

_J__ J CUV) C-: 0 : €) C,0 -=. (l..W) ~ ·)1 °M) y ~ V ,{i,m ''Ii.~ o '1 'o'i) ~ "1 ·· o 0 • -n ➔oo _ "'- 'fl. ... ll'Q .... 

Opmer!d~: Dezelfae invariantie best8.~,t ten aanzien van eeneen
duidige en van0onafhankelijke transformaties van de variabele 

~• Zij nl. ~r-'<:-('l) eendergelijke transformatie en Y-=~(~\ 

haar omkering en zij f ,(ii e) de verdelingsdichtheid van y_, dan 

is f,()l0): f{~/B) ~x 
~ 

en 

L I XI ) .. ' .... ) Y.1, } 0) : L / / ~ {XI) ) ...... J ~ (X 1,) ) e) ... [ 1 ~ ~cf ~x) 

De tweede term van het rechterlid is echter onafhankelijk van 

9 en heeft dus geen invloed on a e plaats van het maximum. 

III. De doeltreffendheid van een statistische grootheid 

~ .. t.l," (~,. .. ... , ~,i-1.) kan volgens Fisher ( 1925) nog op een and ere 
wijze uitgedrukt worden. Zij ~ asymptotisch normaal en asymp-

totisch zuiver 7 en zij f: "'f~, {u,i,>0) de logarithme van ha::1.r 

verdelingsdichtheid 1 ~~L·Jt~ ... (8) haar gerniddelde en o; ~ o;,.. (0) 

haar spreiding. Dan is 

(56) 
(u-p.,_)1 n ; R 

'V/ = - ~ ---'--.....:..... - ..!. ,vn. 2 Tl CTu + f .,, q-:_1. l 
«-

waarin 

(57) ~ ).l,Ll=e 
'Tl-4~ / 

terwijl R behoudens een kleine wh naar O gant. We onderstellen 

dat de limietoverg,-,_nr:en (57) 11 glad" zijn als fcts van 0 , a.w.z. 
dat de evereenkomstige limietovergangen verkregen door naar 0 
te differenti~ren, ook gel<lig zijn 

(58.1) 

terwij 1 we omtrent R ~ R,. { u, 11) 

voorwaarde in de vorm 

( 5 8. 2) ~'M t- ~ = o 

een gl~dheids- en kleinheids-

onderstellen ( ~ en E woraen 9 evenals o(-e,n E zelf, eindig onder

steld). 
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Dan volgt 
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Nernen we van beide ledend e verwachting 9 dan is 1vegens ~(<}:-_r)= 0 

en l. ( ~ -yu . .)"" {JLll. : 
,1 cr.1 .. 

-t,f::4+1~+iR 
- <:r\4. (ju. 

Opmerkigg: De veorwaarde van asymptotische norrnaliteit is 

sterker dan noodzakelijk. Zij kan vervangen •vorden door de 

tweede vergelijking (57) en (5~.2). 
Delen we beide leden door n en nemen we dan de limiet voor 

dan krijgen we wegens ( 57~ ( 58): 

(59) ~ - .!. t. ~ X o<j 
'\'l ➔ od 'I'\. / 

M.a.w. voor grote n is 

(60) - l f ~ ~ cx2 L 
Is nu ~, ........ ,.zk een bij iedere toegel!J.ten 0 continu 

'· 
stoohastisch stelsel groothcden met gez::-imelijke verdelings-

dichtheid %(i11 ...... -,1\/0) , clan noemt Fisher 
'?)t 

(61) -l0 't)0, .tn. ~l~., ...... ,f1,;le) 
( in de ond ,~rstelling oat deze groothe id be staat) de hoeveel

h.tl_<!__i?lf<?..~~~1.Je, nie (met betrekking tot de pRrameter l} ) in 

dit groothedenstelsel vervA.t is. Zij is altijd ~ o , imrners 

~ o'L Qn J '?J'l... - e-8 o&,. § ... - cJ. !l, ...... d z1: ! -;;ez t,_ f .: 
= - .E.. f td ~, ...... J ~k a c> i\. ~ + Jd-.i, ...... ,Lik ~ 

oB 1 'i) 0 'de 
(62) 

daar 1~ ~ ..... J~k s ~s =- JJ{l, .... Jtk ~ =7;~ f d ~ ....... J, ~k 1 ., 0 is. 
Zij heef't bovendien de belangrijke eigenscl'rnp, adclitief te 

zijn bij bijeenvoeging van stochastische onafhankelijke groot

hedenstelsels. Is nl.g/, ..... 1 ~; een dergeli;ik stelsel met ver

delingsdichtheid i' , onafhankelijk van de vorige, dan is 

de verdelingsdichtheid van de k "'i grootheden t ez~men 

~lt,,.. ... -.~1<J 11) f { ~:, ..... , ~il G)::: 1 f , dus de hoeveelheid informatie 

daarin vervat: 
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(63) 't' u1. o r o' 1 l -...1¼ ' - (.,, -a {,n lJ 4 1 ,._ v /\'l~ - · ~ 
7'0 U<J o0'- NY.· 

De hoeveelheid informatic, vervat in een enkele wnar-

neming van de grootheid ~ met verdelingsoichtheid f:: .e 'f ') 
is volgens (23) 

( 23) 

Die vervat in een monster van n onafhankelijke waarnemingen 
... 

is dus exact rn.. D( • 

Volgens (60) is dus de hoeveelheid j_nformatie, vervat 

in de statistische grootheid y"l- alleen, voor n ':::>> 1 ongeveer 

'tl c::J 2 F • De hoeveelhe id inf ormat ie, vervat in een wille keu

rige statistische grootheid, die aan de geste lde e isen vol

doet 1 is dus asymptotisch hoogstens gelijk aan die vervat in 

het gehele monster, en men kan bewijzen, dat dit - in verband 

met de onderlinge afhnnkelijkheid die verschillende grootheden 

g~ in het algemeen bezitten, vgl. oak pag. - voor een wille

_t~~r~s:t_elsel van statistische grootheden, die alleen van 

~,, ... ,~.,, afhangen, het geval is, mits aan analoge voorwaarden 

als in het begin van III genoemd voldaan is. Daarentegen is 

de hoeveelheid inforrnatie, vervat in de aarmernelijkste schat

ting t van 0 alleen, asymptotisch reeds gelijk aan die ver

vat in het geheJe monster. 

Fisher's tweede definitie van de "doeltref'fendheid" [11.. 
ener statische grootheid ll,.,,_, fct van ~., .. ,);(..,, alleen (of van 

meer van zulke grootheden tezamen) is nu: E'Tt is de verhouding 

van de hoeveelheid informatie vervat in !:-(."" , tot die vervat 

in het gehele monster 9 d.w.z. 

(64) 
li 

rn.C:, <j:i 

Terwijl de asymptotische overe?nstemming der beide de-

finities, t.w. 

alleen onder beperkende voorwaarden voor \d:,n_ bewezen is, hand

haaft Fisher de nieuwe definctie ook als daaraan niet voldaan 

is, in het bijzonder voor kleine monsters. Op te merken valt, 

dat echter nog _rriet bewezen is, dat E.'l\. ~ / moet zijn. Dit kan 

echter op grand van ( 64), of wat daarmede aequivalent is: 

= t- ,j/· e,_, '1 E - --- r 
'n. - " .. t-cl - 't-- l,. 

(64) 

1 ) Deze wordt door Fisher ook wel de "intrinsic accuracy 11 van 
J(-t/ ge noemd. 
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onafhankelijk van (65) zeer e:,nvour7ig geschieden. Zelfs blijft 

dit eeldig, als men de voorwnarde, dat x, 1 ... , xii\. onderling 

stochastisch onnfhqnkelijk zijn lari.t vallen; nodig is slechts 

dat '.Z,, ..... I :Z Ii: eenw8.arr' igo f cts van .:t,, ... ,,,X.,n alleen zij n, die ( in 

analytische, niet noodzakelijk in stochastische zin) onderling 

onafhankelijk zijn. ') 

Daarmede is Fisher's gebruik van de intu'itief sterk ar-:m

sprekende term " hoevec➔lheid inforJW.tie" en "doeltr0ffendheid 11 

volledig gerechtvaardigd. Resunerende hebben we namelijk: 

De hoeveelheid informatie, vervat in een stelscl stochas

tische grootheden t,J .... ••,f k , die bij iedere toegelaten 0 een 

gezn.melijke verde lingsdichtheid bezi tten is s- 0; zij is addi tief 

bij bijeenvoeging van twee zulke stelsels die stochqstisch on-

afhankelijk zijn; zijn z,, ...... 1 Z1< eenwaarrlige fcts vo..n n andere 

grootheden x,, ..... ,~in alleen (doze kunnen aldo..n niet stochastisch 

afhanltelijk zijn), dan is de hoeveelheid informatie, vervat 

in '1, 1 ..•. ,~k hoogstens gelijk aan die vervat in :>t. 11 .. , ~,n .• 

De verhouding E""- dezer hoeveelheden is dus een getal tussen 

0 en 1, de "doel treffendheid" van het ste lsel {(,, .. , tk ; de 

doeltreffendheid van de aannemelijkste schattingalleen al heeft 

onder vrij zwakke voorwaarden 1 tot limiet voor n~0<>. 

IV. De theorie van de aannem3lijkste schatting is, in de vorm 

waqrin we deze ont,Nikkeld hebben, nog a,1.n een aantal restric

ties gebonden, die met geringe wij zigingen grotenc.eels kunnen 

.worden opgeheven. Deze zijn: 

1. De onderstelling, dat bij icdere wa;,rneming slechts een 

stochastische grootheid ! woro.t waargenomen; 

2. De onderstelling dat de bij cl e verschillende wnarnemingen 

waargen~n grootheden ~, 1 •.•.•. , ~'n alle dezelfde verdelingsfct 

bezitten; 

3. De onderstelling dat de vers~hillende waarnemingen stochas

tisch onafhankelijk zijn; 

) Zijn nl. ~~., ..... ,z.,,___ onderling V8.n ~, ..... , .z k onafhankelijk eenwaar-
dige fcts van :t.,, ........ ,x"', zo dat de functienaal.,..-determinant 6 
van x,, ...... ,l''h na:ir z., ...... ,~""- overfllt-o (b.v. overal > 0) is, 
dan is I f • L ' i .. J-· ·· \ ~ 6 d 'Z11 .. , ... Jz~ ~Al L. 

i··· { -1! ti Jtkw····· dz,,. n 
het gemiddelde van {. behorende bij de verdeling met .et-. 
-r. L 1 { -r f j l d ) . • 2 •. .e .( ~d~11., ... or~, -e : ····.f ~a1:k+1"'·· 'J ,Dus 1s.1 hoogstens gel1Jk nan 

het overeenkomstige gemidde"'ide van[2 ; (.A£[)\.AtL.i . . 
Di t blijft zo als men met -.e --y, (a.. i. d'i' noemer van y ) en met 
d1t, ...... jtl( vermenigvuldigt en integreert. Dit ge<.:.:ft echter 

I{? "1? < c L,. E = fi!. <::: 1 e, r ... d.w.z. -n t Ll. 
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4. De beperking tot continue (differe:ntiecrbare) verdelings

fcts; 

5. De beperking tot een onbekende parnmeter. 

Indien bij iedere wa~rneming 2 of meer grootheden b.v. 

~, y_, ! warden waargenornen, wordt de '- erdelingscl.ichthcid 1(:ye/e) 
vervangen door !J{:1,~ 1~/0) ( terwij 1 het integraaleleme nt olx ui ter

aard door A~A1A~ vervangen wordt). De theorie blijft overigens 

onveranderd. 

Indien de verdelinesfcts der opeenvolgende wa:~rnemingen 

kunnen verschillen, maar alle op bekende wijze van een gemeen

schapnelijke parameter e afhangen, zij (b. v. voor telkens twee 

waargenomen ~ > y_ ) fk (zl(,lk/8) de verdelinp;sdichtheid van de 

k-de waarneming. 

De verdelingsdichtheid van het monster is dan 

L (~I t\J I j .. . . ; 11: ,u 'II I 0) CT 1 { l 1)) 
.f!. '0 1-., ij ,) ,:: /~/ Jk X11,~1<: 11 I 

terwijl het integraalelement d)l,~~,--·•J:x,,}~.,..is. Indien bovendien de 

waarnemingen stochastisch afhankelijk kunnen zijn, zal men 

fdxk,~k /i,J door de voorwaarde_liike verdelingsdichthe id van de 

k-de waarneming bij gegeven voorafgaande waarnemingen moeten 

vervangen, dus door een fct van de vorm h{~1<i'~k j9;:x,,~, •, .. • ;)(11_,,~1<-,) • 
De bewijzen zijn gevoerd in de speciale onderstelling 9 dat deze 

fct niet van :x.11 .. •~k-, en van k afhangt. Deze onderstelling 

is voorname lij k ge bruikt om te bewijz en, dat L. asymptotisch 

normaal is en kan dan ook vervallen, indien de asymptotische 

normaliteit van L (benevens de nodige "gladhei<ls"-voorwa.arden) 
I 

behouden blijft, 

Ook de beperking tot continue differentieerbare verde

lingsfcts is van weinig beteke nis. Zij is voornamelijk gemaakt 

omdat zij het vaakst voorkomt 9 en gebruikt voor de defini tie 

van rt~i@)"" ~ j( "J. /0) • Deze fct f wordt gebruikt voor het dif ... 

ferentieren naar 9 van de verwachting van verschillende stochas

tische grootheden b.v. u(~,e) i die ook van 0 kunnen afhangen 9 

nl. 

(66) J.de 't u(~ 1&1J-C-f: ~(~ 11t)+f(1i,0) 1,1,/~,b}J~ 

Bij een discrete verdeling, waarbij ~ dus aftelbaar veel waar

den aanneemt met whn 1:_ , blijft (66) geldig als men eenvoudig 

Cf~= t- t neemt. Di t zOu bij een continue verdeling overeenkomen 

met Cf=~* +k~-x. 9 waarbij de tweede term voorJ~~v naar -oo 

zou gaan, ma§r deze term hePft or (66) geen invloed, daar hij 

toch niet van 0 afhangt, wef;halve men bij continue verdelingen 
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f .int en bij discrete q .. ,f,n, P kan nemen. 

De beperking ten slotte tot een enkele onbekende para

meter kan eveneens worden opeeheven, maar vereist bchalve een 

wijziging in de bewiizen der resultaten ook een wijziging in 

hun formulering. Wegens het veelvuldig gebruik zetten we deze 

nog kort uiteen, waarbij we eenvoudigheidshalve de overige 

beperkingen gehandhaafd denken. 

We beschouwen dus wederom in. stochastisch onafhankelijke 

waarnemingen ~,, ... , ~"' van een grootheid ~ , die bij gegeven 

waard.en van k parame~ers OdX• 11 ... /) een v erdelingsc'lichtheid 
1./ Je 0 ) ,~(x,0 . ..... iJ. ) . • 
1 ::1. 11--·•"') r :::-.f 1 , ',.. bezit. In plaats van 1 treedtt.hier 

gcD A .. ?ra· 
.::..:i: , waarvoor we~ schrijven, en in plaars van CP 'l--.-:J-::: 
l) 0>. ~ ' 110). p~ ;: Cf' ofl- • We hebbe ndan analoog met ( 22) en ( 23) 

(67) c r~ ,q, ( Cf o/ .. ~ Cf_,µ,\) 

( 68) - C, rf>._i4. :, 't Cf). 'f,. ... o/ >.r 
(voor rs, treedt hier cL 11 in plaats van de vroegere Q/l ) • 

De analoog gedefinieerde grootheden L >. en L ~ zijn, strikt ge

nomen, overbodig. De onderstelling o( i > o wordt hier vervange n 

door de eis, dat de matrix o(-'/ positief d_efinie-t is; haar de-

terminant is dan :::,. 0 . In plaats 

van •~.2 treedt hier de reciproke m2.trix A'>. van d.. A~ • Deze I• ~ 
heeft in de /- -de rij en de ~ -de kolom het quotient van de 

algebraische minor van cl. ,\r en de determinant dezer getallen. 

In plaat s van een schattende grootheid L,. ~ ttl\ { ~,,.. ")~II\) 
(voor iedere n) tredener hierk: !..n~"'t"'>..l~,1 .. -.,~"') t.w. die 

" waarden 0~ der 0~ die L maximaal maken, Onder analoge onder-

stellingen als te voren kan men dan bewijzen: 

A. De aannemelijkste schattingen f~A convergeren bijna zeker 

naar de. over .. eenkomst ige ware parameterwaarden 0>.. ( "bruikbaar-

heid"); 

B. Hun verwachtingen Ctir.i convergcren naar de overeenkomstige 

0;. ("asymptotische zuiverheid"); 

(69) 1m !-t~, ~ 0, 
'l'\➔ "6 ,\ " 

C. Zij zijn (gezam&.l.ijk) asymptotisch normaal verdeeld 

die na vermenigvuldiging met n 

stelling 2): 

covariantiematrix li,~/A 
convergeert (vgl. met 

< 10) ~ I\'\ t :: 1\1\. /Y\ '[It · -l t \/ t - l i ) :: A\ 
'n-+U'> 'I\\M 'n-+c,O •1\\)1 -'n}.} ~~'/' -tn_)J,, "I"' 

( 11 complementari tei t"). 

met een 

tot A~µ, 
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D. Is (lu~ de covariantiematrix van een 3.syr1ptotisch zuiver 
fl 

stelsel statistische grootheden ~.,,_;,. clie 211een v::.:tn ?_<.11 .•. ---,!S,,,. 

afhanger, dan is lim ~{U~A -~-A) positief definiet of semi-
·i-l_,,.., 'J' f-

def iniet ( 11 asymptotische doeltreffend.stheid") i 

E. Is u.-n.'>-f de reciprrke matrix van lt'I\ ~,. ( zo deze b8sta-'.t), en 

definieert men der o.9el treffendhe id van de :Y,11 >- door 

( 71) [1\ = r1
'll. ~ J2_ A>.1,1. v.}l 

I I / 

dan is o $- E. ~ , en voor de aannemelijkste schatting 
- 1\ 

lim E.-n =-I • 
1\~oO 

7. Dr~agwijdte der theorie. 

Hoewel thans de be langrij kste result a ten d er theorie van 

R.A. Fisher voor een zeer uitgebreide klasse van gevallen juist 

bevonden zijn is het toch gewenst, ons rekenschap te geven van 

de draagwijdte van de theorie. 

Afgezien van het geenszins denkbeeldige gevaar - we zullen 

er nog voorbe ?lden van geven - , dat men de theorie toepast in 

gevallen waarin zij niet geldt, bestaat het voornaamste bezwaar 

tegen de meeste toepassingen der theorie daarin, dat men, na 

aann~melijkste waarde van een parameter berekend te hebben, 

deze nu ook inderdaad "aanneemt", d.w.z. doet alsof deze de 

ware is - we onderstellen immers in deze gehele paragraaf dat 

er een ondubbelzinnig bepaalde ware waarde bestaat - terwijl 

men toch weet dat deze er in het algemeen van z al afwijken. 

Voor veroere berekeningen die men op de hypothetische parame

ter waarde wil baseren - en slechts met dit doel wordt deze 

immers bepaald - wordt dus de afwijking van de aannemelijkste 

waarde van de ware volledig verwaarloosd. Men geeft er zich dan 

geen rekenschap van~ of de aannemelijkste waarde wel voldoende 

"aannemelijk" is, en laat de mogelijkheid dat de ware waa.rde 

met een slechts weinig minder aannemelijke overeenstemt vol

ledig buiten l::B schouwing. Een zuiverder methode krijgt men, 

wanneer men de aannem elij kste schatt ing maar op alle wa,~rden 
~"l. 

die - in een nader te preciserem van di t begrip - "voldoende 
aannemelijk: zijn. In de nieuwere statistische methoden, zoals 

in de theorie der betrouwbaarheidsgrenz en, gaat men dan oak 
inderdaad deze richting uit, al stuit een consequente toepas

sing ervan voor al3nog doorgaans op te grote mathematische 

moeilijkheden. 

Voar ts zijn praktische belangrijke beperkingen der theorie 

daarin gelegen, 1 ° dat zij alleen asymptotisch voor n ~ o,;) 
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geldige, dus practisch slechts voor grate n vrij nauwkeurige 

resultaten geeft, 2° dat zij alleen op problemen toepasbaar 
is, die tot het schatten van een parameterwaarde herleid kun

nen worden, terwijl het type der verdelingsfct als volledig 
vaststaand meet worden aangenomen, 3° a.at de aannemelijkste 

schatting doorgaans bepaald is als oplossing ener irnpliciete 
vgl, welker oplossing doorgaans op grote, vaak onoverkomelijke 

wiskundige moeilijkheden stuit-
Des.ondanks is de methode in vele gevallen - vooral wanneer 

de boven bedoelde zuiverder methoden niet uitvoerbaar zijn -

zeer wel bruikbaar 1 en doet juist de moeilijkheid, Fisher's 

resul taten exact te formuleren en t e bewijzen, de bewondering 

voor zijn geniale intui tie bij beperkte wiskund ige kennis 

slechts stijgen. 

a, Schatting van bet gemiddelde ener normale verdeling bij 
gegeven spreiding. Daar deze gegeven is, kan zij zonder be
perking (door haar als maateenheid te kiezen)= 1 genomen wor-

den. ' -f{'x-8)1 
H:'41e)=--11~ -e 

n.rr 

Cf{:l10) = -{/:x ... 0(-t .en, QJr 

T q_-0, r ,-, , "'101', t l~-oi\ l rtvr. ""f._,,u;, • ..,pJ 
L::-1.L.(x,~tJf- ;t..21-r 
L ,.,E_ (?ti- 9) = f'fl/rr<\ -· D) 

A 

Dus §>:;-!'f'l,:..'!!'-J C.~"'/1-,cr;~~ dus 'Y\.'1"; -:~a • Deze betrekkingen 
gelden bier exact reeds voor eindige n. Bovendien is bier~. 
exact (niet slechts asymptotisch voor n~oo) normaal verdeeld. 
Immers de karakt erist ieke fct van een normaal (f,<::r)-verdeel-de 

Z ) ft't'.+.!.Cl"U.1~ >i 
variabele ~ is x. {J; :;:i .f i , die van §.'YI=._:_ ?S, 

als de ~i onderling onafhankelijk zijn en normaal (/'->~ ) ) is 
z td,:: { 7 II er/" ;c --t '\'If-'+ 1 _'1\-,T-.. "C!l. , en die van "'.!:- JO (\"I__, s"I'\. 

$'I\ - · J , I / L~ ( ':! _ ') is - Z~,,, ("t,-, t") -== ..e ;"- r + ya- "1 '.!!- is d us normaal )1 i-o- 'II 

verdeeld, 

b.· Schatting van de spreiding ener normale verdeling met ge
geven gemiddeld,e (dat zo.nder be-perking= 0 genomen kan warden). 
We schatten J,iever 0 ;:,. ~; 

ftxte) = ._!_ .e - t. v0 
~ 

L:. - ~1
9 L -Xt - : ,k .,:rr 0,.. - ~ { ~ + l\ ~ 1r it) 



.. 
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waarin 11.1,. =-iL ~,.,. bet tweede moment (t.o.v. 0) is. 

L=~l~-t) 
dus L .. ~ voor ~~'!!).t. De aannemelij~rnte schatting is dus '.!!1, r 

niet zeals men wellicht zou verwacbten '§"-... '!'a.-~~ (Dit komt 
doordat gegeven is, dat bet ware gemiddelde O is, zodat m, 
da,arvan een slecbtere schatting is). Gaat men in de ruimte 
der.x; tot poolcoordinaten over, dan is r=-'{i;': ~V~ terwijl 
men over'tl--/ hoekcoordinaten kan integreren, daar deze in de 
integrand e. L niet voorkomen, Na de integre,t ie is bet inte-

graalelement J ~, 
C 101 L rn-1 d C,{/J - I ~ V11 ""''- - d V•nm2 

1 11 1 -e r r ::: W]. rr0J' -e e ".7Z 

Ii '!1-l ( 'l"\IYY\1. ,I 
= C )0) -e - u 2 d u t1 = ,:-p- > O; 

Bij integratie over u van o tot oo meet dit 1 geven, dus 
C. {flj ~ -n~1j Verd er is: 

;a. T, 

" De schatting 0 is dus (niet slechts asymptotisch) zuiver, 

Inderdaad is ~ -=i/ x: -}) , dus l Cf 2.-=- ~,, (j~ -2 0 j,. + e~): J_i ::o< (0f 
..l b .. d 1° d 1 · ,., -; ) . D 2,f} rf"".t ' uaar l.J e norma e ver e ing f" ::. ?;'1".,. {,. 3 0 1 is. us '\1.....,8 =;;-. 
geldt ook hier exact, en niet slecbts asymptotisch. 

Hadden we B'=cr in plaats van 0,<:J'"i geschat, dan zou evenzo 
" - \{J I\.' /l 

gevonden zijn: fl~ v'ffl.,. • We hadden dan c... fl = e exact' 
maar 

j" ", i ii- I ('° 1 ,r;- II '11-l \/4 e' 'YH / 
l-(j:: V~J,-;'l'l-2/Jev~u .e uTclu""'~I T. 

i. ' 0 .l. • 

(~ 
is,)deze schatting slechts 

I ID)' j_ zui ver is. Daar bier Cl (17 = 0,i 

' gevonden, betgeen niet exact .,. 0 
gevonden 
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( voor grote z) .gevonden kan vrnrden. Afgezien vcn de correct ie 
I 

-'Germ -9,n kan men dit resulta2.t nog eenvOl:diger aldus "bereiken: 

11 - 1 l ~ _I ~,! ~-I 11 ) .J.-.:-~ -<. .... 2. _1(£; 
,n-2 1 ".h-, 1 ~ ~, · ~,1 - r r 

z.. :1..· ~- .?., 

" ,.. 
(c:,oymptotische zL1iverheid). Ook is bier noch 0 noch 6 1 exact 
(bij eindige n) normaal verdeeld. 

,., 
0, ::./fY\ 

In tegenstelling tot probleem b. vinden we hier dus niet het 

ongereduceerde rnaar bet gereduceerde moment v~n de orde 2. 

t 9, ~ [ rm ~ 0, , 'z, J2 ::c !, ~ 2 == m/ f),_ 
I\ 

·we zien dus dat el::;""' en niet 9 maar ~ v."_!!. s\..L~tx•-'1-n)!< 
2 l'f\-1 1 - '1)-/ Ill·/ "'I 

reeds voor eindige n zuiver is. (Asymptotiscb is ook ~ zelf 

zuiver, daa.r lim (""--1))-n == 1 is). IJsc:.rom wordt door6a.ans a.an 
;;:; ":>2. boven s2.. als schatting van /)2 !"O-:z de voorkeur gegeven. 

hoewel laatstgenoe:mde de a2,nnemelijkste schc.t•~in6 is. I.o ve1~

ba.nd met de mo6elijkheid van vervrarring is bet ;_1ie·b aan t0 
bevelen om, zoals va2.k gedac:.n vrnrd t, in plaats va1:. bet sprei--

dingsquadraat s~::-;k_L(x,-'Y'I\J'.l. van bet monster, de zuivere 

scbatting van het spreidingsq_uadra2.t er\, t{!.-)'--)Q met bet 

sy:s:nbool s2. aan te duiden. Wij houden ons, evenals o.a. Ken

dall en Cramer aande notatie <;\-::k'5:_{)(_,-J\'\'\t. 
Om de spreidingsmatrix te berekenen, merken ve op, dat 

bij ~orm2.le steekproeven m en ?..;_ onderling one.fbanlcelijk ver-
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deeld ZlJn, en wel m normae,l (µ.,,o-in-~) en -Jfa volgens de 
rl "fL-1) n-'.> / I 

T ~ T. - verdsling. (:Jeviijs zie hierna). 

Daart-1it volgt ( vgl. pe,g. 113 - Whr 202) d.2:i:i ~1et s pre i-
~ · -, ~'l ~ 'Y\ ~/ .t.. '\'I- I ~ 
o. ine;sq_u2,.o.rac:,t 'V(Wt :r a-l 2 , dus dat van ~ 2. -'11~ a- is. Der-
halve is 

en 
lvm 'T\ a:- --
"•➔ "° 0-.. ef' 

( ~ 0 ) 
: D :dl2..., 

Dit is inderdaad de reciproke nmtrix van 

Bet bewijs van bovenstaande bewaring aangaande de verdeling 
------- ~ 

van de steckproefspreiding~v2,n steekproeven uit e8l1 normale 

verdcling verloopt als volgt: 

Bet el van de verdelingsfct van een norma?.l (,J-/v ) 
inOi}Bt er is 1) 1 _1,~ ~ 

l L,_ (f"'l - .2. 

: : .e J"t, .. Jx~. =-t 

We kiezen als coordinaten rm,~ en tn-2 hoekenj die tezamen 

een el JSL,.,.,_i van een (ri1-.2 )-dimensioi-:ic:,le sfecr met str2,al 1 

vorr.1en. :Jan is d",····JJl11 ::J~"(\..~....,,iJsdl\..'1'1_,. Over deze hoeken kan 

geintegreerd worden, daar 

We krijgen dan een el 

de integrand er niet van 2,fhangt. 

'!l. s .. +trn:El.'l 
.. n - -<- -cr-.i. J "1-1 I 
•',{_ (},./\ ...... ~ O\S,"" 

het;een te bewijzen w2s. 

Subst i tueren vre in de gevonden aanneE1elijkste so.hat-

'YI. =-I , d2,n krij gen we} i voor ~. schrijve.nde: 
I\ A 

~,-=~, ~2~0 

De aannemelijkste scbatting uit een waarneming were 

dus: voor bet geraiddelde de gevonden waarde~voor de spreiding 

o. Dit houdt de hypothese in, dat de variabele eenwae,rd.ig 

verdeeld is (vgl. p. 81, 'dhr 170), c..v1.z. geen andere dan de 

gevonden waarde (behoud.ens een wh O) ~ voorkomen. JJ it is 

natuLtrlijk een conclusie, die vrel niemand uit een waarneming 

') Symbool : : betekent: is op een constante na gelijk aana 



Math.Stat. 227 Whr 316 

zou trekken. Echter is de conclusie onjuist, dasr de Gevonden 

·wa,a.rden L , d, i. in dit geval Cf niet nmximas,1 1 m2,e,r .9...~b~2 .. a...:::.:}-,s!_ 

maken (teller en noemEr va& de eerste breuk warden beide O, 
de tweede term wordt -t-- o0 ) • De w-:~2srde waartoe cp nadert als 

men 0, tot x.. en fJ1.. t•Jt O le,at naderen hangt af v2.n :J.e weg in 
bet (0iJ 02 )-vlak, y,raz.rls.ngs dit gescbiedt. l\;eemt mer! eerst 

Bi=o , 0i4::.x , dan wordt cf-= -o6 , neemt men eerst l~=::t) f:}:;.{=-o 

en dan ~----l,,o , c12.n wordt cp=- +oo • Er kan dus geen rne.ximum op-
tredan. Voor '1'1 r:, bestaat er dus geen 11 eigenlijk" ae,nneme-

lijkste scbatting (d.vr.z. een w2,arbij de verdeling norrnaal, 

dus 0,fo blijft). Bij elke schatting (0, 0 J 010 ) is de schtJt

t ing ( J{. , f lt:1 ) ,z t7 g 1 0 > o en (.:x) £.) z o 0i O =- o , &t :; ?l .-trn E > o 

is, aannemelijker (Vgl. figuur). 

/1 l 
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De aannemelijkste 

is (zeals altijd 

q_u2.draat is o!/n 

I\ 

sct8,tt ing is dus o( " ..,_ 

Els ~ / schEtt) ZLliver, 

• 

Whr 317 

mits E1 > 0 is. JJeze 

en bet siJrs ic.ings-

f. Scha..tting van een pla2tsbe:92clenc"'.e ps.ro.meter door 6 emiddelde 
of mediaan. 

Zij gegeven een 3 mc:al continu diff2rentiEi'erl12.re verdelings

fct "F.cx),met dichtheid f: 0 t::ic)~<: Cf,/x), f{xjt;;)):. f.,/x-8) , 
ten1,ijl verder de in het begin van § 5 p2g. 201 (ihr 290) ge

n:a2kte ondE.rstellj_ngen over de 1172 .. 2.rde van ~(x) a.2.11 de uiteinderi 

van het interval, dat :x... doorloopt, uiter2.i.rd eveneens geld en 

(i.h.b. zal gebruikt warden, dat xv:r) a.an de uiteinden van he·', 

interval naar nul gaat). Dan is L-.:::L..<po{l'.:i.-~) )L~-I-cr .. '(:i,·-0). 
De oplossing vah de vc;l,L<f;{~i-~)==o naar 0 is rneestal J1rak~-
tisch niet uitvoerbaar. Len zal dan een andere schetting voor 

9 toepassen,b.v. bet gemiddelde m of als n=tr~, oneven is 

de mediaan ~ ( oak wel centrale irr2.arde genoemd) van het monster. 

Voor het §::,erniddelde f en de media2r.: r der gegeven verdeling 

geldt 
f = "''\) +- 9 ~· ~ c~ +0 

Ylc,l11188r ¥7 . f Cf)0l} I 
/\'\ \ v "'- {,, o ~ :: -e' DI ){ 

en C0 bepa2,ld ui t 
Fote).; t , 

bekenae getallen zijn. 

We willen de asymptotische doel treffendbeid van ~ - .-..,-> 

resp. f -Cr:i als schattingen van0 be1Jalen. 

.? 
bij 

H0t gemiddelde 111- is 8.s3,n1ptotiE;ch normae.l 111et verYmcbti11:2 

en spreiding <1/Vl\1. , waa,rin o- d~spreiding van ~ is, die 

alle iimarden d ezelfc.e en bij 0~ o gegeven, du.s be!{end is r 
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Voorts is er~ cJ cp0 /x.-0)= -r0 1 {x-9) J ·· 
..!. 'f)(} ' ,- 10 - , 0\,-W) 

¥' ·:t J Cf(J:-8) I' QI ~ ~ 
c,,0 f = ~ 0 cp,,(:r_-f}) (jtX = CV Cf~ ~~~ 

one,fbankel ijk van Q • De asymptotische doel tref?endheid van 
rm ... ,,-no is dus 

Elh_:t ~ ~~2. 

Om de 2,sym~otcti1:.;cbe doeltreffer,cl.heid van de E1e0.iaa,n te 

;Jel)E'.len volgen we de methode van blz. 217 (1hr 306). \re zullen 
de.2rbij gebruik maken van een stelling die v211 Lapl3.ce afkom-

stih is en die in de hier te gebruiken formulering inhoudt: 

is de logarithme t~) van de verdelingsdichtheid van de ge-

d:s.ante 'h. 'J!,f.?l)+1f2.(:X) ;; heeft y,(:x) een absoluut m2,ximum b:Lj 

.:X ~ X-o , Yfa r ,!1J 2 maal cont inu differentieerbac:.r is ( zodat 

'\fl:' {?<o) = o , .-,+/'/'::1. ~) f o lD) en is "fi 11 (::t ~) * o } 'f,Jr .,) eind ig ( spe-~ 
ciaal ..e 't.1.L::x.) ~~ 0 'Foor .:x"".:xo ) , dan is x_ asymptotiE:;ch nor~ 

- 'I, 
maal met gem:•1dJJ.de .Y-,~ en spreiding {-'J'ly,'~o)r 2• (L,IC:1ers be-

boud8X13 een klei.r:is wh is "f(:t}~ 'TL"J,•i(~o)+--y;2 (!l' 0)- "i(:x-:t'J,2 (-J,"tx.)) ) 
Ws on.de::.-stellen n oneven, er:. wel = 2 r +I • ~c.et el van rJ ,--

ver r-:: eJ inacfc·': 7"'''.1 rlr:, -rreilia:c>r C is a""'D u - . . b O L. a,_ '..A. v ,._l. 1,,.-_ ._,, .1. _ Cn 

~-(:.) 1 r r 
.t d ~ :: --- Flc) J F(c} ,,_ ~(cJ_). 

J;. {{➔-,,rt,) ~ 

'f lc)""' 1- ,,¾_ He){, - F(c)J + Cf(C) 

i-,ie::::-ln ir:: de eerste termif{n} , de tweede 0ft) • Deaf ... 

geleide ve.n c.E: c.sre·~e term is rS 1 - 2 "FCc)? l(c} dus = 0 voor t"{t.)=:J l r (,- F) J J 

dus voor c == 6. =-Ci).,. D • :i.Je twecde afgelrude is 

( I - 1- F t ( I - J FY" 2. 2 2) 
r( F(,- F) J - rY,-F)2 f -F(1-F) t 

dus -= - 8 r }t;1/ .. - Pr fJc,/ ,u-rn t=-t . Volgens bovengenoe:,::1de stelling 
is c r;1,Q ,,-~---.T..t~:;'.~;q0h nornie.a.l met gemiddelde r en spreiding 

{vr }.(q'~-/( , d.w.z. dau 'll•lr,.zr+1 is: 

.,LV\ l\'t ~~c .. '° ¼ jo(co) 
en de asynrp-tc-~ ische doel treffendhe id is 

..• '1~,--, rlc,.,,., s.syi.'11.fltotische doeltreffendbei.::J.1 vin:'J.c'' 

we dus 
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cluo £1;_ ::: 1.. ~ D b'-1 
£ rr ) 

'ro 

Daar bier £"-1' -=- I is, is de asym:;itot ieche 
van de rnediaan hier ~ 0,64. 

Voor de exponentiele verdeling - is 
- x+e 

\ ()c J ,. { ~ .::f > D . f ::x. = f -t -x :x > u 
o .x<.0 ol) 

j D X<o ' 

<f :{:x): -I 

{ 0 (to\ = ± , 
) 

E!: ::q-~.i. = I 

E'i: ~ I 

',/hr 319 

do-::: 1-tre:::: end he id 

De schatting (J = ~-1 en /i ~ £ - .h 2 zijn dus beide asymp-
totisch doeltreffendst; eerst0enoen-.de i:::: tevens de a2,nneme

lijkste. 

Voor de verc~eling van Cauchy is 

. [ /y ) - ...!_ _J_ 
> J 0 ~ - n 1 + :::i1 

Derhalve is wegens C-o::a > -~olc..).:::fr-
£ o' ,,.__ ,J 0, 

~ "',C'- ....._ , 

De mediaan heeft bier dus een asymptotische doeltreffendheid 

~0,81 (Fisher heeft de doeltreffendheid ook voor ei11Gige n 

met behulp van fcts van Bessel berekend., voor 'il =- 1 is E = J 
"">c > 

voor ~1=5"" en 11::. 1 E.'fl,f ~½Jo, voor n:::11 o.,tt ; de asympto-
tische wa2.rde 0,81 wo_rnj;J_~~langzru:.m benaderd). 

~~~\,) J.i..-y~~:::100 
Anderzijds is bier ()'::: dus de as;ymptoth,che doeltref-

fendheid v2,n bet gemiddelde van een monster is O. Inderdac:.d 

hesft bet gernid6.elde van een monster van Cauchy 12re_c..i,_es de

~J.fde verde_lin_g als een enkele v1a2.rneming; de doeltreffend

heid van g1 is dus precies (,n (t ~r;<ij 1 er n waarnemingen zijn, 

wordt door het gebrui:k~naken van !:1et gemid.d.eld·e geen grotere 

7recisie voor de be7aling van 8 bereikt dan met ~~n enkele 

v1aarr,eming reeds zou gescbieden). 
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g. Schatting van plas,ts- en schaal.-bepalende parameters ener 

symmetrhche verd.eling door twee symmetrische q_uantilen .. 

We gaan uit van verdeling ms·t dichtheid f0 (::ic.J als boven, 

die we bovendien syrni.2etrisch onderstellen., Zij nu 

f{:>t/ o/1 (3} ~ ~- to( :X poi) 
(waaro,n de factor J~ ?) ·de denken de waarnemingen :t,, ........ , x ""'-

volgens stijgende grootte gerangschikt, en bepalen de (}~, )-de 

en de ( 'Y7-l )-de, die we met :x, resp. ~2. aandt..1iden. Zij "M:."rd.-.2~ 

bet aantal tussen Y 1 en :X.2. (>:xi)° gelegen Yvaarneming;een. We onde~:-

stellen dat m en .f met 'l\ onbe:perkt toenemen .. We scha·bten ~ doo:i::-

9;: t ( ~,+~.t) 

en ~ door 

0 

is dus 

::: 

0 
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Eet element d er verdelingsfct van x, en ~.i is 

: : F,l d~(~. F,)m d F; (,-~),t -
waarin kortheidshalve voor ~=' en ))=2 

gesteld is. 

De logarithme barer verdelingsdichtheid is dus 

t = 1 -~ F, 1, -~ ) + '\'h ti.m _ F,) + 1, T +,. -+ c CM-~t 
Analoog met de stelling van Laplace, ender f ;;enoemd., bepalen 
we het maximum va.n de termen lJ{m) , da.t zi;jn de eerste twee. 

Differentiatie naar ~, en "'~ 1 geeft voor de (met een index 0 

aangeduide) waarden, die bj_j bet maximum van "f behoren: 

~ to 1)1"\ to -J h. '\n 1 -- >r 0 + 2" == /) 
~o 1:;o ~ F,o I- T-:: F, ~ - ~ •. :/11 

of ( f, S-2. • I) onderstellende): 

Tengevolge van 

de sym.metrie is voor deze waarderi ook f," ::: 120 -i ~f 3 1c, 
Tweede differentiatie en substitutie van de bij het maximum 

behorende waarden geeft, d aar b. v. 

O ~ f, { ; - t F) 0 t: u -tr) - f :(-F~ 1 + {Fm F,f) 
0, , i 4 , 2. , • 1 - 1 

in bet maximum :: - 1.,\'Tl-1>·) J + ~) v10rd t, voor de matrix der 
tegengesteldender twwede afge'leiden, (die positief definiet 

is): 

+!I 2. I 
- "' (rn-.2) l\"I'\ -

Bij ontwikkeling van -y,, naar 0, en 1i in bet pu1~t (~,.:,~.t~ ) 
ontstaat dus als qua,dr2,tisch gedeelte (op bet teken .ua) 

t t: 1"';,,'f [lm ,i }(I y, -~ ,.)' +ly, -~»)'~ - , i{ l• -y .. )/ td• "~ 
Voeren we hierin §, en Q in met behulp van de forE1l1les 

><., ,s 0. • i C ). X, :: a + t e .) V \) = XII - oJ. ,· - ~ - I\,{ ' 1lt N 
- - - _,. - - L (3 f o - I,. o O o 
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(waarin 10 bepaald is ) dan ko:,i1t er 

(~-,,.,)1+{Y.: -~2-,)a t& 

· ( 7 +4,)' +(\/ -10' ~ ;, [(~ -°' -k T(' 1of+{ ~ - "',}e -f~,)J 

;;c f ft 1 -a()' +(,/,c -r 1J] 

~ ll,-1,0 )/X1 -110)=;~[! ~-°')~-t~C-rior] 
De lineaire termen in ~- - o!_ en !C-r,~ 0 verdwijne11, hetgeen 
b etekent, dat lim 't ~- :: o< is (wat reeds voor '-f.,, a zelf geld t) 

en lim t/{C-(3~_,}==.:, , d.w.z. lim t J ~ 0}• - is. 
'l'eneinde te bereiken, dat l> asym:ptotisch zuiver is als s ch8,t-

ting van f zal d.us C ~ ,., genomen moeten worden. 

Bet q_uadratisch gedeelte van "f wordt nu dus (op het teken .'.~'.?,~1 

f .( 'l. f r:-l [1 m + l ~)/1 C-r ~,)1 
<-ffi I~ -ol)j 

en bierbij behoort als matrix van de tweede afgeleide: 

Dit is de reciproke matrix van Ll'I) ~' , dus de u.;? van (71) 

pe,g. 222 (Whr 311). Voor de 2,symptot ische doel treff'endbe id 

vinden we dus 

[ =:~\..L ~it" A u.\Jt" lw.\ .11: lf\1--2f l,- "In • (n-.i) j~ -1· 
1'n. ~ II\ .2,,, 'm ,~ ~ ,'1. jC> 1. ,, 

L-a,1 fo C..;:,1 Y Cfo -/ - - -
~lJaer in de afleiding hiervan reeds termen ~) vervn;; .. c? .. rloosd 

zijn, is dit niet de exacte doeltreffendheid bij eindge n, 
me .. 2 .. r reeds de as;ymptotische, zoc~2,t bet geen zin heeft, rn. -J-= 

~"'-~il nog van n te blijven onderscheiden. 

In de onderstelling, dat .t/rn enrrnk, bij "(L~-'° constant 

blijven ( of eind ige limieten hebben) zien we dus, d.2 .. t 

/Q:. - d..)r' y;., en ( -& r-i~I -1) fn as;fmptot isch normacl en as;ympt O··· 
tisch onafrankelijk verdeeld zijn met spreidingsq_u2 .. dr:::.ten 
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erl gemiddelden, die asymptotisch nul zijn. Voor de asymptoti

sche doeltreffendbeid kunnen we ook schrijven: 

E :: t: ~ {-'- i" ~~;"" j~. .l 
j lo, f..~ 1. C01 '/.. ._ f/-J 

Pal:isen we dit resultaat speciaal op de normale verd.eling t9e, 
dan is 

dus 
E. ~Kf ~: 5 n I+ ---{/-n 2_~\\h,. 

V'oor bet eerste en negende 

lf. : ¥T\ ~ E.. 
Ill, ! 'I'\, ' ·············•· .. ··········•+·· .. ,, ···········• ............................................... . 

0,001 I 0,999 i o,0654 

0,005 ! 0,995 I o,1s20 

0,01 I 0,99 I 0,2611 
o,01s l o,9s5 i 0,3277 
o, 02 I o, gs ! o, 3146 
0,025 \ 0,975 ! 0,4128 
0,03 I o,97 · 0,4447 

0,1 0,9 
o, 14 Io, s6 
0,142:0,858 
0, 15 0, 85 

0,2 o,s 
0,3 0,7 
0,4 0,6 

0, 6235 

0,6406 
0,6407 
o,6405 
0,6232 

0,5415 
0,4330 

:.] bezit dus in de buurt van 1/1'(\ = 0, 142 een maxii.:,1um. 

<> &., e:.. , ; 

,.if;~ . 
! I 

i I 
~tl t 

I 
1 

................ , ................................................................ ' ................. ;;!'(\, 
0.,1 o,"- O,> 0,'-1 O,S' 

h~ Schatting van de parameters ener rechte ijklijn. 

Gemeten zijn n paren grootheden xL,~i (punten "?t , in een~(j1) -

vlak, i=1, .... 1 '1').. ). Gegeven is, dat bij elke meting een meet-

fout in y optreedt, zodat a,lle ~~ m.~t gelijke_J3..:Q.;t.§Jc3.~J.IB~g g9..r..
~a~l en onafhankelijk van elka2.r verdeeld zijn om hun verwach

tingen, de zgn. "ware waarden11 '\i , en dat deze lineair af-
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hang en van de :x~ ( wac=>rvB.n as.ngenomen word t, dat de 6emeten 

met de ware ·waarden exact overeenstemmen). Gevraa.gd wordt, 
de co~ffici~nten der lineaire fct te scbatten. 

:!Je grootheden t - c:.1-p{:x~-i) met x•~Z:::-ci. bezitten dus vol-
gens de onderstelling alle eenzelfde normale verjelingafct. 

Hierin zijn de '.)C, , dus oo~{ :Z , bekende 1 oi en (3 en de sprei
ding <T onbekende parameters. Nu is 

L J:. ;; ... E t ~ i - °' -f ( )li -!i)f- ~ tl\ Q lf(J"" 
/\ A '\ 

ol.. , f en er'- warden bepaald uit de vergelijkinc:;en: 

[;;L_~ · J_, Eh• -~ -01:x, -ii). 0 

[!~]~.~ . ;r, JI,(x; - >i,)/ 'Ji_ :;i }r,,-x»=• 

luL] ,._ " ~ 
oo- 2 1 " ::: ...!_.4 E_(Al i - oJ. • 0,( :Xi -i.)) - ~ ~ o 

~ "'c::rt .2c, o 1- icr-i 

Uit de eerste hiervan volgt, daar E_(~;_ -..i\,: o is: 
J uit de tweede vervolgens 

"=}I(:v-.:-..)t){~i•i) :i;; Sl<y 

f':, ",: I -Jl ( L::.Pt.--.:t 
. en uit de derde 

Vervolgens bescbouwen we het geval, dat ook in de abcsis een 

meetfout optreedt, evenals in de ordinaat normaal en on&fhan

kelijk verdeeld voor ieder punt (~i~; ) en met spreiding~, 

terwijl de spreiding van de meetfout in de ordinaat-richting 

a; bedraagt. Dan is, als · nu van ieder gevonden punt ( 'l'.~ ~- ~ ) 

onderstellen, dat het een waarneming is van een "waar" punt 

(Si,1,i ), waarbij "ti.=ol~fSi is: 

L: -..L1E (s, -~iy- -i-;1L(f\l, -i~Y· -±n ,k 2.rr;<rj1 -t'Tl i .trc~l la;- l l 

Beschou-vvt men hierin S, ( ~:: 11 .. .... ) !\"l ) i \f1 , o-i , cJ en(, als o.nbeken
de ::_:,arameters en differehtieert men L partieel naar deze 
:parameters, dan vorr,1en de partiele afgeleiden, gelijk nul go

steld, een stelsel van rtt+L; vergelijkingen met'f\·H-1 o.nbekenden 

en men is geneigd deze te gaan oplossen, om de aannemelijkste 

sob.at-ting van al deze paratl1'ters te berekenen. ])it is echter 

nutteloos, daar bet maximum dat men op die wij ze zou vinden, 
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geen absoluut maximum kan z1Jn. Immers door "1 klein te nemen en 
L.1 ( ~ i -x1 ) 2 door keuze van de ( i eveneens klein te maken, zodat 
de eerste term van L eindig blijft, terwijl de derde naar + oo gaat, 
kan men, daar de tweede en vierde term voor constante cs-2 f O eindig 
zijn, L willekeurig groot maken, dus zeker ook groter dan het gevon
den maximum. Daar de voor de aannemelijkste schattingen geldende 
eigenschappen bewezen zijn met behulp van het gegeven, dat de aan
nemelijkste schatting een absoluut maximum voor L geeft, zijn deze 
bewijzen in dit geval niet geldig, zodat men, als men de parameters 
toch schat door berekening ui t de vergelijkingen, die door diffe•
rentiijren van L = O ontstaan, niet weet welke eigenschappen de zo 
verkregen schattingen bezitten. 

Men ziet echter, dat L niet meer willekeurig groot kan worden, 
als b.v. o-2 = k o; is met constante k> O. Immers dan gaat de tweede 
term naar - . co , daar men de 7) i niet meer vrij l{iezen mag als de 
~ i al gekozen zijn, zodat L ~ •-OO • Men zou dus verwachten, dat toe•
voeging van een dergelijk gegeven het boven besproken bezwaar zou 
opheffen. Wij zullen dit als volgt nagaan: substitueer c;; 2 = k c,1 
in L: 

2 2 

L =- _ _ 1 ! 2_ l~'- -l) - --1,:--,.L ( ')~- ~,) - n fn 2.rrO-: - n e,, k 
2'1_ 2ko-1 

met 

1?_i. =: o< + /3~t: 
We beschouwen nu eerst (3 , k 

melijkste schatting voor ~ i 
We verkrijgen dan: 

(1) 

2 en (j 1 als gegeven en zoeken de aanne--
( i = 1, .•. 3 n) en C)l.... 
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Voor (1) kunnen we schrijven: 

( 3) 

Ook volgt, als we 
.... 

voor 17 i schrijven ~ + /3 ~ i 
"' (~i - Xl) ( I + a ) _ _ 13 ( ~ + (r x°'- _ ~.) 

k2. · - k~ a 

Whr 326 

na enige omvorming. Dit wordt door substitutie van S<. =y-{.3x: 

(4) 
(] ( ~l - f3 xJ 

(32.+ k2 

met Yi= Yi - y en xi= xi - X 

Substitutie van (3) en (4) in de uitdrukking voor L geeft: · 

~ 2 

( 5) ..... L ·=- -. _L_ l L ( ~~--~# - n Pm err er/_ ?2 an k 
2 'Ji /J + "' 

" Hierin kunnen alleen /3 en a-; nog varH!ren. De S 1 en ~ zijn con-
stant, bepaald do,"r de voorwaarden voor het maximum (1) en (2). Bij 
variatie van /3 b li jft L ( ~~!!- f3 a.x._ ) 2. begrensd. Bli jft over te ondP,,, 

(3 + k 
zoeken of de vorm _ __!._~ - .tnGi~ naar boven begrensd is bij variatie 

I o;_ 
van o-:2 . Stel - = x, dan moet 

1 a'l. 
'- U = - X + ln X 

naar boven begrensd 

dU 
dx = 

zijn. Nu is 

-1 + 1 2 0 
X <_ 

als x < 1 
> 

U heeft dus een extreem bij x = 1, dit is een absoluut maximum. Hier
mee is het gestelde aangetoond. 

Nemen we nu O'; variabel, dan vinden we voor de aannemelijkste 
schatting van a-; uit (5) en: 

(6) 

( 7) 

L wordt: 
(8) L 
Nemen 
ting 

we nu 

van/3 

0 

= - n - n ~ 2 T( &: - 11 en . k . 
ook /3 variabel, dan vinden we de aannemelijkste schat 
uit 

(9) f t>L] -
l o·t3 0=A 
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dus uit: 

Nu is: 

.... 
zodat (3 opgelost moet worden ui t de vergelijking 

JI. Q. I I ~ . ',l. a. ) (3" k.l. 
Sv (3 + , K :5 x ..... s Y - .s,.,r =- ~ 

die twee wortels (3 1 en (3 2 heeft. 
Ui t het verband ( 7) tussen er; en (3 blijkt, dat cr-; een begrensde 

fct van /3 is, zodat een van deze wortels o-; maximaal en de andere 

o-; minimaal maakt. De wortel, die a-; minimaal maakt, m~akt L, die 

nu alleen nog maar van o- ~ afhangt, maximaal, zodat ook (3 eenduidig 
bepaald is. Inderdaad is dus, bij constante k > O, de methode der 

maximum-li1celihood op di t probleem toepasbaar. 

Beschouwen wij echter ook k als onbekende parameter, dan zien wij 

uit de laatste vergelijking (8) voor L, dat voor k-:;,,O L--"?'oo gaat, 

zodat er geen absoluut maximum kan optreden; dit komt dan ook over

een met het invoeren van a-1 en o-2 als onbekende parameters, zoals 

aan het begin van deze beschouwing besproken is. 

Voor n = 2 treedt een complicatie op, analoog met het aan het 

eind van punt c behandelde geval. Dan wordt nl. a-~= O daar 2 punten 

altijd op een rechte lijn liggen. Twee punten zijn dus bij gegeven 

0-2/ a-1 niet voldoende voor het vinden van een aannemelijkste schat-

ting van alle andere parameters. Dit komt doordat de teller van de 

breuk met noemer -20-;(~ 2+k2) in de oorspronkelijke uitdrukking 

voor L (d.i. de som van de eerste twee termen) t.w. L (x1- t;". )2 + 
~ 2 1 

+ L ( y 1 - Q:'.- (3 c:;-1) ui t 2n termen bes taat; q·m deze alle O te maken 

zijn 2n onbekende parameters nodig; er zijn er echter n+2 (t.w. 
~ 1, ..• , ~ n' o(, /3) beschikbaar. Voor n = 2 kan dus de teller inder
daad O worden, voor n >2 is dit in het algemeen niet mogelijk. 
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Hoofdst 1,,Ll - Monster- en toetsing!3tbe9ri_?_lh 

§1. !i~~rouwbaarheidsintervallen en toetsing van ~ypothesen. 
1~We hebben reeds op pag.222 (whr 311) opgemerkt, dat bet 

fundamenteelste bezwaar van Fisher's Maximum-Likelihood-metho 
de daarin bestaat, dat men de "aanneemlijkste" parameterwaarde 
ook inderdaad "aanneemt", d.w.z. de verdere berekeningen uit
voert als warezij de "ware". Dit nu zal in bet algemeen niet 
het geval zijn. Zelfs zal hot alleen bij uitzondering het ge
val zijn, en, als men de m88t-onnauwkeurigheden buiten boschou
wing laat slechts met who. Immers bij e&n continu verdeelde 
variabele (en daartoe beperken wij ons voor hot ogenblik, even
als in bet grootst0 de0l van hoofdstuk 4) is ook de "aannerne lij 1~ 

he idsfct" L (~1' ••• '~ ' 8) = 2!.. lf (~ L l e ) cont inu verdeeld. Do 
wh, dat zij een bepaalde waa.rde aanneomt, is dus O. Di t geld t 
in bet bijzonder ook voor de maximalo waareo. In hot land der 
"blinden11 ( eon wh O b8zi ttende) parameterschat·tingon kan bot ko-
ningsoho.p van de aanncme:lijkste dus nict op eenogighoid b0rus

ton. 
We hebben du0 gozicn, dat 

P [ t ( 2S p . • . dS ,) = 0 t O j= 0 

is voor iedore continu vcrdocldo fct t(~1, ••• ,~n), in bet bij
zonder voor de aannane lijkste schatting. Dit is niot mcer exact 
hot g8Val, als men rekoning houdt mot de me0tonn8,UWkeurigheden 
dor Ii, wanrdoor do getallen x~, dus ook t(x1 , ••• ,x") in kleir 
intorvallen overgaan, torwijl oak 9 slechts met ocn boperktc 
nauwkeurigheid als 11 ware" waardc kan wordon gcdefinieerd. De VI: 
van i = 8 wordt dan niot O, maar zeor klein (end.as to kleinor 
naP.rmate men t in moor deoiw'.::',len berekent ! ) De "conclusie" ui t 
ecn statistisch cxporimunt dat 8 = t (xi, ••• ,x..,) znl zijn, zal 
dus bijn~ ~Jtijd fout zijn! 

2. Do mogelijkhcid om conclusios to trokken, die doorgaanR 
goed zijn kan - in hot gunstigsto geval, t.w. als do verderc 
ondorstollingon ind(.;rdae.d vorvuld zijn - alloon d~-~rdoor verwo•• 
zenlijkt warden, de.t men minder pretEJndeort, mot name dat men 
niet bov1eert voor 0 eon bopaaldc vmardc govonden to hobbon, 
maar slccbts volhoudt dat A in con to borokenon interval ligt~ 
In pla2.ts van een fct t (x1 , ••• ,x, .. ) zal mon or dus twee dofi
ni~ren, b. v. t 1 ( x1., ••• , x n) en t 2. ( x1 , • ~ -~ , x,,) , waarb ij b. v. de 
tweedo steeds grotor is dande eorsto, en men zal dus slechts 

concluderen, dat t 1 (xt,••nxn) ~ e [ t.2,(X~~•••1Xn) is. (!!2.£ 
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ti en t.;, bepaald kunnen worden, zullen we verderop beapreken). 

Ala nu x 1 , ••• ,xr\. niet aan een bepaald experiment ontleend 
wo:r;-den, maar atochastisch variabel· zijn (d.w.z. als men alle 
mogelijke resultaten van het experiment tezamen beschouwt, b,v~ 
doordat men tk berekeningen uitvoert vboraat het experiment ge
nomon is), zal de ongclijkheid 

\ c i v ... , ! ,J ~ ~ i t ~ < ! 1' ••• , as I\) 

een bepaalde wh b~zitten. We zullen dit _niet bewijzen, maar 

sl~chts vermeld~· d~t algcmeen, ala u·t, ••• ,u111.willek~urige (meet" 
bare) feta van .,: ariabclen x1 , .••• ,:x;., en o1 , •• , , o"" willekeurigt::i 
oonstanten zijn, ' n ala ! 1_, ••• ,!" tezamen eon wh-verdeliflg bez~.-':' 
ten (b.v. doordat ze elk afzonderlijk een wh-verdeling besitte.n 
en onafbankelijk zijn), dat dan bet stelsel ongelijkheden 

l < 
't4i,(i,, ••• ,!t) ( 01; • ~- • 

• • • u,,,(!1t•••1!h) = Om 

tezaman een bepaalde wh bezit. (N,B. Dit volgt ~ onmiddellijk 
uit bet feit dat elk der ongelijkbeden afzonderlijk een bepaal.c1<' 
wb bezit, daar niet gegeven is, dat do linkorleden stochasti.sc;:l 
onafbankelijk zijn). Passen we dit toe op bet geval 

m = 2, u, =:ti, u~ = -ti' Ci. =t) , 01., = -e, dan krijgen 
we t 1 (!t •.• ,!_) ~ ~ 

-t.t(!i,~·•,!n) ~ .,,9 

betgeen tezamen aequivalent is met 

t1<a£1.' ••• ,~J '~ ~ t, (a£1.' .' .• .• _,!,.) 
Deze ongelijkheid hecft dus voor iedere kouze der fcts t~ en ti 
een bepaalde wh. 

3. Alvorcns hierop door te gaan, is het nuttig eon A.naloog 
geval van het rechtstreekse probloem te bespreken. OnderstelJP~ 
we, dat bekend is dat ecn stochastischo variabele ! con bepaaldo 
verdelingsfct bezit, b. v. N(O ,1) verdeeld is. Zijn l, en t > } 1 

twee willokeurige reijle getallen, dan hocft de ongelijkheid 

f1 ~ ! ~ 31. 

een bepaalde wh. B •. v. is voor Ii= - 1,7 en t.= + 2,3 
P [- 1,7 ~ ! ~ + 2,3] = 0,94470. Dit is dus de wh dat een 
stoobastisoho grootheid 2£ in een constant intorve.l ( \ 1 , }) ligt ~ 
Dit blij ft zo, e.ls ~ een verdelingsfct be zit, die van een pa~H--· 

meterwaarde ~ afh~.ngt, waarvan ook t en $2. kunnen afhangen. 
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Dan is eveneens 

P[( 1t~> ti ~ ~t(o) 1 01 ~ r 
d~~~bh dat een stochastische grootheid ! in ecn constant inter
val>~ olo-~mmers & d.011 ( al dan niet. i .Jka.nde) bepaa.1.a.e _g1::,iiallt:n·· . 

waarde bazit. 
In het door ons beschouwd:l geval echter is 

P [ 11 ; f) c. 12 \ ·O J ;; ~ 
de wh dat het stoehastischeinterval (11 ,i,2) h~t oonstante getal 
6 bevat. In het eerste geval krijgt men dus bij variantie van r · 
experiment bij gelijkblijvende parameterwaarde een groot aantal 

punten x, waaraan ongeveer een fractie ~ in het interval ( ~,, \ 1 ) 

ligt. In het tweede geval een groot aantal intervallen (t1 ,t2), 

waarvan ongeveer een fractie ~ het punte bevat. (Natuurlijk ka.Y.l 
men ook algem10en wh111) t -t1 '- 'f · i -t.z l C, 1 beschouwen, waar ZOWB1 

... -x als de intervalgrenzen stochastisch zijn). 

4. We definieren nu volgei~s J. Nayman. een stochastisch int.;;;r 

val (11 ,12), waarin t 1 = t 1(x1 ,, •• ,xn) en t 2 = t 2(x1 , •.• ,x1) 
statistische grootht,.-zijn, hedt · ecln betrouwbaarheidsinterval voor 

de parameter f). met de betrouwbaarheidsdrempel ~ ( of de gnbJ;-

trouwbaarhciq_sQ.!'_~Qpel o(~ ,-~) als 

P [t1 (!,>···,?!11):. Ai~~(~·•···, 1-.)\ (-,]::. 1;.o<. 
is vo.or all.§. toegelaten parameterwaarden f,. 
Evenzo zullen we - al is deze terminologie minder gebruikelijk-

een constant interval ( \j t) een betrouv,baarheidsinterval voor de 

stochastische groothcid !) met de b0trouwbaarhaid~'t_..,.,:~-I( no0 

men, als 

5. Ons doel zal nu zijn, de conclusies uit da experimenten 
op zodanige wijze te formuleren, dat ze 11 meestal 11 juist zij1~. '.·u 

kunnen ze daarto~orm 11 i 0! _i2geven, die 'iV?'° °'- ( at.- 1- ~ ) 
geld t, en o( voldoend klein kL.:z.en. (V~clal kiest men o< ·=J•) 
Dit houdt in, dat we O11g0veer 5% onjuiste conclusies toelaten. 
We merken op, dat deze fracti(j alleen nog botrekking heeft op 

de parametGrschattingen;; als we daaruit weer prognosen s v pr 

1o afleiden, moeten w0 op een totalu onbetrouwbaarheid van 107a 

vardacht zijn, en ook di t nog slechts a.ls de alg0mend onder

stelling0n vervuld zijn. De werk~lijka gnbetrouwbaarhaid znl h<;J.,," 

vaat ver boven do 10~ liggen. 



ry Math.Stat. 242 Whr 331. 

Eigenlijk is de bewering dat 0 tussen t~ en ti ligt svpr ()( - -
nog niet geheel verantwoord, doordat we algemene 11mderstellingen 

ingevoerd hebben, b.v. da-t de waarnemingen 1 ° onafhankelijk zijn, 
2° alle dezelfde verdelingsfct bezitten en 3° dat deze van het 
beschouwde type is,, Onze conclusie behoar t dan te zijn: de onder
stellingen, dat de voorwaarden 1°, 2° en 3° vervuld zijn _fill dat 

4° 0 niet in het interval C:1 , y1 )ligt tez~ worden verworpen 
svpro(. Doordat de berekeningen altijd op een of meer onderstel
lingen van het genoemde type gebaseerd zijn, kunnen we geen enkele 
statische hypothese (zel.fs svpr o<) bewijzem alleen een hypothese 
svpr o( verwerpen, waarbij de verwerping op het gehele complex van 
onderstellingen betrekking heeft. (B.v. zou het zeer wel kunnen 
voorkomen, dat de verwerping 40 een veel grotere onbetrouwbaarheid 
zou hebben als 2° en 3° wel vervuld waren, maar 1° niet). 

We merken nog op, dat het bij discontinue (b.v. discrete) ver
delingen in het algemeen niet mogelijk zal zijn, te bereiken dat 

P ( ! 1 '€. t) ;- !i \C➔ \gelijk aan 1 - cl._ wordt. Voor het verwerpen svpr (.)( 
is dit echter ook niet nodig; daartoe is reeds voldoende, dat deze 
wh ~ 1 - ~ wordt. Anderzijds zal men er eohter wel naar streven, 
deze wh zo weinig mogelijk van 1 - ~ te laten versch~llen, daar 

anders het interval waarin 8 svpr o< ligt zo groot kan worden, dat 
men er voor verdere conclusies niets meer aan heeft. If.v. geldt, 

als 0 zelf een wh is, al tijd P [ o ~ e i 1 \ 8}= 1 (de stochastische 
grootheden ~i en t 2 zijn dan univalent; ze nemen svpr O slechts de 
waarde O resp. ::. aan) r hetgeen triviaal is. (Bij willekeurige f) 

geldt hetzelfde voor ! 1. = - oo , ! .2 = +l.)o). 

6. Resumerend kunnen we dus vaststellen: als Ji= t 1 (~i ,·••,~n) 
en t.2.= tl (xu •.. ,x1..) (t, < t 2 ) een betrouwbaarheidsinterval met de - - - - ..... 
betrouwbaarheidsdrempel 1 - o( inslui ten, dan worden op grond van een 

experiment, waarbij ~ 1= x1_, ••• , ~~= x~ is waargenomen, alle para
meterwaarden ~) verworpen, die niet in het interval ( t.~ ( x1.., ••. ,x, . .,), 

t.z.('J<.., ••• , x,,J)liggen~ Van de vvaarden <2)_, die wel in dit interval 
liggen kan men alleen zeggen, dat ze (op grand van de gedane keuze 
van t 1 en t.z.) niet--ve:rworpen of acceptabel zijn. Het is echter zeer 

wel ~~gelijk, dat sommige dezer niet-verworpen waarden 0 bij een 
andere keuze van 1i en ti wel verworpen (resp. verworpen waarden 
geaccepte3rd) zouden warden. Anderzijds behoort men alle verdere 
berekeningen, b.v. voorspellingen, op alle niet-verworpen parameter

waarden te baseren. (Wij wijzen er nog uitdrukkelijk ep, dat de 
fcts t~(~,, .• , ~h) en t 1 (xL,· .. , x~) voor alle mogelijke waarne
mingsresultaten x 1 ~ ..• , x 11 en zonder gebruikmaken van de uitslag 
van het qnderhavi,ge ex12erime_n~ vast,gele,gd moeten zi:i~). 
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Vai:•.k echter wordt di t niet gedaan. In het bijzonder als er een 
speciale parameterwaarde ~~ is, voor welke de verdeling tot een
voudiger berekeru..-tbare resultaten leidt da·1 de andere waarden E). Men 
noemt dan de hypothese O = tr>, wel de nulhypothese en rekent daarmede 
verder, zolang deze waarde niet-verworpen is. Hoewel deze handel
wijze veela.l onvermijdelijk is, doordat men er niet in slaagt voor 
f)~ ~de benodigde integraties uit te voeren, is het gewenst, voor 

zoverre dit mogelijk is, deze minder kritische methode te vermijden. 
Uiteraard za.l men daarbij het belang van een grotere zekerheid tegen 
de omva.ng der berekeningen afwegen. 

7. Men kan een nulhypothese ook op kritische wijze gebruiken, 
namelijk om deze te verwerpen. Men brengt dan de con~lusie die men 
uit de experimenten hoopt te kunnen trekken in de vorm: een bepaalde 
nulhypothese is niet vervuld, dus b. v. A+. 0c, • Men bepaal t dan onaf
hankelijk van de~itslag van het experiment, twee stochastische groat~ 
heden !tent~, die dus voor all~ mogelijke waarnemingsresultaten 
~t , ••• , ~~ gedefinieerd moeten ziJn, maar die nu w~l van 00 {het
welk immers een bepaald gegeven getal is) en (als altijd) ook van, 
o<... mogen afhangen, zodanig dat 

p [ ti ~ t-·\, ~ i; 2 \ t)o J :: I - o( ( ef ~ 1 - o() 

is. Zijn nu x1 , •.• ,xnde waargenomen waarden, en vi.}idt men dat ~o 

niet in het interval (t 1 (xj_ , ••. , Xn), t 4 (x:i.,•·, x,Jligt, dan wordt 
de nulhypothese verworpen. 

Op analoge wij ze kan men trachten hypothesen als G ': f\, •f (;) t €)0 

te verwerpen. 

f 2. Voorbeelden. 

1. Betrouwbaarheidsinterval voor het gemiddelde ener !1Q!'..!!!ale ver
deling met gegeven spreiding. 
We kunnen z onder beperking er= 1 neme n. Daar dan x 1 , ••• , ~"' N Ct-t_, -1) .. 

verdeeld zijn, is !!! = m- 1 l ~;, N( ("" , n - ' )-verd~eld '). 
Zij nu voor een willekeurig reeel getal ~ :o en i 1 ~f?a de waar

de van een N(o,1)-verdeelde variabele, waA.rvoor de "staart" de wh 

~ heeft, dus 
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Is dan .X gegeven (0 < "< < 1) en is fa willekeurig zo gekozen, dat 

0 if.>~ o< is, dan is, daar (m - r,t) Vn N(0,.1) verdeeld is, 

P[(!E - f-t) Vn? \"'·f \fl] 1:- ./-~ en P((rri - )4) \);.. 'I - tf~ )f-l] := p~ 1 dus 

1-) l ~ ~ r~ ~ I~ ,. t) ·vh € t ol-A, Lh( ] :,, l -Cl{ 

of 

Bij geg~enpl zouden dus r- n-i ~0 en ft+ n-;:. rd-('leen (constant) 

eetrouwbaarheidsinterval voor de stochastische variabele m vormen. 

Hier is echter J-t onbekend. De gevonden wh kan echter ook geschre
ven Worden in de vorm 

~ [ ~ - ~ · i. kw'-~ ';; (..{ f m, -i. n - t i ~ \ ! l J == 1 ,,_ ~ 
(Let op de plaatsverwisseling van ~r1 en ko1._~ ). M.a.w. m-n-r L 11 t:) ..... D( .. / .,I 

en m+n ·t 'tn, begrenzen een betrouwbaG.rheidsinterval v0or /-1.. ' 
- I . 

Dit geldt nog altijd voor iedere toegelat;en keuze van~. Veelal 

zal men een symmetrisch interval kiezen, door Q:" -/~ = /1, d. w. z. 
~ = t .e.l. te nemen. Dan is dus 

Men kan echter ook /6 = 0 ·nemen. Daar ! "= +flolll is, heeft men dan 

e,( 

( linkszijdig begrensd interval). Evenzo voor . f = a(: 

r( f 12'\-+ Y\ .-t Jo{ ~Vf>'l 0( 

De keuze van f hangt af van het doel van het onderzoek; zij moct 

echter enafhankelijk van de gedane waqrnoming geschieden. We gaan 

daarop in f 3 nader in, maar merken voorlopig vast het volgende c-p, 

Wil men b.v. op grand van de niet-verworpen waardon van f verdere 

berekeningen uitvoeren, dan kan het van nut zijn, eep zo kt[Xt moge-• 

lijk betrouwbaarheidsinterval te hebben. Men kan gemakkelijk bewij-· 

zen, dat di t het symmetrische is ( r = ± o< ) • Wil men de nulhyp.::these 

j-l = 0 verwerpen,. dan kan men dit met f-, = i o<. d-:ien als de voor m 
gevonden waarde m aan de opgolijkheid \Ill> n·{ t ¾_b( voldoet. Wil r::en 

aantenen dat t-4- > 0 moet zij n ( natuurlijk svpr c< ) , dan z al meu de 

hyp,these j--t- 'S O trachten te weerleggen. Men ~eemt dan (1, = 0 en 

vindtopgrondvandehypothese ~i-0: m-n• 1 t>{~~ L... e> svr-, 1 lli<. 

De hypothese rt f O is dus svpr rx. weerlegd als de 7oor ,!!l gev~nden 

waarde m voor geen enkele /-L f O aan deze ongelijkheid voldo et, dus 

als 

is. 
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Evenzo kan men als m < - n -L L.~ is de hypothese ~ ~ 0 als svpr 0< 

weerlegd beschouwen. 

N.B. We herinneren er aan, dat deze weerlegging alleen geldt 

als aan de andere hypothesen voldaan is. In bet laatste geval b.v. 

kan ui t m <- n · t ~ "- alleen svpr 0< geconcludeerd word en, dat · de gege

ven waarnemingen niet een stelsel stochastische grrotheden vormen 

die 1° onafhankelijk zijn, 2° alle normaal verdeeld zijn, 3° alle 

met dezelfde j-L , 4 ° alle met dezelfde er , 5° met tr= 1 en 6° met 

~ i O. M.a.w. de conclusie svpr D< houdt in, dat als men b.v. 

weet dat 1°, 2°, 3° en 5° w~l vervuld zijn, hetzij f < 0 hetzij 

C7 ::,/; 1 ( en wel c;--> 1) is svpr o(. 

2. S~reiding bij gegeven gemiddelde (normale verdeling). 

Zonder beperking kunnen we/-<= O nemen. Dan is "~i/o-'t.. verdeeld 

als _,:{ 2 met n-1 vrijheidsgraden (vgl. p. 115, Whr 204), d.w.z. 

~ f /tr' is 1-, ( ""f )-verdeeld. Definieert men t°' = J )(: door 
~ . 4 7 

l - Fr,{~') (t-.1)= 0(' dan is dus 1/0-/Y"\ t,1 ('2-1 X ~t1 ... i•fu2.1 A__t·r~-:-"'<hf~. 

Vo~rts is P [1"l i'"/ u~ i -x:-rJ= fi , dus P [~~f-, ~ n J' /6· ~ ( {;-t,] "' 1 -bi.· 

M.a.w. bij gegeven 0- is ( ""I·"- v/\/~ > ·-Y u/~) een betrouwbaarheids-/"-. ,~ · l\rx-f'~ 

interval voor ~, en bij gegeven ~=sis ( sVn/·x..-x-r., s\f;../)(. 1.r,.) 
een betrouwbaarheidsinterval voor er, beide behorende bij de onbe

trouwbaarheidsdrempel. e< . 
De keuze van 0 hangt wederom van· het doel van het Andenzoek a.f. 

Daar t ,,= f....0= + ¥---: · , t 1 = )(_1 = 0 is, kan men voor een wille keurige ge

geven waarde ~ , b. v. 

is, svpr 0( verwerpen ( r3 = 0) 

" s f n·1 °c, A..,-~ is, svpr Cl( (J"? tf'._ verwerpen (fa= oi). 

M.a.w. men kan (o.a.) svpr o( hetzij C-'f ri+..s/x_o., hetzij <J"l 'l"'lt~/-C.rx 
verwerpen. Voor willekeurige (maar vast gekozen) ~ kan men svpr ~ 

zowel u f "L 5 / X.r:1-(':, als <.T ~ n i J /;(i.P verwerpe n. Op de bewe~gredenen, 

die tot de keuze van een bepaalde () laiden, wordt verderop uit

voeriger ingegaan. 

3. Verdel:i,-}]:g__van Bernl"'ulJ,_=!;_lsteekproef uit alternatief). 

Zij m = f n het aantal keren dat het kenmerk met wh p bij trek

kingen gevonden is. Dan is (vgl. pag. 18) 
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(Doordat de verdeling discreet is 1 kan men hier in het algemeen niet 

bereiken dat het rechterlid == 1 -t'(wordt bij gegeven o< ·) Daar m'il (p) 

steeds geheel is, zal deze fct van p bij continu toenemende p tel

kens ever een interval con&tant blijven en dan sprongsgewijze ver

anderen. Ditzelfde zal met~ het geval zijn. De grootte van de 
Sprong is bepaald als men de wijze van veranderen van(::, vastlegt, 

b.v. eist dat ~ zo dicht mogeli,ik bij (maar belaen) ex of bij r <:){ 

blijft. Tracht men nu p uit de vergelijking m1(p)== n f als fct van 

f op te lossen, dan zal f alleen tussen .,f,_;h en (t<-n)/h kunnen ver

enderen, terwijl peen waarde heeft 9 waar m1 (p) zulk een sprong 

uitvoert, terwijl bij f == {/1-, p over een geheel interval kan 

varieren. M.a.w. de oplossing, die we met Pt(f) aanduiden is op 

elk der intervallen .,,/,/,, < j < (k.+,) /ri constant en bij ,-Y\/ == geheel 

discontinu. Vgl. f:g· 1, waar y= 0 ~enonen is. (Men heeft b.v. 

rr. 1 ( p) = 0 Z" la ng ~ ) o<. d us p < I .. o< 1" is , . 

t 

'<, ,.. 
i 
.!. ,~ i-

m1(p)= 1 zalang f'' ~ o< maar 
'},,, + n r, q_'1 • 1 ;? o<. is, enz; 

ten slotte m1 (p)= n zolang 

1-p n -i ,')( C'f p i ( 1- ,x'.) 11 is. In 

het algemeen worden de grenzen 

p(f) gevonden als wortels van 

n-de graads vgln in p. Ander-

{) ·----~---~---p zijds is m1(p) voor gegeven p 
r' 

11·1,<r1-, bepaald als het grootste gehele 
t 1 ~ ( n) h n- ~ , . ) E 1 d" . ge a , waarvoor ~ h p q; ~ o<.. 1s ., en ana oge 1scuss1e 

geldt voor m~(p), benevens de oplossing p = p 1 (f) van de vgl 

m.2.(p)= hf (als we y-.+ 0 kiezen). Vgl. fig. 2, waar y > (:;i gekozen { __ _ 
1--~ 

____r-TrnJcr)/~ ~ 
I I I 

{ -- -{- - - ~ - - - ~~ l) r r p,111 : ~-

{ i r 
~ ~ 

r-- :M 1tr,>J/11 . 
----~,;,,.,.,_ _ __._--l-__ p 

gebroken lijnen begrensd wordt, en 

van p1 (f) en p~(f) 6cik aequivalent 

Pi(f)~ PiP1(f) 

is, 

Do voorwaarde 

m1 (p)/1, f / ~ m2(p)/t-, 

is aequivalent met de eis, dat 

het punt (p,f) in het gedeeltP 

van het eenheidsvierkant ligt, 

dat d1or de beide veelvuldig 

dus op gr1nd van de definities 

met 1e v:-~orwaa:Dde 
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Derhalve is 
V - I 1 L M , c 1-:,) 1 ,, < r 

aequivalent met 

? [ r--\ ( t} ~ \~ C::. t:,!i ( t) ] ;_ I - o< 

Derhalve is (p~(f), p~(f)) een betrouwbaarheidsinterval voor p met 

een onbetrouwbaarheidsdrempel die niet constant is, maar in de 

buurt van en hoogstens gelijk aan <>< blijft. 

Is n zeer groot, dan is 1 bij benadering normaal, en wel 
N(p, Vf~/~)verdeeld. Dus dan is 

/Y"'}1 (p) ~ hjt.i - ~(:: Vr::\-'n 

Men meet dus deoonaderde vgln 

eplossen. De eerste geeft ~; 1°11' /n -~ (/- r,)2. •f 
h •;_ r ':,- '1.. \ .:2. r CM/+ , ':,. 'l. \ / ,. 
I" ti'\,,!, 1(0) - ~ i.~[:; rt~,.,... /~ D dus 

10 ~ ': i ~ i ~; -i tr, Y ,-i 1 r ,. I) -+ ~, ~ r! 
,.,., ... ':,. 4-

, 0 

(Waarem niet +?) Daar ~ constant is, kan dit voor n--'l> •~' de<,r - ('., 

p-.::::, f + !r~ V {<1-/)/11 vervangen worden. (Di t kan eenvoudiger afgeleid 

W8rden deor op te merken, dat in nulde benadering p ~f, in eerste 

benadering (p-f)~ '< t; t: (1-J,))/n , dus ook ~ j) /(1-1) In is 1 waar~it 
de benaderde waarde voor p direct door worteltrekking volgt). 

We hebben dus gevonden: 
p;;. r /) ,~ { + ~~ V ;r,-/) /1, 

en evenze vindt men 

p-1 ( /) ~ /- t,.,~~ V /f 1"/) /n 
De gebreken lijnen gaan over in twee ellipsbogen. V&or het geval 

/0 :c id. zelfs in twee bogen van dezelfde el:lips, nl. 

~,. ( 1 + ; ~ ¾: ) - ~ r f I+ :2 ,~ ~ i: ) + i ~ ~ 0 

We merken op, dat deze door de punten (O,O) en (1,1) gaat en in deze 

punten aan de lijn p = 0 resp. p = 1 raakt (vgl. fig. 3). Zij stee~t 
t, 
11--------_,.,,.. _ _, dus buiten het eenheidsvierkant uit. 

v~or zeer kleiri,e p >.fJ wo 

tief, en voor p ~ 1 woi:w, 

Echter was f gedefiRiee 

met O ( m 'in ( m geheeJJ 

dat?? 

kan 

1 f Voor kleinere n, d.w.z. als men 
~-, niet meer wil verwaarlczen, worden de berekeningen doar het 
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optreden der gebroken lijnen vrij onoverzichtelijk. Voor dit geval 
zijn o.a. door B.L. van der Waerden ') benaderingen gegeven, waar

naar we de lezer verwijzen. 

Fcuten van de twe2de snort. --- - --·-----·- ---- -----
1. We beschouwen, ev enals aan het eind van p 1 een speciale 

hypothese, bepaald door een parameterwaarde 00 • Om de gedachten te 
bepalen zullen we soms voorbeeld 1 van ff 2 beschouwen, waar th- t~ 
0o = O is. 

In de onderstelling dat we twee fcts t~(! 1 , ••• 1!n) en 

t 2 (:e 1 , ••• ,~,,) gevonden hebben, waarvoor - alleen voor0:l>~-

P[t1 (~ 1 , ••• 9 ~,.,) t f-\, \ t-< (~ 1 , •••. ,2(,.,) \ f:>o]= 1~ O,(C) ") 

is, en dat we de hypothese B= 00 ep grend van een experiment, waar

bij ?ft= x;_ 01i ~ n ) gev,'.'nden is, verwerpen, als 00 buiten het inter

val (t1 (x1.,··· 9 xr,) 9 -~..:(xf, ... ,x .... ))ligt, hebben we een wh o(0 , ti.at 

deze conclusie fout zal zijn. We verwachten dus, als we steeds deze 

verwerpingsmethode VJlgen, dat in een fractie rx0 van de gevallen 

deze conclusie fout zal zijn. Zulk een fout, t.w. het verwerpen van 

een hypothese als z ij waar is, wordt een fout van de eerste s·oort 
geno;;;nd, 

Het kan echter zij~~ oat niet &~ maar een andere parameter-
// ). 

waarde 0 de ware is. Dan is er ook een zeker wh dat ba verworpen 
zal worden~ Z:~j 

P[11 L t\ ~ t1. I t)1 J ~ I - o/. 

dan is dus ~ de wh dat 

0 = f-\ wordt natt:urli;jk 
de soort" maken - -;~, w, 

I 

Go verworpen wordt, als 0 waar is. V$•r 
o< = o< o • We kunnen •ok een "fout van ie twee

()0 aanvaarden (precieseri niet-verwenpen) ., 
terwijl zij nt.et_ waa::.~ is 9 in het bijzonder als 0 de ware waarde is. 

De wh dat di t zal gt2 ;::,s~:ren is volgens bovenstaande ge lijkheid 

1 - o<. .. We hebben de wh op een fout van de eerste soort op 0:0 ( 0-:(~ o,(•) 

gefixeerda Het is uiteraard gewenst, dat ook de kans op een fout van 
de tweede soort kl~~.n is. 

We kunnen derze ·,k1einheids"-eis ep verschillende manieren pre

ciseren. In de eerste plaats kan het voorkomen, dat we behalve in 

') Vgl. B.L, van de~ Waerden~ Vertrauensgrenzen fUr nbekannte Wahr
scheinlichkei-':;e-:-1. Bera Ver. Sachs.Akad.Wiss. Leipzig 91 (1939) 
p. 213-228. . 

") De onbetro,J.v'. ::-2arhe idsdrempel zullen we in di t geval _et cX0 i. p. v. 

o< (zaals in de ;;..:,::~ ~. Jaragrafen) aangeven; D<. krijttt hier een 

enigszins gewijzigde betekenis. 
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de nulhypothese {➔<, in een speciale alternatieve hypothese f) belang 
stellen, d.w.z. dat we slechts ten andere waarde van G (t.w. 0) 
wensen te beschouwen. We zeggen dan, dat we de hypothese ~ toetsen 
11 tegen" de hypothese t). In dat geval zullen we de vrijheid die ons 
in de keuze van het betrouwbaarheidsinterval overblijft, wanneer we 

alleen eisen, dat de kans op een fout van de eerste soort = 1,(0 is, 
benutten em de kans ~Peen fout van de tweede soort minima.al te 

maken. Onze beide eisen zijn dus 
1--P [ f 1- ~ 0o ~ ! ;i \ 0 o J = 

( 1) [ t1 i ~o ~ t~ \ E) J minima.al. 

2. Passen ~e dit toe op voorbecld 1 van ./2, dan is : 1 = ~ - n·i. !~,fa, 
~~=-m + n· 1 }~, waarbij we nog over~ kunnen beschikken. Voorts is 

~o = O. Dus 

1)[ 'M•f\·1.> ~ 0 ~ M•l"l·i tA \ o]:;,:: j-o(«> 
- ~e,(o-~ .,. - - I~ 

Onder een alternatieve hypothese ~ daarentegen is 

; - o( =- '"P [ 1n - n - ~ ~oc'.o .. r,; ~ 0 fi. 11) ~ n • t ~ f.> I I-' J ;::. 

'Pr 1-i"l - n·1 ? A + tt f ..i.. ,- tr,-+ h-t Sr,.,-+ 1-l l (~ J ;: =- L.... .:>o<o-f,. 1 

• ~[-t~- 1-4\/ii f ct!_\~ r)Vii 1 ~°'0-1&-t-.tvn lrt3 • 
~.-j\ • fL Vii I t 

1 J • -\ ?I 
- ~ ~ tt')£ 

VJ.'l'T "'--~c1or· •I'\ 
We hebben nog de vrije beschikking over p . Om 1 - o<. minimaal te 
maken differentieiren we b. v. naar f-; : 

__ ~.= I \ V\O>f'o•0 -llt.,0 -~ -j-tv1il ~ .f•iO~i-f'"1) 2 
{ 

() fb ?rrr , "r~ ~ + ·~ ~ { 
Nu is -

I J -t '' 2 ~ -I! ~'){ ... v"ifr 
~f-, 

dus, deor naar t,:> te differentierem 
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Dit is= 0 als }.,,0 _ 0 = -!f'-> , dus 0<~-/~ = :1.-;1 ef ,::<>= 1 is,een 

waarde voor ex O die het zinloos is te kiezen. Daar steeds rx, ~ i 

( zelf .s o/ 0 << 1 ) gekozen wordt, is steeds 3i)('0 • 1., > 3i--r, )lo - ~ i0 , dus 
als Lt) O is + u{,-o<).,.> o en als u< O is+ J(,-o1k11 M.a.w. 1 ... o<. is 

I D (';> 1 · '"Sr-, 
voor rt> O een toenemende en. voor 1-l <: 0 een afnemende fct van ~ 

en bereikt haar minimum bij de grootste resp. de kleinste toegelaten 

waarde van (b , di. f.--' = 0 resp. 0 = oC 0 • We zien dus dat we, als we 

(-t = 0 tegen een waarde van /-1. die > 0 is willen toetsen , de wh van 

een fout van de tweede soort zo klein mogelijk maken door (3 = O,d.i. 

het interval m ) + n · i to<. als voorwaarde voor verwerping ' ) te 

neme n, en als we ~{ = 0 tegen een /-l < 0 willen to et sen door ID (-n· ! t'( .. , 
als voorwaarde voor verwerping ') te nemen, in beide gevallen dus 

een eenzijdig onbegrensd interval. Dit is uiteraard allerminst 

verra.ssend. 

3. Als we (j 0 niet tege n een bepaalde al ternatieve hy-rethese 8 willen 

toetsen, zullen we alle waarden (~) t (➔(, moeten toelaten. Dan is °'< 

een fct van G , Wanneer 8 tot Eb nadert zal de kans op een fout van 

de tweede soort tot 1 -ol0 , dus in het algemeen een grote waarde 

naderen. M. a. w. als de ware waarde slechts w einig van C➔o verschil t, 

is het vrij zeker dat 00 niet verworpen wordt, hoewel zij niet de 

ware waarde is. Anders gezegd: de toetsingsrnetht"de staat niet toe, 

vlak bij 0o gelegen waarden van (;) 0 te onderscheiden. Zij zal in het 

algerneen des te beter geacht kunnen worden, naarmate het gebied 

van waarden die zij wel van 0 0 kan onderscheiden groter is. 

In ieder geval is wel het minste wat men kan verlangen, dat de 

wh van verwerpen van ec zodra f)o niet de ware waarde is gr(')ter is 

dan wanneer zij d_it wel is. Nu is de; kans op verwerpen van Oo als 

f) de ware waard~= cX. We zullen dus eisen, dat o< als fct van tJ 
beschouwd, haar minimum bere ikt voor 0 = (~) 0 • Is di t het geval, dan 

heet de toets zuiver (Engels: unbiased). 

4. Passen we dit weer toe op voorbeeld 1 van 1f 2. dan moeten we nu 

van de ui tdrukking i _ t,t ,r;.. I C<o~t,, 

-½?1..2 
t- o<. ;::: ~ -...t. · dx 

"! - rt Vii r, 
het maximum z eeken als fct van t-1- ( nu niet van j3) , en de t oets zal 

zuiver zijn als dit bij ~( = 0 bereikt wordt. 

1 ) De "kri tische zone" volgens de in ff 4 te behandelen al~erne ne the c

rie. 
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Nu is 

sf -~ .. .l_ \Jr. -€ ~ --€ -\.\<>1.,,13-+ Olo-r i-i\,n ~7.)r~ ... ~{~ 1-t Vt1 ' . -; r' • 1"1 ( I ~ 1 ~ 1- I ) \ ':, - ) 

u f-l V:;."fl. . ... € 

Het rechter lid wordt O als 
,?-2. "" r.r ,~:i. ? -

~ 2._ ~oio·('> + jo;o·~ (-1. ./1 .::::: - \_j~ - $(• rl \Jn 

is, ef ~ ( ~%-(\·.., )~) ~1 Vn :11- t.~:-/l 

sf rt v;., ~ 1 ( t 0( 0 • f., - 'r, ) 
tr ) > ~"'-

Voorts is voor 1-l • 1• < i ( ~111:'.,·/l, + ~ (¼. ) het rechter lid van i) r' ook 

--Z o, d.w.z. c><. bereikt zijn minimum bij , 1-L"' ivt:. lt,.-r-, ... {0 ). 

Dit moet, wil de toets zuiver zijn, 1-L == 0 zijn, dus tril< t'-'o•r-. 
of ~";;! ol.o-~ , d.w.z. f-i., i o< 0 .Het symmetrische betrouwbaar-

heidsinterval is dus in dit geval het zuivere. 

Zodra we een onsymmetrisch interval kiezen, b. v. met ft,; i I')(,, 
dus o<o- f-, > p , dus 5 c<,,-~ < } f?, , wordt het minimum van o< bij 

een rt :tb (in dit geval < 0) bereikt, d.w.z. als O de ware waarde 

is, is de kans dat we O als ware waarde verwerpen nog groter dan 

wanneer tl • ~~ail'\~-~-¼ ( t) - r o<o- (~ ) ( Qf een dioht. daarbij ·gelegen 
waarde) de ware waarde is. Dit wordt veraanschouwelijkt door fig. 

1 - 5, waar we als abscis de ware waarde /--1., kiezen, en als ordinair~ 

de wh ~ dat O verworpen wordt. 

I 

I 
Io( 
I 

~lm,\1 t' 
1($'- f-':1 I cxo 

,-, 

1-1 
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)- ,r 
de norrre.le verdelingsfct voor de waarde .50<'.o - ft Vt'l wordt. Zij is 

dus voor d.i. \J,.,. J.. ? I \/-- :;, '»< 
V!) (\ 

• 

Het minimum van o< ( zie fig. 5) wordt dan e erst bij /--< = ~ ()0 

bereikt ( in o"'ereenstemming met :J.. r1 'fh ::::: tx <> - ! o ::::: -oO ) • Evenzo 

is voor (?;;;"' o<c; o/ zelf de normale verdelingsfct voor de waarde 

- ~ _ ►-l \/-; . ~~ ' 

5. We kunnen neg vragen naar een maat voar het and~rscheidingsver

mogen voor een zuivere toets. Dit zal 1 althans voor waarden die 

dicht bij de ware gelegen zijn, des te grater zijn, naarmate D< 

vanuit zijn minimum bij Go naar heide zijden steiler oprijst, dus 

naarmate de tweede afgeleide 0 2 o< / u 0-<. vaor O = er) grater is, 

De functie o!: o< ( (:) ) zal het onderscheidingsvermogen (Engels: Pcrwer \ 

van de taets genoemd worden; de graotheid 
-,l \ 

c.___ ( ~-) 
..,_J t: ,u 0 ... t;l::: C:)1) 

daar de toets zuiver ondersteld is. 
{)lo:' -I j-'~r, 

Om i:~'- voor t(-: ~t,,, i\'1 te bepalen behoeft de factor e ·, 

niet gedifferentieerd te warden, daar haar afgeleide met de fact~r 

tussen haakjes, die in het minimum O is, vermenigvul~ w~rdt. Dus 

( 
~ld ) 

5 ~ c) /l 1 f--t c t'- no i '"' :;:: 

Zender hier zuiverheid te onderstellen zou men hier 
I ( '; 'l' "\ ':l. 

M ( )? + ';, ) e - '8 21o(f)-0 + j(, ) 
\/Th J c{/) - r, ~ ro 

gevonden hebben,dus dezelfde uitdrukking met {( lr-i + §<><0 -,':l) (d.i. 0e 

halve lengte van het betrouwbaarheidsinterval) in plaats van t 1-x 0 

Aan deze uitdrukking zie we niet veel, behalve dat ze met n even-· 
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redig is. Ze kan e chter gebruikt warden om verschillende toetsen 

met elkaar vergelijken. Hier hebben we namelijk t~ en t~ uitsluj~ 

tend met behulp van het steekproefgemiddelde bepaald. Men zou ech

ter ook andere grootheden, b.v. de steekproefmediaan of een bepaald 

quantilen gemiddelde kunnen gebruiken, en hun scherpte - als ze 

zuiver zijn - met de hier gevonden?vergelijken (vgl. de volgende 
paragrafen). 

6. Resumerende kunnen we dus vaststellen. 

Zijn t ... en -t. 2 > ! 1 twee statistische grootheden, ert bestaat de 
- .i - T [:)<V"!"..._ ... ,Jo,wa .,.,('(-<_ (:) 0 .i 

toets daarin, dat we een, r'verwerpen als zij bui ten het interval 
( -~1 , t,_) valt dat bij de waargenomen waarden behoort, dan is 

1 °. de grootheid c<0 = 1 - P [ 11 i 0o ii, \ C➔ r, 1 de wh van een fout 

van de eerste soort (ten onrechtererwerpen); 
2°. de grootheid 1 - x~ de betrouwbaarheidsdrernpel (wh van tereoht 

niet-verwerpen); 
3°. de grootheid 1 - 0< = P [t ~ 0o it~ l t) J de wh van een fout van 

de tweede soort (ten onrecht niet-verwerpen); 

4°. de grootheid ,x het onderscheidingsv0rrnogen (wh van terecht 

verwerpen); 
5°. de toets zuiy_e_!' als rx'. haar minimum bereikt voor 0 = (-\ ; 

6°. de scherpte van de toets, als deze zuiver is, de waarde die 

c)V / 06 2 voor 0 = Do aanneemt. 

7. De hier weergegeven resultaten z1Jn een bijzonder geval van de 
algemene toetsingstheorie die door J. Neyman en Egon :Pearson nnt

wikkeld '), en sindsdien door vele auteurs nader uitgewerkt is 11 ). 

') J. Neyman, Basic ideas and some results of the theory of testing 

statistical hypotheses, Jrn. Roy. Stat~ Soc. 105 (1942) f292-327~ 
") Zie b.v. A. Wald, On the principles r:f statistioal inference, 

Notre Dame 1 Indiana 1942. 
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§ 4. Algemene toetsine;s~heorie 

We zullen thans enige hoofdpunten uit de algemene theorie van 

Jerey Neyman, later ui tgewerkt door Neyman en Pearson ') behandelen. 

1. We beschouwen evenals in Loofdstuk 4, pag 199 (Whr pag .. 298) een 

verzameling van mogelijke waarnemingsresultaten. Ieder waarnemingsre
sul taat zal doorgaans daarir~ bestaan, dat een aantal ( n) variabele 

grootheden ~1 , o o ~, ~- bepaalde getallenwaarden X.1, ••• , Xnaannemen01 
Voorts beschouwen we een vz van hypothese:n 'o1e,b. v. gekarakteriseerd 

door m. parameters ~, •• ,.,, 0m 1 die voor een bepaalde hypothese ~ode 
waarden 01~, ~ •• , 01"n 0 aa1:.nemenn En we onderstellen dat voor iedere ( tot 

de vz behorende) hypothese de waarnemingsresultaten een bepaalde wh

verdeling bezitten. Duiden we kortheidshalve een n-tal getallen 

X1 , ••• , Xn met een enkele letter X en een m-tal getallen 81,••·,e~ 
met een enkele letter 0 aan ( ev3ntueel voorzien van een index () ) , 

en is Ween bepaalde vz van waarnemingsresul taten dan is dus voor 
iedere e de wh '°P [ ?£, l! 'v,./ \ 6] bepaald,, ( We herinneren eraan, dat hst 

symbool E beteke.nt: 'is een element van' of, korter, 'behoort tot')., 
Evenals vroeger ono er.;:./:.A11An we, de.t ender de mogelijke parameterstel

sels e een ( en slechts een) voorkomt, dat als "het ware" beschouwd. 
kan worden, m.aew~ dat een der hypothesen 11 in werkelijkheidn vervuld 

is. De algemene toetsingsth(~orie dient om na te gaan, of di t met een 
bepaald gekozen hypothese $~ al dan niet h3t geval is. 

Het vereenvoudigt vaak het spreken, als we voor de vz van waarne-· 

mingsresultaten een meerdimensionaal-mectkundige terminologie invae:ren" 

We noemen dan een steleoJ. van n reole getallen x 1 , ••• , Xn eon ;pun1 
van een n-dimensional.e ru:.mte ( 11 stoek:p:r.oef-ruimte") dat we mot x 11 ) 

aanduideno De n-dimens~.onale rutmte zelf duid0n we met ""Rl'laano ~en 
stelsel punt en dat l i neo.ir van een parameter A afhangt: XL.:;::. cti + J. b. 
(l:iidi .. · ,n i aien bi gegev0n) noemen we e.Jn rechte in Rrd zulk een stelsel 

dat lineair van 2 parameters afhangt (Xi.=- oi + Abi + f Ci. ) ecn £..l§._1 
vlak in Rn, enz .. Algemeen heet oen stelsel punten dat lineair van I< 
parameters afhangt eon RK in R.n ,, Zulk een stelsel bestaat ui t de 

oplossingen van n - K lineair-onafhankelijke lineaire vgln in de n 
variabelen X; o Een R is uen uunt. In het biJ·zonder wordt een R in R , o - n-1 n _,.....,,..,. ____ _ 
') J. Neyman and W. So :!?er1-rs0n, 1Jor::t1.0 ibuti.ons to the theory of testi .ri.g 

stntistical hypcth.ese s, Statistical Research Memoirs I, P• 1-37 
(1936) II, Po 25-57 (1938) 

J .. Neyman9 Outline of a theory of stEtistical estimation based on 

the classical theory of prcbabili ty ~ l'hiL. Trans. Royal Soc~ ,g).,,5., f. 

P• 333-380 (1937)" 

") In de literatuur wordt h~,~rvoor vaak d.G lettel\ E ( "event-point") 

gebr.uikt-e-
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dus bestaande ui t do oplossing0n van een lineaire vglf fLXi. - 9,.: 0 wnarbij 

niet allo ?i. nul zijn, vaak eon hyp0rvl11k genoomd. Alleen eon Kh-J vor
deel t de R11 in twee dolon ( gebiedon) i in alle punten van hot one gebied 

is het linker lid YJ(x) d~i,[ pix\-q,, vnn do vgl posi tief, in hut andere 
gebied negn.tief. Ook ecn ni0t-lineaire maar continue fct tp(x) vordeelt 

de "Rn in twee gebieden ') , bes-t::.w.nde ui t de punten waar f (X) > 0 resp• 

lfJ (X) < 0 i s" 
De vz van do punten waar 1f (x)::;:. O is, wordt nu niet moer een 'vlakko 

ruimte' Rn-i maar een ',gokromde ruimte' .genoemd en met ¼-1 ( ( n-1) -di

mensionale varioteit) aangeduid. Zij is do gemecnschappelijko begren
zing van de twee bovongenoemde gebiedon. Het 0ersto (en analoog hat 

tweede) dezer gebieden wordt nfgesloten door er de punten van zijn be

grenzing aan toe te voegen; het afgesloten. gebied bestnat dus uit de 

punten waar ~ (x)f O is. 
We kunnen hier ook de massa-geometrische terminologie invooren. De 

wh dat ! in een be.paalde vz ligt, noemen we dan de over die vz Veit'deel
de ~_Q:.Iedere hypothese bepnalt dan een massa-v~rdeling in Rn, ver

schillende hypothe.sen bepalen vcrschillende verdelingen van jelkens een 

totale massa = 1. 

We kunnen evonzo alle st else ls van m parameter waarden 61 , · .. · · (jrn al A 

punten in een m-dimensionale ruimte R~parn.moter ruimte 11 ) aanduiden, en 

daar ook overigens een D.n'.J.loge terminologie gebruiken. Iedere hypothese 
behoort dan bij een bepanld punt van de parameter ruimte; alle toegela

ten hypothesen tezamen vormen - nnnr we zullen veronderstellen - een 
gebie'r.d in deze ruimt,e.. We d uiden di t gebie.d met ..0. aan, het, st elsel para-

meterwaarden ( 01 , ••• , 6111 ) met 0 . De voorwaarde dat di t stelsel pararne-
terwaarden een toegelaten hypothese bepanlt wordt dus uitgedrukt door 

et.D. .Een punt van di t geb ied behoort bij de "ware", een ander ( of het

zelfde) bij de te toetsen parameterwnarde. 

Een toets voor een hypothese 80 is een statistisch kenmerk K dnt 

elk mogelijk waarnemingsresult~at al dan niet bezit, en dat aan enkels 

verder te noemen voorwaarden voldoet. De eis, dat het kenmerk statis·
tisch moet zijn, houdt in 1 dat bij ieder waarnemingsresultant 2S ondubbeJ

zinnig vast te stellen is, of het het kenmerk al dan niet bezit, onge

acht welke hypothese 6 de nwo.re" is. Het kenmerk mag dus niet vo.n de 

ware hypothese t) , maar wel VG.n. de te toetsen hypothese 60 afhangen, 

daar G10 , .•. ,0mo gegeven getallen zijn. De toets wordt op de volge,nde wij-· 

ze gebruikt. Bezit het waargenomen wanrdenstelsel x van~ het kenmerk K, 
dan wordt de h;ypothese 80 verworpen. Bezit x het kenmerk K niet, dan 

word t de hypothese 00 niet verworpen. 

Er is dus een ( onafho.nkelijk van tj ) bepaald vz van waarnemingsre

sul tat en, die het kenmerk K bez~. tten. Ws zullen deze vz ook met K ac.n
duiden en x E K schrijven, als x het kenmerk K bezi t. Deze vz heet de 

') Voor voetnoot zie bovenaan volgende paginn. 
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1 ) We volgen hier niet precies hat gewone spraRkgebruik, volgens het

welk een gebied s:1menhnngend moet zijn. Elk gebied :i.n. onze zin kan 

uit meerdere gescheiden gebiedan in Qe gewone zin bestJan. 

kritieke vz (ook kritiek gebied of kritieke zene) voor de beschouwde 

toets vnn de hypothese 60 • Men ko.n oak de ~ K eerst gegeven denken en 
drin zeggen: het kenmerk K vrm een wnn.rnemingsresultant x bestaat dnar

in, dnt het tot de kritieke vz behoort. We zullen ens beperken tot het 

gev:11, we1.rin de kri tieke zene een gebied in de steek:proefruimte 'Rnis 

(dnt eventu0el uit meerdere gescheiden gebieden knn bestnan). Het be
ste..n.t dan uit alle punten x, wRarvoor !;)On bepaalde continue fct, die 

we met t aanduiclenpositief is, d.w.z. waar t(x)>O, of uitvoeriger 
t (x1' • .. ,Xn) )O is. Het kenmerk }<._ ( de toets) is nu dus de ongelijkheid t>o 
In de voorbeelden vnn § 2 en 3 was t (:<)-=- (t, (X)- e0·') ( t 2 ( X) - $0) 

Daar teen immers t2 (X),> t.1 (x) ondersteld is voor alle x, is d.eze t(x) 
dan en slechts dnn>O, als (j0 buiten het intervnl(f1,(,.) ligt. Het is 

duidelijk, dat de kritioke z6ne, dus de toets onveranderd blijft als 

men de toets-fct t(x) door een 8ndere verv~ngt, die er slechts door een 

overal positiave factor van verschilt. 
Op grand van het voorgrin.nde is er vottr iedere hypothese t}/:: {2 een be-

paqlde wh P[~E KI 80 ] , d'1t een wru1.rnemingsresultaat tot de kritieke 

z6ne zal behoren en dus tot verv.rerping van 80 zal leiden. Vfe onderschei

den wed.erom twee soorten vnn fouten ~ 1 ° h8t verwarp~n v:1n eo als deze 
hypothese de ware is (fout van dG eerste soort) en 2° hot niet-verwer

pen vnn 60 als een dan.rvan verschillende hypothese de ware is ( fout van 
de tweede soort). 

2. We eisen nu van cle toets, dnt cle wh van het mo.ken van 0Gn fout vnn 

de ~~ soort een gegeven waarde <X.0 heeft ( bij Jiscontinue verd.elingen 
.;; o<..0 is) : 

(De. toets, d.us oak de fct t en het gebied /( zal Jaartoe bohc:.lve vnn 00 

ook van de keuze van d.0 moeten nfha.ngen). De waarde o!.0 word t weclerom d.e 

onbetrouwbsarheidsdrem:e_tl genoemd ~ K::: K (eo):::: /( ( eo ; cx'o) 
Is~ het com12lement van K (d.w.z. de vz van nlle punten die~ tot 

J{ behoren, i.e. dus waarom t(f)-;;;_ O is), dnn kan de complementaire ge

lij kheid p [ 6 Er f Go J == p { t ( i) "? () / eo] = ( - O(_ 0 

gebruikt worden als 80 niet ~toetst moet worden, maar gegeve~ is. De 
gelijkheid leert dan, dat men svpr o(0 voorspellen kan, dat X t: '§.- znl 
liggen (oplossing van het rechtstreekse probleem). We noemen daarom 

een voorspellingsgebied svpr 0c0 voor x bij gegeven $0 • Op deze wijze is 
steeds een oplossing VQn het directe aan een van het indirecte probleem 

gekoppeld: het complement van een voorspellingsgebied svpr cx. 0 voor x bij 
gegeven eo is een kritiGke zBne voor X bij toetsing vnn$o met onbet~uw

br.:i.arheidsdrempel d.9 • Bovendien is de vz vnn alle 8 waarvoor bij x r l{= K (0) 
is (wanneer K als fct van e gegeven is) een betrouwbaarheidsgebied r=r(x) 
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svpr olo voor e bij gegeven x. Dan is clus 0 EK(&) a~q, BE r (,~) 
DG wh van een fout van de tweede soort nls e c/= ea de Wc'.rO parame

t0rwan.rc1e is, is p [ U.i) ~ 0 / eJ = :l - p [it- K / eJ:::: J-cx.(G) 

De toets wordt zuiver (Engels :::1 unbi:-:1sed) g0noemd, als deze wh voor 
iedere 8 E G ~J -cx.. 0 is. M.n.w. nls de fcto<..($), het onderscheidings-

v~rmogen genaamd, voor0 = $0 hnn.r !!!i.Bimum bereikt, dat dan ::::.cx.0 is: 

p { ~ t- k (0c,) I 8 ] ~ P [ ! ~ K (Go)/ eoJ = ex.,> 

Wanneer we onc1er de mogelijke nl turrtat,ieve hypothesen 8 * E:\ Slechts 

een bepaalde, b.v. 01=-(E\1) j. 1en)beschouwen, zeggen WG d:1.t we eo ''tegen 
E)1 

11 toetsen. Een zuivere to0-bs i? O van t3o met betrouwbn?trheidsd.rem:pel 

0<'..0 wordt dun door Neyman en Pearson mot betrekking tliit 81 , "most 
powerful unbiassed II genoemd, nls, inuien 01 wnnr is, de wh van een fout 

v.'1n de tweede soort bij geen enkvle a.ndere toets kleiner is. Dus als 

P [ t( X) < (l / e J ~.:. p) [ 1 • ( .{ '\ .:::'._ r,. i f:1 J - ..., - =: ' I :1 :::;: ,.-t ,_ .:._ J =: '-' i ,../1 · 

voor iedere statistische fct u? die eveneens eon zuivere toets voor~ 
met dezelfde onbetrouwbr:i .. arheidsdrempel ,~x'..c is: 

?Cu(5j>o i 0o] = cx.o 
.? [ u ct: j > o I 19 J 2: o:. 0 

We kunnen de uitdrukking 'most pow-Jrful' m6t 'machtigst' vertalen .. 
Is L het bij een willekeurige and ere toets behorende kri tieke ge

bied (overeenkomende met U>O), en is f3(f-)) het d.narbij beh'-rende onder

scheidingsvermogen, dnn luidt de vcorwaarue voor een machtigste zui

vere toets van~ tegen01 

1) p [~ E: f( ( tlo) I El] ~ p L2 E k1 
( eJ I 00] = o(o 

voor iedere 0 E: f2 
2) cx(81) =-P[~r:-k(Go)/81] ~ P[.~0 l(t\0lt\J=~(e1) 

voor ieder gebied L(eJwanrvoor P[?S E-L(tloJ le]~ p [~E: l (0oJ\ Go] =c.>"..C) 

is voor iedere 6 t: (2 • M. a. w. zij houdt in, dat het onderscheidingsver

mogen van t> 0 voor e = {J'J. onder alle toegestane zuivere toetsen max.imaal 
is. Geldt de voorwaarde niet slechts voor een bepaalde hypothese ~, 

maar voor alle e i E\ ' dan hee.t de toets II gelijkmatig machtigst 11 (Engels~ 

uniformly most powerful). Gelijkmatig machtigste zuivere t·oetsen be
staan echter slechts in weinige gevnllen~ 

3. We onderstellen nu vercler, d.'.1t de massaverdeling in Rh voor iedere 

$fQ. continu is en een continue verdelingsdichtheid bezit, die we met 

p(x../ 0) aanduiden. M, a. w. dat voor iecler gebied ~ in R'1... 
. P [~E\~,) 8] c=./4p(x((})Jx ,j 

is, waarin het. rechter lid ''-een af'korting is voor 

/:;; ---/ f ( Xn - - - - - , Xn i 8n -----0m) c[ x.1 _____ c[xh 
ef' 

We herinneren er acm, dat voor n =1 continui tei t en het bezi t VBn een 
verdelingsdichtheid -(die echter niet continu behoeft te zijn) praotisch 
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aequivnlent• zijn. IeJore vorJeling opRJis nnmelijk Je som vnn 1° e5n 

discrete verdeling, waB.rbij Je mnssa geheel in ( .Q.ftelhanr vele) afzon

derlijke punten geconcentreerd is, 2° een continrn cliff~rentieorbnre 

verc1oling, ::lie een verclelingsdichtheid be2.it, en 3° een "singulieren 

vcrd~!rii~vnn 6.ie v::m Cantor (vgl P• 132; Whr 221) oen voorbeel(L W:J.s. 

Zulke singuliere verdelingen hebben echter (voornlsnog!!) goen pr~c

tische statistische toep:1ssing gevonC::.en. In -Rn mGt ll?; 2- zijn er echter 

meer mogelijkheden, ook c1.l la.ten we singuli0re vor~lvlingen en hun mc8r

dimensiomue Rnaloga vollBJ.ig bui ten beschouv1ing. T .w. c.1..e volgende: 

1° Je massa is geheel in (aftelbanr vele) af':6onderlijl-rn punten in Rn_ go

concentreerd ( discrete verd.aling). De voorwa~1rcle van continui tei t houJt 

in, d2t de verdeling geen Jiscrd~t ~~el bezit, m.a.w. dnt de totale 

massa in iec1er afzonJerlijk punt nul is. Dan blijft echter nog de moge

lijkheid 2° de mnssa is gehesl op een of me0r rechte of kromme lijnen 

geconcentreerd, .an over elk Ji0r lijncn continu verr:leold. Evenzd ~ 3 ° 
de massa is geheel op een of meer platte of gebogen Y.1,akken goconcen

treerd, en op elk Jaarvan continu verdeuld, enz. Algemeen: do massa 

is gchoel op een of meGr I( -dinwnsionalo vari0tei ten geconcentre0rd, en 

op elk daarvan contihu ve::deeld.. Dezo gevallen, wc:1:::irbij do verdeling ei

genlijk minder dan n-dimdnsionaal is, zijn nllorminst van statistisch 

belang ontbloot. Zij liggen integendeel G:1n de correlatierekening ten 

gronclslag (correl[-ttiecoGfficient = 1) sn kunnen in de regressie-analyse 

veel last veroorzaken. 

Inc1ien echter het wanrnomingsresultaf.:lt besto.nt uit n onnfhCLnkelijke 

wa,1rnemingen van ( b. v.) een zelfde stochastische groat hcdd, "~ie conti

nu. verdeeld is mot dichtheid {( :l 16) ( en in vol.a anclere gevnllen) doen zich 

deze moeilijkheden niet voor. Dan besto.at inJerdaaJ een n-climensionale 

verdolingsdichtheidf(x/~ t.w. 

p ( X I 6 ) ::: 1 ( :( I i e ) .i ( J( 7- I 6) . , . . , . . 11 ( X-n I B ) 
We zullen verder, tenzij het tegenduel gezegJ worit, alloen zulke conti

nue verdelingen beschouwen, waarbij ... Le lr1ger dcm n-dimcJnsionalu del0n 

ontbreken (niet slcrnhts op vlakke, maar ook op gebogen vnrietei ten) en 

.le verc1elingsdichtheid 16(:x.) bestaat. 

Voor di t geval bewijzen vr.i.. j ( overeenkomstig een stelling vnn Neyman 

en Pearson), dat, 3.ls p(x_/0) bovenclien continu is, voor de toetsing van 

een hypothese eC) t'3!gen een andere $1 , steeds eon nmchtigste (niot nood

zakelijk zuivere) toets bestnat, en dat deze gegeven is door de to0ts-
fi.mctie t ( x) == J f (·-1 G) - p C x I ea) 

waarin )l een (vnn $0 , ~ en(=\, ~fhankelijke positieve constante is, Jie 

bepan.lc1 wordt uit de voorw'1arde, Jat P [t )0 I 6)0 ]::: o:'., 0 moot zijn. 

We bowijzen, dat clezG toets inlerdaaJ het mnchtigst is. De voorwaar

de, wne:ruit A bepaald v1 ordt, luiclt, ftls we ter ,:1fkorting 1Pt.i enp1 schrij
ven voor p' l'·x1' l 10)) en l>/:t i 1~) )' • Q f\. [\1J 0 

( I, ,·1· ''( ,-v J {'lo '- ' =- "\,,o 

t>O 
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Hierin is dx. een nfkorting voor dxj .... _ .. clxn. 
We nemen nu ter vergelijking eon tw00de willekourige toots U.. >O. 
Hiervoor moet ev,3noens gelden: 

Jr Pod X ::::. O",o 
L-1.>0 

Nu is echter, met een gemakkelijk te bagrijpen afkorten'--".:.o symboliek, 

( - ( 
J - ) 

t ">- 0 t > O, il;,• 0 

(d::1.c1r c10 totale mnssa op ll == ") nn'.1.r onderstelling nul is), en evenzo 

f 
j 

lL ";> 0 

We hebben dus 

f 
J 

i>O, ll>O 

dus ook J =/ 
t<O, li > 0 

;· · fa cf X "";· p0 dx 

I 
I 

I 
J 

t-:>O, ll >O 
+ I 

./ 
t<O)U)'-0 

of, uitvoerigor geschroven 

t>O,U<O f.<0,U>O j' 
In het eerste lid is t > (\ , d us fa< Aj-~ • Het 0Grste lid is C. us ;;- A P1 dx 

< t>ou..<o 
(Wa21.rom - en niet noodznkelijk = ?) • In het twoecle lid is t< o , c1us 
h ' Ht t :i 1· 0 • d > '/ ·/, D ' . . " r-o > 1'}1 • e weeae ic, is · us = ,,.Ji..) p 2 ,: x • no.r /\ > o is vino.en we 
dus uit t<o,u> 0 

A I I Po cl X bc,c/ X 
I . 

> ){ 
t< 0, U >O 

op, dRn komt links weer 

en 
,, r I 

rechts / + j :::: / 
t< 0, 1,1..;:,-o t:,,o, (l)O U>O 

d.w.z. 

j p 1 cl x ? _/- p 1 d X 
t > 0 LL? 0 

F [ t / 0 I 61] > p [ ~ >O I 0J 
De wh ,:lat 00 verworpen vrnrdt nls fl1 waar is, is Jus bij J.e toots {> 0 

groter dan of gelijk aan Jie bij cle willekeurig gokozen toots y > 0 

dus maximanl. M.a.w. de kans op aen fout v~n de tweede soort is bij de 

toets t >O zo klein mogelijk; anclers gezegd: Je toets t > O is inu.erdaad 
het mnchtigst. 

An:1erzijds kan men a.ls volgt bewij:zen, cl.at de kri tieke z6nc van een 

mnchtigste toets noodzakelijkerwijs door le ongelijkheid 

A- p ( X ) 81 ) - /J ( X \ Go}> 0 

bepaald moet zi jn. Dn11rtoe bewij zen vve ui t het ongerijmde ( onder weg-
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lating van de gemnkkelijk nnnvulbaro epsilontiek), c.lat op cle begren

zing der kri tieke zBne J< !-)( X I el.))/ p (,x I ej_ ) constant moet 

zijn, wil de toets het machtigst zijn. Neem ~us nan, dnt Jeze verhou

ding niet constant iso Dan zijn er twee punten op J.c bogrenzing wc.ar 
. I 

zij verschillende wnn.rden boz:.t. Zij x oen punt, wnar zij 0en klein0-

re w~o.rcle bozi t d.A.n in x", Schri jv0n we t8r n.fkorting j:J0
1 = fa (x 1 

/ $0') i 

p/= p(~'l0J 'p;' ~ p(x'1 /80)) ;:/'= p(X 11 /01) 
. h /II II h I / I clan l.S ctus /"'o {:!1 > ro/ Pi 

Dnar p volgens ondorstelling 8en continue fct van x is, kJ.n men eGn 

kleine omgeving van x'nemen, w~arin 

tl Ii" 

p (XI e6) willekeurig weinig van de wnnr- · 

clo h.' n.fwijkt, Jie z0 in hot punt x'der ,-o 
begronzing an.nneemt. Is U 'hot (Leel J.ier 

Krititkt. zone omgeving d.'lt buiten de kritieke z6ne 

1~i-s ligt, '\:~/ids::;; jPl(/$o)dx"O::f': [;' 
vmarin c.J = X is, en evonzo 

11 u' / 1 p;(x I G1 )dx ~ p/ J 1 

Evenzo neomt men eer- deel tJ v 01..n \jen kleine 0~1geving v::in x", dat E...=i:..~IJ.OJ} 
de kritieke z6ne ligt. Dan is Jus 

/pU<IGo)dx~ h/,/! 11 jh(X/G1)dx ~ h/'{/ 11 ;J 11 jcfx 
u" r , u. 11 , r , l(' 

Men vergelijkt nu c.le oorspronkelijke krj.tieke zene met J.ie, verkregon. 
LI i ·1/1 

door er nan toe tc voegen en l nnn to onttrekken~ Voor deze ni~uwP 
f,-· I 

kri tieke zone, ~Lie we met '\ 3.nncLuidon is clus: 

p [ Uc KI / e oJ = J /;, ( X I e.) cl X ::.-J p (XI eo) d X + J p (x I eo) d X -h (XI Go} ci X 
KI I NI K If ,r,./ II u I u 

. ~ o(_o + Po cl - Po cJ 

Dr:i.nr _de nieuwe toets ,lezelfde b.JtrouwbnA.rheidsdrempel moGt hebben al3 
(J II 

de oude, moet di t ::: ol0 zi j n. Dus moet zo groot gekozon word en dat 
I "f I II l'f 11 p0 ~ =- p0 QJ is,, Nu is volgens oni.1erstolling 

j:Jo 11
/ p/' / po'/ P11 of 

M:1.ar ovenqls boven heeft 

Di t iR .-1,,s )cx(GJln tG~e:n.stelling tot .je 0is, dnt o<..(0,) onder alle toet,
sen de grootst mogelijkJ waardo moat hebbdn, 

Dus moet Po/f:)1 op do gr ens V'1n K constcmt zi j n, b. v. == A 
Op nnalogc wijze bewijst. men, Jn.t p0/p1 bin.nen K kleinor, buiton 1'\. gr0-

ter dan A moat zijn. De kritieke z8ne is dus bepa~ld door 

p(x!Go)/p(xt01)< A) cl.i,. doo:- Ap(x!ei)-p(xl9o)>0 
Hieruit blijkt ook, dat een gelijkmatig mnchtigste toots slechts bj_j 

ImrnGrS bij gegeven e on e is 
O 1 



\ 
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p ( X / fJ);p(x / 8)</1 E::en orn1.ubbe2-zinnig bepnaLle f ct v nn x. Er is J. us 
ook .aen ondubbelzinnig bepauld. g ~,biod op d.e b0grenzing wo.c,rve.n J.eze 

verhou::.ling eGn zo:Janj_ge wn.nr'.le ) e.anneemt, d.at. 1e integrnn.l van 

p ~(/8':pver hot gebiecl juist ,-::: o(0 is~ Toetst men Jus ()0 togen een anJ.ere 

w~qrde ~ dan~, d~n zul men in het nlgemean een andere kritieke 

zBno krijgen. Dn.t :.1eze kri ti eke zBne voor alle toegel1J.ten $ dezelf'de 

-zal zijn, is Jus een z~er specianl gev~l. 
Op analoge wii ze bewij z,jn Neyman en Penrson dat nls /:J (X l 0) bij 

0= 00 tweemaal ~ontinu JifferentieGrb~ar nn~r e is, het onderschei

dingsvermogen van Je toets bepaald door 

t(x) =) 1/~-()< / ~) -f A2j:J(X/ eo)- p(x/6>0) 

bij e = e een re::..ati.ef minimum he8ft, t~wo voldoet an.n 
0 • cx.(00 )= O , d-.,(60) > O (Deze eis is- uiteraard zwakker dnn die 

van zuiverheid) '.> H:i.er.in i.s ondersteld, d.at er slechts een onbekenJ.e 

parameter e is 3 ? en /J JuiJ.en J.e e0rste en tweede o.fgelei(~e naar t) 
aan,. en )1 en )-t word en bepanld 1..\it de voorwnarlen: 

j. l~rx1e)ix:=cl. clw:z. oC(LJ)=oC. en/-- fr[2- h(X/$] c!x =O d.w.z r:x.((J)=O --jf- o o ¼ o _ jl00r -e==e o 
t~o i>O ¢ 

4. Een toets WQ~~bij zioh bcvengenoemd 

is het eerste voorbePl:1 van § 2~ Daarbij 

p ( X/ji) =-(l77)-f, 11e ~ f X(~- ~J-1 ) 2 
, 

- .!. r x.<- J.. ..!... vx. - I./ ,,2 - LJ .£ Yi -f· n 11 z == e 2 L l ~, 2 Li· , /-_,, = e 1 1 .z 1 , 

Di t is co~stant (tij v,J:i.: ri.nJering .:;er x.) 
l 

specinle geval niet voor~oet 1 

is f} r ' eo = 0) 

Jus p(x/ 0)/p(XIA) = 

op Qe platte hypervlakken 

is~ De mnchtigste toets is dus gegeven 
o:f m > J. 11 - ...L ..tn) 

2r1 o/4 
als /'i < O is~ Daarbij is A zo bepanld., J.at 

is~ De toets worJ.t dus voor j1t>O een·-

en evenzo voor J..J1 < 0 m +tz $r:x ( 0 D.w.z. 
I ·. - vr; o 

als fl,> O en m > n-f tnt is 1 verw1erpt. men )1 == 0 tegenover JJ :::: )Ii , 
----o -i >-

en analobg voor /!~ < 0 en JT? <-n ~ci.o" Di t zijn d0 eenzijdige toetsen 
(f:::. () en /3 r 0( ) vnr.. prg 2t.1r4 (Whr 333). Zij zijn onnfhankolijk van 
de absolute wanrcle? r.mn:- o.::har:.kclij k van hat teken vo.n /11 • M. a. w. zij 

zijn slecht s gGlj_j kmP-cig machtigst voor zoverre ui tslui tend tegen 

normale verdeJ.ingen ge-~oets-t word t, welker gemicldelue o.o.n een bepnalJ.e 
~_jde ligt van dnt cler -ce t.:i,:;·z,sen verJeling. 

InJien men Jus vc.ora:: ( onafhankelijk van le geclane waarneming! ! ) 
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weet, dJ.t als al ternatieve hy:pothesen ui t slui tenJ. nornr,le verJ.elingen 
met gegeven spreiding en grot0ro f ( of kleinere fl- ) in aanmerking komun, 

is de eenzij,:lige toets vrm het stockproufgemLic..eldo Jo gelijkmf'.tig 

machtigste. Zo,lrq man ochter ~ls 1.l t0rno.tidVG hypothese zowel /1 > /1a als-

t ook f' <j-10 in aanmerking moot n0men is 0r geen gGlijkr.F1.tig machtigste 
toets., In het bijzon:Ler is ,le symmetrische toets \m I> n-i{.1Qf. in 
geen enkel gevc7.l de mnchtigsta. 17el is zij echter, naar ,;;.re r~.:/s op 

p11g 251 (W'hr 340) zagen, onJer c'.G boschouw.:.le toetson :~.e onige zuivere. 

1 _,. _______________ _ -----·-----·-· 

0 

5. Vervolgens zullen we, a.:1nslui tende bij voorbeolu 2 vc1n ~ 2 nagr'..e,n, 

of we bij een norm:-tle ver,J.eling met geg0v0n /.1 ( = O) den zuivere toets 

voor Gen waP,r:Je 0-0 vnn 1.le spreiJ.ing kunnen vinu.en. Voor een willekeurig 

te kiezen f3 met O ~(3 $ Cf,. 0 < 1 vonJen we eclJaar (pD.g. 245; W'hr 334) ~ 

I) [ X 2. 5 11 l 5 ~v 2 I a:i 1 == l - c< 
- 1-{3 - 02 - '\,d 0 -P. - O 

Kiezen we .. dus als kri tiake vz f'< le steekproeven met oon S 2 , waarvoor 
n.s2. · 2 
,-r2" buiten het intervnl ( X _a X, 2 _ -. ) ligt, dc.n is ,je onbe-
v I ~-' ) O(,J f=i 

trouwb0.--:trheid. sd.rempol c<0 • Is (J C .. o ware w1.etrle, J.nn is dus 

1 -- ol ca-)= r [ x,2 
P. -5 ~, 5 v.2 1 cr1 = 

-,..,, - 0:, - /\.. ,..,:.0 -13 -

=·P·[-(502 xi < ~. < ~~~ vi C I (fJ = (J2 I . 1 _ /3 ; (T 2 - CT 2 1\... 0( o - /2' 

als Fo<) de verJelingsfct van J.e f ( 11; l ) -verualing is. Dan is -.;.us 

()0( (u) _ o;/ { x2 t ('.!. ~~ y 2 ) · ,2 j} / J_ <5o2 x2 "} 

(1) - -O(J- ·- <;f3 . I CX,o-(:-u 2 (J'2/'-<:.<o-f3 -it,-13 b C2 u"' . r-r3J 

nls .J (X) = I e - x X ";3 ~7..e bijbehoranJ.e vard.0lings;lichtheid. 

Q f(~) 
is • Dus is t O Q(_ ( o-) ~ 0 

?>er < 
al naar gelang 

:2 

2 -t ( / o: 2 
2 " > ''( I (T,, )(2 ) ( 2) /\✓ o<-- A ·. -2 _cro-;_ /vOl..o-p·n, .) <- ·v 2 l - __ o._ / P. I\, .., r , - '\. /\_.1 -f, /) 2. '12 I-, 

is. 



Mnth. Stat. 263 

Dus, daar 

(3) 

of 
L ,n--/ 

\ / ·/ .L. \ ---;-

' 1 p , r, -, 1 " 
'- ''!l·a. -·~,:,, / /t, ~ /- I 

er-·- > \., 2 . -- >( 2 0 

_,_..:.. ___ --- -.: '·· C..X0 - /~ / 1 ..-/.;:) 

C.(') < :-2 - j .) . ~ 1' ' ,,.1. 

'.·n ,Koc - .~.,- •--- .In .\ ·-6' 

Whr-352 

is, 

t) ,"' ' ~ I i ~ 

Opd.2.t (x.(J) een minimum hebbe bij c = er; is noC.ig -en v0Llo0n.le, dat het 

bovenste, middelste, resp. onderste teken gelde voor <T.> c;, , if-=- c-;; 
resp. er< t~ • Hiertoe is nodig en voldoende, dat voor er=-.:-.:;; het middel

ste teken gelde, dus 

( 5) 
~~/;,; '/"'-

2. 
·v' ,, 
/\.. I -/.J 

I 
I 

n -1 
A(X.o-,£ - A l-ld 

Di t is, bij gegeven c,((') , een transcendente v gl voor p , die niet een-
voudig op te lossen is. Vervangt men echter in (5) het rechterlid 

door 12 ~ 3 dan is van de zo verkregen vergelijking numeriek een op
lossing voor i?-i te vinden, door die 3 te zoeken, waarvoor geldt 

,,? . I ·~ . •') I 

_,i_' / ___ ~-/ -~ \ l I I ·: ,,2. ) 

/J ( 2 /to( __ 1-:; ) == )1 rr A.1--/i 
.. ) () _l-·- / f._1 i 

( 6) 

Men bepaalt dan dus de staartintegralen van de ,:Y2 -verdeling '), met 
som ex:~ , behorende bij, twee punten met gelijke waarden van de verde

lingsdichtheid. 
gaat het Met deze waarde van;S als benaderde oplossing van (5), 

rechterlid van ( 4) over in :?!:__--- J , zodat het. minimum van 
A_ //2, --· ,I 

ex· (u) komt 

te liggeen bij u::: J met , 

of ✓\ /·----

c - (T ! /1' 2 ·--., (.T (I 1 I '\ 
· - c i· - ~:;;_-_ 1 · ...,__, o . - - n _ .I J 

Een andere benaderde oplossing krijgt men door !3 
I 

te nemen, 

d.w.z. door /3 zo te kiezen, dat de twee staartintegralen gelijk zijn 

en samencx'.0 • Deze benadering is echter minder goed dan de vorige~ 
6. We behandelen tenslotte het voorbeeld van een normale verdeling 

met onbekende spreiding en gemiddelde 
De logari thmc van de integrand is: 

-- -~ L·s::· ( .X · - IL) 2 - -:~ 12 -fn. ,J 1Tcr 2 .:::::. - _!!.!:_ . .. f (m -,ii) 2 --t- S .:fl_ ~ J/ ,;, -rr0-2 
·)o•J_ / /' "' N ,·, .-_,{ l / . .,, vn h /L-

L,., ,' ,,{_,. tJ . ~ /4,. 

Hierin komen x 1 , ••• t Xn dus uitslui tend in de combinaties 'in= 1i J.x;
en 5 2 == 7{ j~ (\-mf voor. We gaan dus op n nieuwe variabelen 
m ,; v 'l over, en wel met behulp van de volgende meetkundige 

' ._ ' ~./ _;j' ' • • . • • ~ ,_ .,.., :ll 

beschouwing. 

Evenals in li'., en T-( beschouwen we de ui tdrukking· //i l·x·· -ti')_;:: als 
-v V L--~ \ ,. I . r. 

, ) Of van de r ('~-0· -verdeling; di t maakt slechts een verschil van de 
I i 

orde-
-n-2, 
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de af stand van twee punt en X en a in 0\ . Voor constante a,· : noemen we 
de vz van alle punt en X , waarvoor deze af stand een constante waa:rJ-?- ·n 
heeft een (n - 1) -dimensionale sfeer ( boloppervlak) in 7rn.,, Deze word.t 
afgekort met S .,, Voorts noemen we de getallen c,. ui t de parameter·-

11.-1 

vgln Xi = ai +- Acl• van een rechte lijn richtingsgetalle-!_! dezer recht2,. 
Is X; = ~- + A~ een tweede rechte, dan noemen we de hoek f , be-

paald door c.:;s f -= .. £?:_a:·_~-
jlz c/: LIZ d/· 

de hoek tussen de twee rechten. (Men kan eenvoudig bewijzen, dat de 
door cos f voorgestelde uitdru.kking altijd tussen -1 en +1 ligt door 
de d~scriminant van de quadratische fct 1.(ci)( + ri;_ )'2 op te m1:;ken 
en op te merken dat deze < O moet zijn, daar de fct voor iedere,\ ?._· 0 
is) Is )~ cidi-=:; () dan zijn de rechten dus onderling loodrechto De ge-liaJ.. ... 
len C;__//Z cf. zijn dan de richtingscosinussen, d.w. z. de cosinussen va.~. 

de hoeken tussen de eerstgenoemde rechte en de coordinaatassen ( waar·· 
bij alle t.;_ == 0 en alle d;_ op een na = O zi jn) e De voorwaarde voor lood

rechte stand van een rechte Xi =-- ai. + ~ t;_ en een hypervlak Lp, Xi = fL 
(d.w.z. iedere rechte die in het hypervlak ligt staat loodrecht op d.e 

gegeven rechte) ~uidt dan evenals in 7G : c,: f 1 == C2 : f~'. = ~ ____ .=C,1 :fr. of 
C· h ook ' -:x: ._ c.;._L_· _ • Is 

">. 2 
L /~· = J , dan is de vgl van het vlak 

~,z cJ VZ p,2 
in de 'bormaalvorm van"Hesse 11 gebrachto 

.,... 2. 

De 11i tdrukking 2. ( 1\··il) stel t dus het quadraat van de afstand. voor 
van het punt X en het puntP waarvan ~ coordinnten =/I zijn~ Dit 

n 
ligt op de "hoekdeellijn van het eerste 2 -ant" (vgl. quadrant, octP.r.t,. 

enz.), d.w.z. de rechte x. 1 ~x2 =. ____ Xn of ook >-\ =A ..., 
De afstand van P tot Ci is /i- v'ri:" (waarom?). Nu is 2(/,i-jl/-,:: n(m-p)"·+ ns 2 

Hierin is ns-i. ==- l... (x-~-mfd.e afstand van X tot het punt M waarvan alle 

coordianten = m zijn, en dat dus evaneens op genoemde hoekdeellijn J.igt 

die we door"h vo.orstellen, an wel op een afstand m Vn van (? • Daar rn} . 
de kleinste waarde is die(Kxy'- kan aannemen als K·' de lijn (9P(::::(1JM)dr0r
loopt, is M het punt van 1z , dat de kortste afstand tot X heeft., V<,or-1~s 

· is ,rz (m - /')~ == J) ( 111 - l') 2. . (PM) 2 . _ e Bovenstaande identi-

tei t drukt dus uit dat (>(P)-.,_ -:=(~f'l/1 -1-(tJP)" is., We verwachtGn dus 3 

\. dat .X /v1 _L MP zal zijn. Van /1 P zijn de richtingsgetallen alle ::: ·: ~ 
dus de richtingscosinussen alle ~ • Van Mx zijn de richtingsgetalJ.e::1 

"" In d d . ht. . n ><· -m D d •"i -- , , hefl[. e ric ingscosinussen = __:__~ i1i , e voorwaar e voo:r. 
loodrecht cid•·=O luidt hier dus J(x,-m)+ 1.(x2-rn)+------+1.(Xn-m)=O 
en is inderdaad verv.uld. 

We· gaan nu over tot "hypercylindercocrdinaten" met de lij.n { tct_ as~ 

Dat zijn 1 ° de afstand van x· tot een vlak door CO .1.l., 2° de afstond 
van X tot ·h , 3 ° ... n° n-2 onderling onafhnnkel ijke hoeken die rxe 
thans niet nader behoeven te specificeren~ Eerstge:noemd.e af stand j_s 

gelijk aan de afstand (!:·N , dus m Vn. De tweedgenoernde afstand is X 11 
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dus s l;;; . Een volumeelement lA.\· = 1-lx~ ... ~·- . .. .1/.:,,.'n om x, oorspronkelij k 

een klein parallelttoop, wordt nu vervormd tot een klein "hypercylin-
_; .· . ) F"") I.,- I 1., 1 /- ' ;/,-· I dersegment", met aslengte a.('m i' n = ln .er;;;, en str:1al a cs J/12) == , 7~ . ( $ 

, ,·- .I ,,-- ✓ I IL/ ./ ,/ 
De 11 hyperinhoud II van het segment is dus J/12 ("i vz. . ?/i7. >, s. (.::., c.1 w.,.arin ,·r i':.! 

~ I ) 

de oppervlakte is van eun element van een ,.\ .. :. (waarom niet L),1 •. /) met 
stranl i1.f ( of f1 >t ·r /<,,;·_,:,/:; ; de correctieterm doo t niet ter zake). 

/-,. 
./ ; 
\ / vV 

/\ \ 

I,·· .. ,..,,_ 

Duiden we dus met i.lL".'_ een element 
--~·-.i 

van cei·, :.-; met strnal = 1 aan, dan 
t;•-.i -·· 

is dus :i C,:-1::::: (': Viz) n -·\/J>,;·--;:.,. 
en we krijgen 

.-I . 
· •• ,. ·\ f 

I 
;-•n, 

=· 12 ". r/r,. 

De wh dat het punt x in een nader te 
. .;. bepalen kri tiek gebied !( zal vallen 

- !/.. ( 1~,-~-:.,':'.! 
is dus .L ,:T 2 

Het ligt voor de hand, I( zo te kiezen, dat het geheel ui t volledige 

('n. - z) -dimensionale sferen b.sstaat. Dan kan dus over ./ ", _, geinte-
··. ,l ..• 

greerd warden. Nu is de totale oppervlskte van een ~- met straal 1 
/,. ·/ 

( die we met __ (\_ 1 aanduiden) 

cirkel met 

k"-1 

is 

/' ( 1) 
straal 1. Voor I( ·c:: ,~, 

van een bol met stranl 1. 

is 

1'" ·,ll ,. . L 

') Bewij s. We hebben : v::;~~ == / '""-f \/.\· • 
• ✓· 

I ) 

de omtrek van een 

de oppervlakte 

voorts 

,',' l' 'c/ 
C •i.__,, 

Als we dus tot (hyper~) bolco6rdinaten (hier niet ~ylinderooordinaten) 
in\,.- overgaan met X /~:,;==ii:" , is "l.J,;;- _ .. __ i:./-<;( a_'_,1. /1 1<· 1 ,:l:,?,.._1 Het il:;1.1:,e-

gratiegebied wordt () :i lt <cf, en de g§hele .J.-~:· .. _,, • Dus 
/ 1 /-: .. 1 K t ·i l ,,:i ·- .!. 1' 2 ;,· ·- 1 1 ,, Ste 11 n w /"'-- == t'/i---;; 1._v,~1LJ ::::_,,:.1c-i -< (:· '"· /t ·."c/{ • e e dus f.z"' = (.l --~ 
dan wordt dit 

----·/( - ,r(' I( 1·0 'f(') -1(1~-
( 1/~ ) t) ,: .. -fi, 1/-• l(-l.j{I_ .JI--) -'.-1 -U 7( -,-_,/ ,11~-. -..:, ) /n1 /() 

~,dl :;:;.J,1,c_,/f' (vJ;,:,J ,-";="==\t.il .. , _•.f..K_1 / t u <11t=r,..:..J -'x-i ( 2- .. 
-· 0 v,.,,. 1) 

Daar l/7T =o r(i_) is, geeft dit onmiddellijk de te bewijzen identiteit. 



Math. Stat. 266 Whr 355 

Hier is K = n - f , dus qz-; 

Q == 2 fr r 1 >} 
n-2 r (:'!!:2) 

zodat de gezochte wh wordt Z 2 
r 1-n-1 I r I m (,rn-;U) ,n S 2 

Z11(-j)1 (_J!_JT,n/; e - T -rr2 d -m. e - z (T2 ,5 n-Zd.5 
f..,(~-1) Z!l:CJ I<' 

Daarbij h:bben we met /( het gedeel te vo.n het (,,m, s) -vlnk voorgestel:\ 

dat door (12.-;,) -dimensionale wenteling K gee ft. We merken telkens op 

d'._1t hieruit blijkt, dat men .S onafhankelijk verdeeld zijn, en wel .-:1 

II(µ /J/ /Iii) t en I ';-22 volgens r (71 ;') t dew. Z o ;I~ als x2 me)::; 

n-1 vrijheidsgraden. Door voor K' het gehele (m) s) -vlak te nemen, wao.::-

bij de integraal = 1 moet worden, hadden we oak (en zelfs eenvoudiger) 
de getallencoefficient voor het integrn~lteken kunnen vindeno 

I I 

We moeten nu K zo kiezen, dnt deze integrn,al een gegeven vmarde ()(o 

kri j gt .. V'Te nemen daartoe het bui tengebied (complement) . vnn een gebied 

<§..' in het (m,s) -vlqk, wanrover geintegr.a-:;rd wG dus f-ot.0 moeten krijge.n, 

Dit kan op verschillende manieren geschieden. 

I 
I 
I 

A. rye integreren ovar een recht-

hoek in het ~ll1 s) -vlako We krij

gen dan het product van de integra~ 
len over m en ,5 afzonderlijk. Voe

ren we weer de symbol en ~ f3 en ;:; 
vnn png. 243 (Vhr 332) en 245 
(\7hr 334) in, dan integreren we 

i-1if iv~ /irCT~
2

-/2-,1; m Di t gee ft: 
',8, !- t;;<_ 0 = ( I -/81 ~,,82 ) (ti·-)2_) 

Vle kunnen dus nog /3 < ex() , j31 ~ /3 , J > Jf ~ ;-=_; 0 willekeurj_g 
kiezen, waarna A2 = 4 -/3, . .Pn ~ = ,r;- l-o<o wordt. r. r' ½'/ tic,/. (/ 1-B 
Bij gegeven)' en Cf is dus it' een voorspell'ingsgebied SVj)/t «0 voor(?t~;;) 

Bij gegeven _fl-= A , rT = a; is het complemento.ire gebied K1 kri··· 
tieke z6ne voor een toets van de hypothese (/Lo, a;) o Deze wordt dus 

verworpen als de waarnemingen een punt (1r2 1 s) bui ten 1fj.. 1 geven. 

Bij gegeven m) $ krijgen we. door oplossing van de ongelijkheden naar 
)"- en u een betrouwbanrheidsgebied voor/, rT • 

-- De V 2 -ongelijkheden geven: 
/l. 

s iln .s Viz-
< a-< --

✓Y.z = = x/t 
0 ligt dus tussen twee vaste grenzen. Eliminatie van a- tussen deze en 

de twee andere ongelijkheden geeft tvme grenzen voor p , die echter te 
' · · "[ k · ~ 1 ,) IL :--r: / rn1.m Zl.Jn. ; e mer en daarom op dat de vgln(,1J--:--or~,;\,. ~-- .,.01JSt rechten in he-1:; 
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(uicr) -vlak door/£==- m) o·-::=.o voorstellen, zodnt h'3t eerste stelsel on
gelijkheden een ~ in het (ii,cT) -:-vlak door di t punt bepaal t. Het be ... 

trouwbaarheidsgebiedlvoor (,u,6-J is dus het inwendige van het in fig 13 

er ~------ aangegeven trapezium. 
S1r,n· Jrv ·-- - •·· , 7 Yle mer ken nog op, dnt voor tee .;. 

V A'tr \/' / (m? 
s Vn Ix, - ----- i 

t/2. \ I 

I t \ : 1 t 
I a-<rc t9{ .J!.2),-.).?J-----J.:1,J____,, cuu.,{r,- ( 5/3 /Viz) 

- j____ Vn \f l /l f-,,_ 13 

nemend0 n bij gegeven 0(0 ) - - -- ) J; h&ti 

voorspsllingsgebied in het ('tn,s) -
vlak onbeperkt om het punt (fli c) in
krimpt en het betrouwbaarheidsge
bied in het (f,OJ-vlak onbeperkt om 

het punt (m, s) inkrimpt. 
B. Ue substitueren l'Jn--;!{=ll.. (Meest

s 
al wordt i: c=: u/ln = m--tl./ln 

.5' 

de zgn. variabele vnn Student gebruikt). Voor~s stellen we 
.; 

,,.,-z_ $2. j K /I J// / '"\ 
2/:::::: ·-, 2 (1+ U 2 • Dan wordt, als het beeld van " in het ( u, i'j-vlak ~ (T 

is: I f1/ --i.,_.. .!!._-_ 1 , / -l.n 
clo =. -,C-j---r/,,Z-I) ·; j e ~ .z ci z-~ ( i+u..2) 2 du. 

VTl ( 2 K" . . . 
Hierin is 7/ vo'lgens r(J) , dus JG volgens;(2 , maar nu met n ( in 

plaats van-n.-1 ) vrijheidsgraden verdeeld, terwijl 1 een 
I+ u.2.. 

B(TZ;-1 , J ) -verdeling, of f = U /In een Student-verdeling met 72-J 

vrijheidsgraden bezit. Duiden we met ~ en (als te voren) ;t~ de ab

scissen behorende bij staart-integralen =-!3 van de bijbehorende ver
delingen aan, dan kunnen we nu over een rechthoek in het (u) v-) -vlak 

K Ii 
integreren, waarvan we wederom het buitengebied als nemen. Met de-

zelfde betekenis van !31 , .•. - ,f; als te voren krij gen we dan 

- t/1. < u. Vn -:{ tR .i X 2 < ,z~ _-:;; ! X ~ r1 = - ,-;._ 2v ft = - "'-- ; 2 

of, ui tgedrukt in ?n en S : 

Als voorspellingsgebied j- in het (m> s )-vlak bij gegeven ~ en u krij

gen we nu ui t de eerste ongelij kheden een hoek met hoekpunt m =JI) ,.5 = c7 

doorsneden ten gevolge van het tweede stel ongelijkheden met het ge

deelte tussen twee concentrische cirkels met dit punt als hoekpunt, 
Het bijbehorende kritieke gebiedK 1is het buiten deze cirkelringsector 

gelegen gebied. $1 
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De ongelijkheden in hetyti~l-vlak 
kunnen we in de volgende vorm 
schrijvent 

--t L'.'. /i-,'77Z 1£-<.'. iL-' 
;f3;;,, - S y n. -- Pt 

Het eerste stelsel geeft een strook 
// de u -as. Het tweede stelsel 
geeft het gedeelte, begrensd door 
twee hyperbooltakken, met symme-

,/ triu'-assen // de coordinaat-assen 
c. Yle kunnen ook gebieden van ge-

hcel andere vorm krijgen. Onder 
A hebben wey zo gekozen (t.w. ee~ 
rechthoek) dat de integraal over'!}
eon product van integralen wordt. 
In plaats daarvan kunnen we ook van 
de integraal over K'zelf een pro
duct maken. Daartoe kiezen we voor 
K 1 de punt en die zowel bui ten een 
interval - f;/J, ~ ,rn-µ //ii s ~tB 

.'1 er 2 

als ook buiten een interval x2 < ns2 
X = cri. 

vallen. 
Daartoe moet (;31 +/32 ) (1-J{-t-}f) = o<.0 zijn. Voor 'f,- 1 vinden we dan de vz 

van alle punten diP AAri minstens een van deze ongelijkheden voldoen 
(zie fig 16), terwijl /('uit de vier gescheiden quadranten bestaat. 

I 
/ 

Het betrouwbaarheidsgebied krijgt 
een dienovereenkomstige gedaante 
(het gebied binnen de hoek tezamen 
met het gebied binnen de strook 
in fig 17). 
n. Het is duidelijk, dat het moge

lijk is,~' enK' op oneindig Vee:)_ 

" wijzen te kiezen. Het is daarbij 
zelf s niet nodig, dat het punt " , 

<.L)I l(f77,<;_j_, 
(f.J,u) in Ct- en dienovereenkomstig"-in 

I tJ 
f 1 ligt. Wil men bov~ dat de onder A aangegeven ongelijkheden het 

gebied K 1 inplaats van y -~ ~epalen,. dan moeten daartoe/;, ... _.) µ 
voldoen aan (t-!3L -j32)(}1-J2)=c<.o 

( inplaats van /-ot0 ) ~ Het gebied zal dus voor ol0 << 1 veel kleiner dan 

l' in fig 12 zijn~ ( fig 18) f) 
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Voor J· als voorspell1ngsgeb1ed 
houdt een dergelijke mogelijkheid 
b.v. in, dat een. 11 scherp 11 schutter 
(die Bemiddel~ zuiver schiet), 
slechts een klcdne wh heeft, pre
cies in de roos te schieten, indien 
deze klein t.o.v. zijn spreiding is~ 
Voor de hypothesentoetsing betekent 
dit b.v., dat men sk0ptisch staat 

f~ 18 teg2nover ean auteur, wiens resul-
taten al te mooi met de verwachting overoenkomen ( "too good to be "ti.rue" 
zijn). (Men houde echter in h0t oog, dat men niet zowel deze skepsis 
als die ten aanzien van zeer slecht overecnstemmende resultaten moet 
- ,/ 11 I II 
koesteren, tenzij men dit svpr CX0 resp.s~,,~met CX:0 + o<.0 =.Q<.0 doet). Het 
is echter duidelijk, dat een dergelijke toets hoogst 11 onzuiverH zal 
zijn, d.w.z. dat de wh van een fout van de tweede soort zeer-groot zal 
zijn. Doordat Keen zo klein gebied is, zal men narnelijk reeds bij cen 
hypothese die slechts weinig van de te toetsen hypothese ~ afwijkt met 
grate wh een steekproefpunt binn0n y'A' krij gen, dus ~ ~ verwerpen. 
De kans op ten onrechte niet verwerpen is dan dus zoer groot. 

Om ~en numeriek voorbe.eld te krij gon kiezon we b. v • Jr:::;; t ).fz:::(1 dus 
voor J-- een smalle strook // de S -as. Voorts nemen we /,=fi dus = 1;ol.0 

Daar · J QO -:::;;j31 is, is ;f./i., = ,! -p1 ;;;:: l 0\1 • Dus voor cJ.. 0 << 1 is ook g 
'J?f!., 1 o ;(,. Pz 

klein. We kunnen dan de Taylor-ontwikkeling toepassen~ . ' 
I , t :i I /l: , .3 ' 

..!..,ci0 ~-,r= j::,11, e--j_x dx =v= ~;:,1(1-lx2+---)dx=,~ (tR-j tt~-J 
I., - V z 1T O I' 2TT O V 2 1T t-'1 t1 

dus, behoudens grootheden klein van hogere orde 

§11 ~ ex() [1f , 
Voor rJ...-=O,Of wordt dit 4s1 :::: 0, 065 

Daar de lengte Z t13, van het interval zeer klein is, heeft men dus 
voor iedere J,I bij benadering 

( ,/ I i+_t,j-f'Vii~.1.x~; ;, 
(X ' ii; :::: - e .2 ax -- -

:/ ·. Vin -ftB -µltn ~ Wii-
De wh van een fout~' van de tweede soort f-d.(./9 voor _fl/ o is dus vriJ-
wel = 1. Inderdaad heeft het onderscheidingsvormog~n X(/.L) bij fl= O niet 

/ 
een minimum (vgl. fig 4) maar een maximum: 

c<.(,JL) Vle mer'k:en nog op dat ~en van de ir:i 

dit punt behandelde.toetsen voor 
eon /d ~/,,to \Cf:::: CJ; zuiver is. Zuiver-.... · / . > 
huid t.a.v./ (d.w.~. <X(/-",,7) = 

= d. (Lta,CT) ) is gl.=lmakkelijk te be
reiken, nnmelijk door het gebied 
symmetrisch t.o.v. de l.ijn m ~o 

te nem0n, zodanig dat het het punt 
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a.. +..J I )(2.. j ti .i. )(d.z. i ,,,-:z -_;Y-< e-~ >< 

0(}J/o) bevat, Immers a.-l c a = -,I, · voor iedere 
a. en -(5 > O , daar de nfgeleide van het linkerlid naar a = 

_.!.(a2.+-l,~)( -a~ +-Cl-&)< o · a> z · h "d t er e 2. e - e ~ is voor =O • 'uiver ei .o.v. ,,.. < 
is ook gemo.kkelijk te bereiken, indien men onafhankelijk v~n de waar-

neming weat, dat C! ~ ~ is, door b.v. in A X;ri-:::.O (j,::::1)te kiezen, 
zodat J-r/. 0 =-(!- ;,!31 )(1-tf,) wordt. Don is nnmelijk crat 

+"',;\ ;+' I 2-'\ (T,. . / -o 1 ':(2.d - 2 xd ,/ 
/l =- rT(; i j , daar dan e- .2. ✓ •• )( ~ e A en 

_tJ 1 -i,',:J ---1, I t) /I I u2 ./ I 2. e - r '< '11.- 2, j < I -2 tl n-2 I u au ~ e u ( u 
0 } is: 

1 0 1 {/<'o _ J!'<) Vn -f f., CJ; / er y ,..,- . 
/- r/., (r µ v) - 11 2 rrz Ii .· / /<'I _.l xd2 ;·/\if~ ?I: J:,2. 'Tl ;I_,_/ / 

/ ' - 2,-J.n-/r(n-l)ff?i e 2. )( e .z S - e:zS --
l [(f'o-,fa)l1l7.- .$; %} /er rrn-l 

, ~ 0 

< < = 

< 1- d. (Po, <Ta) 
,' 

d. w. z. Ci. (;,t,, a) heeft voor u ~ o.; een absoluut minimum bij /o, c;; ( waar 
echter a.ill 6~1:>cr nul is). .. 
Zuiverheid t.a.v. (J is niet op eenvoudige wijze te bereiken. Asympto
tische zuiverheid voor n ➔ oaechter wel, zelfs op oneindig veel manieren. 
Waarschijnlijk wel de eenvoudigste wijze bestaat daarin, dat men s:::: e .,'t, 
O-=e-estelt en de asymptotisch normale verdeling vanm en S beschouwt~ 
( ( m-;,e) e~eViz e.n 0- - e) tin zi. jn namelijk asympt,otisch onafhanke-

lijk beide IV(0,1) verdeeld)" Men neemt dan voor .K het bui tengebied van een 

rechthoek in het (m, .Ji) -vlak, syrnmetrisch t. o.v. m =-/'o , maar niet t. o .v. 

It ::- (?0 • Stel t men deze rechthoek voor door Im -/lo / ~ e (?0 i_8 /tin) 
- ~ /i/ii ,S/t. - (?() =In.£ ~ $r /kin , dan vindt men voor ;8✓ ,Y, e_n ):: twee vgln~ 

1 r, ) ( ) 1 CG ) "· 2 § e- f tJS ~ e - ± J;, - e - i ~ ~ 
( I - IY.o -=- I - Z /3 ( i - Ji -J2 '13 , 

I- 2/3 i -j{-J[ 

Doordat de tweede vgl transcendent is, wordt de oplossing (die nog op
oneindig vele wijzen geRchieden kan) nog geenszins eenvoudig. Voor zeer 
kleine CX0 kunnen nog Anige benaderende vereenvoudigingen aangebracht 

warden, Met f3::: Y{, = f c(; ri t ~· == ffcxo - i-tn (1 + Z 41~0 ) wordt voor 
,'X(fto/70 ) een slechts weinig van d.0 afwijkende waarde gevondQn. 
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Hoofdstul.£_§.. Verschillon~,e mothodcn 

1. Rang-invn.rir:mto methoden. 

1 .• Zij )(1 , ••• , X11 een Bernoullirulnsu stci, kproef vfln een continu vc3rdeelcle 

stochRstisch variabelG r . M. :-1. w. op de collectie van alle steckproevon 

zijn ~ 1 , •• , , _2S11 ono.erling onr:d'hn.nkGlijke stochnstische v::i,rinbelen, elk 

met dezelfde continue verdelingsfct P (.x). Zij ,\~Xitet kleinste onder de: 
, ,/ I . I 

n getn.llen Xi. , X~ :::: Xi.,., hot op een nn kle instc0, enz. M. n.. w. -"'- 1 9 • •• 9 Xri 

vormcn e en permutatie X , •.. 9 ':<L van X1 9 ••• , X.1. en wel zodanig dat 
Ll n . 

(i) 

is. Algemeon is Xi. het kleinste onder diegene der getallen X,·, welker k . 

index f L1 ,/. Ll, ••• 1 -f:- tK_iis. De rangschikking is niet onc1ubbelzinnig moge-

1ijk, als onder de Xi. (l:; i? n) minstens twee gelijke getallen voorkomen. 

Gaan we b.v. na, of .X1 = X~. kan zijn. Zijn .t_; en!;~ onderling onafhankelijk 

verdeeld met verdelingsfcts P ( .>:) en F; (X) ( we laten voor het ogenblik 
.L .J-...,, 

de onderstelling dat -~ (><) -=--l;, (><) -::. t (X) is vallen), dan heeft ~ == )(--

tot verdelingsfct (vg~. pag. 69, Whr 158) 
t· .c, .. , 

?I'),) /·-,--. . ·· r.1,) / / I.! _ __: ; f,..../ / i/ i I '\.' 
.~,. ·., -- i ;! \u·,' '! (·· .. 

j . -
•-c,.: ,.. + ,,_-x_} 

:::- / J I -·- D / \' - (l)' -~ e (x)' 
.JI l.J\ ; .. :.,..\. 

--,,•·c c .} . ., 

Men kan nu bewijzen, dat }' (u) continu is, zodra minstens een der beide 

:fcts 7j1 (X) en 7?, (.Y) continu is, en all~~n in di t geval. Heeft l] (X') een 

discontinuiteit van de grootte ;S, > O bij X::::: .~ en 7; (,X') een van de 

grootte P2 > 0 bij X =:: ){, , dan is 
I N 

(,p[ X V , ·-:- . / V 7 '> ;:•/11··, 7 h f ) 
(} -2 -- 61 ~ ),2. -· ,f\.J_J .'~ ,,'J !J ::_: ; 2:,. cc: X2_ :::::: ;-1 P~ >{ 

7, T) p 
Terugkerende tot het geval j_ =-0 r2 =J zien we dus, dat de relatie 

X1 ,:;: X~ slechts met wh = 0 kan 011truden, daar ]::> continu ondersteld is, 

en dat anderzijds de continuiteit ook Dodig is om deze conclusie te 

kunnen trekken. Op overeenkomstigc wijze bewijst me~, dat de wh dat 

onder de X;: minstens twee gelijke waarden voorkomen tengevolge van de 

continui teit van P ()() nul is, zodat de ondubbelzinnige rangschikking 

der ~ volgens de rij der X1 svpr O mogelijk is. 

v 1 ( v) v' v· 1 
.:, A = Min }!1 , ••• , (::n , ::.."2. 9 ••• , t:rz z i j n -, 2. De st ochastische variabelen 

piet onderling ona:fhankeli,jk. ·')t n-di,ne n~ionale element van de gemeen-

scRappelijke vordelingsfct dcr )!'/ is :::: 7/d P ( X,), rnaar :ntE:.}. ge1ijk aan 

TT d P (JC/). Het is :::: 0 voor iudE,r n-tal getalle n x.' dat niet aan ( l) 
t d . " 

voldoet, en voor ieder n-tal dat wel aan (1) voldoet gelijk aan 
n . « 

7Tc/F) ( x;) vermenigvuldigd met het,aantal dc;r elementen 7ld}J(X1.) 
I tJ I . 

waaruit het ontstaan kan zijn. Dit aantal is klaarblijkelijk:::: nJ , 
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het aantal d0r J)(':lrmutaties van n getallen, daar iedere permutat1e der 

oorspronke1ijk•.J 

Als we weer (vgl. 

duze1fde geeft. 

131) de fct 

1,i 

invoeren, dan is de voorwa~rd2 
TT 1 .1 

( 1) aequivalent met ~/ l ( ') - -}-1)<= 1. 

Dus is het element der vercts1i.ngsf ct 1'2.. 

( 2) 

n 
I --;-/ 

·?Z / /; l 
\ n / ?7 d P ( >( ) (l .. l s :-<.1 < .... -< X r: 
/ rf 

[ o o .. nders 

I \ . vi 
nt egratie over _; 9 • •• " '\r,, 9 

- uo tot + C(l kan ui t strckkcn 

die men na invoering van£ -factoren van 

ge,::ft inderda:::id 1 (Hoe?). 

3. IDder der n f"E)tal 1 cm \· is gr:lijk aan e6n der getallen X/ , ... 9 >< 
Wt? duiden di t nan rnc:t \( en noe men I 1_ ht=:;t r~nguummer van)( 

\/ v.1 ,. 
,'\· ' ._.. ( /l--,.,:i 

Li 

De getallcn j; 9 • •• 9 1:,1 vormen dan cc, n permutatie der getallen f , ••• , h 9 

on wc)l d,::; inverse vr1n 
. • '/ I \/ daarbiJ _,.~: == -\:. wo.s. 

de in 1 ingcvocrdc perrnutatie L1 9 , •• , Ln 9 daD.r 

I J 'T) .. 
Van d(:! verdelingsfct , (,r) is tot dusverre nog sl echts ondc.::rsteld 

dat zij continu is 9 en als altijd 9 rnonotoon niet-afn0mend. We verondor-

t 11 d ;:i t " ' ( . 0 • f . .J • ) • t 1 . s e. on nu VCJr cr 9 \<-:.-. ,,r ceJJ einnig o _ one1nt11g in erva J .. s, waarop 
Ill ; 

P (X) monotoon V'1J1 Cl t:it 1 tnen,."Jmt. Is dit intervalQ.l=(a,,o) 9 waarbij 

a.. oindig of - co, c:n ,':; > ,1, eindig of + 0(.l is 9 dFn is dus :P (a)== 0 9 U· )=l 

en voor iedor pear 

0, 

Door dcz:· onc'Jc,rstolling wor1L.11 dus v-n'L,lingsfcts uit:~(:,sloten 1 waarbij 
·11 

d 1J toGnarno van .t (X) vcrdceld is over twee of mccr intervallen 9 die ge-

schcidcm word en door C!UrJ of mo1 ·r int .::rv,::lJ cm waarop? ( X) constant is, 

nn oak verdclingsfcts wolk8r toan~me gehcal of gcdeeltelijk plaats 

vindt op cen vz 9 die ge:0:n intcrvr:,1 b!,:V:J.t, de zgn. sing_1~J..:t_erc vordclings

fcts (vgl. pag. 22), waarvRn die van Cnntor (vgl. pag. 132, W~r 221) 

een voorbeeld was. Er bestaat dus in de hier toegelaten gevallen steeds 

een verdelingsdichtheid (X) al zal daarvan weinig gebruik behoeven te 

~ warden gemaakt. 

Zij nu f) (.X) een 01') het interval (a/)) monotoon toeneme nde re·ele 

funcJie. Zij f (a)= r:/ ( e indig of - oc) en C/ (b )= !/ ( eindig of + oo) en 

zi.j 'f (1/) de➔ verd,,Ji.:ng ct vnn >I =0 </' (_'{_). Dan is cfoze op het interval 

{/1 -~ ( t/ 9 C) monotoon tocmc.::men(l9 en \M,:,1 is 

/ll/ 

Als is, Ihar </1 (X) monotoon toeneemt ~ kan men voor iedere ll ( ,i 
I cf 
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de vgl j// = p(x) naar )( ~plossen: 

toeneemt en 

Whr 362. 

waarbij f Cjl,) i,p £/ 1 monotoon X ==f ~fl') j 

'f (y) = P(y(,tl) is 

Door de fcts 9(x .. ) en f (.j) worden dus de intervallen :Jen(/' ... waar ... 

buiten ~resp./ svpr O niet kan komen - 6~n aan 6~n op elkaar afge

beeld9 en wel met behoud van de orientering (toen~mende X komen overeen 

met toenemende/)• 

4. Bij vele statistische problemen is het van weinig belang, of men 
van Nm variabele ;{ de verdeling b eschouwt, dan wel van een variabele 

Y die daaruit door ecn "monotone afbeelding" ,ntstaat. Heeft men b.v. 

een collectic stalen kogeltjes van verschillende grootten, dan kan men 

deze grootte vastleggert a_oo'l."' d8 diameters )( te moten,. maar b. v, O'Ok 

cloor van elk do inhoud Y te meten. Duze is, in do onderstelling 9 dat 

afwijkingen van de bolv~rm te verwaR-rlozen zij n 9 jf == J X 3 • Men zou 

b. v. ook de op::x:rv1aktc van een l\irke lvoxmig gat kunnen met cm, w r 

het kogol tjo juist doorgaat, dtis i, = f xf We merki2n hierbij tevens ~P, 

dat, als X bij bcnaderin~ normaa1 verdeold is, d{t met/ slecbts hot 
e;eval zal zijn, indien de vcrhouding van spreiding 0n gemiddelde zo 

klein is, dat hct quadraRt daarvan bij de toegestan graad van bena

doring ~G ~~:•waarloz~n is. Ook komt hat bij ver~chillende statistischo 
( \ . . ~. 

problernen voora1 in do psycholagie, va,or 11 da:t oou w&.arge~cn konme:r• 
kcnkategorte wel volg0ns o(,n bepaulde methodc nnnr stijgende ~ot:t-0 
gerangschikt l~an wordcn, maar dat cen qua.ntitatieve preci.se:i:-ing dao.rvan 

'-~")ll ·•. 
ni.;;.t met gr(lrVQ w1.llolrnur mogelijk is., -Tcnslotte zijn e:r dan zeer tal• 

rijkc govqllcn 9 waarbij Vfln oon "\'1-nriab..ol.e i de verdolingsfct gehool 

onbukend is, al kan men wol (hopcn wo) met geed rocht ondcrstellcn dat 

dczc continu en op c?on bc:,Daald intorval (b,. v., 0 < X<Q()) monotoon toe

ncmcnd is. 

In al d,::zo gevallcm vordicnt het aanbevoling,,. ston~. sc.hG meth.edes 
. I 

te gc) bruik,,: nJ wc::lkc:r rc.,sul tat(:)n onafhankelijk er van zij n 1 of mon mot 

ccn bopa~lde stochastischo vRriabolo wcrkt, dan wcl mot ocn willekeuri

gc andcre: die d 0:.:aruit door con monotone afbe~:lding ontstaat, Daar voor 

zulkc m,_;thoden karnktcristick is, dnt de rangschikking van con anntal 

waargonomon wnardon (of kcnmerken) bchoudon blijft~ zullen wij ze 

ranp·-inv"1_rinnte __ mcthodc,n no crnc n. 

5. Ui t oc;n op con interval (a, b) monotoon toenomcmdo continue vorde -
,., ~ U' 

lingsfct P(x1 kan icdc~rc, rinnc,rc (b.v. 't; (X), intorval (a,-6)) door eon 
. u mon .ci.:fb,.:o,Jld:Lng vcrkr,_;g,__,n wordcn. 
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Imme rs ( vgl. 

Whr 363. 

fig~ 1), bij eon willekeurige XE /I kah men l'(x) bepalen 

en vervo:gen~ )f zo dat 
fty,,-) = P(.z) is. Stelt men 

;f =- ,f (x) , dan bewijst men 

gemakkelijk dat de afbeE)lding 

monotoon toenemend en continu 

is, Men knn dus altijd door 

monot•ne afbe.elding bereiken, dat de ni,mwe VRriabele jj b. v, norman.l 

(0,1) verdeeld iB. Is P (X) de oorspronkelijk verdelingsfct~ dan wordt 

f ( Y.) = -- $p(x) 

we.p,rin evenals vroegor ( vgl, pag. 243 ~ Whr 332) 5.x de abscis ener 

/'I ( 0, i )-verdeling is, behorende bij de "staartintegr:::i o.1" o<. Ook kan 

men op deze wij ze bcreiken, dat de ni.euwe v~triP,belG hornogee n op ( 0, 1) 

vordeeld is 4 Men stc3lle da~_;_rtoe 

tp rx) = P(x) 

:O?n wordt namelijk ~,. (y G) )= f!~ry) (~);;;. r/1 (X)} = ~~7:{:r :;;: :isJ ,-= J;;, (X), of ook 
,f() .,:::-: ,/_, 
1j, (/ = if voor O = Lt,-~ 1. Met gebruikm8.kon van n ook door M. J. van 

(/ ?' 1)t' /j ., 
Uven gebruikte turrn zullen we 'j__ ::::P(1) de kanonicke getransformeerde 

noome n. 

Heida tr'.lns:formn.tiGs z1Jn evenwol slechts dn.n effe:ctief uit te voc

ren> als de oors-rronlrnlijke verdelingsfct P(x) h:,'k-cind. is. 

6. Zij evenals in l X1 9 ••• , )(r_ een steakproef uit een verdeling van een 

variabele i met verdelingsfct f· (-<). 
Ii . , -,.._ n 

We zullen een :functie'h..(Xz,• •. 9 ..x..;1, -'~ , ••• ,r; .. ) ranginvariant neemen, 
· - · 17 .. 1 - · :it J J P "D d . > 0 < 1 · · inctien voor a _e ree e .J~1 , ••• ,-··1.c' a __ e ': , ••• , '17.. le•-="• en 2: ZlJn en 

---tI'VOOr en iedere mon1toon stijgende fct 

),.· (Y.) 

''/ij noemen een functie;/ ( .x_,, ... , )(1,) ranginvariant als een ra.nginvs.ria.n~ 

ts f ct·/. ( .:t:'1 , ••• , X., , 7~ , ... :.-·, ·r:.i ) best aat waarvo or 

]. '" voo··~ al -1 ° " 1/ ~ - ;3 l. (. -- - ..._., /1.,:l. 9 0 Cl • ? - 1} • 

( - -w . . 11 f t . i;, 1 - . ),t µ /.) ) . t ,,1J zu .. en eon _ unc 1e ,. \J.1 , ••• ,-,,.1 ,, 1 , ••• 9 ',n. raYJP-:covarian noemen, 

•indien er een monotone functie J' (/) gevonden kan worden. zodat voor 
I - I --p_-7-D 

· d · f t a> ( -;, ) id .J.. • k i :3 >C en de 7-) met i ·· 0 l·J .ere_mono-r;one_ c '-I ~:.. , 2nu1c., n l .. e L L _____ j_ > 
I JC,· - X,-

)M, J. VD,n Uven, Lilrnlihot>d as conditional DrOb8.bili ty 9 Proc. Kon. Ned. 

Akad. 44 (194-1) p. 947 9 Indagationes Mathornaticae .2. (1941) p. 433. 
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Wij noe~nen 12en fun::>tie )- ( ;r1 9 ,, •• 9 ) rangcovarian"ti_ als een ro,ngco-

variante ::{ ( -<.19 .,., 9 x.,, (· 9 • .,, 9 ·1;:,) bestqrlt waarvoor 

,. ( ,y· ,-· ) ·- ·;' . ( 
~(. _,c.1 9 • 0 <l ? .•·-/,l ~··· : L, \ 

(./ 

is voor al1e .).:1 9 • •• ~ -"i . 

Een r8-nginvDri2~1t j_:c; ,~us "" ·n sn~cia::o,l 2:::urt rangcova:rj_8.nt t. w. met 
,1 ,'j -

(-1~ )-.\ ..... -, ~. 
Er s:; j n dri,; b-? 1nngrijke bij zonderc~ klassen van range ova1·iant en • 

. -,--., 
van de/~ • Aangezit:;n de transformatie 

·/ d c /? o nv er·\ ,,;:rd le. , t 9 g:::i.a t 
I 

_/ I l ) . . h 1-P . 
11.,, \ :;_ 9 • •• 9 ;,;_ over 111 z,ic zc, _1_ en 1s 

\I ,-.~. ll .0.-.• 0 .~ k ) r" ''l ·"' i· ,,., ·v {~ -,.. .; " nt .J..!~ CA.-.l h- l.1. '-'~-"'- ~•"·,, • 

stRtistische 

le J.s. 

j_s inv::::_ri8_nt ten opz,ichte van alle pormutr:tties van de 
·:t ···n d-"- :r;.) T'•-):n 

J. i;:, - ' ,.;; . L • _;_!' " - . is 

V o:-;rbecld ~.,n~ 

J),~ eenvoudi7::itc r'l.Df(inv:1rj:=mten zijn de rqngnumm~rs )'-1 ~ ••• 9 J 12 (vgl. 
// u 

1_). Zij zj_in st,,i;id;ischc grooth,Jdon (Klasse 2 1 zi,:3 b®v.en). Bovendien 

7.i j n z ij ( op d·J co lJ2ct ie vnn al} st,2,,kproeve n vrm d 2 ui tge br8idhci d 

n) .stoc,Jnstisch. Zij lx,zittc=:n g,_:;z,-:1.n:::rnlijk (dus ook ".~lk u:fzonderlijk) 

,.>.n v,:,r,~.:1ings:fu--,eti:.: 9 d1.e, uitern_.c;,rd discontinu is (d2 rangnummers zijn 

/;c:h:_;l: ge:tn.11.,n). Zij zijn echter niet symrnetrisch. 

Andc,rc; r,,;_n,3:.inv rrtJ.n zi,jn 1.:.loJ· .. ( xi ) 9 hetreen direct blijkt uit de 

d,=,finiti::: v·,1.n r".nginv.,cri,rntie. Zij zijn n~ch statistisch 9 noch symmG

tris::h. 7(~ zullen~1i:::( :,{,) d,3 ic~,,, cJ.,.::mentai.n:: ranginvaricmt noemen. 1.- - __ ,_ 

Voorbe:lden vu1 symrr,etrische r,1n,2;inv?t.ri,, .. ntcn :z,ijn d,~ ( .l:, 1
). Imr:1ers 

c::,... 

d(; r,1.ngschikl:ing ne.:;.r 1;rootte ,:nn de wrt' 1rnel'1ingun 9 i.s onafh,1nkclijk van 

volgordc vun deze n. D,in.rui t vo1gt 9 d 0 ,t =< 9 dus ook 
(l 

, ) inv:7,ri:0.nt is tcm opz,j_cht.:· 1.'>ill p5rrnut -it ies ckr ✓: 9 dus e2n sym
,_ .de 

dn 1.rom de J elernent,JirG tr is. 
~-. 

Wij l10l:I'ilUD J~· ( 

.Q.Y.IQ~ __ )t·",~ se?._'.l '~: r'1 no:invnri,:1 nt. 

D2 Z 0 zijn r",rtF"COV".ri.,1•1_1::::,Q} d')or de tr:rn;::,.forrnatie gac:.t Xi over in 

de 

zijn even 
_,, I -~~t., <........._ 

monot 
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I 

De~ zijn statistische grootheden en zoals we boven ge~ien hebben 
t) 

ook symmetrische functies der ✓-~ 
.de . . . 

Wij noome n ,.J( de J elementaire symmetrische r3,ngcovariant. In hct 
(// 

Engels warden de ele:,mentaire syrnr'letrische rn.ngcovarianten met ,t 

"ardor-statistics" ;:i,:::ingeduid. In het bijzonder zijn dus de klcinste 

en dG grootste waargenom,:: n wanrdcj, dE., steekpro ef-media·,.n ( bij oneve n 

it ) ~ d(J st G;;kproc,f-quA.rti n ( nls ?7 een 4-voud ·;..7fh,, 1 is), enz~ sym.;.;. 

mctrische statistischt-3 rang-covarin.nton. NL,t ec71 ter de zgn. "range"~ 
I .1 ,. 

rl. i. ..'.'iC12, - .L1 • Immers na c~cm mor, torn" afbeolding is de nicuwe "range 11 

/I I I,/. I ff ( ;( I ) ,fi ( 0 / ) • )! / I ;;,;" - ;;,; = ; ,i - 'i '- :.r.1. wu1 in • 0 1 en .::r;, t ezam c:11 1 maar .!f!&.i in hun 
(/ () I/ 

verschil alleen uit te drukke~ Hetz0lfde geldt b.v. voor de zgn. 
It i ( ·,. I , /) . range 2 J 1 + 1: . Een e,mvoudige fct van tweo of rnc?.,r ra:hg-coVo..rinntcn 

behieft dus zelf niot rc~ng-covariant te zijnt Evehmin !Zijn b.v. de 

mornc:nt en ( hoevrn1 symrnetris_cl7e fcts) ranc;-covarin.nten. 

7. We zullen nu de yerdelingsfcts vi:rn onl~elG rang-covari::.nten opstel

len. Vooroerst de median.n van een oneven a8.ntn.l n. = ;~ 1-;,-1 .. -J wa'l.rnerningen. 

(De rned.iar-rn vrm cen evGn aantal 1l::: .?m w::i.-1.rnemingcm is niet ondubbelz,in-
1 i 

nig bepaald maar k1.n ieder getal tussen X 7N en ;c;;"!-1-J zijn. VeBlal kiest 

men -j; ( z;, + x;lJ.,i) h8tgeun op lineaire interyiol:i_tie nGerkornt. Deze keuzo 

is vrij willekeurig 9 en gceft bovendien gecn rnng-covnri~nt). We duiden 

de medj.aan ook met I'.!.. 

Zi~ dus c = z' .J -m 9 

wordt gevonden 9 hctzij door (2) uit nunt £ 

over-
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blijvende waarde in het interval (C,e+d~) ligt - wh =rf,T-J (c) - • Daar 

deze whr onafhankelijk zijn is de wh dat !_ tussen c en, c+dc ligt: 

(3) 

De wh-dichtheid, die ontstaat door de laatste factor door + (c )= -p' ( c.) 

te vervangen Zf:ll doorr,-aans geen eenvoudige fct zijn, daar reeds r (c) 

dit niet is (b.-v. bij een normaleF (c.) ). Dientengevolge zijn dan ook 

·momenten e. d. van t:. niet eenvoudig te bepalen (behalve in triviale 

gevallen, b •. v. momenten van oneven orde bij een symmetris-ehe verdeling, 

die alle nul zijn, en bij speciale fcts P (.x:), waarbij de int.egralen 

elementair berekenbaar zijn). 

Indien men echter, in plaats van de rnediaanc· zelf 1 de mediaan-ordi-

naat P (c,) - d~ i. haar kanonisch getransforrne·Jrde - neemt, verandert 

di t onmiddellijk. :BJ.ijkens ( 3) is deze namelijk };. ( ?n. 9 m:) - verdeeld. 

Met de .otaties van pag. 116(Whr 205) is t1 ::; 2tti = m +I; p = q = --f.. Volgens 

pag. 119 ( Whr 208) is de verdeling van 'P ( <.:.) dus a~ymptotisch normaal 9 

en wel volgens pag. 118 ('~'hr 207) met een verwachting /· = i (zeals te 

verwachten was) en een spreidingsquadraat ,,F.!1:. = ,-7~\. Met behulp 
- ~ ~+1 ½lm~ 

hiervan kan men - als de fct ,--:::._pq bekend is - een voorspellingsinterval 

voor C. ops tell cm. Bepa~.1 t men namelijk ui t de tabelle n der Ji;. ( -ni. {I'll,, ) ... 

verdeling de waarde dj_e met een wh :f-ci. overschreden wordt, zodat 
f,'1( ,') N ~/3 ?,i.,ni)=J--J is, en die we met /:5fc;_, zullen aanduiden,. dan is dus 

\ltrJ--·{\s/3,,-l s·vi,:,ra 
,- I - 1 "i_!A. I 

Bepa8.lt men dan c, en ~-"- zo, dat 

is, d::m is ook 

svpr o<'.'. • 

Substitueort men in (3) F(C)=f(1-r), dan ontstaat de verdeling (pag. 

l ')'Z n11 212) d 1 t--: "ff .. ·· t tY'-l ( h .. . .... j 9 !\ .r van e corre a 1.ecoe : 1c1.en me T = /1µ- we sc r1.Jven 

hier J,1 ' in nlaats van l.c.V omdat reeds V = .Z1n gedefinieerd is). 

. =: 11. (i_} '.... j .. , !____ = /,~1.-Z·.·-::,·_, - _L_. __ · :i, p ( C) ·-·-Vo lgo ns 1.c. is t ~J-£ . v , v<ilgens Student 
1 /I-/!... ..2 /<,=--(c) ( /-·· ?(c) 

met Y = :~m+J= i2-t-Z vrijheidsgradon verdeeld. Is t-f.ol de waarde die in 

deze verd0ling met een wh c?ci- ovcrschreden wordt, dan is dus 
,1, 

.J., 

l..J. r ' 2. _)(_ 
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of 

of ) I - , ' 
--· -- ,-'( ,.•· I j' 

I l I\ '--.1 
I 

d. w. z. men h,:::uft 

\·-J 
-;- lj 

SV b r ol. 

Whr 366 .. 

Voor grote /2 is v ,orts tengovolge van de asymptotische normalitei t 

wa8.ruit het voorspo1lingsinterval ap:')roximatief direct met bchulp van du 

to.bellen der normo.lc verd;:,ling bepaald kan wordcn, al tijd mi ts ·p, (.:.<..) 

,_;en b1::,kcmde f ct is. Is X zelf reeds normaal verdcald, wac:-1,rhi;i we zond,;r 

beperking 11,1 :c: 0 9 er =1 kunnen nemen, dan is dus 
I 

voor het gcmidd, vGrdeeld is, dus 

, I , 
!-rn l ::::- ---· C Svbr o!. 
I -- -~-=- V,ii. ':, / cl I 

heeft c asymptoti::-Jch /,·:f 7T maal zo grote spreiding als ,/1. , zoals re(:ds 

op pag. 230 (Whr 319) gevonden was. 

f3. Op geheel de~z;clf6 C'. wij ze kD.n men ecn willekeurig quantile behande-

len,. Als ~1 een Q-voud min 
, , 
cen is, 

I 

cl!') rd t xi,' met 
i'\ 

') 

h-:::t h-dc Q-tlc gcno,c::md. ( / :::;. -/{, :{- (1-1). TusErnn ( cxclusi.ef) twee opvolg,_::mle: 

Q-ilan liggen dus ·m-J vm°:1rnemingen cwe:~n,-11s voor het 8l:)rste en na het 

l::tat st<::) ( l{/ ---.1 )-dee: 9 Q-ile. Inc1ien thans C.. hiat h-de Q-ile 9! (c.) zij n ver

dc, 1ing~:f cts voor::,te1t 9 vindcn we 9.na1oog ( 3): 

(4) 

JJit L; oen btt,,vcrdcling voor P(~) mot ,/::=.:?17 - Ih'-1 
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_J2 ·•; ( . ) ,A_ 
Derhalve is de vcrH"tchting vnn do quantile-o:rdinaA.t :{1 ,1-- c;_ == 0 1 

::I. ha _/? fr?,- l \ ·t 
en hct spreidingsqur,drqat 0rc.'· = _J;_J,:-_ = .. .f!~)J. Voor Jz-~co , d. w. z. 

· \_/ 'y·r:j_ (72-f),, 

/i11.,,,, o::J bij constant e {i,; is de vcrde ling A.symptot isch normaal. Duidt 

men thans met /iv de abscis aan. die bi i de /3: -verdeling ( 4) met een I d • L . 

wh rove:rschrcden wordt, dan is dus 

(5) 

een voorspellingsintorval voor? (::;.). 

Voor grate '12- is bij b-:madering 

s vrr o( 

Is nu j/ het h-du Q-ile van de gegeven verdcling zelf, dus 

-,/ ~I -//, /-'( ); = -~ t?J Cr· ) 

dan geldt voor grotc:; n 9 daar dan het voorspellingsintel"V'al, dus 5:'-J/ 
klein is bij benadering: 

dus 

(6) 5 i ct 1,/r-~i (C?- iJ 
i(J) I' Q 2 (,i+.Z) 

De voa.ruitgang in V€rgelijking met de behandeling in ho.ofdstuk 4, 

pag. 231-234 (iNhr 320-323) ligt overigcns niet in deze benadGrde rc.sul

taten voor grote n 9 maar juist in de rnogelijkheid, uit (5) met behulp 

van do tabellc3n cler beta-vardeling rt'leds voor kleine IL- exacte voor

spellingsintervallr:m voor ? (<;) t e krijgen. Ui t deze voorspellingsinter

vallen kan meQ voor verdelingen die niet volledig bekend zijn volgens 

de methoden van hoofdstuk 5 pag. 256, 257 (Whr 345, 346) toetsings- en 

betrouwbaarhe idsinterv8,l1en af le idem. 

Literatuur: W.R. Thompson, On confidence ranges for the median 

and other expectation distributions for populations of unknown distri

bution formf Am. Math. StA:t. 7 ( 1936) p. 122-12e. 

,de) 
9. Op analoge wij ze kan mDn',...simul tane verdelingsfcts van rneerdere elemen-

taire rang- -varianten opstellen. Schrj_jven wi~ ~ voor P ( X~ ) ( en 
P ' 

voor P ( i '. ) - k t( 

van 

) dnn is hc,t integraalelement 

met -A < J·: - f + 1 

van de verdelingsfct 
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en dat van de (?- 1 Q-ilen 

(8) 
'17i-•- / 

gozamenlijk is 

Whr 368 

_,71?-J 

--/) 'ir&) 

W8.arin r;- -:::/ 0~/iH) 
n~'r.i ·-·----~ c,, 

I 
is ( c;:= .X,t; ( 7+i) /r.,> ) • Ui t ( 7) volgt b. v. direct 

de - ,variantie van ;:; en :;,~•--l+l • Vermcnigvuldigt men namelijk ( 7) met 

intcgrcert men ove~ 

krijgt men: 

i 

Vermonigvuldigt rncn nog met 

d'._1n kri j gt men 

Dng.r voorts 
( 
, 

1' j) 

j 
_)! 7:• ---·?! (!) -_;_/{' -- --------- er-, 

(9) 
,)7 1- { ., 

) :1 

,../) 2 
j/ / 

l. () 
-1-,·· l )·~ 

,. TJ - /-)) ..!..K (:i) + ./) 
··.,. (/) 

is~ wordt de covariantie 

(10) 

.. l._) 

~/n-l .... l 

/1 12-.l.,, 
-~----· _· -- -
l,,.l I)\ /~1·1 , 'J ) 
(''. 7 ( . .,.. A,) 

p fl 

77 -{ + 1 
. -n en integreert men over/ P 

' n-t-1-l 

. ./ 1/,Y) ii . ,, ) Jf 1.. ·., t - -,[_ ·r ,..J'. 
-----------·-------

("17 •fl) (n -t :i) 

,J 
;,-i+f 

71+ t 

10. Met behulp van cen rang-invnrianten methode kan oak uit eon gcgeven 

stc)ckproef een "betrouwb:J.'l.rhcicl:3gord<0ln worckm afgel,:id voor de: onbekon-

a, de ve:rdelingsfct. We zullc:m df~Zo thc~ns ro'<ilt 

::.:~"nduic:1cn 9 om weer te geven det dczr:, onbelumd is. Het verschil met hoofd

stuk 5 is daarin gelogen, dat we toen met slechts ?~n of eon eindig 

.''JlJTtaJ. onbcl{ende parrnneters t,; mnken haddc:n? terwi.jl hier ?:) (x) voor 

iodere waarde van onbekend i::-i. 

~nonotoon sti.jgC;nd cm continu is. 

komt overecn met een oneindig i10n

) wordt ondersteld, dat ze 
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Z ij wederom <;' , . , . i .)(:, de gernngschikte steekproef. Vic,. h0palen de 
'' hicrbij heho.ronde t,r;Lpf.ct ti (.Z}==}i ( .x; J~, 9 • •• 9-;'2) ~ 

(11) 
.t 

als 

nls 

J 

We h Gbb 2n h:L=:r nvcr:,1 i -tekens. ge-}')J.ar'?:t,.et, 1./\la,:cr<loor de fot in de dis

-continui t-oi tsDuntcn t·weewan..rdig wordt om oAA.rdoor verd<~rop hct begrip 

" tt supromum 11 t kunnBn vermijd(:;n on door het bekendere bogrip Hmaximum I1 

.. 

Dez,3 f ct 'l:rl bij iu(l re gegc:,vun steek:p,r-oef -<lireot bepaald worden, 

zij is dus ecm statistischo fct, flnaloog met een st0.tistischE., gr1othcid .. 

Op d.8 coll,::ctic; V'l11 :1llc stoi=:;kproeven zijn 11 9 ••• 9 ~;;- stochastisch .. 

])2,'l.rdo .. r 1,v0rdt ook c1 fct stocl:mstisch. We morken @p, dat het n.rgu-
t ( 

mon-t X n.if1 stocb.astiscl-1 is, mc1c1.r ec11 pc1rc1meter is: voor iedore vvr1 2 

vnn deze parameterX is 

0thcid. J)p,.:i.rom is ook do lett(?r /I , niot de letter 

x: ond,➔ rstr(>_:l')t. 

Tierhc1l vu i .s ooJ, d :f ct I/ (.x)- f (Jc) een sto-chastische ( mn.ar niet een 
I 

(12) /1 
Ll 

wn.nrin het mr\ximurn 6VGr a1lc, rc);j1e X gc}nom,::m is, eun stoch'.1.stische 

( niot-statistische groothuid). Zj_j hecft dus oen bepa·,.lde VGrdelings

f ct. Het zc<Lf dc is rw:t II V?l hot geval: 

(13) 

lJEJze vord,,:lingsfct nu is r::u1.c:r-7 nv:1.rir1nt cm hrmgt dus niet meer vrt.n 

de oorspronkelijk verdc1in{:r.sfct (X) ~f. Immers bij een monotone af-

/) 

Men kan dus ~-, ()) 
') 

fct te ~oen, waa.rvo0r 

(x.)-

) • Di t is reds 

; .,,. ) · 1 · 1 ¼,~nn-\.1<-. is cus re, (st" "'"b-
' 'Tl 

in 1933 door A.KrlJ~gor~ff 
;,_ 

berekenen door dit voor eon speciale verJeli 

men de homo~ene (0,1)-verdeling 

!?)/y I - y ,,, 
V' I ·/ ~- ,h 

kiest. Echter stuit de ~:,erekening op zo grotc wiskundige moe{':ijkhed~n: 

dat zij alleen asymptotisch voor grote '12, (door A. Kolmogoro~), en ft1ct 

/ i 
i 1 
't ' 

I I 



Math. Stat. 281 Whr 370 

voor enkele kleine waarden van {door A. Wald en J. Wolfowitz,. 1939) 

(14) 

en wel gelijkmatig in . .< .• J)e reeks in het rechter lid is een speciaal 

geval van een der zgn. th@ta-reeksen van G.Y.C. Jacobi (1829) die in de 

theorie der elliptisohe fcts v@orkomen. Zij heeft het voordeel voor niet 
•"\ 

te kleine· waRrden van /i buiteng-e1NOon sn.el -te convergeren,. lhtgeschreven 

heeft zij de vorm 
) "J. .. 

)'. e_;,;7; 

Men kan nu gemakkelijk een bepalen, waarvoorj:'(;~)=/--c{. is 9 alscx 
u 

klein is. Dan kan men namelijk reeds de derde term verwaarlozen. Dit 
''i t ~ ;(. /! :~, 

ft , --- ;!.~ /'['_~-· f "') ! ri . t gee v = . 1 ft· ,, .. ''\-, == , ivcx Y waarui direct met behulp van 

eon taf el van natuurlijke logari thmen bepaF:.ld kan warden., Voor n( = 0 9 05 
.- __ •; ,,.,!;,_ _L 

h._v. vindt men,{,= 1 9 '358. Daar dan e "-'::-::; 4,,~ is,is de derrl.e term 
,· • i/ I <· 

,-•. f,11,,,_/_ ... ) 1 9 d. L /1i · ·- maal z o klein. 
~ ''.) () 

Men vinc=lt dus voor grote n bij een gegeven steekproef een asymptoti

sche betrouwbaarheidsstrook, begrensd door de trapfcts 
I,(. 
r/ -

)/ 

v~f'r zoveTre de e 2; {) en -;;: i zijn, ver½onden door de verticale · 1ijnstuk-:-
,, 

ken in de discontinuiteitspunten en aangevuld met stukken van de lijnen 

(} - )«/.--- en (/! = /-- ,,l, {-- ( · f · 10) T - fin 7 /v,;r;. zie .ig. .J 

-i--.J----'--------~-

~1-1. 

... Deze streak is stochastisch zowel als statistisch en overdekt / (X) 

svpr cJ. 9 d. w. z. de wh dat f (x) waar dan ook erbuiten treedt is asympto

tisch voor grate Tl ::::-ex, • Klaarblijkelijk kan men over het verloop van 

de kromme in de staarten niets van betekenis concluderon, zoals wel 
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haast van zelf spreekt~ als men uitsluitend do steokproef zelf wil 

gebruiken on geen enkel gegeven omtrent de speciale aard_der fct 1 (Y) 

heeft. In hot bijzonder kan men ~mtrent de waarden der rnomenten,zelfs 

hun existentie, niets conclud ren. 

Desalniettemin is voor zeer grote n het resultaat van veel belang, 

dat de verdelingskrommq svnr 0~05 geheel in eon strook mot halve hoogte 
Sl' en zelfs svpr O'f0007 geheel in oen stroo.k met halve hoogte 

mocc 
ligt. :Cchter is niet ee11voL1cl. na te gaan, hoe groot n genornen 

worden om G(~) - Gn(A) voor een gegeven A beneden een gegeven 
1 gr'elJS t e ij£0en. Bovendien is de grootte-orde van de boogte \ r-- , 

, :i' 1·1t . ' . 1··k· t -::i t d vn d.vv.z. o.o i':_;orc(eJ..•·C 1. t e is groo·G u1 verr,;e lJ J.ng me o.e rer e-

bOQJ'.l'°C8 1 
0 n . 

11. ))e ;~ inc, voerde 2;rootheden Pi= P(xi') ZlJD, zoals ·.re reeds op-~ 

merl:i;cn (1) .271, Wbr 360), niet 0nafhankelijk verdeeld. t element 

d 11F vc:;n 0.2 verdelingsf'ct is .namelijk (zie pag.272; Whr 361) 

( n 'i 
'--/ 

men 

0 P. 
l 0chter ~~ = 

~ i+1 

ic:;,lS 0 
.. p / 

=?:--
,_ 

1 
,,. 

anders 

r. 
l 

(1 -.:::..:: 

p 5- Pn 
-<::. 1 is 2 . . . ,... 

i s n-1 ) 
' 

p = n rn~ 

dan wo ·~ de ongelijkheid voor de Pi~ 0 < ri ~ 1 

en. Y/te i:J·~en P~= r.r. ~ ••• r • dus 
· •- .1. i i+ 1 n' 

( 15) d 
TT i-1 = n! /, r. dr. 

l l 

Stellen wu nog r 11 = z 1 , dus, ala we kortbeidshalve Pn+i= 1 toelaten, 

( 17) 

z.:::: 
l 

l. 

Pi= z1 z{:\ 
dan worrJ.t 

( 18) 

. . . z n 

ale 0 < z . .::: 1 
-- l 

is (1 ~ i '.'fn) 

(en a1T-,ers = O). M.a.vr. ~ 1 , .•• ,?:! 11 zijn onderling__onafha11ke},i_jke 

!l>-~!r~oz_e_eA _(9....,JJ-~·Y.§~rs,te~lde V_§£ .. .:\P.J? .. e),.8P. (evenals de P(x1 ) - niet de P(xi') -

z el .f ) 9 ~-J_e_ ~?_gy __ e_:q~1._i_::J_Fl, _syyr, 219~t_I,:,i_s ~er.~ -~"'..8-!1}3..iD:li'.:~~~-_tap t en z i ;j q • 
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Men heeft dus 

met 
I 

-fl L 
1£1 z_ -, 

(vgl.(9)). 

Whr 372 

I 

--,, l L 
::.:.i :::::.: ----~ in overeenstemming 

t. 

Men kan hieruit een toets afleiden voor een willekeurige (continue) 
• verdelingsfct P(x). 
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§ 2. Uitcrste waardon . 
...-~u--.......- ,,_. -r -•.--• ....--~-----

1, Een vcel voorkomond statistisch probleem is: welke is de waarde, 

die door de grootste onder n onderling onafhankolijke waarnomingen 

van oon stochastischc variabe:)..8 x met gcgovon vordelingsfct P(x) 

svpr ex nict overschrcd on zal word en? Hot prob l.00rr., treedt o. a. op b ij 

voorsp0lling van hoocste ~aterstandon (dijkconstructie), hoogste loef

tijdcn (lijfronton), o.a, In bet alg0mcen: als overschrijding van x 

van 00n waarde waarop mon niet vootaf gerekend heoft groto nadolon zou 

veroorzaken, 

Men kan dezelfd8 vraag stellen voor de op ~~n na hoogsto, op twee 

na bor,gste, cnz., in bot algemeen op m na hoogste vmardo. llot probleom 

van 60 laa~stc, op ~Jn na de laagste, enz. waarde is onmiddollijk tot 

hot voor~aande to horleiden doordat men x door -x varvangt. 

Bot ovlosson van dit vraagstuk voor allo c< is aoquivalent mat hot 

bepalcn vsn do vordclingsfct van de grootste, ••• ,op ~~n na grootstc 

stoekproofwaarda en hot bcpalon van de invorso fct daarvan. 

hot oorstg;:;nomnde probloe:m is in bunadering voor groto n voor oon 

niot procios aangcgoven klasso van verdolingen F(x) opgalost door 

R.A. Fishor an L.H.C. Tippett (1928), vorvolgons voor hat geval van 

oon norm.ale vcrdcling door oxactc tabclloring bij cindige n door 

L.H.C. Tippett (1925). Evoncens voor eon zokoro klasso van vordolings
fcts is hot, tozamcrn met dat voor de .n.'/e. waarde ( in dozo § steeds 

van bovcn af gcrckcnd), ovoneans asymptotisch voor grate n, behandold 

door :c.J. Gump3l in een groot aantal artikclen, die ook talrijke toe

passingen ervan geeft 1 ). We zullen hier eerst een exacte, en vervol

gens can, evcrwens as;ymptot ischc 1 op loss ing gevon d ic op rang-inva-

r iantc nLthodGn bcrust. Blijb;n zal c1aarbi;j, dat do rnuthodon van F'isher 

Tirr:;>ott ,,:,.n Gu.mbel bclangrijlrn bozwe,rcn bs2'iittcn, waarmodo bet reeds 

sinds Jong bokendo feit samenhangt 9 dat Tippctt'EJ c,'xact borelrnndc 

waardon 11 slcohts zeer langzaam" naar :87 ,-T. 's asymptotiscb convcrgoron. 

1) Vgl~ E.J. G:.:i.mbol, Los valourr:, extremes dos distributions statis

tiquus, Ann. de l'Institut Henri Poincar6 !(1935) p.115 en 
i-S.J. Gumbul, La dureo extreme do la vic1 humaino, Hormann & Cio, 

Paris (1937). 
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2. Zij Gm(x) de verdelingsfct van de op m-1 na grootste waarde 

(van boven af) zm van een steekproef van n onafhankelijke ~aarnemingen 

van een stochast ische variabele 2C met ee.n willekeurige VBrtlelingsf ct 

1-1( x) • 

Daar we ans speciaal met de grate waarden van x bezighouden, is 

het g3vrnnst in plaats van P(x) de .complementaire .fct. ( 1•·s:t.a.artint-egraal51 '.). 

(1) 1~(x) _ 1 -~ P(x) 

in te voeren. Dan is Gm(zr) de wh dat de op m-1 na grootste van de 

wa.c:trd en x1 , •• , , x z is 3 dus da t boog.stens m-1 .cleze.r getallen > x. n m 
z :i.;j n. :Juu ge ldt exact 

(2) 

iYt-1 
,-~ I< 

c+m ( zm) = /.~ ( ~) Q. (~,) 
() 

::: 

d.vr.z. 

SpuciaaJ_ is voor dEJ hoogste waarde Z 1 (w~bij we ve;cder de index 1 

korthoidshalve weglaten): 

( 3) G(z) = F'/z- \ 
·- -) 

'C\ .. 

icrm~d2 is diruct een exacte onlossing te bepalen, door to oison 
,:ins- C ('7 ) 1 -d. zal ZiJ'n voor du bc,czochte p:rens z :::: ,..,_'-',,,,-, (dio ove-u c:,, u , rn z, == . ~ u ,, •"-

r ons ook nog van n af zal hangen). Voor m=1 is dit zoor oenvoudig: 

E 10 n ~J ch o e ft s l c ch t s ·; , G!. op t c: loss c n l1 it d o v g 1 • ~ 
~(1 '} 

( 4) 

]J.,tg:::;:rn~ als P(x) oc:n gotabcllocrde :fct is, direct kan gcschiodon. 

Indian r(x) discontcnu is, kan dit allccn voor spocialc waardon van 

~. Do gcringo complicatios, dio bij discontinue vordolingon kunnon 

OIJtr on lat on ',!c vordcr onbcsprokon. 
Voor m ;;,-1 is bet problccm slEJchts vrninig minder convoudig. 

Blijku1s (2) is I)(z1n) Js(n-1-n.+1, m) -· vordcold. Bcpaalt men do vmardo 
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1 • 
ulU in deze t-vorduling bij de staartint-0graal ix b~boort, 

cl. vV. z. is p:(n-m+1o 1n1 1 -~~ ) :::: 1 J., , .. , ; ' t····rn 'Ci.. 
,_ .. 

cJ. LlS 

(5) 

waorL~it ook !'.'i •. ,, v1aer op tc lossen :Ls. Mon bchooft voor dozo oxactc 
(/ ,. ' --

o·:;:, lo ;3 f; ing dus uitsLlitonc1 de tabellC:n van de.~ .B-vordoling on dio vs.n 
"iJ ( .,"<,) .LC O' l' •n • 1 ·•r ,j ~ • 'J t / 5) t , ( 4) t 1 
.L. , l> J t:,Gv.Llllc(8D. voor Yil=, .Lele.;., , O"C crug, caar 

8 _ ( / - I )T,~ i' c< I ; c,· -- o. u • 
• ··1 

( 6) 

' Is~ b.v. N(0,1)-vardccld, dan is, daar we in dat goval ~ voor 
. .· r 

-;1 -
(/i,l 1 r;z 

.,~ 
(,•,-

.,;;, ;' - /-3 

1) door 1 - F~(o i)(t) = Y godofinioord ho~bcn 
l, , /j' 0 

332), de oplossing van (5) rosp. (4) diroct gcgo-

/ ///,,,, (Y,, 

3. Doze oplossing is exact en hcuft ~oon andor baznaar, dan dat zij 
1,101 nu,.,·,criok} ELiar niot o,nal:t.t i:::wb dire ct t c ovorz ion is., In bet b ij

zo . ::r is hot godrag var, (4) en (5) lJij groto n nict gcmakkclijk tc 

booordclon. Om dit tc h~rGik~n kunncn wo bctcr van (2) resp. (3) uit-
gaan on hiorin diruct ocn b 02~ing voor n >> 1 tocpascon. Wij bo-

po n ons nict uitsluitond tot ~luino wuardcn van~, rnaar wol tot 

1..1:::~?rdcn die ni,;i; tc dicht bi.j 1 kc,.,:cn~ 1 .• c<-~ t· ( C > 0), dus GM,?c ,, 
Nu booft de teta-vcrdoling (2) voor ~(zm) cun gomiddcldo~~(~m) = 

) - - - -----------
m , . . 1 ' / m ~ n-m+ 'l l -( 1 ) b -i- t a ···=-1 '-;]'.) C:(D Sl)l'Old ing,· u :::: ~'T' ·v, ·-·-2~ = tJ ~ • Er cs uaa us con n+ - 11+·1 n+ .d 

( van l on m 2:fl,.angond c) constant() ::i,, 2',odo.t Q Cf\n) :£ fi svpr l is. We 

lrnho::vcn d.us uitslu.itcnd waardcn van Q(x) to bcschot.:rflcn, die 0(i) 

zijn~ Onzo rosultatcn gLldon dan voor de hclo vcrdclingsfct Gm(zm) 

met uitzondaring van ccn vlak bij Gm= 0 golcgcn gcdcolto. Op do 

z ~·O.B nccmt dit ovuri(g(JDS con mot n on1'Jcr,)crkt toonofwnd stuk in bo-rn ~ .. 
slag, w,e:0.r 6-c- 0,:;rh 1 dat z .. ur in lj_ct is :;;;: ,~ • -,m 

1Cort he; i(h;h3,l vo lr:d:; en we bet e.rguffL.nt x van CJ ( x) 11rog. Voor n .. ..,. ;y, 

g:.c:::I:; volgcns pag 122(Wlir pag.211) do 'bet8.- in do gEmnnavorduling over. 

En v101 h0t;ft mun 

(7) 

cI ar,r 



.. 

@. ' 

In 20rsto bcnadaring hc0ft mLn dus 

1 "TL _ n Q 
---- e -= 

h. I 

( E3) 

= I 

J -
j 

""~ a c ..t.J.,G.n van c -veru.o ing = Ym (:,I. zo bopalon, zal a,,,-:: ui·t a"c· ·t ·b ·, 1 d J-. :i 1 y · 
;/ I 

r-,·n-r K ,- y --Y 
/ 

L_~ _v_ e 
r( 

l I -• .,._ t ,ri - l I I 

- lrr' -- t \ I ) t.:.' t 0. r 0 !( I 
\ ' _;- /) 

ic,, 1-rn dan uit do ta-b0lh;n vru:i P(x) ;: bc:p2lun mot 
{Jt~ 1Cl 

("10) ti ~/) I (;,,_ __ ,., __ _ 

~D0ciaal wordt voor m=1 

: LL::, 'Toor klcine ) _ . ....,_ . ...,._..,....._,. __ 
Een nauwkeuriger sch~tting lccrt, dat we Gm niet clechts behou

r·1.'.;nc1 G(*) rns.ar ook 0(-}i-,) door bovenstJ.Gndo r --vcrdo.ling kunnen bo

:',-.dcrcn, als 'NC in pl2a.ts van u = nQ 

n- _i_ ( m-1) 
?, 

Q 

iJVocron. We krijgon dan 

~~:- in hogore benadoriDS i~ dit oog~lijk 1 t~n koste vnn gecomplicoer-

0r uitdrukkin[on veer z, en oak ovorigens vrij 22nzionlijk toenemend 

. 1: .. : .urirlic~ rt::kerrvrnrk. ' 1u :ncrkcn op, d'c1.t 0,.; J (rn)- vc.ria1rnle u haar mo

lus bij U=m h00ft. 
:DC: waardc;, die c1vpr J. doc::' dG gro,:Ld>-:: van n v1.s:.,s,rr.1c-mingon niot o

vcr schrcden wordt, is dus in aorste bcnadering golijk r~n de waarde 

overscbreden wordt. Iets pr~ciezer 
!;jL, uYact '3 door 1 -- ( r-c..::)~ = 

• rn 



.. 

Math .stat. 288 Whr 377 

z.odat ri::;Gds voor kleine n mot de esrste benadoring 0305130 -en ze 1 fs 
ot... 0 05 n ..1. 

met ·n = ~ volstaan kan word en. Voor kleinere ex. , d. i. str,-.ngere 

statistiscbe eisen, gcldt dit in nag hogere mate, zodc(t de benadering 
alloszins voldoende is. 

(13) 

Om ook voor m > 1 ccn benadering te vinden gobruike:n we ( 9). 
-t or>"\. Voor k1eino O is dan e ~ 1, dus ex'.,;:::: -, of 

m. 

Y-m' ' -~ ;::- ( m ·' cZ.) 

I 
if\. 

waarin r-«i,/3 de abscis is 1 waarv-oo.r d.e st.a.art.int.e.graal 'V'B..t} d.e f' (:m)

vcrdeling do vmarde p hDeft.. 

Voor toenemende m>1 wordt deze benadering al gauw slecht ., tenzij 
I 

c< zocr klcin is. Men kan }Gr, 1-o1. in oen machtreeks naar mac.ht.en van o::;;;. 
1J I 

ontvrik1rnlen, die echter slochts langzaam convergeert. Het is in d it 

goval eenvoudiger, volgens punt 2 de tabellen van de b~ta- (of, be

nndGrd, de gamma-) verdeling to blijven gebruiken. We1·1eert (10) ons 
i J 

tozo..r.nen met (9)_, dat in eer.sto (voor nie.t. z.a-er kLeine ·:x vrij ru-u:m} 

benadering geldt: 

4. De inboud van punt 2 en 3 resum0rend kunnen wo dus vaststollen: 

Is z de op (m-1)na grootste wa~rdo ender n onafhankelijke waernomin--m 
gGn van eon stochastis~he variabele m8t vordclingsf~t P(x) = 1-Q(x), 
dan is I'( ~m) exact verdceld volgens de B{ n-m-1- J j m. )-verdeling. Voor 

n >> m is in e0rste benadering (behoudens O(n-1)) nQ(~m) en in tvrnode 

benaderi.n.; (bchoudens 0(n-2 )) (11 -f rn + ½) Q(?m.)1/(1-±Q.(?:.,.,.)} 
verd.eele, complementair mot de r ('Yn-)-verdeling. 

De v1a2.rde 'I; die door Zn, svpr CY~ niet overschreden wordt, ko.n exact 
(l m,i,.. -

resp. approximatief bepaald word..:;n door uit de tabellon van de 

B(n-rm.+1,m ) ... resp. r (m )-verdeling de v1.s.C1.rdon t3m,ci.. resp. (,,1,c,1. tu bopo.lon, 

d io door eon volgcns dezo vordelingcn vcrJoe:lde ve,riabolo svpr cJ niet 

,.::vorschrcden warden, en vervolg•:_,n~o met cle tabollen der bekend onder-
... y rt\ ,,. 

i:t8 ldo fct P(x) ~ ui t de vgl P( '(, . ) == fJni,cJ.. rosp. = 1 - ~ 1 C'"'•"'- ',. I, .n,o1. . , .. 
( b G hoL1d ens G ( n- ) ) of = 1 - -.. cL~-----c----

n --~''il+ .!. + ':- V. ,. 2. t l .!. 0 1'11,x. 

(buhoudons O(n~2)) op to losscn. 



r 

::-

.. 

.. 
Whr 378 

-Y 
~: c Stol.l(;l'l ~ . .-re Lt:=ae.,.; met nr~dcr tc- bGpalon constanto a, dctn is do v1l1-

di0htbci.d v2 . .n j (vcrdor st0cc1s behoudcns termon G( ~;. ) , dio vro door-
• '- 1. • t ) :l U !..lrn-L gaans nJ.•.:c·v exp.Licio verrnolc1on: -s::... P~ (u) -=aue.··-

. ,2 d_y I (m) ~ (_m-i) ! 
dus d0 2Sgoleidc daarvan -s:L fr , 1lL' = .. a-~ <ll-,1. u ·,,l (~ --.i) 

d y;,· • (n ·) ' J (m- 1) ! '-- " 1.L 

Dit is nul VQor U-::-rn. Kiazen we du.s a=m, dan is Ode modu.s van y. 
:,i,~. t 

( 14) 

Dordt nu bet verdelingselement van y: 
-m+j -Y· 

( 1 5 ) (.r r:.., : z ') ::: . m r.: - rn ( y + t " ) ~ly 
.A. <..: .. Wt \. rr> ( I ~ L~ Tri- 1\ -J. 

Spcciaal voor m = 1 wordt dit 

~it is Jc in 1928 door R.A. Fisher on L.H.C. Tippett afgeleide 
1'limiting distribt.,1tion" van de hoogste v12-r,rde, terwijl (15) do asymp

totiocho ,10rd0lingsdichtheid voor de m-de vmarde door E.J. Gumbel is 

6 t::vonC:on. l':ot dicn verstande evonv10l, dat zov,el Fisher en Tippett als 

ook Grnibcl minder algomeno klasse.n van vordelingon bl.sohouvron, vmarin 

y door c-:n lineaire fct van x kan wordon bonaderd. Dit geschiodt met 

ocn ·iJcroc:;i op cJ.o regol vc,n do l' Hopitf'..l voor oen niot nauwlrnurig godc

f iniucrda klesso van verdclingon hvan hot exponentiile type'', on ook 

ovcrisans 09 ocn mathometisch weinig uxacto wijze. Mot weinig mooito 

kan Jit ochtor exact gosohicden. 

6. ··.ra.tmuer Q tot nul nadert, zal x hetzij tot 1x1 , hotzij tot con 

oindigo limiot naderon; in bcido gevallen gobruikon vro voor deze li

mict hot symbool <.u : 

(17) lim X = 0) 

We onCcrstollcn nu verdor, dat Q(x) voor alle voldoond kloino 

Q continu in xis, on tv7o.:.;maal continu difforontieorbaar., dat f(x) = 

- Q1(x) voor P-.llo voldoond kloino Q positiof is, en dat 

( 1 8) 1 im cf Q ( x·) = O 
x.l'cu dx f (X) · 

•- is. Doze laatsto ois is aoquivalont mot 

QQ" 
( 1 9) 1 im ·- -== 1 

Q.' 2 

of ook, als vro 
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stollon, m0t 

(21) lim 

Alla limitcs- vrorden g.on.oir10..rJ. voor x lt.z.J 9 d. i. voor Q ,} O, a. i:4 voor St ,>o 

VordcliD.gcn~ dio t\·rccmn .. al .cc.nt.in.u diff-er-enti&eJ.."baar zijn- on E~c~n de 

2oquivalcntc voorwaardon (18), (19), (21) voldoen, zullon we 
"vo.n het oxponont iA le type" noomon. 

is, 

'110n govolgc .ran (14) kun.nC:1, wo hiorv.Jor ook schrijven: 

Ons rest nog no, tc ~n binnon wolko grenzon S door ocn lineairo 

fct van x bcnaderd kan wordon, We zullen aantoncn, onder do voorwaard0 

dat do vordoling v~n ! volgcns 
ncnti~le type is, d cl.it voor 

delingsfct van z. dat de beide 
·-YTL 

n volioond groat to kiczcn • 

bovcnstarmde dcfinitie vo .. n bet expo

con ~illckeurig groat doel van de vcr
oindpunten niet bevat magolijk is door 

. Kiozcn wo dus eon 1Y > 0 Gn ocn S > 0 ( en < 1 -Y, ) , dan kan dus 

voor allo wa2rdon van Zm, waarvoor 

(23) 

voor voldoend groto n willokeurig dicbt bonaderd kan warden door 

1 - Fr(rr~) ( rn e-Y ) 9 waarbij y eon linsairE:: fct van x is, mits P(x) 
vnn bet exponcntiile type is. Uit wat we reeds opgemerkt hebben 

~ 

volgt de:t; do voorvmarde (23) medebrongt, dat n<.:,2, dus ook S- Wt,n tussen 

twoe ·vaste grcmzen blijft. (Uit (10) en (23) volgt namolijk 
t 11 , 1 •. s ~ ,n Q § f m,o. ) • Dus S zal eon interval van begrensde longte A 

c~./1\.(i5m,o.../Y~,,,1-b ) doarlopon. Volgens de onderstollingon in§. gemsakt 

is S' voor voldoend grate S positief, dus ook voor valdoond grote n 

bij boporking tot (23)~ In plaats van S = S(x) kan mon dus oak de 

inverse fct x = x(S) boschouwcn. :Oae,rom geldt als S1 en S.., > S1 in bet 



VJe duiden nu spe ciaal dG wuard0n die bij de modus y=O behori;:m 

aan door een oirconflexe boven do lett0r; i=s(i), ; 1 =S 1 (i), enz. Dan 
A 

is • .ala we. sp.e..c.iaal x 1 =x en x. ==x Ici0z0n; ,: 

c24) 1 .s -· ~: - (~ --.x'/s_i 1? ,:: A: 
voor iedere x b~horcnde bij e0n Suit bovengcnoemd interval~- Voor 

/\ 
voldoond grotc n is ook d,_:, torm ic/_n·)uit (22) = 0U:), dus, daar y=O 

is, ..,,, "2 • 

( )l . '"·),/I - ' /(\· -I' 25 y-(/-·X ,) ? f: h1 + l_j('l -J 

m.:::1.w. behoudcns r;(t')- lt\()1-1) is 

l·,.1s men h0t laatst0 ~~ - tekcn door eon =-tckm 

vervangt, is y niet m00r 0:xact~ maar slechts op i](1f')na do modus, rnaar 

o~k dan blijft (26) als bovan geldig. 

Hot door Gumbel aang0geven r0sultaat b0staat uit de betrekkingGn 

(15) 811 (26). 

9. De rosultaten van 5,6 9 7,2- samd1vattende kurmen we nurzeggen; 
Irnii,;11 de verclelingsf ct P( x) ·-=- 1 - q ( x) =-- 2- sex) continu differen-

ti,2 tjrba.D.r is~ voor vo ldo end grotG x 0cn posi ti eve nf geleide heeft, 

en als 1 S11 tx) :_ _ _/t. 1,,rw , = r, 
(J 

~; (_x ') .:; cO c 1;,. ·, ,. 
") l ~; 

is, de.n is bij iedere m~ idocre c>'.)O, 5>o (en <: 1-c-i) en 2:,>u Gen n 0 te 

ail" vinci.cn, zodanig dat voor n ~- 'n() cm voor i0dere z n1.. die ae"n ( 23) 

voldoet (15) geldt met eenj , dis in bet gGhele door (23) bepaalde 
. t 1 ( ··") I ( ''-) .r-in erva hoogstens ~, van x-x S x verschilt~ waarbij x de waard0 
van X is die met y;::.:Q overeGnkomt' en waarvoor J.i'(x) = (l-rrl--+ c9(YL-l) is. 

n 
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10. We bebben in het bovenstaande gevonden dat de oorrectieterm 
in j bebalve de reeds in (22) voorkomende term&( rr1..- 1 ) van de orde E.. 

is, d,i. van de orde van 5 11 
/::,'

2 in bet toegelaten interval. Deze oorreo

tie in Y heeft in ll , due ook in Gm( z 01 ) eveneens een oorrectie (j (E) 
· ten gevolge. 

We zullen nu bij enkele eenvoudige verdelingen de grootte orde 

d ezer correct ie, ui t gedrukt in rt , nagaan. 

Eenvoud ighe ids halve beperken we ons tot het geval m = 1 , en « << 1 • 
'';') . :..,an J.s 

(27) 

du.s 

( 28) 

= 1 

I) e vervmarloosde grootheid /;_ ex_' is in alle ond erstaand e gevallen klein 

in vergelijking met de totale correctie. 
" 

Bij de berekening volgens i geldt _behoudens c'9 ( fl-,,) 
C ! ~ ~ -Y q·, , ,, -~,--,-., e "' =- u "" ,n ( .t - i "-Y..) ·.::: n 2 · • 

dus 

(29) y -::: 
J 

behoudGns een fout • Ook deze fout is in alle 

onderstasnde gevallen bij niet te kleine n zeer klein in vergelijking 

met d2 fout die bij de benadering volgens 2 gemaakt wordt. Daarbij 

v:ord tJ door een lineaire f ct ( x - ; ) 3: 1 vervangen, waarb ij een fout 

optreodt, waarvoor in eorste benadering geldt 

(30) 
( ' 

D e z c 1 o id t t o t e en f out -- () 0( 1 n o:. 

·~ ?. l 

fn 'X 

De rels+iove fout in 
Bij de onderstaande - en de meeste andere gewoonlijk voorkomende -

ve:rdc,lingon is S' 11 ,> O, dus ~J> O, d.w.z,. j wordt door de lineaire 

fct te klein gescbat, dus 2)r<< O, d.w.z. ,x, wordt te groot g8schat. Dit 

bcte:ke:nt dat do benadering (26) volg,::ns I11TG (Fisher, Tippett en Gum

bel) in de bier bedoeldo govallen, als men de waarde voor z~wenst te 

bepalen die svpr C(, niot oversch~'cdcn wordt? steeds aan de veilig,2, 
--~ A n i, 

>:.ant ic.:: de workelijko wb da.c chJ hoogste waardo i do waardo X +-h.:~/5 1 

z,il ovortroffen, is kloincn' dan dd v1b ( :.:::.Gx. ) , dat zij d0 nanwkeuriger 
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we.ardc t, dio uit oplossing (vcl. (29)) van 

( 3 2) d L. 

volgt, zal overtr fen • 

. ' )l / 

11 11. a. :Exponcnth,l(J vordsling. Hiur is t~ (x):::: e- ,S(x)::::x, S (x)== 1, 

S (x)== 0 (voor allc)). Dusj:=>,-.\+(~(n-1), doc-fout is hier == O on de 
PI1G-benadoring uven gocc1 als 

b. Gamma-vordeling. 
I- .. Y-

( r' r . ., ) ->' ,\ -X r; + - + -~ + . . . e ..__, ;.:: e )< r ! X r: i :·· . 

Volgens onze metbodo vwrdt :zm du.s met behulp van de tabol dor 

t ( m ) vordoling gevondon door do vgl Q (z)= 0 ;~ op ta losson. 
f 

Voorts isS (x)~c::x -h-8.r,X _ J,r1h 1+(9(17,·,1l- 1 )=H(1-C9(11,--:i:~ )) 
I ~ 

'3 ( )l ) = 1 - ..,_ + (9 ( rz_ x- 2 ) = 1 - (9 ( ~~ ) S 11 
( 'JL ) :::: lt ( 1 + C9 ( X - J ) ) 

.... ,v ? 
::: I/ 

Voorts is voor ~c == :x:. 
A ;:: /) /'-)' = 0, :.; = Jy: '/1. , d us JC 

✓ 

Voor groto n 1 c td t c1 j t , ondar vcrwaarlozing van do 

Orn dus in ucn rolatiovc fout 
1;,:--~-

- V•v ,..I 

Cx., 

te maken moot 

on 

gcnoman wordcn. Voor ~ = 0,05, i~ = 0,01 (dus eon ware wh ~ 0,04) en 
\F.7;-

/'l, == 1 is dus '11 >- 20 ' .. · ,......,. 114. Vcor grote;ro /' en/ of kleinore« ncornt 

ook do vcrclsto wanrde van n too. 

c. Normal~ vordcling. Hier is (vgl. pag. 108; Whr 197) 

Volgons onzo mcthode:; wordt X bcpaald door::) (z):::: ~ mot b0hulp 

van do ta1Jcllen dcr normalu v0rdeling op to lossen. 

VoorttJ is vwcr S::::Jy,)(, dus bchoud0ns(S)(J~- 1 ) ix. 2
:::: .l'1 111.,, 0n 

s I/ I '2 I '.l. --~ 1 I ·"s i 
,;:: 0 ~ _:.<. of 

' i 
[ =·2~ 

·, l. 1 

✓t,, oi 
--------
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tot 

due voor dozolfdo waardon als bovon tot n~ 73790. Hi2r is de too-
na.mc d ic voor n noclig ifl om ac::.n scb urc ne,t.1vrkcmrigb_Gddsoison to 
voJ.d oon ( kle inoro , kl0in8re ) nog veol grotor. B.v. is voor 

:::: 0 , 001 , ;l :::: T 
5 .10 

d. Vordoling van Gompe:rtz. (Zic pag. 129, Whr 218). Hier is 
~;(.:,. )=(~(:;J•::··_/ ), :/(x)::::~:/\.,c):::: !3e:;( $ dus 

t cr,1i;i l is. Wo vindcrn dus 

. \ 
• ) -= ;;, y . 

,1 .. 1 
j r\ - ,--:;;__ 

. 
:Bij dczolfdc na.uvikC;LU"igbeidscison als ondor l,. gcsteld moct 'IL. dus 

aar govond0n waarde zijn! 

2 • Ind icn ( J ) niot exponcrnt ice 1 naar O go.r:1t, maa:it' als uon 

n1s.cht \ra~ 1- , zocls b. v. bij do vcrdoling van Student, dan is aen do 
j{_ .-,;• 

vour·v0/a:.•rd o lirn -=-· /. :::: 0 niet vol..d8.an. Tl c met hod E:.: van FTG is dan dt.1s 

in LH~t c:,chucl YLL,)i, tooparobaar~ de· onze blij ft ochtcr wol toopasbaar. 

f. Vordoling van Poisson. Daar dczo discontinu is, kan bier eon 

voo us ci.,r,_:vcn onl:J c trouvvbanrhc idsdrcrnpe 1 c-< nat Lrnrlij k in hot e,lgomoon 

n:Lct 1Jorcikt 9 maD.r f::1L . .,chts niet"-ovurschredon 'iiOrdon. Als altijd bo

len we uit de tabollen mot goguvon vorwacbtingµ de waarde waar

worc1t, ,;,r·,rJ.r1Jij wo hior dclS do grootste wa2rdo VEU1 de 

va:r:i.0:11J,3'o ln(.:t ,,J) ',_;ex moutun nm:icn. Daar de vordcling disoreot is~ 

is de FTG-mothodo in hot gohool nict toapasbaar. 

Li:tcra~.u~Ic. 
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§ 3 o .: et;,_,;:?_r,O]J_l,.e_el}L9er twee___gemid_delden en c1e toets van Wi_lcoxon. 

1. In C:.e sijatistische pre.ktijk komen veel problemen voor v2:n bet vol

gende type. Men heeft aan m elementen ener collectie een grootheid ~ 
,.-~me,·'t·•rvi• de ·1·1ee+.,,..ec•uJ·t·,·'-en r,,·• ·n ]11 1 t d l 0 t, - , :::J._\, L ,,..1. 0 . ,, ... 1., LilJ x1_ , ••• 1 x ... ,,_ • i:v en aa n an ere e_ emen-• 

ten dezer collectie een bewerking ondergaan, waardoor eventuael x 

verander( kan warden en niet de met~ overeenkomende grootheid j; 
de rncotresultErten zi,jn nu s. , ... ~J'~. Ondersteld vrnrdt, dat de tr.+n. wd.)r-:-,. 

... '~ 

alle ondcrling onaf'hankelijk zijn, un de.t zowel x als y een bepaalde 
~ --

verdelingsfct bezit. n wenst te weten, of de bewerking een invlocd 
'~(!.- ,.._,<.' 

heeft OT) bet &Q!1U,ddelde d2r verdcling 9 d.v.r.z. of · ·y van c,,x ver-
scbilt. Men zal daartoo de hypothese moeten toetsen, dat dit niet 
h ct 0P G v eJ. is . m • a • w • d at ·-& .x = 'lj J\1 = ,;,i_ i ,.., 

_, - ·--- / --0 "' 

2. ~:o,o.:cs. ,vr,::.p_J3tudent. Di t probl(;;cm is opgclost ') voor bet gevc:1.l ~ c1at 

men vooraf weet 9 dat ~ on y__ boid0 normaal verdee:ld zijn en do_~_elfd~ 

spre ing bczittont m1a,w. dat do bcwcrking 9 zo zij al h0t gomiddcldo 

kan beinvlocdon, dit nict mot du spreiding doet. lots algemener kan 

men ondor~.:;tellon, dat do spro.tding met eon !2_.9k_c~ f.actor 
vore.,nr5.crt. In boidu gevallen lmn men bovund icn tootsen, of 

(' 

gcven waardo o bezit, d er V(:Jrwacbt ingon 80YJ. 

nul bLlh □ cft to zijn. 

\<; "'· 

bet vor ... 

dio nict 

We makcn nu gobruik van eon 4-·tal~ oak ovcrigens bclangrijkc hulp

stcllingGn, wolkor - ccnvoudigc - bcwijzcn wo gohoul of godocltclijk 

achtcrwcge latcn., 

~-~1~m?., __ 1,~ Zijn ~. ,.".,:z.,,. Yi. ,r,:r· ')N(0,1)-verdeelde variabelen, dan is 

ook ied er n-tal daarui t door ort boc;onale transf ormat ie verkregen 
I I \ 0·.:r> /\-} 

variabele:i ~, , •.. ,g;n 1·en elk ds.;-:c.rva.c Ir (0,1) verdeeld . . 
Jo berir.tneren er da2.rbij a&1.12, dr:rc de orttogonale transforms.tie 

gegeven is door 
I 

waarbij 
n 

> i( /! 
l._~ v{ L t, 

I, 

is. Deze voorwaarden zijn 

.~ 0 / . 
:ic.,: 

eventueel 

; n) 

( Ve:, o,-
' I 

na 8l0;l1 der 7., 
' 

L ::=:/ 
i *l 
van t Cl{en om te 

keren nodig en voldoente, opdat identiek in de ii 

1) HStu6.e:ot 11 ~ The probable error of D, mean, Biometrika §. (1::08) p. 1, 

2 ) Afkorting: ~~ = onderling onafhankelijk(e). 
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is, en heblJen ten gevolge dat c'.et ( J..;f) == + 1 is. Speciaal voor n == 2 
• , '1 i ' . 
Kunne.n GEJ N,_ s·ceeds in du gedaa.nte 

geschreven \/Orden. 

+- '/,. ;;_ ,:; h·, lj.' 
I 

.,_. ,., "O ... , 
lvl. v J L/ 1 

I 

o-,,.,... 

~§:D~l __ n_ .?'., __ 2_. z :L.J· n __ z -' .•••• z_>',1 ::-,N( 0 .1 ) -ver,18"" ld • en '7 l' 7 D z) z I ,.,, ",' 1"J ( 0 -1) 
- .. - - - .. - , , - , ,_; '-' , • ,_, r) - j ' • • • $ ._-' ~ri . ' V ~ \ ' ' 

-verdoeldc .U.neaire fci;s der ~~,~, dal".l is m; n en er besta2,n nog n,-m 

N (0,1)-verdeclde lineaire fcts z' z' 
- Tr1+j ' •• 0 ' - 11 der ~ 1-, zodat 

'?.::, ... ,g.;1 e.lle a-a- zijn. 
l. 1r:::: ,.,.J. 

Daar \ff(~ 1 + .•• +_g;n)= C!JYn fi(0,1) verdeeld is, en 7:-~:=11( !!'!-.1 + s·,) 
is, ws.arbij ~.,_= ~1.L (?i-~)i..is, kan nl als som van d~ kwadrB,ten 

van ,,--1 lineair onafbankelijke N (0,1)-verdeelde variabelen ge-

schrevon word.en. 

fie.!Pf~?-_.J. :0 e s om , v 
<]: - 2} ?:: 

d er q_uadre:t en 

/( V) ' d • \i. z • 
verdeeld. 

van V ,J':r f'/(0,1)-verdeelde variabelen is verdeeld als 

als y' 2 met v vrijheidsgra.den, d.w.z. + (): isl'(~)-
A L u 

Speciaal is, met -!}.'- gedefinieerd els na lemma2, n. s2 vcrdeold als 

;,( ( ,n-1.) en onafha.nkelij k van ~~ ( vgl. ook pag. 266, Whr 3 55). 

<, lru verdeelci als {'- met fl resp. )) vrijheids-
(!__ /v , 

en 

V :::: 

duling. 

D.w.z. men heeft: 

2 
I - .! - ft 'I , I b - I -¥- - I ------ e :i, 'J;,. -n1 d 1.!.. 2 \ '-i"" --- zr z ( 1- 1f') ~ d v 

Vtj: J (i: j ,M-,1-') 1?(;¥ ,f) 
;;_ . 

In do toepassingen, speoiaal in de zgn. variantie-analyse, wordt in 

plaats va,n y: VEak do vari2.bele f van Fisher'), gedefinieord door 

1 ) R.A. Fisher, S~atistical Methods for Research Workers, 1st ed. 

1925, 10th ud. 19489 
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gebruikt. 

U"f r.:,7s 1 e,:.,_L, ti 

Ikn 

e)..,...z 

- 2 d(.-1-1-z) 
en 

dar::::: 2 l'/l"'d;;. (; -- _J!· e2z ) 

' /--1- /:!::. "'2-z 
)/ l., ~ 

Het el. van de verdelingsfct van ¼ 

( ~ e ;l.j:) 1£ d z 

J.. µ. .!..J.I /4 flz, ))2. 

e. ( {µ l f. l)) I 2:z. )-}:{p-i-v) vue -fJ) ' 

is dL1s 

olz 
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De if., -verCleling beeft het voordeel dat zij bij toenemende /' en v snel

ler dan de b@ta-verdeling tot de norrnale nadert, maar is analytisch 
2 

minder prettig te hB,nteren. In andere toepassingen wordt v = 1:u2 
gesteld. Dan is U = ± }?'" en deze grootheid bezit de verdeling 1 ) 

/11.J I l{, l~-·I ole, 
\Jt F( u! ,, ts , ,U I•" I;+ i, z.) f (µ-tv} 

-· ( 1:i" 1 "°£) \,J "" 

waarvan bet speciale gevalft-' = 1 op pag. 123, whr 212 aangegeven is, 

We rn.ak.en nu als volgt van deze lemmata gebru.ik: 

Zijn :f 1 , •• ,,~mN(/,t,1 ,r~) en ;[_1 , ••• ,';f_n N(/1,.2 ,IT,_) verdeeld en alle (r(T, 

dan zijn 

~1 - ft1 , ..•... _ .. , Xm - f1 
Qi t.:fl 

(J'(f N ( 0, 1 )-verdeeld, en wel is 

woonlijk, 

') :De factor 2 verdwijnt omdat we u van - oo t-ot + r:;o laten lopen, en 
niet van O tot oo. 
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gesteld. Op 

z, = 1n I .:::.1!2 Vm 
(]j 

Whr 3:83' 

en. 

passen vve nu lemma 1 (vcor het geval van 2 variabelen) toe .. Daarbij 

bepalen we r zo, dat 't,; evenredig met m,- m.,_ - b = ( m,-A )-(m.i-}ti )= 
= z, _o; :Z-2 ~- word t. We moet en dus ( met -/e = ~/er ) 

~ m ~ 
t I I l7z·-
1 r = lYm~ 

nemen en krijgen dan 

Voeren we 110g 

in, dan wordt de som S: 
I ;i. 2. 2 s -.:: zi -f ';!.; -I- f n t-m- Z 

I I f 
waarin '!_, , ~t enj•,n-t-,,yt-2.. rrr zijn en wel resp./Y(0,1), li(0,1) en 

;~ 
2 

( n +,,n - .i! )-verdee ld. Ovc,r 7.,' int egreren we eenvoud ig van - w 
tot+~, zodat we verder slechts m0t 

C / I 2 
~) ::; '1 ...J. q 

'"l.. ' /·1·H-m-:J. 

te maken hebben. Hierop p0ssen we lemma 4 toe met 114 == 1 en Y == n + m-2" 

Over 
I 'I. ? 

~ + q- integreren we weer ,...l / '/'/ 7 m-;J.. u 
( 

- 1)-verdeeld is 1 waarin thans 
,_, I l 
/., 

ir· -= ----=-----
1 2 2 2-

.; + q~m-; + f/ti-/ 

en we vinden dus, dat ¥ 

{/ 2 (/ 

is. St el.l.en vrn nog rr - . ....-!!-.--- , dan bezi t !!. voor - CIJ < u < + r:£J 
- J-i-ui 

de op .iJ2.g,. 123, Wbr 212 aangegeven verdeling·van "Student" voor 

n+m-1 vrijbeidsgraden 

du 
(, 

2 \ ?J..±!!!.::. I 
I -1- I,{.. 1 2 

I 

Meestal vrnrdt in :pl8.ats van ti de groctheid t = H Vn-nn-.i ingevoerd, 

vmarvan nu 



.. 
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zodat u. , everu:~1s haar verdelingsfunctie, van cr1 en ()2 slechts via 
£i 

k = ~ afhangt. De verdelingsfunctie is bovendien onafhankolijk van 
S. We merken verder op, dat de noemer van de tweede factor in het 
laatste lid eenvoudig de som van de m+n quadraten 

~ 2 ? l 
L} (\. - m0 -,- d c JJ - )1):.) 

1 1 

is (waartussen twee afhankelijkheden bestaan). 

Tor toctsing van de hypothcse /1.2 -;u1 :::: f bij gegeven 6' (b.v. 6 = 0) 
J CI 

An gegeven ~ = ~f (b.v. ~ = ~, k = 1) berekent men nu volgens bo-
venstaande identiteit u2

• Men verwerpt de hypothese als de bijbeho
rund ,c waard e 

volgenE:1 de tabellen der verdeling van Student een tw_e_£zijdige over

schrijdingskans geeft, die bened.cn de toegelaten betrouVJbaarheidsgrens 

ligt. Een eenzijdige ovorschrijdingskans kan men volgens pag. 261-262 

(Whr 350-.351) slecbts gebruiken als hetzij de mogelijkheid a.at /Ui.-fl1<S 
betzij de mogelijkheid, dat /12 - f, >d is, gpafhankelijk van bet beschouw
de expGriment uitg~sloten geacht kan warden. 

3o De toets van Student heeft twee nadelen. 

a. Men rnoet vooraf weten, dat de ~~ en de y. £.Q_Em_aa,1 verdeeld zijn. 
-) 

b. Men moet k kennen. 

Weliswaar kan men de methode ook gebruiken om (b.v.) r = 0 en { = 1 

~ezarnenljjj_c te toetsen: te kleine overschrijdingskans vrnerlegt dan de 

h;y·pothese, dat de op de o-bj eaten uitgevoerde bewerking g_en~lei invloed 

beeft gehad, Zij staat dan echter niet toe, uit te maken, of zij een 

invloed op de verwachting ~~, dan wel op de spreiding, dan wel op 
beide he2ft gehad. 

Men beeft speciaal b. als een ernstig bezwaar gevoeld, en getracht, 

toetsen af te loiden die onafhankelijk van k zijn. Op de oplossingen 

van dit ~robleem, waaronder een veel gebruikto foutieve voorkomt (die 

dan ocl: harhaaldelijk aangevochten is), t.w. de zgn. toets van Behrens

Fisher, komen we nag torug. 

4. Toets van Wilcoxon. Om daareri.tegen ean hut ~trst§. bezvraar tegemoet 
te ~~~11~;·:~ dat vaat~~inder ernr:;;tig is 1 daBr men dikvli,jls niet vrnet of; 

en somi::i 'NE:1 ka.n aam1e1;:c.c:n dr.i,t niet a:::n de norrnalit0itsvoorvm::trde vol

daan is - is door F. Wilcoxon 1 ) een toots ingevoerd, die ook (met 

een geringe wijziging) door K.Ko Mathem 2 ) voorgesteld, en door 

1 ) J?. Wilcoxon 5 Individual comparisons by ranking methods, Biometrics 

Bull. 1, 1945, 80-83. 

i) K.Ke Mathen, Sankhya, 1946, p. 329. 
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H.B. Mann en D.R. Whitney 3 ) uitvoerig onderzocht is. 
Wij behoeven daarbij omtrent de verdelingsfcts niets anders dan 

oontinuiteit te onderstellen, en toetsen de met S = O k = 1 over
eenkomende hypothese, dat de x- en de y. alle dezelfde verdelingsfct 

- L - J -••---,-~ __ ,_,_, 

bezitten. De methode is rang-invariant. 
De grondgedachte van de toets is de volgende. Als de verdelingsfct 

der ~ too.v. die der ~~ naar links verschoven is, zullen waarschijn
lijk betrekkelijk veel onder de gevonden waarden ~ in bet linker 

gedeelte, d.w.z. links van veel waarden x~ liggen. Als dit laatste 
na precisering van de termen 11 waarschijnlijk11 en 11 betrekkelijk veel", 

bet geval is, kan de bypotbese dat de 2S~ en de °l.j · 9...e~elfde verdelings
fct hebben, verworpen warden. 

Zij nu ll het aantal keren dat een der y. links van een der x. 
- -) •• -L 

ligt, bet aantal inversies. Wegens de onderstelde continuiteit is~ 

svpr O bepaald. 

u is bet 

onder de 

+-· 
i 
I 
i -

m 

aantal 

lijn X 

= 7 

der 

= y 

n = 5 u = 17 u = - 1/a 

punten (x~ '~ ) ( i ==1, ••• ,m; j = 1, ••• ,n), die 

liggen. 
Men kan daartoe bij ieder der ~ bepalen, hoevele der xi grater 

zijn; dan is Ude som dezer aantallen. 
Klaarblijkelijk is~ een rang-invariante statistische grootheid, 

die alle gehele vmarden _:: O en ;ii ln'11, kan aannemen. Haar v~rdelings
fct is voor m~ n :;i 6 door Mann en Whitney en voor m~ n ~ 10 door de 
rekenafdeling van bet Iviatbematisch Centrum getabelleerd. Zij is dis

kreet - U. neerrit alleen gehel-e waarden aan - en symmetrisch t. o. v" 

bet gem:Lddelde 'l ~ = fmn ~ m.a.-w. u-= U-tm-n 

3) H.B. Mann and n.H, Whitney 1 On a test of whether one of two raniom 
variables if3 stochastically larger than the other~ Ann.rv;ath.Sta • 
12~ 194 7, 50-60. 
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is syrnmetrisch t.o.v. O. 
De toets wordt nu als volgt toegepast. Men bepaalt bij de waarge

nomen waarden x 1 , ••• ,xm, ;y1 , ••• ,Yn de bijbehorende waarde van U en 
met behulp van de verdelingsfct van !! ? = P[I {!- Jm-nn ltt- ~,,,[ Is deze 

waarde 5 de toegelaten betrouwbaarheidsdrempel 0:: , dan vrnrdt de by-

potbese dat c.r? 

pen .. 

verdelingen van de~~ en de y. overeenstenm1en verwor--, 

5~ De vordelingsfot van!/ kan als valet bepaald Worden. Zij r-/)1, ( ll)= 
= P [ff~ U I trn-, n] . Klaarb lij kelij k is algemeen /1nn ( ll)::::: 0 B.ls U < 0 

of U :> rnn is er.t o ( 71 )- h ( 21 ) - 1b ( m//'1 - Ii )- p.· (0"1 * - U ) Voorts / n-,,rz. - rnm - mn - 71?n ' 9 

is ,o,,./ U ) ::::: Pon ( 2i ) = 0 voor iedere lJ. f O en ::: 1 voor li = 0., Zij A con 

afkorting voor do evontuali tei t "bet grootste der m + n getallen x;_ 

en Yi is een der if 1•. Dan stelt non A de evontualiteit voor dat 
~ ol 

dit grootste getal eeri der x;_, is. Daar elk der m+n getallen even 
grotG vvh heoft, de grootste te zijn, is .P[nonAJ= ....:!!!- , P[J/]==-~-

m +,n m+rn 

Ondor de voorwaarde A is U = U dan en slecbts dan als onder de overi-

ge -n -1 ;:'f-i. en de rm Jt,· proc ies U invors ies voorkomen, on ondor de 
() ,, 

voorvra:-:i.rdu no.i:.i A als ondcr de overige m-, x, en de m 

U - ,n invors ies voorkomen ( daar de grootst e waard e een 

rn.et do '11 If n invers ios vormt) • Der halve is vo lg ens pag. 
-100.(!J pa[;• I 

Dit gecft successievelijk 

lf preoies 
ti 
xis, dus 
15 of Whr 

I po L ( l( - ;J "" i ,1/()tH. 
I 

JII) + f l'u (ii-,)= t 
!,/:. o ~ tt= _f 

voor U .-.:. o 

en al{_;emeen 

voor l/ = o~ 1, ...... _ , rn 
Voorts is b .. v. 

I 

m-,. I 

z 
6 

2, ) 

l 

-:: 

:;:: 

::: 

:::-

:: 

::: 

::: 

I 

6, 
Jl 

I 

/(It 
I 

/0 
..!._ 
/0 

3!.. 
/0 

:?. 

/0 
I 

10 
I 

10 

Ii, "' 1 

2/ ::: t, 

.!.. 
6 

'I 
v00L'." 

,, 

" 

" 

l,(.,,,j 

u.,,, 4 

l{ = s 
V. = 6 
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on algomoon 
I 

1 -·---------{[¥] 1-.1 I als O ~c; Ii~ m is 
2-(,n-z.-N)(m-,.J,) ./ ·--

hot aantal gebelen van X voorstel t, on voorts lm 2 (t'L) = 

\1 oor ,'l ( 21 )= -/ />,,, ( Z/ )+ I 

,P.2i ( L/-J) vindcn -- we evonzo /33 A.., ,:J.-t.,. .2 

I I z ; ... ,L J 2 I I 
--- .2 {! ,U) l-0 :.o .:::o ,;,o ;:o ,t {) .2(') .20 

voor lc' :::: {} l 1 3 4' r ~ ,-,, f? CJ /.; 
.,. 

I ,/ 

Whr 391 

waarin [x.J 

/J-,,,,:1. ( .2 ,m.- ll). 

Op dozo wijze kunncn de /!:It;?, ( Z/) successiovelijk bero!rnnd word on. 
voortbren~onde fot 

0 ~,~ 

C v C:n n = Cm,n ()() =: L5 ;6'1-n,n (li) X 
0 

kan 0vcnoons uit de rLcurrento botrekking 

11-nn (l!) = ,n h {2/)-+- .. :?~.:!__ b (lt-n,) 
,nz +'71- r·m, ,n-1 ./ /);/'J --f•ll. r ·171-1, '12 

?L 
bep2,.al6 wordc;n. Verm1anigvuld igt mon beide lodon met X en somrnoert 
over 21. ,. dan krijgt men 

Ui t /~n-1i ( 21 ) = fn,m ( II ) volgt nu 

dus 

Hieruit volgt ornniddolli;jk, daar 

lS V001"'1JJ<0 of n-< o, db,t 

/'i' 
is, w~aruit ~n onmid~allijk volgt. 

/-- )( 
"177T1'3.-

(-- )(,n 

Men kan voor C1n/.11- ook cen Hb-int erpretat ie geven als O i- )(< 1 is. 

Ondorstcllen vrn, dat 1>7-1 ,n. kleinu oojooten langs de x-as vanuit J: =w 

afgosoboten warden, met gelijke c~whn ergens op de x-as te blijven 

lig · , en wel eerst m. H - polen" ( de ~,,. ) en dan n "+ -polen11 ( de :;;;- ) • 
Zij ;:;r iedorG k,~ er ~dat eon + -pool oG.l'.J - -poo 1 pass eert eun constant o 

v1h /-X dat or ergons eon explos ie optroua.t, dus 0en kans ,,( c1at di t 
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niet hot 

dat geen 

·xtt geval ia. Bij oen gegevcn waarde van {/ is dus de wh 

der contacton tot oen oxplosie leidt. Dan is ¼nn (%) de 

vrannoer we 

stellon,. Nu kan ook f ( 1c ) in een voor ( s;;x-1/<1, dus voor alle voldoend 

kl0inG x oonvergente machtreeks naar x:z ontwik.keld warden: 
oO J!,r 

I -· /) l( 

-{ ( Jl) :::: ,L_ ·t; I 7 /( ) / 
/, I l~ -t~. 

De getallen --~-- kunnen in de op pag. 83 Whr ingevoerde a;r,_. of ook 

in do getallen van Bernoulli uitgedrukt warden. Men heeft: 

? !i l /6 -<, - -::::. 

J ' J 
Dus 

met voor I(~ 1 

waarin l.!.t (x) de veol term v1::1.c J30rnou..lli 

namclijk volgens Bernoulli voor goholo 
.ft 
~ .. t 

LI ,f 
.r (I 

I ljj ,) ) 7:\ }l -- --- ) 1-h, -f- / - .Vj {1.f 11- 1 1_ · .-t -r-- 1 l ./ ,_ -/' 1 

Men heoft 
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Wo 

De ocrste factor bangt niot van man~ af; de tweode is 0011 veelterm 
in tn en n van de graad :,_-;-: 2 k + 1 • 

Mon hccft b.v. 

B1 {z-r1) =- L-rl .13;,(:x-1-,)== ✓c.d+l.;x.,2., ... L.)L.. 7< /,.,, , 1 , ~ r y- ~ 3 / 
"' .2, 7 µ~( ....__ -r--1_;.::: .Z. -,,.. £ :Y.- r J X - ;{ _?C, 

krij gt rnon 

waarmedo de ontwikkoling van 

n2tar m on n vol too id is. 1) 

in een veolterm van de graad ;2/(--,.; 

J3ij ovorgang van de cumulanton naar do invarianton moet ~A" nog 
,,.,...-)K, door u godeeld word on, do i. door eon veel term van de graad J,f 

in '1h onn. Daar de graad van x;k hoogstens .2k''+-1 is, oonc:luderen 

Mann on Whitno;y, dat clo VE:rdoling asy:mptotisch normaal is (als Jn en n 

beido, naar a., gaan en vvel zo dat ~:. en .. !!.L bogrensd blijven, een voor-
1-n-

1 ) Mann en Whitney vi.nden ,roor ?u oen voeltorm in m on n van de 

graad JK en berekonen bet hoogste graads doel. Bij overgang tot do 
c1J-111uJ.anten blijkt dus dit doel, alsmcde die van do graden J/(-J : 
3/2"-/ t ~ •• , 2k-tJ, vrng 'to vallonc 
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waarde, die ~ .. f an Fb:t.t.r.1es· rde"t ve:nnelden) daar de invariant en van 

iedere crdo 2-, 3 to+; 0 nadere.n. De facto is reeds voor m~10, .n?;-10 de 

afwijkinc; van de .nor1T18liteit te ve:~vvaarlozen, Bet betoog is echter 

niet geheel bewijsk~acbtig, en behoeft een aanvulling, daar de ontwik-
1"e]_1·nP.0 .. · t;··avi '~'!.,/; (.oz,·,/,, i·-iy4- 1· ., t' . ,z.,. t B'"; .. - ,_, v ~, A,-: .... .,11 ,,, ~ .Ld., 1.1 ge JJ icn,a ig in ul- en '?2- oonvergeer ~ J..J Goe-

nemende m en "!1 .heef·b /(,.,,,,, :dcl.l bij /V = .r (dus bij T = 0) ophopende 

singulariteiten. 

6. FoL1ten van de tw(-)ede soor~"-, 7i/Iet bet:r.:ekking tot de vz Q van bypothe-

.. sen, dat de Ji> en de X s,lls ere--· zijn en dat alle !'l· dezelfde continue .t) 

verdelingsfct F (x) en de/ slle J8zelfde continue 1 ) verdelingsfct 

G ( JC ) bez.i tten~ vvordt een fout van c1e t veede soort gemaakt als voo.t' 

minstens een wasnie van x. (du:=j i.11 een gebeel interval) F ( x) i G (..x.) is., 

terwtj 1 tocb de byriothese F. (x ; ,~, (~ ( x:) n-; e·s vrordt vervvorpen~ 

We noemen een tcets ve.n er::m rr,roothe:-::e Ge asvmptotiscb onderscbeidend 
V .i.., __;.;,_J,b,. - r:7 -

(Engels~ cons:Lstent) me·c bet::..1 0::kiog tot ae.n vz O' van hypotbesen, als 

voor ~.fl er.£. hypot bes e ()' l i] 1 met l9., i- (70 de wh van een f out van de 

t·weede soort lJij onbeperki; toenemendG ::1te~:;k9r,Jefgrootten O tot limiet 

heeft ~ ct" vv oz, dat al;::: () ::=: 0 r ( (i is d c \fh a.at d c hypot hes e (} = ()0 ver-. 
d . J ' . d ' ( . x:::, 11"-i. m b " .,) worpen wor·t cc-c ', na.\o:cc in cns,J, ,_roor vl----+(X),,n-~,, ~ en 4'/1 egrensG., 

De toots van Wilcoxon vcor de 

is niet met betrekk~ng t;c_;•j de g..9J__1_e .. J:.~. V7,\) van hypothesen asymptotj_sch 
onderscheidend, Mann c~r: ,_,..!hitr.,es l1ebben ocbte:r oevhjzen~ a.at dit (bij 

recbtszijdigc3 toe 0rning: d.-,r.r;~. verwe:rping als P[~-~#]fot. is; tegeD

ovor tvrnozt;jdig2 tc,etsing, ·:.w, •··e:rwerpi_ng als PC/6.'./ ~-.,ttl ';iu is) wel 

h ,:,-1- o·ev,--,1 ic• 0 "'a C'I(' 'TP7''(7 w 7j .;y1pc.:fc··L.r:, VC"r al,l _ _El X aan de betrekki.1:12: v lJ b C/4 • .;.. _w ~ o .. _t__,_) ..• , v ....,_ J..v ·--L,,. .~'_).__ .. _,, uo _ --· !._.I 

F(x)>G' (x:) voldoon, d.vr,z, a,ls de t·ijy behorende kromme geheel 

recbts van de bij ~ boborende ligt. 

We kunnon echtcr met bun me~bodo ook bewijzen, dat de toets reeds 

asymptotisoh onderschoidend is_ zodra 

P "" P I ~t > y J ?" -: 
I - - ,r., 

is: en vrnl oij rechtszijdj_gn Lu s:Lng 7,odra p < 1 is, bij linkszijdigc 
, , .- 1. . 1 .. ' ' .L ,. ••;:,c. • .... •.· d·• l:J....I _I_ ·'o ?'.i--i tou-csing zodra p) i '.LS;! o.".'l o .. L;J t, 1Nucz1.J•LLge toecsing zo ra ;- r 2, .Lo, LJ~,J i 

om do gec7.acbten te be1;iele;:J~ p < f, , 1),3 hJpothesc &0 wordt zowel bi,j 
. d u ~ I 

recbtszi~idige E~ls biJ tv1eoz:Ljdj_gF.:: ·0oetf:i:~ng verworpen, zo ra _ .-;; 2 mn--rc<7 

is, vmarin 

consts,nte, 

-··"" .. ~ .. --.,. ..... - , ...... , ~ ,, . .,...,- . ...,.,"_,... - ·-
1) yoldoando i&;rcedP: 

toiton Ucbbcn. 

I ) ic: sn c oen zodanige v.:. ... n01..1enrz afkomst:Lge 

ce~ zo groat mogelijke waarde ~ 8 ~ ~ 
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Vo· ook vervrorpen 3.h:i !:/ aan een analoge begronzing links voldoet) ,.. Tcn-

govolge van de asymptotiscbo normalitej_t is '2)_/,;.;,..._ c:: = ~ , waarin c; 
,771,J?-~et.."' ;s ,'8 

de reeds Vl"Oeger ingevoerde botekenis heeft (a.bscis behorende bij 1dE. 

normale t1 staartintegraal 11 ) ., We hebben slechts · nod ig, dat voor ,m-• too 

ii-➔ cO ;3 naar benedenjdus c naar boven begrensd is., 

Zij nu 

:Dan is 

Onder de hypothese 

(} 

is nu 

Du_s 

X . . =:::- /J ,;_n ·?2-
-:; I 

J 1 als xi ~ 'h is 
( 0 als ✓1\·<p is 

:Oaar L ( X t = I. ( 'J. ) is 3 en X · en :x, 1 , O." rr. ziJ. n als zowel t ...,1. 1, / als l 'cl ,., . . I .• 
cl -t" / is, beeft men 

Nu is 

en voor 
-foC ;l( ~_ f d F( x,)l ,d f (//J~( :~ f ;I,) ~ 

-f~ -
,. . .;. C;J.J 

_j d F(~c) / ( zj ~f / (?c) cl F(\J ~ jJ 

daar Of 
1
~ (x) 11 is. Bovondien is /i ( x. f c!F (z ) ~{ 'j (;i::)dP(z)( =//., 

ll V 

Het geval., dat bier het = -teken optreodt is triviaal en kan buiten 

bescbouwi11g gelaten v7orden. Imm.or:-:; dit zoL1 vereisen, dat overal waar 

F (x) tooncern.t 7 µ-) == cons~ant == ;6 ware,. Dan 17,ou dus 1 tussen 2 eindige 

~~::~:~C:\c.~~-~. _ 01~ .. ~t. .. ~~~:.~ en varieren, en/ uits lui't cnc1 vmarden ,.:: tZ (met een 

L) Steeds ondor de vorder niet vermc:Ld8 voorvraa.rde, da't :~ en,.£ begrenDd 

blijven. 
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VT\h ) of vmardon ) /, (met oen v,h ::: i- 1/>) kunnen aa.n.nomon. 

dus 

on ovonzo 

Men vindt dus 

Cl_;,=:: S-r 71 2 /c_j ·J1) 2 ) , 
6 {OJ !1 - ( (.'16' !:f/ = ,-·n,. /72, t ;t> 7 e~1--,j f1 --1{-;,-;n-1) 1,-2- -1-fn-7 - / ){w-I) j-> 'J --~ 41-,/:J 2 J 

= ,'l'r7,,n [(/l'l-,) (71 -;1-,<) +(:m-;)(1,_ -;6 ~ -,1-):; (1-j)} 

Voor (J _ ~) 

Dus is Voor ,JJ? --1 w, ,,n --> co 
2 

('& ~ (m --1) ( 9_,. -/6 :) + (--n - ;) (; r· /:/) + ,b --16 2 

c~: ;j_- ( ,;,n .,,. ,.-n -rj 
begronsd, b.v. < 12/i(1-;,). 

I 

Vervrnrping van ~ gescbiedt als / !:/ -f-'777,,,..,/~ccr is, Dus is tengevolge 
van do ongelijkheid van BienayE1e de v1h van niet-verwerpen 

-- p r !I 
L -

HieJ'.'bij is gel)ruik gomaakt van hot feit dat {,i -J)m/n..-cu>o is 
voor voldocr1cl. grote 1n on .-n , daar ;} --;i > t7 is. (Anders geldt bet laatste 

~· -telrnn niet)., 

Hiorin is de eerste factor, naar we boven zagen, begrcnsd, terwijl 
tJ~o "G·v100do ~fe.ctor nBJEtr O gaat doordat de ui,tdrulcking tus·sen accoladen 

ten gevolge van de begrensdheid van con het positief zijn van j -P 
naar onein0ig gaat. Derhalve beeft de wh van ten-onrechte niet-verwer
pun O tot limiet, d.w.z., de touts is asymptotisch onderscheidend t.o.v. 

c,lke bypotbosG met j.i< j • Het:;mlfdo geldt m.m. voor f>>:f • 
Is daarontegen J =1, dan is dit zeker niet bet geval. De wh van 

niet-vcrwerJJOD is nu namclijk, b. v. bi~i ·bre,szijdige toetsing: 
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i:,, zou m:i_ dus voor -;n -7 ,;u , n --➔ ,,o tot O moeten naderen als de toets 

as;ymptoti8ch onderscbeidund was .. Dan was dus bij V1ill0keurige positieve 

voor voldoond grot0m1 en,n 

dns 

1· -/ .J' 
of -J:;,·;; (1-t) ., Daar dit voor alle c geldt vmre dt:lS I<'. s 1, d.v,.z. 

c j~ 5i 1 • Daar ~/er ;;: ✓,,;-·/-=;-·- ( /-/J ) = Y3 is, ware dus c f: J/j, dus 

}, :? 0 , hetgeon voor voldoend kleine ex ( t. v1. r>L < 0 ,041) niet moge-

Resumerende kunnen wij dus zeg8en 9 dat de toets van Wilcoxon voor de 

hypothese i~ (x )= f (x) asymptotisch onderscheidend is met betrekking tot 

·1,llu hyDothesen 9 waarbij Pf'!> /f] 1 j- (~f tij eenzijdige toetsing < ½ 
-,.,,·., c~,p --- ~-) l. ,.-, 
-•~\-•t...·- • / ,::., 0e 

7. Men zou verwachten~ dat het onderscheiclingsvermogen van de toets van 

}ilcoxon bij toepassing op normale verdelingen met gelijke spreidingen 

nanzienlijk geringer zou zijn dan van de toets van Student, daar eerst

genoernde van het gegeven der normaliteit geen gebruik maakt. Het zou 

daarorn van belang zijn 9 dit onderscheictingsvermogen ( npower-function") 

\ ( ; )== _p r ?I ~ Z<x I ;t/., - / 11 =- SJ al s fct van c'.' te bepalen. Ui t een be-

1 .. cmgri jk onderzoek van H. R. van der Vaart ') is echter gebleken, dat di t 

•p onoverkornelijke moeilijkheden stui t. Wel ir.:l Van der Vaart er in ge

slaagd y de tweede afgeleide ct"( 0) te bepalen~ 1 ° voor kleine waarden van 

2 0 =at 200 1n en n t.w. ,m +,r1 ~::· 6 9 f'J1,· -,, ,x.: en l)J--➔ :-, • :Daarbij bleek, " betreft, 

dat 
3 

/T 
is 9 dus slechts weinig kleiner dan 1. Dit is 

,,,,e:,1 iswaar geen bewij s, maar toch wel een sterke aanvvij zing, dat de toets 

van '.Jilcoxon slechts weinig in scherpte voor die van Student onderdoet, 

ondanLs l,e:,1t feit 9 dat zij omtrent de verdelingsfcts niets anders dan 

cc,n-tinuitei t onderstel t. De ervaringen bij het M. C. en enige aldaar 

'& gcnomen experimenten wijzen in deze1fde richting. 

1 ) H.R. van der Vaart, Some remarks on the power function ef Wilcoxon's 

test for the prob_elms trf two samples, I and II, ?roe.Kon. Ned.Ak. ~3 

(1950) p. 494-506, 507-520, Indagationes mathematicae 12 (1950) p. 

146-158, 159-172. 
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0 4-. Dubbele chchotoHieen. 

"'1. ,j fJtatistische onucr::rne. 1 krn 1t l1ct hcr11aaldelij\: voor? dat 1c1en 

ccn c:1.antc1.l ( I/) o-. Cr~ wac~rgeno,;wn olJ;j ecten onderzoel{t ten aan::;~ien van ti11ee 

en (Ken L) en hun nc tL8c.:: ( p·-=",n<:m, e,r, L ==- ,no,i, L) . De resul-

vo:n1 va~1 een 2;.g.n 2 x 2--

t~bEl, d.i. een tabel van vo1gende vorm 

K 

l ct 

/t 

1rj_erin zijn m, n, r 1 s en N de z ,;:rb.ndtotalen 1• of marginale so11Frnn 

~ ( en 
Doel v,.:1.n het on zoek is gewoonlijk, te toetsen of Ken 

dan ook I( en L , t( en /_ , en !( en l 
tuErnen G.A.Barrrnrcl en Ji.A,T':Lsher i.n 

) (/.(/. zijn. Sinds een cb_s

,:tTature·· (1945) en een serie 

1 aro}J volgende pulJlicat:i0,s van G.l'.. .• Brn·.011?,rd, ::~.S.Pearson, e.a, in 1lio--

1ctrica (1947, 1948) is ble 1:en, c3.at T1.en hier niet nwr een enkel 

hankeli fk v;:,.n vcrschillende voorwaarden 

· :,::-1•:.ronder het ex;;eriacnt genomen worc~t 1 jnet (:01:Lnste:ns) J verschillenc18 

'.)ro ble,1en. 

2. TyJ;:ie I. Inde eerr.,te rJlaa.ts Jc,c,n het .~ebe1.1.rer.:., da:t de exyierLi_entele 

condities beh2lve het totale aantal Nook nag alle verdere randtotalen 

ichten 1 c1at bij hert10..ling ervr:;,n 111-, /n-, /t, en ,J steed,s weer dezelf c1e 

.:S,.'.rden helJben, terwi1·1 a ( en da;_0.raede --G e end) nog kan varieren. In 
( - ...... ) - - '----I 

'.c'.t 6 eval ZlJn 1m,, ,?i,/z.,,,J,en l'/ge2;even e:n VJel door drie hunner, b v. 

,m, k en ti, be1x:!alc1 (t.w. 1)1,= 11-.»i , ,J:c: IY-A ) • DaEtrentegen zijn q, i~t 
t enc[ stochastisch 1 en wel zijn zij alle door een hunner, b.v. q, 

l-,c,,l)''' ,,1a (-,::;,,, i c< ;i0 er1 ,rri J011e- -1· l:, C'I e~1''Li'I Q0 ,; 0 0_P. -v-P.ru.:,e1J'_n_ ,'_< i's \\P.e'n---a0 i' -1:,1.ensionaal H). ,_ -.,__,,, ~- Cl, Ch ~ 11 , ~<-.;.J.. D .._, -· _ V ..,__ .!. , . :. ~-.) l:., C _., f - - - - _, -

d =- N- 1n --·_fi+ a 

":' e II. Vaker komt het geval voor, vm:,;rbij ber1alve If een der randtota-

" _L;:rn., b.v. m (en dan ook /JL = i'!-m-) gegeven is. Dan zijn de overige 

'ootheden. (in he::t bi;jzonder clus 001:c If en .f )stoc~1astisch en door twee 

hu1m_c,r (b.v. gen l.;) beiJaaldiQ-=m--a d=n---6 Jt=(l..~~ Aif=--t/-a.-/ - - - ) - ' - - - ) - - ·-
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de verdelin;:; is tw8e-dimensionaal}. net 
j_.,,n,iede s;v~.:i:netrische .:;evcil 1 ·,i2.:,:cbij /t en ,,J gegeven 1 en~ en'!]- s-i~o-

:.i :,;tisch zi,jn, kan v::rclnr onb):'J)ro'cen blijven. 

~,_~:)e III. ]Jinder vm::,~c ,: 1.a.;_1 :1.et t.;c,e,~'.e !;:o;:t :1·1et geval voor, het en:Lce 

.:'. 1.tcr d::::,t oors_:lronkelijk be;."c·.101:~nC, ;-verd 9 d:.:;,t geen cler randtotalen 

·•- ,,:!_'Ji;,lve /Y ) gegeven is. T,an ~:;ij:o. alle grootheden behc.lve N stochas-

, .'._ ,3 ch, on vo or c1ri e :::mnr: e:;_~ be _iaa1 c.'. ( b. v. l:'to or §- , J en ~ ) i 

Ii 
-.A, - C 

... /In:= ~-f'~ ,n.:::: /y_ a-c! - -- -

.., 

It, -=g.+-! ~--= N--q. - -l 

c:, .. "c zo11 hieraan nog een tyl)e IV lnumen toE:voe0 en, waarin ook /j stochas-

~isch is. Dan zijn alle 6rootheden door viGr hunner bepaald (b.v. !f,.-,--:§, 

- . rf. ) 
'e geven eerst eilkele voorbeelden. 

,. !.:en onderzociYt /Y ·:n:·oe:fnersoncn ten aanzien van de ken:co.erken~oaren __ , - ~ -

· lichte (K) en ''donkc~re 1; (K) haa:.:.·\::::leFr en ;1lichte" (/..) en 11 donkere 11 

-··-
:: L) ''::leur va;1 de o~len 9 1.w,:::,rbij we onderstellen, dat deze kenmer.~:en 

(b.v. lcJ.et belw.lp van kleu::cern::~c:,alcn) ondubbelzinnig gedefinieerd zijn. 
( 'l.' ·w1 e -,- T I ) .. _ . ., _.. ..L .J.. • 

l). ;'-Jen gaat bij m objecten uit een collectie .r; , en evenzo bij ,n, ob

.-] ecten ui t een collectie r; na, of ~,ij ee:n be1laal.c1 1rnnmerk k' al a.an 

>:i.et bezi tten. B. v. men· -_;.'.,st bi;j nz lj_j derE, ac;,n een be:paalde zie!.de een 
11e_:Jaalde geneeswi.jze toe, en bi;j n and.ere lijders aan dezelfd.e zie!-cte 

cen t\veede .:;enees,,dJ'.~,e; I( if, c1u.L een keno1erl{ dat de genezende werkin0 

-raststel t. ( TyJ.Je II). 

c. :ri:en treJct nit eert doos, diem v1itte en n==N--m rode loten bevat ft 

loten zonc1Gr te:r-·,;_gle6 gir1g, waarbi;j telJrnn,s alle nog in de doos zijnde 

loten gelijkc whn. lic:bben getrokL:en te vrnra.en; a is het aantal getrok-

I{ res). I( het ken:mert: ·'getrokl.:eni; res}). ;,niet-getrokken;,. 

( '['·,r,v, I'; 
• ,) ,L" '-' V 

cl. :en handel t als btj voorbeeld ~ 9 maar bepaal t vooraf door loting, 

r1oe ;_sroot men het aantal ))roofgersonen zA,l nei',1en. B. v. 1net behulp van 

een ve:cdeling van Poisson met wil.l.ekeuric; c;ekozen gemiddelde 1' ; 
? [ N:N]::::: e-"l. ,,1t1 

- y/ 
( T1ype IV). 1 

, 

-
,e ·~ i:;:en ran,;schikt m mois j es (L) en 11 j ongens (L) naar een varia bele 

( b. v. leeftij d 1 grootte of inteJ.J_igentie-quotHint) en kiest ui t de I'/ 
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aldu[: verkregen waarden de 1t c;rootsten (K). Dan is a resp. het aan--

·tal meisjes resp. JOn~ens onder 

cm t.. re . d het aantal DH::isjes 

c}l~ren r,E:1t de groot.st.s waarden 

j on,"' mis onder de ,d = N - ,Z kin-

u.ercn .met de kleinste _,.,J-- waarden. ( Ty::_}o I.) 

Soms leidcrn ver1;1antc~ grob1e,/,un tot verschillcncle 

f. Hen meet ac,n elk van Nobjcctcn een varial::dc Ji- en ec,n variabele _j • 
l 1en noc:.1nt c en waardo van x 1\·:;root •,; resp. llklein ,; ~ le, ( in a br3olut e zin) 

r: 1.ls :~ ~ 2:a res:9. ~ < Xo , waarin Zo ee:n c;ec;cvcm 0 etal is, of 

(in relatieve zin) alr:J bi,j ranc;,-3chikking dsr .:c.,,. 
kleinsten 

1xd1.oort (in de one.crstellin_,, cLt gelij1H." 1;mc,rclc:m niet voor.:oncm), en 

hand.cl t evc,nzo :;net 'f. ., Zij .k resp. A hot l;:,:;m~c)rk dc:t ;x. "graot'; resp., 

'·1;:lej_n• is~ GD L rcsjJ 41 /., het kcm,nerk~ c:.at_~ "groat" resp,. klein 11 is 
// 

1"ta~1 hecft ncm type I als voor .z zowel als voor j: de::fini tie 2e 0 gek0,z.en 

wordt, III als voor beide variabelen definitie le 1 gekozEn wordt. en 

type: II alc3 voor 66n der vari2belcn def'ini ti0 le. en voo-:.c de andcre 

dof'init.ic.-; 2e. gckozcm worC.t., 

Uiteraard kan d2finitie le. allecn gebruikt warden 

als Zo rcs:J .. j,J:, gcg0vcn is, hctgG:l.m de tocpasbaarh2id dezer dcfinitic 

b,:; J•cr~ct tot gGvallGn, vms,rin ic.t.s ewer d2 verdelin:_; van --5:-· resp. jj bek0nd 

zal dan voor X0 n::sp. lf b.v. de vcr,,1ac:td~in6 ..of dea mediaan van 
rfo 

Y rc:n1J,. !f ki,:z0;n. 
J 

• ·70. bc:-.rnhouwen voorce;rst type III~ 

- 1-d:,::,ssc van hy~1othescn die.-: we to . ..::lat:;n bostaat daarin, .dat allo /Y 
,·rno,1ing,31 (r:u. zijn (;11 uit c-::-mzclfc-:.e collccti,: afkor,wtig., Do vvhn 

- - - -
c:: r-' en J waarr1cde do kc:rr;:1ork-cor,,binati0.s kL, Kl- ) l(L en /(L voorko-, t 

. ' d ' t n - e . ZlJl1. an COni::'.-Cclll -, ,:.:n ol -;- /) + J__.·-t- c.~ :::: 1 

:··n":L1in.""srcsultaat ( bcpa,~.lc7 door ?-; {, ,,n -~) 

• Do wh van ccn bepaald 

is 

p ( c2, --6, c / IY>:l, A r ) = _l' [ !i =-- a, ~t "' .Ji', ~ ~ C \ IV, o!, ;3, rJ j -
/Y_/ Cl I I.'. (, ct 

(X. . c~ c' 

a, I --C:, ! C. l d _I 

.nigvuldi;_:;en wij bcj_d,J leden en sorrrn1.oren we ovcT 

.1 (vgl. hoofds~Qk 2) N 

C(.A,JJ,C,D/N,c,1,,, ,r)=: A-1 b-r(tC-;-l, . .D) 
1,ultinoni2.lo (i.e. Clrinolftir:ilc) coll ctiG. De ;;czochte \•ih 

1/ C,:. n - r.: ,-;,,· (: .... , ,--/ 
co'.,;ffici:~nt van /J () C D ir,_ ci ,cJl hL.,rvan. -
van K., /( ) l en l clu i 

c--1c-,=1 

.4--f~l))=.L. 

£t en V zodat 
/ 
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Voor een passende waarde van~ geldt dan steeds 

0<-=/-{;{!-f-) 

j3 = Yf? -- ::I 

Whr. 401 . 

Is /1 > O 2 resp. ~ < 0 , dan heten de kern:;10r\:en /{ en l p-osi tief resp, 

negatief gca.ssacieerd ( of gecorreleerd) i voor ). =- 0 zijn ze onafhanke-

lijk. 

sen is da t 1 = o 

De spcciale hypothese c::~ die men gewoonlijl:::: wil toGt

of 10k dat o:'b-=18( is. Onder deze hy,1o.t.hes.e t( is 

De wh o.at '7!J. een bepaalde waarde m he.eft. is -dan de 

s.o.rt1. van .P ( a, /4, 1-rt- a,/ IY, j'--, f) _.ver alle a en -ii d. i. ~ 

? (m. / l(f', e ) ... (/!) /'~ -rn)) -n• 

( di t geldt zelfs voor willekeurige ai (3, 0 dus ongeacht ,5:: ) . 
De voorwaardclifk.e wh van (leni.'fonder voorwaarde ,m- =1n. is ------""'"-... _ -

lb er'-i.i t. blijkt :t weg te vallen en WG krij gGn: 

Hiervoor kunnen we ~ok schrijveni 

P ( a. .,,g/ !'I m ) == ( JT) (;J) 
I 

1 ,e (::) 
(l,y) ,·'2; ,_, ,j' 

0 () 
/l- L 

.a 

De eerste factor is volgens pag. 90, Whr. 179, -l 
I 

(wanneer we daarin 

resp. door 

).) 

I'/ 
).)..,_ > Yt 
It ) ,,..,; 

Y- /J'1_,, ;m,,., ½ - m) ''!: - .rYJ,,,-, J~ -0· -· .•-w'l;) 
ffl, l'L ,l.,) C ci 

vervangen) de wh da t bi j /r.- trekkingen zonder teuglegging ui t /1/ obj ec

ten, waaronder m ;net een bepaalc.:. kenmerk l, veorkomen, a. der getrokken 

objectGn dit kerur1erkl zullen hebben (vgL punt3f.) 

Senrn1atie over o.. van deze ui tdrukking geeft dus 1 . De 

twee de factor, die niet van a afhangt, is de wh dat bij fl c:.u. trekkin

gcm /Z maal een kerunerk I( zal worden aangetroffen 1 indien er bij elke 
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trel{kingeen wh (! is dat dit zal optreden. 

S~Hn.1'1latie van ?(a/c-aj /'I, ,1n ,t:) 
deze tweede factor. Anderzijds echter geeft zij 

P ( ,z. I ti. m, e) = ( ;Y) t "(rI ,,j 

geeft dus precies 

de wh van !! r,Jz • Du.s 

De eerste factor is derhal ve ck voorwaarde1ijke -vvh ondcr de voorwaardo 

_?:::> ( a/ /'I, rm, 1t) 

O{r--------------------, 

Resumeronde vinden we dus g 

'ln / i2- _I .4 I 6 / 

II/ a/.1£/ c/ci/ 

(;_mj ( :I:,:) 
(:) 

Onder de hyJ)othese dat K en L. o:cr- kenmerken zijn, isi 

I. de voorwaardelijke wh van~ bij gegeven marginale waarden 

II. d9 voorwaardelijke wh van g en· -6 bij gegeven randtotalen »-z en n 

,Jn / n/ 

III. de ( onvoorwaarc1elijke) wh van q, ,j en I! ~ 

5. Bij type II latcn weals klasse van hy)othesen toe: 

L. en i.. zijn Jcenrner.'i::en die twee collecties i'7 en ;; · karakteriseren 1 

waarin /( en Jr met whn 6 en o; cc I - t"t res1J. p.,_ en '½ = 1-c .. voor-

ko:u1en i uit deze beide collecties doen we ,m res1). 1/-,m,.. o-:r trekkin

gen. De \'1h van oen trekkingsresul taat 1 clat door !:_2 en j gekarakteri-

seerd kan wordon, is dan: \ 

?(a, l/N,~n-, f; •~z) =(;;!Ji ao;.c {])f':i_,to;d. 

De specialo hypothese die we willen toetsen luidt: 

Onder deze hy,othese is dus 
' ) (>;~ \ ( '1, -l o {JI. + 11 ,,..,- r +d 'P ( a, -ii/ /Y, on ' I? = u ) v / c v 
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Dit is echter precies de boven ondcr II gevonden voorwaardelijke wh, 
zodat we de voor deze voorwaardelijke wh af te leiden resultaten op 

problecm typo II kun1.en toepassen. De hierbij behorende onvoorwaarde

lijke wh III wordt verkregen, indien we zeer grate aantallen exemplaren 

van de collecties r; en T;, , die zich verhou(:.en als ji.- tot Y == /-jL
dooreenmengen, en ui t de ,_c;er,1211gde collectie /'/ exemplaren trekk~n, en 

achteraf bij elk exemplaar waarDeuC;n of het }wt kern;.ierk L of .l trnzi t, 

d, w. z. tot l; of tot [ behoorde. De getallen m on n zijn dan niet ,,., 
meer vooraf gegevc.m, r.ciaar door hot ex-perinwnt bepaald, dus stochastisch. 

Bij type I is gsen een-voudige klasse van alternatieve 

hypothesen aan te geven, die in cl0 meeste gevallen in aanmerJ.dng komen. 

In de in 1mnt 3 gegcven voorbeclden c, d en e zouden drie verschill.ia.mde 

klassen vnn alternative hypothesen in aarunerking komen 1 die geen van 

alle eonvoudig exact te formuleren zijn. 

Wel zal ochter blijken, dat de in punt 4 bepaalde 

voorwaardelijke whn I, die numeriek met die vall type I overeenstemmen, 

bij de toetsing van de bij type II of III behorende hypothesen van 

belang zijn. Daarom mocten we toch de toetsing van de aantype I ten 

grondslag liggcnde hypothese (vgl. 3, ~) behandelen. 

6. We beschouwen ecrst type I. 0ndc:r de hyJ1othcse ~ is, naar wij 

zagen 

Vclgens pag. 90 Clhr. j1ag. 179) is a dus verdeeld volgens de h3rpergeo

~netrische verdeling. Volgens ~oag. 92 ("·r11r. 181) is dus 

an ,n, /z, ,,I 

II ✓-(IY- 1) 
Stelt men 

/'/ 
dan wordt 

a /'/n/l -/ -1 /J1--/l, --f -· -f :::::: 
I'/ H -

,md /l d= ,1'lJ -r-l ' "" -- - .,{ -- IY /y -
zodat 

heeft 

. ./ 
/'/ overeenkomt met de in 3 genoei-,1de associatie-coefficient. 

voor -{ ook de sy1Ili,1etrische ui tdru\::~int; 

terwijl 

is. 

Wien 
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., 

zijn !! en -1}/ asJmptotisch norrn.aal verdeeld, dus 

I 

/-:)(a) 
( 2 

,--." e ,~ I_.,,.....----: .-, /I 2ll" l.1a 

L 

IY- L (a.d- /; ~) 
/ 

I ,· ___ .-___ 
= 
~ /12;r 

c... 

JJe vJh ?[ a,1 ::: a .c:: a;1,,7 is - dan bij benadering ielijk aan de integra2~ 

van de bijbehorende non1.aJe verdelingsl'U.c~itheicl, uitgestre~,:t over het 

inservB.l u.1 ~ a ~ a.z • Veelal vervangt· 111e11. 9 01n een betere al')l_)roxi1natic 

tE: ver1 ~ri.1·.cwn. clit interval lloor a -' -c:~.--· u. < c2 + .!.. Di t is de zrrn ,-~ , ;--2-- _ =...:, y..., • ·b·· 

;. continu:i:tei t scorr0ctie n, beruste:nde 01i de s011u,i.atief ormule van Euler 

(1732) ~ IC::ac Lat;_:cin (1742), en somtijds "correctie van Yates.;(1934) 

e:noe1•11:L Haar toepassin~o; is alleen zinvol, ,::lri de verdeling s,n,rn1etrisc_· 
r~ 

L3 9 cltrn in casu als /Jn =,,n. of /z.,. ==.-11 is ( V{(L de ui t drulcking voor /,✓, ,. 3 

, or1 ;)ap;. 93, ::hr. li32). De correctie is n.l. <J'(f;) en bij een 
. ,. I) 

;,J}Tl- :c:-,tri::iche verdelinc; treec1t no~_;: e:,en fout {P(V)Y op. Oo1{ dan blijft 

o\rer:L:1,ens nog ee:1 fout {{ (~) ovcr 9 die vooral in de ,;staarten:: de~: 
/ 1// 

vcrdeling 

7. BiJ de 

belan6Tijk wor('.t. 

toetsing van de hy_,'Jothese 

hy-oot'.1esen ·c, o elG., t er1 9 

'':!.// c'f{ bi 1 tv·oe 0 u :} _._ 

LC' _,J _/ ') 
U-:f_ TC 

I zu.llen we nu alte:::•-· 

is. Stelle:n we 

:iok ·nu de kern.1 1'?rken I( en !..., posit ief 

3,sfJoci·8erc1 :::1~Ls 

;) ~> t,J ~n ~' C;:t Y) 
·-!. ,cc-·1.- J..~•-·· .. • 

✓ i > 0 
.. /(/ < ;/ _. ::, -lf 

is. ~e gebruiken een kritiek gebieA 

9 als we onafriankeli,jk van het beschouvvde expe-• 

r 1ent weten, d~t negatieve resp. positieve associatiB uit~esloten 
· ·1 1 ·" · ··, 1 - d ,,; ,.? o·..L·0 / ,,.. i' D · b · · · · .t.E: 9 'm anc.ers een c1:r1c1e,;: oJ_e·~ -i ?;, .. {3 , __ -~- ?~/4i • aar lJ ,:aJn 

.. -f{ .... >-l; zo be~,aald 9 dat P[-/'? ~ J ;{ rx::· P/! ti!,]~ c,{ en 

?[--:f?4 .. J -1r'[j;f-fit,J ~ (':<, is. (Da,~;r' c~e verdeling discreet ii:· 

in het algemeen niet bereikt warden, dat de linkerleden =~ zijn) 

'Ioor niet al te .::;rote waarcJ.en -n1n //72- /n /t .. J is de exacte berel{enin2: 
'-- - ' -' I 

c:c:nvo1J,d_j_g 9 als In.en de whn b.v. r,iet d.e enscha)yEclijke factor ([1) 

vr:crr1eni gvi.,:l di,; t, waarbi ;j 

~ordt. B.v. is voor m-== 5- , ,-n == .;t , li ::.:. 1/-
1 
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(l) P( o) -- (z;) ( ~' 4) - 3S 

(~2) p ( i, 
'I 

(n ( () = 1:/S =:. j) ,) ' I 

//2 ') p (;;) 
'4 ./ 

'S) I ;: \ - 21/ 0 -- (z ~ i ) 

(;) p (3) ~~ (J) f 1) -
',' {) 

l ' t 
. " 

(l/2,) p(4) 
I; , 

=-(f) < l) = 
j-

Bij rechtszij dige of tweezij chge toetsing met ,,x:, := o,o5 bestaat 

:(:ri tieke vz alleen ui t g. == 4 , wa;.::trbij de ware onbetrouwbaarheiLt. 
.r 

495_ ~ O,OJ wordti bi~j linkszijdige toetsing is de krttieke vz leeg, 

d. w. z. de aants.llen zijn te :clein om de hyl1othese Ji =O te kunnen ve:;_ -

wcrpen als )i > O ui t~,;·eslot en is. Laa t :t,:Len b. v. waarder~ . tot d.--= 0,/ 

toe, 

heid 

chge 

c.an lrnmt E;r in beie_P gevallcm g. = c) bij, waardoor de onbetrou.vl-::''7. 

j de tweezij dige toets S + 35 ---... o o 8 /;~I'S .--.., , ' en bij de linksz" 

:::::: 01 t}7 wordt. (Bij d: reclTGSZijdige blijft zij onvertmr d:. 
Voor 

- (}{)J ?( r J ~ (~{) t lJ = 

_ {JD) f> (~) == (;0) ( 1) x 

1.2 o 

.:u 00 

c::: (~/>) P( s-)::: (<0 ) { ?) = I I 3 l; 0 
/ ,v 

(/ 2u '\ Pl J. \J - {- /{) '1 (lo\ - ~ (-' (){) = If· -- 3) J,j- ,;_.) 'V l J ~- • , 

r5on,z-- = J8'f_bO 

is b.v. 

(?) = d-,,r_f,if-tl, .5on·i,,- - 7 7 ~ 2() 

Voor ex'.::: cJ,OS mae dus de waarde O,OS'ii/1-flO-=-- J8f6 niet overscl1r0'7 

worden. J3ij ep,•·;~i_7(4jge toetsing b"v. ,{cc:O te._;enJ>obestaat de kri·'_;iekc 

vz uit c/_ --- I en g,:.: 6 met P(f) -t- P(6)-==- ,12,o ---1- ,zioo ;:.-c:; cJ,o,zq ~ a,o,3 
71 J-.2 ° ./ 

J3ij tweezijdige toetsing }~an slc hts ft== O en µ. =;! 
- I 

gonornen warden .i,iet P(o) -1- P(7) ::::· 2 x- ;,:,,o . = a, OlJJ ( of q = o, q. = I 
/ 'jts 2 o 1 . ) 

(2 :c O en rJ.: =; met P(rj f F( 1) -/' P(?,)+' I -+ P(;l)::::; 406 hetgeen > <J,(JS ls r 

17elisvvaar is P/o) -t P(1) -1- _P{J1) == P(c)r P({)t- ?(7)::;;o,03,2<'406J1mar keuze:~ ·v,r" 

(Sen dezer beio.e ~{ritie~rn vzn en ver9erping der hy:rothese -'1""' () sv:Jr 

kan niet tegen ,i -lo geschieden 1 daar men dan van de alte~-

natieve moc;elijkhcc1eu hetzij ~ > 0 ( door weglating van F(G_) ) hetr•i..: 

~~-< {) ( door weglating van .?(1) ) onvolc1oende in aanrnerking genomc~1 

8. '.:Je gaan nu over tot ty:qe II. Schrijven we korthoidshalve _fJ res) ,-7 

voor t'i resp. c; en /6 1 r2sp. q)' voor f!z. resp. 

bij willekcurige t0e~Platen hy~othescn 

dan is volgens 5 
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De te toetsen hypothese luidt: 

Do.a.rbij blijft ecl1ter/ nog on(;es~_>ecifict::i::rc1. zodat de whn nag van de 

=·"J';c};:ende :,)arameter f afhangen. Nu is vol.:::;ens 4 onder de hypothese ,·Y(, 
P ( " \ p ,• ) (' N \ /."' -~ .. /1_ d I _ a, ~jJ het :;:)roduct van clci wh { :'! == 'l.) 1 .., f' dat q. -+---(;:-=- t. 

is en de wh P( a }ll.)=: (·Jj { i) /({J da t @ = ti is onder voorwaarde dat 

(I+-§,:,/~ is. Hicrin hangt allecm de ·eerstgcnoemde wh van de onbe\:enC::.e 

~_iarm,wter af. '7e kunnen dus oen to0tsingsrn.othode baseren op de voor--

' ' ' ' " " .. ) 6 
'-. 

' '· 

fig . .l 

daar ondor de voorwaarde 

, . 
en do voorwaardelijkc wh F( tl/'l) 
is de ver1J.ouding van c_c) rnassa in 

tot de 

de cha.gonaal _!.- ""'. t 
dozer C:.iagona-

len bij oen zclfde onbetr~~vba2r~eids-

drem:9el d.. een kri tieke vz ~: V8.n 

rooster_,_Junten, c1an is voor iedero 

fl p r ( g I {: ) € l(~l I @ -/, .. f.: = ,"] :i ex) du s 

celdt voor de vercnigingk dezer 

kri ti elm vzn 

{ Q {) 6 !(~ '-9,ec1ui valont zijn. Dcrhalvo is /{ eon kri ticko vz bij 

dczclfdc onbutrot:.Pbc,arh0idsdr:_:::,111e:l ex, • De onbe!{1.m.c18 wlm .P{a.--;,. t{;' ::-: ./zJ 
zijn door du so:.rr,1atic over /i geiiliE1inecrd.. Voor hct ·t.1ee:zij dige geval 

bosta&t f( (voor o! = 0,05 ) uj_t c.:u in figuur 1 0E11ijnc.1c, punton. 

IIen Jc8.n dus b:i.j type II J?r0cies dc'.:::;elfdC: toc,ts 

toGpasson als bij ty10 I. Het vcrschil tusscn do typcn uit zich (behal

ve in h-c, t fci t dat c1c b0rokcndc ,!'fhn daar absoll.:.te 7 hiur voorwaardol:ijko 

zijn) slechts in het ond8rschcidingsvcn1og0n. 

beschouwen we de roosterpunt.a'} i..-ri een ruLxte 7 vv2.arbi,j 

langs do coBrdinaatasson uitgozet zijn. Deze zijn gehcul. ~ o en 
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gebonden aan de voorwaarde C2 -,,.._J'+e.. ~ /)/ 

i:wet z:Ljn. De roostcr)unten li 6gen dus in een gelij\:zij dig rechthoekig 

-1:;etraeder. (Vgl. figuur 2 voor 1Y::::: 4 ). De punten wc:;,arvoar t:2-t-4=.4 

c en a -1- e. = /m..,. is, liggen op e en 

N 

r~clrte in de richting van een li-

chaamsdiagonaal van het kubische 

rooster (vgl. fig. voorJt,,,2, 'lll==~°'J 

hi1.:;r zijn dit alleen de punten 

a "' -4 ::: .1 , c ::: ,1, , dus d =' o en 
a = ~ _.J .:::o o cE ,,, ./ 1 dus 

d :;: ;/ ) . 
Op elk dezer lijnen bezit a weer 

de hy})ergeometrische verdeling van 

typo I als voorwaardelijke verde~ 

ling. IIen ldest dus weer Ol) elk 

dezer lijnen een kritie~e vz 

en verenigt deze vzn tot 

ook 

Ook hier zijn door de ovcrg::::mg tot de voorwaardc:lijke whn c1e onbekenc1e 

whn gucliminGc;rc1, zod;::,,t i;1en ook thans dezelf rle toets c\ls bij type I lmn 

10. Dci term ;, dubbele dichoton1ie ;; '1rnrdt door Barnard. al10cn op type III 

toe:Jas::rnlijk :JE:ac::1t. Voor type II gebruild hij de term 1·2 x 2 com::.)ari

son trial;; e~1 voor tn,e I de t2rm "2 x 2 inde:,;i(ondence trial';, hoowel 

dc:;;o laatste benaming eerc1er voor ty:s:io III geschikt schijnt. 

11. ~·c.mslotte zullen , e no:; cnigo opmer'::in:;en ici_akcn over het onderschoi

clh1;:;:3vc:c:t'1-0geL. En 1:11::l zullen rJc dsze vast]cr10rKm aan hut stochastise:h 

wij z,cn of -middelen 't;,~1 en ~ z~l d2,n niot ec~n bepa;_:"L e ui twerking 
,f (/ ::, 

(·:(::.Jositievc) re2,ctio;;) ten'gevoli;c ~-::unnen hebbon. De v1hn dat dezn 

o;)trucdt noc:_len we --;61 re,sr. ·jJ1 • Doze v.1hn zijn het gevolg van hct 

f cit c1:0:,t soi,;~::1igo patient en (net fq .z: ) wel o:;:l ;;: :rJLaar nict o:p 7z 
o.ndci"'e ( met fo if-- ) wel op 'ft1 1nac:r ni e;t o:;_J t;(I reageren 9 als deze 

1 0 d · ~ y 

'i'!orc1t to:;gu __ 1a.st. Bovcmdi2n ,.=cC·1-tcr kuj·u10n er paticnte::~ zijn (met f1 -:< ) 

die OI) beido en Elndere:i (met Jq __,tt,. ) die op geen van beide reager,Jn, . 
of Joudon reageren, als de genoeswijzen worden toegapast. (Socls nasalijk 

is hGr onmogelijk, bej_de gen0cswijzcn toe tu IJassen.) In ieder geval 

ge::)eft het experiElent dat zich in de dubbele dichotomie laut ui tdrukken 

alleen uitsluitsel over pG:tic.1~;0:q., 't:;:[;aro9 slechts 0en der beide gonoet-,-
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vJij ze:n is toc0ge1)ast. \Ve hobbcn c1an 

f',, X --/· I,(, 1/1 -- j - ;P.: :; ,I/ -,'- -<i.> 
,, 

,., ,r, /f --r ,v. -- ,v 

I " 
;! ,i, -= I -- /).:. ::: ..Z, ..- .-0· 

IIot j_s dus niet mogolijk z. /I en z ( cm u.. = 1 - ..x - Jt - z ) in /1 en 

/.), uit te c:.rukken; {en der driu 0roothedcm blijft onbei-:iaald. In-, ~ 

chem 1,1c)~"l echter wocc 1 c:J.at b. v. reactie o;;l Y;,.~ Ina2r nL;t op '{; niet 
,l ·C, 

\;:a:c1 voorkrn,11:-::11~ c1an is // ==- cJ 9 dus ,: = /\ en .JC ==- jJ1 -16.z, ;!,n u == (f. 
Onder deze algcmcmo hy:1othc,sc ,?! is bij guge--

. 1 /LlS 

de hyporgoonctrisc~e fct voorstelt. De 

voorwaarclclijke wh is nu dus 

farn 

is 
1 ) 

onc7,srs ch0 icl.ingsvenD.ogen, 

N , r;7;, /Z- , p1 on P2 • 

Voor :;rote waurdun d:.r randtotalen, :fll"8cies2r voor ,1-n n Ir- .-1.f ----,---->>J ;y3 

1) Volgcms punt 4 iD dan 7' (-z / cl~ ) 

:uc-t;rische f' ct nkt arcslxnwnt 1 :Ls du.,s 
I-· 1a 112·'~ /'t. 

F('.- ,rr.,) --/t; /?. -/l.--;- 1 ~ .f) =- y; --- 1 
., .L-.. n I/,,, . _ , ,., -, . a 

(-<,. \.."" __ ., _..,-J 

" zoals ook recJ:rl:;str0ek::cJ ui t de iduntitoit 

afgeloid~ (Doze 



Mat_h. Stat. 320 '!hr. 409 

7cunncn we me:t buhulp van de asymptotisdw nor1,:.,li tei·c iets mecr over 

o<(f1 ,/2..) te w0t,,:n komcm. D2zc, :s-::ldt ook hi0r, daar P(c).,,1) h0t 

::.:1roduct van twc::e: binoais.1-e v-'"'r lin6·cn is, di,:: b0idG asymptotisch nor

,]1aal zijng 

J ( 772 \) a, ,,n-(.).. 

( 0. / ;0_.· 71 ~ --------

mits, bohoud0ns 

Dus 
j 

j 

,.-..J 

wordt dit met 

(' t .:i.. 

c? ,a- mh (./i -- a - /l tJ 
= - -.I-• :::: 

!Jll/J;,.., 1~1)_ 9.., I I/ I 

1-..::. 
'-

-~ 

{l. -- ,172 /1 ) . t == .-i - ,.-nr~ 
~✓ (r"' ~/ a ·- A'.- --· cc - + = 

(/71. /), r, I. -1 
n/, J..., V_2 % 

,..__, 

,-'t = .-i- -n2.-/)-; - ,Jz11_-,, 
:J ,• -

::. (' i r _ __}__ __ )\ I';: - ____ !!!.p.3..J..______ t \2-;-
;;;---;-;;- 11;) a. ( •.J.. -rn p 11 -t n. p., a.;·i -· ) ·rn ,P/.J,1 --;- -n D2 Cl2. 

i'I "f,, I 2 /' 2. , I ;, I ' , , 1. I . I 

Dij intc➔gratio van P (l?) 'l-11.) over a bij constnntG /cverdwijnt de 

ecrste turm van Q in d0 0xpon~nt, tcrwijl e~m factor 

(-__j__ + I ) ; J/2 fZ -- ~/~-;l r;J;: ;n- p, Cf; f.2 ~2 

r,n f, J1 ,n f2 1,-i ,m/'J 1f, +•·Tl-,~ cJ.; 
/ I,__';.. 

I i __ /_~---

TJ(,.,,)' ,..__, ________ ·P - 2 TYJn1 ''J· 1 t- nh_'.'12 ..J 
r . '" ~ -----· . ~ r u,r;. 

//2- TC (,1n f1 71 -l 'I';,,~, 92 ) 

De GCrstG term in Q bchoort dus zelf bij de voorwaardelijkr" verdeling~ 

:O.w.z. ondcr voorwa:.crdc .1t =A:. is a bij benaduring normaal vc~rdccld rnc::t 

variantie -mp1 9' nl'.2</i. en v2r1mchting 
Inf>,, 91 --1- n /'2 9 i. 

-mp, ·t· m/,r, {'l - ·7llf'1 -- ,n P2) = 
?nlb,f/, --;-- np2f/,. 

1n ,n.. p, /:?2 ( ·) _ _ m h 91 ,- - 9,. -- Cf' -;- -'--'-_.,_,__ __ /z-
Dl / 1 Ji --t -n f',..C/2. 7n f', f; --;- 77/2 f 2. 
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0·1d,,r c~c hy:poth,:;so c!:Z: gaa.t de c:,_rst,; t..:,rrn in 0 cm de tw~'-::de in 
, ·''l . 't /l;"? .:,-

0 V .;T, zodat ch:: v;:;:nvac~Ttin(·; gclij!i: a,.n 
N 

wordt. Tevons is in 

c2lut, voor /J == />1 ·=: P2 , behoud0ns 

zoc1at de variantiu 9 behoudcns · 0(Y}i) 

toct.lS.ing Jc:an \ ✓ orden tocgc}X'ist 1 

scl1icd.t dl}.s als 

.fir."ti(::urcJ. is,. -/c.; 111oc-t;2i1 

id a:.- __ :'.~1:1/.!:. 2: /: I /3}_.n h J 
m - ;-:,::z v ;yJ 

·krckonon • :!JG b2irlu tL:r::.C;n 

J'.,t r'-·cht2r lid is tJ( ('ii) 

wordt 

Dit 

met 

cJus tr-1c:1t'-;n 9 de wh vi'.'. (S() van de ongE:::lijk

OE,~e:c clc· algc,;1-;:me hypothusc cf' te 

linlc:i :0ijn rS(1Y) ; hun vcrschil, e:venals 

. Daar ook A - '-t;,~ = '&~1 - .,,J &(i/f/) zijn, 

:CJ, clu.13 in l1c:t rechter lid bohoud0irn cc:n fout van kluin;.:; orde (t.vv. 

) /I'. en 7 iL i. rcla,tie:f 

c:lG or 1(;; .J :::. 1n c; -+ .-n a~ 
- - /·/ l";U 

vorvangcn 1,10r den. 
iJ, i J. s 6nder :.::J l1y-o·V1.?ce£ c'.G,.L1j_vs,lc::.c1t · .. :·i;: 

a __ .m_.,_p_,__,_f~1 __ ,;;,~ -~ t ,1~~/ll -t,~ cf,.:i - ,)lt,'JZ/-', /2 ((?; - )-I ?l1f}~ -- '.'.'.:'ti;,, 
m /; 91 T n;l'z 9 ;i_ , ',X /Y J ?Jl_P, '1✓ -/• •7,'Jz 'µ ' J I{; \ ~,01, 1· ?7,4 7'2 IY / ,_, 

Is dus van het laatstc lid tot de 

s ,_,r::.; i ding van dan gceft intGgratic van 
? ( a, i .ir.,) bij constants ~ 

Hierin is dus 
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blijkt Joor ind~ dubbul-., int0;gra:::i.l links C..o variab-.:;l:.m tL 
I I I (( ,c r, i 

ll ::: --·------1---· C:11 -t / ~ LL - "'7 ·II. 
• "•••~••-~e• ~•••-•-

[ 

v~-;li--

I , I... .1 2 I;!. 

c:/-f: du e 
-·- a ·t ·-- j' ll I {I. 2 . 

voor 

i is i wc.arin / c:n 17 do 
Ji/ .-<I/ ot = c7t0 Y!Ordt voor 

-=_t-ftt)=« 1 

de vcrd8lingsfct 

.... ··r•n·t·-, /'/ {o .-7) \...,, l_, ,.J JV I J I 

/i { 0 1 f/1~--n 2 ) 

I 

'. (:; rJ_uc:: c;c.. vonckn, 

) 

I -- {lJ ( __ _!__ )' 
T V/-·f-,?}). 

is var1 

en de 

verdccld 

bovun aan,~·-:.:g,;VL:11 wac0"rc1_cn hubb,.m. Ter controlc ~ 
f_ >_: ~\ ;:; - 5:d. en f c;; O dus d {vto)-== 

vcrcist ir:1. 

Om cL.czc uitdTu7-cli:ing voor rx(of) tG ovcrzicn 

c:i;ovon we /J;i, ccn constant~ wear 
I 



COCUGiilCYl. Daarbij is 

J3ij constanto 

/1 -> (X' (r_1 (.t ) de tweodo 
/i ·'. ,-·-\ 
cJ ( 1-!Yj 

zodra 

Whr. 412 

is de ccrsta term voor 

Dcrhalve is h~t lin~er lid 

en wel gac.t het (voor /Y.......:,-, :x> monotoon) 

lJi j 

naar c:1 , dus oc ( c?f:') naar 

Voor vol-~ 

bonadcring 9nafhankelijk van 

en voldocnd groto ;y e:an monotoon stijgendo £ct 

,,, H1t'..1cstm 
Ci. ( :'() 

zui v,.,r is. 

j --·--· ------7~-- ·---~··;.:.~:=::~ 

131: 

of 

t e ci'Qll de 
(:::, 

bij gegcvun 

mo:::t worc1on Oi,l bij ec,n Yvaarde V3Xl 

de wh van een fout 

van de tvw e o.e 
tcn1ijl de v1h van ocn fout van do 

ocrsto soort :::::-CK blijft ( steeds bj_j 

b(-:.:Hs.clurin0 voor /l,'5i>.1 ) • Daartoo 

D\_;ze ui tclrukkin,~; worc1t eenvouch[:e:r :..l:3 Lt0n ,m"' n e:n p = rx kiest g 



Jl,:J,::ft rnon dus bij 

, • . .5 ch:::,tt e vvaardcn 
';'; / . \ . ,r,--,-~ r / - ,·:2 ,_._ l 11 ,1f._") -/- ~/ h;;} - ;] 

;-(} cJ.;~1,·t; 

Whr, 413 

cen vcorlo~ig exfori~:nt dG waardon van 1~ on 
.- ("\ 

211 1 s P hct ger:ii (1c10l c~;c fm a het vcrschil van 

on 

en 

~?.-= 1-P 
//1:;·- :;;> .l 

d2n kan Den door 
to .kiezo:n en .. ;rn ne11rnn borei-

l ct 
J- t.) is do wh dat 

_,yp' 
. , ~ ~ ._t;i 

!), --p· I I ;:_ 
is de vvh dat 

() 
niat verworpon wordt 

Pf •iJ. Naast de reech:: in 6 gcnoomdc coi3ff:~cicnt 
\ 

N 
.ord3n no; vcrschill0ndo an02rc coifficiinten gebruikt. K.Pearson (1904) 

/'/ _/ .. ·---- --· 
- v~;:l/1,€-

Voorto is cchter het 

·H:.!.c op t e m.2r~;:en g 

1,;1accr6.on 1r = - J en li' ""-1- J lrunnen j_n hc.·t algcj•iccn nir.::t wordcrn 

11.,;. no_;,rn:n ~ dac:rom is no dig dut 111__,y -=- 11 .--d reffp. •}it' J "'' ·n,t. is, }wtg0en 

:c,.,irit dat ,·rn-==- .J ,n c.A:' rC;E:1:1. 111 = .,,_ .-n = 6 is. 0:pdat 7? d2 'Naar-

,, .,.:c +l cm - 1 beidc~ kan aa:nnernen i.3 a.us no dig, dat ,nz. == ,n -=A:.._ •..• &J = i I'/ 
is. Uon hceft daarom anderc cogfficiCnten ingevoerd, b.v. 

a r:I- _ .. i/c 
a cl-+ --le. 

•. ·:. U. Yule, 1900, 1912) e:n vcrschill,.mc1c anders 1 dio onder rn .. inc1cff 

en -1 kurn1en 

,1.an112m0r1. Dez G he bb,~n c cht c,r 1 ·,er,rn d,,.<:l s hot r::_;3,du.__:1 9 da t hun ver dGlings

f ct onbckc)nc~ is, en c1at b. v. zclfs hun V8I''11::1chtin.:; u1 spr0iding niut tu 

is, dus 

is sloc:,_ts dan. T'\ • 

.bVGDZO lS 7c = -I voor 

1 als 
.o 

t;, ..,, ,-·:n -,:- •i, ) is, en slechts 
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