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stollon, m0t 

(21) lim 

Alla limitcs- vrorden g.on.oir10..rJ. voor x lt.z.J 9 d. i. voor Q ,} O, a. i:4 voor St ,>o 

VordcliD.gcn~ dio t\·rccmn .. al .cc.nt.in.u diff-er-enti&eJ.."baar zijn- on E~c~n de 

2oquivalcntc voorwaardon (18), (19), (21) voldoen, zullon we 
"vo.n het oxponont iA le type" noomon. 

is, 

'110n govolgc .ran (14) kun.nC:1, wo hiorv.Jor ook schrijven: 

Ons rest nog no, tc ~n binnon wolko grenzon S door ocn lineairo 

fct van x bcnaderd kan wordon, We zullen aantoncn, onder do voorwaard0 

dat do vordoling v~n ! volgcns 
ncnti~le type is, d cl.it voor 

delingsfct van z. dat de beide 
·-YTL 

n volioond groat to kiczcn • 

bovcnstarmde dcfinitie vo .. n bet expo­

con ~illckeurig groat doel van de vcr­
oindpunten niet bevat magolijk is door 

. Kiozcn wo dus eon 1Y > 0 Gn ocn S > 0 ( en < 1 -Y, ) , dan kan dus 

voor allo wa2rdon van Zm, waarvoor 

(23) 

voor voldoend groto n willokeurig dicbt bonaderd kan warden door 

1 - Fr(rr~) ( rn e-Y ) 9 waarbij y eon linsairE:: fct van x is, mits P(x) 
vnn bet exponcntiile type is. Uit wat we reeds opgemerkt hebben 
volgt de:t; do voorvmarde (23) medebrongt, dat n<.:,2, dus ook S- Wt,n tussen 

twoe ·vaste grcmzen blijft. (Uit (10) en (23) volgt namolijk 
t 11 , 1 •. s ,n Q § f m,o. ) • Dus S zal eon interval van begrensde longte A 

c~./1\.(i5m,o.../Y~,,,1-b ) doarlopon. Volgens de onderstollingon in§. gemsakt 

is S' voor voldoend grate S positief, dus ook voor valdoond grote n 

bij boporking tot (23)~ In plaats van S = S(x) kan mon dus oak de 

inverse fct x = x(S) boschouwcn. :Oae,rom geldt als S1 en S.., > S1 in bet 



VJe duiden nu spe ciaal dG wuard0n die bij de modus y=O behori;:m 

aan door een oirconflexe boven do lett0r; i=s(i), ; 1 =S 1 (i), enz. Dan 
A 

is • .ala we. sp.e..c.iaal x 1 =x en x. ==x Ici0z0n; ,: 

c24) 1 .s -· ~: - (~ --.x'/s_i 1? ,:: A: 
voor iedere x b~horcnde bij e0n Suit bovengcnoemd interval~- Voor 

/\ 
voldoond grotc n is ook d,_:, torm ic/_n·)uit (22) = 0U:), dus, daar y=O 

is, ..,,, "2 • 

( )l . '"·),/I - ' /(\· -I' 25 y-(/-·X ,) ? f: h1 + l_j('l -J 

m.:::1.w. behoudcns r;(t')- lt\()1-1) is 

l·,.1s men h0t laatst0 ~~ - tekcn door eon =-tckm 

vervangt, is y niet m00r 0:xact~ maar slechts op i](1f')na do modus, rnaar 

o~k dan blijft (26) als bovan geldig. 

Hot door Gumbel aang0geven r0sultaat b0staat uit de betrekkingGn 

(15) 811 (26). 

9. De rosultaten van 5,6 9 7,2- samd1vattende kurmen we nurzeggen; 
Irnii,;11 de verclelingsf ct P( x) ·-=- 1 - q ( x) =-- 2- sex) continu differen-

ti,2 tjrba.D.r is~ voor vo ldo end grotG x 0cn posi ti eve nf geleide heeft, 

en als 1 S11 tx) :_ _ _/t. 1,,rw , = r, 
(J 

~; (_x ') .:; cO c 1;,. ·, ,. 
") l ~; 

is, de.n is bij iedere m~ idocre c>'.)O, 5>o (en <: 1-c-i) en 2:,>u Gen n 0 te 

ail" vinci.cn, zodanig dat voor n ~- 'n() cm voor i0dere z n1.. die ae"n ( 23) 

voldoet (15) geldt met eenj , dis in bet gGhele door (23) bepaalde 
. t 1 ( ··") I ( ''-) .r-in erva hoogstens ~, van x-x S x verschilt~ waarbij x de waard0 
van X is die met y;::.:Q overeGnkomt' en waarvoor J.i'(x) = (l-rrl--+ c9(YL-l) is. 

n 
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10. We bebben in het bovenstaande gevonden dat de oorrectieterm 
in j bebalve de reeds in (22) voorkomende term&( rr1..- 1 ) van de orde E.. 

is, d,i. van de orde van 5 11 
/::,'

2 in bet toegelaten interval. Deze oorreo­

tie in Y heeft in ll , due ook in Gm( z 01 ) eveneens een oorrectie (j (E) 
· ten gevolge. 

We zullen nu bij enkele eenvoudige verdelingen de grootte orde 

d ezer correct ie, ui t gedrukt in rt , nagaan. 

Eenvoud ighe ids halve beperken we ons tot het geval m = 1 , en « << 1 • 
'';') . :..,an J.s 

(27) 

du.s 

( 28) 

= 1 

I) e vervmarloosde grootheid /;_ ex_' is in alle ond erstaand e gevallen klein 

in vergelijking met de totale correctie. 
" 

Bij de berekening volgens i geldt _behoudens c'9 ( fl-,,) 
C ! ~ ~ -Y q·, , ,, -~,--,-., e "' =- u "" ,n ( .t - i "-Y..) ·.::: n 2 · • 

dus 

(29) y -::: 
J 

behoudGns een fout • Ook deze fout is in alle 

onderstasnde gevallen bij niet te kleine n zeer klein in vergelijking 

met d2 fout die bij de benadering volgens 2 gemaakt wordt. Daarbij 

v:ord tJ door een lineaire f ct ( x - ; ) 3: 1 vervangen, waarb ij een fout 

optreodt, waarvoor in eorste benadering geldt 

(30) 
( ' 

D e z c 1 o id t t o t e en f out -- () 0( 1 n o:. 

·~ ?. l 

fn 'X 

De rels+iove fout in 
Bij de onderstaande - en de meeste andere gewoonlijk voorkomende -

ve:rdc,lingon is S' 11 ,> O, dus ~J> O, d.w.z,. j wordt door de lineaire 

fct te klein gescbat, dus 2)r<< O, d.w.z. ,x, wordt te groot g8schat. Dit 

bcte:ke:nt dat do benadering (26) volg,::ns I11TG (Fisher, Tippett en Gum­

bel) in de bier bedoeldo govallen, als men de waarde voor z~wenst te 

bepalen die svpr C(, niot oversch~'cdcn wordt? steeds aan de veilig,2, 
--~ A n i, 

>:.ant ic.:: de workelijko wb da.c chJ hoogste waardo i do waardo X +-h.:~/5 1 

z,il ovortroffen, is kloincn' dan dd v1b ( :.:::.Gx. ) , dat zij d0 nanwkeuriger 
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we.ardc t, dio uit oplossing (vcl. (29)) van 

( 3 2) d L. 

volgt, zal overtr fen • 

. ' )l / 

11 11. a. :Exponcnth,l(J vordsling. Hiur is t~ (x):::: e- ,S(x)::::x, S (x)== 1, 

S (x)== 0 (voor allc)). Dusj:=>,-.\+(~(n-1), doc-fout is hier == O on de 
PI1G-benadoring uven gocc1 als 

b. Gamma-vordeling. 
I- .. Y-

( r' r . ., ) ->' ,\ -X r; + - + -~ + . . . e ..__, ;.:: e )< r ! X r: i :·· . 

Volgens onze metbodo vwrdt :zm du.s met behulp van de tabol dor 

t ( m ) vordoling gevondon door do vgl Q (z)= 0 ;~ op ta losson. 
f 

Voorts isS (x)~c::x -h-8.r,X _ J,r1h 1+(9(17,·,1l- 1 )=H(1-C9(11,--:i:~ )) 
I ~ 

'3 ( )l ) = 1 - ..,_ + (9 ( rz_ x- 2 ) = 1 - (9 ( ~~ ) S 11 
( 'JL ) :::: lt ( 1 + C9 ( X - J ) ) 

.... ,v ? 
::: I/ 

Voorts is voor ~c == :x:. 
A ;:: /) /'-)' = 0, :.; = Jy: '/1. , d us JC 

✓ 

Voor groto n 1 c td t c1 j t , ondar vcrwaarlozing van do 

Orn dus in ucn rolatiovc fout 
1;,:--~-

- V•v ,..I 

Cx., 

te maken moot 

on 

gcnoman wordcn. Voor ~ = 0,05, i~ = 0,01 (dus eon ware wh ~ 0,04) en 
\F.7;-

/'l, == 1 is dus '11 >- 20 ' .. · ,......,. 114. Vcor grote;ro /' en/ of kleinore« ncornt 

ook do vcrclsto wanrde van n too. 

c. Normal~ vordcling. Hier is (vgl. pag. 108; Whr 197) 

Volgons onzo mcthode:; wordt X bcpaald door::) (z):::: ~ mot b0hulp 

van do ta1Jcllen dcr normalu v0rdeling op to lossen. 

VoorttJ is vwcr S::::Jy,)(, dus bchoud0ns(S)(J~- 1 ) ix. 2
:::: .l'1 111.,, 0n 

s I/ I '2 I '.l. --~ 1 I ·"s i 
,;:: 0 ~ _:.<. of 

' i 
[ =·2~ 

·, l. 1 

✓t,, oi 
--------
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tot 

due voor dozolfdo waardon als bovon tot n~ 73790. Hi2r is de too-
na.mc d ic voor n noclig ifl om ac::.n scb urc ne,t.1vrkcmrigb_Gddsoison to 
voJ.d oon ( kle inoro , kl0in8re ) nog veol grotor. B.v. is voor 

:::: 0 , 001 , ;l :::: T 
5 .10 

d. Vordoling van Gompe:rtz. (Zic pag. 129, Whr 218). Hier is 
~;(.:,. )=(~(:;J•::··_/ ), :/(x)::::~:/\.,c):::: !3e:;( $ dus 

t cr,1i;i l is. Wo vindcrn dus 

. \ 
• ) -= ;;, y . 

,1 .. 1 
j r\ - ,--:;;__ 

. 
:Bij dczolfdc na.uvikC;LU"igbeidscison als ondor l,. gcsteld moct 'IL. dus 

aar govond0n waarde zijn! 

2 • Ind icn ( J ) niot exponcrnt ice 1 naar O go.r:1t, maa:it' als uon 

n1s.cht \ra~ 1- , zocls b. v. bij do vcrdoling van Student, dan is aen do 
j{_ .-,;• 

vour·v0/a:.•rd o lirn -=-· /. :::: 0 niet vol..d8.an. Tl c met hod E:.: van FTG is dan dt.1s 

in LH~t c:,chucl YLL,)i, tooparobaar~ de· onze blij ft ochtcr wol toopasbaar. 

f. Vordoling van Poisson. Daar dczo discontinu is, kan bier eon 

voo us ci.,r,_:vcn onl:J c trouvvbanrhc idsdrcrnpe 1 c-< nat Lrnrlij k in hot e,lgomoon 

n:Lct 1Jorcikt 9 maD.r f::1L . .,chts niet"-ovurschredon 'iiOrdon. Als altijd bo­

len we uit de tabollen mot goguvon vorwacbtingµ de waarde waar­

worc1t, ,;,r·,rJ.r1Jij wo hior dclS do grootste wa2rdo VEU1 de 

va:r:i.0:11J,3'o ln(.:t ,,J) ',_;ex moutun nm:icn. Daar de vordcling disoreot is~ 

is de FTG-mothodo in hot gohool nict toapasbaar. 

Li:tcra~.u~Ic. 
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§ 3 o .: et;,_,;:?_r,O]J_l,.e_el}L9er twee___gemid_delden en c1e toets van Wi_lcoxon. 

1. In C:.e sijatistische pre.ktijk komen veel problemen voor v2:n bet vol­

gende type. Men heeft aan m elementen ener collectie een grootheid ~ 
,.-~me,·'t·•rvi• de ·1·1ee+.,,..ec•uJ·t·,·'-en r,,·• ·n ]11 1 t d l 0 t, - , :::J._\, L ,,..1. 0 . ,, ... 1., LilJ x1_ , ••• 1 x ... ,,_ • i:v en aa n an ere e_ emen-• 

ten dezer collectie een bewerking ondergaan, waardoor eventuael x 

verander( kan warden en niet de met~ overeenkomende grootheid j; 
de rncotresultErten zi,jn nu s. , ... ~J'~. Ondersteld vrnrdt, dat de tr.+n. wd.)r-:-,. 

... '~ 

alle ondcrling onaf'hankelijk zijn, un de.t zowel x als y een bepaalde 
~ --

verdelingsfct bezit. n wenst te weten, of de bewerking een invlocd 
'~(!.- ,.._,<.' 

heeft OT) bet &Q!1U,ddelde d2r verdcling 9 d.v.r.z. of · ·y van c,,x ver-
scbilt. Men zal daartoo de hypothese moeten toetsen, dat dit niet 
h ct 0P G v eJ. is . m • a • w • d at ·-& .x = 'lj J\1 = ,;,i_ i ,.., 

_, - ·--- / --0 "' 

2. ~:o,o.:cs. ,vr,::.p_J3tudent. Di t probl(;;cm is opgclost ') voor bet gevc:1.l ~ c1at 

men vooraf weet 9 dat ~ on y__ boid0 normaal verdee:ld zijn en do_~_elfd~ 

spre ing bczittont m1a,w. dat do bcwcrking 9 zo zij al h0t gomiddcldo 

kan beinvlocdon, dit nict mot du spreiding doet. lots algemener kan 

men ondor~.:;tellon, dat do spro.tding met eon !2_.9k_c~ f.actor 
vore.,nr5.crt. In boidu gevallen lmn men bovund icn tootsen, of 

(' 

gcven waardo o bezit, d er V(:Jrwacbt ingon 80YJ. 

nul bLlh □ cft to zijn. 

\<; "'· 

bet vor ... 

dio nict 

We makcn nu gobruik van eon 4-·tal~ oak ovcrigens bclangrijkc hulp­

stcllingGn, wolkor - ccnvoudigc - bcwijzcn wo gohoul of godocltclijk 

achtcrwcge latcn., 

~-~1~m?., __ 1,~ Zijn ~. ,.".,:z.,,. Yi. ,r,:r· ')N(0,1)-verdeelde variabelen, dan is 

ook ied er n-tal daarui t door ort boc;onale transf ormat ie verkregen 
I I \ 0·.:r> /\-} 

variabele:i ~, , •.. ,g;n 1·en elk ds.;-:c.rva.c Ir (0,1) verdeeld . . 
Jo berir.tneren er da2.rbij a&1.12, dr:rc de orttogonale transforms.tie 

gegeven is door 
I 

waarbij 
n 

> i( /! 
l._~ v{ L t, 

I, 

is. Deze voorwaarden zijn 

.~ 0 / . 
:ic.,: 

eventueel 

; n) 

( Ve:, o,-
' I 

na 8l0;l1 der 7., 
' 

L ::=:/ 
i *l 
van t Cl{en om te 

keren nodig en voldoente, opdat identiek in de ii 

1) HStu6.e:ot 11 ~ The probable error of D, mean, Biometrika §. (1::08) p. 1, 

2 ) Afkorting: ~~ = onderling onafhankelijk(e). 
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is, en heblJen ten gevolge dat c'.et ( J..;f) == + 1 is. Speciaal voor n == 2 
• , '1 i ' . 
Kunne.n GEJ N,_ s·ceeds in du gedaa.nte 

geschreven \/Orden. 

+- '/,. ;;_ ,:; h·, lj.' 
I 

.,_. ,., "O ... , 
lvl. v J L/ 1 

I 

o-,,.,... 

~§:D~l __ n_ .?'., __ 2_. z :L.J· n __ z -' .•••• z_>',1 ::-,N( 0 .1 ) -ver,18"" ld • en '7 l' 7 D z) z I ,.,, ",' 1"J ( 0 -1) 
- .. - - - .. - , , - , ,_; '-' , • ,_, r) - j ' • • • $ ._-' ~ri . ' V ~ \ ' ' 

-verdoeldc .U.neaire fci;s der ~~,~, dal".l is m; n en er besta2,n nog n,-m 

N (0,1)-verdeclde lineaire fcts z' z' 
- Tr1+j ' •• 0 ' - 11 der ~ 1-, zodat 

'?.::, ... ,g.;1 e.lle a-a- zijn. 
l. 1r:::: ,.,.J. 

Daar \ff(~ 1 + .•• +_g;n)= C!JYn fi(0,1) verdeeld is, en 7:-~:=11( !!'!-.1 + s·,) 
is, ws.arbij ~.,_= ~1.L (?i-~)i..is, kan nl als som van d~ kwadrB,ten 

van ,,--1 lineair onafbankelijke N (0,1)-verdeelde variabelen ge-

schrevon word.en. 

fie.!Pf~?-_.J. :0 e s om , v 
<]: - 2} ?:: 

d er q_uadre:t en 

/( V) ' d • \i. z • 
verdeeld. 

van V ,J':r f'/(0,1)-verdeelde variabelen is verdeeld als 

als y' 2 met v vrijheidsgra.den, d.w.z. + (): isl'(~)-
A L u 

Speciaal is, met -!}.'- gedefinieerd els na lemma2, n. s2 vcrdeold als 

;,( ( ,n-1.) en onafha.nkelij k van ~~ ( vgl. ook pag. 266, Whr 3 55). 

<, lru verdeelci als {'- met fl resp. )) vrijheids-
(!__ /v , 

en 

V :::: 

duling. 

D.w.z. men heeft: 

2 
I - .! - ft 'I , I b - I -¥- - I ------ e :i, 'J;,. -n1 d 1.!.. 2 \ '-i"" --- zr z ( 1- 1f') ~ d v 

Vtj: J (i: j ,M-,1-') 1?(;¥ ,f) 
;;_ . 

In do toepassingen, speoiaal in de zgn. variantie-analyse, wordt in 

plaats va,n y: VEak do vari2.bele f van Fisher'), gedefinieord door 

1 ) R.A. Fisher, S~atistical Methods for Research Workers, 1st ed. 

1925, 10th ud. 19489 
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gebruikt. 

U"f r.:,7s 1 e,:.,_L, ti 

Ikn 

e)..,...z 

- 2 d(.-1-1-z) 
en 

dar::::: 2 l'/l"'d;;. (; -- _J!· e2z ) 

' /--1- /:!::. "'2-z 
)/ l., ~ 

Het el. van de verdelingsfct van ¼ 

( ~ e ;l.j:) 1£ d z 

J.. µ. .!..J.I /4 flz, ))2. 

e. ( {µ l f. l)) I 2:z. )-}:{p-i-v) vue -fJ) ' 

is dL1s 

olz 

Whr 386 

De if., -verCleling beeft het voordeel dat zij bij toenemende /' en v snel­

ler dan de b@ta-verdeling tot de norrnale nadert, maar is analytisch 
2 

minder prettig te hB,nteren. In andere toepassingen wordt v = 1:u2 
gesteld. Dan is U = ± }?'" en deze grootheid bezit de verdeling 1 ) 

/11.J I l{, l~-·I ole, 
\Jt F( u! ,, ts , ,U I•" I;+ i, z.) f (µ-tv} 

-· ( 1:i" 1 "°£) \,J "" 

waarvan bet speciale gevalft-' = 1 op pag. 123, whr 212 aangegeven is, 

We rn.ak.en nu als volgt van deze lemmata gebru.ik: 

Zijn :f 1 , •• ,,~mN(/,t,1 ,r~) en ;[_1 , ••• ,';f_n N(/1,.2 ,IT,_) verdeeld en alle (r(T, 

dan zijn 

~1 - ft1 , ..•... _ .. , Xm - f1 
Qi t.:fl 

(J'(f N ( 0, 1 )-verdeeld, en wel is 

woonlijk, 

') :De factor 2 verdwijnt omdat we u van - oo t-ot + r:;o laten lopen, en 
niet van O tot oo. 
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gesteld. Op 

z, = 1n I .:::.1!2 Vm 
(]j 

Whr 3:83' 

en. 

passen vve nu lemma 1 (vcor het geval van 2 variabelen) toe .. Daarbij 

bepalen we r zo, dat 't,; evenredig met m,- m.,_ - b = ( m,-A )-(m.i-}ti )= 
= z, _o; :Z-2 ~- word t. We moet en dus ( met -/e = ~/er ) 

~ m ~ 
t I I l7z·-
1 r = lYm~ 

nemen en krijgen dan 

Voeren we 110g 

in, dan wordt de som S: 
I ;i. 2. 2 s -.:: zi -f ';!.; -I- f n t-m- Z 

I I f 
waarin '!_, , ~t enj•,n-t-,,yt-2.. rrr zijn en wel resp./Y(0,1), li(0,1) en 

;~ 
2 

( n +,,n - .i! )-verdee ld. Ovc,r 7.,' int egreren we eenvoud ig van - w 
tot+~, zodat we verder slechts m0t 

C / I 2 
~) ::; '1 ...J. q 

'"l.. ' /·1·H-m-:J. 

te maken hebben. Hierop p0ssen we lemma 4 toe met 114 == 1 en Y == n + m-2" 

Over 
I 'I. ? 

~ + q- integreren we weer ,...l / '/'/ 7 m-;J.. u 
( 

- 1)-verdeeld is 1 waarin thans 
,_, I l 
/., 

ir· -= ----=-----
1 2 2 2-

.; + q~m-; + f/ti-/ 

en we vinden dus, dat ¥ 

{/ 2 (/ 

is. St el.l.en vrn nog rr - . ....-!!-.--- , dan bezi t !!. voor - CIJ < u < + r:£J 
- J-i-ui 

de op .iJ2.g,. 123, Wbr 212 aangegeven verdeling·van "Student" voor 

n+m-1 vrijbeidsgraden 

du 
(, 

2 \ ?J..±!!!.::. I 
I -1- I,{.. 1 2 

I 

Meestal vrnrdt in :pl8.ats van ti de groctheid t = H Vn-nn-.i ingevoerd, 

vmarvan nu 
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zodat u. , everu:~1s haar verdelingsfunctie, van cr1 en ()2 slechts via 
£i 

k = ~ afhangt. De verdelingsfunctie is bovendien onafhankolijk van 
S. We merken verder op, dat de noemer van de tweede factor in het 
laatste lid eenvoudig de som van de m+n quadraten 

~ 2 ? l 
L} (\. - m0 -,- d c JJ - )1):.) 

1 1 

is (waartussen twee afhankelijkheden bestaan). 

Tor toctsing van de hypothcse /1.2 -;u1 :::: f bij gegeven 6' (b.v. 6 = 0) 
J CI 

An gegeven ~ = ~f (b.v. ~ = ~, k = 1) berekent men nu volgens bo-
venstaande identiteit u2

• Men verwerpt de hypothese als de bijbeho­
rund ,c waard e 

volgenE:1 de tabellen der verdeling van Student een tw_e_£zijdige over­

schrijdingskans geeft, die bened.cn de toegelaten betrouVJbaarheidsgrens 

ligt. Een eenzijdige ovorschrijdingskans kan men volgens pag. 261-262 

(Whr 350-.351) slecbts gebruiken als hetzij de mogelijkheid a.at /Ui.-fl1<S 
betzij de mogelijkheid, dat /12 - f, >d is, gpafhankelijk van bet beschouw­
de expGriment uitg~sloten geacht kan warden. 

3o De toets van Student heeft twee nadelen. 

a. Men rnoet vooraf weten, dat de ~~ en de y. £.Q_Em_aa,1 verdeeld zijn. 
-) 

b. Men moet k kennen. 

Weliswaar kan men de methode ook gebruiken om (b.v.) r = 0 en { = 1 

~ezarnenljjj_c te toetsen: te kleine overschrijdingskans vrnerlegt dan de 

h;y·pothese, dat de op de o-bj eaten uitgevoerde bewerking g_en~lei invloed 

beeft gehad, Zij staat dan echter niet toe, uit te maken, of zij een 

invloed op de verwachting ~~, dan wel op de spreiding, dan wel op 
beide he2ft gehad. 

Men beeft speciaal b. als een ernstig bezwaar gevoeld, en getracht, 

toetsen af te loiden die onafhankelijk van k zijn. Op de oplossingen 

van dit ~robleem, waaronder een veel gebruikto foutieve voorkomt (die 

dan ocl: harhaaldelijk aangevochten is), t.w. de zgn. toets van Behrens­

Fisher, komen we nag torug. 

4. Toets van Wilcoxon. Om daareri.tegen ean hut ~trst§. bezvraar tegemoet 
te ~~~11~;·:~ dat vaat~~inder ernr:;;tig is 1 daBr men dikvli,jls niet vrnet of; 

en somi::i 'NE:1 ka.n aam1e1;:c.c:n dr.i,t niet a:::n de norrnalit0itsvoorvm::trde vol­

daan is - is door F. Wilcoxon 1 ) een toots ingevoerd, die ook (met 

een geringe wijziging) door K.Ko Mathem 2 ) voorgesteld, en door 

1 ) J?. Wilcoxon 5 Individual comparisons by ranking methods, Biometrics 

Bull. 1, 1945, 80-83. 

i) K.Ke Mathen, Sankhya, 1946, p. 329. 
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H.B. Mann en D.R. Whitney 3 ) uitvoerig onderzocht is. 
Wij behoeven daarbij omtrent de verdelingsfcts niets anders dan 

oontinuiteit te onderstellen, en toetsen de met S = O k = 1 over­
eenkomende hypothese, dat de x- en de y. alle dezelfde verdelingsfct 

- L - J -••---,-~ __ ,_,_, 

bezitten. De methode is rang-invariant. 
De grondgedachte van de toets is de volgende. Als de verdelingsfct 

der ~ too.v. die der ~~ naar links verschoven is, zullen waarschijn­
lijk betrekkelijk veel onder de gevonden waarden ~ in bet linker 

gedeelte, d.w.z. links van veel waarden x~ liggen. Als dit laatste 
na precisering van de termen 11 waarschijnlijk11 en 11 betrekkelijk veel", 

bet geval is, kan de bypotbese dat de 2S~ en de °l.j · 9...e~elfde verdelings­
fct hebben, verworpen warden. 

Zij nu ll het aantal keren dat een der y. links van een der x. 
- -) •• -L 

ligt, bet aantal inversies. Wegens de onderstelde continuiteit is~ 

svpr O bepaald. 

u is bet 

onder de 

+-· 
i 
I 
i -

m 

aantal 

lijn X 

= 7 

der 

= y 

n = 5 u = 17 u = - 1/a 

punten (x~ '~ ) ( i ==1, ••• ,m; j = 1, ••• ,n), die 

liggen. 
Men kan daartoe bij ieder der ~ bepalen, hoevele der xi grater 

zijn; dan is Ude som dezer aantallen. 
Klaarblijkelijk is~ een rang-invariante statistische grootheid, 

die alle gehele vmarden _:: O en ;ii ln'11, kan aannemen. Haar v~rdelings­
fct is voor m~ n :;i 6 door Mann en Whitney en voor m~ n ~ 10 door de 
rekenafdeling van bet Iviatbematisch Centrum getabelleerd. Zij is dis­

kreet - U. neerrit alleen gehel-e waarden aan - en symmetrisch t. o. v" 

bet gem:Lddelde 'l ~ = fmn ~ m.a.-w. u-= U-tm-n 

3) H.B. Mann and n.H, Whitney 1 On a test of whether one of two raniom 
variables if3 stochastically larger than the other~ Ann.rv;ath.Sta • 
12~ 194 7, 50-60. 
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is syrnmetrisch t.o.v. O. 
De toets wordt nu als volgt toegepast. Men bepaalt bij de waarge­

nomen waarden x 1 , ••• ,xm, ;y1 , ••• ,Yn de bijbehorende waarde van U en 
met behulp van de verdelingsfct van !! ? = P[I {!- Jm-nn ltt- ~,,,[ Is deze 

waarde 5 de toegelaten betrouwbaarheidsdrempel 0:: , dan vrnrdt de by-

potbese dat c.r? 

pen .. 

verdelingen van de~~ en de y. overeenstenm1en verwor­--, 

5~ De vordelingsfot van!/ kan als valet bepaald Worden. Zij r-/)1, ( ll)= 
= P [ff~ U I trn-, n] . Klaarb lij kelij k is algemeen /1nn ( ll)::::: 0 B.ls U < 0 

of U :> rnn is er.t o ( 71 )- h ( 21 ) - 1b ( m//'1 - Ii )- p.· (0"1 * - U ) Voorts / n-,,rz. - rnm - mn - 71?n ' 9 

is ,o,,./ U ) ::::: Pon ( 2i ) = 0 voor iedere lJ. f O en ::: 1 voor li = 0., Zij A con 

afkorting voor do evontuali tei t "bet grootste der m + n getallen x;_ 

en Yi is een der if 1•. Dan stelt non A de evontualiteit voor dat 
~ ol 

dit grootste getal eeri der x;_, is. Daar elk der m+n getallen even 
grotG vvh heoft, de grootste te zijn, is .P[nonAJ= ....:!!!- , P[J/]==-~-

m +,n m+rn 

Ondor de voorwaarde A is U = U dan en slecbts dan als onder de overi-

ge -n -1 ;:'f-i. en de rm Jt,· proc ies U invors ies voorkomen, on ondor de 
() ,, 

voorvra:-:i.rdu no.i:.i A als ondcr de overige m-, x, en de m 

U - ,n invors ies voorkomen ( daar de grootst e waard e een 

rn.et do '11 If n invers ios vormt) • Der halve is vo lg ens pag. 
-100.(!J pa[;• I 

Dit gecft successievelijk 

lf preoies 
ti 
xis, dus 
15 of Whr 

I po L ( l( - ;J "" i ,1/()tH. 
I 

JII) + f l'u (ii-,)= t 
!,/:. o ~ tt= _f 

voor U .-.:. o 

en al{_;emeen 

voor l/ = o~ 1, ...... _ , rn 
Voorts is b .. v. 

I 

m-,. I 

z 
6 

2, ) 

l 

-:: 

:;:: 

::: 

:::-

:: 

::: 

::: 

I 

6, 
Jl 

I 

/(It 
I 

/0 
..!._ 
/0 

3!.. 
/0 

:?. 

/0 
I 

10 
I 

10 

Ii, "' 1 

2/ ::: t, 

.!.. 
6 

'I 
v00L'." 

,, 

" 

" 

l,(.,,,j 

u.,,, 4 

l{ = s 
V. = 6 
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on algomoon 
I 

1 -·---------{[¥] 1-.1 I als O ~c; Ii~ m is 
2-(,n-z.-N)(m-,.J,) ./ ·--

hot aantal gebelen van X voorstel t, on voorts lm 2 (t'L) = 

\1 oor ,'l ( 21 )= -/ />,,, ( Z/ )+ I 

,P.2i ( L/-J) vindcn -- we evonzo /33 A.., ,:J.-t.,. .2 

I I z ; ... ,L J 2 I I 
--- .2 {! ,U) l-0 :.o .:::o ,;,o ;:o ,t {) .2(') .20 

voor lc' :::: {} l 1 3 4' r ~ ,-,, f? CJ /.; 
.,. 

I ,/ 

Whr 391 

waarin [x.J 

/J-,,,,:1. ( .2 ,m.- ll). 

Op dozo wijze kunncn de /!:It;?, ( Z/) successiovelijk bero!rnnd word on. 
voortbren~onde fot 

0 ~,~ 

C v C:n n = Cm,n ()() =: L5 ;6'1-n,n (li) X 
0 

kan 0vcnoons uit de rLcurrento botrekking 

11-nn (l!) = ,n h {2/)-+- .. :?~.:!__ b (lt-n,) 
,nz +'71- r·m, ,n-1 ./ /);/'J --f•ll. r ·171-1, '12 

?L 
bep2,.al6 wordc;n. Verm1anigvuld igt mon beide lodon met X en somrnoert 
over 21. ,. dan krijgt men 

Ui t /~n-1i ( 21 ) = fn,m ( II ) volgt nu 

dus 

Hieruit volgt ornniddolli;jk, daar 

lS V001"'1JJ<0 of n-< o, db,t 

/'i' 
is, w~aruit ~n onmid~allijk volgt. 

/-- )( 
"177T1'3.-

(-- )(,n 

Men kan voor C1n/.11- ook cen Hb-int erpretat ie geven als O i- )(< 1 is. 

Ondorstcllen vrn, dat 1>7-1 ,n. kleinu oojooten langs de x-as vanuit J: =w 

afgosoboten warden, met gelijke c~whn ergens op de x-as te blijven 

lig · , en wel eerst m. H - polen" ( de ~,,. ) en dan n "+ -polen11 ( de :;;;- ) • 
Zij ;:;r iedorG k,~ er ~dat eon + -pool oG.l'.J - -poo 1 pass eert eun constant o 

v1h /-X dat or ergons eon explos ie optroua.t, dus 0en kans ,,( c1at di t 
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niet hot 

dat geen 

·xtt geval ia. Bij oen gegevcn waarde van {/ is dus de wh 

der contacton tot oen oxplosie leidt. Dan is ¼nn (%) de 

vrannoer we 

stellon,. Nu kan ook f ( 1c ) in een voor ( s;;x-1/<1, dus voor alle voldoend 

kl0inG x oonvergente machtreeks naar x:z ontwik.keld warden: 
oO J!,r 

I -· /) l( 

-{ ( Jl) :::: ,L_ ·t; I 7 /( ) / 
/, I l~ -t~. 

De getallen --~-- kunnen in de op pag. 83 Whr ingevoerde a;r,_. of ook 

in do getallen van Bernoulli uitgedrukt warden. Men heeft: 

? !i l /6 -<, - -::::. 

J ' J 
Dus 

met voor I(~ 1 

waarin l.!.t (x) de veol term v1::1.c J30rnou..lli 

namclijk volgens Bernoulli voor goholo 
.ft 
~ .. t 

LI ,f 
.r (I 

I ljj ,) ) 7:\ }l -- --- ) 1-h, -f- / - .Vj {1.f 11- 1 1_ · .-t -r-- 1 l ./ ,_ -/' 1 

Men heoft 



Whr 393 

Wo 

De ocrste factor bangt niot van man~ af; de tweode is 0011 veelterm 
in tn en n van de graad :,_-;-: 2 k + 1 • 

Mon hccft b.v. 

B1 {z-r1) =- L-rl .13;,(:x-1-,)== ✓c.d+l.;x.,2., ... L.)L.. 7< /,.,, , 1 , ~ r y- ~ 3 / 
"' .2, 7 µ~( ....__ -r--1_;.::: .Z. -,,.. £ :Y.- r J X - ;{ _?C, 

krij gt rnon 

waarmedo de ontwikkoling van 

n2tar m on n vol too id is. 1) 

in een veolterm van de graad ;2/(--,.; 

J3ij ovorgang van de cumulanton naar do invarianton moet ~A" nog 
,,.,...-)K, door u godeeld word on, do i. door eon veel term van de graad J,f 

in '1h onn. Daar de graad van x;k hoogstens .2k''+-1 is, oonc:luderen 

Mann on Whitno;y, dat clo VE:rdoling asy:mptotisch normaal is (als Jn en n 

beido, naar a., gaan en vvel zo dat ~:. en .. !!.L bogrensd blijven, een voor-
1-n-

1 ) Mann en Whitney vi.nden ,roor ?u oen voeltorm in m on n van de 

graad JK en berekonen bet hoogste graads doel. Bij overgang tot do 
c1J-111uJ.anten blijkt dus dit doel, alsmcde die van do graden J/(-J : 
3/2"-/ t ~ •• , 2k-tJ, vrng 'to vallonc 
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waarde, die ~ .. f an Fb:t.t.r.1es· rde"t ve:nnelden) daar de invariant en van 

iedere crdo 2-, 3 to+; 0 nadere.n. De facto is reeds voor m~10, .n?;-10 de 

afwijkinc; van de .nor1T18liteit te ve:~vvaarlozen, Bet betoog is echter 

niet geheel bewijsk~acbtig, en behoeft een aanvulling, daar de ontwik-
1"e]_1·nP.0 .. · t;··avi '~'!.,/; (.oz,·,/,, i·-iy4- 1· ., t' . ,z.,. t B'"; .. - ,_, v ~, A,-: .... .,11 ,,, ~ .Ld., 1.1 ge JJ icn,a ig in ul- en '?2- oonvergeer ~ J..J Goe-

nemende m en "!1 .heef·b /(,.,,,,, :dcl.l bij /V = .r (dus bij T = 0) ophopende 

singulariteiten. 

6. FoL1ten van de tw(-)ede soor~"-, 7i/Iet bet:r.:ekking tot de vz Q van bypothe-

.. sen, dat de Ji> en de X s,lls ere--· zijn en dat alle !'l· dezelfde continue .t) 

verdelingsfct F (x) en de/ slle J8zelfde continue 1 ) verdelingsfct 

G ( JC ) bez.i tten~ vvordt een fout van c1e t veede soort gemaakt als voo.t' 

minstens een wasnie van x. (du:=j i.11 een gebeel interval) F ( x) i G (..x.) is., 

terwtj 1 tocb de byriothese F. (x ; ,~, (~ ( x:) n-; e·s vrordt vervvorpen~ 

We noemen een tcets ve.n er::m rr,roothe:-::e Ge asvmptotiscb onderscbeidend 
V .i.., __;.;,_J,b,. - r:7 -

(Engels~ cons:Lstent) me·c bet::..1 0::kiog tot ae.n vz O' van hypotbesen, als 

voor ~.fl er.£. hypot bes e ()' l i] 1 met l9., i- (70 de wh van een f out van de 

t·weede soort lJij onbeperki; toenemendG ::1te~:;k9r,Jefgrootten O tot limiet 

heeft ~ ct" vv oz, dat al;::: () ::=: 0 r ( (i is d c \fh a.at d c hypot hes e (} = ()0 ver-. 
d . J ' . d ' ( . x:::, 11"-i. m b " .,) worpen wor·t cc-c ', na.\o:cc in cns,J, ,_roor vl----+(X),,n-~,, ~ en 4'/1 egrensG., 

De toots van Wilcoxon vcor de 

is niet met betrekk~ng t;c_;•j de g..9J__1_e .. J:.~. V7,\) van hypothesen asymptotj_sch 
onderscheidend, Mann c~r: ,_,..!hitr.,es l1ebben ocbte:r oevhjzen~ a.at dit (bij 

recbtszijdigc3 toe 0rning: d.-,r.r;~. verwe:rping als P[~-~#]fot. is; tegeD­

ovor tvrnozt;jdig2 tc,etsing, ·:.w, •··e:rwerpi_ng als PC/6.'./ ~-.,ttl ';iu is) wel 

h ,:,-1- o·ev,--,1 ic• 0 "'a C'I(' 'TP7''(7 w 7j .;y1pc.:fc··L.r:, VC"r al,l _ _El X aan de betrekki.1:12: v lJ b C/4 • .;.. _w ~ o .. _t__,_) ..• , v ....,_ J..v ·--L,,. .~'_).__ .. _,, uo _ --· !._.I 

F(x)>G' (x:) voldoon, d.vr,z, a,ls de t·ijy behorende kromme geheel 

recbts van de bij ~ boborende ligt. 

We kunnon echtcr met bun me~bodo ook bewijzen, dat de toets reeds 

asymptotisoh onderschoidend is_ zodra 

P "" P I ~t > y J ?" -: 
I - - ,r., 

is: en vrnl oij rechtszijdj_gn Lu s:Lng 7,odra p < 1 is, bij linkszijdigc 
, , .- 1. . 1 .. ' ' .L ,. ••;:,c. • .... •.· d·• l:J....I _I_ ·'o ?'.i--i tou-csing zodra p) i '.LS;! o.".'l o .. L;J t, 1Nucz1.J•LLge toecsing zo ra ;- r 2, .Lo, LJ~,J i 

om do gec7.acbten te be1;iele;:J~ p < f, , 1),3 hJpothesc &0 wordt zowel bi,j 
. d u ~ I 

recbtszi~idige E~ls biJ tv1eoz:Ljdj_gF.:: ·0oetf:i:~ng verworpen, zo ra _ .-;; 2 mn--rc<7 

is, vmarin 

consts,nte, 

-··"" .. ~ .. --.,. ..... - , ...... , ~ ,, . .,...,- . ...,.,"_,... - ·-
1) yoldoando i&;rcedP: 

toiton Ucbbcn. 

I ) ic: sn c oen zodanige v.:. ... n01..1enrz afkomst:Lge 

ce~ zo groat mogelijke waarde ~ 8 ~ ~ 



Math .stat. 30,6 Whr 395 
LJ I I 

Vo· ook vervrorpen 3.h:i !:/ aan een analoge begronzing links voldoet) ,.. Tcn-

govolge van de asymptotiscbo normalitej_t is '2)_/,;.;,..._ c:: = ~ , waarin c; 
,771,J?-~et.."' ;s ,'8 

de reeds Vl"Oeger ingevoerde botekenis heeft (a.bscis behorende bij 1dE. 

normale t1 staartintegraal 11 ) ., We hebben slechts · nod ig, dat voor ,m-• too 

ii-➔ cO ;3 naar benedenjdus c naar boven begrensd is., 

Zij nu 

:Dan is 

Onder de hypothese 

(} 

is nu 

Du_s 

X . . =:::- /J ,;_n ·?2-
-:; I 

J 1 als xi ~ 'h is 
( 0 als ✓1\·<p is 

:Oaar L ( X t = I. ( 'J. ) is 3 en X · en :x, 1 , O." rr. ziJ. n als zowel t ...,1. 1, / als l 'cl ,., . . I .• 
cl -t" / is, beeft men 

Nu is 

en voor 
-foC ;l( ~_ f d F( x,)l ,d f (//J~( :~ f ;I,) ~ 

-f~ -
,. . .;. C;J.J 

_j d F(~c) / ( zj ~f / (?c) cl F(\J ~ jJ 

daar Of 
1
~ (x) 11 is. Bovondien is /i ( x. f c!F (z ) ~{ 'j (;i::)dP(z)( =//., 

ll V 

Het geval., dat bier het = -teken optreodt is triviaal en kan buiten 

bescbouwi11g gelaten v7orden. Imm.or:-:; dit zoL1 vereisen, dat overal waar 

F (x) tooncern.t 7 µ-) == cons~ant == ;6 ware,. Dan 17,ou dus 1 tussen 2 eindige 

~~::~:~C:\c.~~-~. _ 01~ .. ~t. .. ~~~:.~ en varieren, en/ uits lui't cnc1 vmarden ,.:: tZ (met een 

L) Steeds ondor de vorder niet vermc:Ld8 voorvraa.rde, da't :~ en,.£ begrenDd 

blijven. 
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VT\h ) of vmardon ) /, (met oen v,h ::: i- 1/>) kunnen aa.n.nomon. 

dus 

on ovonzo 

Men vindt dus 

Cl_;,=:: S-r 71 2 /c_j ·J1) 2 ) , 
6 {OJ !1 - ( (.'16' !:f/ = ,-·n,. /72, t ;t> 7 e~1--,j f1 --1{-;,-;n-1) 1,-2- -1-fn-7 - / ){w-I) j-> 'J --~ 41-,/:J 2 J 

= ,'l'r7,,n [(/l'l-,) (71 -;1-,<) +(:m-;)(1,_ -;6 ~ -,1-):; (1-j)} 

Voor (J _ ~) 

Dus is Voor ,JJ? --1 w, ,,n --> co 
2 

('& ~ (m --1) ( 9_,. -/6 :) + (--n - ;) (; r· /:/) + ,b --16 2 

c~: ;j_- ( ,;,n .,,. ,.-n -rj 
begronsd, b.v. < 12/i(1-;,). 

I 

Vervrnrping van ~ gescbiedt als / !:/ -f-'777,,,..,/~ccr is, Dus is tengevolge 
van do ongelijkheid van BienayE1e de v1h van niet-verwerpen 

-- p r !I 
L -

HieJ'.'bij is gel)ruik gomaakt van hot feit dat {,i -J)m/n..-cu>o is 
voor voldocr1cl. grote 1n on .-n , daar ;} --;i > t7 is. (Anders geldt bet laatste 

~· -telrnn niet)., 

Hiorin is de eerste factor, naar we boven zagen, begrcnsd, terwijl 
tJ~o "G·v100do ~fe.ctor nBJEtr O gaat doordat de ui,tdrulcking tus·sen accoladen 

ten gevolge van de begrensdheid van con het positief zijn van j -P 
naar onein0ig gaat. Derhalve beeft de wh van ten-onrechte niet-verwer­
pun O tot limiet, d.w.z., de touts is asymptotisch onderscheidend t.o.v. 

c,lke bypotbosG met j.i< j • Het:;mlfdo geldt m.m. voor f>>:f • 
Is daarontegen J =1, dan is dit zeker niet bet geval. De wh van 

niet-vcrwerJJOD is nu namclijk, b. v. bi~i ·bre,szijdige toetsing: 
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i:,, zou m:i_ dus voor -;n -7 ,;u , n --➔ ,,o tot O moeten naderen als de toets 

as;ymptoti8ch onderscbeidund was .. Dan was dus bij V1ill0keurige positieve 

voor voldoond grot0m1 en,n 

dns 

1· -/ .J' 
of -J:;,·;; (1-t) ., Daar dit voor alle c geldt vmre dt:lS I<'. s 1, d.v,.z. 

c j~ 5i 1 • Daar ~/er ;;: ✓,,;-·/-=;-·- ( /-/J ) = Y3 is, ware dus c f: J/j, dus 

}, :? 0 , hetgeon voor voldoend kleine ex ( t. v1. r>L < 0 ,041) niet moge-

Resumerende kunnen wij dus zeg8en 9 dat de toets van Wilcoxon voor de 

hypothese i~ (x )= f (x) asymptotisch onderscheidend is met betrekking tot 

·1,llu hyDothesen 9 waarbij Pf'!> /f] 1 j- (~f tij eenzijdige toetsing < ½ 
-,.,,·., c~,p --- ~-) l. ,.-, 
-•~\-•t...·- • / ,::., 0e 

7. Men zou verwachten~ dat het onderscheiclingsvermogen van de toets van 

}ilcoxon bij toepassing op normale verdelingen met gelijke spreidingen 

nanzienlijk geringer zou zijn dan van de toets van Student, daar eerst­

genoernde van het gegeven der normaliteit geen gebruik maakt. Het zou 

daarorn van belang zijn 9 dit onderscheictingsvermogen ( npower-function") 

\ ( ; )== _p r ?I ~ Z<x I ;t/., - / 11 =- SJ al s fct van c'.' te bepalen. Ui t een be-

1 .. cmgri jk onderzoek van H. R. van der Vaart ') is echter gebleken, dat di t 

•p onoverkornelijke moeilijkheden stui t. Wel ir.:l Van der Vaart er in ge­

slaagd y de tweede afgeleide ct"( 0) te bepalen~ 1 ° voor kleine waarden van 

2 0 =at 200 1n en n t.w. ,m +,r1 ~::· 6 9 f'J1,· -,, ,x.: en l)J--➔ :-, • :Daarbij bleek, " betreft, 

dat 
3 

/T 
is 9 dus slechts weinig kleiner dan 1. Dit is 

,,,,e:,1 iswaar geen bewij s, maar toch wel een sterke aanvvij zing, dat de toets 

van '.Jilcoxon slechts weinig in scherpte voor die van Student onderdoet, 

ondanLs l,e:,1t feit 9 dat zij omtrent de verdelingsfcts niets anders dan 

cc,n-tinuitei t onderstel t. De ervaringen bij het M. C. en enige aldaar 

'& gcnomen experimenten wijzen in deze1fde richting. 

1 ) H.R. van der Vaart, Some remarks on the power function ef Wilcoxon's 

test for the prob_elms trf two samples, I and II, ?roe.Kon. Ned.Ak. ~3 

(1950) p. 494-506, 507-520, Indagationes mathematicae 12 (1950) p. 

146-158, 159-172. 
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0 4-. Dubbele chchotoHieen. 

"'1. ,j fJtatistische onucr::rne. 1 krn 1t l1ct hcr11aaldelij\: voor? dat 1c1en 

ccn c:1.antc1.l ( I/) o-. Cr~ wac~rgeno,;wn olJ;j ecten onderzoel{t ten aan::;~ien van ti11ee 

en (Ken L) en hun nc tL8c.:: ( p·-=",n<:m, e,r, L ==- ,no,i, L) . De resul-

vo:n1 va~1 een 2;.g.n 2 x 2--

t~bEl, d.i. een tabel van vo1gende vorm 

K 

l ct 

/t 

1rj_erin zijn m, n, r 1 s en N de z ,;:rb.ndtotalen 1• of marginale so11Frnn 

~ ( en 
Doel v,.:1.n het on zoek is gewoonlijk, te toetsen of Ken 

dan ook I( en L , t( en /_ , en !( en l 
tuErnen G.A.Barrrnrcl en Ji.A,T':Lsher i.n 

) (/.(/. zijn. Sinds een cb_s­

,:tTature·· (1945) en een serie 

1 aro}J volgende pulJlicat:i0,s van G.l'.. .• Brn·.011?,rd, ::~.S.Pearson, e.a, in 1lio--

1ctrica (1947, 1948) is ble 1:en, c3.at T1.en hier niet nwr een enkel 

hankeli fk v;:,.n vcrschillende voorwaarden 

· :,::-1•:.ronder het ex;;eriacnt genomen worc~t 1 jnet (:01:Lnste:ns) J verschillenc18 

'.)ro ble,1en. 

2. TyJ;:ie I. Inde eerr.,te rJlaa.ts Jc,c,n het .~ebe1.1.rer.:., da:t de exyierLi_entele 

condities beh2lve het totale aantal Nook nag alle verdere randtotalen 

ichten 1 c1at bij hert10..ling ervr:;,n 111-, /n-, /t, en ,J steed,s weer dezelf c1e 

.:S,.'.rden helJben, terwi1·1 a ( en da;_0.raede --G e end) nog kan varieren. In 
( - ...... ) - - '----I 

'.c'.t 6 eval ZlJn 1m,, ,?i,/z.,,,J,en l'/ge2;even e:n VJel door drie hunner, b v. 

,m, k en ti, be1x:!alc1 (t.w. 1)1,= 11-.»i , ,J:c: IY-A ) • DaEtrentegen zijn q, i~t 
t enc[ stochastisch 1 en wel zijn zij alle door een hunner, b.v. q, 

l-,c,,l)''' ,,1a (-,::;,,, i c< ;i0 er1 ,rri J011e- -1· l:, C'I e~1''Li'I Q0 ,; 0 0_P. -v-P.ru.:,e1J'_n_ ,'_< i's \\P.e'n---a0 i' -1:,1.ensionaal H). ,_ -.,__,,, ~- Cl, Ch ~ 11 , ~<-.;.J.. D .._, -· _ V ..,__ .!. , . :. ~-.) l:., C _., f - - - - _, -

d =- N- 1n --·_fi+ a 

":' e II. Vaker komt het geval voor, vm:,;rbij ber1alve If een der randtota-

" _L;:rn., b.v. m (en dan ook /JL = i'!-m-) gegeven is. Dan zijn de overige 

'ootheden. (in he::t bi;jzonder clus 001:c If en .f )stoc~1astisch en door twee 

hu1m_c,r (b.v. gen l.;) beiJaaldiQ-=m--a d=n---6 Jt=(l..~~ Aif=--t/-a.-/ - - - ) - ' - - - ) - - ·-
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de verdelin;:; is tw8e-dimensionaal}. net 
j_.,,n,iede s;v~.:i:netrische .:;evcil 1 ·,i2.:,:cbij /t en ,,J gegeven 1 en~ en'!]- s-i~o-

:.i :,;tisch zi,jn, kan v::rclnr onb):'J)ro'cen blijven. 

~,_~:)e III. ]Jinder vm::,~c ,: 1.a.;_1 :1.et t.;c,e,~'.e !;:o;:t :1·1et geval voor, het en:Lce 

.:'. 1.tcr d::::,t oors_:lronkelijk be;."c·.101:~nC, ;-verd 9 d:.:;,t geen cler randtotalen 

·•- ,,:!_'Ji;,lve /Y ) gegeven is. T,an ~:;ij:o. alle grootheden behc.lve N stochas-

, .'._ ,3 ch, on vo or c1ri e :::mnr: e:;_~ be _iaa1 c.'. ( b. v. l:'to or §- , J en ~ ) i 

Ii 
-.A, - C 

... /In:= ~-f'~ ,n.:::: /y_ a-c! - -- -

.., 

It, -=g.+-! ~--= N--q. - -l 

c:, .. "c zo11 hieraan nog een tyl)e IV lnumen toE:voe0 en, waarin ook /j stochas-

~isch is. Dan zijn alle 6rootheden door viGr hunner bepaald (b.v. !f,.-,--:§, 

- . rf. ) 
'e geven eerst eilkele voorbeelden. 

,. !.:en onderzociYt /Y ·:n:·oe:fnersoncn ten aanzien van de ken:co.erken~oaren __ , - ~ -

· lichte (K) en ''donkc~re 1; (K) haa:.:.·\::::leFr en ;1lichte" (/..) en 11 donkere 11 

-··-
:: L) ''::leur va;1 de o~len 9 1.w,:::,rbij we onderstellen, dat deze kenmer.~:en 

(b.v. lcJ.et belw.lp van kleu::cern::~c:,alcn) ondubbelzinnig gedefinieerd zijn. 
( 'l.' ·w1 e -,- T I ) .. _ . ., _.. ..L .J.. • 

l). ;'-Jen gaat bij m objecten uit een collectie .r; , en evenzo bij ,n, ob­

.-] ecten ui t een collectie r; na, of ~,ij ee:n be1laal.c1 1rnnmerk k' al a.an 

>:i.et bezi tten. B. v. men· -_;.'.,st bi;j nz lj_j derE, ac;,n een be:paalde zie!.de een 
11e_:Jaalde geneeswi.jze toe, en bi;j n and.ere lijders aan dezelfd.e zie!-cte 

cen t\veede .:;enees,,dJ'.~,e; I( if, c1u.L een keno1erl{ dat de genezende werkin0 

-raststel t. ( TyJ.Je II). 

c. :ri:en treJct nit eert doos, diem v1itte en n==N--m rode loten bevat ft 

loten zonc1Gr te:r-·,;_gle6 gir1g, waarbi;j telJrnn,s alle nog in de doos zijnde 

loten gelijkc whn. lic:bben getrokL:en te vrnra.en; a is het aantal getrok-

I{ res). I( het ken:mert: ·'getrokl.:eni; res}). ;,niet-getrokken;,. 

( '['·,r,v, I'; 
• ,) ,L" '-' V 

cl. :en handel t als btj voorbeeld ~ 9 maar bepaal t vooraf door loting, 

r1oe ;_sroot men het aantal ))roofgersonen zA,l nei',1en. B. v. 1net behulp van 

een ve:cdeling van Poisson met wil.l.ekeuric; c;ekozen gemiddelde 1' ; 
? [ N:N]::::: e-"l. ,,1t1 

- y/ 
( T1ype IV). 1 

, 

-
,e ·~ i:;:en ran,;schikt m mois j es (L) en 11 j ongens (L) naar een varia bele 

( b. v. leeftij d 1 grootte of inteJ.J_igentie-quotHint) en kiest ui t de I'/ 
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aldu[: verkregen waarden de 1t c;rootsten (K). Dan is a resp. het aan--

·tal meisjes resp. JOn~ens onder 

cm t.. re . d het aantal DH::isjes 

c}l~ren r,E:1t de groot.st.s waarden 

j on,"' mis onder de ,d = N - ,Z kin-

u.ercn .met de kleinste _,.,J-- waarden. ( Ty::_}o I.) 

Soms leidcrn ver1;1antc~ grob1e,/,un tot verschillcncle 

f. Hen meet ac,n elk van Nobjcctcn een varial::dc Ji- en ec,n variabele _j • 
l 1en noc:.1nt c en waardo van x 1\·:;root •,; resp. llklein ,; ~ le, ( in a br3olut e zin) 

r: 1.ls :~ ~ 2:a res:9. ~ < Xo , waarin Zo ee:n c;ec;cvcm 0 etal is, of 

(in relatieve zin) alr:J bi,j ranc;,-3chikking dsr .:c.,,. 
kleinsten 

1xd1.oort (in de one.crstellin_,, cLt gelij1H." 1;mc,rclc:m niet voor.:oncm), en 

hand.cl t evc,nzo :;net 'f. ., Zij .k resp. A hot l;:,:;m~c)rk dc:t ;x. "graot'; resp., 

'·1;:lej_n• is~ GD L rcsjJ 41 /., het kcm,nerk~ c:.at_~ "groat" resp,. klein 11 is 
// 

1"ta~1 hecft ncm type I als voor .z zowel als voor j: de::fini tie 2e 0 gek0,z.en 

wordt, III als voor beide variabelen definitie le 1 gekozEn wordt. en 

type: II alc3 voor 66n der vari2belcn def'ini ti0 le. en voo-:.c de andcre 

dof'init.ic.-; 2e. gckozcm worC.t., 

Uiteraard kan d2finitie le. allecn gebruikt warden 

als Zo rcs:J .. j,J:, gcg0vcn is, hctgG:l.m de tocpasbaarh2id dezer dcfinitic 

b,:; J•cr~ct tot gGvallGn, vms,rin ic.t.s ewer d2 verdelin:_; van --5:-· resp. jj bek0nd 

zal dan voor X0 n::sp. lf b.v. de vcr,,1ac:td~in6 ..of dea mediaan van 
rfo 

Y rc:n1J,. !f ki,:z0;n. 
J 

• ·70. bc:-.rnhouwen voorce;rst type III~ 

- 1-d:,::,ssc van hy~1othescn die.-: we to . ..::lat:;n bostaat daarin, .dat allo /Y 
,·rno,1ing,31 (r:u. zijn (;11 uit c-::-mzclfc-:.e collccti,: afkor,wtig., Do vvhn 

- - - -
c:: r-' en J waarr1cde do kc:rr;:1ork-cor,,binati0.s kL, Kl- ) l(L en /(L voorko-, t 

. ' d ' t n - e . ZlJl1. an COni::'.-Cclll -, ,:.:n ol -;- /) + J__.·-t- c.~ :::: 1 

:··n":L1in.""srcsultaat ( bcpa,~.lc7 door ?-; {, ,,n -~) 

• Do wh van ccn bepaald 

is 

p ( c2, --6, c / IY>:l, A r ) = _l' [ !i =-- a, ~t "' .Ji', ~ ~ C \ IV, o!, ;3, rJ j -
/Y_/ Cl I I.'. (, ct 

(X. . c~ c' 

a, I --C:, ! C. l d _I 

.nigvuldi;_:;en wij bcj_d,J leden en sorrrn1.oren we ovcT 

.1 (vgl. hoofds~Qk 2) N 

C(.A,JJ,C,D/N,c,1,,, ,r)=: A-1 b-r(tC-;-l, . .D) 
1,ultinoni2.lo (i.e. Clrinolftir:ilc) coll ctiG. De ;;czochte \•ih 

1/ C,:. n - r.: ,-;,,· (: .... , ,--/ 
co'.,;ffici:~nt van /J () C D ir,_ ci ,cJl hL.,rvan. -
van K., /( ) l en l clu i 

c--1c-,=1 

.4--f~l))=.L. 

£t en V zodat 
/ 
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Voor een passende waarde van~ geldt dan steeds 

0<-=/-{;{!-f-) 

j3 = Yf? -- ::I 

Whr. 401 . 

Is /1 > O 2 resp. ~ < 0 , dan heten de kern:;10r\:en /{ en l p-osi tief resp, 

negatief gca.ssacieerd ( of gecorreleerd) i voor ). =- 0 zijn ze onafhanke-

lijk. 

sen is da t 1 = o 

De spcciale hypothese c::~ die men gewoonlijl:::: wil toGt­

of 10k dat o:'b-=18( is. Onder deze hy,1o.t.hes.e t( is 

De wh o.at '7!J. een bepaalde waarde m he.eft. is -dan de 

s.o.rt1. van .P ( a, /4, 1-rt- a,/ IY, j'--, f) _.ver alle a en -ii d. i. ~ 

? (m. / l(f', e ) ... (/!) /'~ -rn)) -n• 

( di t geldt zelfs voor willekeurige ai (3, 0 dus ongeacht ,5:: ) . 
De voorwaardclifk.e wh van (leni.'fonder voorwaarde ,m- =1n. is ------""'"-... _ -

lb er'-i.i t. blijkt :t weg te vallen en WG krij gGn: 

Hiervoor kunnen we ~ok schrijveni 

P ( a. .,,g/ !'I m ) == ( JT) (;J) 
I 

1 ,e (::) 
(l,y) ,·'2; ,_, ,j' 

0 () 
/l- L 

.a 

De eerste factor is volgens pag. 90, Whr. 179, -l 
I 

(wanneer we daarin 

resp. door 

).) 

I'/ 
).)..,_ > Yt 
It ) ,,..,; 

Y- /J'1_,, ;m,,., ½ - m) ''!: - .rYJ,,,-, J~ -0· -· .•-w'l;) 
ffl, l'L ,l.,) C ci 

vervangen) de wh da t bi j /r.- trekkingen zonder teuglegging ui t /1/ obj ec­

ten, waaronder m ;net een bepaalc.:. kenmerk l, veorkomen, a. der getrokken 

objectGn dit kerur1erkl zullen hebben (vgL punt3f.) 

Senrn1atie over o.. van deze ui tdrukking geeft dus 1 . De 

twee de factor, die niet van a afhangt, is de wh dat bij fl c:.u. trekkin­

gcm /Z maal een kerunerk I( zal worden aangetroffen 1 indien er bij elke 
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trel{kingeen wh (! is dat dit zal optreden. 

S~Hn.1'1latie van ?(a/c-aj /'I, ,1n ,t:) 
deze tweede factor. Anderzijds echter geeft zij 

P ( ,z. I ti. m, e) = ( ;Y) t "(rI ,,j 

geeft dus precies 

de wh van !! r,Jz • Du.s 

De eerste factor is derhal ve ck voorwaarde1ijke -vvh ondcr de voorwaardo 

_?:::> ( a/ /'I, rm, 1t) 

O{r--------------------, 

Resumeronde vinden we dus g 

'ln / i2- _I .4 I 6 / 

II/ a/.1£/ c/ci/ 

(;_mj ( :I:,:) 
(:) 

Onder de hyJ)othese dat K en L. o:cr- kenmerken zijn, isi 

I. de voorwaardelijke wh van~ bij gegeven marginale waarden 

II. d9 voorwaardelijke wh van g en· -6 bij gegeven randtotalen »-z en n 

,Jn / n/ 

III. de ( onvoorwaarc1elijke) wh van q, ,j en I! ~ 

5. Bij type II latcn weals klasse van hy)othesen toe: 

L. en i.. zijn Jcenrner.'i::en die twee collecties i'7 en ;; · karakteriseren 1 

waarin /( en Jr met whn 6 en o; cc I - t"t res1J. p.,_ en '½ = 1-c .. voor-

ko:u1en i uit deze beide collecties doen we ,m res1). 1/-,m,.. o-:r trekkin­

gen. De \'1h van oen trekkingsresul taat 1 clat door !:_2 en j gekarakteri-

seerd kan wordon, is dan: \ 

?(a, l/N,~n-, f; •~z) =(;;!Ji ao;.c {])f':i_,to;d. 

De specialo hypothese die we willen toetsen luidt: 

Onder deze hy,othese is dus 
' ) (>;~ \ ( '1, -l o {JI. + 11 ,,..,- r +d 'P ( a, -ii/ /Y, on ' I? = u ) v / c v 
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Dit is echter precies de boven ondcr II gevonden voorwaardelijke wh, 
zodat we de voor deze voorwaardelijke wh af te leiden resultaten op 

problecm typo II kun1.en toepassen. De hierbij behorende onvoorwaarde­

lijke wh III wordt verkregen, indien we zeer grate aantallen exemplaren 

van de collecties r; en T;, , die zich verhou(:.en als ji.- tot Y == /-jL­
dooreenmengen, en ui t de ,_c;er,1211gde collectie /'/ exemplaren trekk~n, en 

achteraf bij elk exemplaar waarDeuC;n of het }wt kern;.ierk L of .l trnzi t, 

d, w. z. tot l; of tot [ behoorde. De getallen m on n zijn dan niet ,,., 
meer vooraf gegevc.m, r.ciaar door hot ex-perinwnt bepaald, dus stochastisch. 

Bij type I is gsen een-voudige klasse van alternatieve 

hypothesen aan te geven, die in cl0 meeste gevallen in aanmerJ.dng komen. 

In de in 1mnt 3 gegcven voorbeclden c, d en e zouden drie verschill.ia.mde 

klassen vnn alternative hypothesen in aarunerking komen 1 die geen van 

alle eonvoudig exact te formuleren zijn. 

Wel zal ochter blijken, dat de in punt 4 bepaalde 

voorwaardelijke whn I, die numeriek met die vall type I overeenstemmen, 

bij de toetsing van de bij type II of III behorende hypothesen van 

belang zijn. Daarom mocten we toch de toetsing van de aantype I ten 

grondslag liggcnde hypothese (vgl. 3, ~) behandelen. 

6. We beschouwen ecrst type I. 0ndc:r de hyJ1othcse ~ is, naar wij 

zagen 

Vclgens pag. 90 Clhr. j1ag. 179) is a dus verdeeld volgens de h3rpergeo­

~netrische verdeling. Volgens ~oag. 92 ("·r11r. 181) is dus 

an ,n, /z, ,,I 

II ✓-(IY- 1) 
Stelt men 

/'/ 
dan wordt 

a /'/n/l -/ -1 /J1--/l, --f -· -f :::::: 
I'/ H -

,md /l d= ,1'lJ -r-l ' "" -- - .,{ -- IY /y -
zodat 

heeft 

. ./ 
/'/ overeenkomt met de in 3 genoei-,1de associatie-coefficient. 

voor -{ ook de sy1Ili,1etrische ui tdru\::~int; 

terwijl 

is. 

Wien 
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., 

zijn !! en -1}/ asJmptotisch norrn.aal verdeeld, dus 

I 

/-:)(a) 
( 2 

,--." e ,~ I_.,,.....----: .-, /I 2ll" l.1a 

L 

IY- L (a.d- /; ~) 
/ 

I ,· ___ .-___ 
= 
~ /12;r 

c... 

JJe vJh ?[ a,1 ::: a .c:: a;1,,7 is - dan bij benadering ielijk aan de integra2~ 

van de bijbehorende non1.aJe verdelingsl'U.c~itheicl, uitgestre~,:t over het 

inservB.l u.1 ~ a ~ a.z • Veelal vervangt· 111e11. 9 01n een betere al')l_)roxi1natic 

tE: ver1 ~ri.1·.cwn. clit interval lloor a -' -c:~.--· u. < c2 + .!.. Di t is de zrrn ,-~ , ;--2-- _ =...:, y..., • ·b·· 

;. continu:i:tei t scorr0ctie n, beruste:nde 01i de s011u,i.atief ormule van Euler 

(1732) ~ IC::ac Lat;_:cin (1742), en somtijds "correctie van Yates.;(1934) 

e:noe1•11:L Haar toepassin~o; is alleen zinvol, ,::lri de verdeling s,n,rn1etrisc_· 
r~ 

L3 9 cltrn in casu als /Jn =,,n. of /z.,. ==.-11 is ( V{(L de ui t drulcking voor /,✓, ,. 3 

, or1 ;)ap;. 93, ::hr. li32). De correctie is n.l. <J'(f;) en bij een 
. ,. I) 

;,J}Tl- :c:-,tri::iche verdelinc; treec1t no~_;: e:,en fout {P(V)Y op. Oo1{ dan blijft 

o\rer:L:1,ens nog ee:1 fout {{ (~) ovcr 9 die vooral in de ,;staarten:: de~: 
/ 1// 

vcrdeling 

7. BiJ de 

belan6Tijk wor('.t. 

toetsing van de hy_,'Jothese 

hy-oot'.1esen ·c, o elG., t er1 9 

'':!.// c'f{ bi 1 tv·oe 0 u :} _._ 

LC' _,J _/ ') 
U-:f_ TC 

I zu.llen we nu alte:::•-· 

is. Stelle:n we 

:iok ·nu de kern.1 1'?rken I( en !..., posit ief 

3,sfJoci·8erc1 :::1~Ls 

;) ~> t,J ~n ~' C;:t Y) 
·-!. ,cc-·1.- J..~•-·· .. • 

✓ i > 0 
.. /(/ < ;/ _. ::, -lf 

is. ~e gebruiken een kritiek gebieA 

9 als we onafriankeli,jk van het beschouvvde expe-• 

r 1ent weten, d~t negatieve resp. positieve associatiB uit~esloten 
· ·1 1 ·" · ··, 1 - d ,,; ,.? o·..L·0 / ,,.. i' D · b · · · · .t.E: 9 'm anc.ers een c1:r1c1e,;: oJ_e·~ -i ?;, .. {3 , __ -~- ?~/4i • aar lJ ,:aJn 

.. -f{ .... >-l; zo be~,aald 9 dat P[-/'? ~ J ;{ rx::· P/! ti!,]~ c,{ en 

?[--:f?4 .. J -1r'[j;f-fit,J ~ (':<, is. (Da,~;r' c~e verdeling discreet ii:· 

in het algemeen niet bereikt warden, dat de linkerleden =~ zijn) 

'Ioor niet al te .::;rote waarcJ.en -n1n //72- /n /t .. J is de exacte berel{enin2: 
'-- - ' -' I 

c:c:nvo1J,d_j_g 9 als In.en de whn b.v. r,iet d.e enscha)yEclijke factor ([1) 

vr:crr1eni gvi.,:l di,; t, waarbi ;j 

~ordt. B.v. is voor m-== 5- , ,-n == .;t , li ::.:. 1/-
1 
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(l) P( o) -- (z;) ( ~' 4) - 3S 

(~2) p ( i, 
'I 

(n ( () = 1:/S =:. j) ,) ' I 

//2 ') p (;;) 
'4 ./ 

'S) I ;: \ - 21/ 0 -- (z ~ i ) 

(;) p (3) ~~ (J) f 1) -
',' {) 

l ' t 
. " 

(l/2,) p(4) 
I; , 

=-(f) < l) = 
j-

Bij rechtszij dige of tweezij chge toetsing met ,,x:, := o,o5 bestaat 

:(:ri tieke vz alleen ui t g. == 4 , wa;.::trbij de ware onbetrouwbaarheiLt. 
.r 

495_ ~ O,OJ wordti bi~j linkszijdige toetsing is de krttieke vz leeg, 

d. w. z. de aants.llen zijn te :clein om de hyl1othese Ji =O te kunnen ve:;_ -

wcrpen als )i > O ui t~,;·eslot en is. Laa t :t,:Len b. v. waarder~ . tot d.--= 0,/ 

toe, 

heid 

chge 

c.an lrnmt E;r in beie_P gevallcm g. = c) bij, waardoor de onbetrou.vl-::''7. 

j de tweezij dige toets S + 35 ---... o o 8 /;~I'S .--.., , ' en bij de linksz" 

:::::: 01 t}7 wordt. (Bij d: reclTGSZijdige blijft zij onvertmr d:. 
Voor 

- (}{)J ?( r J ~ (~{) t lJ = 

_ {JD) f> (~) == (;0) ( 1) x 

1.2 o 

.:u 00 

c::: (~/>) P( s-)::: (<0 ) { ?) = I I 3 l; 0 
/ ,v 

(/ 2u '\ Pl J. \J - {- /{) '1 (lo\ - ~ (-' (){) = If· -- 3) J,j- ,;_.) 'V l J ~- • , 

r5on,z-- = J8'f_bO 

is b.v. 

(?) = d-,,r_f,if-tl, .5on·i,,- - 7 7 ~ 2() 

Voor ex'.::: cJ,OS mae dus de waarde O,OS'ii/1-flO-=-- J8f6 niet overscl1r0'7 

worden. J3ij ep,•·;~i_7(4jge toetsing b"v. ,{cc:O te._;enJ>obestaat de kri·'_;iekc 

vz uit c/_ --- I en g,:.: 6 met P(f) -t- P(6)-==- ,12,o ---1- ,zioo ;:.-c:; cJ,o,zq ~ a,o,3 
71 J-.2 ° ./ 

J3ij tweezijdige toetsing }~an slc hts ft== O en µ. =;! 
- I 

gonornen warden .i,iet P(o) -1- P(7) ::::· 2 x- ;,:,,o . = a, OlJJ ( of q = o, q. = I 
/ 'jts 2 o 1 . ) 

(2 :c O en rJ.: =; met P(rj f F( 1) -/' P(?,)+' I -+ P(;l)::::; 406 hetgeen > <J,(JS ls r 

17elisvvaar is P/o) -t P(1) -1- _P{J1) == P(c)r P({)t- ?(7)::;;o,03,2<'406J1mar keuze:~ ·v,r" 

(Sen dezer beio.e ~{ritie~rn vzn en ver9erping der hy:rothese -'1""' () sv:Jr 

kan niet tegen ,i -lo geschieden 1 daar men dan van de alte~-

natieve moc;elijkhcc1eu hetzij ~ > 0 ( door weglating van F(G_) ) hetr•i..: 

~~-< {) ( door weglating van .?(1) ) onvolc1oende in aanrnerking genomc~1 

8. '.:Je gaan nu over tot ty:qe II. Schrijven we korthoidshalve _fJ res) ,-7 

voor t'i resp. c; en /6 1 r2sp. q)' voor f!z. resp. 

bij willekcurige t0e~Platen hy~othescn 

dan is volgens 5 
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De te toetsen hypothese luidt: 

Do.a.rbij blijft ecl1ter/ nog on(;es~_>ecifict::i::rc1. zodat de whn nag van de 

=·"J';c};:ende :,)arameter f afhangen. Nu is vol.:::;ens 4 onder de hypothese ,·Y(, 
P ( " \ p ,• ) (' N \ /."' -~ .. /1_ d I _ a, ~jJ het :;:)roduct van clci wh { :'! == 'l.) 1 .., f' dat q. -+---(;:-=- t. 

is en de wh P( a }ll.)=: (·Jj { i) /({J da t @ = ti is onder voorwaarde dat 

(I+-§,:,/~ is. Hicrin hangt allecm de ·eerstgcnoemde wh van de onbe\:enC::.e 

~_iarm,wter af. '7e kunnen dus oen to0tsingsrn.othode baseren op de voor--

' ' ' ' " " .. ) 6 
'-. 

' '· 

fig . .l 

daar ondor de voorwaarde 

, . 
en do voorwaardelijkc wh F( tl/'l) 
is de ver1J.ouding van c_c) rnassa in 

tot de 

de cha.gonaal _!.- ""'. t 
dozer C:.iagona-

len bij oen zclfde onbetr~~vba2r~eids-

drem:9el d.. een kri tieke vz ~: V8.n 

rooster_,_Junten, c1an is voor iedero 

fl p r ( g I {: ) € l(~l I @ -/, .. f.: = ,"] :i ex) du s 

celdt voor de vercnigingk dezer 

kri ti elm vzn 

{ Q {) 6 !(~ '-9,ec1ui valont zijn. Dcrhalvo is /{ eon kri ticko vz bij 

dczclfdc onbutrot:.Pbc,arh0idsdr:_:::,111e:l ex, • De onbe!{1.m.c18 wlm .P{a.--;,. t{;' ::-: ./zJ 
zijn door du so:.rr,1atic over /i geiiliE1inecrd.. Voor hct ·t.1ee:zij dige geval 

bosta&t f( (voor o! = 0,05 ) uj_t c.:u in figuur 1 0E11ijnc.1c, punton. 

IIen Jc8.n dus b:i.j type II J?r0cies dc'.:::;elfdC: toc,ts 

toGpasson als bij ty10 I. Het vcrschil tusscn do typcn uit zich (behal­

ve in h-c, t fci t dat c1c b0rokcndc ,!'fhn daar absoll.:.te 7 hiur voorwaardol:ijko 

zijn) slechts in het ond8rschcidingsvcn1og0n. 

beschouwen we de roosterpunt.a'} i..-ri een ruLxte 7 vv2.arbi,j 

langs do coBrdinaatasson uitgozet zijn. Deze zijn gehcul. ~ o en 
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gebonden aan de voorwaarde C2 -,,.._J'+e.. ~ /)/ 

i:wet z:Ljn. De roostcr)unten li 6gen dus in een gelij\:zij dig rechthoekig 

-1:;etraeder. (Vgl. figuur 2 voor 1Y::::: 4 ). De punten wc:;,arvoar t:2-t-4=.4 

c en a -1- e. = /m..,. is, liggen op e en 

N 

r~clrte in de richting van een li-

chaamsdiagonaal van het kubische 

rooster (vgl. fig. voorJt,,,2, 'lll==~°'J 

hi1.:;r zijn dit alleen de punten 

a "' -4 ::: .1 , c ::: ,1, , dus d =' o en 
a = ~ _.J .:::o o cE ,,, ./ 1 dus 

d :;: ;/ ) . 
Op elk dezer lijnen bezit a weer 

de hy})ergeometrische verdeling van 

typo I als voorwaardelijke verde~ 

ling. IIen ldest dus weer Ol) elk 

dezer lijnen een kritie~e vz 

en verenigt deze vzn tot 

ook 

Ook hier zijn door de ovcrg::::mg tot de voorwaardc:lijke whn c1e onbekenc1e 

whn gucliminGc;rc1, zod;::,,t i;1en ook thans dezelf rle toets c\ls bij type I lmn 

10. Dci term ;, dubbele dichoton1ie ;; '1rnrdt door Barnard. al10cn op type III 

toe:Jas::rnlijk :JE:ac::1t. Voor type II gebruild hij de term 1·2 x 2 com::.)ari­

son trial;; e~1 voor tn,e I de t2rm "2 x 2 inde:,;i(ondence trial';, hoowel 

dc:;;o laatste benaming eerc1er voor ty:s:io III geschikt schijnt. 

11. ~·c.mslotte zullen , e no:; cnigo opmer'::in:;en ici_akcn over het onderschoi­

clh1;:;:3vc:c:t'1-0geL. En 1:11::l zullen rJc dsze vast]cr10rKm aan hut stochastise:h 

wij z,cn of -middelen 't;,~1 en ~ z~l d2,n niot ec~n bepa;_:"L e ui twerking 
,f (/ ::, 

(·:(::.Jositievc) re2,ctio;;) ten'gevoli;c ~-::unnen hebbon. De v1hn dat dezn 

o;)trucdt noc:_len we --;61 re,sr. ·jJ1 • Doze v.1hn zijn het gevolg van hct 

f cit c1:0:,t soi,;~::1igo patient en (net fq .z: ) wel o:;:l ;;: :rJLaar nict o:p 7z 
o.ndci"'e ( met fo if-- ) wel op 'ft1 1nac:r ni e;t o:;_J t;(I reageren 9 als deze 

1 0 d · ~ y 

'i'!orc1t to:;gu __ 1a.st. Bovcmdi2n ,.=cC·1-tcr kuj·u10n er paticnte::~ zijn (met f1 -:< ) 

die OI) beido en Elndere:i (met Jq __,tt,. ) die op geen van beide reager,Jn, . 
of Joudon reageren, als de genoeswijzen worden toegapast. (Socls nasalijk 

is hGr onmogelijk, bej_de gen0cswijzcn toe tu IJassen.) In ieder geval 

ge::)eft het experiElent dat zich in de dubbele dichotomie laut ui tdrukken 

alleen uitsluitsel over pG:tic.1~;0:q., 't:;:[;aro9 slechts 0en der beide gonoet-,-
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vJij ze:n is toc0ge1)ast. \Ve hobbcn c1an 

f',, X --/· I,(, 1/1 -- j - ;P.: :; ,I/ -,'- -<i.> 
,, 

,., ,r, /f --r ,v. -- ,v 

I " 
;! ,i, -= I -- /).:. ::: ..Z, ..- .-0· 

IIot j_s dus niet mogolijk z. /I en z ( cm u.. = 1 - ..x - Jt - z ) in /1 en 

/.), uit te c:.rukken; {en der driu 0roothedcm blijft onbei-:iaald. In-, ~ 

chem 1,1c)~"l echter wocc 1 c:J.at b. v. reactie o;;l Y;,.~ Ina2r nL;t op '{; niet 
,l ·C, 

\;:a:c1 voorkrn,11:-::11~ c1an is // ==- cJ 9 dus ,: = /\ en .JC ==- jJ1 -16.z, ;!,n u == (f. 
Onder deze algcmcmo hy:1othc,sc ,?! is bij guge--

. 1 /LlS 

de hyporgoonctrisc~e fct voorstelt. De 

voorwaarclclijke wh is nu dus 

farn 

is 
1 ) 

onc7,srs ch0 icl.ingsvenD.ogen, 

N , r;7;, /Z- , p1 on P2 • 

Voor :;rote waurdun d:.r randtotalen, :fll"8cies2r voor ,1-n n Ir- .-1.f ----,---->>J ;y3 

1) Volgcms punt 4 iD dan 7' (-z / cl~ ) 

:uc-t;rische f' ct nkt arcslxnwnt 1 :Ls du.,s 
I-· 1a 112·'~ /'t. 

F('.- ,rr.,) --/t; /?. -/l.--;- 1 ~ .f) =- y; --- 1 
., .L-.. n I/,,, . _ , ,., -, . a 

(-<,. \.."" __ ., _..,-J 

" zoals ook recJ:rl:;str0ek::cJ ui t de iduntitoit 

afgeloid~ (Doze 
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7cunncn we me:t buhulp van de asymptotisdw nor1,:.,li tei·c iets mecr over 

o<(f1 ,/2..) te w0t,,:n komcm. D2zc, :s-::ldt ook hi0r, daar P(c).,,1) h0t 

::.:1roduct van twc::e: binoais.1-e v-'"'r lin6·cn is, di,:: b0idG asymptotisch nor­

,]1aal zijng 

J ( 772 \) a, ,,n-(.).. 

( 0. / ;0_.· 71 ~ --------

mits, bohoud0ns 

Dus 
j 

j 

,.-..J 

wordt dit met 

(' t .:i.. 

c? ,a- mh (./i -- a - /l tJ 
= - -.I-• :::: 

!Jll/J;,.., 1~1)_ 9.., I I/ I 

1-..::. 
'-

-~ 

{l. -- ,172 /1 ) . t == .-i - ,.-nr~ 
~✓ (r"' ~/ a ·- A'.- --· cc - + = 

(/71. /), r, I. -1 
n/, J..., V_2 % 

,..__, 

,-'t = .-i- -n2.-/)-; - ,Jz11_-,, 
:J ,• -

::. (' i r _ __}__ __ )\ I';: - ____ !!!.p.3..J..______ t \2-;-
;;;---;-;;- 11;) a. ( •.J.. -rn p 11 -t n. p., a.;·i -· ) ·rn ,P/.J,1 --;- -n D2 Cl2. 

i'I "f,, I 2 /' 2. , I ;, I ' , , 1. I . I 

Dij intc➔gratio van P (l?) 'l-11.) over a bij constnntG /cverdwijnt de 

ecrste turm van Q in d0 0xpon~nt, tcrwijl e~m factor 

(-__j__ + I ) ; J/2 fZ -- ~/~-;l r;J;: ;n- p, Cf; f.2 ~2 

r,n f, J1 ,n f2 1,-i ,m/'J 1f, +•·Tl-,~ cJ.; 
/ I,__';.. 

I i __ /_~---

TJ(,.,,)' ,..__, ________ ·P - 2 TYJn1 ''J· 1 t- nh_'.'12 ..J 
r . '" ~ -----· . ~ r u,r;. 

//2- TC (,1n f1 71 -l 'I';,,~, 92 ) 

De GCrstG term in Q bchoort dus zelf bij de voorwaardelijkr" verdeling~ 

:O.w.z. ondcr voorwa:.crdc .1t =A:. is a bij benaduring normaal vc~rdccld rnc::t 

variantie -mp1 9' nl'.2</i. en v2r1mchting 
Inf>,, 91 --1- n /'2 9 i. 

-mp, ·t· m/,r, {'l - ·7llf'1 -- ,n P2) = 
?nlb,f/, --;-- np2f/,. 

1n ,n.. p, /:?2 ( ·) _ _ m h 91 ,- - 9,. -- Cf' -;- -'--'-_.,_,__ __ /z-
Dl / 1 Ji --t -n f',..C/2. 7n f', f; --;- 77/2 f 2. 
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0·1d,,r c~c hy:poth,:;so c!:Z: gaa.t de c:,_rst,; t..:,rrn in 0 cm de tw~'-::de in 
, ·''l . 't /l;"? .:,-

0 V .;T, zodat ch:: v;:;:nvac~Ttin(·; gclij!i: a,.n 
N 

wordt. Tevons is in 

c2lut, voor /J == />1 ·=: P2 , behoud0ns 

zoc1at de variantiu 9 behoudcns · 0(Y}i) 

toct.lS.ing Jc:an \ ✓ orden tocgc}X'ist 1 

scl1icd.t dl}.s als 

.fir."ti(::urcJ. is,. -/c.; 111oc-t;2i1 

id a:.- __ :'.~1:1/.!:. 2: /: I /3}_.n h J 
m - ;-:,::z v ;yJ 

·krckonon • :!JG b2irlu tL:r::.C;n 

J'.,t r'-·cht2r lid is tJ( ('ii) 

wordt 

Dit 

met 

cJus tr-1c:1t'-;n 9 de wh vi'.'. (S() van de ongE:::lijk­

OE,~e:c clc· algc,;1-;:me hypothusc cf' te 

linlc:i :0ijn rS(1Y) ; hun vcrschil, e:venals 

. Daar ook A - '-t;,~ = '&~1 - .,,J &(i/f/) zijn, 

:CJ, clu.13 in l1c:t rechter lid bohoud0irn cc:n fout van kluin;.:; orde (t.vv. 

) /I'. en 7 iL i. rcla,tie:f 

c:lG or 1(;; .J :::. 1n c; -+ .-n a~ 
- - /·/ l";U 

vorvangcn 1,10r den. 
iJ, i J. s 6nder :.::J l1y-o·V1.?ce£ c'.G,.L1j_vs,lc::.c1t · .. :·i;: 

a __ .m_.,_p_,__,_f~1 __ ,;;,~ -~ t ,1~~/ll -t,~ cf,.:i - ,)lt,'JZ/-', /2 ((?; - )-I ?l1f}~ -- '.'.'.:'ti;,, 
m /; 91 T n;l'z 9 ;i_ , ',X /Y J ?Jl_P, '1✓ -/• •7,'Jz 'µ ' J I{; \ ~,01, 1· ?7,4 7'2 IY / ,_, 

Is dus van het laatstc lid tot de 

s ,_,r::.; i ding van dan gceft intGgratic van 
? ( a, i .ir.,) bij constants ~ 

Hierin is dus 
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blijkt Joor ind~ dubbul-., int0;gra:::i.l links C..o variab-.:;l:.m tL 
I I I (( ,c r, i 

ll ::: --·------1---· C:11 -t / ~ LL - "'7 ·II. 
• "•••~••-~e• ~•••-•-

[ 

v~-;li--

I , I... .1 2 I;!. 

c:/-f: du e 
-·- a ·t ·-- j' ll I {I. 2 . 

voor 

i is i wc.arin / c:n 17 do 
Ji/ .-<I/ ot = c7t0 Y!Ordt voor 

-=_t-ftt)=« 1 

de vcrd8lingsfct 

.... ··r•n·t·-, /'/ {o .-7) \...,, l_, ,.J JV I J I 

/i { 0 1 f/1~--n 2 ) 

I 

'. (:; rJ_uc:: c;c.. vonckn, 

) 

I -- {lJ ( __ _!__ )' 
T V/-·f-,?}). 

is var1 

en de 

verdccld 

bovun aan,~·-:.:g,;VL:11 wac0"rc1_cn hubb,.m. Ter controlc ~ 
f_ >_: ~\ ;:; - 5:d. en f c;; O dus d {vto)-== 

vcrcist ir:1. 

Om cL.czc uitdTu7-cli:ing voor rx(of) tG ovcrzicn 

c:i;ovon we /J;i, ccn constant~ wear 
I 



COCUGiilCYl. Daarbij is 

J3ij constanto 

/1 -> (X' (r_1 (.t ) de tweodo 
/i ·'. ,-·-\ 
cJ ( 1-!Yj 

zodra 

Whr. 412 

is de ccrsta term voor 

Dcrhalve is h~t lin~er lid 

en wel gac.t het (voor /Y.......:,-, :x> monotoon) 

lJi j 

naar c:1 , dus oc ( c?f:') naar 

Voor vol-~ 

bonadcring 9nafhankelijk van 

en voldocnd groto ;y e:an monotoon stijgendo £ct 

,,, H1t'..1cstm 
Ci. ( :'() 

zui v,.,r is. 

j --·--· ------7~-- ·---~··;.:.~:=::~ 

131: 

of 

t e ci'Qll de 
(:::, 

bij gegcvun 

mo:::t worc1on Oi,l bij ec,n Yvaarde V3Xl 

de wh van een fout 

van de tvw e o.e 
tcn1ijl de v1h van ocn fout van do 

ocrsto soort :::::-CK blijft ( steeds bj_j 

b(-:.:Hs.clurin0 voor /l,'5i>.1 ) • Daartoo 

D\_;ze ui tclrukkin,~; worc1t eenvouch[:e:r :..l:3 Lt0n ,m"' n e:n p = rx kiest g 



Jl,:J,::ft rnon dus bij 

, • . .5 ch:::,tt e vvaardcn 
';'; / . \ . ,r,--,-~ r / - ,·:2 ,_._ l 11 ,1f._") -/- ~/ h;;} - ;] 

;-(} cJ.;~1,·t; 

Whr, 413 

cen vcorlo~ig exfori~:nt dG waardon van 1~ on 
.- ("\ 

211 1 s P hct ger:ii (1c10l c~;c fm a het vcrschil van 

on 

en 

~?.-= 1-P 
//1:;·- :;;> .l 

d2n kan Den door 
to .kiezo:n en .. ;rn ne11rnn borei-

l ct 
J- t.) is do wh dat 

_,yp' 
. , ~ ~ ._t;i 

!), --p· I I ;:_ 
is de vvh dat 

() 
niat verworpon wordt 

Pf •iJ. Naast de reech:: in 6 gcnoomdc coi3ff:~cicnt 
\ 

N 
.ord3n no; vcrschill0ndo an02rc coifficiinten gebruikt. K.Pearson (1904) 

/'/ _/ .. ·---- --· 
- v~;:l/1,€-

Voorto is cchter het 

·H:.!.c op t e m.2r~;:en g 

1,;1accr6.on 1r = - J en li' ""-1- J lrunnen j_n hc.·t algcj•iccn nir.::t wordcrn 

11.,;. no_;,rn:n ~ dac:rom is no dig dut 111__,y -=- 11 .--d reffp. •}it' J "'' ·n,t. is, }wtg0en 

:c,.,irit dat ,·rn-==- .J ,n c.A:' rC;E:1:1. 111 = .,,_ .-n = 6 is. 0:pdat 7? d2 'Naar-

,, .,.:c +l cm - 1 beidc~ kan aa:nnernen i.3 a.us no dig, dat ,nz. == ,n -=A:.._ •..• &J = i I'/ 
is. Uon hceft daarom anderc cogfficiCnten ingevoerd, b.v. 

a r:I- _ .. i/c 
a cl-+ --le. 

•. ·:. U. Yule, 1900, 1912) e:n vcrschill,.mc1c anders 1 dio onder rn .. inc1cff 

en -1 kurn1en 

,1.an112m0r1. Dez G he bb,~n c cht c,r 1 ·,er,rn d,,.<:l s hot r::_;3,du.__:1 9 da t hun ver dGlings­

f ct onbckc)nc~ is, en c1at b. v. zclfs hun V8I''11::1chtin.:; u1 spr0iding niut tu 

is, dus 

is sloc:,_ts dan. T'\ • 

.bVGDZO lS 7c = -I voor 

1 als 
.o 

t;, ..,, ,-·:n -,:- •i, ) is, en slechts 

dan. 
De cooffi.cicnt It L3 ingovocrd in een tij c1, toon 

0cn nog meende, aan d□ waardc van zulk cen co~ffici6nt, zonder de vcr-



c~uling te konncm 9 do ··mate" van associ.ati2 of corrcLiti-2 t;::, kunnon af•-

1 ;~on 7 en cl21::n'o:e1 .Tc erk u,in [','·~ ,~alL.-:n tus::;,,n -- / en + j he:chtte. Thc,.11::'l 

of zelf :J bovd1 ,,l ( of ccn <l0r 

3 ander,; Vccria,peJ.en) de voor:1::,.t'..r tc; gcv,.;;:1. 

NG.a.wt de m.ean sc~1tare contj_y1 )ency voer 

: , Pearson ( 1904) ook nog (}e '1Coeffieient of 1i!.eun square- contin,:;ency' 

in, die 3edefin1eerd is als 

CJok deze corJfficic;nt lean L.1. het 2;,l::;e; 1eE"m De w2,arcle J niet E:;_:;.nneE(en. 

Tr,:cd.ei' ontnoet men in de litteratuur sorns een cl.oor A.A.Tchui)row (1939) 

,roor ee::] .. J ) . . / 

cJ.elde 6 eval ( 

-tabel voorGe □telfe co~fficient 1 die voor het hicr 

.,/,,. .A'=',•'[., ) gelj_j\: i:::, ar.n //'jj,- • 
:'[en on-t,1oet de~:e coef:i:iciC:nten vaak in een 

ver~cregen worr}t, door de substi-

;i c is, zoc:.:lc, r;emalckeli;jlc n::~ tF., re:';: 

,··'.r';~· csa1me e1·11t -·e hy_:othese , ,, = .. ~ 

)/2 
/L 

onder 

, .•.~. Barnard, 

. . I'isher, 

(' Vr.:,- l 11 • ,., • ,.,,,~nc.a , 

• :: • Fear son and 
.he.rrington, 

V~l. ook I.G.Kendall I, p.306 en hoofdstuk 13 • 

. /i.. .. new test for 2 x 2 tc::.bles 1 Nature ,15_§. (1945) p.177 

Sig:nific,.:,nc? tests for ~~ z: 2 t,=,bles, Biorn.etrika 34 

(1947) p.123-128. 

Nature 15 C:i ( l '_)/~ 5 ) 

The Fisher-Y~tes test ol si ificance in 2 x 2 con-

tingency tablf.:L0: 1 OL!_etri:;:a .J..5-. (194[J) p.145-156 

'l'he advanced tJh."ory of Statistic :3 7 I, London 194 7. 
The ~ower function of the test for the differe~ce be­

tween tr:o pro·portions in c, 2 x 2 ta.ble 1 Biou.etrika ).2. 
(1948) p.157-175. 
The choice of statistical tests illus·trated on the 

interpretation of t~ classed in a 2 x 2 table, 

BioaetrikE\ 3~- (l~:L!-7) ,.13,:;-1s1. 

2 x 2 Tables; the ')O\ier function of the test on a 

ranc1o,'J.ized ex;>eri 1ent, Biometrika l2_ (194D) p .. 331-345 .. 



/., 1~. ·:C·chu}Jrow, 

Ct. U. Yule, 

'Hhr. 415 

· MatheiJatical co:ntri bution ·to the t>ieory of evolution 

XIII. On the theory of conting('nc:/ :.ncl its relE:tion 

to association and nor,;;al correlat:Lon, Dra:yer' s Cog 

Research Medoirm (1904), Biometric Series I; oak in~ 

)(.:Pearson's early Statistical :9a:pers 7 Cam.brj_dge Un. 

Preas 1948, zie pag. 445 en 448. 

The ~atbeuatical theory of correlation, 1939. 

Oj_1 tJ1.E: a.r::soci.:tion of attrilmtes :in stattstics Phil. 

T-rarn3. A 194_ (1900) p. 257. 

On ths r:ic:tli.c)d,3 of mea.suring the as,.,ociation between 
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