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Aan de Hooggeleerde Heer 
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AllSTERDAI,f. 

Prof • .Dr D. van Dantzig, -.~,__ 

Hooggeachte Professor van Dantzig, 

De Heer Drion meant de oplossing gevonden te hebben voor het probleem 

van de ttijklijn", dat hij U een paar waken geleden mocht voorleggen. Ik zou 

het zeer op prijs stellen, indien U Uw oordeel hierover zoudt willen geven. 

Hieronder volgt de uiteenzetting van de Heer Drion. 

De oplossing is gebaseerd op de t-test, zoals deze door ClUJvI~lR op blz. 

237 wordt uiteengezet; dit wijkt dus enigszins af van WELCH's ideeen. 

Om de gevolgde methode duidelijk te doen uitkomen, moge eerst het over­

eenkomstige ,en-dimensionale probleem worden behandeld. 

Uit een norms.al universum met gemiddelde_u en spreiding ~ is een steak~ 

proef van n individuen getrokken. Hat gemiddelde· van de steekproef bedraa.gt 

..1~~x = x en de variance 1 1 (x - x) 2 = s 2• Gevraagd wordt de w:aarschijn-
n n -
lijkheid dat een nieuwe onafhankelijke wa.arneming aan een individu uit dit 

- >' universum een waa.rde = zal geven, zodanig dat x - ! = /J • :De grootheden 

x -~ en ;-" zijn ona.fhankelijk verdeeld met gemiddelde nul en met spreidi:g 

.,f!_ respectieveliJ"k J. vn 
halve no:rmaal verdeeld 

Het verschil {i -µ;) - (; - ,~) = i - :..: = a is der-
' I 1 

met gemiddelde nul en spreiding "'1 1/ 1 + -. De waarde n 2 
"B"2 is verdeeld volgens een l 2-verdeling met (n - 1) graden van vrijheid., 
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Het quotient 

is dexhalve verdeeld volgens de t-verdeling met (n - 1) gra.den van vrijheid. 

Het twee-dimensionale probleem, het eigenlijke probleem van de ijklijn, 

kan op analoge wijze behandeld worden. Stel dat de ware vergelijking van de 

ijklijn y ,.. a + p (x - i) is. Hierbij zijn de x-waarden nauwkeurig bekende 

grootheden, de ~-•arden de corresponderende aflezingen van het te ijken in­

strument. Aangenomen wordt, dat· de y-v;aarden bij vaste x normaal verdeeld zijn 

met gemiddelde a + ft (x - i) en met spreiding ::; .. Door de vergelijking in 

bovenstaande vorm te schrijven wordt bereikt, dat de functies van x, waarmede 

de coefficienten «en) vermenigvuldigd zijn, nl. 1 en (x - i), orthogonaal 

zijn .. Dientengevolge is de covariance tussen de 11roaxirm.un-likelihood11 - schattingen 
f.•,:.:/ ,•,•,•·,,,-:;, 

voor a en p gelijk aan nul. 

De ijklijn wordt va.stgelegd door telkens enige bepalingen te doen bij een 

aantal verschillende waarden van x. Het totaal aantal waarnemingen bedraagt n. 

Door middel van de methode der kleinste kwadratan worden de beste schattingen 

(maximum-likelihood schattingen) a en o voor ~ ~n p gevonden, benevens de schat-
t . 2 1 ";""' ,. ~( ::\(2 d . 2 ing s ,.. n _ 2 ,:..,,1 y - a - u x - x. 1 \ voor e variance ry ,. 

De vormen (a - o) en ('6 -fl":'~ zijn beide onafhank~ijk en no:rmaal ve1eeld 

met geroiddelde nul en variance .:..;;... res:pectievelijk -( _) 2 • De waa.rde ~ is 
ll ';,' X - .X: CJ" 

2 -
nu verdeeld volgens een "( verdeling met (n - 2) graden van vrijheid, onafhanke-

v lijk van (a - 11) en ('S - ~ ) • 

Het probleem is nu, om de waarschijnlijkheid te bepalen, dat indien bij 

een waarde .. X een nieuwe be paling geda.a.n wordt, hierbij een ui tkomst i '1 gevonden 

wordt. 

De verdeling van y - a - ~ (X - i) is norma.al met gemiddelde nul en variance 

1 2• De verd.eling van (a - a) + (o - P ) (X - i) is normaal met gemiddelde nul en 

2 1 {X - i) 2 1 • variance ·'1 I- + _ ( -) 2 I 
ill ,::.., X - X ' 

De verdelingen van (a - a) + (o - ~) (X - i), van ii - 11 - ~ (X - i) en van 

v s2 ,.. n ~ 2I (y - a ~· oricJ£ zijn_onderling onafhanke~ijk .. Derhalve is de verdeling 

van [ (a. - a) + (o - 11 ) (X - i) J -l ;>J - a - ;J (X - x)J ... i + 'B (X - i) - '7 normaa.l 

met gemiddelde nul en variance 
2 

2( 1 (X - !J 
::-r -n + ,,.., ( -) 2 

, L, X - X 
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Het quotient 

lcs.-o) + co-,)(x-i)J (X - i)] 

"" a. + 0 (X - i) 

J'1 (X - x) 2 s, 1- + _, ______ 2'_ + 11 
· 1.n :S(x - x) i 

- 'I 

... 
zal de=.ha.lve verdeeld zijn volgens de t-verdeling met (n - 2) graden van· 

vrijheid. 

Indien men met behulp van de ijklijn ~e bij ~ behorende wa.a.rde van X 

bepa.len wil, zal men hiervoor in de bovensta.ande formula die waarde van ttt 

moeten invullen, die een kans P • 0,5 heeft om door het toeval overschreden 
A 

( i) 'I-a. te worden, d.w.z. ttt • o. Men vindt da.n X - x .... :g , d.w.z. de media.ne 

v waarde van X wordt gevonden bij het snijpunt van y ... f'/ en de ijklijn. Con­

fidence-intervals voor X vindt men, door de waarde van t", behorende bij 

P ""i en P • 1 - a te bepalen en door uit de k:wadratische vergelijking X op 

te lossen. Hierbij zal a.Ileen de wortel overeenkomende met de positieve waarde 

van J'l + ((X - 32)~ + 1
1 

betekenis hebben. 
n '.5.: X - X 

Indian de ijklijn kromlijnig is en men geen aanleiding heeft om op theo­

retisohe gronden a.an een bepa.alde vorm de voorkeur te geven, dan kan men pro­

beren een tweede of eventueel een hogere graads pa.rabool a.an te pas11«1n1. Indian 

men de fomule in de vorm y .... @ 0 P0 + 0 1P 1 + • 2P2 + ••• + CllkPk schrijf't, 

waarbij de P1 •s orthogo:nale polynomia zljn, da.n zal a.ls beste soba.tting a1 
voor a 1 een in y- lineaire vorm gevonden warden; de vormen a.1 zijn normaal 

verdeeld en onderling o:naf'hankelijk. De variance ·van a0 P0 (X) + a1P1(x) + . 

a2P2(x) + ••• + ikPk(X) kan da.n gevo~en worden ala de som ,Var. (i-0)1P0 (X)~ 2 

+ Var. (a.1)~P1 (X)~ 2 + ••• + Var. (ik)~Pk(X).~ 2 ; deze ~rianoe gedeeld door 
2 · · ·,2 (( , ) a is verdeeld als een h verdeling met n - k - 1 graden van vrijheid, onaf-

hl,nkelijk van (ii - ai). 
Men ka.n derhalve op geheel analoge Wijze te werk gaan als in het lines.ire 

geval. 

:Met bij voorbaat onze dank voor Uw hulp, verblijf ik met de meeste 

hoogachting 
De Afdeling Bewerking 
Wa.a~suitkomsten 

he. Hoofd 

~ 
(Th.J.D.Erlee)o 
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YO Dr. r:rtea aappa •• ik kaa 4aareYer bet ••11•••••• 
leat · ·· 

De •tbN.e •• •-••11JJa• parauteraeba.ttinl ii •••• .. \ 
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•t l>la.a atiaea 2 1aat1t• re1e1, altaea ··lt ••••• al ••n• ••eel •• .'b11. ·J alt••· 1 ·••••1••'•• r1,1tl . . •• 
t•tlaa •• wort••· tu••.•••· De ••r••• ah vu ,a1 .. "') I Is .:1.., 11ael tu14e1lJk. 

De "'oorgaud.e opa:Pld.•1•• ~1~• ia he, b13s•mt.•, Wllt bet• 
11.et 1-trekklag \et 4e .1:oe,ual•1 ••• •••• Wllt •• 
heidagreu •J ,a1 •. l, •••r ten1•••lp ••• d.e .·····•····... . .. . 
YU •• •r4• .J . de oa'bett'..,.'baarbe1• te 11t1a,teeN. II• 113, 
•••1•1•1•. lea aaunulger tuatu vaa •• h:ltrYNr aaa • 
)nqe». eornett•• 1ou eetawr ••r ti34, vtr1••• .• 

la de beop u hi1rm,de wm 4:least te •~J• 1eweest ea 1 
gor• tot ••••••• &49111•• 1Mtrtl4, tetea 1k 

H••1achtea4, 
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Aan de Hooggeleerde Heer Prof. Dr .D. van Dantzig, 
1,iathema.tisch Centrum, 
2e Boerha&vestraa.t 49, 
AMSTERDAM. 

Zeer geachte Professor van Dantzig, 

Ten vervolge op mijn brief van 7 J'.Taart jl. No .. 49 S 92 

z.end ik U hierbij een beschouwing van de Heer Drion over hat be­

rekenen van een ijklijn, indien aangenomen moet word.en, dat in 

beide variabelen een fout voorkomt, zonder dat de verhouding 

tussen de twee stand.a.arddeviaties bekend is. Wij zouden hat zee:r 

op prijs stellen Uw oDrdeel over daze oplosaing te mogen vernemen. 

Hier volgt thans het betoog van de Heer Drion .. 

Voor het aanpassen van een rechte lijn a.an een reeks punten, 

welke zowel in de abscis a.ls in de· ordinaat met een fout belast 

ZJ.Jn, is, voor zover kon warden nagegaan, nog steeds. geen bevre­

digende oplossing gevonden, tenzij fl priori ten minste de verhouding 

tussen de varianties voor beide richtingen bekend is ... De beste op­

lossing is wellicht die, Welke is gegeven door A. WALD in 11 The 

fitting of straight lines if both variables a.re subject to error11 , 

Annals of H:a.thematical i3tatistics 1940. Vol. XI blz. 284 .. Een ernstig 

bezwaa.r van de oplossing lijkt echter, dat de waargenomen grootheden 

in twee groepen verdeeld moeten warden en dat de uitkomst, t~zij 

het a.a.ntal punten zeer groat is, dus in het algemeen van deze ver­

deling zal afhangen. De oplossing, die hieronder gegeven wordt, berust 

in wezen op het beginsel der maximum-likelihood,. 

2 - -



Gegeven zij een aantal van n punten (x1,y1) - - - (x11 ,yn); de 

grootheden x. en y. zijn waarnemingen van (onbekende) grootheden f. 
J. 1 ,; 1 

en~. en de verschillen (I. - x.) en(~. - y.) zijn onderling ona.f-
J. J. J. J. J. 

hankelijk en normaal verdeeld met spreiding 01 resp .. ~ 2 • lfoc.h r:1' 

noch c2, noch hun verhouding zijn bekend .. r.russen de grootheden l i, 
en t;. bestaat een lineaire betrekldnrt r;. "" 0 + ;;, ; . met constante. 

J. ""J. 'J. , 

doch niet bekende coef:ficienten 'ft en p. Gevraagd wordt een schatting 

voo:r f•, ,S , <1 1 , en c:2 • 

De v1aa:rschijnli jkheid een ui tkomst (x. ,Y.) te vinden, als de 
J. J. 

ware waarden J. en~- zijn, is evenredig met: 
J. J. 

exp. + 

Het is duidelijk, dat alle punten, die op de ellips E 

··, • :2 
c1 

I 

liggen een geli,jke waarschijnlijkheid hebben .. Deze vraarschij11lijkheid 
') 

zal het grootst zijn indien k.c. zo klein mogelijk is .. 
J. 

De waarschijnlijkheid van het gelijktijdig o:ptreden der waarden 

(x1,Y1) - - - (xn,yn) is evenredig met: 

1 
F=._ ... -n°""nn )1 "2 ,,. 

II 

b · . t ;:: ., d · b t 1~1~.: i• " ,:1 • ' t t ,vaar J.J ussen :.i en -.i e e rei~ng 'i = ""+ !-' ,:;i oes aa .. 

De moeilijkheid is, dat niet de 11ware 11 waarden ; i en t; i bekend 

zijn, doch sleohts de waargenomen waarden x. en y." Om d.e ware waarden 
J. J. 

van c. en r, . , behorende bi j de waarneming x. , y. , te vinden kan nu even-
1 J. J. J. 

wel warden geb:ruik gema.akt van een soort maximum-likelihood redenering; 

het punt (x1,yi) zal daarbij gerekend warden een w~arneming te zijn van 

dat :punt (~.,11.) van de rechte lijn r1 = 'l+,~g, dat de grootste waarde 
J. J. 

aan de waarschijnlijYJJ.eid F. van dit 
]. 

vinden, indien k. 2 zo r,.lein mogelijk 
J. 

gebeuren geeft. nit zal plaats­

is, dus als het middelpunt (~.,~.) 
J. J. 

van de ellips E zo~nig op de rechte gekozen wordt, dat de ellips raakt 

a.an een lijn door (x. ,Y.) evenwijdig a.an "7 == a + /j ;., Hierbij moet in 
l. l. 

het oog 6ehouden worden, dat de assen der ellips een constante, zij het 
""" -· 1 

nog onbekende, verhouding ~ hebben .. 

Het is duidelijk, dat tegen een dergelijke maximum-likelihood 

redenering bezwaren aangevoe:rd kunnen warden. Bij de normale vo:rm 

van het maximum-likelihood beginael kiest men de onbekende parameters 
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dusdanig, dat het samengestelde gebeuren bestaande uit den waar­

nemingen, zo waarschijnlijk mogelijk is. Bij de onderhavige op­

lossing wordt evenwel de verdergaande eis gesteld, dat elke deel­

gebeurtenis zo waarschijnlijk mogelijk vlas, weliswa.ar gezien in 

combine.tie met alle andere \\'aargenomen deel-gebeurtenissen, zoals uit 

het vervolg zal blijken. In elk geval zou echter, indien de pun.ten 

(x. ,Y.) niet de waarnemingen warem van de volgens bovenstaande rede-
1. J. 

nering berekende punten (:\,/Ji), de plaatsgevonden samengestelde ge-

beurtenis een minder grotere waarschijnli jkheid g-el1ad hebben dan bij 

deze aanname, zoals ook het geval zou zijn, indien de constanten a 

en Li en '11 en c2 een ande:re waarde hebben dan uit de onderstaande 

berekening volgt .. Jit rechtvaardigt, in de sfeer v::n de maximum­

likelihood hypothese, de methode waarschijnlijk voldoende .. 

Voor de verdere ontwikkeling moet 0ebruik gemaa.kt v.rorden -van 

de volgende hu.lpstelling uit de analytische meetkunde,. 

Hul;J?stelling: 

Indien de ellips 

.:r, /1 
(,1 

2 
X 

Stel de 
2 

X 
k 2 :'( 2' 

'1 

P(x1,y1) 

2 
y = 1 raakt a.an de rechte lijn 

ellips E met formule 
2 

y 
+ k2 ;;: :::! = 1 raakt in het punt 

'-'2 

a.an de :rechte lijn / met formula 

y = a + bx. 

De tangens van de :raaklijn in Pis 

- 2 

2 
k 

-b '1 Y1 
De:rhal ve is x1 = ~ 2 • Inge~~ld in de vergelijking voo:r ,t, 

u 
2 

waa:rop het punt P(x1,y1) ook ligt, geeft dit: 

(b • 

"' r<; 2 
"" - 2 

,., 2 + b2 -; 2 
2 1 

Y1 (1 

x1 ::::: 

' 

. 2 ?. 
b O 1 

) + . -~ ·2 . :::: a 
""2 

l -a.b c 1 
2 b2::::5 2 a 

2 + 1 

Invullen van x1 en y 1 in de vergelijking der ellips levert na ver-

eenvoudiging: 

-4-



2 2 2 2 2 
a b ,,,-1 + a a 2 

k2 (o 2 b2cr 2)2 
2 + 1' 

Het betoog loopt verder als volgt: 

Teneinde ,de maximum v1aa.rde van de likelihood-functie F (fo:rmule 

II) te vinden, moeten. eerst met behulp van net boven uiteengezette 

princi:pe de waa.rden van ~. en rJ • gevonden warden bi j bekend veronder-
J. J. 

stelde a, P, ~1 en a 2 en vervolgeno die waarden van deze vier groot-

heden bepaald warden, die F tot maximum ma.ken. Om de maximum waarde 

van een factor F. te vinden, moet het rechterlid k2 van de formule van 
J. 

ellips E gevonden worden,die door het punt(x.,y.) gaat en daar een 
. J. J., 

lijn parallel a.an de lijn l met formula f/ == a+ ft~ :::-a.a.kt, of, vtat op 

hetzelfde neerkomt, het rec~ter lid van de ellips E' met middelpunt 

in (x1 ,y1), die de lijn TJ == a + 1~; raakt .. 

Riertoe worde. de oorsprong verplaatst naar (x1 ,y1). De trans-

formatievergelijkingen luiden ~' =c: - x 1 ,'IJ• == 7J - y1 .. De vergelijldng 

va.nlvvord t nu: 

of wel 
t 

1/ I :::: ( -y i + QI + ft Xi) + /) S j 

die van de ellips E! 

Uit de bovenbewezen hulpstelling volgt, dat deze rechte aan de 

eliips zal raken indien: 

De waarde van F wordt dus met behulp van deze maximum-

likelihood redenering 

·1 
F ==---.,,....--

-:5 ll'J' fi :19 n 
1 2 
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De norma.le maximum-likelihood methode zegt nu, dat de beste schattingen 

a, o, i 1 en s2 voor •, 6-, a1 , en d2 gevonden word.en, door die waa.rden 

voor deze grootheden te kiezen, die F maximum en dus - log F minimum ma.ken. 

Het minimum va.n 

I: (yi - ,fl - j8 X ~ ) 2 
• i 

-log F = 1:. 0 2 2 ,2 + n log a1 + n log q 2 + n log,-
· 2 +P "1 

wordt gevonden door de partiele a.fgeleiden van - log F na.ar m, p, 
a1 en d2 gelijk a.an O te atellen. Dit levert: 

of wel 

-6-

•., Ill 

IV 

V 

VI 

VII 

VIII 

IX 

X 



I 

_,,.,.. ,.vc-r.J .-1,t:r,; 
~.~,-,,,,,.._,, / 

JJ efo1l"t l ~ k 
y-14.011-.. 

-6-

Uitkomst VII toege:past op vergelijking IV levert: 

-:sx. (y.-a-ox.) 
J. J. l. 

In combinatie met IX volgt hieruit: 

n 
- '5 = o 

Substitutie van (s22 + o2a12) uit VIII geeft: 

:E(y. - a - 'Sx.) 2 
1 l. 

2 -~ 

s;-;: 2oxJ.. ( y. - a - ox. ) + ,Z (y. - a - ox. ) 2 = 0 
l. J. l. l. 

.-.( ")2 "l,""'~2 2 O L. y. - a - ,., u x. = 
J. l. 

Uit III volgt: 

Het kvva.draat van XIV, gedeeld door n, afgetrok ... ¼:en van XIII, 

geeft: 
'"""~ 2 (.S y i) 2 2 lr 2 ( Z xi) 2 ~ 
~y. ---- = '6 Ex. - ----, 

1 n 1 n , 

Uit·XIV volgt: 

XI 

XII 

IlII 

XIV 

XY 

XVI 



f 

Tenslotte geeft XII in combinatie met X: 

~ xiy i - a Z.:xi - b~-Xi 2 oz; (xi - x) 2 -I: (xi - x) (y i - y) =------2-n-~-----=------~2-n~~--------
xv:rr .. 

') 

Het teken o moet dusdanig gekozen -vrorden, dat s1 ,;.. positief wordt., 

Indian de covariance van x en y positief is, k:an dit alleen bij posi-

tieve ti, indien de covariance negl3,tief is alleen bij negatieve o., 
Ten~lotte volgt uit X en XV 

o2>: (x~ - x) 2 - D "C (x. - x) (y. - y) 
.... 1 l. 

Formulas XV"I - XVIII geven de oplossing van het probleem., 

XVIII. 

Opgemerkt moge nog women, dat WALD bij zijn methode van oplossen 

tot de betrekking (in onze notatie uitgedrukt) 

komt (loc.ci:lr. formula 9), die klaarblijkelijk samen.½angt met onze 

formule XV .. 

Met bij voorbaat onze dank voor uw hulp, verblijf ik 

hoogac:1tend 
BevrerkinG 

Tsuitkomsten 

('F:1.J ,.D.Erlee),. 



.tan de iteer fh.J • .o. .Erle.Ht• 
Koningsltade 12, 
Den B~ag. 

i.eer Geachte Beer .irl1u1, 

De beantwoording van. Uw brief vu )0 

(15) kart j.l. !u,eft emge Yertraging ond.enon.den, door4at 
er - soals ik de ~eer Drion en.ige wuen gsleden reed.a kort 
modedeeld• - enig bezwaer tflgu te uken is, en het emgedna 
m.oeili~k bleek, duidelijk au te gevc,. waarop dit gegrond u. 

In het betoog wordt u.itgegaan van ea 
2a-41MnaioD&le wh-verd•ling voor de monsters, voor welt.er 
diohtkeid U: t,,,,1n plaats van F 4 schrijYen. Op grond van de 
omerstellingen die geaaakt worden ) ~ 

J! I. = I ..ex,. I- { Zl,r.·-/,'I~ 1. Z.ft,•-,t•t!_E!.'-J r·"" i,,,,,.; .., c;, • ~.. ~ ... 

Voor de /;wordt nu. een aann...iiakate 
,11ew.atting bepwd. De hienoor gebruikte geometriacme aethode 
geeft hetzelfde resultaat ala d.at waartoe de mthode Y&n Jiaker, 
toegeput op de {: alleen. zou leiden, t.w. 

,\ 

/.• ::.: ~ i .._._. .,, j& o; a 1,t,•-tJIJ 
djt~~•tr,-s 

,t A 

Daarui t volgt met hf/ = « -+~ /; : . .. 
'Ire.· fl 

Bubstitu.eert men de I,· voor {,- in n. 
d.an ontataat Uw foraule op peg. 4 onderaan1), t,w. 
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JJ.ti• grgvtR:eid IW@l is Sltn.. 2n~d.1atUi2• 
~•-verd~;i!:!!;Sdiehtheid ••~r.• lntegreert aen nl. over 
~,-··>~M., y,.,··· > y- ~ d.an wordt de integraal .,.~ • De ge-
vonden waa.rden voor fe· vormen d~s niet - zoals het geval 
sooi'"jnt te zijn - de aanne••l1~kste aehatting voor d11 I,·, .llAar 

in het geheel geen scbatting QD l.l9M tY 4t !111tNi1 MAIIIH}.­
+1:!St?P. • 

Beschou.wen we t~r toeliebting het eenvoudiger 
geval Yan een enkele te schatten parwneter f) e11 zij /t•ID) de 
verdelingsdichtheid van iedere waarnen.dng. findt men door oplos-

" sing yan de vgln van Fisher een waarde I- , dan zal men deze al-

leen dan als aannem.elijkste schatting kunnen beschouwen, indien 
zij gelegen is hiPHn ~•ti waardMf!21:.td df:!i 6'. ~i9Fli1M!II ,i&a g 
9en verdelig_g van ¥,et onderstelde tne te gel9. Dit is echtar 

·, 
niet ste0ds het geval. Beschou~en we ter ili~stratie hst geval 
van 2 onbeiatnd• parameters/'- •n tr' ener normale verdeling, en 
d.;1 de opgave gesteld, deze uit !£a wa&.rn&miog :t te aehatten. 

Men zou geneigd zi3n, met cr~resp.. t:r~te vermenigvu.ldigm 1u1 te 
conclul.l.ere tot jt=- ~ , tr,,," .. D.w.z. men zou eoncludaren, dat de 

gevondtui waard.e tevena de ware. ware, en .~t de sprtdding DUl 
wti.re. 1ie Cfmelusie achter 111 f out,, oadat de Yerdeling voOI" tf"=- o 

niet meer nor11:aal (maar ednw, .. ardig) is_. ~odat men met de gemaak­
te oDderstelJ..ingen in etrijd komt. (.Bovendien vold.oen /-:: ~, u: <> 

niet noodzakeli~ a.an de gt1vonden vgln, daar de linkerleden on­
bepuld worden. BoYendien mak.eu de~e aarden /lc/lj=z ~ .,; -i ~:14:~L 



r ~/~ ~.f tr"-s o Ad"~ ;c:::~ .,d'a.. ~Jllr j:-_; 
.. " niet l'Pt ean ~~®llti neemt m.an eorst /' .... a- .u dan t:r:::" • 

dan dt /= -1 ~ {/ laa t ••n fl en r ~elijk tot bun grtulff&al"-

den naderan, dan llangt het a.f van de wag in het ( j<-., r )-Yl&i: 
waai.~langs dez~ bereikt warden, ot men et1n. lilliet voor / Yim t t 

on, zo ;ja, we.lke). De conclu.sie behoorde dus te l~dezu omer 
alle aogelijke ac.b.attingen (f,. r) is &!!Q d.e aanne11,el13ka't•• 

In bet door iJ aangegeven gev-a1 ia de si­
tu.«rti• analoog1 zij het gecompliceerder. Ondersteld wu,. dat de 

2 n wa~mngea QAQ.§£ .es As Js~.11 waren. JJ.en schat. nu. de 
paraaetera /,- en vind.t e1u1 verdel1DE 9 waarbij alechta n waarne­
mingacomoinaties OJlllfhankeli.jk zijn.11 doord.at er n (niet slchts 
stochastiache uar selfs exacte) athankeliJlthed.en. t.w. ,,. 

~•-.f, = Je'- i,· 
-ji',1- ~ 2' 

tu.sen beetaan. Geooncludeerd moe-t dan ook worden. dat er s•• 
&a:m:Mlmelijkste sohatting voor de /l beataat. 

lmerdaad gaat, zvala de heer lieMlrijk 
opmerkte 11 de waarde II~ voor ~=,, en di~ 0 met ~ #o, II;, 'F""' :, :,,·:;&.IJ!l 
naar + '° , zodat zij dan du.a zeker as maximWIL heeft. 

Ter toelichting v~eze wellicht ongewou 
situatie diene nog heb volgende, w1aarbiJ we evengoed ~ ala S.llt­
Ye~ kl.tllD.eJil beachot1ten. daar de moeilijkheid alleen in. de schat­
tir,g der fc· gelegen ia. 

Oniersteld'llia, d&t bij iedere waarnelli»g 
~ en 1' stocbaati.Bch varia.bel ziju. .iJi tzell'de gelut d&n ook YOOI' 

de CG5rdinaten 'Jt', J' t • .,.v. een coorf.liitgtenstelsel, waanan de 
'K' -as laD.gs ._1,e iJkliju v-~ t $J.l de J'-u en t.o.v .. de ellipao. 
aan tn--sovoegd ia {Of ~1/~-a. en daaraede de rbohti:cg de.r ! :..a 
~~kEUl!J: is, doell hier niet ·te.r zake). bove.nd.ien zi;)n °'I' ~Hl )' ' 

Pkt e;rv.ai IAQ .• , Qp.d$,£ft@:Lil Q.Q&'~;i.~,tlitt om&rlillg 2uatllmtl.i&• 
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kelijke 
ap.re1ding tr 1 ( \\lr / ~ = (T,, + di, 1,. ) en elk 

t! , deze geaiddelden 11n 
bet geval,. dat boven voor n w 1 als 
Tindt t /::; dt'l, fill tr I:: 0 f J. • W ti i,,. 

ala men deze parameterwaarden aoc~pteert niet aear 

• A\ndes 
knnnen 

prooies 

bier is dua geen aamieelijkste 
aanwezig. aen aoe111jkhe1d te 
lijke onderstelling der n~'m.aliteit ta Tallen~ 

'£ I /_ a.ls um1Eu1eli;Jkste eveneens J~· = ~,· 1 tr=- o d.w 
a.ls men e vrijheid voor keuze der v&rdelingen der 

nemelijk~~ 
aa:m'leulijk•• 

wen 
en 

een 

- van 66n 

ener aan­
van voldoeDd 

f, · t.vreden etellen, een 
~•kere voordelen biedt. 

van behandelen, 
voor 

ovarigens 

dat 
imuddeld dtt J. uaar aaleiding van emi and.er, uar 
verwant probleem zeer een betroQwbaarheidsge-
bied voor de parameters van aft aangegeven, ut behulp 
ener "'="'""""" diiil van i.lll zgn. lto'Ner-statistican verwant is. 
todra dit volledig 1$ "'"""'""'" """""''" .... "''""' we er U _,,u.·u.= mede in 
ltennis stellan. 

lJ 

gegeven te hebba, varblijf ik, 




