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Aan de Hooggeleerde Heer Prof. Dr D. van Dantzig,
Mathematisch Centrum,

2e Boerhaavestraat 49,

A STERDA M.

Hooggeachte Professor van Dantzig,

De Heer Drion meent de oplossing gevonden te hebben voor het probleem
van de "ijklijn", dat hij U een paar weken geleden mocht voorleggen. Ik zou
het zeer op prijs stellen, indien U Uw oordeel hierover zoudt willen gevene.
Hieronder volgt de uiteenzetting van de Heer Drion. \

De oplossing is gebaseerd op de t-test, zoals deze door CRAMER op blze
237 wordt uiteengezet; dit wijkt dus enigszins af van WELCH's ideeén.

Om de gevolgde methode duidelijk te doen uitkomen, moge serst het over-
eenkomstige één-dimensionale probleem worden oehandeld. .

Uit een normaal universum met gemiddelde # en spreiding ¢ is een steek—

proef van n individuen getrokken. Het gemiddelde van de steekproef bedraagt

.%%ﬁx = X en de variance - 1 1‘?(x - i)z = 32. Gevraagd wordt de waarschijn—

lijkheid dat een nieuwe onafhankelijke waarneming aan 88n individu uit dit

. . . R - g
universum een waarde f zal geven, zodanig dat X = ¥ =7, De grootheden

X —m en £ =y zijn onafhankelijk verdeeld met gemiddelde nul en met spreidimg
a
Ang respectievelijk ¥. Het verschil (X —#) - (¢ —4) =X = 5 =7 is der-

halve normaal verdeeld met gemiddelde nul en spreiding ﬂy1 +-%. De waarde
2

%? is verdeeld volgens een 12 ~verdeling met (n — 1) graden van vrijheide

— 2—
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Het quotient

(X —p) = (§=u)
8 = c:‘g'1 + 1/n

——ry
n

= -2‘,-
gs'n + 1

ale

¥ is derhalve verdeeld volgens de t=verdeling met (n = 1) graden van vrijheid.
Het twee-—dimensionale probleem, het eigenlijke probleem van de ijklijn,
kan op analoge wijze behandeld worden. Stel dat de ware vergelijking ven de
ijklijny =a + f (x = X) ise Hierbij zijn de x-waarden nsuwkeurig bekende
grootheden, de y-waarden de corresponderende aflezingen van het te ijken in-
strument. Aangenomen wordt, dat - de y-waarden bij vaste x normsal verdeeld zijn
met gemiddelde & + g4 (x - E) en met spreiding -~ . Door de vergelijking in
bovenstaande vorm te schrijven wordt bereikt, dat de functies van x, waarmede
~ de coéfficienten a en § vermenigvuldigd zijn, nle 1 en (x - X), orthogonaal

v zlJn. Dientengevolge is de covariance tussen de "maximum~likelihood"=~ gchattingen

i 1 Y gor @ en B gelijk aan nule

De ijklijn wordt vastgelegd door telkens enige bepalingen te doen bij een
aantal verschillende waarden van x. Het totaal aantal waarnemingen bedraagt ne.
Door middel van de methode der kleinste kwadraten worden de beste schattingen
(maxlmum-llkellhood schattingen) 4 en B voor & en § gevonden, benevens de schat-

2 1 (2
ting s wJH—:fE_A}y -8 - B(x - E)\ voor de variance = .
. De vormen (& -=¢) en (B =48 % zijn beide onafhankdélak en normaal verdeeld
met gemiddelde nul en varlance-— respectlevellgk-—-—————Tg « De waarde'—z is
(

. nu verdeeld volgens een',‘f_2 verdeling met (n - 2) graden van vrijheid, onafhanke-
v1ijk van (8 =a) en (B -6).
Het probleem is nu, om de waarschijnlijkheid te bepalen, dat indien bij
een waarde . X een nieuwe bepaling gedaan wordt, hierbij een uitkomst Z'q gevonden
wordte w
De verdeling van y ~a =8 (X - E) is normaal met gemiddelde nul en variance
52, De verdeling van (& ; ) + (b -8)(X = X) is normaal met gemiddelde nul en
2,1 X=X
vV variance J gﬁ~+§s%;f:ig%2_}.

De verdelingan ven (8 =a) + (B =p)(X -X%X), van gy -~ « = § (X = X) en van
2

" _‘2h(y -8 - Bx}n,z13n onderling onafhankelijk. Derhalve is de verdeling

e va.n[»(a-a) + (5‘5)(7{--)‘ t“’- “-;‘(X-_)—} =&+ B (X =X) -7 normaal

+ met gemiddelde nul en variance

2
?2(%+v~}((-x—2 +1)
S

x - X)




Het quotient _ |
[(5—0) +(5-#)(X-E)J -—(r‘z-—c-—;ﬁ (x-i‘)]

2
. 1 X =X Y
)
e

e

a2+ b (X ~AE) -

SX —~xl

“(x - %)

L

zal dewnalve verdeeld zijn volgena de t-verdeling met (n — 2) graden van
vrijheide.

Indien men met behulp van de ijklijn de bij 7 behorende waarde van X
bepalen wil, zal men hiervoor in de bovenstaande formule die waarde van t"
moeten invullen, die een kens P = 0,5 heeft om door heg toeval overschreden
te worden, d.Weze t" = O. Men vindt den (X - X) =¥2—%—5, deWeze de mediane
waarde van X wordt gevonden bij het snijpunt van y =7 en de ijklijn. Con-—
fidence~intervals voor X vindt men, door de waarde van t", behorende bij
P=% enP =172 te bepalen en door uit de kwadratische vergelijking X op

te lossen. Hierbij zal alleen de wortel overeenkomende met de positieve waarde

‘ Vi 1 4
van j% "’H + 1 betekenis hebben.

Indien de ijklijn kromlijnig is en men geen aanleiding heeft om op theo-—

retische gronden aan een bepaalde vorm de voorkeur te geven, dan kan men pPro-
beren een tweede of eventueel een hogere graads parabool san te passen. Indien
men de formule in de vorm y =a P+ %P, + @P) + o o o + &P schrijft,
waarbij de Pi’s orthogonale polynomia zijn, dan zal als beste schatting éi
voor ﬂi een in y lineaire vorm gevonden worden; de vormen él zijn normaal
verdeeld en onderling onafhankelijk. De variance van &P (X) + 8y (X)

&, 2(X) e oo+ ak k(XL) kan dan gevvnden worden als de som Var. (a )gP (X)(2
+ Var. (a1) P (X)é + o o o + Var. (ak) Pk(X)g ; deze variance gedeeld door
a2 is verdeeld als een L verdeling met (n -k — 1) graden van vrijheid, onaf-
hankelijk van (ai - ai)a

Men ken derhalve op geheel analoge wijze te werk gaan als in het lineaire

geval.

Met bij voorbaat onze dank voor Uw hulp, verblijf ik met de meeste

hoogachting
De Afdeling Bewerking

Waaraem suitkomsten
het Hoofd

(TheJeDeBrlee) o
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30 Maart 1949.

H4R1 124, Bévericing Vasrnendngsuttkonst
. wer. a ngs koms
§maingsk:d@ 12,

Mijne Heren,

Tot mijn szgjt had ik, mede tengevolge van mijn verhuizing
naar Valeriusstr.58, niet eerder gelegenheid Uw schrijven dd
7 dezer in bchs&d&liug te nemen. Ik heb thans de besch en
{t& Dr. Crion nagegaan en ik kan daarover het volgende medede-
en:

De methode van samnemelijkste parameterschatting is cor-
rect toegepast met dien verstande dat zij in de noemers van de
voor s8? gevonden uitdrukkingen °§ bladzijde 1 em 2 % 4in

laats van £  resp. 3% geeft. Dit is ag zichzelf geen

gwaar daaf de methode overigens ook resultaten gesft die
slechts asymptotisch voor m - oneindig juist zijn. Dit diemt
echter wel in aanmerking genomen te en, daar dientengevol
(zoals bij iedere toepassing van genoemde methode) im het eind
resultaat, bijv. in de berekening vam t'! afwi} en van de
relatieve orde 1 kunnen optreden, die somtijds tot nog groter:
afwijkingen in de berekende wasrschi inlijkheden kumner leiden.
Het is mogelijk dat degze afwijkingen bi] de gebruikte noemers

== resp. ;-, iets kleinmer zijn dan 21J bij de noemer
gouden zijn, maar dit zou afzonderlijk diemen te worden nagega:

In verband met het bovenstaande dient enkele malen, bijv.
op blz.2 alinea 2 laatste regel, alinea 4 eerste regel, alinea
derde regel en blz. 3 alinea 1 voorlaatste regel het woord asym
totisch te worden tussengevoegd. De eerste zim van pag.3 al
2 1s nlet geheel duidelijk. ‘

De voorgsande opmerkingen zijmn in het bijzonder van betekeni
met betrekking tot de toepassing der methode van de betrouwbaax
heidsgrens op pag.3, daar tengevolge van de o]
van de orde < . de onbetrouwbaarheid te geflatteerd kan zijn
voorgesteld. Len nauwkeuriger taxatie van de hiervoor aan te
brengen correcties zou echter meer tijd vergen.

In de hoop U hiermede van dienst te zijn geweest en steeds
gaarne tot verdere adviezen bereid, teken ik .

Hoogachtend,

Prof. Dr. D. van nunawﬁ’
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Aan de Hooggeleerde Heer Prof. Dr D. van Dantzig,
lathematisch Centrum,

2e Boerhaavestraat 49,

AMSTERDAM

Zeer geacihte Professor van Dantzig,

Ten vervolge op mijn brief van T lmart jl. No. 49 & 92
zend ik U hierbij een beschouwing van de Heer Drion over het be—
rekenen van een ijklijn, indien aangenomen moet worden, dat in
beide variabelen een fout voorkomt, zonder dat de verhouding '
tussen de twee standaarddeviaties bekend is. Wij zouden het zeer
op prijs stellen Uw oordeel over deze oplossing te mogen vernemen.
Hier volgt thans het betoog van de Heer Drion.

Voor het aanpassen van een rechte lijn aan een reeks punten,
welke zowel in de abscis als in de ordinaat met een fout belast
zijn, is, voor zover kon worden nagegaan, nog steeds geen bévre-
digende oplossing gevonden, tenzij 2 priori ten minste de verhouding
tussen de varianties voor beide richtingen bekend is. De beste op—
lossing is wellicht die, welke is gegeven door A. WALD in "The
fitting of straight lines if both variables are subject to exrror',
Annals of lMathematical sStatistics 1940. Vol. XI blz. 284. Hen ernstig
bezwaar van de oplossing 1ijkt echter, dat de waargenomen grootheden
in twee groepen verdeeld moeten worden en dat de uitkomst, téﬁéij
het aantal punten zeer groot is, dus in het algemeen van deze ver—
deling zal afhangen. De oplossing, die hieronder gegeven wordt, berust

in wegzen op het beginsel der meximum-—likelihood.

D



Gegeven zij een aantal van n punten (x1,y1) - - (xn,yn); de
grootheden Xy oen y, zijn waarnemingen van (onbekende) grootheden gi
en 7. en de verschillen (Ei - xi) en (qi - yi) zijn onderling onaf-
hankeli jk en normaal verdeeld met spreiding 61 TeSPe 52. Noch ¢4,
noch o9 noch hun verhouding zijn bekend. Tussen de grootheden ji,
en ﬁi bestaat een lineaire betrekicing ¥i = O 4 §§i met constante,
doch niet bekende coéfficiénten ® en f. Gevreagd wordt een schatting
VooxT Gy 5 , 51, en Jse

De waarschijnlijkheid een uitkomst (Xi,yi) te vinden, als de

ware Wgarden §i en 1, zijn, is evenredig met:

PR 2.

. b o o L] (3 =) Gy =)™ :
Log . = 7 ~ Pe = 51 - ¢ A 1
S BN e %% )

Het is duidelijk, dat alle punten, die op de ellips &

: 2 2
(3, - %) (ny =) 5
612 7 422 =k

liggen een gelijke wasrschijnlijkheid hebben. Deze waarschijnlijkheid
zal het grootst zijn indien kiz z0 klein mogelijk is.
De waarschijnlijkheid van het gelijktijdig opireden der waarden

(x1,y1) - (xn,yn) is evenredig mets

{ - 2 n e 2 i
P el oxp %VA~EEE~—*§iZ- + Eii-:gizw ; 1T
o by b - e = & . - /
£ 0(111,5211“11 ? 51 Co 3 ?

waarbi j tussen,§i en Qi de betrekking %, = &‘&ﬁ;i bestaate

De moeilijkheid is, dat niet de "ware! Waarden«§i en T, bekend

ziljn, doch slechts de waargenomen waarden X; en y.. Om de ware waarden
van Ei en vi, behorende bij de waarneming Xiy Ty te vinden kan nu even—
wel worden gebruik gemaskt van een soort maximum-likelihood redenering;
het punt (xi,yi) zal dasrbij gerekend worden een Waarneming te zijn van
dat punt (Ei;ﬂi) van de rechte lijn 7 = 2+ 7§, dat de grootste waarde
aan de waarschijnlijkheid Fi van dit gebeursen geeft. Dit zal plaasts-
vinden, indien kiz z0 klein mogelijk is, dus als het middelpunt (gi’"i)
ven de ellips B zodanig op de rechte gekozen wordt, dat de ellips raakt
aan een lijn door (xi,yi) evenwijdig aan 7 = « + S5, Hierbij moet in
het oog gehouden worden, dat de assen der ellips een constante, zij het
nog onbekende, verhouding-ﬂé% hebben.

Het is duidelijk, dat tegen een dergeli jke maximum-likelihood
redenering bezwaren aangevoerd kunnen worden. Bij de normale vorm
van het maximum-likelihood beginsel kiest men de onbekende parameters

-3
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dusdanig, dat het samengestelde gebeuren bestaande uit de n waar—
nemingen, zo waarschijnlijk mogelijk is. Bij de onderhavige op~
loseging wordt evenwel de verdergaande els gesteld, dat elke deel=—
gebeurtenis zo waarschijnlijk mogelijk was, weliswaar gezien in
combinatie met alle andere waargenomen deel-gebeurtenissen, zoals uit
het vervolg zal blijken. In elk geval zou echter, indien de punten
(xi,yi) niet de waarnemingen waren van de volgens bovenstaande rede-
nering berelkende punten (gi’ﬁi)’ de plaatsgevonden samengestelde ge-
beurtenis een minder grotere waarschijnlijkheid gehad hebben dan bij
deze asnname, zoals ook het geval zou zijn, indien de constanten g
en § en 7y en 32 een andere waarde hebben dan uit de onderstaande
berekening volgte. Dit rechtvaardigt, in de sfeer van de maximum—
likelihood hypothese, de methode waarschijnlijk voldoende.

Voor de verdere ontwikkeling moet gebruik gemasakt worden van

de volgende hulpstelling uit de analytische meetkundee.

Hulpstelling: o
Indien de ellips bd%fz + kdl >~ = 1 raakt aan de rechte lijn
. A% ‘41 e ‘~»J2
¥y = a + bx dan is:
2 2,. 2 2 . 2
a” =k (v2 +b°a, )
Bewijs:
al
€
4@);[?W, P Stel de ellips B met formule
: B o 2 2
| .
j %é\ E;;é%;g— + 1;;%%;2* = 1 raakt in het punt
i . "
X, ; /
J n / P(x1,y1) asn de rechte lijn £ met formule
£
’ ¥y = a + Dbx.
k2 @22x1 Cp Xy
De tangens van de raaklijn in P is = —g—=5—= -5 = b(=1tg?).
1 o] b <
b2y AT e
Derhalve is Xy = ————l§~—— o« Ingevuld in de vergeli jking voor,fz
o

waarop het punt P(x1,y1) 86k ligt, geeft dit:

2 .2 2
3’1=a+(b-"‘“‘7;§2‘“)’ 5’1(1+“~‘g;'z”)=&
2 -8sb C 2
a 52 v, = 1
e - T2 %2
o * b 4 2 1

Invullen van Xy en y, in de vergelijking der ellips levert na ver—
eenvoudigings:

-l



ate,

2
a2b2@1 + 2 2

5 5 + b2012).
k (52 + b0, ) ‘

Het betoog loopt verder als volghs

Teneinde de maximum waarde van de likelihood-Tunctie F (formule
II) te vinden, moeten eerst met behulp van het boven uiteengezette
principe de waarden van &i en ni gevonden worden bij bekend veronderw
stelde &, g, 3@ en J, en vervolgens die wearden van deze vier groot-—
heden bepazld worden, die I tot maximum meaken. Um de maximum waarde
van een factor Fi te vinden, moet het rechterlid k2 vaen de formule van
ellips B gevonden worden,die door het punﬁgxi,yiggaat en daar een
lijn parallel aan de lijn~f met formule 4 = a-+3§ raakt, of, wat op
hetzelfde neerkomt, het rechter 1id van de ellips E' met middelpunt
in (xi,yi), die de 1lijn 17 = @ + 3% raakt.

Hiertoe worde de oorsprong vervlastst naar (xi,yi). De trange
formatievergell jkingen luiden E' =% - xi,eé =7 =Y De vergelijking

vanfwordt nu:

i i
of wel
N - . )1_'

M= (s b @ v axg) + B,
die van de ellips E?

}:‘2 712

2, 2 +k2¢0 7~ =1

= 2

Uit de bovenbewezen hulpstelling volgt, dat deze rechte aan de

ellips zal raken indien:

. 2
- @ 4 iy =
( Y4+ xi) k

Derhalve geldt: 5
2 (=yy + 7 +3x;)
- rs 2 A 2 - 2
+ 2

4

2 ' 1

De waarde van F wordt dus met behulp van deze maxinum

likelihood redenering als volgt:

'~J~("'yi + @ +ﬁxi)

= umum;lMM”m_ 8XDe = i
B= s Ny R0 TN
1 2 2 L
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De normale maximum-likelihood methode zegt nu, dat de beste schattingen

i, b, §1 en %2 voor & , § , d,s en @, gevonden worden, door die waarden

voor deze grootheden te kiezen, die F maximum en dus - log I minimum haken.

Het minimum van

‘ W2
R Z(yl - 9 "‘4@ Xl)
~log F = w 5 55 + nlog61+ nlogm2+n loga
62 +8 c:“-1

wordt gevonden door de partiéle afgeleiden van ~ log ¥ naar @, g,

9, en «52 gelijk aan O te stellen. Dit levert:

(810g 7 2(yy = & - Bxy) o |
_i 7 a fn- A 2 - 5:.2 = 4 » IIT
i o 8,7 + B 8,
I ”~
® = 3
- x,(y, - & - Bx,) T)§22(y-—éi-ﬁx)2"
2log Pl _ ZTiVi i 1 i i
o e L = 0 IV
.; 8, + bE 8, + 84 .
- 536‘62" >y -~az--1'3:{):2
8 log i i n
RECE - (3.2 + 3% 2)2 * 3, =0 v
- : 5 ]
,3'/ - &
17 %
: 8,5 (y. - & - Bx )2
¢ log ¥ Do\ i n .
“\" %o, [~ 5 .o tE =0 Vi
. 2 - (8,7 + 878.°) 2
‘ 2 1
02 = 8,
Door optelling van V en VI na vermenigvuldiging met %1 TesSPDe §2 wobdb
gevc;nden:
~ -~ bl ~ P o -~ 2
- 522 + 52812)2“4(5]'. - & - Bx.)d -3(y. - & - Bx,) .
i i i i
+ 2n = + 2n =0 VI
(8,2 + 3%5,%)° (3,2 + v°8,°)
2 1 2 1
of wel
sy, -a-8)%  _, L,
- oy = = 8y + B 84 : VIIT
Uitkomst VII toegepast op vergelijking V levert:
- 52§1’ n
5 -5252 .2n+-x——-$1 = Q
Sy 08y
28%8, 2
YRR E x
8, + 8,
a 2 2, 2
8,7 = B 5, X

-
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Ulthkomet VII toegepast op vergelijking IV levert:

~ ~ 2

-Tx; (yi -8 - Exi) ) 631 o -
3 2 + BQA 2 " 2 é& 2 ° - -
5 8 8,7 + B8,

In combinatie met IX volgt hieruit:s
- — o
Xy (yi & 'Bxl) Cn L, . et
3 2 626 2 T “
2 TP
a2 2. 2
-2x; (;)ri-a.—-ﬁxi)—ﬁ(sz +Bs1) = 0

2

(z‘!-ff*é& ng’x&i gﬁw@g.% wti "zxi (yl -4 - Exl) - R = 0
T dowe X w b
V&fﬂ%&m 5
‘>,,2*6xi ( y; -4 - oxi) + 2y, - & - Bxi) = 0

)
i i’ it® 0
a2 «pl 2

S - - =

2 2 a2, 2
< - 3 - 5 :
=y, 287 y; + nd B X XIIT

Uit IIT volgts

Yy - né = B.Z'xi XIv

Het kwadraat van XIV, gedeeld door n, afgetrokken wvan XITI,

geefts 5 >
57 % <
Ji T Th =P (L T T m y

— P

Ty, =¥)°
L XV

Z(xi - X)

Uit XIV volgts

~

& =y - Bx XVI



4

-T=

Tenslotte geeft XII in combinatie met X:

n A 2 2 2 ~ 2 ~
x ( 8,7 + B7s, ) =2 nb 1T = ~$:“i(yl - & - Bx,)

fad <N 2 < bl 2 . w—. L3
L2 Ty, - a%x; - bIxg ) ?)zt,(xi - X) --Z(;xcB - X) (yi - )
8 == 2nb - 2nb

XVIT.
2
Het teken B moet dusdanig gekogzen worden, dat §1“ positief wordt.

Indien de covariance van x en y positief is, kan dit alleen bij posie
tieve B, indien de covariance negatief is alleen bij negatieve D.
Tenslotte volgt uit X en XV

2 =2 -
22 _ 42 2“3-"4(3‘1“") - 8%(x; - %) (y; - 7)
Bp =08y = n

- 2 -
Z(yi“:);) ”Bz(xi"'—‘) (yi"Y)
= En KVIII.

Formules XVI —~ XVIII geven de oplossing van het probleem,
Opgemerkt moge nog worden, det WALD bij zijn methode van oplossen

tot de betrekking (in onze notatie uitgedrukt)

Sy, -D° L Bz - DF

komt (loc.cit. formule 9), die klaarblijkelijk samenh&ngt met onze
formule XV.

et bij voorbaat onze dank voor UwW hulp, verblijf ik

hoogachtend
De Afdeling Bewerking
Yaaghemmingsuitkomsten

(ThedeD.Brlee).
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27 April 1949,

Aan de neer Th.d.b,. Brlee,
Koningskade 12,
Den Haag.

Leer Geachte Heer ﬁ&l@@,
e beantwoording van Uw brief wan 30
(15) daart j.l. bheeft enige vertraging ondervonden, doordat
er - zoals ik de Heer Drion enige weken geleden reeds kort
mededeelde - enig bezwaar tegen te maken is, en het enigszins
moeilijk bleek, duidelijk aan te geven, waarop dit gegrond is.
in het betoog wordt ultgegaen ven een
2n-dimensionale wh-verdeling voor de monsters, voor welker
dichtheid ik /i, in plaats van F zal schrijven. Op grond van de
onderstellingen die gemaakt worden ) P

o o, 2l 3:/2 :—411?3;/
z /%" T (ew0)” 4 / v }
Voor de § wordt nu een aannemelijkste

a;- l-
schatting bepasld. be hiervoor gebruikte geometrische methode
geeft hetzelfde resultaat als dat waartoe de methode van Fisher,
toegepast op de ;: alleen, zou leiden, t.w.

A

f. = d;z&' 4/50" {,t'-“’.j
¢ f:‘ﬂ a.z
Dagaruit volgt met o;,' = o4/3 3’
% b geeg | g
75* a? %430 "
Substitueert men de f voor f m i1,
dan ontstaat Uw formule op pag. & onderaan ); t,We

¥ %m . / arp /_z, Z lp-a- P )t }

(rg0) ™ R

) De factor g7 was per abuis door # vervangen.
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nale verdsliqgsdichtheid meer. I.ntegreart men ni. over.

Uy--=> Koty Sy, 5 Y dan wordt de integraal »oo . De gee
von&en waarden voor }" vormen dus niet - zoals het geval
schijnt te zijn - de aannemelijkste 3ch&t‘sing voor de 3', , maar
in het geheel geen schatting gp g2 Ve gemaakt e

lingen .

Beschouwen we ter toelichting het eenwvoudiger
geval van een enkele te schatten parameter ¢ en zij //xlﬂ) de
verdelingsdichtheid van iedere wasarneming. ¥indt men door oplos-
sing van de vgln van Fisher een waarde ﬁ s dan zal men deze al-
leen dan als aannemeli jkste sch&tting kunnen beschauwen‘ indien
zi] gelegen is hinne S ~en kan om
een verdeling van het anderstelde tme te geﬁea. Dit is efeh‘{:er
niet steeds het geval. Beschouwen we ter iliustratie het geval
van 2 onbekende parameters J en 7 ener normale verdeling, em
zij de opgave gesteld, deze uit é¢én waarneming a te schatten.
De wgln worden

w‘:o & (....ﬁ/—- =
o"-

den zou geneigd zijn, met o >resp. 7 te vermenigvuldigen en te
concluderen tot M=% , >0 . U.W.z. men zou coucluderen, dat de
gevonden wearde tevens de ware ware, en &@t de spreiding nul
ware. De conclusie echter is fout, omlat de verdeling vear s=o
niet meer normaal (maar édénw.ardig) is, zodat men met de gemaak-
te ondersteliingen in strijd komt. (Bovendien voldoen [z, T=0
niet noodzakelijk aan de gevonden vgln, dasr de linkerleden on-
bepaald worden. Bovendien maken deze Wearden //Q/ﬁ/{, L o-% (3;4,{"

.

T



2? ﬁ?ﬁi‘i}s 3.9“4‘9!&

7%54’; L‘:‘t‘ Tz © Ay a/&q/:ﬁ , PRy 24 ;A";

niet ﬁ%%; een maximum; neemt men eerst H=%en dan J=o
dan wordt /: 400 ;7 laat men K en Mmli:j& tot bun grenswasre
den naderen, dan hangt het af van de weg in het ( V.24 J~vliak
waarlangs deze bereikt worden, of men sen limiet voor / vindt,
en, zo Ja, welke). De conclusie behoorde dus te lgiden: onder
alle mogelijke schabtingen ( /k s ) is geen de &M&&@Xié&&%g
In het door U aangegeven geval is de si-
tuatie analoog, zij het gammiiww&w. Ondersteld was, dat de
2 n waarnemingem onderliing ounalhankellljk waren. «<en schat nu de
parameters §, en vindt eeu vwa&liﬁgg@ waarbij slechts n waarne-
mingscombinaties onafhsnkelijk zijn, doordat er n (niet slchts
stochastische maar zelfs exacte) afhankelljkheden tew.

Wk |y

—ﬂf‘- 4-2.
m&seﬁ bestaan. Geconcludeerd moet dan ook worden, dat er geeh
aannemel ijkste schatting voor de i bestaat.

Ingerdaad gaat, zoals de heer Hemelrijk
opmerkte, de waarde 11%* voor f=een ;¢ met 6i#o, Gro , ydke
naar £ , zodat zij dan dus zeker geen maximum heeft.

Ter toelichting vardeze wellicht ongewone
situatie diene nog heb volgende, waarbij we evengoed /4 als gege-~
ven kunnen beschouwen, daar de moeilijkheid alleen in de schat
ting der 5 gelegen is.

Ondersteld,is, dat bij iedere waarneming
% en o stochastisch variabel zijn. Ditzelfde geldt dan ook voor
de codrdinaten 2/, j’ teoeve een colrdifjmtenstelsel, waarven de
%' -as langs de ijklijn valt en de y'-as en t.o.v. de ellipeen
aan tosgevoegd is (Uf 47,: en daarmede de richting der y -as
Qm is, do&h hier niet ter s;a}m}. bovendien z;ijn # en ;




27 April 1949.

-4 -

Bij de schatting van & treden nu geeu bijzonierheden op. Anders
echter 13 het bij de schatting der #- . Om dit in to zien, kunnen
we de /; en hun verdeling geheel buiten beschouwing laten.

den vraagt dan dus uit n onderling onafhane
kelijke normaal verdeelde wearnemingen % , alle met dezelfde
spreiding &’ ( = /p*s* ¢4+ ) en elk met een ombekend gemiddel-
de £7, deze gemiddelden en spreiding te schatten. Dit is precies
het geval, dat boven voor o = 1 als voorbeeld behandeld werd. Men
vindt £’ 2, en i-','_._.:“::_?‘ , dew.2z. de onderstelde normaliteit is
als men deze parameterwaarden accepteert niet weer aanwezig.

Ook hier is dus geen aannemelijkste schatting
sanwezig. Tracht men de moeilijkheid te onigaan door de aanvanke-
lijke onderstelling der normaliteit te laten vallen, dan vindt men
als sannemelijkste schattingen eveneens £ =% , %0 deWe
als men voldopmde vrijheid voor de keuze der verdelingen der
toelaat, dan worden de aannemelijkste - op grond van telkens één
waarneming - degene, waarbij telkens de waargenomen waarde de enig
mogelijkeis.

Wel kan men dan nog vém de bepaling ener aane
n&meligkme schatting afzien en zich met een gebied van voldoend
zannemelijkse schattingen, dus een betrouwbaarheidsgebied voor de
§ tevreden &tellen, een wijze van behandelen, die ook overigens
gekere voordelen biedt.

Overigens zal et U wellicht interesseren, dat
inmiddeld de Heer J. Hemelri jk naar saleiding van een ander, maar
verwant probleem op zeer aenvw&iga wijze een betrouwbaarheidsge-

g ijklijn gaﬁ“s aangegeven, met behulp
ener methode die wet die van de zgn. "order-statistics" verwant is.
4odra dit volledig ie opgeschreven zullen we er U gaarne mede in
kennis stellen.

, In de hoop U hiermede de gewenste voorlichting
gegeven te hebben, verblijf ik,
idoogachtend,





