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Zeer geacnte Professor van Dantzig,

Ten vervolge op mijn brief van T llrart jl. No. 49 5 92
zend ik U hierbij een beschouwing van de Heexr Drion over het be—
rekenen van een ijklijn, indien aangenomen moet worden, dat in
beide variabelen een Ifout voorkomt, zonder dat de verhouding
tussen de twee standaarddeviaties bexend is. Wij zouden het zeer
op prijs stellen Uw oordeel over deze oplossing te mogen vernemen.
Hier volgt thans het betoog van de Heer Drion.
Voor hel aanpassen van sen rechte lijn aan een reeks punten,
welke zowel in de abscis als in de ordinaat met een Ffout belast
zijn, is, Vvoor zover kon worden nagegaan, nog steeds geen bevre—
digende oplossing gevonden, tenzi] A priori ten minste de verhouding
tussen de varianties voor beide richitingen bekend is. De bescte op—
lossing is wellicht die, wWelke is gegeven door Ae. WALD in "The
fitting of straight lines if both variables are subject to error',

.- Annals of lathematical Statistics 1940. Vol. XI blz. 284. Een ernstig
bezwaar van de oplossing 1lijkt echter, dat de waargenomen grooitheden
in twee groepen verdeeld moeten worden en dat de uitkomst, tehzij
het acntal punten zeer groot is, dus in het algemeen van deze Ver-

z:ij; deling zal afhangen. De oploissing, die hieronder gegeven wordt, berust

Contr.: . in wezen op het beginsel der maximum~likelihood.
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Gegeven zij een aantal van n punten (;{1 ,y1) - - - (x W ); de

o~ : 3 re 1 L ¥ .
rrootheden X. en T4 z1lJn waarnemingen van (onbekende) grootheden §

en 7, en de verschillen (};-i

nanikell jii en normaal verdeeld met spreiding Gi respe 62.. Noch

- xi) en (fzi - yi) z1l jn onderling omf-—

: 1,
noch <,, noch hun verhouding zijn bekend. Tussen de grootheden j 59

en %, bestazt een lineaire betrekidng s =% + 55, metl constante,

doch niet bekende coefficienten @ en f. Gevraagd wordi een schatting

voor &, S5, d‘l y €n 52.

- De weaarscialjnlijkhelid een uitkomst (xi,yi) te vinden, als de

wvare Wgarden §i en 7. zlJn, is evenredig met:

P 2 2
’ 1 y (35 = xy) iy = 74)
Py =5 =7 eXDe = H§ 5 t— T 1
Het is duidelijk, dat alle punten, die op de ellips B
, 2 2
(5 - I) ('3 - ;Y) 2
-—-——-—-——2——-—- + ——-—-—-—-2——- = ki
“2
ligmpen een gelijke waarschignlijkheild hebben. Deze waarschijnlijkheid
2

zal hew grootst z1lin indlen ki z0 klein mogelijk isoe
De waarschijnlijkheid van het gelijktijdig optreden dexr waarden

(=, 33’1) - — - (xn,yn) is evenredig mets

2
1 1 < (r ) (n'i“y) (
F“W GXP-“‘.%’"-JE"‘"""“Z"“" T 2\ 1T

waarbij tussen §i en U, de betrekking %, = &+ 8%, bestaat.
De moeilijkheid is, dat niet de "ware" waarden § 5 /i bekand

zijn, doch slechts de waargenomen waarden X; en ¥, . Om de ware waarden

van Efi en 7., behorende blj de Waarneming X,
wel worden gebruik gemaakt van een soort maximum—likelihood redenerings;
het punt (xi,yi) zal daarbi] cerekend worden een waarneming te . zliin van
d&t punt (3, =y ) ven de rechte lijn 7 = 2+ £ &, dat de grootste waarde
acan de vaarschlgnligkheld F van dit gebeuren geeft. Dit zal plaats—

vinden, indien Lig zo klein mogell;;k is, dus als het middelpunt (‘1,77 )

van de ellips E zodanig op de rechte gekozen wordt, dat de ellips raakt

y T te vinden kan nu even-

zan een lijn door (x,,y,) evenwijdig asn 7 = @ + 8¥. Hierbij moet in

het oog gehouden worden, dat de assen der elllps een constante, 2zij het
21
nog onbekende, verhouding —T5 hebbene

" Het is duidelijk, dat tegen een dergellake maximum=likelihood
redenering bezwaren aangevoerd kunnen worden. Bij de normale voIm

4t maximum—~likelihood beginsel kiest men de onbekende parameiters
_ A
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De normale maximum-~likelihood methode zegt nu, dat de beste schattingen

2, D, 51 en %2 voor € , § , J,y en g, gevonden worden, door die waarden

voor deze grootheden te kiezen, die F maximum en dus — log F minimum maken.

7 ('Y . EM ﬂ .* ) 2
.‘ l l

5 55 + nlogd1+ nlogaz-l-n logn
+ 8 @1

-log F = w
<
2

wordt gevonden door de partiele afgeleiden van - log I nmar @, 3,

3, en I, gelijk aan O te stellen. Dit levert:

B o 2 (y. — & - Bx.) o
- l___.j;?.*;z._:.*z -— w_}mmvmm}m = 0O 2 « IIT
9 R ! ~ 2 N £h 2 : .
. — 3 + B8
2 1
|
S = g
- x.(y. — & - Dx.) Bﬁzz(y -§.--Bx)2
3 Loy Iy I RCE 1’ _ 1 1 1 = O ’ v -
| 2 n 2
- - 8, 3 (y. — & — Bx.)
— W =2 = L - - + An a O V
o G A 2 2 2\ 2 2
; 1 - (§,” + 78, 7) 1
’ 2 1
jf n
1 7 71 5
- W,mm822‘(yl“a“BXi) +-x£—-==0
a O | n 2 nla 2\ 2 85
- 2 - (32 + D 8, ) e
/‘!
02 = 82
Dooxr optelling van V en VI na vermenigvuldiging met §1 IresSPe §2 wordt
gevc;nden: *
. 2a 2 . 2 . . 2
- 322 + 023 2)2:,;(3;‘, - g - Bx.) m}_,(y. - 8 - Bx.) ,;
1 1 1 1 1 |
+ 2N B ——mnee 4. 20, = O VII
(5,° + 378,%)° 3% + 5°8,°) a
So T P Sy | , 2 1
of wel
E(B}Zimaﬁﬁzj,)e L2 .2, 2 ?
Ultkomst VII 'toegapasf op vergelijking V levexrt:
-~ 6251'} ‘ n
S O on + x— = QO
2 2 §°2 2 | S 4
5 + E‘l 1
252512 ‘
- 1X
S 2 + ‘52"’ c 1
2 o
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Uit III volgt:

- | F. S % :
S yi - N8 = in .
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Tenslotte geeft XII in combvinatie met X

Il A 2 2 2 " 2 A
5 ( 8,7 + B7s,7) = 2 nB8," = -5ix, (v, - & - Bx,)

~ v .. 2 2 . = —
R e S i (e Tt R P2
e _ >nd T onT -

%< Indien de covariance van.x en y positief is, kan dit alleen Dbij PO Si-
Hi -

Het teken D moet dusdanig gekogzen worden, dat 8

/ Y tieve D, indien de covariance negatief is alleen bij neg
A Tenslotte volgt uit X en XV

| _ 2“1 — 2 S

2 _ g2 2 DEGym® mPEEy -0 by

' ’
5 = D S = -
2 1

. 2 —
24(3"5. "‘3-;) ”Bz(xlﬂa (yi"y) |
= — : — XVIIT.

Formules XVI — XVIII geven de oplossing van het probleem.
Opgemerkt moge nog worden, dat WALD bij zijn methode van oplossen

tot de betrekking (in onze notatie uitgedrukt)

komt (loc.cit. formule 9) , die kla.arbll;;keliak aamenhangt met onge

formule XV e
Met bij voorbaat onze dank voor Uw hulp, verblijf 1k

hoogachtend

De AfdelingBeWerktmg
Eaa MembR uitkomster}

net Hoofd

‘
(ThaJ oD cEI‘lGQ) S



5 5 222 = 1 of a° = }{2(3 - b2c12).
+ b O, ) )

itet betoog loopt verder aly volgt:

Teneinde .de maximum waarde van de likelihood-functie F (formule
II) te vinden, moeten eerst met behulp van net boven uiteengezette
principe de waarden van Ei en 1 . gevonden worden bij bekend verondexr—
stelde ¢, §, “31 en G, en vervolgens die waarden van deze vier groot—
‘heden bepacld worden, die I tot maximum maken. Om de maximum waaxrde

van een factor F:‘i; te vinden, moet het rechterlid k2 van de formule van

¥+

4

cellips & gevonden worden,dis door het -puntfxi,y,} gaat en daar een
liin parallel azn de 1lijn / met formule n = a + & raakt, of, wat op
hetzelfde neerkomt, het rechter 1lid van de ellips E' met middelpunt
in (xi,yi) , die de 1lijn 7 = & + 35 raakt.

Hiertoe worde de oorsprong verplaatst naar (x,, yi) . De trans—

formatievergeli jkingen luiden E' =% - x.,7' = 7 = Yy De vergeli jking

i
' vanf wordt nu:

! = B,E' <
7 +yl -+ P> +;311

of wel
) ot

nt o= (""‘Yi + @ +‘ﬁxi)‘ + pE

die van de ellips I

2 2

- /R i.
"J”"é““"z““ t—5 =1
Ik 61 k 02

Uit de Dbovenbewezen hulpstelling volgt, dat deze rechte aan de

ellips zal raken indien:

; 2, 2. 2 _2
(wyi+“+ﬁxi)2mk(02f+ﬁ C,%)e

Derhalve geldt: 5 o
’kz (--yi + % + 53 xi)

5 0 5.0
o tH T

De waarde van F wordt dus met behulp van deze maxXimum-—

likelihood redenering als volgts

o
g Dy fAx,n
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