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l'>rof. Dr D. van Dantzig, 

" • 

Zeer geachte Professor van Dantzig, 

• 

Ten vervolge op mijn brief· van 7 J,fu.art jl. lio. 49 S 92 

zend ilc U 11ierbij een beschouv1ing van de IIeer Drion over hat be

rekenen van een ijklijn, indien aangenomen moet word.en, dat in 

beide variabelen een :fout voorlc.omt, zonder d.at de verhoudir;i.g 

tussen de t,.vee standaai'"'ddevia ties bekend is. 11ij zouden hat zeer· 
' op prijs stellen Uw oord.eel over daze oplossing te mogan vernemen. 

• 

IIier volgt t21ans l1et betoog van de Heer Drion. • 

, 
• 

• 
Voor hat aanpassen van een rechte lijn aan een reek.a punten, 

• • 

,vellce zovrel in de absois als in de· ordinaat rnat een f'out belast .. 

• 

• 

zijn, is, voor zover lcon 1;·1orden nagegaan, nog steeds.. geen bev:re• 11
• 

digende oplossing gevonden, tenzij. n priori ten minste de verhouding 
• 

tusoen de varianties voor beide richtingen bekend is. De beote op

lossing io wellicht die, ,velke is gegeven door A. \",rALD in ''The 

fi ttine; of straight lines if both variables a.re subject to error'', 

.. , i~~nnals 0£ Lrathematical i3tatistics 1940. Vol. XI blz. 284. Een ernatig 

bezwaar van de oplossing lijkt echter, dat de waargenomen grootheden 
• ... . . 

in twee groepen ve:rdeeld moeten worden en dat de uitkomst, te zij 
' 

het a.antal punten zeer groot io, dus in het a.lgemeen van daze ver1 

.. 

Typ.: 

Coll.: 
deling zal a:fhangen. De oplossing, die hierond_e:r gegeven wordt, .. ber11et 

Contr.: . in ,vezen op hat beginsel der maxj,mum-likelihood. 

• 

".2 

• 
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• 

• 

• Gegeven zij een aantal van n punten x:n,Yn i de 
onbekende grootl1eden s. [rrootheden x1 en yi zijn waarncmingen 

en TJ • en de vsrocl1illen ~. - x. en 
1 1 l. 

l1a11l,celijl-c en norrnaal verdeeld met 

verhouding zijn 

van 
1 

f/. - y. 
l. J.. 

zijn onderling onaf-

' 

nocl1 c2, 110011 l1un 

en •J. bestaat een 
l. 

lineaire betrelddng 1J. = a + ~ ~. met constante 
J. l. ' 

doch niet bekende coef:ficienten « en fl. Gev·:raagd vrordt een schatting 
rr t."1 rl ~ VO Ol.... .... , i-' , \ , 1 , en \..I 2 • 

• 

. De ,·1aarsc}1ijnlijk.11eid 

, .. rare v1aarden - . . 
i· en 1J .. ziJn, 

l. i 
• 

een ui tkornst 

is evenredig 

·~ 2 .. 
3 .. x. 1 

F. ..r1 .. l. 1 exu. . -
·1 ,...,, ;i. 2 • 

·'J 2 J... . ) ~ -
1 . 2 . • 1 

x .. ,Y. 
J. 1. 

te vinden, ala de 

met: 

2 \ 

r; • 
l. Yi 

+ I ii a :a." 2 ·a, 

2 • 

Het is duidelijk, dat alle punten, die o~ de ellips E 

2 
X 

• 

•• ,,r,,■ ,.~o.·12, a ,.,. 

(_;1 

• 

+ 
t] • 

1. 
I I: 7 

2 . 
y 

- k.2 
J. 

I 

• 

lig5en een gelijke ,~1aarscl1ijnlijk.heid habben. Deze waarschijnlijldleid 

• 

zo 
. i 

Tie waarschijnlijkheid van hat gelijktijdig optreden der waarden 

X ·Y n' n 

1 ,F - -----
t""'( n -c n 1i 

exp. 
..)1 .12 II 

is evenredig met: 

2 
- Ya 

l. 

2 

■Ill g 71 II 9 5 I Ji 2 11 PP 1 

C2 

.. 

' 
II 

waarbij tussen s. en 7~. de betrekking ,:; .. =· a +ft~. bestaat. 
1 1 1 1 · 

De moeilijkheid is, dat niet bekend 

• 

zijn, doch slechts de \111aargenomen \7aarden x .. en y .• Om de vra.re waarden 
J. 1 

• 

vn,n E. en '1., behorende bij de v1aarnerni,ng .x., y., te vinden k:a.n nu even•• 
1 1 1 l. 

v1el i.,vorden gebruik gemaakt -van een soort n1a.xlm11m likelihood redenering; 

het punt x.,y. zal daarbij gerekend worden een w~arneming te zijn van 
1 1 · 

dat punt ~- ~-tJ. van de rechte lijn YJ = tJ.+ t, § , dat de grootste waarde 
l. 1 

nn.n de v1aarschijnlijkheid F. van dit gebe1Jren geeft. Dit zal _plaats-
1 • 

J.. . 

van de ellips E zo~.nig op de rechte gekozen wordt, dat·de ellips raakt 

aan een lijn door x y evenwiJ.di~ aan ~=a.+ p;. Hierbij moet in 
i' i -

het 

nog 

oog gehouden v1orden, -da,~ de assen der ellips een constante, zij het 
~ .... 1 

onbekende, ve:rhouding ,,, 1<;2 hebben. __ . 

. IIet is d11i delijk, da t tegen een dergelijke 1naxi,1iru1n, •likelihood 

redene:ring 'bezv1aren aangevoerd · ..,. ... en v1orden .. Bij de no:nnale vorin 

ldest men de· onbekende pare.tneters 
• 

• 

van het 2naxirzJ.um-likelil1ood be5ineel 

• • 
• 

• 



'""7 
, '"'\ 

,: 

• 

• 

-if> ·J. 

,flit if 
• 

-~J,,,_&· ·, 
'*, .$ 

'Se·, • ~,!,' 1rl: 
' ·~ 

' %1 ~" ,) . -=re 

~ ' ~~ 
~ ~ 'ifu~ Ma _, 

.,, ·1 ---
'ff~;,a• "tP .,. 

·11 

d .. i -, t ~ t · l" "I .. d uoe1cir1 t;, ult. 11e oo.oent;fJste a.e geoeuren oestaande uit e n waax,.. 

ne:11i11een, zo \~:a.ai.rocl1ijnlijlc rnoc;elijlc is. :Dij de onderbavige 01,

loasi11.g \*tordt evenl:'ij"el de verderc;ao.nde ein ceateld, dat elke deel-

cor:1-binD.tio net alle andera v1aargenomen deel-cebeurtenisaen, zoals uit 

l1ot vervrolr; zal blijlcen. In ell: rrev'll.l zou ecl1ter, indien de punten 

x 1 , y 4 nio t de t 71aarnen1i1icon v,aren van de volt:el:'.tS bove11sta .·. e rede 
- ,J,. 

nerin.{; berel:ende :punten 

. ... t ~ i j 1 · "k' id " d· r11no.er cro e:re v.~a.rsc .. 1 . n 1 J., .,1e gen.a.· 
.. a..eze a.P. .. :nna.mo , zeals ook het ceval zou zijn, indien de 

ge,

hebben dan b•1j 

oonsta.nten a 

en .. i en ·:1 en ,:;2 een andere "'aarde hebben dan uit de ondersta.a.nde 

bere1ceninf: volct. :)it rech tvaardigt, in de sfee.r V:;,n de ma.xj mum, 1 

lilcelihood 1'...ypotl1ase, de metl1ode v:1aarschijnlijk voldoende. 

Voor de verdere ont1r•1ilckelinu moet gebr11ik g(!,Itl8.akt word.en van 

de volgende l1ulpotelli11.r.: ui t de analytieche meetk:tmde • 

• 

2 

0 

Indien de ellips 
2 

X 
-, • a I + .......... __,..._ • 1 re.a.let aan de reohte lijn k o2 

y - a + 
2 

a 

J3ev;i is: 
s 111:ttt s\f, lllffl. 

t 
' 

I 
! 

bx dan is: 

1 

Stel de 
2 

X 

ellips E met formula 
2 

+ - 1 raakt in he t t 

t oi " ,,, 
, •••· "', ,,,da" aan de rechte lijn 

y = a + bx. 

met fori:nule 

' 

De ta.ngens van de-ra.a.klijn in Pis 

0 2 
2 

• Ingevuld in de vergelijk:ing voor -!, 

v,aa.rop het punt o6k ligt, geeft dit: 

Invu.llen van 

0 + '., 
2 

eenvoudiging: 

. 'a" ,.2 •. ii 

2 ' 
- a. 

, 
·. 1 

• 

• 

• 
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De normnle maximum-likelihood mathode 
A ~ A A • 

• 

• 

• 

• 

zect· nu, 

gevonden 

' 

da-t de baste schattingen 

door die waarden 
• 

voor deze grootheden te kiezen, die F 1na.ximum. 

vvorden, 

en dus ... log F mi.nimuin tnaken. 

• 

liet minirnurn van 

2 

-log F - ir. -----------
0 2 

+ n log a 2 + n log11 • 

2 + 1 

v;ord t eevonden door de partiele a£geleiden van log F naar a , p , 
• 

gelijk aan 0 te stellen. Di t lavart:· 

I 

-

• 
l 

t . A .-.: = a 
• -

lor; F 
<) p . 

••. 1 

I 
·'J 

1 

.,. 

;;. lor1' F 
II db 7sSLZ~ I I 

" ' 

= 

•£ - C$ . - . ,., 2 
1 

I 
Cl .... 

2 

A 

-a 

• 

Exi y. 
1 

A 2 
8 

2 + 

y. 
J. 

+ 
• 

-

A 

ox .. 
1 

-

• 

- 0 

• 

a bX. 

02,.. 2 
51 

"" a . ,, 

" a 

J.. 

2 ox. 
1 

2 

B Le 1 
,.. 
s2 

n + JC l$ I 

s 
·2 

2 

y. 
1 

.... 
• • 

,.. 
a 

+ 0 2A 2 
... s1 

• 

- 0 

- 0 

• 

ox.. 
1 

2 
• 

- 0 

• 

.. 

Door o:ptelling va,n V en VI na verrneni ldiging met resp • wo:bdt 
• 

gevonden: 

of 

~ 

A 2 
s 2 

• 

"::el 
• 

y. 
1 
-

' 

A 

a 

en 
ox. 

J. 

2 
.... 2 

= s2 • 

~ ox. 
1. 

• 

2 

+ 
02A, 2 

s1 

-}; y • QI a. - x,. 
+ 2n ____ 1 ______ ~ __ 1 __ 

A 2 
e2 + s1 . 

• 

1, 

Uitkomst VII toegepast op vergelijk.ing V levert: 

-e:_2"- • l 
u EJ1 

---·I-I·------·· • 
A 2 
82 + 

- 1 

• 

• 
• 

• 

• 

n 
X a nan m 0 
s1 

' 

• 

' 

• 

• 

• 
' 

• 

• 

• 

+ 2n = 0 
• 

• 

• 
' ' 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

IV ·· 

.l • 

v· 

• 

VI 

• 

v:1:.r 

' 

VIII 

' 

IX 

X 

• 

• 



., 
• 

i 

• 

1 ·n I II 

"') 
.... c.. 
a 2 

I :.? li>i I 77 1717 

,,,. c:...... 2 
+ l) 0 

1 

• 

Subati tu tie vi~n 
A 2 
s 

2 

y 
i 

,,... 
a 

.... 
- a. 

ox 
1 

. I I 1 C 

n -

+ 028 2 
1 . 

'Bx 
1 

ox 
i 

n 
15 0 

. -

uit VIII geeft: 

a. 
I I 7 I IP 7 P I l 2 Cl) tr> T 

-a 

"' a. 

ox 
i 

I 7 

2 

.... 2 •. a 2 2 :So x. 
1 

- 0 

~ 2 
.t.•Y· . l. 2a.Ey. 

1 

Uit III volgt: 

"' na 

A2 
+ na. 

• 

• 

0 

- 0 

2 - 0 

Hat l.:vtadraat van XIV, gedeeld door n, afgetro n -van XIl:I, 

geeft: 

"=" 2 L..Y. 
1 n 

.. 
2 y 

~ 
• y. ' 

,s2 ·-' 1 

:E xi 

Uit·XIV volgt: 

1 

y 

X 

• 

2 

2 

• 

. X. 
1 

2 

' 

XI 

XII 

XIII 

XIV 

xv 

XVI 
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• 

Tenslotte gee£t XII in combinatie met X: 

A 2 
s 

2 

• 

2 2 

~x.y. ,_ ]. l. 

• 

' 

• 

,,. 
a 

-y 
A 2 
s 1 

t... i - :X 8 X y i 
- ______ 2_n_tl:-• -• -,r -• -· -1112_5 ___ _.;;.,_z, = -·-11 -II_,_■-· -•-■-■-·~2n-·°:x'~-i-l-l -·-·-IL -El-· 1-1-Jll-ll --& 1-:IP-1 ii 

• 

Het taken o moet duodanig gekozen word.en, 
• 

~ Indian de covariance van.::x: en y positie:f ia, ka.n dit alleen bij posi
" \ ; . 

1 
\ tieve o, indien de covariance neg~tief' is a.lleen bij nega.tieve o. 

'1, - • 

• 

' . \\ 

\ Ten~lotte volgt uit X en XV 

• 

• 
; 

l:)2). ... 2 0 >: x. X x. X y. y 
2 ~2, 2 . •,, . 

l. l. J. ,.. 
• 02 - o s 1 2n 

- 2 ~ -· y - 0 "·-' X . 
J. 

-x 
2n 

Formules x.·v·1 - XVIII geven de oplossing van het :probleem • 
• 

Opgemerkt moge nog word.en, dat f{ALD bij .... zijn methode 

tot de betrekking in onze notatie uitgedrnkt 

---.· .. .,: .. 2 
'?: y. y 

J. 
• n 

• 

• 

--;----,,·-· .. --;••0~2 
x. 

1. 
-x 

n 
• 

·1 

XVIII. 

oplossen 

0 

• 

komt loc.ci~. :formula· 9 , die klaarblijlcelijk sa.1nenhangt met .onz.e 
• 

• 

• 

formula X.V. • .. 

• Met bij voorbaat· onze dank voor UW hlilp, verblijf ik 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

• 

0 

hoogaohtend 
De Afdeling Tiewerking 
Wa e1 ~ 1suitkomsten 

. het Hoo:fd · 

• • • 

I ~•--------· 

Th.J.D.Erlee • 

• 

' 



• 

. 

• 

= 1 of' 
2 

a = k 

1-tet betoog loopt ve1"'Cier als volgt: 

2 

... 

<11el1einde ,de 1nl~tximurn vra,;:11.,,cle van de likelil1ood-fW1ctie F :forinule 

II te vinden, rnoeten eei~st met behulp van het boven ui teen~ezette 
• 

• 

I)rincipe de vraarden van ~. en 'f/ • gevonden warden bi j bekend veronde:r-. 
, _ 1 1 

stelde a, P , 0 1 en o 2 en vei.--volgenn die v.'aard~n van deze vier eroot-

. l1eden be1.,aald v1orden, die F tot 11.lB-xi m111n rnaken. Om de maxi1n1J.111 v1a.arde 

van een factor F .. 
1 

ellir,s B gevonden 

moet 
• • 

worden,dia door het punt:x.,y.)ga.at en daar een 
. J. 1.J 

van 

lijn parallel aD.n de lijn met :fonnule rJ =11 a+ fl~ raakt, of", vra.t op 

l1etzelfde neerkomt, het rec·hter lid van de. ellips E' met middel;;__-' .... t 
• in x y , die de liJ·n " ~i' i .. , ra,nkt. 

I-Iiertoe ,vorde:.de oorsJ?rong verplaatst _naar 
t 

xi,Yi • De tran 
• 

• 

:forn,a,tievergelijkingen luiden ~• =~ I i x.,tJ 11 
1 

- y-i. De·vergelijking 

va......, · 1;"1ord t nu: 
• 

• 

• 

of \7el • 
• 

• 

t 
• • 

{>; 
. 

11 ' (I + · P xi 
• 

+ + ' 
• • 

J. 

die van de ellipo E! 

. '2 
,, 

,, -- • 
... + 

I = 1 • 

k 2 a 2 
2 

' J 

• 

Uit de bovenbev.re zen l1ulpstelling volgt, dst deza rechte aan de 

ellips zal raken indien: 

h ,'i 2 
v.+ .. +Pxi. = "1 . 

Derhalve geldt: 2 
_,,r. + f'X + 1'3 x . . 2 ~1 i 

k = . C1 2 J 2 0·-2 
2 + . · 1 

• 
De ,vaard.e van F v101."d t dus met behulp van daze maximu1,1,-

• • 

likelihood radenering als volgt: • • 

• • • 
• 

• 

exp. 
~ -y i + a--·+ xi 

.Ji.. .... -- _......,__ 
- :d 

2 

2 
I • 

• • 

• 

' 

• 

• 

• 



l..5) · .~ ... 1~t · .• 1 • hae:tt e · ·• ver · > i o ·.·.· ervo · en, do()l.'1 t 

ex~ .,. zo • ··a a.e lieer Drion • .··.. · e waken ge .··· a.en reeda ko · · .. 
· ·· .. · · · e ld• •!ill. •• · • ·. · baawaar t . en te aaken is,· en hat e gazi1,,a 

moe. i . .ie. ble • 4> deli .k a.a.Ji. te gttYtll., waarop t g ro • ·· •· ia. 
ln .·· .. t beto ·. wordt ~. · .· · egeau van •••n 

21l:!mw11' ••• aenai.OJ'lll·J.,e wh Ye,rdel, .... ··.·· voor de moaater89 voor We er 
· . • t ·· id. ik 2 n in plea.,ta i,a.·u F saJ,, aoh,ri ven. N '1'8ll 4• 

• ts 

' 2.. 
f • l / 

--
{-z 7i" v; 1;_) 'Z. d':;.. z 

I 

Yoor . ,..,,. ,·wordt DD een. · a,nn .· · ·.1'1 ·. te 
S·Cb&t · bepaald. De er1f'OOJ!' . .• r kt• ,. · .· .·.·1:-:1.,.. ■ ·t;' · e 

' 

.. ,,. 
l ,,. 

• 
J 

1$ ... 
er: 2. 

I . .,, ' 

s~ stit·Geert aeD de .· ,. "'"~':>:1~ .. 
l 

toraal, ·. op J•g • 4- onderaaa .·· .. , t. w • 

De · .. ··.· .ct.-· ,1_ .. ,,-- .·.. ·· .· ·. • · ··e- ·.·•.Ad, • doOJr 7T" Y6Jt\r. ... ·. •• 
' ' 



• 

l\escllo\lwen we t,er toeii ·.·· t , ? het ~•vou · ~ er 
' . 

• ' . . i 

.··-• te sehatten ·· ._:rwne·te:r & en zi:;. ·. ·~J@~ ·de 
. ' ' 

' . ' 
. \ . ' ; ' 

•1 ,r,. ··.·. 4• •• va.11 JiaJa,e:r een waarde e\ , dan _-lµ tten ·dese . ·, 
. . . .• 

' . 

lee.n. daa a . li,mi•••l1 k · • • Jlat't kU,mien houwen, :l,Ia,d:J,itlll 
· •i.. S.-·•·. ".· .· :.. .. •. • .. · .a·· . .... · . · · . . n · · . · • ·. . · . · - · . o . 4 6 ~ ., . · ., ... · .. ·. 

Y8Jlt 2 O· ·. -· .. · 8 ·· .. · nt\te pal.-t"aa · . · 

zi~ -- __ opuaye 1••-teld11 

en CT ener n.01:':mal-• Yerdeli·.· ·~, ea. 
' " 

. 

•K. te acl:mtten. 

I 

. 

··eonclw1•••···, ...•... $-ot .1ll. .~-k:. 7 a-_- o. D.v.z.. men zou _ooncl. ·-eren,· dat· de· . 
. - . - . . . . . 

. ,,i ' ·- .. 
. ' ~-"' ""' 

1nll 
' ' 

;, •·•'!i'><·· ,~- . • 
,· ;,·_,1)'~:. . . 

we.re. 1 c,,-oaoluaie eollter i# tout. - '.' · at.?·'-le ••-. i , vo~ v= 0 
. ' ' . . 

1•• sodat men aet -de g-eaaa1t ... ,. 
ta . .· .I ·-c. · a ····. koa1), · ••11 · •• Yo.ldo,en :: :lc • CT: o . 

' 

• 

et n;eod:.. .· Ir&. ·• -.· • i. aaa 4 • g . ·.· ·. · ll 9 da, ·. ;r- . de l.:l,.U::•rl eden ·. . . ·. . . . 
. . . . ' . . . . 

' . ' . . . ' 

· .•· . ·. · ·. · ~f!!!M ..... · - · ·· 2. -~•·. •·• · .. ·· -· ,e.rde-M ri..:. · · 
. . . N ~ w..- . . ... [ilfl; ~ av .. • , .!W! . . .., • - r\• . . .---?< '- . .._~-·g--·~--"2---.. _ . . ·. 
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,,.;·· ., 
.,,.,-1 l ~l .~,,..,,, . , .,; J , , · -~• · ( ,, 

~ i,"1 1 ... , t.,. '"-., ..... ~ .,, .. 
•· ;~...., ·-

1180. eerat : = tt. en dan <f~: c,, 
'>1i'Jt·, / .. _ A , • , - · f 

' • "· 1 

' 

•en en. er > ,,' :·". eli k tot bun g,', renawa ,' ,,' 
J ' '1''' • . I ,,,, 

. ,, '"" .<,),l,{-< 

den aad.e:een, dan , •,',_,t h•t~ .• , Yan de<•, •• ,,•',, het '-'~ ~- o··· -'•,l 

en, zo · a, •• .' • '',. De cc,xtet•u.si.e beho-orde du.a te 1;;-t•. deni o ,•· er 
1:t-'' 

e.l,J .. e mogeli ke ac:ba:tt, : en ·, ., v- , is 5!:!fNl de aan.n.emeli kate. 
·• IJCP;:;f!IIJ✓ 

la -,- ,'' ,t d·oor cr .aa11gegeYen gev ,·- .,' is de si,,,. 

t11atie wio, · , , · ',•,'' het gec-oapl.iceerder. o. ersteid was, , , de 
' . 

2 n waar1:ieai , ·. - ·:;,·-;:• . . · l . _,, •, -. -• ,._. ,__ we.ren. Alen. s ··_.' -at nu de 
. ~ -1:~,,,;· ·. ' ' ' ' . ' .. 

pe.raaetera _ l. , · "" Y' ··· d:t een verdelins:, waa.rbi ' ele .,_·_, ta n. waa:E~Ae--

. ,' ,_ ; ae-o· i.1iati•• oaa::tban.ke ,_·, .k ,'',, n, d . t er n ( ', et al ta 
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