{E@ %Wh @i‘:@ 9

:f"i% {m?“ & el 3 @ﬁ ‘ x »m,s*g; _}&4
in xwfa.; ﬁ“m ﬂ;.* *".:3 . 1T {}zﬁa ﬁbp& ;9 i‘ @;

“t a S S A
- I?é' noed (ot
B s S i g i

5, B

t-*
WM%’%*‘H““ -,

’5’ W& w m’:%fk*' *\?

Py, o g ,égﬁ _ 1 ' ' ‘ o ’*g Lot
ij FaaTarE e s ey Tt ey, YRR L@ L3t is @3 26
ﬁ%‘ %iﬁ s g g w@' I e e e Yt s Yot e sl % N % AP '**"'f“ b *I'*’
W e gs ' -

%f %ﬁ Y 2
laiﬂ {{}?

Bl
W & e % e 4% | * R
N (¥ - & L Wt e . b SR v P, 2V n‘%&g Ky : _
PM fébo ej:l im i, 5‘% “‘m‘i;i‘r;& .ﬁﬁ {"‘E‘ﬂ“" ‘1?}’; HT &Qﬁi Y -::*;é f; %iﬂﬁ% O m %Pg:% gﬂi 9 ﬁ.l - W ﬁ g {g? .
et s *‘g’“ S PR LL LG Tt Bef e Y 08 00 B wde e Yot Al
;Wiﬁae EE ] nl.-
b @

{ * .#*f* ; %aﬁ o sy, g \ T fi éf% : ‘
i ﬁ“g @ 3 ﬁ m::f; “"% ﬁ% i:'::‘fz‘g.,:.*‘“i (?éf w?w %%@%#ﬁﬁ ﬁ; ‘“ﬁ 1; g & ,;_;a;%g Y
: . & ) :




Brrata binappdrt S.0. 1,

bladzijde
en regel:

4 15 v.b. door - ~ door voor
7 15 v.o. achter "indien" in te voegens voor iedere i,
10 17 v.b. aan het eind van voorwaarde 4) toevoegen: |
= 0, | - -
4 ve0O. SE:"Z - Sééf" -
16 11 v.o. - 4) %)
35 13 v.b. é £,
38 1 v.b. nu ~ men
19 veo.  methodes | methods

9 v.o. ‘ se - use



Over de _bepaling van betrouwbaargelds1nteIVQIl@g_pn schatm
tingen van de coefflclentun.vqn een rechte 1lijn uit een 7

aantal onnauwkgurlg waargenomen puntoen,

Over21chtsrangort no. Jl1.
Door J. Hemelrijk.

Inhoud.
I‘u Iﬂl@idi}g‘ pﬂg@
1. Het probleem . . . . . . C e e e e e e 2
2 o Waarsch13nlijkheldstheoretlschu interpretaties
2 gevallen . . . « o o « o . .« @ s e e 3
3. Schattingen en.bptrouwbaarheld81nturVQIlen
(deflnltleS) - - . ¢« e =@ « e . . . = & . » 4’

11, Verschillende oplossingen.

4. Methode der klelnste quadraten cen maximum-like-—
lihoodmethode . s * % 8 s e s s s 3 a s ‘s 6
5. Methode van A. Wﬁld s ~ o o " e 2
6, Methode van G.W. Housner en.J Fo Brennan « « « 15
7. Onzuiverheid van deze methoden « « « « .+ « » 17
8. Betrouwbaarheidsgrenzen voor de coeff1c1enten
zonder onderstelllng van normaliteit van de
fouten . . e . 4 e b e & o o o o « 19
9. Methoden van H. Thell e e+ s & e e v o« « o« 24
10. Het geval, dat g een.waarsch13n113kh cidsverde—
Ling bezit o« o ¢ ¢ ¢ 4 4 i 4 v i e e e e oo s o« 27

IIT. Schatting van &&n codrdinaat als de anderc gegeven is.

11. Het problecm + + « « ¢ o o o o« o « & « « o . 22
12. Schatting van de abscis bij gegeven ordlnaqt, B

als de abscis foutloos IS o « o o ¢« « o« « « o 33
13, Bruikbaarheid van schattingen van de enc codr—-

dinaat uit de andere « . . ¢« + ¢ ¢ o ¢ . o o« 3D
14, Keuze uit de verschillende methoden .+ « « . . 36
15. Generalisatie van de thesarie , . + « + ¢« « « 38
16. Lljst’van g901teerde lltteratuur e s s e s s 338



1){ en " Z ij n twee grootheden, die naar men
neemt) door een lineaire betrekking
ten m '

weet (Of aan-
met onbekende coefficien-~

(1) L: "1““%4’]3 ﬂmgﬁ(;ﬁ'-rm “wiﬂﬁ“l'm

(Vo ldent )’ en m zijn dezelfde greotheid, gemeten met ver-
schillende schalen, zodat U een ijklijn is; { is een stroom-
aterkte, v €en spanning, « een onb ekende weerstand, = 0; bi}
een chemische reacties Q\’ is de concentratie van é&én der rea-
gentia, n, de reactiesnelheid, terwijl « door de overige, on-
bekende, concentraties wordt bepazald, 3 = 0). De 1lijn

m =of +[3 geven wij met I aan.

2) Waarneming van punten van L gaat gepaard met waarnemings-
fouten in één van beide c¢f beide grcotheden. Als waarnemings-—
reswltaat vindt men dus in plaats van een punt Q van L met
coordinaten (£ , n')een punt P met cedrdinaten (x,y), waarbij
in ket algemsen x% § en/cf 4 * 7 is. ﬁ

T D et

3) Gegeven zijn n dergelijke waargenomen punten P, = (X;,¥;) '
(i = 1?; > » yn) y behorend bij onbeke nde punten Ql valrl L’ WaAAT VAN
er minstens twee verschillend zijn.

agd werdt, wat, cp grond van waars¢hijnlijkheidtheore-
tische pverwegingen en met behalp van later te preciseren
onderstellingen amtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen van
de meetfouten, van de « en 3 gezegd kan worden

l.2. In het bijzonder zullen wi} yerschillende schattingsmethoden
‘voor « en [3 beschouwen en enkele methoden, die het mogelijk
maken, veor « en {3 betrouwbaarhe idsintervallen te bepalen.
Tenslotte beschouwen wij nog het probleem van de schatting

van é&n van de twee codrdinaten van een punt Q (resp. P) als

de andere codrdinaat gegeven 1S \m‘t of zonder mee'tfaut)‘
' ord‘b 'Y 1is n.l e't

Het =averzicht, dat in deze sylia 2.8 gegeven
vYolled
Qﬁ&ere methoden

ig: slechts de nieuwesrs &n e peest bru;lkbare van -e

‘ beSprmw o7 De bewl] zen z:}.;}n in het _
algemeen slechts schematisch aangegeven, lding ’mn de

‘ r zi} vmlledlg te vinden zijm
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Ben historisch overzicht over de
Vi ndt men o i j A »

, begrippen van de
worden bekend ondersteld.

Dr D. van DANTZIG volgend
rakter van

notatie van
het stochastisch ka
(al

& ¢ eVen w i j
een stochastische variabele

element van een verzameling)

cemeen van een stochastisch

door het bijbehorende symbool te ondersirepen.
ueters ( ook onbekende ) y die men waarschi .j nli j kheidsverdeling
bepalen, wo3

den met Griekse letters aangegeven en bep
parareters genoemd, stochastische vax

iabelen worden met

Latijnse letters asangegeven.

> kans op een gebeurtenis A, onder de voorwasrde B,
ngegeven doox ‘EB{:A} of . . dezelfde notatle
als B een hypothese voorstelt; de onvoorwaanrdelijke waarschijn-
1ijkheid van A door P[A] . de mathematische verwachting van een
stochastische variabele
symbool (¢
bij P.

De waargenomen punten P, ,...,P, zullen wij tezamen &én
vaarnemingsresultaat noemen, behorende bij de met E ,...,F5,
Q. zal soms het bi}

"

5Grﬂﬁ S04

egeven door het operatie-
:~¢iedUiﬁ &15

: voorwaarden worden op dezelfde wijze

corresponderende punten Q;,...3Q, van L.
P, behorende "ware"'" punt

worden gencemd. Noemen wij de meet-

fouten in £ - en m —richting u, resp. vy, dan hebben wij:
L . ! {

I;mt’{*ﬁ‘ Wt ?im 'rz;_ﬂ»*u'i L = 1,+-+. N

(2)

VOQI' de 31

scheiden wij twee gevallens

Geval I. De grostheid E bezit geen waarschijnlijkheidsverdeling
(of deze bestaat wel, wordt buiten beschouwing gelaten)e
Wegens (1) is ditzelfde dan voor 7).het geval. De wearschijnlijk-
heidstheoretische overwegingen berusten in dit geval op de over-

gang van het gevonden waarnemingsresultaat naar de collectie [
van slle mogelljke bi Qg ;4-+,Qn behorende
waarnemingsresultaten. De onderstellingen; die omtrent de meet:

worden maken B tot een waarschijnlijkheids—

') Een stochastische variabele 1is een variabele, die
schijnlijkheidsverdeling bezit, S




wordt, dat de paren meetfouten
rerdeeld zijn, kan men F'"
X ¢ @ Md imeﬁ r | O

schijnlijkheidsvelden ;” waarbi}j
schijnlijkheidsveld is |

N L

schijnlijkheidsinterpretatie wordt
door de verge

A

lijkingen (2) te schrijven in de vorm

(2'} ;&%“%L'f‘f:;"l, \j{m?gi%}ﬁ (1*:: I}“...,n

¥ il

or de lineaire

. L

met tf y Xen 3 als onbekende paramters, terwiijl ook de verde-

en v. nog onbekende parameters kunncn bevatten.

Geval 1l1. De grcotheid é bezit wél een waarschijnlijkheids-

verde ling {dus i ook): wiij zullen dit aangevon door é, en m
te SOhI‘iJVGI’l X en >/ (ZOd’l't; >/ o X +(5 geldt) Het pun‘b @! (X . A

*

1S5

dan stc:chastlscﬁ' verdecld over L. en het problcem gaat over
in een speciaal geval van de tweedimens ionale regressieanalyse;
(2) gaat over ins

(2") x; = X+ fi“*’*%‘”f‘ b= 2,.0sm

M

waarin X.en >{ verbonden zijn door de lineaire betrekking:

(1“) YQ““51+6 5"3—3”*3’1

met X en 3 als onbekende parameters, torwijl ook de verdelingen

van u,, V. en X;J nog onbekende parameters kunnen bevatten.
2 , .

Het met deze situatie corresponderence wh-veld F" is de

collectie van alle mogelijke waarnemingsresultaten van de uit-

gcbreidheid n, waarbij de punten Qi nu echter onafhankelijk
van elkaar verdeeld zijn met een, van i onafhankeliljke waar-
schijnlijkheidsverdeling,die uit de boven onderstelde waar-—

schijnlijkheidsverdeling van X voortvloeit.

Wij =2zullen ons in hoofdzaak bezig houden met het ecrste

geval; aan het slot echter komen wij op geval II terug.

5. Schattingen en

'baarheidsintervallen (definitics)

anty

3.1. Iedere meetbs

W

re functie t = t{(X ,...,%; 4ogees g } van de -

an de stochastische punten B bez:l‘t een WaAr-
de @nb ekende par '@'%e rs af -
1ndlen m. j ze}.f

cobrdiraten v
schi] nlijkheldeverde ling, die van
“hankelijk is. ! dergelijke functie




variabele wordt een schal

indien haar verdelimg ann bepanlde
stelt rewoonlijk, dot t de
eerste der volgende eigenschappen moet bezitten (de vertaling
DANTZTG (31 pe 202

der Engelse termen is ontleend ann D, van

2) 1t heet ceen bruikbare (Br van

S G -TANe < GRS G0 R I-twet] AN A I oA

*f@lSﬁ CO?SiSﬁ@Nﬁ} %Gh%ttin

*,

it od =1 voor icdere €59 .,

L~ 3

In woorden: indien t, de schatting t voorstelt bij uitgebroid-

AR

ks (of in het alscmeens stecknroef)

heid n van de waarre miil

en

" P T @ o

de ware waarde von de bepm,e nde parametcr is, nadert de

kans, dat t, minder dan £ von ©
E>0 , tot 1 als n naar o gant,

Aequivalent met (3) is

wﬁtﬁ g Bn

Bij) iedere £>0 en X >0 is¥een natuurlijk getal N( & ,o ), dat
van £ en ¢ afhang

ol 6—] > 4 "‘"E VvOoOor i@d@‘re n > H(é %

dat t. stochastisch naar O convergeert.

Sy o)

b} t heet een zuiverc (“ngels: unbiased) schatting van (

als voor iedere uitgebreidheid n geldt:
~ %

(5) te §ﬁ - 6%

d e TV

waarde is, (i.c.8 ).

.Z. de verwachting van t, , is gelijk aan de ware parameter—

sy

c) t heet de docltreffendste (Engels: most efficient) schat-
ting van 8 , 21s 1t een zuivere schatting is, die bovendlen van

Wy,

alle zuivere schattingen de kleinste spreiding bezit. Daw.z.

als voor iedere andere ZHlV%I‘G schatting + van & geldt:

-
‘{wnmﬁgﬁ } &

- - Y |

{f -£, e

1

voor ledere n. _ _

Zoals reeds Gpgemerk't stelt men gewonnln.jk aan een schatting
de elis van bmlkbaarh@id* verder is het duld@ll,}k dat zul’ar@rw
heid een zeer wenselijke eigenschap is. Bij de keuw ‘bussen .

10gelijke schattingen laat

men zich. na&st becordelling



Voor een stelsel statistische variabelen ?. ooy L s

WﬂmrSChlJﬁlijkh%1d8V@rttllnﬁ pezitten en be-

worden als scha

nzgen van cen stelsel bepalendes

. v analoge wijize
igenschappen definiéren. Vgl. beve D.v.DANT

P. 221 en 222 (éhr 210 en 311).

iwee statistische groo

theden ’éi en :;5; , dle een simultane
waarschijnlijkheidsverdceling bezitten waarvoor geoldts

.;‘ti < :éz. voor leder element A van het wacrschijnlijk-—
heidsveld ! , worden betrouwbaarheidsgrenzen voor een be-
1 genoemd (of oock: het interval met ¢,
wordt een betrouwbaarhcidsinterval

voor © genoemd) indien geldt:

en 1‘ als eindpunt-n

= 1-p )

betrouwbasrheidsinterval hect (of ook: 1-p 1s de beirouw=-
Analoog voor meer dan Gén parameter; een van de stochas-

tische codrdinaten Xy 4..., % 3 ECERRRER 2 afhankelijk ge-

bied & in de ( yor oy '

gebied voor yooos O ) met betrouwbaarheidsdrempel 1-F

als voldaan is 2an

gels: confidence coefficiemnt).

8_ )=ru imte is een betrouwbaarheids~

¥,

= 1-p fumzi-p)

1I. Verschillende oplossing

4 o iexr kleinste g_u'ldrqj,_e n_en

A i TR T i * i {a Ve

me‘bho de.

4“ 1* s, # g Yy _ h,;.re*

De oudste

mcthode, het hier behandelde problecm is
angepakt, is de methode der kleinste quadraten. Ken

MMMM A iy mmw

*} Indien het m.e*t gelukt een 'tf en Zf +te vindern, waarvoor (7)
met het gelijkheildsteken ge'ld't moet mén genoegen nemen

me"h een 2 -teken in de plaats daanrvan., Bij discrete ver-
delin en is dit, indien men p ven "tuVOI" 2N kl @m veelal




me t £e mi d 1 d & ()

1L 1 .::':1.
' enbekend is, maar de

aal verdeeld met gemiddeld

waarin 8 onbekend 1s, maal

en A:; bekend zijn.
3) U, gauey Uy Uy geeeyl zijn alle
1ijk verdeeld

onderling

Onder deze omstandigheden volgt uit (2'):

g f“' + @’ﬁff

a2 T 41 gl A Wsw

vy

De methode bestaat nu uit het minimaliseren van de vorms

4;) de codrdinaten van de gevonden waa

reeks zijn. Indien j’, = C.% 1is met bekende C kan men dit
probleem expliciet oplossen (door wijziging van & kan ¢ = 1
gemaakt worden). Dcor de afgeleiden naar « en (3 gelijk nul
te stellen en enige herleiding toe te passen, verkrijgt men

dan als kleinste—quadratenschattingen {die we met een™ aan-
geven): ')

(1C) &* +oa” (%wasé,)ﬂé%y =0

(11) é#:m }'m@“‘f

waarin

s U SO . DS I Wive Wi il

'} Van groothed:

en, voorgesteld door Grieckse letters, worden

atijnse letters

voorgesteld.

de sechabtitingey. duoxy de overecnkomstige T




4. 2.

Wij hebben nl. als de voorwaarde

onafhankelijkheid van de meetfouten door or

) i i .:_ I et r iy "I-L o.--;fi
¥ e W ; _

) 18 n-23; als schatting

male quadraatsom (9)

vadraten) van (9

nige herleiding

m { voor iedere ¢
gebruik maken van een benaderin gsmethode 8 4 ie b.v.
DEMING [4] en (voor hetzelfde probleem opgelost met de
maximum likelihvodmethode) R, S. ;OEHALi[e] .

Bru a2 € _schattingen; verzwakking
waarden.

van de voor-

Onder bovengencemde onderstelli;

_ (vertaling.
methode der aannemalrf.}‘kste schattingen) dezelfde schat-
tingen voor &K en 3 (zie D.v.DANTZIGI3] p. 234 (Whr 323)
e.Ve en LINDLEY [12] P. 235 e.v.). Aangezien echter aan

de op p. 221 (Whr 310) van D.v. DANTZIG (l.c.) vermelde
voorwaarden hier niet voldaan is (het aantal onbekende para-

gen verkriigt men door
¥cepassing van de methodeder maximum—likelihood

meters, waartoe immers ook de E; behoren, gaat met n-— =
zelf naar oneindig), kan men hieruit niet, zoals wvaak wel
het geval is, tot bepaalde eigenschappen van genoemde schat-
tingen besluitens Deze moeten dus apart onderzocht worden
en daarbij zal blijken, dat de voorwaarde van normaliteit,

geen enkele plaats gebruikt wordt

overbodig is, d,w.Z. Op

voor de hier te bewlijzen eigenschappen. (Zie Lindley l.c.
237. A.A. MARKOFF [13] ontwikkelde reeds in 1910 de

thecorie der kleinste gquadraten zonder normaliteitsonder-

stellingen).

van normaliteit vervangen

rdt door & «:; = 0 veor iedere ¢ en de voorwaarde
gecorreleerdheids

B 4 — I I T
' géx = ;i{{ f{«&{”ﬁ)

) De | aﬁ ﬂn@mel i j kﬁ ‘-t e 3

tting van & echter wijkt af van
uadraten~schatting

de kleinste—g

en is zelfs niet bruik-




wilijze nals de @:&rste.

Verder volzt uit »y = ¢+ gemaklelijk

- %
( 16) 5 = X A s %Lﬁg

1s, conver geert § onder algemene voorwaarden stochastisch
tot % o° S . Aangezien Lindley deze voorwaarden slechis vaag
aanduidt, gaan we hier lets nader op in.

van de tweede term is gelijk aan 0 en voor

blijkt, de s preiding

De verwachting
g zoals na enige herleiding
van deze 'berm naar ¢ indien voor n—ee s g = 0{n) en

é:_., Zé = ¢ (n"*) 4s ‘. Dan convergeert de term dus
stochaS‘tlsch naar O, De lastste term , §1 , blijkt stochas-

- T o : :
tisch naar == g.i te convergercn, indien voldasn 1s aan

. - ,9 |
AN "y f . rvnd f‘“}
.‘}?i z o . ﬁ ¢ { .- Z{":""‘{* ¢

% J . L
daar in dat geval de s preiding van §, voor n-o naar O
g n-3 5* .
convergeert en < 2, = 18,
Onder analoge voorwwrden convergeert Q? stochastisch
féi , terwijl het bestaan van de spreiding van &g

voor iedere i reeds voldoende is (tezamen me-

3
Ny |

¥
{

~Is aan deze 7 OoTWa
van (15) en (16) direct,

gn VQ 1daan y * 2| 7: VO lg‘b me t bhulp
at de door (11), (13) en (14)




3
L e A
T

e met bheh
quadra®t RS V@ rkregsn schat

R RTISA l

aaaaa

den*
1) De meetfouten i (i = 1,...,n) zijn cnafhankelijk ver-
/s (met bekend' Q} en gem1ddelden

ld T SN 13
] . + ::‘: 1+"
dee met anreic
s
- s Rz SN N BT SR I DL A T T T B L B I SRR SR - S

0.
2) De meetfouten 27 (1 = 1,...,n) 2ijn onafhankelijk ver-
' (met bekende é) en gemlddelder

% " B £ - % 2 u W A o+ 0= I A T " . 0T - n . « e 4 .
fou bl - 3 Ze

4¢3, mo onder gevallen; fc
4.3.1. Indien } exact meetbaar is ( (¢, = O voor iledere i) krijgt men

s .k |
eern bmzander geval van het verlge (A= 3 %¢ — constante > 0).
in dit geval U, =", dan vinden we uit (10) en

(11) door

- o te laten gaans: -

(17) C’L* =7 iiéf ;‘ ' E: <

N f% + e
% me \ CAZ' Y
z '!i-*;.’; — E:e:} F.

i

*

(18) b - ST

o
%

x k ' W . - o~ ry oy vy wen
WaaAT1Nn J ey %n bekende parameters zijni
Als schatting van ¢ " vinden we na enige herleiding van

de vorm

s ' - \
(19) | _ 5 mmm” {/Q‘#mtz *s;?j
In dit eenvoudiger geval zijn nog minder onderstellingen

- nodig methode te rechtvaardigen. Nu gelden nl. de

ende stellingens

, Om de

volg




- 1n de ;:; zijn

1 N " 53 ﬂ i d 1 @ l i ﬁ
ﬁndste

R
E : ‘
A
-.-::1=
g

Pl
[ N VI -

Het bewijs van ste'ling 2 is triviaal. Voor het bewl]

van stelling 3 vergelijke men b.v. J¢ NEY'AN and F.N, DA

' , Waar men ook een historisch overzicht over deze en
lgemenere stellingen uit de theorie der kleinste cuadra-

4 » 3 ﬂ‘ 2 » H & C LA : * ( ‘ -a; 5 4 9 s Ve b ’EWi j S.t d e VO

FISHER afkomstige stellings

ende van B.,A.

Stelling
”wfamlddelte O an sprelﬂl‘;

4: Is voor iedere {, : u:(. =0 en iy nermaal verdeeld

dan b621tten ; en b narmau
i, =
34r61d1ngsqu@draten

i le verdellngen met g‘emldd >lde r@sp. 1
ot "T'z/” resp.

- met nw2gradenvaan:13heid terwijl

\ {f‘*}m{j“i" flmmhg | .
en  Vils e e beide verdeeld zijn
E *
lgens een S‘tudentmverde 11ng' met n-—»2 graden van Vrlshelaﬁ

Hieruit kan men dus betrouwbaarheidsgrenzen bepalen voor
A , voor 3 bij gegeven K (N.B.: g*en.p*'zijnniet onaf-~
hankelijk verdeeld) en een betrouwbaarheidsgebied voor «en
3 gezamenlijk. Tevens volgt uit daza stelling, dat voor
dit geval (g;1 yoor iedere () Jé“w een zuivere schatting
van J° is

4«3.3. Een ander bij® nder geval is k=1; men verkrijgt dan de

resswlljm Voor dit geval mjn, cvenal
a Oé. en

orthogonale reg

[

%baarhelds;

voor het algemene, geen betrouw e nzan VO

- {2 bekend. De schattingen a” en b bazitten d@ in

-unt !

e ' _ wms



D a

Sel.

5" 2"

Bow

ovaer d¢ spreildi: .... en van de fou-—

deschreve

ipnen. Diverse andere

n eligen
j een onderstelling

belde '
el aantal publicaties

285 vermeld

der kleinste gquadra-
van het probleem geoft, als
men  bovendien normaliteit

hlijkt, dat
ten een uitstekend

e

fTouten in de &

aan may
o, exn i(fﬁ 1 kS: d 2 e ‘t h 814 {2 00 k e T

ann mestfouten onderhevig is, maar de
mectfouten bekend 1s.

ouding van de spr@idiﬂaen kan

T == iC: -ti e ¢ over d Dovary

A
men verkrijgen indien het aamtal waargenomen punten niet te

klein 1s en leder punt - ,‘tmﬁmal,__z‘%ﬁ%rg?nemm wordt.

De in het volgn{m te bespreken schattingsmethoden zijn
daarom vooral van belang voor het geval, dat beide coordi-
naten met mectfouten belast ziin terwijl er geen of welinig
duplicaatmetingen voorhanden zijn. De methoden ter 'verkrijm
ging van betrouwbaarheidsintervallen, die bésproken worden

in de punten 8 en 9, zijn ook toepasbaar als de hicr be-

sproken methode der kleinste quadra't@n en die van Vald
(zie punt 5) falen.

A, WALD [17] was de eerste, die {in 1940) cen schattings—
methode ontwierp, om cen bruikbare schatting van de para-—
meters te verkrijgen, als de verhouding van de spreidingen
niet bekend is. De fouten behooven ook niet normmal ver-
deeld te zijn; voor het geval ze dat wel zijn, leidt Wald
baarheidsintervallen af voor o , voor {3

bovendien betrouw
bij gegeven « en een betrouwbaarheidsgebied voor o en f3

ter vergroting van de effi-
RT TJETT fl} .

tezamen., Een kleine

angegeven door M. S

ciency is later (194

¥ald maakt de volgende onderst . 114y : 2ij n even (voor

oneven n kan men b.v. het waargenomen punt met de middel 8~te

x -waarde buiten beschouwing late n) en zij m=zn
_ P(i=1,u..,n) ’VOI.FHS capklimma, nde




x—~ {of y~) waarden en verdeel ze in twee groepen G, en (3
waarvan (G, de eerste m en &, de laatste m van deze gerang-
schikte punten bevat. Z2i] 7?_,_ veeey P de groep G, en

T . 4e.-yP. groep G,. De onderstellingen zijn nus

1} De meetfouten &, (i = 1,...,n) hebben alle dezelfde
verdeling met gemiddelde O en (onbekende) spreiding J. en
zijn onderling ongecorrelecrd, d.w.z. Zux,4=0 voor i J.
Analoog voor de 2z (met spreiding o, ).

2) g"’f U= O voor icdere i en J.
3) A of |5 B P

4} Behoort B +tot G, en P. tot G, , dan is %, < %{; .

S

BEen korte discﬁssie van deze onderstellingen volgt 1n
Pun't 5#5&

5¢3%3. Als schattingen veoert Wald nu 1in?

VOoOor ¢
Vg i
2 g -
Z%f o 2__. x;
r 4 a3 4
VQoxY /3 ¢
(22) | éw*::?wavf e ;?f-—é Z}Q A2 fz;ﬁsx;
vOoor G;:: ( S;‘n m{‘i‘. (mc % .g'
¢ T ¢ ® — ..‘..S‘_.."‘f - : \ 2 s 2
(23) Sﬁ;‘&f'm ;m ) ~Ix . 52:} me-tgg\ Szm *&iz (;a })
en vVoor %‘f S < 5%;,;“3'{'5 (%% ) ;-5
< > 2
(24) S = = {5y Ay, Sxy]

De schattingen & ,en _bw_ Z1in, zoals Wald aantoont,
bruikbare schattingen van « en . Indien .S ,en S
in waarschijnlijkheid naar hun verwachtingswaarden conver-
geren, waarioe een verdere voorwaarde, zoals b.V.

4
3 -3 00 n

* voldoe nde is (vgl. voorwaarde 4 van stelling 1), dan '2131'1
2 .

ook | wa. - en Sa,.,,,,. brulkbare schafc“tlngen van g en Ty .
Een derge 1ijke voorwaarde Wordb door Wald niet. genoemd en

- ul‘t zijn bew1;}zen bli;lk“t niet, hc:s@ zi3 ﬁemls*t kan Worden«.



u en v normaal verdeeld zijn, leidt

uwbaarheidsintervallen af voor « en 3. Dit

geaichtspunten op; voor de formules zi]
1.

G j- ‘t @ {? r (i g

Jiscussie van de voorw

S i

€n; ax ng_ o A

ng Q. .1s
van G,en G, verbindt (als men aan alle pu
gewicht toekent). BARTLETT {l] stelt voor,
gelijke groepen te verdelen, 4, , # en .,

de helling van de l1lijn, die de

kleinste abscissen en H; de punten
grootste abscissen bevat. ) Hij bewijst voor een spe-
ciaal geval, ieid van de methode ten
goede komt, d.w

de doeltreffendt

.2. dat de spreiding van de schatting er-

door vermindert. Verder geoft hij een duscussice van de

o van J.en <.en leidt hij de
betrouwwbaarheidsintervallen af, w.iartoce

mogelijkheden voor de schatting
formules voor de
deze

methode, naar analogie van die van Wald, leidt.

Veorwaarde 3) v

in Wald gaat bij Bartlett over in

en voorwanrde 4) ins

behoort P, tot H,, f} tot f, en

g{’ < }3‘;; < Eﬂ
waarde 3) kan, indien % , zoals cgpdersteld, geen

ng dan 1s

Vool

waarschijnlijkheidsverdeling bezit, geen moeilijkheden op-—
leveren, Zi3} houdt, daar n uiteraard eindig blijft bij
toepassingen, in, dat men de punten niet te veel op een
kluitje moet nemen.

' A1) is bezwaarlijker. Deze houdt in, dat de
verdeling in de groepen G, en G, , resp. H,, Hen H;,
onafhankelijk van de meetlouten moet zijn of, populair
gezegd, dat geen punt ten cevolge van de meetfout in de
g —~richting in een "verkeerde" groep mag kunnen raken.
Deze voorwaarde is nodig, om de onafhankelijkheid wvan de

aarde

meetfouten ondanks de groepering te behouden.

Deze suggestie werd ocorspronkelijk op experimentele

den in iets gewijzigde vorm door K.R.NAIR en K.S.
NERJEE [15] , ‘

—
RA

geopperd.
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een speciaal voorbeeld, waarbij de doeltreffendheid van hun
schatting groter is dan die van Wald. Een algemene discussle
van deze efficiency geven zi]j niet.

6. 2.

P~ O

vanzelfsprekend

(Deze derde onderstelling wordt door hen als ve

Vooxr o

(25) QHE =

Voor /A
(26) bybm é;'"" aﬂﬁiﬁ

Van beide schattingen bewijzen zij de bruikbaarheid.

Housner en Brennan geven de formules in iets algemenere
vorm, nl. voor het geval, dat er van het punt :Eg = (E,,7c) 7
waarnemingen zijn verricht (i = 1,v..,0)s

pmerkingens Voorwaarde 2) komt overeen met voorwaarde 4)
van Wald, maar eist meers Voorwaarde 3 ) is het analogon van
voorwaarde 4) van Wald, Deze methode zal in verband met
voorwaarde 2) het best toepasbaar zijn, als de punten
ongi %13%itantﬁ%{}§gen, daar dan de kans op volgorde-
de mﬁode van Wald, waarbij verwisse-

lingen binnen ieder van de twee groepen zijn toegestazn.

' ) D,W; z. de punten zijn gerangschiktl volgens opklimmende
waarden van de "ware" abesissen. I.h.a. zal men tot deze
rangSGhikking alleen in staat zijn door de punten volgens
opklimmende x-waarden te ordenen; voorwaarde 2) houdt dan
in, dat de wverschillen tussen de { -waarden zo groot zijn,

dat de meetfouten de volgoTrde niet kunnen verstorene



Te

7.1. Van de kleinstewquadr;
de schatting Wal
de bruikbaarheid door de auteurs bewezen,

of onzuiverheid wordt g apndacht geschornken.

over echter het volgende opmerkens

Verwisselt men bij g le methoden de twee codrdinaat-
assen en past men vervolgens dezelfde schattingsmethode toc,
dan verkrijgt men dezelfde lijn als schatting
spronkelijk. DAY " woorden, men vindt &£
niet twee verschillende, zoals in 4. gewo:

Dit feit leidt er echter +toe, dat de schatting

meen noodzake lijke:

Men kan hier-

wijze onzuiver is, zoals men als volg

kan inzien:
De V@I‘gelijking:
(1) e

kan men ook schrijven als
(27)

A

dan vindt men door verwie-

seling van de assen g4 als schatting van 5—2 . De eilgeanschappnr.

die aan a ten ap?*&.ch-te van &« toekomen, moeten dus ook &2n -
/

ten OleCh'ﬁ@ van ~ toekomen, dus als

1s, dan zou ook

£r oL

Cx=a& _
moeten zijn. Daar echter (indien PL §«>Q}f~= 1 is) geldt:
(28) Cg-'-i > |

“waarschijnlijkheid 1
dit in het algemeen niet het gevali

tenzij a één waarde met sameemt, ic

A

7.2. In plaats van de gewone zuiverheidseigenschaps

gamm

kan men echter ook de eigenschap van "med;taan-zmverhew

AR wariey, Sl W v W g

") Bij de methoden van Wald en Hou sner en Brennan geldt dit
~slechts, als de groepering resp. volgarda bi} rangsch:i.k
.Ng naar opklimmende jtwwaarden dezelfde is als bi] rang-




Te3e

- il

| eigenschap van additiviteit bezit en «-g in het algemeen nzez

s ] 3

beschouwen; wij kunnen a mediaan-zuiver noemen, als geldt:

(29) AMeal q = o
d.w.2z. als de m diaan van de verdeling van a2 gelijk aan o<
is. Daar voor de mediaan {(mits P{@Djrida is) geldts

(30) Uaﬂd( L = 1
’ 2 Ao @

kKan de eigenschap van mediaan-zuiverheid bij schattingen var
de in het vorige punt beschreven aard wel vervuld zijn.

Inderdaad geldt voor de schattingen @  en Q. van Wald en

van Housner en Brennan:
(31) Medg — oo a a 5 = X
Immers in beide gevallen is:

ST HE - (X e~y )

Mg

aus _
}[ --0%‘ = o((._igzh__x*)w X (e~ &g) + (¥~ V3 )
dus -
n ™ 2
(S w2 i) S
(32) a , = - m —
‘ ~ S xe - 2
£ Y+ 4

21

| o 2. 2. &~ S8y ) +§Z(%“%)
{33) QHE-:: X -~ <<

M- sy vy vavvm Syss. amead il el sl

2 (%; - %
ST aixo

In beide vergelijkingen 18 de tell van de tweede term

R s o

(dloan u« *“4 “‘-'*“'
van het rechterlid symmetrisch ver

zelfde verdeling bezitten. Daar de verdellng van de noemer
niet onafthankelijk is van die vamn de teller, kan men niet
concluderen, dat deze breuken symmetrisch verdeeld 2zijn,

is, als ¢,en &, de--

| ma.ar wel, dat hun mediaan gellijk aan nul is, daar de noemex:s

in beide gevallen steeds positief zijn en de tellers de me»
diaan O hebben.

In beide gevallen is
(34) b=pB+ (x-a)§ - (&@Q*z?)

 Paar echter de mediaan niet, zoals he't gemldaelde, de

symmetrlsch verdeeld is (bi}] symmetrlsch verdellngen is de
mediaan wel addi'tle:t‘ Yy 1131(1: het m_e‘t eemroudlg, voorwaarden *



- aan te geven, die b tot een mediaan-zuivere schatting van {3

8. Betmuwbaarheldsgrenzen voor a( en (‘% zonder onderstelllng van

rrormal:rtelt van de fou'ten.ﬁ

8.1. Op de Statistische Afdeling van het Mathematisch Centrum zijn
enige methoden ontworpen ter berekening van betrouwbaarheids-—
grenzen voor & en {5 zonder de voorwaarde van normaliteit

van de meetfouten, die in dit en het volgende punt besproken

worden,

8.2. De onderstellingen, die bij de eerste methode (J. HEMELRIJK
[ 7] } gebruikt worden, zijn verschillend bij het bepalen van
betrouwbaarheidsgrenzen voor « en voor [> .

Voor het bepalen van een betrouwbaarheidsgebied voor & wordt
onderstelds

la)} De ‘meetfouten « (L, en 2% hehben een simultane wasrschijn-
1lijkheidsverdeling, die onafhankelijk 1s van 1. H)

1b) De kans, dat het punt (4, ;) op een gegeven rechte
1ijn in het (¢, ?; )-viak ligt, is gelijk aan O voor iedere
1ijn in dit vlak.

lc) Noemen wij het "ware" punt met kleinste abecis @,
het “"ware" punt met grootste abscis &,, dan kan men de bhij
(2 en @), behorende punten 73 en B, aanw:.;; zen onder de punten

P {(i=1,...,n). ")

Voor het bepalen van een betrouwbaarhelds interval voor /3
onder de hypothese, dat de helling o gelljk 1S 2an een geges
ven waarde a wordt onderstelds: -
2) De meetfouten «; en ¢~ hebben voor iedere i een simul-
~tane waarschijnlijkheidsverdeling, die van i afhankelijk kan
zijn, maar waarbij voor iedere i de kans, dat F aan de &ne

zijde van L ligt gelijk is aan de kans, dat P, aan de andere

en

R & K ¥ F- T e

")} «; en v; behoeven dus bl;; een zel:!';'de i niet onafhankelijk
van elkaar verdeeld te zijn; wel is de verdeling van de
paren (& y ¥i ) en {« 4 ??) voor Jj&4 1 onafhankelijk.,ﬁ

*) Deﬁe onderstelling is van dezelfde aard als enderstelllng N

‘ 4) van Wald (zie punt 54 2);313 het iets zwa.kkem Z:Lg kan
n@g enigsz:ms warden verzwakt da:t zal hler ech'ter m.e*b
worden behande id. In de genoemde publlcatie word‘t hler-— -
over iets meer gezegd. ‘ I C
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xans, dat [; op T ligt gelijk is aan

A S - R W N N e - BRI I g vy - A S s

met onbetrouwbaarheids-—

{me 1/ (m+3)
Pr= pmiag
wordt nu gevormd door die waarden a, die voldoen 8&an het
volgende criteriums

Trekt men jin het (;,7 )~v1lak(dat tevens (x,y)=~vlak is),

door B en 7, twee evenwijdige lijnen L, en L, met richtingsw
coéfficient s, dan bevat de strook, die begrensd wordt door
Ag en L,. (deze 1lijnen niet inbegrepen) hoogstens n-m~3 van
de punten (1 = 2,..,n-1).

- el )

Bewezen dient dan te worden dat

| . P &q-ﬂ) {r-t-l)
(36) PlaeAl= oy

is, Dit bewijs berust op het feit, dat de afstand %, van [4 h
tot L (i = 1,...,n), gemeten in een willekeurige vaste rich=
ting, onafhankelijk van elkaar verdeeld zijn met dezelfdse
verdelingsfunctie voor ieders i. Uit het felt, dat alleen dan
ol niet tot A behoort, als minstens n-m van de afstanden 2%
gelegen zijn in het afgesloten interval met ¥y en 2z, als
grenzen, volgt (36) met behulp van een senveundige redenering.
A bestaat uit een eindig aantal intervallen. Indien men doox
P en B, twee everwijdige lijnen kan trekken, waartussen alle
overige punten P gelegen zijn, gaat A over in &&n interval.
Dit is steeds het geval als de meetfouten niet te groot zijn
in vergelijking met de afstand van @, en®,tot de overige
punten @;¢ -

8.4. Betrouwbaarheidsinterval voor /7 onder XK=& ,

Een betrouwbaarheidsinterval B voor /4 bij gegeven o«=a met
onbetrouwbaarheidsdrempel

(37) Pr = Mt () (0<% < ?3?3;

& (=0

verkrijgt men door de lijnen L, en L, door 'E_; YreSDe ?&



L .

richtingscoefficient a evenwijdig te verschuiven tot aan

iede

re zijde van de strook, die zij begrenzen, precies £
van de punten 73
Lyen L, minstens &én van de punten 7
dichter bij elkaar ¢ acht kunnen w ‘
minstens é&n van beide zijden het aantal buiten de strook
gelegen punten gr De doorsnijding van

-as is het betrouwbaarheidsinterval

11ling volgt gemakkelijk uit on-

en zijn, terwijl op beide nieuwe lijnen
ligt (zodat zij niet

deze strook met de 2
B. Het bewijs van deze st
derstelling 2).

8.5. Betrouwbaarheidsgebied voor « en 3 gezam

De bepaling

gz van het betrouwbaarheidsgebied voor « komt
overeen met het vaststellen vanen criterium ter ve:

werping
van de hypothese, dat « de waarde a bezit, waarbij de kans
1 bestaat, dat & zelf aan dit criterium voldoet. Evenzo
komt de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval voor A
onder de voorwaarde «=a neer op het vaststellen van een
werping van de hypothese, dat (*» onder de
voorwaarde « = a de waarde b bezit, waarbij de kans f, be-
ataat, éat f3 zelf aan dit criterium voldoet.

Van deze twee c.m’terla 1s het eerste gebaseerd op de
plaats, die %4, en %, innemen in de naar opklimmende grootte
gerangschikte rij getallen (i = lyeo. ,1) (het is dus onaf-
hankellgk van het teken van de 7 ) terwijl het tweede cri-
terium invariant is tegen permuta-ble van de punten P (en

Juist van de tekens van de %, afhangt). Hieruit volgt, ‘dat de

twee criteria onafhankelijk zijn, zodat de kans, dat hetzij
X aan het eerste, hetzij /2 aan het tweede criterium

(als daarbij van de ware richting X gebruik gemaakt wordt)

voldoet, gelijk is aan

criterium ter ver

(38) P = Prt o™ 1 fo

\ Laa:t men ierhalve a alle waa,rden van A doorlopen en b@-—
paalt men bij 1edere @ het blgbehorende 1n'terval B dan vorms
de zo verkregen verzame_ ling van punten (a,b) een betrouw-
baarheidsgebied door het punt («,?) met onbe'brouw‘baarhe:_dSM

drempel Pe

B¢bo. Ter verduidelijking van de methode geven wij in fig. 1 voor
een eenvoudig geval de constructie we er.



Ft"jn L W= 13 77 = 1 {rl
ﬁi: o,,aaj Paz 0,009

In deze figuur stelt A de heéek van richtingen voor, die
een betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel
Pt = 0,039 voor de richting van I vormen. Voor de beide

(7%, 7;’) betrouwbaarheidsintervallen voor # onder de voor-
waarde, dat « de bijbehorende waarde bezit, met onbetrouw-
baarheidsdrempel p,= 0,004, ’

Het door de gebroken lijnen 7S, { en 7, Sy ¢, begrensds
gebied G van het ( g y 7 )~vlak vormt nu esn betrouwbaarheids—
gebied voor T met onbetrouwbaarheidsdrempel A+ ~fA =0,043
in die zin, dat de kans, dat dit stochastisch gebied L ge-
‘heel bevat = 0,957 is, terwijl omgekeerd _ M iedere lijn,
die er geheel in ligt, een a en b bezit, die tot het sim
tane betrouwbaarheidsgebied voor « en (3 behoren. Wel is
dit met de a steeds het geval, maar behoeft niet tot
het met behulp van deze a geconstrueerde betrouwbasrheids—
interval B ‘e behoren. Het betrombrhidsgebied Voor Is, -
opgevat als een lijnenverzameling valt dus niet samen met

" S s g
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. * n alle 1ij
ijn als b.v. R P 8tle doet zich verd n G liggen.
snijdt. Het va r: gc in figuur 1 de 1i3 er voor, als een
hoort dan ook b3 o hoek 5, atgesns "5 en S
00k blj G 1 afSQSHEden ged * e
. fd 2 ( Bﬂlte HE we

de ve:

Het bet
i ytrouwbas R
in dit geval OHg;hemSgebied voor « en {5
gearceerde gedeel eer de in figuur 2 ‘ - gezamenlijk k
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8.7. De
s e ) hier be
i schre |
Uit veorwaarde zen methode is, zoals uit d
8.2 blijkt, vooral ges:;l?:uCtle o
w vl 1 * .
,y indien

de meest
ste punte i 4
n vrij dicht bij elkaar 13
31kaar liggen, terwij

wel link
gelegen is. Dit is d deze puntenwolk minst ,
methoden van Wald dus juist in die gevall ens één punt
. _ er . ‘ o e B N o
in het volgende pun: die van Housner en Br n, waarvoor de
ma:t,;}g zijn (iih.b . nog te bespreken methode y Svenals 4e
lende methoden va.;‘~ ook in verband met de vo ® minder dogi=
e Lueil rariétren L meT de voor 4e
volgorde t.o0 . etende eisen omtrent 3 T de versehil-
wijze van cot formaties van Het o -

van cohsiructie invari He‘t&‘ assenstelsel laten 4

voeren

van 6.6 T E3-

is wit de constructie soms
_ nke le berekening



9.1.

9.2. De eerste methode berust op de volgende

Dl

tot de precieze betrouwbaasrheidsintervallen.
Uit deze methode kunnen enkele eenvoudige toetsen voor
bepaalde hypothesen omtrent I worden afgeleid,

Methoden van H, THEIL.

H. THEIL El 6] heeft twee methoden ontworpen, die weliswaar
opgezet zijn in het kader der regressieamalyse,
ook op het hier besproken probleem kunnen worden toegepast,
Wij lichten uit zijn (nog niet verschenen) artikel die de-

len, die relevant zijn voor het hier gestelde probieem,

L

onderstellinge

Voor de bepaling van een betrouwbaarheidsinterval voor «t

1) Is §t<.§ dan is ook x;<% . (vgl. 6.2).

2) Eén van de beide volgende onderstellingen moet ver-
vuld zijns ')

a. De meetfouten w«- en 27 (i = 1,...,n) hebben voor iede-

re i dezelfde simultane waarschl:}nll.‘}khe idsverdeling; -
paren {u ,2.) en (x;, v) zijn onafhankelijk voor i:{: j, de
verdelingsfunctie van :zg; -X«u,;, 1s continu in de medias

~ b. De meetfouten zijn alle ormafhankelijk van elkaar ver-
deeld; jeder van hen is bovendien symmetrisch verdeeld, ter—
wijl de mediaan van &; voor iedere i dezelfde is; evenzo de
mediaan van ; Vveor iedere i. De verdelingsfuncties zijn
alle continu in hun medianen.

Voor de bepaling van een betrouwbaarheidsinterval voor
onder de hypothese &= a, wordt bovendien onderstelds

'3} Med (¥; -« y; )= O voor iedere i.

De treiahnrl‘ . worden nu als volgt bepaald:
Zij de rangschikking 72 ...,/ verricht naar opklimmen-

de grootte van x; en zij m= sn (met eventuele weglating) van

het middelste punt). Zij verder: '

(39) ﬁf"

Wegens (vgl. 7.2) _ _
'ﬁ'f”g*b;z = O‘:{‘zt -757:14»4) “W/k ”“'—m#t ) + [@" - 3‘%“)

| Wm“mwmm”

! ) Dlt 1.3 vold OQIﬁE y -

slech‘bs, ia-t ac { U = % pauc )

.. . !F LS it - B . - . . ) . b
R : H “ . - ‘ A :‘I' E - : : F p : i | . - e i i,
+ : . . ! R R | . : B - ¥ : . '|‘ . " :
i . ) S « ot F e . b N - * 4 . ! ) . R E ¥ - . ] : : - I‘ :
o ' C - ' " . 4 : - : - A i tE . ' B IC i . -
) ‘ SRR N " co e - ] . . L . . . . \
| f . EN . . i -



i3 dan

indien voo:

waarde 1) en 2) vervuld zijn.
Rangschikt men nu de gevonden <.(i = 1,...,n) vol
opirlimmende waarden en iss

e~ md ”
(41) pr= % 2 (G
, ﬁl*
dan zijn de rfen de (mm-%2+1)% van deze rij der a, de uit-
einden van een betrouwbaarhcidsinterval voor met onbe-
trouwbaarneidsdrempel Py s

Voor /A kan men, onder hypothese &=a y €en betrouwbaare
heidsinterval afleiden op- dezelfde wijze als bij de vorige
methode (zie 8.4.). Bezit dit betrouwbaarheidsintervel de
onbetrouwbaarheidsdrempel A, en duiden wij de twee inter-
vallen aan met (& ,4,) en (4, 5,), dan iss

(42) 'P[Qifo("dz,_é ‘fﬂ‘é_t] >(f Paj(fﬁzj

zodat men een rechthoekig betrouwbaarheidsgebied voor o en
(3 gezamenlijk heeft. De reden, dat men in dit geval ¢
betrouwbaarheidsgebied voor het punt (o,3) van de in 8.6
beschreven vorm verkrijgt, is dat in dit geval de in 8,F
genoemde onafhankelijkheidsvoorwaarde niet vervuld is.

3.4. Detweede methode bezit vermoedelijk het voordeel, scher

te 2ijn dan de vorige. De berekeningen worden echter veel
uitgebreider, daar hierbij niet slechts van fn hellingen
gebruik wordt gemaskt, maar van de hellingen van alle moge~
lijke verbindingslijnen van puntenparen K 35 (het verschil
met de eerste methode.vertoont een zekere analogie met het
methode van Housner en Brennan wn adi

verschil ftussen de
Wald). *

Voor het bepalen van een _ 
worden de volgende onderstellingen gemaakd:

1) Is %< % dan is X/ <% , \
2) De meetfouten «; en #; bezitten voor iedere 1 ﬁ.ezal:fd@
simultane verdeling; de paren (4,%:) en (X 4 , v) zijn
 hankelijk verdeeld voor 1ii j; de grootheid ma ¢ is
continu verdeeld voor iedere constamte a (d.wiz: in het _
( 4 ;95 )=vlak is voor iedere vaste rechte lijn de ka,ns , dat
- het punt {&;,%; ) er op ligt gelijk aan nul).




me'ti::l,:‘.., Il“l enj: i+1’-*u,n#

Slechts dan als 20 - < ¥r- 2, o Vullen wij voor o een

Wlllekeurig aangenomen getal a in , dan is het aantal gey

len, waarvoor w;-aw« > -a« (met i<j) is, voor iede
waarnemingsresultaat bepasld. Dit aantal, dat behs

1alve van
het waarnemingsresultast ook van s afhangt, noemen w

g (&) is een stochastische variabele op de collectie wan

alle mogelijke waarnemingsresultaten.
Nu is de verdeling van

_ fea,l
(44)  T=27- 7% /(’é)

bekend, onder de hypothese dat de grootheid & -a¢ &, onaf-
hankelijk van i verdeeld is (zie M.G, KEIDALL [10] [11]
heet de rank correlation coefficient y hetgeen men zou kxunnen
vertalen met rangcorrelatie codfficient). Aan deze hypothese
1s in ons geval voldaan als «=& is, terwijl bij toenemende
afwijking van o de kans op grotere ¢ toeneemt. N
r zo, dat

(45) Plg@zz-1]= 3/

&

1S, en rangschikt mende Qg VO lgens opklimmenhde ws
; [a‘y}i < - < /a,}-,}?) : g
dan zijn de ¢ en de ([2/-7+2 )¢ van deze rij de uiteinden

van een betrouwbgarheidsinterval vopor « met onbetrouwbaar-
heldsdrempel p; 3

(46)  Pliayh 2« £ Gaglyyy,,, 1= 1o

Voor /3 gaat men te werk als bi} de eerste

arden

9.5. Deze methoden zijn, zoals in de betreffende publidaties zal
blijken, voor velerlei generalisatie vatbaar: het aantal
variab elen, waarvan 2 lineair afhangt kan s illekeurig
gemaakt worden; de linea riteit van het -1..» nd kan ge‘baetst
Worden tegen convexiteit; ui'tbrel

van hogere graad is
onbekende ramaters kunnen op deze

N ,
F B
: ‘ J

elil'
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In verband met voorwaarde 1) 2zijn beide methodes, evenals

die van Housner en Brennan, het best toepasbanr, als de
punten ¥, engeveer aequidistant liggen.

10. Het geval, dat & een waarschijnlijkheidsverdeling

10. l. In 2.2 zijn twee verschillende situaties genoemd,
als geval 1 en geval II. Hoewel deze gevallen
ben op geheel verschillende problemen, kan er toch een nauw
verband tussen gelegd worden.

In geval I bezit § geen waarschijnlijkheidsverdeling
evat

worden de coordinaten van de punten @ ,..., @, opg
onbekende parameters van de waarschijnlijkheidsverdeling van
de X, en ;, . Dit doet zich b.v. voor als men door de in-
rlch't:z.ng van het experiment de grootte der t min of meer
nagr willekeur kan bepalen ook al kan men 2ze niet exact
th‘b*en‘

In geval II bezit £ wdl een waarschijnlijkheidsverdeling
(en we schrijven dan X in plaats van § en y in plaats van
7 ). Deze situatie kan zich b.v. voordoen, indien X en )/
in principe meetbare grootheden zijn, mear men, om &é&n of
andere reden, alleen over onna_uwkeurige metingen be schikt
(de nauwkeurige meting kan b.v. een niet beschikbare appara-
tuur eisen of te veel tijd in beslag nemen): Daar x en ¥
nu ook een simultane waarschiinlijkheidsverdeling bezitt en,
kan men de 5 en y geheel uit het vraagstuk elimineren en al-
dus tot de gewone regressieanalyse overgaan, Indien echter
X en >/ b.v. natuurkundige grootheden voorstellen, is het
zeer wel mogelijk, dat het verband tussen X en >/ wel, maar
dat tussen X en g niet van ul‘teindeln.;}k belang is. Bovendien
behoeft er tussen X en F geen lineair ?ﬂerband te bestaan,
als dit met X en )'/ wel het geval is. LINDLEY [12] bewijst
dlenaangaande de ‘trclgenda stelling:

iiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiii
. i x"*m ****************************************************************
CEVEE N BRI SN O BN ‘!‘ "*’

hen 1ndlengeldt* .

ymo()(-t-ﬂ = X+u 3 J*X""g
da,n is noodzakelljk en vo}.dcaende, ppda.'t de regressie van ; _.
‘ten opz:.ch’ce van x llnealr 213 ' Hd,.w z* . opdm: '
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. . Fi 4

1s voor ledere x , .aat voor de karakteristieke functies
d§ ry v o

Z&_ (T) = f-e en Z?(’E‘)mgerm 1Y

van « resp. X= X-£X, geldts

................................ A y

(48) Z L Z, )} =

en s

(49) 3= (3 + (o= ') £ X

********************************************************

Opmerking: 1. De in deze stelling geneemde noodzakelijke
en voldoende voorwaarde betckent b.v. voor het geval, dat
normgal verdeeld is, dat « ook een normmle verdeling moet be-

zitten. Daar bovendien in het algemeen een macht van een
karakteristieke functie zelf geen karakteristicke functie 1is,
wordt door (48) aan het type van de verdeling van 2{ een ster-—
ke beperking opgelegd.

2. Uit de stelling volgt verder direct, dat

cxi

—, 7 0 o< jodf < fecl

O¢ — dus

moet zijn, terwijl o en o« hetzelfde teken bezitten.

Wij zullen in deze paragraaf geval 11 beschouwen zonder eli-
minatie van _X en >/ .

10.2. Notaties: E;n waarnemingsresultaat P go b e ,? geven we
met P , W_azarbi] P het punt (Xs yeees Xny ;1 ,,.,,ﬂf,l) van een
n—-dimensionale ruimte R voorstelt. De bi] “P yeony i

rende punten & ,..., @, geven we tezamen aan met & , waarbij

Cf het purrt ( Xi g ooy Xﬁ ’ yi gp s oy yﬂ) in een n-dimensionale
ruimte 3 voorstelt.

¥ bezit een waarschijn nli j he:z.dsverdeling in S , waarvan
we Ee verdelingsfunctie ‘

F (X oves X o Yo oons Y

verkort aangeven d oor

F(@)

’) 5....-:.-...5 beteken‘ﬁ: is pe? definl"*‘iﬂ geli,




, DG

Tevens bezit P , voor ieder' punt & van S , een voorwaar-

delijke wasrschijnlijkheidsverdeling inR , onder de voor—

waarde & . De werdelingsfunctie van deze voorwasrdelijke

waarschi 3 nlijkhe idsverdeling: '
G (g 5005 Xy §a 50703 ] Xo=Xssoos Xo= R s }fiz My vtfﬂ"\}n)

geven we verkort aan door G('P{Q)en de onvoorwaardeliijke ver-

de]_insfunc‘tie G (3‘; ys~v 2 Xna 'ii:”‘*“éﬂ) Vartl ? in _R. door: G (1"}

"Wij hebben den de volgende betrekking:

(50)  G(P> = {G(m Q) d F (&)

De in de vorisge gedeelten afgeleide schattingen o« {(van «)
en b (van ¢ ) =zijn berekend onder de hypothese, dat & een
bepaald (zij het onbekend) punt van 5 is, en zij bezitten
onder deze hypothese een waarschijnlijkhaidsverdeling , Waar—
ult hun eigenschappen zijn afgeleld Hetzelfde geldt voor de
stochastlsohe grenzen van de voor « en i afgeleide betrouw-
baarheidsintervallen. Wij zullen hier een schatting a van « ,
daar deze door PP geheel bepazld is, aangeven door

o (P)

‘en betrouwbaarheidsgrenzen voor « om dezelfde reden door

a; = &4 (P) 2  a,= a,(P)

10+3. Beschouwen wij ru de methode der kleinste guadraten voor het
| geval, dat de meetfout « in de x -richting identiek gelijk
aan nul is;, dan =zien wij (zie 4.3), dat de voorwaarde van
stelling 2 , 3 en 4 voor ieder punt @ van S gelden, mits
slechts de algemene eis, dat er onder TS @, minstens
twee verschlllende punten voorkomen, vervuld is. Wij ondcr-—

stellen U dat de waarschlgnll;;kheldsverdellng van & in S
zodanig is, dat Ade kans, dat hieraan voldssn is, gelijk 18

aan 1 en .La“ben adeze voorwaards verder buiten beschouwz.ng.
Dan geldt' “

S*teﬂllln _ 6: Ste 11:1_ng 2 % en 4 blijven onverander‘d geldlg,
lnd:tén men é “"‘gf”e*mang-t dgor 5{* (1 l,, . o ’I'].) , Waar'bij het
. E}i{"t .Cf ( X;: Ty X ) een waarschlg nllgkheldsverdellng :m -

LR NS AR L L R A R R N PN RN Y S

) Xz po e ' *—an behﬂveven dus nle‘t; onafhankel 3_k verdeeld te



Bewiis: Dit bestaat uit twee

de lens

1) Indien voor cen schatting
bewezen is, dat zij zuiver is, betekent
dat

; £ ) . .

is wvoor iedere @el.

Een dergelijke schatting is dus voorwaardelijk zuiver,
onder de voorwaarde ®-.& , voor iedere ®@eS5. Dan is zi}
echter ook onvoorwaardelijk zuiver, immerss:

(52) {3 /a(?‘a{u('aj

wde(C?)fa{M o G(PI) = & [etF@) =
.S

Hetzelfde geldt voor de andere in steolling 2, 5 en 4
noemde schattingen.

2} In stelling 4 is voor « een botrouwbaarheidsinterval
leids Geven wij dit aan met ( a,, #1) , dan eld*b:

(53) ’P[Qx‘:ﬁ‘(%z‘@ﬂ@]m

voor iedere @eS .
Derhalve is ook onvoorwasardelijke

(54) PL a, (Py<x <a (BP)]- fa{,r{@) Pla,<ec< @y @= @] =
_ / ¢
= fi“ﬁ)é{d F()= 1-pP:

Aanloog voor het betrouwbaarheidsinterval veoor (> en hetv
betrouwbaarheidsgebied voor & en (3 gezamenlijke.

10.4. De overige in het vorige gedeclte vermelde resultaten lo
zich niet zo volledig van geval I op ge_yval Il overbrengen,
daar deze resultaten gebonden zijn aan vo orwaarden betref-
fende @ , die in het algemeen niet voor iedere ® van O
vervuld zijn. Deze voorwaarden, die wij nevenve

zullen moemen , zijnd

Voorwaarde 4) van stelling 1 {zie 4.2);
voorwaarde 3 en 4 van Wald {(zie 5. 2)“‘
voorwaarde 2 en 3 van Housner en Ernnan (zi
voorwaarde l.c van 8.2; _
voorwaa;rda 1 van Gn 20

6.2)3




%]

Gedeeltelijk zijn deze voorwaarden ge het af-
leiden van betrouwbaarhe idsintervallen, gedee 1'1:@1:1,:}}5 voor
het bewijs der bruikbaarheid van bepaaslde scha
ieder van deze methoden gelden nu de volge

1) Voor betrouwbaarheidsintervallent

Indien V verzameling van alle @ uit § is, was
de betreffende nevenvoorwaarde voldaan is, dan is een ondux
de hypothese &=®@ afgeleid betrouwbaarheidsintecrval,
onbetrouwbaarheidsdrempel p , tevens een voor

&1 a 6’1 r d "

[ AR TR W PR AR TR PRI © P SRR W T T R N R S - L PP R T

betrouwbaarheidsinterval, met dezelfde

drempel, onder de voorwaarde &eV ., (Bewijs analoog
tweede gedeelte van het bewijs van stelling 6). Is

(55) | PL&eV [=1-9

dan is het betrouwbaarheidsinterval tevens een gnvoorwsaarde

lijk betrouwbaarheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel
£ P+ '), ‘

2) Voor bruikbaarheid:

Aangezien dit een asymptotische eigenschap is, d.w.z. een
limieteigenschap voor n-w schrijven wij <, voor S en &
voor @ . Als er nu een rij deelruimten V, is, met V, C.

zodanig, dat de betreffende nevenvoorwaarden gel atig
n vervuld zijn voor @ Ve V, y geldt voor een onder de voor-

wasrden

M - g™ en K™ e Vy

bruikbare schatting a, van o @

- n400

voor geval II overgaa't in een vmrwaardelijke




L
dan volgt (analoog aan de bewijsvoering van stelling 6)
(57) Pllan-xl<e]>1-8-9n 2o n>N(S)

zodat de schatting ook onvoorwaardelljk brulkbaar 18.} Ver-—
gell;}k in di‘b verband ook WAID [17] pun’t 8.

I1T. Schatting één codrdinaat, als de andere gegeven is.

11. Het probleem .

%

11.1. Gegeven zijni:n punten ’Pﬂ_ go ony E en de_voorwaarden, die
nodig zijn, om uit deze punten volgens één der beschreven
methoden schattingen van «en [ te bepalen. Verder is van
een (M+1):I punt T—l de codrdinaat x, gegeven.

Gevraagd wordt een schatiing te geven van de coordinaat
7, {resp. \, ) van . en van deze schatting de eigenschapren
na te gaan., ') '

N

le. 2. Geval II. In geval 11 bezitten de punten ,?1 ARENE —Pn_ en 1‘3&
een s:.multane waarschlgnll,}kheldsverde}.lng, Z0 dat men het
probleem xan zn.en als de vrasg naar de e:.gensch&ppen van de
verdeling van Yo en in het bijzonder van y'g , onder de
voorwaarde Ia = _IQ ’ terwztgl aan de coordlnaten van P 4. 3}}
geen vqorwaarden worden opgelegd. Dit is de beschauwlngswij%&
der regressieanalyse:.

31,3, Gevai I. *In geval I bezitten de punten T “P gt v o ,'P " en’P evell=
eens een 51mu1tane Waarschl;jnll;)kheldsverdel1ng, nu echter
met de ooordina‘ten der punten -®@,,. .., @n en & _als onbekende
parameters.: Men zou hier het probleem op dezelfde wijze kun-
rien stellen als onder geval II, ‘voor zoverre het Yo betrefts
Mo é‘c’;hter bezit geen vcomaardellijkez*waarSC*hijnlgjkheids~
verdeling ondexr de voorwaarde X=X, en in het algemeen  -is
juist 7, 'belangrijk (en niet yg Y. Het ligt daarom voor de
hand;, te ‘trac:h'beh een mha't't 1ng van 7(, ‘te geven zonder de
voorwaarde o= Xg 'te s‘tellen. ' ‘

Ind::.en men he't; probleem voor de ‘twee gevallen op deze
't ;te verschillende wi;; zen in'berpre‘teer*t, treedt :m he’b o

! ) De fcrmulerlng_ﬁe'b é‘a als geeven cbardlnaa‘t en ‘be scha‘tw

ten abscis van B ontstaa‘t dOOI‘ verwissellng van de
codrdinast¥mssen u:'t.“l: de hler' gegeven :E ormulerlng. -
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geval van exact meetbare § respy.

taat op,
geweest {(zie b.v. A,

nader beschouwen:

1z2. ting van ]

foutloos is.

12.1. In het geval &= 0 kan men volgens de methode van 4.5

i

ling 2), indien de daar g

Wil

voor « resp. [ afleiden, die dan (volge:

beide gevallen zuiver zijn. Dan is ech
algemeen ,.é. een onzuivere schattiing van fjg
schatting voor -1 is in dit geval niet bakend

ot
Indien nu van P, de codrdinaat geogeven is, 1s Gus

(59) L (- b)

in geval I in het algemeen een gnzuivere schatilng
daar (in net algemeen)

g ("}_a (5)# g C?u ---)

is.

X . gel indien 3 bekend m.jn en in (59) voor

a en b worden gesu%stltueerd..ﬁlt
Wij hebben (de index O voor het moment

Y=

onafhankelijk zijn.

- J4Q%% f%wy

v lingsdichthelid wvar




..

zodat wij hebben

(62) £ .

Indien de teller de factor
gelijk aan £v , dus gelijk aan nul ziin., Nu is
algemeen niet het geval. Indicn ¢ klein is t.0.v. Y
in (61) in de Taylor-ontw I
hogere graadstermen verwaarloosd kunnen worde
volgende benadering

H

daar Fweo is en [Eayerr=1 is.

Indien b.v. Y normaal verdeeld is met ge
spreiding g e n v no rmaal verdeeld met gemiddelde O en spreil
ding T , krijgt men

(62) f;:‘q CA Jtz (}“ﬂ)

gan O is, als T=0 of ft=% 1is.
Nu is dus in het algemeen

hetgeen slechts dan gelijk

o f 5( g o
(63) ;Oxja -—0o T Zélg*z;{a 2/0 "S

Lindley geeft nu echter voor die gevallen, waarveor stelling
geval 1T een zuivere schat-

> geldt, een me*bhode aan, o
ting van 4.4 Xo te verkrijgen. Indien n.l. stelling
geldt (wat b.v. het geval is, als y; en ¥, beide normagl ver-

deeld zijn, of indien beide een P ~verdeling bezitten), is _

(daar .= X,

is wegens «,=0 )i

(64) | fia’:}a ”X;Q - f}e’uy‘* £o = &i‘t;& wg

Volgens de
(met m




geldt:

_ . g 3 _(3’ _ ’ 7 5
(65) f.;;a“'io Xo = x' - fi*’"?’ﬂ (&' o= XD

De schatting
(66) ..glfa - Qf ;

1s nu dus een zuivere schatting van f;:% Ko o

"

Op te merken valt nog, dat deze methode in geval 1 geen
oplossing geeft, daar in dat geval stelling 5 niet geldt,
en ¢’ een onzuivere schatting van 1 is. Dit laatste blijkt
uit stelling 5; immers was <¢‘ een zuivere schatting van g
in geval I, dan was dit volgens stelling 6 ook zo in geval
II, hetgeen echter in strijd is met de tweede bij stelling
5 gemaakte opmerking. Voor geval I is een zuivere schatting
voOor -é(-- nog niet gevonden. Schatting (59) is, uit het oog-—
punt van bruikbaarheid, in geval I boven (66) te verkiezen,
doar (59) in dit geval bruikbazar is en (66} in het algewmeen

niet (zie hiervoor 13).

12.2. Indien de exact meetbare codrdinast van ’Pc, gegeven is, Zijn
aan het zuiver schatten van de andere coordinaat in geen van
beide ge vallen moeilijkheden verbonden. Daar voor het geval,
dat be ide codrdinaten meetfouten ver'tonan, geen zulvere
schattingen van « en {3 bekend zijn, behoeft dit niet apart
behandeld te worden. Wij wijzen er echter 01'3, dat ook in
deze situatie de voor het in 12.1 gestelde probleem door
Lindley gegeven oplossing voor gev‘al 11 van toepassing is,
indien stelling 5 kan Worden toegepast. ‘

13. Bruikbaarheid van schattingen van de ene cobrdinaat uit

g

andere.

Het brulkbaarheldsbegrlp wordt in 4it verband gecompll .
ceerder. Immers beschikt men over bruikbare scha.‘c‘blngen a3 ez:i
& van o resp. £ verkregen met behulp van de punten ’Pﬂ_ EXR ,an
dan betekent dit, dat @ en b stechastlsch naar o« en (3 con-
vergeren, voor N g Om nu echter een brulkbare schart*tlng

e verlnggen van B..m de codrdinaat é,.,, (resp.. Yo ) van. ?

' _,hmea't men bovendlen o‘ver een brulkbare scha‘t‘blng van de -
~ coordinaat § {resp. X } van 4 besehl}ckem Deze kan nle't 'bc,m.
DR ‘st;n u:rt @én en

cele waarnemlng van xa ’ wel, e"xrén*tueelg ul‘t
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omeman,

het gemiddelde X, van »n dergelijke waarneming
gemiddelde inderdaad een bruikbare schatting

_ Is dit
VAan ga (I’ €30

Ao)s deW.z. convergeert X, vOOr m-aw stochastisch naar
(resp. X,), dan is

(67) & X, + b

Wyl

een bruikbare schatting van =, (resp. \
deze ultdrukking stochastisch tot Meo (eSp,
geert, als m en m beide naar <o gaan.,

Daar nu voor bruikbaarheid g
een bruikbare schatting van « is,

1 i Y . Mﬁ = * m o a "
ting van o 1S treden er hier verder weinig moeilijkheden

op. Het 1s echter van beloang er op te wijzen, dot
I met foutloze % s indien de in 12.1 gemaakte onderstellin-

gen gelden, schatting (59) een bruikbare schatting

van £,
1S, indien men daarin Y, door een bruikbare schatting van

Mo Vvervangt en indien « en b bruikbare schattinge

X enf> zijn (vgl. stelling 1), terwiijl dit met (658) in

het algemeen niet het geval is, daar ¢’ en in dit geval

L

onzulivere schattingen van en --£§ Z17) M.

L
2

14. Keuze uit de verschillende methoden.

14.1. Een algemeen principe voor deze keuze is, dat men meestal
eecn beter resultant verkriijgt, narmate men meer onderstel-
lingen gebruikt. Men kieze daarom die mcthode, wanrbij men
van zoveel mogelijk (gcerechtvaardigde) onderstellings
bruik maakt. Een volledig overzicht van de verschillende

mogellijke onderstellingenstelscls met de danrbij behorende
methoden en resultaten wordt, door zijn uitzebreidheid, on-
overzichtelijk., Wij volstaan danrom met het anngeven van
enkelc bela

ngrijke puntene.

14.2. 1Is % foutloos ( w=Q), dan is de methode der kleinste qua-
draten (zie 4.3; stelling
dere voorwaarden toepasbanar ¢n soms zelfs de mecst doel-

1, 2 en 3) onder zeor ruime ver-




14.4.

14.5,
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gens deze methode afgeleid, bekend zijn, terwijl voor het
verkrijgen van schattingen dec verhouding der spreidingen
Ty, en G;r* bekend moet zijn. Is echter deze verhouding

bekend, terwijl verder van de verdelingen der punten

R

( « Loy Vs ¥: ) slechts bekend 1s, dat «.en ¥ voor iedere { onge-

=L

correleerd zljn en . en ?.;; voor ledere ( en J €veneens,

dan is genoemde methode de enige van alle besproken me—
thoden, waarvan de voorwaarden vervuld zijn.

Bezitten de punten { &, ) alle dezelfde verdeling, en zijn

T W S dp ity bt SR W T B YA A Y Al A - el

z1]} onafhankelijk van elkasar verdee 1d, dan 2ijn de metho-

gt S - N St
*

~den van Wald, Housner en Brennan, Hemelrijk en beide me-

thoden van Theil (onder een aantal vrl] algemene aanvul-

lende voorwaarden) alle toepasbaar. Hiermee zijn schattin-
gen en betrouwbaarheidsintervallen voor o , f3 Tu en Ty
te verkrijgen. De methode van Wald is de enige, waarmee
onder deze omstandigheden schattingen van Gy en T, Vel
kregen worden. De methoden van Hemelriik en ’Phe::.l 1everen

betrouwbaarheidsintervallen, ook als de meetfouten niet

normaal verdeeld zijn. Zijn deze wel normaal verdeeld,
dan verkrijgt men ook met de methode van Wald betrouwbaar<
heidsintervallen. 7

Voor keuze tussen de methoden van Wald, Housner en Brennan,
Heme lrijk en de beide methoden van Theil is (in verband
met de nevenvoorwaarden voor & , de volgorde der punten &
betreffende) de vorm van de puntenwolk wvan invloced. Is
deze “halterwvormlﬁ'" (twee punt-wolken met een tussenruim~

te) dan is de methode van Wald aan te bevelen; hee i 21

de vorm van een "bol met twee uitsteecksels" , dan die van ~
Hemelrijk; ‘heeft 21] de vorm van een s*ta.af dan die van

Housner en Brennan (waasrmee slechts schat‘tlngen verkregen F
'worden) e:n de twee methoden van Thi,ll. Indlen slechts W@ll’llg |

- van een betruwbaarhéidsin‘b erval vo,or o(me“t niet -'ﬁe‘ grdh@

"

onbetrouw‘oaarheidsdrpmpel p (resp.. T en 5 voor ~ p 0, ;053.

Tenslot'te z13 er nogmaals op ge»;-ezen, da't he-t VF‘I‘I‘lCh't@l’l o
van (h.efst alle) waarnemlngen in duplo (c:f' nog vakczr) van .
groo‘b nut is voor het verkr:t.;;gen van e n scherpere oplasﬂ‘
sing, daar men dan 1° met de gumlddulden van d@z S'tc,lsuls
kan werken (als van ieder pun't 6’3 eve nvea,l waarnf-:aml-f g
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zijn verricht), terwijl nu bovendien de normaliteit der
fouten kan toetscn en hun svwreidingen kan schatten.

15. Generalisatics van de theoric.

Voor mcerdere variabelen (% = 2 E + (3 ) vindt men

een behandeling met de methode der kleinste auadraten en
de maximum-likelihood methode bij LINDLEY [}2] Zie eok
H. THEHI:[16] , Waarin tevens een litteratuurlijst zal
worden opgenomen van publicaties betreffende stelsels van
lineaire vergelijkingen van stochastische variabelen.

H. THEIL (16] en K.R. NAIR and M.R. SHRIVASTAVA [14] be-
handelen ook het geval, dat » gelijk is aan een polynoom
van.g . De toepassing van de methode der kleinste quadra-
ten op dit problecm wordt oc.a. behandeld door W.E. DEMING

[4].

16 Lijst wvan gecitcerde litteratuur.
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