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!LIi al 21 ,1• 

1.1. Wij onderstellen de vo ende situatie: 

en . ot a.a11 11 

neemt · door een linea.ire betrekking L met onbekende eoefficien-­
ten met elkaar verbonden zijn; 

• 
• 

'3rbeelden: en .. zijn dezel:fde grC\otheid, gemeten met ver,,. 

sohillende schalen, zoda.t "t een ijklijn is; is een stroo1n 1 

een chemische reactiet is de concentratie van een der rea 
genti~., ~ de reactiesnelheid, terwijl « door de overige, o. 

"! .. ,. ~ + geven wij met IJ aan~ 

2 

• 

res · ta.at Tindt men dus in plaats van een punt Q van TJ met 
ooor·dinaten , · een punt P met ceordinaten · x 1 y .·, waa .. rbij 

in h.et algem~en ~ + · en·· cf * 1 is. 
• 

3 Gegeven zijn n dergelijke waargenomen punten 
van L, wc.arvan 

er minstens twee verschillend zijn. 

Gevras.gd wcrdt, wat, cp grand van waarsQhi nlijkheidthebre­

tisohe overwegingen en met beh~lp van later te preciseren 
onders-tellingen >mtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen van 

de mee-t:fouten, van de Q(.. en r=» gezegd kan warden, 
' 

1.2. In het bijzonder zullen wij ,.erschillende schattingsme-thoden 

-voor o( en > beschouwen en enkele methodetl, die het mogelijk 

maken, vcor cl.. en betrouwba.arheidsintervallen te bepa.len. 

Tenslotte beschouwen wij nog het probleem van de scha.ttirJg 
van een van de twee coordina·tt::n var1 een punt Q resp. P .. a1s 

de andere coordinaat gegeven j,s (~et, o:f zonder mee-tfout , 
' 

Het •verzieht, dat in deze Sj"l1a·t;1J.s gegeven wordt • is niet 
.• ) 

volledig; slechts de nieuwer:~ Ar. il1-; tieest bruikbare van. de 
;' ' ' 
"''I -. rd ' 'T' b ~ . " . 1· h t o\ldere methoden wo· en bespro.r.:en • .1,,ie • ew1.3zen z1Jn n e 

a. emeen slechts schems.tisch aangegeven; met ver1neld:i.'rJg van de 

pla.a:ts, waa:r zij vo1ledig te vinden zi ·n-
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Een historisch overzicht over de ontwikkeling van d it probleem 
., 

vindt men bi A. WALD · 17 · en D. V. LINDLEY 12 • 

2. Waarschi · nli kheidstheoreti~ .. ori~liil;,11:t,~r.E,E.~~.~Y .. ~_E?,s; .. ~,, ge:'!.~llen. 

2.1. Notaties. De elen:entaire begrippen vnn de mathematische statis-

De notatie van .J.. of. Dr D. van DA'iJTZIG volgende, geven ·Rij 

het stochastisch karakter van een stochastische variabele 
algemeen van een stochastisch element van een verzameling 

ae.n door het bijbehorend e symbool te onc1t~rstrepen. ' Pa.ra.1
•·· 

rueters ook onbeke nde. , die een waarschi nlijkheidsverdelines 

bepalen, word.en met Griekse let·ters a.angegeven en bepalende 
-a-- .... Iii .;p fffllll/2 

l?~J7g_rreters genoemd, stochastische variabel(~n worden met 

Latijnse letters aangegeven. 
De kar.e op een gebeurtt~nis A, onder de voor\va::Lrde Bt wordt 

aa 

als B een· hypothese voorstelt; de onvoorwa~1rdelijke waarschijn,·.• 
lijkheid van A door P A • de ma.thenntische verwacl1ting van een 

stochastische variabele wordt aangegeven door het operatie,. 

symbool ...., ; voorwaarden worde11 op dezelfde wij ze ro .. ngeduid a.ls 

bij P. 
zulle n wij tezamen een 

~?:~E~~.m~!tB.~Ps~,§.Y,,~~~t noemen, behorende bij de met P1 , ••• ,Pti. 

Pt behorende 11ware 1' punt worden genoemd. ?icemen wij de meet·,~· 

:fouten in - - u-. resp. v~ , dan hebben wij: 

2 

2. 2. Voor de '!'.~.~:'$9h.i.jnl~j,1}heidstheoretische in1,.~~l?.F.~.~~}:~~ onder 

scheiden wij twee gevallen: 

Geval I. 

· o:f deze 

Wegens 

De gro)theid be zit g~~.U waars,chijnlijkheidsverdeling 
, . 

be sta.a:t wel, maa.r wordt buiten bescho11v1ing gelaten • 

1 · is di tzelf de dan voor .het geval. De waarschijnlijk11
'• 

heidstheor-etische overwegi en berusten in dit geva.l op de over-• 

g van het gevonden wa.a.rnemingsresultaa.t na.ar de oollectie 
' 

van alle mogelijke l?.i.j,.,.Q.,,~~~,;t.t:g,.~-,.::~v,.,n1~:q, Q1 ,.~ •• ,Q"' PfthQ;;r~n4~ · 
" 

waarnemi• · ·. sresul tat en. De onderst ellingen, die omt,rent d& meet,,, 
' 

fouten gemaakt zullen worden maken · tot een waarschijnlijkheids · . ~ 1·d · · · · · ve -,. · • · 
t~ I l:Fll ll]h -

1 · Ean atochastische variabele is een va:1:~iabele, die een wa.ar·•·· 

schijnl!jkheidsverdeling bezit. 
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-4 .. ,. 

Indien de onderstelJ.ing gema.akt \vordt, dat de pa.ren meetfouten 

u·. v- onderling. onafh'1nkeliJ"k verdeeld ziJ·n. knn men -- I.. , - ... ,I 

opgebouwd denken als prodt1ctveld vRn n twee-dime:naiona.le waf1r-

schijnlijkheidsvelden ~ i :.:.: 1, •.. ,n , wnf1rbij 

schijnlijkheidsveld is behorende bij het met Qt corrosponderend 
stochastische punt Pt• 

Deze waa.rschij nlijkhej_ (isinterp1--etatie word t a1.-~.n.fsE)gcv ,J n 

door de vergelijkingen 2. te schrijvon in de vorm: 

verbonden df')or de lineairo betrekking: 

met i,ot.en 

lingcn van Ui 

I 

a.ls onbekend.e ptlra ers, terwijl ool< dt:~ verdr:;""' 

en y~ nog onbekende para.mete.rs .kunnen bevatten. 

Geval II. De grcotheid bezi t \vel er1n waarscliijnlij1theids-• 

verde ling dus ook ; vvi j zu lJ.e n di t aangevon do or ._ en ~ 

is dan stochastis . ve1~deeld over L en het ·problt::em gaa.t over 
in een speciaal geval van de tweediIID r.s ionale regressiBanaly·se; 

2 .· gaa.t over in: 

.. 
verbonden • .. 

door de lineaire waarin -en .. Zl.Jil (. t. 
•"' )~ 

ttXi + 
.. 1r,. • 1. ') .. n ,. .... 1 l. • j 

~ 

met~ en als onbekondc parameters, tcrwijl ook de verdelingen 

van_ _ _tnog onbekende parameters kunnen 

Het met deze situatie corresponderence wh-veld is de 

colle ctie van alle mogtllijkc waa.rnemingsresultaten van~ de uit·-

gcbreidheid n, waarbij de pllnten 1Ji, nu echter onafha.nkelijk 

van elkaar verdeeld zijn met een, van i ona:fhankclijke wa.nr­

schijnlijkheidsverdeli -, die uit de boven onderstelde wa:ir, ... 
' schijnlijkheidsverdeling van ·.. voortvloeit. 

Wij zullen ons in hoo:fdzaa.k bezig houd.en met het ecrste 

geval; aan het slot echter tomen wij op geval II terug. 

dof'ini tics • 
--....- • Ir,.~ ....... -- -

-
ooordiraten va.n de stocha.stische punten \ bezit een wE:l.8.r•, 

schijnlij •··.·· eidsverdeling, die· van de onbekende par~meters a:f. 
. . 

· ha. . elijk iE1-. Een derge lijke :fu.nctie wordt, indien zij zel:f , 
, 



niet van onbekende pa.ramters afhant-;t, een sta.tistische varia.­

bele ge:P.oc\md. 
' 

Een statistische vari~bele l,vordt et~n $C.,l1~:t.ti,ng va.n eem on:• 
J l if ;p \lilltiil 11 4 iii!,,~ ~• 

bekende 1,a.rameter 0 genoe1nd, indien htiar verdelir1g ri:ln bep~1Qlde 

eisen voldoet. Als minjmur1-eis stelt men gewoonlijk, a~lt ! do 
' 

eerste der volgende eigenscl1appen moet btlZi,tten de vt1rtaling 

der Engt~lse 

· 'Nl1r 291 

a t heet cen bruikbare sc11~t.tting van 

lim voor i e<lere l > J .. 

In woorden: ind.ien ~n de s c}1::1ti~ing 1 voorstt.~lt l)ij uitgebroid·"'•· 

heid n van de wa.~rne n1ingsrer.:ks of in het al{;emeen; t1t<Jf'Jkpro,~f .· 

kans, 
E > C) 

dr:1t 1h minder 

, tot 1 als n 
dan £ v~}. n 9 vcrschil t, 
naar o~ gant • ..... 

Aequivalent met 3 · is 

Bij iedere £ > o en 

l en afhangt met van 

,,,.oor ied!)re constante 

,,. .... --- e . < e. > 1 - voor iedere n > N 

dan, dat t" stocl.1astisch naar O convergeert •. 

b ~ het::-:t een zuiverc · Bngels: unbiased sch~tt·l~ing van (j 

als voor iedere uitgebreidheid n geldt: 
•!) 

...... ,,, 
. ' . -

_n 

d. w. z. de verwachting van 1_"' , is gelijk a.an de ware parameter-
• 

waa.rde is, i. c. e • 

c t heet de doeltreffendste -els: most ef~f"icient schat-
1.µ:1. ., ·,,,r:r,n:1:r:,11'"•1(21 :;1••••"••11(1 

ting 

a.lle 

van 0 , als t een zuivere scl1atting is, diE3 bovendien van 
zui:vere schattingcn de kleinste spreiding bezit. D.w • .-~. · 

als voor andere zuivere schatting 

f, 

• 

voor iedere n. · 

Zoals reeds opgemerkt stelt men gewo•nlijk aan een achatting 
de eis van bruikbaarheid; verder is het duidelijk, dat zuiver-. 

heid een seer wenselijke eigenschap is. Bij de .keuze tussen 
. 

mogelijke schattingen laat men zich .. , na.ast beoordelibg van hun 
•,,, 



lit •6-

nut · ~· ~ r a'1.nleidi.,, ·:, vnn bove:ng-enoemde eigenscha.ppcn, ui ter 111 • 1 

a.ard tevens leiden door de bewerkelijkheid van hun bereke­
ning. Dit le.::itste echter is ui t zuivor wisk11nd.ig oogpunt 

weinig interessant en zal hior buiten beschouwing gelaten 
worden. · 

\roor een stelsel statistische varia.belen 1.:1 , ••• , t,,, , die 
-

een simultane waarschijnlijl<r1eidsverdell.ng bt1zittfJn en bt1-

schott\¥d worden ais schattingen van cen stolsel bopalenda 

paraineters 1 , ••• , ·Jm , lean mt3n op a.nalogo wijze bovenge•11
• 

noemde eigcnschappen dofinieren. Vgl. b,v. D .• v.DAijTZIG 3 · 
p. 221 en 222 Whr 310 en 311. 

3. 2. Twee statistische grootl1oden 

waarschijnlijkl1eid svc1--a <.:: 1 ing 

+ en t" , die ee n simul tane -1 ... J. 

bezitten waarvoor gcldti 

' ' . ' 

voor iedcr element van het w~,1~,~rscl1ijnlijk 1
•• 

heidsveld , worden bl1trou\!1Jbf.tt9-rl1e:i,dsgrenz~p voor een be-
, ••• 721 •l fllllf I JI IJ;b f I I 

en ...:1 a.ls eindpunt ~~ wordt een betrouwbar:ii;:poid~.~:!?:~§:F.Y.€+.1. 

voor 0 genoemd indien geldt: 

< < 
5- -1. 

• waa.rin een bekende constante O ~ p ~ l. is, die de onbe-

trouwbaa.rheid~_qr,,~,!!112~.~ . F.Jngels: confidence level van het 
betrouwh.c::tarhcidsinte.rval hc-?Jet o:f oak: 1- is de betroutv•• 1

• 

baarhc~.,<l:~,Q,r..~mPEf? .. ~
1
; E els: confidence coe:f:f ic ie rrt • 

Analoog voor meer dan een parA.meter; eon van de stoche~s•• 

tische cocSrdinaten i 1 , .... , ~" ; t:J,1 , ••• , ,, evf'hankelijk ge 

g~:-9.~~d:. voor 
a.ls voldaan • is a.an 

II. Verschillende-,QR~~~~~ -e_u. 

I •• -• .;,_.._., __ _ 

4. tho _.....,. r ·. 1 ·· inst.~_9..ua.dr:~~r.1._e..~~, .. In~~iro.~m._, ... li.ls.Q..l:1hQ .. 9,d 
methode. 

De ouds-te methode, waarrr1oe het hier behandelde probleom is 

aa. · epakt, is de mcthode der kleinste quadraten. Een 
-----·· ·---••.:: 

• • 

Indien het nie-t gel 

met het geli kheidsteken geldt t moot men genoegen nemen 

met een ~ '"•teken in da plaats daarva.n. Bij discrete ver-,, 
del .·. en is di-t, indien men p V8Ln t0voren kiest, veelal 
, , •··•··•· · noodzalre li k. 



histori~che beschouwing daaromtrent vindt men bij D,\r. 
r .., 

LINDLEY 12 p. 241 e.v. 
Lindley beschrijft deze methode als volgt: 

l Yi ·it~: l, .... ,n is normaal verdeeld met gemiddelde C) 

en spreidi 

bekend zijn. 

• , wat=1.r1n ~nbekend is, maar de 

,;., 

2 :!i i · l, ••• ,n is normaal verdeeld met gemiddelde 0 

en , waa.rin onbekE! nd is, mas.r 

en h;_ beke nd z ij n. 

3 U:1 , ••• , !+.n ; ~ , ••• , l~ zijn alle onderling onafharike-

1 ijl< verdeeld. 

Onder deze omstandigheden volgt uit 2 1 
: 

De methode bestaat nu uit het minimaliseren van de vorm: 
,· ii,· 

--.; .,. ... ,.-,··-•-1+1_, ••. 
.. 

l 
-- i ,· + cx.'4 h,· 

• 

hetgeen 
~ 

.. waarin de ooordinaten van de gevonden waa.rnemings,,, 

reeks zijn. Indien 
probleem expliciet oplossen 
gem.eakt warden. Door de afgeleiden naar~ en 0 gelijk nul 

• 

te stellen en enj.,ge herleiding toe te passen,, verkrijgt men 
t ~ dan als kleinste-quadratenschattingen die we me een a.an·· 1 

geven 

10 

• t 
• 

waarin 

• is. 

l;t.t e .ez 

-- • a •r 11 t .• I .... t. _ ¢. 

* .... ~ 1\1p 

. r- ... a, X 

' 

') Van grootheden, voorgesteld door Griekse letters, .warden 

de scr1ti:t;tinge'li 4\~(Jr dt:: <)~,~-i~onr;Qtt1qt1>ige I.a.ti .. nae letters 
• 

vo.orgesteld. · · 

.. 



Uit · 10 vclgen twee wa.4rden v~or a*; de waarde 
,. -., ~ .s: 

---~-ii' 
ma~kt 9 · minimaal, de waarde t-' st-+ 'k maakt 9 maxima.al. 

Het a.ants.l ·. aden van vrijheid d.w.z. het aantal ona.f-. 

hankelijke quadraten ·.· van 9. is n-'"·2; als sohatting voor 

men daarom de minima,le quadraatsom · 9 gedaeld 
door n-2, dus na enige herleiding 

.. 
Indien er geen c (.. 

kan men gebruik ma.ken van een benaderingsmethod.e; zie b .. v. 

W.E. DEMING 4 en voor hetzelfde probleem opgelost met de 
maximum likeliht,r~dmethode R. S. KOS.HAL 9 • -

waarden. 
• 

4. 2. Onder bover1genoemde onderstellingen verkrijgt men door 

ifoepassing van de methode der maximum::•slikelihood vertali11g" 
methode der aannemeli ·kste schattingen .· dezelfde s chat•,·-

t 
tingen voor o( en zie D. v. DANTZ IG: 3 p. 234 . V/hr 3 2~ · 

-

. 

de opp. 221 Whr 310 Tan D.v. DANTZIG 1.c. vermelde 

voorvvaarden hier niet voldaan is het aantal onbekende para­

meters, waartoe immers ook de t behcren, gaat met n -· ► 00 

zel:f naa.r oneindig , kan men hieruit niet; zeals vaak wel 

het geva.1 is, tot bepaalde eigenschappen van genoemde schat • 

tingen besluiten, Deze moeten dus apart onder~ocht worden 

en daarbij zal b lijken, dat de voorwaarde van normali tei1, 

overbodig is, d.w.z .. op geen enkele plaats gebruikt wordt 
voor de hier te be\vijzen E=;igenschappen. Zie Lindley 1. c. 

pag. 237. A.A. MARI{OFF 13 .· ontwikkelde reeds in 1910 de 
• 

theorie der kleinste quadraten zonder normaliteitsonder,,., 

stellingen · ..• 

Wij hebben nl. a.ls de voorwaarde van normaliteit \rervangen 
• wordt door Y-:t = 0 voor iedere l en de voorwa.arde van 

' 

ona'fhankelijkheid van de meetfouten·door bngecorreleerdheid: 

- 110 Ill _ . : Q -• 11 •- _ ,4' p 

• · De aannemelijkste schatting van echter wijkt af van 

de kleirJS-te . ua.draten•L•schatting en is zel:fs niet bruj.k"•' 
haa:t'~ 



waarin met en 
,,, ... I 

is dus 

waarin 

-
en 

"-'t•¥ . l \ / - • 
I ,· "" - . ·"' 

$?'} .. ,,_ .. .,,,,, t ') f ' 
~ 

is. De lac..--:;~:,te ver;gelijlcir1gen v:m (15) v1orden be\vezen op 

analoge '.v:ij ze ril s de t-"'erst e. 

Vera ·.~.,,,, 't,•nl 1"J"·+ u1.·t ?·"'l• =--=or~ .. + r~ 
., V• '· .... .,; V - - ,.. ;:. V - ,, ' J (. I 

• 

Daar 

.. 
l.S' 

tot 

voorwaarden stochastisch 

voor,.11aa.rden sle chts vaag 

aanduidt, 0&an we hier iets nader op in. 
De verwachtir1t_~ van de t\ff1eede term is gelijk aan O en voor 

n~➔ oo gaat, zeals na. enige herleiding blijkt, de (preid.ing 
" 

van deze term naar O voor n ➔ qe, = en 
~- ~, 

-=> .. tf.. = cY(11. •1'L) is ·• Dan conver-'r .. et:1rt de term dus 
L .-..... ...r"" t. l'.. ".':l 
~ V 

stocha.stisch nac:ir O. De lart,tste term , ~~ .. • blijkt stochns--
11 "' :t \"' A, tisch naar - ( .. , te convergerc;n, indien volda::in is aan 
n 

daar in dat geval de 

" ,.. ,.._ ,, en 

S:preiding van 
11 ... 3 ~ .. 

...._, Ill 1S 
Q-~ -- • 

• 

voor n ➔ °' naa.r 0 

Onder analoge voorv1a.Arden convergeert stochastisch 
.z -ter\vij 1 het bestaan van de spreiding van Wt,· naar 

voor iedere i .. · reeds voldoe· nde is ·. tezamen met • .. ll ~• o en - - 1 •• lit. 

voor stoche.stische con-. 

Is a.an deze voorwaarden voldaan, dar1 volgt met behulp 
van • 15 en 16 direct, dat de door ·· 11 t ·· 13 · en · 14 · 
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gegeven schattingen bruikbi11r zijn. 

Derhalve geldt: 

Stelling 1: De met 
·t•---~i'~,.,;,1111-,, ·~-~~,--•-•· -· .... ,. _,, ....... ~~~ .... ,,,,,,.,,,.,. 

her1ulp VFl.n de methotie d~l" klt~~inste 
"· ,,........ ., .,, ,. 

q_11adra-t 1 verlc1"e15·3n schattingen: 
"~~•·' <'!••/· ,oil• ·••· ·• ,, ij, ., •~ , , , 

r/l>f'• l\~ 
,~ ... .,.. .. .,. ,W>r,,111,,, ... 

1')'1.tit•~· ~ 13 Vra+ I.. =· .:t ) + .. .,-.,.,, ' ,_ 
l -

" "' ... •~+.·- _!_$pl" 

zijn bruil{baar, ir1nien Vt)lda~-~n is a·~~n ae volgenr1.e voorwa.,.~¾.r• 11111 

• ;i; ••• ••-· l•••••••••~, I">'•~•~·••,,.,,,,' -,~. ••, ·· ,,., ~••' -• ,,. •· · • , .. ;>.~••·••• ,, 1;,,,. , • ._ .. ,.,~,. • ~ • 

den: 

l De meet:fotiten zij11 cnafha.nkelijlc ~er,.,, 

deeld met spreidingen en gemiddelden 

zijn onafhankelijk ver,, • 

o. 
. ' ' 

... .. .. . . 
• 

•••••• ~., •• ,,, .• ,,~1-•"'""••"~ •.• ,._ 

.. &'1''11 
"'h-+~ 

. . . ' . . . . . . 

4.3. Bi -· 

4.3.1. ~,~ 0 voor iedere i) krijgt men 

een bijzonder geval van hi.:t vorige 
. ~ ... ,. 
..• ro; ko -➔ constante > 0 • 

) ,,. 

No eme n Ye in di t ge val o~.: ~~:. c·1·"" , dan vinden we uit 10 en 

door -- ·• ("f:) te la-ten ' 

........ 
.. ...... "' j ... '"""".......,. 

(' 4 
.J~ met I •. 

(. .. 

·~ \.. 
waarin 'J1.'' •• , ~n bekende p.arameters zijn, 

Als schatting van a-t vinden we na enige herleiding van 
' 

de vorm 

' • 

I,n dit eenvoudiger geva1 zijn nog minder onderstellingen 
' . 

. nodig, om de methode te rechtvaardigen. Nu gelden nl. de. 

volgende stellingen:· 



zuivere 

schatti . en van o,,, en r.:: ,bi i iedere keuze rler ,. ) .. . . . . . -, . . - . , . , - , , ·, -- - .. - -, , . - . - . , ) - . - ' . -, - . . , . . . ~,., . . -~ . . . -. ' L 
Ii ,;,'t 

Stelli . , ·.: Ind ien voor iedere _ l geld-t: . ~,: =:. O ez:i . [_yi == O_ . 
,, "· . ,,,, .. -•· -. . . - . . 

~.I_ A . 

en de meetf'outem i,-· onderling onafh'lnkelijk zijr1, zijn de 
,,. '·'" .,, .. ~-··· ., ' ..... , .. '.. .,, .. - .. -. •· ",,. ~ 

schattingen ,,,(~en b*uit 17) en 18 zuiver en bezitten zij 
"""" ... -· ' . . . •.. ,. ,;,,,, •• ,111,.,,. -~- - • , •• '-·· •. • ,.:,. •'• ,, •• ··-•.••••~ t<••• ~ "I .,,i,., • t<•-·· ••~ · 

·-~•., . , ......... ,.-.- .. . . --· .... -· , ... , 

de kleinste ~3preidi11gen · zij zj.jn dus de rfoel1.t,eff'endste 
-,, ·<· •• Al ,, 

' ., ' ' ,. • • • .• ~- ,_ '" •.•. , . ,, • '. • ••• ,, . , .. , ·- '., ••. ·•·• . •' •• ,,i. 

schattingen vru1 alle sct1attingen, die lineair in de ,-
,.. • ,, • ,, •• , •••• ,, <, • .,, . . . . ' . . 

zijn). Tevens is 
. • ·•·•' ·•Ji'--,,~l~,.~-,•.-. ••·••· ... ,• •· 

20 
1,~ 

.$ • 

*' een zuivere schatting van l1et spreidj_ngsl~adraat van § • 
M ,,0, .. 1)• ,,,,,, •••• ,_; .,,•-• '••~ ••• '"'"''•~•••"~~••• '•''. • •••~•,, •••"••'• , ••••••• ,,,,,,,.,.,, •••"-••••••• • •<J.tl•~l, o,>S'•••"'"'' '(I~~~•., 

Het bewij s van ste··, J.ing 2 is tri viaal. Voor het bev1ijs 
• 

van stel]~ing 3 vergeli,jke men b.v. J. 1' ,:1 ¼~J and F.N.DA"«"ID 

~5 , waar men ook een historisch overzicht over deze en 
-~ 

a .,.emenere stell_i . en uit de the orie der kleinste c:uadra:c,, ~·· 

ten vindt. 

I' 

4. 3. 2. H. CRAM:ER 2 ·. p. 549 e. v. bewij st de volgende van R.A • .. 
FISHER afkomstige stelling: 

.. 
R~.~.!11+..t.ns .. , .. 1: Is voor iedere l : .'::~ i = a en 1:~ r1ormaal verdeeld 

·•~ •••~'t1•t'••1fl>·~~,., ••,•>1•· .,, ...• ,-,,, · ,,,~.!,, ••••< , ,., .. · .,_ ;< ., ... •,·•~·••••· .,, •1 .. ,. , ,,.,, , .. · "' -~,.I" 

t \.,. ,.,,,c,,,, ~t,~•J'••·t, .••• ,ic1~ ...... ··••'> '~ ' .. , ,, ·~ ,. •· ·- - '. - .. ,., •.•. ·~~ . -,- ' •.. '. ... . ... ' ~ ••4· •' ,, --~' If'•·~ .. , 

" '. .. - .,.,,,.. ... ,., , ......... ~ ... ···~•--·1•>••· 

.. . . . f:t ~ - UC , . t, - f ~ + f ~'- .· ··- 1-X) ~ . • • 
Z1Jn 

~-. . )I 

volgens een Student•, 11verde lir1t_~ met n,, ,2·· grad·e·r1···;,a.ri·•·vriji1ei·a. 

Hieruit kan men dus betr,ouwbaarheidsgrenzen bepalcn voor 

d. , voor 13 bij gegeven ·:<.. 
! 

zijn niet onaf,4 •· 

hankelijk verdeeld. en een betrouwbaarheidsgebied voor 0( en 

gezamenlijl{.._ Tevens vo . t uit deze stelling., dat voor 
. ll!l 

.:li£ ,<I(., 

dit geval ··. ir 1 

van (T'- is • 

- d . ~~· . h tt· · voor ie .. ere , .2 een zuivere sc a ing 

4. 3. 3. Een ander bijro nder geva.l is k=l; men verkrij _· .. a.an de 

orthogonale regressielijn. Voor dit geval zijn, evenals 
voor het algemene, geon betrouwbaarheidsgrenzen voor ~ en 

a.,. en 
• 



4. 2 besohreven eigenschap1:,t:::?n. Di verse a.ndere methoden, 

waarbij een onderstclling over de spreidingen vrin de fou•,·· 

ten in beide richting-en \Vordt gema.al<t, zi jn ontwil<keld. 

Eeri aantal publicaties diena:.1nga:~nde vindt men bij A. \VALT> 
• 

· 17 p. 285 verinc Id. 

4. 3.4. lTit l1et vorigt3 hlijlct, d:.~t de method.e 

ten een uitstekendc oplossi!lig van ht::t 

t exact meetbaar is, vooral als men 

der kleinste quadra-

proble -m g~,-,~t·· ~is . t;! . :, t,., i ,. .J , r;;;i. 

bovendien norrnaliteit 
t 

van de fouten in de "L aan mag nem<1n. Voor hct vcrl,rijgen 

van een ~h~_1t_i!1'5 van !Ji: en (j is de methode ook zei.:~r ge,lt 

h ·,t · a· s c 1.J{ , , 1 n .· 1 en aan 1netatfo1.1ten ondtJrhl1vig is, maar de 
• 

verhouding van <'Jt3 spr,3idj_r1i~i::n der ID()E"tfouten bel{(Jnd is. 

Gegevens over dt:: al o:f niut normr1..liteit van de fout in. de 

?: • -richting en over d,1 ve1~h,)udi ng v~:in de spreidingen k:J.n 
L, 

men verkrijgen indien t1(3t ar1.rrtal t¥aar;jgenom{::n puntf::n niet te 

klein is en ie<1er pun-t 1#1:·,,. t,1100 maa1. Wt3.~J.rgenomcn v1 ordt .. 
. - , . . , ... ,. ' . . . . ' ' . • ~ ,.t.,· • ~ . . < • " • ., ' • - • < ' - .. • • • , ; 1111 • ' ' • • • , ' ~ • . ' • •• ' .., .. ' • ' • • • • • 

De in het volgende te be:: spreJ<:en scr1attingsmetr1odcn zijn 

daarom vooral van be lang voor het gE!\ral, dat beicle coor<ii­

naten met meetfouten bt;}_ast 7-ij11. ter\~1ijl er geen of wei11ig 

duplicaatmetingen voorl1anden zijn. De methoden ter verkrij•·:: 

ging van betrouwbaf1rheidsinterval].en, die besproken worden 

in de punten f3 en 9, zijn ook toepasbaar als de hier be-

sproken methode der kloinste quadraten c➔ n die vr1n ~.Vald 
· zie punt 5 f'alen. 

5. f:iethode van A. VIA .•. 
1 2 U lj)l r;p l1ilht•)1 IN lf:&t••ia1•n1t11"1tl'IJ)lf"« Alli 11fllMtllll;..,...,r 7'11 m111Jt11111,11 I ( IFS 111'11, 

• 

5.1. A. \VALD 

methode 

J.7 \Vas de eerste, clie · in 1940 een scha.ttings•,· 
~ 

ont\vierp, om een b1~11.ikba1---e schatting van de pnra-

meters te verkrijgen, a.ls de verhoudint:s van de spreidingen 

niet bekend is. De :fouten be ho even ook niet norm<ial ver-• 

deeld te zijn; voor het gew:tl ze dat wel zijn, l(1idt Vlald 

bovendien betrouwbaa.rheidsj_ntervallcn i1f voor d.. , voor 

bij gegeven o( en een betrouwbaarheidsge1)ied voor ex en 

tezame·n. Een kleine wijziging ter vergroting van de e:ffi,::,• 

ciency is later 1949 .. a.angegeven door !1. s. 

. 

n even voor 

oneven n kan men b.v. hct w aar,t~enomen punt met de middel.ste 
. . • I 

x .,,,,waarde bui ten beschouwing la ten en zi j m - I-. .• 
• 

Rang-·•· 

sohik de punten T:: . i ;:;.~ 1,. ,. • , n ·. volgens opklimmende 

• 



waarvan G1 de eerste m en 

schikte punten bevat. Zij 

G,_ de laatste m van deze 
1J ,,.. . 

onderstellingeh zijn nu: 

l De meetfouten lt.,. i = 1.,.,.., n hebben alle dezel:fde 

verdeling met gemiddelde O en onbekende spreiding ~ en 

zijn onderling o ecorreleerd, d.w.z. 

Analoog voor de ~ met spreid ing o;,. .• -
2 /.,(. ., 1,,-,. 

-1. 71-- 0 voor icdere • .. 
1. en J• 

'l't'l "7\. 
< ...... ~ 

.. 
...t.:~ .. I • 

> 0 
3 

"t 

LI' • - / - • .. ,. "' . {., m 0 
,. ~I 

:.t 1''1 + 1. ():) 
.... 

"971·~ 

Behoort }1 tot r-
l:r~ en G.2. , dan is 

' .. < 
C. -

• 

Een korte discussie van 

punt 5. 5. 

deze onderstellingen volgt in 

5.3. Als schattin~en 
l I r a if r>:::J 

voor « t 

voor 1?t: 

en voor a;.,: : 

voer-t Vlald nu 

m n. 

,· - L. 1.· 
J n, ,;, I 

J'r? n. 
>?t·- ~ X" L, • I t 

' 

m. 

::::: -·--

f ,... .t 
J -,c .. 

• 

• in: 

?n == 

De schattingen oY en zijn, zeals Wald 

bruikbar.e schattingen van cf en · • Indian 

fl 

aa.ntoont, 
r:- .t s.2 v en _:.: , l 

• 

• 

in waarschijnlijkheid naar hun verwacl1tingswaarden conver•.­

g·eren, • · waartoe een verdere voorwaa.rde, ~oals b.v. 
• 

- 0 
• 

• 

voldoende is vgl. voorwaarde 4 van stelling 1 , dan zijn 
. 

. f. <• 

. ook 
' 

Een dergelijke voorwaa·rde r;J ordt door Wald niet genoemd en 

ui t z.ijn. bewijzen blijk-t niet, hoe zij gemisi; kan wor?-en. 
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5. 4 • Voor het ge Wil, dat }! en y DQ,!'_r,t!g,al , .... ~~.t:9.~~.+.Q.. zijn, lei4t 
Wald betrouwbaarheid sinterv:.:1.llen a:f voor o<. en • Dit 

levert gecn nieuwe gee.ichtspunten op; voor de formules zij 

verwezen naar het geciteerdc artikel. 

De schatt ing .~_.-is de helling van de lijn, die de 
1
• zwaarte punt en'' va.n C.i en 61. verbindt als me n ..... a.an alle pun •11

' 

-ten ee,n gelijk gev1icht toekcnt • BARTLETT · 1 stelt voor, 

de punten in 3 gelijke groepen te verdelen, H1 , flt en fi.J, 
wa.arvan H d.e punten met kleinste a.bscissen en HJ de punten 

j t 

met grootste abscissen bevat. Hij bewijst voor een spe,, ,, 

ciaal geval, dat dit de doeltreffendheid van de methode ten 
• 

goede komt, d.w. z. dA.t de spreiding van de schatting er•• 

door vermindert. Verder ge.~~,ft hij een rluscussie van de 
, 

mogelijkheden voor de s chatting van cr,.;t~ en o" .. ,.. en leidt hij de ... , -
, 

~ormuJ.es voor de betrou\vba~rheidsintervallen a:f, w .J.artoe 

deze methode, naar analogie van die van Wald, leidt. 

en 

Voorwaarde 3 van Wald gaat bij Bartlett over in 
I 

111 n 

voorwaarde 4 .. 
in: 

tot 

)-0 
t 

dan is ~, 
""" 

Voor\Vaarde 3 kan, ind ien , zeals· Qlldersteld, gcen 

wa.arschijnlijkheidsverdeli.ng bezit, geen 111oeilijkheden op•1.1• 

leveren. Zij houdt, daar n uiteraard eindig blij:ft bij 

taepassingen, in, dat men de punten niet -te veel op een 

kluitje moet nemen. 

Voorwaarde 4) is bezwaarlijker. Deze houdt in, dat de 

onafhankelijk van de meetfouten moet zijn oft populair 
,. ' 
' 

gezegd, dat geen pur1t ten gevolge va.n de meetfout in de 

-richting in een '1verkeerde '' groep ma.g kunnen rake n. 

Deze voorwaarde is nodig, om de onafhankelijkheid van de 

meetfouten ondanks de groe pering te behoud.e11. 

Deze suggestie werd oorspronkelijk op experimentele 

gronden in iets gewijzigde vorm door K.R. NAIR en K,..s • 
. 

BA?iERJEE · 15 ·. , geopperd. 



een speciaal voorbeeld, waarbij de doeltreffendheid \ran hun 

scha.tti .. groter is dan die van \l/ald. Een algemane discussie 

van deze efficiency geven zij niet. 

1 Onderstellingen 1 2 \Vald • 5. 2 • en van zie 
t 

2 Voor i<j • ·< 1S • • (. 

.. 
3 E>o dat 1S een zo, 

--
?t4CC 

Deze derde onderstelling word.t door hen als vanzelfspreken:i 

aangenomen •. 

Voor d..: 

L 
n -; ~ ( i - .~) ) l. { • .. -

~11• ...,_ 1 • ' -'< (. t..:r:: I ' 

25 Q Hl, 
.... . . 

11. 

L. /,, (, x.,_· - %~ t." (:c.,: - X . 
~<(It 

• t...# I 

Voor 
-

Van beide schattingen bewijzen zij de bruikbaarheid. 

Housner en Bre1"1na11 geven de :forrnules in iets algetnenere 
vorm, nl. voor he t geval, dat er van het pu11t · ...., ~ .... ( · n · , .. (. <'j'?c l 

waarnemingen zijn verricht i = 1,~ •• ,n 

' 

6. 4. o_. M i . """'ens Voorwaarde 2 komt overee n met voorwa.arde 4 

van ,vald, 1naar eist meer, Voorwaarde 3 is het analogon van 

voorwaarde 4 van Wald. Deze methode zal in verband met 
voorwaarde 2 het best toepasba.ar zijn, als de punten 

' 

o ev~er ae t,!idi9tant liggen, daar dan de kans op volgorde• · .. 
,,,:.,, .£6.cn ..,,,i '"' '4 c:af' ""'t t .t¥1Ad-A~v,,,,, .. ..,,... . . 

ve1·w1sse .... ingen tot de met""ode van ,rfald, w8.8.rbiJ verw1sse,·-

lingen binnen ieder van de twee groepen zijn toegestaan • 

. ___ ,,It; 1 -

' 

' · D.w·. z. de punten zijn gerangschikt vo ens opklimmende 

waa.rden van de ''waret' abcsissen. I. h. a. zal men tot deze 
' 

rangschikking alleen in sta.at zijn door de punten vo ens 

opklimmende x waarden te ordenen;· voorw.aarde 2 . houdt dan 
' . 

in, dat. de verschillen tussen de -Raarden zo groot zijn, 

dat de meet:fouten de volgorde niet kunnen verstoren .. 



• 

7. 

• 

' 

Van de kleinste•uqua.draten schatting · in hat e.,_ emene geval ), .~~;.. 

de schatti en van Wald en Housner en Brennan wordt slechts 
de bruikbaarheid door de aute1.1rs bewezen, ean de zuiverhaid 

o-.t onzuiverheid wordt geen ae.ndncht geschonken. Men kan hier­
over echter het volgende opmerkent 

Verwissel t men bi .· genoenrle methoden de twee coordine.at•·&ul 

assen en past men vervolgens deze1.fde schattingsrnethode too r · 

dan verkrij men dezelfde lijn a.ls schatting van I a.ls oar-
' spronkelijk. Met a ere woordon, men vindt een lijn en 

nie't twee verschillende, zeals in d. gewone regressieanal~,·~,'-. 
Dit feit leidt er echter toe, dat de schatting in het alge­
meen noodzakelijkerwijze onzuiver is, zoa.ls men als vo _t 
ka.n inzien: 

De vergelijking: 

kan men ook schrijven nls 

I 
IIJtJI. -

O{ 

schatti van ot , de..n vindt men door ver,\,.i8•·-

.1,..., a. 

Is nu Q. de 

seli van oe 

die aan a ten . ,,., 
J 

"1pzichte van c(; toekome n, moeten dus ool: fi8.n 7'-

ten opz-ichte van 'toekomen, dus als 
o<. 

is, dan zou ook 
I I 

- C l;l,wluz'I 

- a.. Ol 

moeten zijn. Daar echter indien ~ > o_:: i is geldtt 

I 
., b r - a.. 

I > . " '' ,., . 
. a.. 

-tenzij 

dit in 
a e6n waa.rde met waa.rschijnlijkheid 1 e.a.nneemt, j_£" 

' 

het algemeen niet het geval, 

7, 2. In plaa.ts van de gewone zuiverheidsaigenschap, 

........ a.~ ex... 
kan men echter ook de eigenschap van "med:iaan--zuiverhe:i d,1\ 

. . 

' 

f Bij de methoden van Wald en Housner en Brenn-an geldt d.i"~ 
. 

slechts, als de . _· oepering resp. vo . orde bij ra . ,sohikl'•• 

ki · · nae.1~ opklimmende x waarden dezel:fde is a.ls bij ran . 

sohikki ·· · near opklimme.-.,nde y,,waa.rden. 
'~ .. 



• 

• 

' 

• 

• 

• 

beschouwen; wij nnen §. mediaan••zuiver noemen, a.ls geldt: 

d.w. z1' als de ne diaan van de verdeli Va.J1 a 
• is .. 

• 

ar voor de mediaan ·,nits· · 9:> 0 ..,J::: 10- o is 

30) 1. 

-

gelijk a.a.n 

geldt: 

kan de eigenschap varl mediaan-zuiverheid bij schatti -en var 
de in het vorige punt beschreven aard wel vervuld zijn. 

van Housner en Bre 1111an: 

31 
• 

Immers in beide gevallen is: 

dus 

dus: 
n 

C( ._ U; - .._ + 
:t lft-t :t 

.. .. •• ,. ,, it p &ii ., ' -

X ... . :• 
;........-,- t ' 

en 

a: ., ·- O(_ -
. Hl3 ~-.......... I<.!'-·-----------...... ___ <_·< ____ _ 

• 

In beide vergelijkingen ia de tell van de tweede term 
(,'d<IUl-" ~ • - !;!~ olf._1{ 

van het rech-terlid symmetrisch···ver ee · · is 1 ~· s ui en ~t,e cte•-

zelf'de verdeling bezitten. Daar de verdeling · van de noemer 

nie't on ha11.kelijk is• van di$ van · teller, kan men n:let 

concluderen, dat deze bre · en sytnmetrisch verdeeld zijn, 
• 

ma.at· wel, dat hun mediaan gelijk aa.n nul is~ daar, de noeme:.t:\~" 

in beide gevallen steeds positief zijn en de tellers de me~ 

diaan O hebben •. 

7.3. In beide gevallen is 

• f a 
• 

_ Da:::1r echter de medi.aan niet,. zoals het gemiddelde, de 
• 

· eigenschap van additiviteit bezit en «-9- in het a . emeen nie~ 
' 

· mmetrisch verdeeld is bij symmetrisch verdeli n is de 
• 

. . . 1 

·medi.aan wel a.dditie:f·, ~."ijkt.het nie~ eenvoudig, voorwaa,,cden· 
• 



• 

aan te geven, die b tot een mediaan~zuivere schatti 
• 

van 
.. 

m en. • • • 

l 

• 

• 

a. Betrouwba.arheids - enz.en voor rX. en ~ $30r.tder onderstelli - van . ......._ __ 
' ' . .. . 

. ' 

~- norn1aliteit van de f'outen. ·- · · · .....__..,.. __ _ 

' 

8.1. Op de Statistische de1i van het thematisch Centruin zijn 

van betrouw arheids• • 
• 

·, 

enige methoden ontworpen ter berekeni 

e.nzen voor ,C en zonder de voorwaarde van nornaliteit 
. . 

van de. meet:f outen, die in di t en heii volgende punt besproken 
wo en. 

• 

die bi de eerste methode J. HEME:1,RIJK 
• 

gebruikt warden, zijn verschil1end bij het be .... len van 
be'trouwbaarheids enzen voor « en voor • 

• 

Voor het bepalen van een betrouwbaarheid~g~.~;-~~--- voor <X wordt 
ondersteld: 

.. . 

la De meetfouten u,. en '?!;: hebben een simultane waarschijn,-• 

l.ij·khe1.dsverdeling,. die ona.fhankelijk is van ~• 
t 

lb· De kans, dat het pun't ~t·, ~ op een gegeven rechte 
1ijn in het ¼", -%1 vl 1 · t, is gelijk aa.n O voor iedere 

1ijn in t v • 
le Noemen wij het "•i:tre 1·1 punt me-t k1ein 

abscis eeJt.t dan 

en Pn. aanwij zen 

e abecis - en , 
he-t t•ware tt punt me-t ootste 

~ en 
n men de bij 

onder de punten 
1, 

• 1 

Voor het be en van een betrouwbaarheidsinterval voor 
~ .,.~ U t --•!lo_..._., a,_,., T ;osAdi '" 'j> I Ill ,...,___ 

. . 

onder de hypothese, dat de he lli __ ex ge1ijk is a.an een gege--

ven waarde a wordt ondersteld: ~ 

2 De meet:fouten u., .. en 1:st;· hebben v~or iedere i een simul"'' 
tane waarschijnlijkheidsverdeli , die van i afhankelijk kan 

• 

zijn, niaar waarbij. voor iedere i de ns, da.t ~ aan de ene 
• 

• ., 

,. ui en 1-'i behoeven dus bij een zelfde i niet 011a:fhankelijk 

van elkaar verdee1d te zijn; we1 is de verdeling van da 

on;,,i.,,, hankelijk., . 

•t_ D -- - onderstelli is van deze1£de aa.rd als onderst~lling 
' •' I ' 

' . ' . ~' "' -• . . . . . ~ 

4 van W~ld zie.·punii 5~2 tZij. het iets ~• ker. Zij kan 
• • f • - . ~ • 

. ' . .... ..... " , 

nog enigszins . worden verzwakt; dilt -zal: hier echter ni~t -
. .. . . 

. . . - . ~ 

' t ~ _· . .. .·. • J, - -· 

worden be. ndeld. ·. In de genoemde publioatie wordt. hier, .. ·_ 
• > 

• 
. 

over ie-ts meer-geze ,. 



• 

sijde li , terwi l de Jeans, 

o. 

Voor de be. · ling van e en betrouwbaarheidsgebied voor « en --.,...,.~>: <¥1[1r:,;1a> ••: •••- _ .. ,..,.., •• ,.,..,,,u11&1••:;:;1141 •••w---._.... .. ._.,.,.,,,,,, •--~ .. ,..-,,..,,. ____ .., ae ,~, ·- --- ,.,.. 

Een betrouw 
• 

rheidsgebied A voor -. met onb,etrouwbaarheids•• 

drempel 

,. • I .i ss, I OoJJl( I* Od\UI # 1111 n:11, laflil "<1'1~ 

wordt nu gevormd door d1e waa,rden a, die voldoen aan het 
' 

vo ende criterium1 

coefficient B, dan bevat de etrook, di·e begrensd wordt door 
i en " ·· deze 11 nen .ni.e~ inbegrepen ho atens n--m-3 ·. 

a !{ 

de punten , i • 2, •• ,n--1 • 

Bewezen dient dan ta worden da.t 

r «~ . 
.... Z!idliiif 

.. +I) {"'1 +J 
- -· J • ,,,,_, . ' ..,_,. .. ..,.. 

'II t ,.,. i ) 

is. Dit bewi a berust op het f'eit, dat de afstand ~, va.1, , 

tot L 1 • 1, ••• ,n , gemeten in een willelceurige vaste ric 
t · , ona a,nke li k van e · aar verdeeld zijn met deze · de 

verdeli .·. sfunctie voor 1edere 1. Uit het feit, dat alleen · 

ct. et to,t behoort, ala nstena n 11•·m van de a.fstanden ~, 

gelegen ~i . n in het ·. gesloten interval me'\ 'J,.., en * 111 als 

gx·enzen, volgt . 36 . met behulp van een eer.rr,(\Ud e redener · • 
A bes at uit een eind aantal intervallen. Indien uen door 

.. 

• over e 
Di"t is steeds het gev . · als de meetfouten niet te oot zijn 

in vergeli · ki . met de sta · van <1t1 en "1,. tot de overige 

punten 

Een betrouwbaarheidsinterval B voor, . bij gegeven «=-a met 
. 

anbetrouwbaarheidsdrempel 

' -n+.1 ~ ._ 

. • ,. C'I 

"~; 

verkrij men door de lijnen L1 en L 11 
K met· 
~ 
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richti· ··. scoefficient a evenwijdig te verschuiven tot a.an 

iedere zijde van de strook, die zij begrenzen, precies i 

van de punten i gelegen zijn, terwijl op beide nieuwe lijnen 
zodat zij niet 

dichter bij elkaa.r gebracht kunnen worden, zonder dat aan 

minstens een van beide zijden het aanta.l bui ten de strook 

gelegen punten groter dan k wordt • De doorsnijding va?1 

deze strook met de · •·•as is het betrouwba.arheidsinterval 
B. Het bewijs van deze stelling volgt gema.kkelijk uit on11

• 

derstelli 

De bepa.ling van het betrouwbaarheidsgebied voor ~ komt 
overeen met het vaststellen vane)n criterium ter verwerping 

van de hypothese, dat o< de waarde a. bezit, wa:'l.rbij de kans 

~ bestaat, dat ~ zelf aan dit criterium voldoet. Evenzo 
komt de bepaling van het betrouwbaarheidsinterval voor /5 
ender de voorwa.arde de a. neer op het vaststellen van een 

cri terium ter veI·werping van de hypothese, da.t f.> ender de 

voorwaarde ex.= a de waarde b be zit, waarbij de kans t':1. be-
• 

:ataat, dat .. zel:f a.an dit criterium voldoet. 

Van deze twee criteria is het eerste gebaseerd op de 
. 

plaats, die ~ 1 en ~,,. innemen in de na.ar opklimmer1de grootte 

gerangschikte rij getallen i = 1, ••• ,n het is dus onaf­

hankelijk van het teken ,ra.n de ~,· , terwijl het tweede cri-

uist van de ·;;eker.1s va.n de 1i afhan · .• Hieruit volgt, dat de 

twee criteria ona:fhankelijk zijn, zodat de kans, dat hetzij 

d- aan het eerste, he·tzij ;; a.an het ~veede criterium 
·als daarbij van de ware richting .:x gebruik gemaakt W1rdt 

J 

voldo~t, gelijk ~s aan 

' 

· ... at men li:erhal ve a alle v1aarden van A doorlopen en be-
. . 

. 

paalt men bij iedere a, het bijbehorende interval B dan vor1r1t 
. ' . 

de zo verkregen 

baarheidsgebied 

drempel p •. 
' ·. 

. 

verzane:
1 

:1ing van punt en ·a,b.·· een betrouw-:-
. . 

door bet punt · .t ,t-> met onbetrouwbaa.rheids• ,,: 

,. 

8.6. Ter verduidelijki van de methode geven wij in :fig. l voor 

een eenvoudig geval de constructie weer. 
' 



• 

T 
i 
f 

• 
' l 
' 
I 

I 
! 
• 

f 

.Ltllt ~= ~? ,1 

• 

• 

• 

• 

• 

•• 

i - .. 1.. il: 13· m c 1 ( ir: 1. 

= O;O~J ,~: 0)00 V 

In deze figuur stelt Ad~ hsek van richtingen voor, die 
- . 

e en b etrouv1baarhe id sinterval met onb e-trouwbaa __ ,. _ eid sdrempel 

1. {'~ 0 ,.039 voor de richti - van L vormen. Voor de beide 

waarde, da.t ct de bijbehorende waarde bezit, met onbetrouw--. 

bf:larheidsdrempel p,_ 1
• 0,004. 

gebied G van het , ~ vlak vormt nu een betrouwba.arheidst•,,-
gebied voor L met onbetrouwbaarheidsdrempel /11.. + -__ - •·1

• _ i,h -- ,043 
' 

in die zin,. da.t de kans, dat di t stochastisch gebied L ge--
• 

heel bevat = 0,957 ist terwijl omgekeerd A~e~ iedere lijn, 
die er geheel in li -, een a en b bezit, die tot het siinul~!t'' 

• 

-tane betrouwbaarhei(i,sgebied voor ex en behoran •. Wel is 
. -

dit mei; de a steeds het geva.l, maar de b behoeft niet tot -

het met behulp van deza a geeonstrueerde be -rouwbaa.rheids 1

•'· 

-

• 

interval B te -behoren., Het betrouwba.arheidsgebied voor L,. 
' -

opgeva.t a·-_ een ·11jnemrerzam.elillg valt due hie-t samen- met 
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hoort dan ook bi G. 

in 

gearcee e gedeelte van he1t 

••• I --

· z..ccc,-i. 2.,. 
. ,.. 

-

I 
• f 

♦ 

-., 

I 

1 

t 
l 
1 

• 

8.7. De hier beschreven methode is~ zoals uit de oonstruotie en 
uit veorwaa.rde 1. c van 8.2 blijkt, vooral geschikt, indien 

• 

• 

de meeste punten vrij dicht bij elke.ar liggen, terwijl z0•1
• 

we1 1i s al s rechts va11 deze puntenwolk minstens een punt 

gelegen is. Dit is dus juis-t in die gevallen, we.a1·voor de 

methoden van Wald en die van Housner en ennan, evenala de 
in het volgeme punt nog te bespreken methoden minder doel,,, 

na1iig zijn i,h. b. ook in verband met de voor de versehil•, 
. . 

lende methoden var1et-eride -eiseh otntrent invariantie van de 

volgorde t. o. v. de meetfouten··. a 
' 

Lineaire tra.ns~o:trtlSties van ttet · assenstelsel laten de 
' . - ' ' ' if .. ", 

- r ' 

• • 

voeren van de eonstructie s-oms verge1:1l8. eli ken. Nadat deze 

is ·. ·· · tgevoerd leiden dan enke le bereke ni ·· .. ·•·en van hellingen 

• 



• • 

• 

tot de precieze betrouwbaarheidsintervallen. 

. Uit deze methode kunnen e ele eenvoudige toetsen voor 

bepaalde othesen omtrent L worden ...... geleid. 

9. Methoden vah H. THEtL. 

9. 1. H. _T · IL 16 heeft twee methoden ontworpen, die weliswaa.r 

o ezet zijn in het kader der regressieanalyse, maar die 

ook (JP het hier be sproken probleem kunnen worden toege · ·. st, 

Wij lichten ui t zijn nog niet verschenen a1~"tikel die de·•·­
len, die relevant zijn i,oor het bier gestelde problee~ 

... 

Voor de bepali van een Q.etrouwbaarhiE~.9:_§i_~}ie;r'Y,'.@!_,.YQ.9.;f._.~_;. 
' ' 

1 Is vgl. 6.2 • 

2 Een van de beide volgende onderstellingen moet ver ., 
vu1d zijn: 

a. De meetfouten ul .. en 2r7 . i • .. ,s 1, ••• ,n hebben voor iede·•· 

re i dezelfde simultane waarschijnlijkheidsve.·· eling; de 

en zijn onafhankelijk voor i:4= j;. de 
verdeli s:functie van 'J!;,· - « u.'-- is continu in de mediaan. 

b. De meetf outen zijn alle ona:fha.nkelijk van elkaar Ter-, 
dee1d; ieder van hen is bovendien syrrt1netrisch verdeeld, ter-

wijl de media.an van ~ voor iedere i dezelfde is; evenzo de 
1nedjaa.n van -i.1: v•or iedere i. De verdelingsftlncties zi n 

L 

a1le continu·1n hun medianen. 

Voor de be li van een betrouwbaar-heidsinterve.l voor /3 
. ------- _______ ......._. ___ . 

' . 

o,n,4,e~y ~~I ,byp9,th~~~,. ~:.·~lsta~t~ wordt bovendien ondorsteld: 

-x Med .,,I . 0 voor iedere i. 
• 

volgt be 

verricht naar opklimmen•1 
• 

het middelste punt • Zij verderr 

(39 

Wegens vgl. 7.2 
• 

_ . .?(ff!.,! - u.. 1rt+1.•) + {,n ~ ltt,\+ , .. ) ' . 

t 

' . . 

slecbts~ ··dat · ··.r:/... .·· .'1:i . '<- ,_...,., 
. . . 

. •, . 

i .al.~ · media.an · O b.eeft. 
,. 



• 

is dan 

Cl • ::'1' ,,. o( -- ( 

indien vootw~arde 1 en 2 vervuld zijn • 

volgens 
opl~limmende waarden en is: 

d .. . d "' an Zl..Jn e t!en de , ?,--,-~+1. s- van deze rij der a,• de uit., .. 

e ind en van een betrouwba.arheidsinterval voor :x met onbe 

trouwba.arr,rteidsdrernpc 1 . , • 

Voor ka.n men, onder hypcthese ot.. a , een betrouwbaar.,,: 

heidsinterval a:fleiden op• dezel~de wij ze ala bij de vorige 

methode zie 8.4 •• Bezit 

onbetrouwbaarheidsdrempel 

vall en aan met a, , a..z en 

di t bctrou\vbaarheidsinterval de ·· 

P.i en duiden wij do twee inter 

, dan is: 

-

zodat men een rechthoekig betrouwbaarheidsgebied voor ex:· en 

geza.menlijk hee:ft. De reden, dat men in dit geva.l geen 

betrouwba.arheidsgebied voor het punt «,(3 •· van de in 8.6 
beschreven vorm verkrijgt, is d at in di t geval de in 8. 5 
genoemde on~hankelijkheidsvoorwas.rde niet ve · ld is. 

9. 4. De ~fl~,~, ,~~th,Q4~. be zit vermoedelijk het voordeel, scherper 

te zijn dan de vorige. De berekeningen word.en echter veel 
ui tgebreider, daar hierbij niet slechts van J. n hellingen 
gebruik wordt ge1naakt, ma.at• van de hellingen van alle moge,,,. 

met de eerste methodervertoont aen zekere analogie met het 

verschil tussen de methode van Housner en Brennan en die van 
Wald. 

Voor bet he··. len van een betrouwbaarheidsinterval voor ~ 
" ' '" 

w de vo ertde onderstellingen ge11Bak~i 

1 Is 
2 De meet:f outen u., en ~, bezitten voor iedere 1 ~ezelfde 

Zi. n 0 . f •. , 

hankelijk verdeeld voor i =t: j; de grootheid 1'; - 4 f!,• is 

continu verdeeld voor iedere eonstante a ··. d.w. ~~ in het 
• • 

'
1 • ·, ~ ·· -vlak is voor. :iedere vaste Nchte liJ"'n de kans ,,·.·.· da:t -r f ... ~ 

he't punt · "<,• , ~· . ~r op l · · . gelijk a.an m.l1 • 
• 
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• 
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De r angschikki 
- . . 
is voor t < • Zij verder 

met i < j .. is , voor ieder 
waarnemi sresultaa.t bepa.r~ld. Dit a.ante.I, dat behalve van 

(4) is een stochastische variabele op de collectie van 

a1le mogelijke ~l£trnemingsresultaten. 

Nu is de verdeling van 

r ... ,, :1 -

bekend, on.der de hypothese dat de grootheid ~· - a. ~"· ona 

hanke lij 1.c van i verdeeld is 

heet de rank 001--relation coefficient, hetgeen men zou kunnen 
vertale:i ,net rai1c1correla. tie coef'ficient .· • Aan daze hypotheso 

is in ons ge,ral vo ldaan als c, = IX is, terwi j 1 bij toenemende 
afwijking van Ol de kans op grotere toeneemt. Neemt men nu 
r zo, dat 

-i 

ta.) ?. Z-1 J 
/' 

-is, en r angschikt opklimniehde waarden 

' 

' 

dan zijn de tf en de . (~ - t + :1. . : van deze rij de uiteinden 

van een betrouwbaarheids .. interval voor o< met on1Jetroti"vbaar••· 
heidsd1.,ernpel P.t : 

' .. 
• 

l:t. • • .: o( '!5. ,-, - / ... b4 • '41,t:i" rr J~ i,.. 1 ,-.. 
• • • 

Voor a.t men te werk als bij de eerste methode. 

9. 5. De~e methoden zijn, z oals. in de betreffendc. publidaties zal 

bli ken, voor velerlei ge·nei·alisatie va.tbaro.~1 ·bet a.antal 

linea.ir a 
• 

' 

worden tegen . convexiteit; uitbreiding tot vergelijkingen 

vax, hogere ·. a.ad is mogalijk; stelsels vergelijkingen met 
• 

deze 



• 
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In V8rband met voorwaarde 1 zijn beide methodes, evenals 

die van Housner en Brennan, het best toepasba~·tr, a.ls de 

een waarschi nli ·kh idsverdeli bezit • 
• 

10.1. In 2. 2 zijn twee verschillende si tuaties genoemd, a.a.ngeduid 

als geval I en geval II. Hoewel deze gevallen betrekking heb,,, 

ben op geheel :verschillende problemen, kan er toch een na.uvv 

ve1"band tussen gelegd worden. 

• 

In geval I.bezit geen waarsohijnlijkheidsverdeling en 

als 

~nbekende parameters van <le waarschijnlijkheidsverdeling van 

• Dit doet zich b.v. voor als men door de in,,• 

richti · van het experiment de grootte der ,,i min o~ meer 

naa.r willekeur kan bepalen oak al kan men ze niet exact 

. 

In geval II bezit wel een waarschijnlijkheidsverdeli·. 

en we schrijven dan , in plaa.ts van en in plaats van 
S 'fCJ b 

• Deze situa.tie kan zich b,.v.,. voordoen, indien ·_ en ~ · 
,jjl 4 Ii 

• in principe meetbare grootheden zijn, maar men. om een of 

andere reden, alleen over onna:2uwkeu1'ige metingen beschikt 

de __ nauwkeurige meti kan b. v. een n±et beschikbe.re appara• ... ·· 

tuu::r eisen of te veel tij d in besla.g nemen , Daar ~ en )/ 
-

nu ook een simultane waa.rsoh,ij.nlijkheidsverdeling bezitten, 

kan men de _ en geheel uit het vraagstuk elimineren en al-• 
,,. .... 

dus tot de ge\.vone regressieanalyse overgaan. Indien eohter 

en _ b.v. na.tuurkundige groothoden voorstellen1 is het 
zeer wel mogelijk, dat het verband tussen _ en _ wel, maar •. ( . 
dat tussen x. en_ niet van ui teindelijk belang is. J3ovendien 
behoeft _ _ bestaan, 

• 

als dit met _ en . wel het geval is. LI L. 12. bewij,st 

dienaa . .,.,,la.ande de •'irolgende stelling: 

. 
' 

ons.fhanke•li k ver•,· 
...... ,~- .,. .... , , .......... ~.... . 

en indien -geldt: 
• • 

1 

. ~, 

dan is noodza.keli k en voldoende, opdat de regrassie van . 
. J ,->1.1t1t•••.ll~U.••it.~\!·•, .. •f".at,-'4#f'· ♦ j;4'•¥/l•f•••••• ♦ ~ll••"-••j>lf•·~••J_ijll0"'••""'¥J.,.f't' 

* -.,. - • ,. • ,. ~ i1o • 'If ,, • " ,. ._ • aii • " lil • • -. ~ ,. * , • • • • " •.., _. -" " "° 11 • • • " "° • • • ◄ ♦ 1t, • ~ , ., ~ 1t -1t " ~ " • "' • * ,_ " It • • • >ta '" ' " ' ,- .., .... " ' ' ~ ~ " • ., 
4 

' • " - • • • • <t ; ~ 11 1 
_ - ., 1 

ten opziohte van!, lineair ~ij, d.w.z. opdat. 
,,. ........ '4f-4.""i.• .. ""·'l'l,•·• .. • .. • .. •••ll•ill'•/l,f•.,111•• ► •1r.C.•~••Jll" ♦ ••t•'fi••atili'•'t-'1l't.••'t..t,4:!o,t•1'~"•' , ............ ,.,_f"'' ""'-••~• ........ 1'-•·•~~~••'"'t'\'tll,.'<9".>t-.•• .. •ill•'"*"fl' 



I I _.oex+ 

,. ,II 

van ~ resp. , geldt: 
,:; II '8 

en 

49 
I 

3 + (a.- rx 1
). _ X . 

9R~er~~ns: 1. De in deze stalling geneemde noodzakelijke 
en voldoende voorwaardE-) betekent b.v. voor het geval, dat 

t •••• 

normaal verdeeld is, dat f!- ook een no:r.·nB.lf_) verdoling moet be­

zi tten. Daar bovendien in het a ~emeen een macht van een 

ka1~akteristieke functie zelf geen ka:t"a.kteristicke functie is, 
• • 

wo t door 48 aa.n het type van de verdeling van ,,.,: een stor• 11

• 

ke beperking opgelegd. 
• 

2. Uit de stelling volgt verder direct, dat 

• dus 

moet zijn, terwijl oc' en· .ot hetzelfde teken bezitten. • 

Wij zullen in deze para · aaf geval II beschouwen zonder eli•· 

minatie van en • 21 • ;4 

• 

' .,. .......... 

10. 2. Notaties: Ean waarnemingsresul taat 1 , ••• , n geven we a.an 
• 

. ~-:S ~ ~ •• ., x h. , :1. , ••• t //11. . van een 

2n•,·dimensi·onale ruimte .. R voorstelt. De bij ·1 , • • • '·" beho 

ruimte voorstelt. 
bezit een waarschijnlijkheidsverdeling in 

we de v,erdelingsfunctie 

X1.·, .... , ·n.-; i,•·--• n 

verkort aa even deor 
• 

• 

•• ....... ,., __ lltlPP -

t ~~ beteken11·: is pet de:fini tie gelijk aan. 

, waarvan 
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10. 3. 
• 

• 

• 

, 

, een voorwaar 

in J ender 

ver .. · 

. 

·- Wij hebben dan de volgende betrekki 

G (P) 
s 

De in de vorige gedeelten afgeleide s chattingen ~. van ot . 

en ~ van f-l 
bepaald zij 

zijn berekend onder de hypothese, dat tl! een 

het onbekend punt van 5 is, en zij bezi tten 
. •· 

onder deze hypothes e e en waarsch.ijnli · khoidsverdt~ling, \va.ar• 1 . 

' 

uit · hun eigens chappen zijn afgeleid. Hetzelfde g,3ldt voor de 
• 

stochastische gi .... enzcn · van de voor o( en (?, afgeleide betrouw~ .. 

baarheidsinterva..llen. Wij zullen hier een schatting• g. van ~· , 

daar deze door geheel bepaald is; aangeven door 
• 

.Q. (1?) 
• 

• 

en betrouwbaarhe ids .,. -
• 

enzen voor ~ om dezelfde reden door 

• 

Beschouwen wij nu de methode der klainste guadraten voor het 
e • ,, a rp ca" :d: a e ,, at re s sr'sns S1a1 21, J ;:;l ,r,, v t 1.a: r as, *•• n••• alt\u1•••• 

geval,. dat · de meet:fout. u in de x richting ·identiek gelijk 
4 .. 

• 

aan nul is; dan zien wij zie 4. 3 , da.t de voorwaa.rde van 
' 

stelling 2 , 3 . en 4 voor ieder pun-t ~ van S: gelden,. mits 

. . . 

twee verschili ende 
. 

punt en voorkomen, vervuld is. Wij onder 
stellen nu, dat de 

zodanig is, dat de 

• • 

waarschijnlijkheidsverdeling van ~. in 
' 

kans, dat hieraan \roldae~n is, gelijk is 
' aan 1. en la-ten deze voorwaarde verder buiten beschouwi 

. -
Dan geldt: ' 

• . 

P~,er~+ing. ~t Ste llj_ onveranderd . _µ 1 _, _, 

• • 
1" ~ & ...... ·-·-••Iii ....... , "'•et••,_, .................... , ••• # •• ~ ..... ., ................ ,...... ' 1 ' 

indien men ve 
. .................. ' -. ..~ · · ~ ::::_ ...... ·., · •11.,is.ill'"f-,."'••• .. •.-••• .... ~•'l"•••f1'-l'••"'.i•~•••-• .. ••••• .. •'lli•tt-.,-•1r"•"""-._Jfc-f•'-••••t•~••&•*,.r.,••• .. •i .. •• .. ••,..,••• .. • .... • ♦ •••f'f•• •• ,.,.,. .,.,_.,•••••• 

•.S. bezit •. ·' .... · .•--·~--~····················· .. ················································•··························••·•························ 
• 

. . . 

' .. 
. 

dus niet ona:fhankelijk verdeeld te . . ' . 

.. zijn. · .. 
. . 

• 
. . 



• 

. , 

10.4. 

.. 30 ... 

Bewi"s: Dit bestaat uit twee delen: 

stalling 2, 3 of 4 
dit, dat nu goldt, 

da.t 

-
a .. , . ...... - a. (P) d Cr (Pl GR.J JI ;sa, « 

is voor iedere Gee5. 

echter ook onvoorwaardeJ.ijk zuiver, ii:nmers: 

I" 

Q ..• o. ('P) ol G (-P) :.::. ) a (P) a G (P/Ct.) cf-,: {62) = 
'R RS 

S R s 

Hetzelf'de geldt voor de and.ere in stol1.ing 2, '3 en 4 ge .... 

noemde schattingen. 

2 In st elling 4 is voor «: ean bctrouwbaarheids int t~rval a.:fg~ *" 

leid~ Geve11 wij di t aan met ~.i, g...t ., de.n geldt, 

voor iedere G2 ES • 

Derhalve _is ook onvoorwaardelijk: 

·54 a<t('P)<cx<at.(?) ~ ~F(~)?[B1,<«<~.t f_t;:~ 
.s -

:e- { i - p) d r t·c~} ::= 1- P · , 
s 

Aanloog voor het betrouwbaarheidsinterval voor 

betrouwbaarheidsgebied voor et.." en gezamenli k • 

--

en het 

I . 

De overige in het vorige gedeelte vcrmelde resultaten laten 

zich niet zo volledig van geval I op ge:~val II overbreng~n, 

daar deze resultaten gebonden zijn a.an voorVv"aarden be'tref-·. 

vervuld zijn. Daze voorwaarden, die wij .E:~Y:~~X.2.9,~~~rft,~Q 

zullen moemen··, zijn: 
• 

Voorwaarde 4 . van st elli z 1 zie 4. 2 ; 

voorwaa;·rde ; en 4 van \\Tald ·zie. 5. 2 .·; 
voorwa.arde 2 en ; van Housner en Brennan · zie 6 •. 2 ; 

voorwaa . . e 1. c van 8. 2; 

voorwa~rde 1 van 9..- 2. 

• 



Gedeeltelijk zijn doze voor\vaarden gebruikt voor het .·· , .. ,. 

leiden van betrouwbaarhe idsintervallen, gedeel telijk voor 
het be\vijs der bruikbaarheid van bep0.<,qlde scha.ttingen. Voor 

ieder van deze methoden gelden nu de volgende beschouwingen: 

' 

Voor betrouwbaarheidsintervallent 

Ind ien verzarneling van alle ct ui t '5 is, \Yaa.rvopr aan 
. ' 

de betreffende nevenvoorwaA.rde volda1ll1 is, dan is een ondtJr 

de hypothese ~= ~ a.fgeleid betrouwba.arheidsinterval, met 

onbetrouwbaarheidsdrempel p ; tevens een voorwaardelijk 
...,,lU1'1i• ljf< I;; 11 - ,,,.;1f1b..,..,,,_,.,.>J11 41A::J'l<11r:ff _.,.,.. .,.,jf+..tilo~ 

betrouwbaarheidsinterval 1 met dezelfdc bnbetrouwbaarheids~ 

drempe1, ender de voorwaarde §; •EV • Bewijs analoog aan hct 

tweede gedeelte van het beivijs van stelling 6 • Is 

• 

dan is het betrouwbaarheidsinterval teve ns een ,Q,TI-!9. .. 9,,,X:V!.~~,q~, .... 
I . 

,~,~j~ betrouwba.arheidsinterval met onbetrouwbaarheidsdrempel 

~ p +Cv ' . 1 .• 

2 · Voor bruikbaarheids 
' 

Aa ezien dit een asymptotische eigenschap is, d.,,.z. een 
C ...-- ·~ ("-' 

limieteigenschap voor n:... oo schrijven wij ~1"\ voor en ~~ · 

voor ~ .. Als er 
" -

zodanig, dat de betreffende nevenvoorwaarden eli kma.ti in 
voor een onder de voor•n• 

' 

waarden 

bruikbare schatti"Y'\ · a..fl var.i oc:. : 

., 

Is nu 
-, 

nJ 
• 

met 

---· , ___ ., ___ _ . 

' · Gehee 1 ana.loog kan men 

mediaan••rizuiverheid van en et a.ls soha:tti · en van .Cl . -tt) < 

media.an--

. ~ ' . 

·· · · · · · 1 · · en ' + 0 · · .. · · · · 
· · ·,1 .,· · _:1··· "j r · ,. 

!., >.' . '. '. ,/ J•·• ,•·_ ·• ' ' :·-. . . ' ... . ' 

't ' ,,_ . . . . ' 



• 

,; . 3 2 ult 

• 

dan volgt analoog aan de bewijsvoeri van stelli 

-

zodat de schatti - ook onvoorwaardelijk bruikbaar is. Ver­

gelijk in dit verband oolc WA... . 17 punt 8 •. 
' . 

• 

III. 
,. 
J.S. 

q ' 1 

• 

• 

. ., '. - " 11.1. q,~.B.~Y~.P zijn: n punten \-'1.. en de, voorwaa.rden, die 

11.·5., 

nodig zijn, om uit deze pun:ten volgens een der beschreven 

methoden schatti,,,..,, en van 0( en te bepalen .. Verder is van 
• 

een n+ 1.)~ punt 0 de coordinaa.t Xo gegeven. 

Gevraagd wordt een schatii - te geven 

resp •. \. ~ 
na te gaan. ' 

• 

•• 

van,~ en van deze schatti 

... 

van de coordinaat 

de eigenschappen 

II bezi tten .fl~ pur,.ten _ 1 ,. • • •. , ... n 
. ~ . ,_ . ' . . 

' . . . - ·• ·- . ' ' . 

een simulta.ne waarschijnlijkheidsverdeling, zodat men het 
~ ' ' 

' ' 

p:r1ob.leem kan zien a.ls de vraag E.a.ar. de' e · enseha.ppen van de•:· 
' 

v:erde;li. ~ '7{;ln O en in het bij zon9-er. van . . o. .. ,. ender de . . . . - ' ' . .. . . . .. 
·- . . .,, . . " ' . . ,. . ' ..... ' - . ....... ,. ' . ': "~ -voo~w.aarde ~(\- :·: xo , terwijl .aan -4.e ooordina.ten van ,. 1 , • • , .·.¥r~ 

'. . . : ' . ' . . . ' ·, .• . ( . . . . . 

" , . . . ' . ' .. .. ' ,,,. 

geen voorwaa1·den worden •pgelegd. Dit is de beschouwingswt Si$~ 
• • . ~-·•"'W 

d·e~ 
1
reg:res:sieanaly se;. · . ~ . . . · · . _ · . · -· : .· 

• ' · 1 • • . · · · - • , • · , , ~ ,;p ,•. J I • • ,,, • , ;, /# • • ·• , r• ' "' •• . · - • , • •· r •. , . ' l , • .. · • • ,._ ·• · · • • ' - ·•' ,. ' • ..., 1 

. ·---
• 

ee:ns een simul tane waa.rschijnlijkheidsverdeling, nu echter 
• . . . . . 

met ... de ·'°oordfnat.en der punt·e··n ·· ~1., .:·~.,. ·<'.:Q 1~ •,en. 8?0 als 'onbekende. 
. ' ~ - . 

• •• 
• 

. · 
0

·, ec·hter bezit geen voorwaA.rdelijke ·waarsohijnlijkheids-,. 

verdeling . and.er 4.e voorwa~rde . x 0 ~ :;ct:t, en in he't alg_eme~:!1:'.·is_ 
If • • . 

' . ' . 
' ' ' 

' 

juist - ., -~elangri ·k ell: n:iet ... o: .• __ ·H~~- ligt daa:1:0~ _yoqr de 
• • • • ' 

··, nd,, ·· te ~ -:tr:a.chteh een a} ti 
' . van .. 0 te geven zonder de 

' ' 

voorwaarde ~0~ x0 t e st ell en. · 
' . ' 

•· . "' . . , • . ' . ' 
J ' • • ~ • ,, • .,, , • • • • • ' • ' • • • 

', ·"· ' ,., .. ' ' - ... . .... . ' . '• ~ "' · ·. · · •, ~ .,_ ' . . .• k _ 1, • l ,·. , 

· · · I · _ien men het proble~-~ y-oor de twee. geva1·1en :·op de.ze · 
. , I . •. . t . . ·:.. . ; ,, - , . . " . • ~ ' •"~ ; - . . . . ,.. • . , . . • - , . , , • ' 

·, . ~ . • •' . • • • •, • '-" • '·a ' ~ • • • 0 
" • · · · •· i · · • •" · . ., . . . " . ·- " . . ., , . , . . ' . ' . , , . . , ~ , ' . ~ . . _•· . . ' ' . "'' .. , ... , _,,. · ........ ,;. · ...... ,.,, ·- 't .. ,,-,. .......... . 

• 

• 

. . • • , - , , . ' -. •,. I . • ,, - . ~ -

, . • -· ~• . - ;: - - ..• fl , _ . ' .• C • ' • •. • • :• , • , , , • • ~ , t , . • ' , i' • , . , . , • ' ' • . , • ', , , .. J, • . ,: • . -' · ~ L 

. . . . . ~ 

De ~-ormuleri · met" , ·M", a:1s gegeveri ooordinaat -en te: a:ch·a't-, .. 
• • • • ' j • 

1 
. ' 

.. . . . : , -~ . . " ' 

t·en absois · van 
O 

ontstaat -door. verwiss:eling v-an de : ... · ·. · · , 

coor.dina& 
' ' ' 

' 

ssen ui t de hier g~geven 'formuleri .· · • . : ··. · · . ' 

' . 
• 
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geva.l ·,a.n exact meetbare resp. X et:1n verschil in resul,rn·• ... ... 
taat op, waarover in de litteratuu~r nogal wat te doen is 

geweest 

6 

nader beschouwen: 

12. Schatti 

12. 1. In het geval g=.:: o kan men volgens de method 1J van 4. 3 · !3tel­

ling 2 ·, indien de d~tJ.r gernaa.kte onderste llingen ve:::·vuld 
"°\-• 

zuiv<lre schattingijn ~ en b .. _ 

voor « resp. afleiden, die dan volgens stelling 6• voor 

beide gevallen ~uiver zijn. Dan is echter vgl. 7.1 · in hct 

-

Indien nu van 'P0 de coordinnat "' 
0 

gegeven 1s, 

. . 

59 0. 

in g~;v,~! I in het algemeen een onzui vere schatting van o , 

daar in net algemeen 

0 .... 

In g~ya;_~ II is . 59 eveneens een onzuiverc schatting van 

/•=lfo -
a en b 

-0 
, zel:f s indien o< en ~ bekend,_.~-~-~-,,n en in 59 .· vot>r 

---•I •·%4 ~ --....,.,,--Lil?l•l,-,....,.~-• 1 ............ , , 

worden gesu~stitueerd.Dit blijkt op de volgende wijza: 

Wij hebben de index O voor l1et moment \Yegl:tt('.Jnde 

. ·- ....,. -
··-· 

.. waa-r1n en v- onafha.nkelijk zijn. Dus 
' •.. 

-■ Jlo 

. . 

verdelingsdichtheid van 
I $! Ii! 

- , 
heid van en v-

-· re# 

. ) • · .. (V-} 

dus de simulta.ne verdelingsdichtl1eid van ....,,. ' 

' -



zodat wij hebben 

t> · t -vJ-l!tvJ d.,,, 
'ti l'llwr,,.ifrt Ofl :PMrl •- I~ I 3 

Indien de teller beva.tte, zou zij' 

gelijk a.an 1r , dus gelijk a.an nt1l zitjn. ?lu is dit in het 

• 
1 n - t we lld e .,.. C: n 

hogere graa.dstcrmen ver·Naarloosd kunnen warden, krijgen we tJt,1 

volgende benadering 

-
-

• 1s en · .t_ tv J"'zr = 1 is • 

Indien b. v • ...::;... normnal verdeeld is met gerniddelde en 
' 

spreiding er en '1( normaa,1 verdeeld met gemiddelde O en sprci·"'" 

ding r, .krijgt men 

62 
- e±. 

............ II $¢1ll 

-
hetgeen slechts dan gelijk a.an 0 • is. 

Nu is dus in het algemeen 

l 
t,IMI A -rx 

Lindley gee:ft nu eohter voor die gevallen, waarvoor stelling 

5 geldt, een methode aan, om voor 

-geldt wat b~v. het geval is, als 

deeld zijn, of indien beide een 
daar 

,. 
1S wegens 

X 
·""',., 0 

r 'iiJI" 
~ """ru 

.. ~tJ .,,,.,.() .., --o -

g"~Y.,§:,~ II een zuivere schat 
Indien n~ 1. ste lling 5 

-
.· "en y-0 beide normaal ver~1 

• ..... 
. ,, verdeling be zi tte n , is 

1 

· Volgens de methode der kleinste quadraten te werk gar1onde 

met minimaliseri · va.n de residuen in de richting van de 
:foutloze ooordina.at, dus i. o. de "X ,,·,richting, verkrij · . men nti .· , . ' 

, z,odat · · zuivere van ·' . a.' 



• 

• 

• 

.. 

geldt: 

.... 

c' · · - ct" 
• rr '°• t 

is nu dus een zuivere schatting van 

Op te merken valt nog, dat deze methode in geval I geen 

oplossing geeft, daar in dat geval stelling 5 niet geldt, 

en c' een onzuivere schatting van ... -1-- is .. Dit laatste blijkt 
• , 0(. , 

' 
in geval I, 

·11, hetgeen 

dan was dit volgens stelling 6 ook zo in geval 
, 

ecI-1ter in strijd is met de tweede bij stelling 
' 

5 gema.a.icte opmerking. Voor geval I is een zuivere scha-tting 

voor 

punt 

daa.r 

niet 

t 
CP( 

van 

nog niet gevond.en. Scp.atti ""t 59 is, uit het oog•.• 

bruikbaarheid, in geval I bt>ven 66 te verkiezen, 

in dit geval bruikbaar is en 66 in het algemeen 

zie hiervoor 13 · .• 

12.2. Indien de exact meetbare coordinaat van ' 0 gegeven is, zijn 

aan het zuiver schatten van de andere coordinaat in geen van 
' 

beide ge\18.llen moeil1.jkheden verbonden. Daar voor het geval~ · 

da:t beide coordinaten meetfouten vertonen, geen zuivere 

schattingen van o< en bekend zijn, behoe:ft dit niet apart 
- t 

behandeld te worden. Wij · wijzen er echter op, dat ook in . 
. 

deze sit11atie de voor het in 12.1 gestelde probleem door 

Lindley gegeven oplossi voor geval II van toepassing is., 
indien st~lling 5 kan Worden toegepast. 

• 
• .. 

13. ~l;.:1!=h~P-~?1-.:r1+■~~4 . Y,~J;l,.. ~.9r~:tt.~!!{s.;i~ ,,ver ,.~~.-. _:~~~ ... ,cqq~9 ,~-~~a;:th. \l:,t t, . ,d,e 

andere. 

Het, bruikbaa.rhei.dsbegrip v1ordt in dit verband gecompli"•. 

ceerder. Immers beschikt men over bruikba:re schatti en··~ en 

da.n betekent · dit,. dat ~ en b stochastisch naar o< en .,;· con•·~ 
• 

vergeren, voor ·rn ➔ oo ·. + · Orn nu echter een bruikbare · scha-tting 
. ' ' 

. moet me·n bovendien otv-er een bruikbare schattirig van ·de ·· .·. · 
·• . . 

, ' 

staan uit een e .. ele waa:t'neming van ?:4 , wel, eventueelt uit 



het gemiddelde x 0 V9.J.Y). n-~ dergelijl<:e waar11emingen. Is dit - .. 

0 , d.w. z. convergeert ~o voor ,n-.t0 stochastiscl1 n.t9.ar 
resp. dan is 

0 ' 

een bruikbare schatting van ~o · resp. 
0 

in die 

deze uitdruk1{ing stochastisch tot 

geert, als 1\ en 'l71. beide na.ar w gaa11. 
conver-

Daar nu voor bruikbaarheid geldt, dat, als oct,o en Q.. ,.,,. 

• I • • .. • • • ,. .. -

op. Het is e chter van b(~lfi.1:ig er op te v1ijzen, d:J.t in gevr·Ll 

I met :foutloze , ind.ien de in 12. 1 gemattlcto onderstellin'"" 

gen gelden, schatting 59) eon bruikb~_~:r~. scl1ntting van . 0 

is, indien men daarin ' 0 door een bruikbi:tre schnttint~ v:1.n 

'1_a ver\tctngt en indien CL en ~ bruikbare schn~ttingen voor 

Q( en. zijn vgl. stelJ.ing J), tt3r,vijl dit mot 66) in 

het o.lgemeen niet het gev~1l is, dafJ.r f' en r:J:.' in dit geval. 

onzuivcre schattingen _ en 
(X 

14. Keuze ui t de verscl1illende method.en. 

14-1. Een a -emeen principe voor deze keuze is, dat men meestal 

een beter resultarit verl{rijgt, na'""l.rmate men meer onderstel­

lingen gebruikt. l1en kieze d,1,arom die mc:thode, wt1.~1rbij men 

van zoveel mogelj_jlc g0recl1tv.qc1"rdigdo · onderstellirigE;1:n ge·•· 

bruik maakt. .i!;e11 volledig overzicht van de verschillende 

mogelijke onderstellingcnstelscls met de danrbij behorendo 
methoden en resul tnten wordt, door zijn uit.~ebreidl1cid, on­

overzichtelijk. \Vij · volstr1an dtl.flrom met het t1n.rlgc!\Tt::n vn.n 

enkele bela:ngrijke punttJn. 

14.2. Is :foutloos ~ =- O . , dan is de methodc der l<l.oi11stl~ qua·•• 

draten zie 4.3; stelling 1, 2 c:;n 3. ondc)r zcor ruimo v,~r•.,, 

dare voorwaarden toepnsban..r en soms zelfs de me(;St docl•"· 

tre:ff~ende. Betrou\Vb8.:-1.rr1eidsintervallon voor o< en vorkrijgt 

men, voor zover bekc1nd, met a.oze m(::thodc sl0chts, f~tls 

norm:"'lo.l verdec ld is. 

14. 3. Vertonen. beide coordino .. te11 me(.;tfouton, dan verliest de me 

thode der kloinsto quadrnton veel vn.n · zijn toep1:isban.rh0id, 

danr nu geen betrou,vbn~1rheid.sintervallt::11 voor 0t en (~ , vol.""'. 



• 

gens deze methode afgeloid, bekcnd zijn, terwijl voor het 
. 

verkrijge11 van schattingen d(1 vcrhoudi der spreidi ,__,en 

V't 

bekend, terwij.l vei .. der van de verdelingen der punten 
ll., V.: 
- l. (.. 

slechts bel{end 

correleerd zijn 

• 1s, 
.. .. 

,. 

dan is genoemqe­

thoden, waarvan 

methode de enige van alle besproken me-
• 

de voorwaarden vervuld zijn. 

" 

14.4. Bezitten de punten I" ' \ u~ zr~ _, '...:..t 
.. 

alJ_e dezelfde verd.eling, en zij11 . 
- --- ·--~·....... -·-~-------------·---. ·---------.----

z i j ~ona ...... ""ankelijk van elkaar verdeeld, dan zijn de metho-
-------·------- • 

. den van vVald, Housner en Brennan, Heme lrijk en beide me-,, 
. 

thoden van Theil onder een aantal vrij algemene aanvul-- . , 

lende voorwaarden alle toepasbaar. Hiermee zijn scl1attin-

gen en betrouwbaarheidsintervallen voor ex'., f3 , 
te verkrijgen. De r1.1ethode van \Vald is de enige, waa2""mee 

ender deze omstand.igheden schatti. en van <Tu. en er~ ver · · ... ...... 

kregen word.en. De 1nethode11. van Hemelrijk en Theil leveren 

betrouwbaarheidsintervallen, ook als de meet£outen niet 

nor l verdeeld zijn. Zijn deze wel normaal verdeeld, 

dan verkri_jgt men oak met de methode- van Wald betrouv1baar:.:, 
heidsin~ervallen. 

14.5. Voor keuze tussen de methoden van Wald, Housner en Brennan, 

Heme lrijk en de beide me thoden van Theil is .· in verband 

' 

met de nevenvoorwaa.rden voor Ge , de volgorde der punten 

betreifende de vorm van de puntenwolk van invloed. Is 

deze ''hal ter•··•vormig'' 

te dan is de methode 
twee punt-wolken met een tussenruim•··. 

van Wald aan te bevelen; heeft zij 

de vorm van een 1'bol met twee uitsteeksels'', dan die van 
-Heme · ijk; hee:ft zij de vorm van een staaf, dan die van 

. 

Housner en Brennan (waarmee slechts schatti en verkregen 

worden en de twee methoden van Theil. Indien slechts weinig 
punten. beschikbaa:t~ · zijn kunnen de methoden van Hemelrijk 

en de iiweede van Theil toch geb+-uikt worden voor de be:paling · 
. . ' . . . . ' 

van een betrouwbaarheidsinterval voor o<. met niet -te grote 
' . 

' 
' . ' ' 

-
' ' ' 

' ' .. ' 

• 
. . ' ' . . . .. ·- .... ·. . . . . . 

e . . . . . . . . . . . . . ·. . .. . . . . . . 
sing, daar men dan l · met de gemiddelden vart deze stelsels 

. . '• 
, . . . . . . . . . - ' . 

' . . . . . . 

kan werken · als van· ieder punt. Ge<" evenvee1· waarnemingen~ ···.·.·.• 
. . . . ' 
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zijn verricht , ter,vijl nu bovendien de normali teit der 

:fouten kan toetsen en hun SiJreidingen kan schatten • 

15. Generalisaties van de theoric. 
• 

' 

Voor mcerdere variabelen vindt men 

een behandeling met de methode der kleinste nuadraten en 
• 

-... : ·-. 

H. THEIL 16 , waarin tevens een litteratuurlijst zal 

warden opgenomen van publicaties be~re~fende stelsels van 

lineaire vergelijkingen van stochastische variabelen. 

H. THEIL 16 en K. R. :NAIR and M. R. SHRIVASTAVA l4 be--
handelen ook het geval, dat 'Y/_ gelijk is aan een polynoom 

van • De toepass;ng van de methode der kleinste quadra­

ten op di t prob le cm wordt o. a. behandeld door \~. l!i. DEI✓IING 

4 • 

• • 
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