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Vale:riusstraat Se, 
4i.illS t erdam ,,; • 

Hierbij zend ik je e,.m pa.·?.r notiti .. f::i over ue eit, .ni.:lch?ppen 

van de statis·tische S,Ystemen die rre b,33i6houd::m, 

De hoofdzaalc sta.at op blz. 1 en 2, en a e belsngrijKste eigen­

scha.p is form. (4) op blz. 2. Indien form. (5) te veel gevergd 

lijkt, .zou ik uie kurmen miss ~n. :iormulss ( 5) en ( 5£) geven 

echter grotc.:: vereanvouoiging,im in bere1{ani11gdn. 

Ik 1'..:Em (m2t cte .,,etHoac van ue ietGiiie:,, cti.e ~ tee;en d2 oinnen­

z:ijae van een cc::slot~n oppervla.k ligt) sJst•2men con...:truertm aie 

aan ':l.lle 

syst.ernen 

van bl~. 

doen. 

eL_;:;:n van blz. 1 en 2 vola.oen. :Uoch oij d.e;;;:;e groep van 

lmn )'i.,nooit grot-~r ½iJn aan 2., ti?rwijl (in c:.,a notati,3 

j) : 

11en a 0:::nzien van or:! I ormules van blz. j - 5, kan ik als voor mij 

het meest branaenae p1:obleem noern::;n : Inaien de :func'Ue gegevr::n 

is, hoe k'0n wen cten e·:::n s.:;mmetri..::che t\:mcti,3 ,->-~) vincten, die 

voldoet aen (10) en (1'1) en Nasrvoor de incet0raal 

esn gegeven :1aerda b~zit? 

die men .K:.:tn tJereiKen? 

T9.t 1.:, de kleinste .w3.arde van 

.t,en eenvoudig uoch ,vel 0.:31:j,ng.rij ,, 1seval is d3.t ;ve:.:i _.'.rl.n 
\ l, \ 

Dan is \ ) 

j._ -· 1. , . 
iv eem ik 

t,,_ 
1 + 
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de f'unctie v:stn Dirat' is, dan volgt 

Anderzijds met 

volgt 

( t 

~ijn di t ae ui t erst§) t,)'9, :irden? .rioe construeert mian sJstemen hiertus~ 
sen? 

:Can is er nog a.e vraL.g : oncter Nslka omstanoigh.3den is 

Is het ontworpen schema dt:L:rvoor reeds voluoer.d2, of zijn nog 

meer eisen te stellen? 

Verder: wat is nodig opdat form. (19) op blz. 6 geldig is? 

Tenslotte het pro bleem geno ewd op blz. 7 l!la fonnule ( 21 ) • 

Ik Nil je zeker niet met deze a.ingen lastig vallen , je hebt 

het z elf' druk g3noeg. Nat ik zou Nill en /v.3ten is of' j e derg~lijke 

problernen bent teganc5,ekomen? ;;;ijn z '3 erg::::ns bahA.ndeld? 

Ik geloof dat ze toch •..-:el ds moeite waard zijn. - .det .feit 

dat ~$ 1'\'c "· f "'· c..r nooit negatief kunnen .Yorden, maakt dat 
je ge::.n gebruik kunt mEi.ken van eig::mschappen van orthogonale 

functiestelsels. 

1het hart.slij1ce 5roeten 
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bigenschappen te verlqngen van het bescnomvde statistische 

systeem. 

Beschouwd vrordi.; een zich naar beide ZiJuen tot in .i:1et onein­

dige voortzettend systeem van positieve grootheden : 

van zoaanige aard, dat het mogelijk is te spreken van gemiddel­

den, zoals bv .. 

,-., 
waar F een :fu,ricti (; is van ). • ..,, \ ' 

("'.\--- ""'"';••"- ,,, -- ' ' "w,. 

...I"~"' ._.J, t ..J.. 
l \ ' 

( met vast e1 waarde van k) , 

en derg. De hier bedoelde gemiddelden vvorden gedefinieerd als 

de limiet van de ui tdru~~r~ing 'Nelke men verkrijgt door de be­

schouwde grootheid te sommeren naar i over een groat aantal 

van op elkaar volgenae vvaarden, en oe som te delen door 

waarna men onbepaald laat toenemen. De lirniet moet niet al-

leen onafhan.!Lelijk zijn van l'1, doch ook invariant zijn te~ OJ,;;­

zichte van een willekeurige verschuiving (nasir links of naar 

rechts) van het aanvangspunt der telling. 
~ 

Onderst .::ld wordt dat de eenneid waarmede de J.\ ," gemeten word en, 

zo gekozen is dat : 

\ .... ( 1 ) 



Thans vvorct t geschreven : 

(2) 

( naar reeds is vermela, word t bij de beJ'.'eJs:ening van het rgemiddel­

de gesomrneera naar ae index 1, bij een vaste vvaarde van .!f}. In 

het bijzonder is : 

waarbij 

negati 

0 (de 

zijn). 

voor k4· 0 kunnen 
' \ 

( ) 

j gelegeni1(~id ook 

Uit bet t'eit dat e:::m sernidd::ilde onaf'han!:'Celij is van het be­

ginpunt der telling volgt 

en dus 

De e::c verschenen betrekking ~al verscherpt vvoraen tot de eis, 

dat alle statistische eigenschappen van het systeem invariant 

moeten zijn ten opzichte van een omkering van de volgorde (d.i. 

van de richting waarin i word t geteld). 

Aan het stelsel worden bovendien de vol15ende eisen gesteld : 

( I) 

( II) 

metals speciale gevallen 



Frequentief'unctie voor " 

Voor de waarden van de kan men een i'requentief'u:nctie 

aangeven , van zodanige aard dat wanneer men N ach­

t ereenvolgencie in beschouwing neemt, hiergan 

gelegen zullen ~ijn tussen voorgeschreven grenzen en 

Het bestaan van een dergelijke functie is een gevolg van de stel­

ling omtrent het bestaan ·van gemidcielden. 1v"en defini'ere daartoe 

een flinctie"'::J?· met de eigenschap 

Dan ts 

welk gemiddelde bestaato 

Men heeft nu : 

i'ifanneer men vervolgens alle 

tussen voorgeschreven grenzen 

1 (6) 
op grond van de definitie 

van f ( .. ~· ) 

( 7) 

op grond van (1) 

(8) 
op grond van (2~) 

' beschouvvt welke gelegen zijn 

en , kan men voor deze 

' de verdeling naga,=:n1 van de waaraen der op hen volgrmd.e 

Ook biervoor zal een f'requentiefunctie bestaan ~ 



met de eigenscbappen 
~ 

\ 

,; 
0 
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• 
L :,l 

(9) 

Dan is de verdelingsfunctie voor de gelijktijdige waarden van 

gegeven door 

( 10) 

Ter bekorting zij \ 1 i geschreven in plaats van 

Men beeft op grond van (9) 

( 11 ) ,, 
0 

Op grond van de eis V§n invariantie van bet systeem ten opzicbte 

van een omkering der volgorde is bet nodig dat 

bezit 

zodat 

Uit (11) en (12~) volgt 

en dus ook 

de eigenschap 

( 12) 



• 
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De frequentiefunctie f voldoet dus aan een integraalvereelijking 

met ~ als kern. 

De volgende betrekkingen (welke voortvloeien uit de reeds 

eerder vermelae) mogen hier nog wordan samengevat : 
~ v;'.} 

j 
'ti 
0 

!l 
l 

' 
,, 

Uit (13b) volgt thans 

' il .t\ , t ~ '' ,, 

;., 

' \ 
l ) 

(15) 

derhalve kunnen onderstellen dat de verdelingsfunctie 

voor de gelijktijdige waarden van k op elkander volgende 

is gegev.en door . . 

' 
,!I ' "' "'" 

...,,,,,,,.,,,_,_ f ( 17) 

Op grond van ( 12~) kan men hi~rvoor ook schrijvan . 
• 



t 

j .. 
0 
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i \ -- _, ~· •"I j 
~ 

Men hee:ft tevens de volgende betrekking • . 
~ co '\II t«;t 

r /' . ~ 

~,! 
('\ ! ! ). t . f ff 

( 18) - ; ·'-,, \f. j 

J " 
0 ti 0 ti 

lJ'ofaarbij ondersteld is dat .E voorkomt in de reeks 1 •••••. k • 

Men kan ook verdelingsfuncties afleiden voor de gelijktijdige 

-waarden van twee of meer niet onmiddelijk op elkander volgende 

, mits de afstanden door deze reeks worden omvat. 

Daar 

volgt uit de in (5) gestelde voorwaarde voor de , dat 

de hier beschouwde frequentiefuncties aan de voorwaarde moeten 

voldoen: 
©O 

@ 

mits ~, i, r behoren tot de reeks 1 ••• k. 



-7-

J:t1requeritie:fu.ncties voor de som van enige o_p elkander volgende 

.. De frequentiefunctie voor ae som van t 1r1ee op elkander volgen-

de 

door 

, waarbij 

integraal 

Op analoge wijze heeft men voor o.e som : 

wordt ver:lrxegen 

(20) 

de frequentiefunctie , bepaald aoor: 

( 21 ) 

Voor het uitwerken van statistische proolemen is van 

belang te weten op welke wijze de tussen de bestaande 

correlaties invloed hebben op de varm van deze nieuwe frequen­

tie:functies. Verder zouaen asymptotische eigenschappen van be­

lang zijn voor grate waarden van de ind.ex k • 

De volgende eigenschap kan onmiddelijk warden aangegeven: 

(22) 

of kleiner ~ 



S!ATIBTIBOHE Al.DELIIG 

'laarde Burgers, 
Ik ontving 3e brief met expos, en probleeutelling, die me nu., 

geloof ik, wel duidelijk is. lk beb me voorlopig nog slechts ver­
diept 1n de vragen, die op ~e pag.3-4 betrekking bebben (2e belft 
van pag.1 en 1e helft van pag.2 van je brief). Het is bet eenvou­
digste met de laatste te beginnen. 
· I. Zi~n de aangegeven waard.en ~ • - ! en &, • + ! de kletnate 
en de grootste die 6J kan bereil.en'? :NeenJ 0, kan willekenrig diobt 
bi;j O komen en willekeurig groot (mits i 0o ) worden. 

Voor bet bewi~s is bet bet eenvoudigste, van de tot 1)l(J,,Ai) 
uit te gaaa. Dame is de d1obtbeid van en symmetr1sohe wb-verdeling ~ 
in bet eerste quadrant van bet (A1,A1)-vlak, die men ~iob ook door 
een m1H1'u1-verdeling met totale masf.!a 1 kan veraanschou.wel:i.~ken. Zi~ 
moet du~voltoen aan de voorwaardena 

1e F (A. ,.X~) • ~ (.,\, ,~. ) 
2e flAf ~Ip( "• , Ai) • 1 

Hiermede is~ (A) bepaald, 1 _ 
/<A> • l*¢ (;( t>r ·., p f ,j)3/' 

alaede pO., ,~L: 
p( )., t ).,.) -

Hierui~ volgen 
f't\,\)JA • 1 

/. p(A, ,'l.~)rl A~ • 1 
Sobri~ven we kortbeidsbalve, als u een willekeurige tot van 
.A, en ,.\&.is,.,, 

l U •l/tLJ., t/Aa (/I (A, ,t\.i )it(.,\, ,,\z) 
dan is verder gelist, 

[>. .• 1 (.CJ:> 
hetgeen, ala tJ., e1ndig is, eleobts een normering betekent, 

t ,\" == 1 + e" <. e >.: > 
waardoor 6'., gedefinieerd is en hat qu.adraat van de spreidiq 

(11) 

(10) 

(6) 

(7) 

(8) 

voorutelt, en c A ,.\ • 1 + 0, ( 14) 
aodat (' : /J, / PP ae oorrela:biecoetfioient van A, en "\ z.. is. Der.e 
is ~ .. 1 en ( 1 , dae 

• Bo 'B, ~Bo 
De tot/(>.) is de dichtbeid van de mgn "m.arginale" Yer4el1n,, 

die men kri~st, ala men de gebe1• ma.sea uit bet quadrant evemri34tl 
a.an een der coordtnaatusen op de ande1:e saenve•gt • 

1) tot• tunotie 
2) wb. waaraobijnlijkbeU 
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I'll kan p de waard.en ! 1 dan en aleobte dan a&mlemen, sls de gehele 
massa op een reobte li~n 11&', die tengevolge van de s,.mmetrie, de 
li~n ), • A, met zl~n of loodreoht daarop etaaa. In bet aerate geWJ.l 
is f • +1, du e, = Bo • Neemt men dus 7c A,) willekeurig, mits vol­
doende aan (7) ea (8), ala maaeaverdeling op de l, -as, en versoh111ft 
men .m:ei.z:sum // 4eA~ -as tot de li~n A, • Aa, dan heett men 0, • ~ 
ve:.i:•ltregen ( ~ e geval /) (,\, , h..) • C ( A, - ~ 1) ) • Daarb 13 0 o willelum.r: 
groot v1orden, mos.ls tli"t het voorbec:14 I v" -uA ,,_, °' > • re~, -e >- (>' > o> 
b11jkt , waar aan (7) en (8) met e,, • ~ voldean is. A.ls v meet- klei11 
( > 0) is, wordt dit !ieer y;root1 / (") gaat dan voor A..,. O near • IIen 

kan eohter ook,emakkel1jk. voorbeelden geven, waarb:l;} dit n:let bet 
geval le. B.v. (.\} • 1"'•f+ y._., of ~r~ A' e.,a. met gekozen 
oonatanten. 0 en a. (die met bebnlp van 1"-to.nctie .. ,._,..,,.,. ....... '!Jtorden u.11;. 

gourukt door a" ~" >..r, nap. "-" ~ }! ale n1euwe variabele te nem• 
Ia f • •1, 4an ligt de gehele maasa op een lijn _L. de li~n A, • Ac. 

due (Tola•• (T)) op ~, + }. 1-• 2 • D1t is 3• gevalf' (,\, , >..,) .t'b-~, -
Da.n is oot/('A) • O Yoor)).t. en, volgena de e,mmetrie,f(,\) •/fl.-) 
Pro3eoteer men due een willekeurige t.o.v. A • 1 s,mmetrische ver­
deling op de A, -u op 4e liJn ). + ) • 2. , dan kri~gt men een verielillj 

• I &, 

met ~, • - t.:t. Bierbij 18 1+ EJ~O, du 612, t1, en wel 0i • 1, 4u 
1 + 0, • o dan en aleobts du, ala ae mas ea gebeel in de put ea 
(2,0) en (0,2) (elk een maaaa • t> geooncentreerd :la., Men kan 4eze 
disaontinue verdel::lr.lg willekeurig nauwkevig door continue apJron­
meran, d.w.z. 8, kan willeketU"ig chi; biJ O komen, m&ar de l1mie1; 
kM niet met eindige (/ (l. ,A~) en (,.\) bereikt word.en. 

I II. Het "meest bran4enda" prob eez. • een f/ (,\, ,la.) bi' gegevea 
(A) te bepalen 41 ~o, 4at aan bovenstaande Ytu:,naarden voldlU!I.D t.a. 

Dit kM b.v. met bebu.lp van ortbogonale poi,nomia. Ind.ian ~ voor 
A,➔ A:'Voldoend snel (b,.v. exponentieel) naar O gut, eodat alle mo-
menten bestua, kan men volgene de sewone onhogonal1ser~metbo4e 
een ~ po1fnomla P,.. (.,\) vinden -" 

j I A ff..tf1', (,\ ,-P ... <~ > • S~ .. • [;. 
"Nu. moet If(,,\, ,~J 14ent1ek in ~~o •1Jn voor ledere A, , wunan 

/ ( >.,) • 0 ls, en m,mmetrtseb. Stelt un m 

~J 1. G! Y'CA,,..\J 

(f <~ .• A.> .. /<;., >/cA.> f 1 + B. If cA, ,A~> 1 , 
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SIAfISIISOBE' AJ1DBLIBG 
Stelt men tormeel 
If (~1 f ~ 1) -~,- ~J.c ~ J e ( ~J 

dan vereia't 1estt__ • t!~, 2e4... 0 ad',_ • O (d.w,z. men tan 
m~1, n>/1 nemen), en le c:laar~ (A) • ~, 4ua 
A • 1 + (~ 7,> £~) :bu 610 · . p 
1 c. $,- 6.- tr ,I.)., el J.. /r )., J Ir)..} {/+·/I /10 IP,{),,}} { 1 + ,r,; P, {).. .J} J!.!i,} • 

= ~- a,_ e0 er_. J!.., .: 80 tat,. 
I 

due (),.II • 0o-1 

Het ~tigate is de voorwaarde 4•, Wordt niet de algemeemte If: 
muar alecbts een Speciale gazooht, dan men b • .,. a_.... - s_. I,._, e;· 
nomen, d .w ••• I 

~(~. ,A) •f_(J..>/<A,J { 1 + 'P,(A,)/J,(Aa)}. 
(A,) /c Az) { 1 ♦ 0 

( A, - 1) ( A,.. • 1 )f 
/ 

d £ 

:'1oet do.a A,) ( .lr) • 0 zijn zOdra ~ +~<A, - 1) d!. -1)( O is. 

&, > t) 

Is 6! = . O,t dan voldoet f CA, .Att ) • J, voor :led.ere / ea.n 4• ge-
stalcle e.isen. Ia (9, ) o, dan moet )., a) • O f13n in bet geu-
oeerde gebied, due b.v./ (A} • 0 voor ) } 1 + ~ • 1 + ,f ,• Door 
{},, voldoend t ot (' voldoend klein te nemen, kan men 411s Yer-
krijgen, dat ~) slechta buiten een willekeurig groot mau lg 
begineegment van de A -as O behoef't te 1113.n. Ook kan men een (~) 
·nemen, die = O 1" Yoor /\ l. C <. 1 en voor_ A} 1 + f '#-c; • tenslat1.e 
~ ( O, moet f (A) a O zi~n voor IA-I/~ 0,, JJ/=e, -= Y~f 
Bri reobt.rlld is ~ 116'; 

De beperking, da.t/(.l) slechta op eem begrensc:1 geb1e4 > 0 um 
~~jn, kan opgehev~n warden door een term met ai~erbij nemen,·dte 
imm.er& willekeur1g gekozen ~ worden. Men been (vgl. b.v. ml~n 
gestenoild diotaat Whr pe.g.275) 1> 

'i> '\ I 1 ~ 2. A> ~ 't /:( \ _,. (!). 
ft. (A) • c ( '° A -;: , " • fi ) • waarln ✓' • " - 1 , , • ~ , 

o • f;'Vr;A.,-~,_ G ". ~: , ;;:~ !Hi- 3• e 4e moment t.o.v,},. • 1. / -t/J ., C..t/ ). ' _, 
Of oolu ·7! (~) • ( _,,. 1 - ~, (-yj;:-)... "' -

l'I e 2: > .._ r ~ .l y A. 
C •q.Vr2--r,1.~a,' me. u'i-, -~ - • ,, -~2--

ka.n willekeu.rtg gekozen worden. Ik had geen tiJd na t• gaan ot 
men -----
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.. 1 • 0, ~!jt .~., .. l:tl'-/.. ~ 1./<,~-r.r 1>Y': ::f-J<• _ 1> 
me11;", • y~ ,~ &II y~ b1j paasende.,.., '. r .. ~, y,. voor /\, >,,O, ),..1.)/) 
positiet definiet kan me.ken. I U' 

Ik hoop, dat deiie aanv,ijsingen, t;O :nodig aangevuld met de in m1jn 
dicta.at aangegeven voorbeelden van (ovarigens alle bekEUlde) orthogona, 
le polynomia, behorende bi;j varsohill e verdel1ngen, je v-oldoenehi 

me.ter1a.al Yeresohaff'en om bij gegeven {);) enr tot oonstruotie Vaa 
fots 1/J te komen. 

III. Ik kom :nu tot je vragen, die op pag.1•2 betrek.~ing hebben. 
Hat beste zi~n deze te bea.trt,voo:r.'den ~~ls men A,· door 

I~,· - 1/ , 1. 
De middelwaarde ( f 

fi.nieerd door 
fl • lim -1.,_ ;ti-A:> J,,;1/f/ -N 

Z:l;Jn nu w,, ( 1 ~ V ~ ~ ) '¾,·illekeurige t.@rf:1ohillenda relle getallen 
# O(die men tot O /:Wµ <. TL kan beperken '7 en zijn v1illelteur:l1e 

reele getallen (b. v. me, ldv I ill) •n(lv willekeurige poa1t1e•• se-
te.llen met f' p"' 1, dan voldoet . 

'l\,,,.. - 1 =' t py 0011 c~w,v • ti.u ) 
sen de gesteide eisen. Bi~ het bewi~a wordt gebruik gemaakt YM de 
betrekkingen M oos 1k. w,, • a in Wp • 0 i; cos""' 141, ooe ,l'I. ~ s 

= ain ~ kl, s1nn-i ~ • ½ JJJ', cemL"'-t.J.a,, sin"'? = O. volgt 
:i OOS (m Wv • cl1,1 ) OOS ("'-~JG' • ff' ) • 0 VOOI' 'JJ .¢.fr r en /fl•• (,h IJ,p -'► ) 

co~ '"h.?v- ol.v) cos ~~v-('p) • t cos Col.&,1-(>y), hertgeen in bEJt 
b zontler voor /'v • ol..y:;. f 1,,.)11 zal ,mrde11 toegepaet. Men kri~gt du 
achtereenvolsene 

~,,._ - 1) lllll Q 

M( A,_ - 1 f° n ,,:-. - 1 • { f /'~ • (Pc> 

M( A.... .... 1) ( A,...,: - 1) • >+,,h )..-~~- 1 • ½ C p: cos KW., • fl r,... 
~ 

Dit kan gegeneraliseerd word«u1 door in plaatl/J van een eindige 

som een oonvergante oneindige reeks te nemen 
~ '° /J < 1, th,,) o, of ook e~n in'tiegraal.t '7' (JI ' . Yi I+ /1,. 

(I) ~~ - 1 • f /; (w)dt,,; cos ~ N•ol (~), -111. 

waarin o<., (41) willekelll'ig enf (I.,) ~ o en oontinu is me'/ /J (w)dw t 1 

terwijlf (0) • O 1s. Dan wordt 

(JI< •½fl er,f dw cos I,., 
J 

o.nafha.nkal1jk vane< (w). (} .., @'< 
\foorti::i is &,, +Lr:9, ,.. · _t. "":: - ""'-
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Nu volgt uit 4e etell1ns van P. du Boia-Reymond 1) dat bet lutate 
lid. Yoor k➔N wegensp (0, • 0 en de oont1nuite1t to't o naden. Der-
halve ia , ..,"° ' 

(II) ~ + 2f 0K • i:_ 0~ • 0 
Daar hiermede ievens lf~ ,. Oen de oonvergentie van de reeks b ... 
wemen ia, gel.at ook 

llm ~9.o 
H- ·-? ~ --~ k. 
k~f'\:> \ 

d.w.s. de som van a opee.nvol.gende Ai. is met een willekeurtae 4aa»-
van voor n-,,tu as,m.ptot isob ongeoorreleerd. ,..~ 

Belaae gelukt bet niet, lie relat1e 1:lm ~ ~ • O te bew1••• 
au de AM • 1 door eindige sommen, of ze door oneindige r•euen 
van hetseltde tne voorgeetel4 •1~.n, in plaats van de intearas.1 (I), 
Volgene v.d. Oorput, wie ik daarna gevrugd beb, is bet verm.oede­
l13k niet m.oge11Jk, zllfs door speaiale keaae van de P>,. ") O :met 
~ p,._ ~ 1 en de 1AJ,,._ te bere1ken, dat de gezochte betrekldng gelat. 

Ook de derde mo:men-ten zijn eenvou.d1g te bereke.nen. Men 'f'1aii, 
als men ~•nvoudisheidshalvep (-w) • p (J,.,), a{. (-tu) • -~(~), .{ •m + i 
m •/n +f en W> • •l«f•W. stelt, ie1is alss 

.,;;, 'l. 

•"""· 1)<~~.-i • 1)(A"'.j - 1> • •v.e-1>(~l'N\- 1)(~~- 1) • •t; ... "'dwJJ~:.;J(w)p(t,o)p(~) oos (-<~) +tt.(oa.> +~(¼) 

0 +.f~ .~~~· ~~ 
Algemeen v1ndt men zo, a.ls m, , ••• ,11,. alle een s,,on~rtND, veneb11 

met n hebben en n naart\J gaai, en u.,; •••••"I• O u, 
M ,j, U..11, - 1) .J;;._, , .. fdw,,., 1 p (~ )oo•<t(d. (l"f)•"': "{)) 

of iets dergel131Uh O et · 

If. Het ve1·bMd turn.um de afzonderli~k• gerfialleui~en \ van III 
en de etoohutieche theorie van. I - II kan nu ala volgt geleg4 wer-
4en. Jenvou41gbe14sbalve hoad ik daarbi~ de onchtra'lellinfJl).c: - 1/f1 
aan, en, taneinde de a.an bet beg.rip "stochastisobe foi• verboaien 
moeili~kheden te vermi3den, beschouw ik alleen de in bet begin van 
III aa.nsegeven !&Mist? 1,ommen, waarb13 du 1,1~, 4e betrekld.ng II 
geld1i. 1 

In plaata van een enkele getallenrij~• besohoari •• •• tPll vu 
dergeli~k• ri~••• ~P een wb-verdeling gegev• 1m. D1t kan ge­
sohiede.n1 doordat men voor dep"' en deo{> een wb-veJ'ieliag aeen. 
(Eenvoudigbeidebalve blijven we veromerstellea, dat de W>, aegeven 
m13n). Grootbedtn, die een wb-vedeliq 'bezttten ("steobaetiso.be"­
grootbeden) geef 1k aaa door onderetrepihs. :an wel zalle we••.._ 
etellens 

1o Alle fl.J on allei, ziJn onatbankeli~k 
2e Alle ~ v ziJn homoaeen verdeeld op bet intenal (• ll, +Tl,) 

1) Vgl. bi~v. G. Xowaleweki, Grundztt.ge der · Ditterential• anc1 Int•• 
gralreobnu._, 19)2, p.227 e.v. 
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3e Allee iJ Bid~ 0 en~ I ~ 1 1) 
Ult 2e volst dat voor iederey en iedere oonstantec 

r I. ) •~ 
c, oos ~ ii +c • l d@t ooe ~ t ) • 0 

:la, chts 1n het bijson<ieri~ oo•"w. -~ ) u o, du.a ook, 4aar 
C. 'i .. , 

E:e,, ooa twa.t ~J ) wegens 1e -£:I!~ cos '1 -16.,i) • 0 :leu 

E/A -1-61 ~ -1) -o 
'h -~ 

•Wa&l'bi~A~ gedet:lnieerd ls door 

- 1 • ODS ( - ). 

Dan is dws ook $"p,-t.tj wegens 3e o~ t_ ~ '"- • cos a~ 
wegena de homogeniteit van d~ verdeling van~vdem•lfde verdeliaga­
_fot haeft als oos (~~ +C ) voor een w1llekeu.rige oonetar1te C: , :la ae 
verdelingsfat van ./J"' onafbankeliflt van n. 

Voo:rts t•• daal' £ oos(l)\11,• SO~) ooa fnfNf-~ft • 0 :ls voor ). ~~ 
~- we e_,e~ • All stellen1 

6i~ [ ct,• 1,,. • e I (/ j 008 C/iu.o:, ~,,) t-
• C ~ f!,1 ooei..(~ w~- ~~) m 

~~cfi~-itA 
I I ~ 

daar voor :ledere Y en vooJ.- iedere C £ ooa (o( + c:) • .f en 
~ 2. 1. I' J.. .. ,, -

6 .B11 oos 6'14!,-fli,) : c J!:.11.....,. eos th Wy -<6,) •f £:.,p! 1a. 
Derhalve is c;;. onatbankeli~k van n. Voons is 

l oos(~"+tZ)eos(iJe+-8) .£ co,/ li11+Cv)cos(f- a) • 

-e oo•~v+ a,>s1nc26,+ a. >•1n< R _a..> • 
• f cos (/ - 4) , daar 2. f.i,, +a.) bomogeen op (-2 n,+ .2ll) 

ver«eeld is, zodat de tv,eede term. de ve:.rwaohting O • 

Derbalve 18 r~ :-1 
~ .. >- ..• £~~-1)~ .... 1, .. t\..z.fv -~w..-d.;>;{flr oomfin"/..-¥} 

- ~~ ~ I 
•C· -t::_ ..e.,, oos('n~-~~) O(HS(m~•i,) • 

•t£ 'f. 12; oos(/) -m)tJ'IJ • i f A."oost, -tn)u.'~ 
In bet b13zonder ~ 

Gi \ •i L A,,OOS k Wi-1 
_,, •"n+-11\ ' ,,, 

onafbMkeli~k .u n. 
Ook de empirisohe covarianties ~ warden nu stoobast1Doha 

.fit,\ •t~£! oos Kw~ 
met 

£ P ... -½ ~ A"OOfl kw.,, 

1) ! .w. voor all• wut'den die def>. "werkeli~kff Jm.ma•n aa,uui.1Hn, 4n 
de ongeli3kheden geld en mei een wh • 1, waanoor :lk ook mohrljf1 • 'f/1 

<• salva probabil1ta1ie 0) 
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Men kan b.v. ooncluderen, dat et dan en alechts dan met grote wh d1ch~ 
b:l;J -1 zal liggen, al~ een der 71/.i> dicht biJ 1l ligt, rle bijbehorende 
met grote wh dicht b1j 1, zodat alle andere~v eleohte weinig van O 
ku.m1en verschillen. (Dit laat zioh gemakkelijk qu.antitatief preoise­
ren). 

Voorts 11ien we, dat de 11m1et ()'IA aan het tttijdgemidetelde 

1 +ti 
31+~·~ (A -1) aleohts dan spr O met de verwachtinGscovariante m 

-l'I -1t 

= {• g · overeuinstamt, als de Pv alle slechts een waarde spr O lauulen 
~-~ -a.annemen, d.w.z. ala DJ.ei de amplitudenpAJ , m.aar i:!lec.hta de t,aa,a5t:~ 

stoohaetisch karkater hebb0n. Zodra achter minstens 6en der }!. li een 
poi.!1tieve spreiding bezit, zal dit ook mete .... bet geve.l zijn (t~u'lsi3 
ju.1st de ove:reenkomst1ge ocn:i l wv nul wordt) ;-d. w. z. er 1s «an een 
poeitieve wh, dat de lim1crt van het tijdagemiddelde van zi~n ver­
wachting afwi;jkt. 

Meem b.v.li't •1, en laat de indicu.tsiw•g. Zij b.v.,e homogeen op 
(0,1) verdeeld. Dan 1s ,.\ -1 • 11cos("""'' - 7\h te~ • G\ . • 

' - 'I'\ ,/1,, "" C. ""''°l ""-1-1<\ 

e I <e f,e i )cos Kw =:it j. 008 >< w I f:J m: t (lCOS ~\.,J• Tenr.1~ dtlS V) = fl,- is it is 
evtnzct o~ zijn ge"11ddelde v:rdiel4 als 'h"', waarvande ve elingsd1cht-

1 r-
heid/p_1.(x) • -- is,. 

Io daarente~ • t. e (constant), dus £,p; =([ P->- )~ dan 111311 voor 
'h m1 A~ •1 onderling afhankelijke stoohaltltiache oscillatoren, waarva.n 
. elko volgend e t .o. v. de vorige €HUA f'ase-verscbil 14;, hee:f''i. Heeft t@eEU'l 

bepaalde waard.e i , dan kan ,.,l twee waarden ~ of - tJ. aannemen, waar-,.,o "'..! .:, 0 

bij;. 1 • so<., is. Dan is ~, -1 • poos(w- ,;1,,,) • ( Ail>-1)oos w + ; 
mtxD:ti:a-XXHXXXXDi~xxdn:.~c~tabxdu:xxxi 

xc:iudm.11Dsm~tn~lllam&QXD o:f • p cos ( tA,J + • ( ~;;, -1 )cos w- /;.:•l 
(e.la sin r;,1. 0 0 gekozen wordt). De verdeling in bet ( !::r:.' ~)-vlak ss 
niet continu, mnez de n1sesa is gebeel op de ell1pa 

~1t... 'l '): i oos w + ·)'. l. = p~e1na..w 1\.,-<..,,J t 

g0legen ( \1. = )\ - 1, ~ ::::: \ - 1), en uel mBt betrekking tot de para-
r,.0 ,_, 1\1 I\; 

meter~ (niet tot de booglengte te) homogeen. Voor (Pm rt.gaat in deze 
· 1 1~'" .-il_ ·, '"'1. m e~n o rke )...., + ).., = p .. over .. 

l{an daarentegen p,. tu.seen twee een wein1g van ( > 0) sele1en waar-
d.en var:ltren, dan oatstaat in bet ( ~, AJ-vlak aen continue wh-verie­
l1.ng11 geheel gelagen binnen twee oonoentrisobe ellipee.n. Er is dan tH 

bei:iaalde overgsngswb, die een d 1obthe1d baz1 t, d ia gemaklteli~ k te be• 
rekenen is. En wel tan een gege'f'en Ao in eax1 ~ 1 overtlaan, die 1n twcu 
in het algemeen ge~cheiden 1ntervallen ligt. 


