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LABORATORIUM VOOR

AERO- EN HYDRODYNAMICA DELFT, 29 lovember 1949
DER Nieuwe Laan 76
.TECHNISCHE HOOGESCHOOL Telefoon 1311
. :§ %{ Professor dr. U. van bLantzig.
Valeriusstraat 58,
amsterdam 4.
Haarde van Dbantzig,

Hierbij zend ik je ez2n pasr notiti:s over ue eig nsch2ppen
van de statistische systemen die me bezighouden,

De hoofdzaak staat op blz. 1 en 2, en de belangrijkste eigen-
schap is form. (4) op blz., 2. Indien form. (5) te veel gevergd
1lijkt, zou ik cie kunnen missen. Formules (5) en (5a) geven
echter grot: veresnvoudigingen in berekeningean.

Ik kan (met de wethoae van ue ketting, die wan tegen de pinnen-
zijde van een gesloten oppervlask ligt) systemen construersn die
aan 2lle eisen van blz., 1 en 2 voldocen., Loch bij deze groep van
systemen kan ﬁ%ﬁnooit groter zijn dan 2, terwijl (in de notatie
van blz. 3) : ;

?{?‘%\:@ = {20,
» 7 v g
y
) hu zou ik willen weten cof men een algemene methode kan ansngevean,
om systemen te construeren cie aan de eissn van dlei. 1 an 2 vol-
doen., .

Ten aznzien van ce Iformules van blz, 5 - 5, kan ik als voor mi}
‘het meest brandende probleem noemen : Indien de fundf%a %@ﬁ gegeven
is, hoe ken men den een symmetrische funciie §§$%§k&§ vinden, die
veldoet aan (10) en (11) en wasrvoor de integraal ﬁ

o0 o

oA | 1

. r
een gegeven wasrde bezit? Tat is de kleinste waarde van 1 + U,,
die men kuan bereixen? -
men eenvoudig coch wel pbelangrija geval is dat waarin
Y (5 = L o o< X
Dan is : zzfu} = O W x 7k
- s , '
N P\:}; ES i % by = W{ € ¥ *

Neem ik
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B &

wasr O de functie van Dirs T is, dan volgh :
, - i
N - N £ /
\}K% ﬁ:}\ § pe b - . : - e of
anderzijds met
s e 5 ) & A " |
ﬁi}iﬁg?\g}é 2 A !
volgt
m\g\** = iﬁ §§%“fk«ﬂ * B Q oo
4ijn dit de uiterste wa:rden? Hoe construsert men systemen hiertuss
sen?
Dan is er nog ae vra.g : onder wslke omstancigheden is
& # . i b . g ' N\\ «i
# %\\N o 5 = : 5
Is het ontworpen schema dasrvoor reeds veolcoenaz, of zijn nog
meer eisen te stellen?
. Verder : wat is nodig opdat form. (19) op blz. & geldig is?
Tenslotte het probleesm geno=md op blz. 7 ma formule (21).
i Tk wil je zeker niet met deze dingen lastig vallen , je hebt

[

het zell druk g=noeg. Vat ik zou willen weten is of je dergelijke
problemen bent tegengskomen? Zijn zs ergens bshandeld?

k geloof dat ze toch wel ds moeite wasrd zijn. - det feit
dat §\ NN § Qk - noolt negatisl kunnen worden, maakt dat
ie ge;n gebrulk kunt maken van elg:snschappen van crthogonale
functiestslsels,

wet hartelijke sroeten

22




bigenschappen te verlangsn van het bescnouwde statistische

systeem,

Beschouwa wordt een zich naar beide zijuen tot in net onein-

dige voortzettend systeem van positieve grootheden :

o

5 = . LI
b {\w& & 3 » = e
m»,.,w}}\iw% . Y 5 Ay 3 e at s TR

van zoaanige aard, dat het mogelijk is te spreken van gemiddel-

aen,zoals bv,

By
& it P
ST o R
. F(A) , waar F een functie is van ),

P A de (met vaste waarde van k)

h

3

en derg. De hier bedoelde gemiddelden worden gedefinieerd als
de limiet ven de uitdruxiking welke men verkrijgt door de be-

schouvde grootheid te sommeren naar 1 over een groot aantal
N van op elkaszr volgende waarden, en de som te delen door N,

waarna men N onbepazld laat toenemen. De limiet moet niet al-

lesn onafhankelijk zijn van L, doch ook invariant zijn ten op-

zichte van een willekeurige verschuiving (nazr links of naar

rechts) van het aanvangspunt der telling.

=,

Understeld wordt dat de eenneid waarmede de + > gemeten worden ,

420 gekozen is dat :

.

AR W

ﬁ}x‘ o \1‘
‘* (Ny 20) = = (1)

i,



- -

Thans wordt geschreven :

&

N T T S v .
S ek =4t O (2
(naar reeds is vermela, wordt bij de berekening van hetrgemiddel-
de gesommeera naar de index i, bij een vaste waarde van k). In

het bijzonder is : -

£

(2a)
waarbij %§é§.0 (de §§%“voor g%zo kunnen bij gelegenheid ook

negatief zijn).
Uit het feit dat esn gemiddelde onafhankelijk is van het be-

ginpunt der telling volgt :

.
™y T : . y . - T?* oo &g |
:&\ ; “\&e 3 <4 %\ S V:ZX 3 - gw A 1 o x! g o L %
en dus : g‘(5)
ST .
Or = 6.1 )

De hier verschenen betrekking zal verscherpt woruen tot de eis,

dat alle statistische eigenschappen van het systeem invariant

moeten zijn ten opzichte van een omkering van de volgorde (d.i.

ven de richting waarin i wordt geteld).

®

san het stelsel worden bovendien de volgende eisen gesteld :

(I) \\:‘% w%ﬂl ﬁ S [ S i‘z g:\g* ““é“ = QA * ﬂgi: # s s (4)
(1) N, L = A 2 BpiB, o8 (5)

‘*‘Ai}‘t% Mk = 1+ VEIVYER TV Ak g

met als speciale gevallen : o M
5 WWMM o &8

oD o n, é o - »

By e A 6 0 b N RIS, el

Ay =4+36, 5 I ATk
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Frequentiefunctie voor 2,

Voor de waarden van de i§g kan men een Irequentiefunctie
aangeven 3{ } A , van zodanige aard dat wanneer men N ach-

N . . . W
tereenvolgende “\1 1in beschouwing neemt, hlerganﬁg

l{gx ; B
gelegen zullen gijn tussen voorgeschreven grenzen Y en§§ %wgk
Het bestaan van een dergelijke functie is een gevelg Pan de stel-

ling omtrent het bestaan van gemiddelden. men definiere daartoe

een fﬁnctief§?§§§§ met de eigenschap :
LS . p ’ 5 P 5 Y
o & 5 » B e P,
a0 I I | . s PR
Yo =0 Mo A< A o gasd
N 5 ** . 5 b
i i\ﬁii A}..M . .
Dan is : ; .
» Y } 7 o §
kt; f% i i\;‘fé T ;
£3 ES
V
welk gemiddelde bestaat,
Men heeft nu : w0
B & ’ I 1‘
F Y 5, 2 : A
@\% xﬁ"‘:% ) f:} p . %«iu\%‘a\*ﬁ ééﬁzm e (6)
B ' - : N g
- b ‘ op grond van de aefinltle

van f( > )

(7)

op grond van (1)

= 40 op grond van (2a)

#anneer men vervolgens azlle §g; beschouwt welke gelegen zijn

tussen voorgeschreven grenzen -+ en ..+ <., kan men voor deze

s

NX de verdeling nagasn van de waarden der op hen volg@nde Yiare

Ock hiervoor zal een frequentiefunctie bestaan -

£




met de eigenschappen :
\

s &2 M «30* : 3 i ‘
(N O 5 | FEE U3 Hias ) A5 vay = (9)
2

%:f?%

e e

Dan is de verdelingsfunctie voor de gelijktijdige waarden van

égﬁen;ﬁiwﬁ gegeven door :

5
L 5, i 5
s 3 , Ed & & o
iR 2, s 5%\ R H i N i \§ how
. N T : N ( J A, 3
{:‘%&; 5%*3%?@’ . S PLA Trar \‘g\“\; WAl a (10)

#,
#,

; . . - ) : . ', kY
Ter bekorting zij 3% g\ii geschnreven in plaats van EAT N TUCRI

i A
» : § B, 3 » S 84
w§k§m§ Ay o« tk é {»*:«%5 Ay s%«\\k\ d'a i (10_8_)
lien heeft op grond van (9) :
\ L
% N h i 5 i ¥ |
%‘% 1 ! } o . ::{; x o s A 5 \\i e 2 ( /] 1 )
Y ~

Op grond van de eis van invariantie van het systeem ten opzichte

van een omkering der volgorde is het nodig dat 5 de eigenschap

bezit :

(12)

(12a)

ot
[

| At I N (232)
en dus ook : »

s
i




De frequentiefunctie I voldoet dus azn een integraalvergelijking

met D als kern.

De volgende betrekkingen (welke voortvlceien uit de reeds

eerder vermelae) mogen hier nog worden samengevat :
! R

5

5 [ ! -

y 5 vog % & 3 &

i Y Y i e % % #5
Eoe H mg Y A % b : i
-y T T T i ow ) i
L LY, E%Q\\g§;{w %Mig %wg Tia s J e
s : o

ol . !

£

% (14)

&
n, B i 1
- - i iy

. A = T Ve

g
4.7
.
&

G

Uit (13b) volgt thans ;

s
o k] %
®, 3 2 8
5 % \\ W A }
o s W T ULy I 5 o
WAe) = ARy (A Pl )
£ f
Lt
! «g\\* . f* 8 & , 3 g* 3, B
P & (N :
P 4 ® g i ;3{ b 5 I E g o i & ( )
o : 5 §i i & & 15
bv i § s
kS
en voorts :
WP
& ¥
» " LB Y PO . .
N VT VAN A e I L o Y el Ak
A e Fih . CAA L L WA L L R e e S et T
g;\« b é* i m o EET e & e i F e i F
SRR | Y i 5 (16)
L N o :

i
2
4

¥

len zal derhalve kunnen onderstellen dat de verdelingsfunctie

voor de gelijktijdige wearden van k op elkander volgende

is gegeven door

Op grond van (12a) ken men hiervoor ook schrijven




“?‘x Mg Ay =

waarbij
Men kan
wasrden

@\\X »
- &
S

Daar

volgt uit de in (5) gestelde voorwaarde voor de

-6-

& § % H
i a2 ¥ 8
£
i ™ »}\‘ B o § o) g %
X T T T P I by By é"“\ E“w§ P T
W l e o § Wel SR
E
#
i 5
- 1 ,j * % H -
. ] . ; [y B
. m iy s Ay S Wy S B
B i I bl W0 -
# & o i
. % LOFy & § N i
[ el g N Y T b 4, 4 R
i ey § § . . o : S g # N\g; , \g‘\éc s
. T . [
= . - g e &
S k3 e, §oad g S & »«5«««\ i
P H PR At AL i
E :?5 § ey [ R L L

’a
-
Wiyiies-- g

ondersteld is dzt p voorkomt in de reeks

110!‘!'1{ L]
ook verdelingsfuncties afleiden voor de gelijktijdige
van twee of meer niet onmiddelijk op elkander volgende

, mits de afstanden door deze reeks worden omvat,

ae

&
s, o = "

N - e

1 '

& . 5 _— .Q%w 5
5 e sl B B S WFE o W & { &
¥ i o, fe P L

\:i i?aé

N,

de hier beschouwde frequentiefuncties 2an de voorwaarde moeten

voldoen

f e

°
»

(172)

Ny L S 2 . (18)
Iy
&
e
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SR
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S
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FPrequentiefuncties voor de som van enige op elkander volgende

De frequentiefunctie voor de som van twee op elkander volgen-

cis

= B s LY 2 s #,
. ; § ALY o8 c & " % -
de ﬁgs R %§§§}g§£§>, waarbij . = vt J0s ., wordt verkregen

. co .
door middel van de integraal :

o,

4 o, % .
£y " 5 “‘\ . ‘ \ A
L = A A I + A
8o )
de frequentisfunctie , /| /. , bepaald door :
& Aoy " i
By "%ifgm&« " ;\ & % . : L
;g ] ?"W\ § Q’\ P ) ) \ ﬁ
IMEASIE_ SR/ )Y SIRY /)Y TR N EEN A ) ce A
o

Voor het u&twerken van statistische prooblemen is het van
belang te weten op welke wijze de tussen de o . bestaande
correlaties invloed hebben op de vorm van deze nieuwe frequen-
tiefuncties. Verder zouden asymptotische eigenschappen van be-
lang zijn voor grote waarden van de index k .

De volgende eigenschap kan onmiddelijk worden aangegeven :
i ¥ "‘ # :)\‘ *

i1 THRF RS “ g\é\w %

S

Nso | (22)

of nog kleinexr .

L]



STATISTISCHE AFDELING

Waarde Burgers,

Ik ontving je brief met exposé en probleemstelling, die me nu,
geloof ik, wel duidelijk is, Ik heb me voorloplg nog slechts ver-
diept in de vragen, die op je pag.3~4 betrekking hebben (2e helft
ven pag.1 en 1e helft van pag.2 van je brief), Het is het eenvou=-
digete met de laatste te beginnen,

I. Zijn de aangegeven wasrden = - %- en é = 4+ « de kleinste
en de grootste die €] kan bereiken? Neen; O¢ ken willekeurig dicht
bij O komen en willekeurig groot (mits <'£) ) worden,

Voor het bewije is het het eenvoudigete, van de feb ‘i)ié (4,9 4,)
uit te geen, Deze is de dichitheid ven en symmetrische wh-verdeling 2
in het eerste quadrant van het (A ,42)=vlak, die men zich ook door
cen massa~verdeling met totale massa 1 kan verasanschouwelijken, Z1i]
moet dus_voldoen san de voorwaardens

10 9 A0 = 0

2e SIS b Py ha) =1
Hiermede is /(A) bepaald:

J0) <[P hp= /P g hdr (A3 0) (11)

alsmede p(}\,‘,,é\,) ' ¢

2O h) =gl (AsaAy0)  (10)
Hieruit volgen f

/L 7(;\)11\ = 1 (6)
["’pc)\,,kgd& = 1 (9,4=1
Schrijven we kortheidshalve, als &4 een willekeurlge fot van
A en A, is.
[‘u a://d)‘l ‘{A‘ (V(/\, pxg)a(/\g lAz)

den is verder gebist:

EXe1 (=A%) (7
hetgeen, als EN eindig is, slechts een normering betekent,
f Af=1+ O, (= EA ) (8)

waardoor 62, gedefinieerd is en het quedrast ven de spreiding

voorstelt, en

EAdr =146 (14)
zodat (? = 0. /4, de correlatiecoefficient ven A, en A, is, Deze
i8> -1 en { 1, dus

-8, <O, {O:

De fct/(A) je de dichtheid van de zgn "merginale"” verdeling,
die men krijgt, ale men de gehele messa uit het quadrant evenwijdig
aen een der coordinastassen op de andere samenveegh.

1) fet = functie
2) wh = waarschijnlijkheid
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Na kan Y de waarden 71 dan en slechtes dan asnnemen, als de gehele
masse op een rechte lijn ligh, die tengevolge van de symmetrie, de
lijn ), = A, moet zijn of loodrecht daarop steen, In het eerste geval
is /J = 41, dus 6, =6, ., Neemt men dus / ( )\.} willekeurig, mits vol-
doende san (7) en (8), als massaverdeling op de ), -a8, en verschulft
men deze masse // deds -as tot de lijn A, = Ae, dan heeft men 8 = O,
verkregen {je geval ,0(/\, s A =§ (A, =X2)). Daarbij ken D, willekeur:

groot worden, zoels mﬁ;\% het voorbeeld
- b Pom i

v
/m argr € A (»>0)

b1ijkt , wear aan (7) en (8) met G, = % voldesn is, Als V zeer klein
(S 0) 18, wordt ait zeer groots / (M) gaat dan voor A\~ O nasr , Men
ken echber ook gemakkelijk voorbeelden geven, wearbi] dit unlet het
geval is, B.owv./ ) = ;—;%—wu of f;-?-l-\-;- e.d, met paseend gekozen
congbanten, C en & (die met behulp ven /Safunctie kunnen worden ult
gedrukt door e resp, :—,—é_nxr als nieuwe varisbele te nemen),

Ig P = =1, dan ligt de gehele massa op een mmia@ 1ijn A = X,_
dus (volgens (7)) op M + N .=2. Dit is je gevalp o\ =8(2=), -
Den iz ook J(A) =0 vaar))!, en, volgens de aymma'aria,/{k) as,/a-)
Projecteert men dus een willekeurige %.0.v. X = 1 syumetrische ver-
deling op de Xl -a8 op de lijn ),4- )Lwi » dan krijgt men een verdelin
met 4 = -6,. Hierbij is 14 620, dus &, {1, en wel &, = 1, dus
1+ 9, = 0 dan en slechts dan, als de massa geheel in de punten
(2,0) en (0,2) (elk een magsa = %) geconcentreerd is, lMen kan deze
disconbinue verdeling willekeurig nauwkeurig door conbtinue approxi-

meren, 4,W.2. & kan willekeurig ?ah% bij O komen, msar de limlet

ken niet met eindige V{l. s82) en (A) vereikt worden,
II. Het "meest brandende" probleem,s een P (A,,A.) bij gegeven
(o) %e bepelen, zo, dat can bovenstoande voorwsarden voldaan is,
Dit ken b,v. met behulp van orthogonale polynomia, Indien {ﬂ voor
Ap~» 22 volioend snel (b.v. exponentieel) naer O gast, zodat alle mo=-
menten bestaen, kan men volgens de gewone orthogonaliseringsmethode
een rij polynomia A, (A) vinden me$
/"3/,\ WP MPD) = S = (.
“Tu moet f (A, s\ ddentiek in ;}g 10 zijn voor iedere /\, s waarvan
/ (A} =0 is, en symmetrisch, Stelt men ma

%%‘X“ = IV(A,,/\‘)
of

(P (A, oA «/(M/(&)ff sz\..)\g} ,
den is het nodig en voldoendes
1e w (Al '>‘z) “f (;;u{zx) k | %/‘ ) c
2e “TINM) YV (AGA)AA = 0 voor alle A, waarvoor )=
3e 9’ /) /YA AN AAAY, = 1 is
de Y14 ON(AND) > O als/(t\t) (A) =0 is,

&
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Stelt men famwl
P ks h) =Zomn aKELX)PixJ
dan vereist 1@:6{._. » 26 =4, =0 (d,w,z, men kan

mY1, n’/1 nemen), en 3a daer A (1) = % s dus

;\w"i 4-'/9, P(/\) igs o p{x )P
‘imf afdl\ ﬁtt\;»/j,‘)/?/\,_}{/"'i/ p[,\))fl—l-f/?,, p{/l j) I
xi'« ,..,ﬂ Q‘,{?M‘é}‘l ;”Qgﬂn
é&%ﬁ all fod 9¢.l
Het lestigele is de voorwearde 4e, Wordt niet de slgemcenste &,
meer slechts een speclale gezocht, den ken men b,v, & = d, £.8;
mmﬁ, BaWeZs

Ph ) ﬁu 1/ ) {1+ & AN PCA] -
- /UMD {1 s B - 0= )
)f(,\i} = 0 zijn zodra ﬁ *yu - 1), =)< 0 1s.

& Lo,

Dan moet dus

is £ =0, dan vemaetfﬁ ol ) n/i,i f 2) voor lederz . aan de ge~
stelde eisen. Is & 5 0, dan moet/ (A, }/(\,) =0 zijn in mt gear-

ceerde gebiled, dus b,v.d (d) = 0 voor N>1 4 = 1 + 4€¥, Door
6 voidoend groot of p Voldoend klein te nemen, kan men dus ver-
krijgen, dab (fi) slechts bulten een willekeurig groot masr elndig
beginsegment ven de A -8s O behoeft te zijn, Ook kan men een/ (d)
nemen, die = 0 ig voor ALC{4 en voor AY1 + %, Is tenslotte
6 (o, den moet 7 (A) = 0 zijn voor 1A-4Y B, > JV°B, = y;@};
Het rechterlid is > /&,

De beperking, &&t/(i) slechts op eem begrensd gebiled > O kan
zijn, ken opgeheven worden door een term met A,y,exbii te nemen, die
immers willekeurig gekozen ken Wardan. len heeft (vgl., b.v, mijn

- gegtencild dictaat Whr pag..a'?s)

R =L)X ../‘ A 6%), waarin A = A =1, &= 6, ,

e = G’"i/g"“’/‘gmc‘ ’ ,, ,anﬁ 36‘3 en 4e moment t.0. v.)\ = 1.
0f coks P ()J = "‘) o

© m "-” me‘k gmwgf-'%& “/g‘%

kan willekeurig gekozen worden, Ik hed geen tijd ne “te gaan of

men

1) Leatste term onder wortelteken moet - 5“ 1,p.Vv.- € zijn,
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Q.2
140, W(A,,)\,,) m‘f%/)/“'/{p*!'?;‘r(/‘t,‘ == D =f e =)

met < = dazl {44 pacsende voor A, 0, A,50
positief !efinie{?ian ml/a.i‘én. /) Zr X ’

Ik hoop, dat deze asnwijzingen, zo nodig aangevuld met de in mijn
dictaat asngegeven voorbeelden van (overigens slle bekende) orthogona
le polynomia, behorende bij verschlllende verdelingen, je voldoende
moteriaal verschaffen om bi] g@gwm; (M en /) tot constructie van
febs (/ te komen,

III, Ik kom nu tot je vragen, die op pag,.1=2 betrekking hebben,
Het beste zijn deze te beantwoorden als men de A¢ beperkt door
[ =1l ¢ 1.

De middelwaarde (i achrijf ¥¢) in plasts ven {/4 ) wordt gede-
finieexrd door

upff = i, Z Z

Py
Zijn nu w, (1 < 1}3/1:«) willekeurige verschillende refile getallen
#4 0(die men tot 0&W, <Z kan beperken en zijn willekeurige
redle getallen (bo.v, met [y /{/Z) en/?,, willekeurige positieve ge-
tallen met i’ p,{ 1s den voldoet '
A, =1 “Z,by cos (mw), =Ky )
een de gestelde eisen, Bij het bewijs wordt gebruilk gemaskt ven de
betrekkingen M aasmw,a U einw, = 0, ¥ cOBm 4, 008Mm Wy =
= Il sinn wsiamis = EQ} ,» M cosmw, sin ! = 0. Dearuit volgt
W cos (mwy-o,) cos (mwﬂ-/l; ) = 0 ver o ALperbon it}
M cos (rwy- ) cos frwy-oy) = 2‘ cos (¥y [Sy), netgeen in het
bijzonder voor /5, =, F kw,zal worden toegepest. Men krijgt dan
achtereenvolgens
ﬁ()‘m - 1) = 0
?ﬁ{)\mﬂ 1)1— s ﬁil\: - 1 aés",'; Z//?’i; = Q
M{An = (A2 - 1) = Ma ) =1 =1 ﬁp,, cos K W, myr

a2 1.8

Dit kan g@geaeralmeafﬁ worden door in pleats van een aindigs
&ﬂm een convergente oneindige reeks be nemen met

Z P,, <1, WD 0,, of ook een integraals
(1) Ho-1= /’ § Ul cos @ wmdd (), i

waarin o( (&) willekeurig enp (w) 7 O en continu is m‘?/ p (W) Aw <4
terwijlp (0) = 0 is. Dan woxdt

@ agfﬁ(w)//weea /,w

onafhankelijk veno (W).
Voorte is g, $L G - 1 e éz Fn

a%ﬁ/; (zo)/w ﬁ:;égw” |
“z'/’ } o S e

1) Nemen we 0€Ww,{2k den blijkt dit &oor verandering van «,,.
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Nu volgt uit de stelling van P, du Bois-Reymond ') dat hot lsatste

1id voor ko wegensz (0Y = O en de continuiteit tot 0 nedert, Der-
halve is L0 ‘

Ca]
(11) {% + Zzgﬁ az = - 0
Daar hiermede tevens 1Im”~ = 0 en de convergentie van de reeks bHe~
wezen is, geldt ook

1im ﬁ@ = 0
M=y 0D i3

d.w.a.ﬂ (’i’i(\g@m van n opeenvolgende ,)\;, is met een willekeurige dasw
ven voor n-» asymptotisch ongecorreleerd "

Heloas gelukt het niet, de relatie 1im§;é;§§ = 0 te bewijpen,
els de Ay = 1 door eindige sommen, of zelfs door oneindige reeksen
van hetzelfde type voorgesteld zijn, in plaats van de integraal (I),
Volgens v.d, Corput, wie ik daarna gevraagd heb, is het vermoede=
1lijk niet mogelijk, zdlfs door specilale keuze van de Py> 0 met
z Py £1 en de W) te bereiken, dat de gezochte betrekking geldt,

Ook de derde momenten zijn eenvoudig te berekenen. len vindt,
als men %n‘voadighaid&h&lvaﬁ (~w) = p W), A (=w) = ~d(w), £ wm +c
m=m 4 en wﬁ - aw‘umﬁetel&:, iets als:

ﬁéma,,g N, = Dl = 1) = M=) = V(A= 1) =
- ME&t . : ; :
=5 ) e fau R ppliy) cos () +4 () +aliy)
s | + Loy +rhio 4 )
Algemeen vindt men zo, als 7, 3eee9M, 8lle een gonstant verschil
wet n hebben en n nasyr oy geat, en w;*...-x»aga 0 is,

A n T ,
WZG,, -1 %fd% fﬂfﬁ%& 72;? (&)ew(g(’o( (R, wg;))
of iets dergelijks, ° i ’ ! o

IV. Het verband tussen de afzonderlijke getallenrijen Ahvs.n 111
en de stochastische theorie van I - II kan nu ale volgt gelegd wor-
den, Henvoudigheldshalve houd ik daarbij de ondersfelling|); =~ 1/41
aan, en, teneinde de sean het begrip "stochastische fet” verbonden
moeilijkheden te vermijden, beschouw ik alleen de in het begin van
III aangegeven gindige sommen, wasrbij dus niet de betrekking II

geldt, '
In plaats van een enkele getamenris)\n, beschouwt men een 22 van

dergelijke rijen, waarop een wh-verdeling gegeven is, Dit kan ge-
schieden, doordat men voor de p, en de .  een wh-verdeling geeft.
(Zenvoudigheidshalve blijven we veronderstellen, dat de (J, gegeven
zijn),., Grootheden, die een wh-verdeling bezitten ("stochastische".
grootheden) geef ik aan door onderstreping. En wel zullen we onder-
stellens

1e Alle Py en alle®, zijn onafhankelijk

2e Alled ,zijn homogeen verdeeld op het interval (=1, +72)

W s b it G v s R D

1) Vgl, bijv. G, Kowalewski, Grundziige der Differential- und Inte-
grelrechnung, 1932, p.227 e,v, '
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3e Allep, zijmy, O ens (P, |2 1 1)
Ukt 2e volgt dat voor iedere, en iedere constente,

g&@ﬁ& ig-g}u j&@m%%m)w@
is, dus in het ‘Mjmm%ar:g eo&ﬁ,‘w Sy ) = 0, dues ook, daay

5% cos gw =, ) wegens ie “5@$§”9% gw% =4, ) = 0 183

é,‘\ *1@5) &n‘l)m@

-w&arbigA gedafiniaer& is door
- = cos ( -}

Dan is dus ook &pro wegens 3e o An 9 , Daer cos K,
wegens de homogenlteit van de vard@l% van, dezelfde verdelings-
fot heeft als cos (A +C ) voor een willekeurige constante C , is de
verdelingsflct van _4_\,,., onafhankelijk van n,

Voorts 3@. daar & aw(m%-»gp) cos (mw, -%,Q = 0 is voor )«-;&.fu
als we gf‘v = Ay M@llms

g ( A - ‘%) - E o8 Q‘w“ d‘)}}‘;
f
= c’f’zﬁxee@ (r@ww%} =
=4 E3pr=4Ta

daar voor iedereV en voor i@é’i@rec 8 cos (0(4-6) =l en

& By cod g =) = & ﬁ,gem nuwy =%y) mﬁ»épw is,
Derhalve is G' emfhank@lijk van n, Voorts is

é‘ coe(A, a—)cwﬁ +g) f cos Q&(u‘&a/)eag(gm 8) =
- gem(,u-f—@)gm{?fma)%m(g-@) =
a-é cos {*f» a), dser? ({y+Q) homogeen op (=272 272)

verdeeld is, zodat de tweede term de verwachting O heeft,
I&erhal% is

)\ wg(_hu‘l}()\mu‘!) ECZP\» aw(‘nww&)}[ﬁf& cos(mw- ﬁd}
Zf_?,, cos (), =<,) coﬁﬁnv) ~A)) =

w‘(,c fg, cos(p =MWy = 'I ZA. cosly =m) v
In het bijagndar A8
U‘\ u'f 2_ .&. cos K =
ki
- Qnafhammiiak ven n.
C«ak de @m@irimm covarianties a< worden nu stochastischi

S ”‘ISPV cos Kw,
£ QelS 1 ooskw,

me¥

1) T.w, voor alle waarden die deP, "werkelijk" kunnen aannemen, dwz
de ongelijkheden gelden met een wh = 1, waervoor ik ook schrijfis pr
(= salve probasbilitate 0)
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lien kan b,v, concluderen, dat &, dan en slechts dan met grote wh dich
bij =1 zal liggen, ale één derw dicht bij ¢ ligt, de bijbehorende
met grote wh dicht bij 1, zodat &119 andere - slechte weinig van 0
kunnen verschillen, (Dit laat zich gemakkelijk quantitetief precise-
ren), .

Voorts zien we, dat de limiet &9& san het "tijdgemiddelde

1 %N ( 8 N
\ ~1) slechts dan spr O met de verwschtingscovariante
T > ? .

=g @“f overeenstemt, als de pu @lle slechts één weerde spr O kunnen
agnnemen, d.w.z. als piet de amplimdenp » maar slechts de fasen oy
stochestisch kerkater hebben, Zodre echter ninstens één der p, een
positieve spreiding bezit, zal dit ook n met@w het geval zijn (tenszij
Jjuist de overeenkomstige cos ﬁ’m nul werdt), W%, er is dan een
pogsitieve wh, dat de limiet ven het tijdsgemiddelde ven zijn ver
wachting afwijkt,

Neem b,v, W =1, en leat de indices weg. Zij b.v, £ homogeen op
(0,1) verdeeld. Dan ie A, =1 wgcw(@w -1 B, = Gmapmew
= ;(g »)eosy,, = cosy, 3 0.= ﬁlcas Kuse Tenzij dus ) = 1 18, is
emmzo om zijn gaini&delﬁe verﬁe@m als ?3 y waarvende ve&ingsdicht-
heid [ (%) = == dig,

Is dﬂmemeéf = £ a(conatant), dus {;ﬁk u(é\p,\ )% dan zijn voor
= A, - @nd@rlir@ afhankelijke stochsstiSche oscillaboren, waarvan
~elke valg&nﬁe t.0.v, de vorige een fase-verschil ,, heef®, Heeft A een
bepaalde waarde Ay ? dan kan « twee waerden A, 0f = @i aannemen, waare
bij = ;:a°°”v( ie. Dan 1s>\- wpeas(m-;pg) “(/\"1)39$w+m

A~ by - no—— ‘_‘*"N.i
” eerRertck e osrygneiey PC@E (W"' %) E (A *1)@380@ [g“')\ }ﬁm
(ala sin oy, © g@k@aen WOI‘Q'B) De verdeling in het ( XY )-vlak
niet continu, masr de massa is geheel op de ellips =

)ﬁ-g} h, 008 ;4 );g = P‘sin"‘w
golegen ( y m)\ -1 )\' = A" 1)y en wel met bebrekking tot de para-
meter y (nie%: ’tcﬁs de boaglengue te) homogeen, Voor ,, = % goat in deze
in een cirkel} ,\@ + ;..‘ = p » over,

Xan dasrentegen o tussen twee een weinig van { Q'( > 0) gelegen waar-
den variéren, dan omtstaat in het ( &'A )=vlek een continue wheverde-
ling, geheel gelegen binnen twee concentrische ellipsen, Er is dan ee
bepaalde overgangswh, die een dichtheld bezlt, die gemekkelijk te be-
rekenen is. iIn wel kan een gegeven } 1Iin sen }\g overzaan, die in twee
in het algemeen gescheiden intervallen ligt,
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