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OYtt h•:li 'tt•i1tn yap 4• 9M:0Mkt;L13kht;l<l 
!M 1••• g x 2•t1belltn. 

l. ~nleidiy. 
laar u.nleiding van ND orulermoek van ,.n.o. • A.1.1. 

n:rd. een door G.w. Snedecor, S'tatinical Methods, Iowa State -.. ... - .. - ... 
Oollege Pns1 1948, p. 202 en 201 ve:rmelde toetaJingsmethote 
ondenooht. Dese methode bleek afkoatig van l•l•-BF:llftl, 
Contingency uble interactions, Jm.ftoy.Stat.Soo. Suppl. 1 
(1935) P• 248•252. De oonolumie was, dat de~• toetsingae
thode fout ia, terwijl andermijda een oorrecte exaote toeta, 
gesohikt voor kleine aantallen, in het ariikel van Bartlett 
betohreven ia. E,n en aruter wont in de volgerule p~en 
nader uiteenc••et. 

In bet laatste gedeelte van dit rapport is een ton1ing1• 
methode vermeld voor een hypotheun:l t die van die van Barilett 
veraohil'tt ma.u die bij deBelf4e en aanv•rwante pro,1e1wu1 
wellioht eveneena relevant sal ~ijn. 

2. lo1!1t1tl• 
lij besohouwen een collectiet waarva.n ieder element on4er• 

worpen is aan 3 altematieven 

At I, Bt I en o. e. 
Bet geheel 111 dum ••n oategorisoh s11teem a, e nnmerkent 

(1 ). 
AAJJ\C 

Alt B.1\0 

A/\IAO 

A/\IAO 

A/\JJ\e 

AAIJ\e 

A/\BAl7 
I11llllJ 

D1t ayateem is op te vatten, ala beataande uit 2 du,belt 
d1ohotom.ein van de kemerken A 4n1 I en Ben I, •aarb13 in 
bet ene pval ieder element ook het kenmrk C 1 1n het ude:re 
geval het kenme:rk a bezi t. 

(2). 
Wij duiden de ~requentiea van dep kemnrken in 4e oolleo• 

tie aan met f ,i~-' • waarin 

1 • 1 ale A geldtJ i • 0 ala I pldt 

' - l " B " ' j 11111 0 all I ff 

k • l " 0 " I k = 0 " a " . 



MATHEMATISCH CENTRUM 
AMSTERDAM 

c,,. 
Ket resultaat van sommatie over i wordt aanpduidiw,ei P-ile• 

du1 een pW'lt op de plutai, van de eer11i index. Op analos• 
wijte kan men eouatie over j en over { , al.11mede over 2 
der 3 iru.lioem aandu14en. Dua (mede omdat lu:et kenmerkeu1n•• 
ca1u»sorisch 1s )r 

P[BAQ} •pm +Pol'I •P.u 

P [O]• P1.11 + PHH + Pou + Pooi == P •• 1 

(4). " 
Voorwurdelijke wurschijnlijkheden duidt mn a.an ala 

Pc[AAJ] •p11 m 

p &I\C (.A] II!= Ptnll 

(5). 
Voor aantallen elementen met een bepwde kemerklla oombi• 

mtie gebn1k1; men op analoge wijH de notatie 11t,,.,1., , dua 
b.v.t 

,,..,,, • aantal elementen met lunu•rk A, I, C 
« .. 1 == M,,, + M,01 + !Kou + 4+o~.i e,o. 

:,. It W91htll !U Barllttt. 
Bij 46n dubbele dichotomies 

A I 
J /'t />2 

ii f.,J "'" 
waarin p1 , ••• , P• de onvoorwaardelijkdt kansen van de ver-
achillende kemNrkencombinaties zijn, wordt de sroothe14 

(6) 

toet1t wordt, 11r 

(7) / • 1 

Daar p 1 • P(A A BJ • P 8 [A]. P[JU 1a ••n anal.op uit4riakld.n.

gen voor fa , f;s en f'+ geld.en, a.equivalent met 

(7il) p& [A] • Fi LA). 

loemen wij nu de interactiEue van de 2 ~ 2•tabel van te -elementen, die het kenmerk O reap. bet kenmerk O \esttten, 
Je resp. !Ii , dan is de door Bartlett ceatelde bJpothe11e, 
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~ = ~ , of, ui tgedrukt in de onveorsurdelij'.n waaracbijm 

lijkbeden ffj-1, s 

<0> '°"1 : fu = /'110 : /.>,o" 
/011 /Jot>! />o1o /:>ooo 

De~• hypotbese kan ook in voorwurdelijke waancbijnlijk-
beden word.en uitgedrukt. Daar nl.. 

~fl' • /'. · "- f 9 rl) 

is, is {8) aequivalani mi 

(o) fa,, fi1 , f) /f)r;1 A ;, , ,,,,_...- ,: f"" IIJ~I , /""I~ 

Po, m Poom fo1 nn ' Pbol11 

hetgeen op analoge wijse verder herleid kan word.en tcrti 

c10> },rw ~ /',rrt\ = f,m 
Po rm /'otoit .Poiiil 

De aequ:lvalent:le van (8), 

: f>119i 
,P~ 

(9) en (10) heeft tot pvolg,. dat 

4• emote toeta van Bartlett niet alleen toepasbaa.r is, ind.iem 
de randtotalen stoohastisch flijn en de onvoonaardelij'.n 

wurschijnlijkbeclen bestaan, maar ook indien bepaa.lde randto• 
talen gegeven mijn door cle urd van bet experiment, of door 41 

• experimentator gekosen ~ijn. Bartlett pat nl. wel uit van cle 
onvoorwaardelijke wurschijnlijkheden (du van (8) als hfpo• 

these), mar sijn toet• ;js een voorwaardelijke ender de voor
wurde1, dat de :randtotalen de bij bet experiment gevonden 
waarden aannemen. 

4. Exact, tHJI YM lar11=•Jt. 
ln punt (4) van mijn art1kel schetst Bartle'tt een exaete 

toets Tan mijn bypotbese, die voor kle1ne ateekproeven toe
gepast kan worden. 

Hij pat uit van de a priori kansf>(,~• in een neekproe~ 
met ui tgebreidhe:1d /Y , "»111 elementen met ken.men A A Jl AO, At,01 

elementen mn kenmerk A A I AO etc. te vinden. Dis• ka• is 

;y/ 

DEu1e ~• been bet:rekking op een 7-dimenaionale neek:prc,et 
ruimte. I~ers :led.ere steekproef wordt pkamkterinel'4 door 
8 grootheden , wurtussen sleehta ,,n relat:le 

• I bestaat. 
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(12) 

(11) overgut ini 

(13) 

krachtens (8), d. i. de te tcu,1aen bypothese. 
Omda:t de verdeling gekarakteriseerd door (11) 7-dimensi@• 

naal is, construeert Bartlett een toeta, onder de voorwW1rie 
dat al.le randtotalen vast ~ijn. 

H1j beachouwt dus al.le steekproeven waarvoor bthalve 
Z. .Af. 'le-a I goldtr 
~I., ' 

z.~ .. ,I = ,,ff •§ 

i, !I "" :J ft. 

2,-n, .. I, - ,,-n. 1 

j 'I - "·" 
~ ,-ff •. fl = ,Af, .. 

' "JM o/ • 

l 
J 

waarbij hf,:/~ , ~i.-' Eiln 4£{/ • 

co:nstanun m.jn voor i ,;·, i. • 
0 en l 

(Voor dtHu~ n.ndtctalen wordtm chm, 1)1j toepaauiing van dti 
toetsingamethode, de bij het expE:n:-iment gevonden rand:totalen 
genomen). 

Dit iei mogelijk door behalve I nog 6 and@N ona:f'hankel13ke 
rand.total.en te geven:: l?!, .. : 

(15) 

Door de randtotalen vast te houden, bepalen wij 6 ona:t• 

hankelijke relatitu:J tuaaen de ~,/-' • Alle steekproeven Mt 
gegeven rand:tcrtalen liggen dus in een eendiment1i•nde l:IJuuiin 
deelruimte R van de oonpronkelijke steekprowt:ru.1aw. 

lfot R beheort een eindig aan1a1 &1teekproev•n, oalat al.le 
AB'J·,l. geheel en nietnegatiet mijn. 

Indien de e 's klein> i i;e;ijn, blijtt een zeer kl@in untal 
mogelijkheden voct * 111 over; bij iedere *1,, ii Mt be• 

hvl.p van de gageven c • !:ii en N, pree:le s lln atelNl A'l-iji 
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ta vinden, so4at wij een ,,ndimen•ionale verdeling Oftr

hou4en. Ieder punt van R is bepaald door ~ 11 van de oonea• 
ponderende steekproef. 

(16) • 
S'tell en w1 j nu 

1. DE» "fl voldoen a.an relaties ualoog aan die wr1Htl.4 

Gnder (15) 

a,IO/ + all/ =: (! l,I 

"~'1, + a.011 • ie:o. , etc. 

2. led.ere ateekp:roef, die baboon 101 R, kan word.en gekarak• 
teriseerd doon 

(17} 

,M,,, + ~o = a,,, + a,,o lll!t e I/ • ) 

~10 • a.,..o + ,.t:, 

,. Ala een steekproe:f' kan word.en ••karat1u~rieeer4 4Hr (17) 
behoari stj tot R. 

Bet 1a dus Tolkomen aequivalent of een steekproef behoort 
tot R, dam wel gekarakterillinMrd kan word.en door ~✓-4 4:1.e 
Yoldoe un (17)~ 

Omdat" (17) OTenenkemt met (12),kmmen we aoh:rijven vo~ ., 
een punt dat 'behoort tot Rt 

(18) 

. 
waann O ondhankelijk van de /?f~-1' 1~ • ltellen we 

(20) 
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.Jj 

waarin :P [I] , : de kans u, dat een steekpl"Oef tot I be• 
1-u,ort, dus een bepaalde connante. laaruit volgti 

(21) 

lij hebben Neda pzien, dat, al.s de gegeven. aantallen 
klein m~jn, het aantal in aanmerking koMnde waar4en uor 

Af-,,, , due veor al.le .Mi,jl, , 'beperkt is. In dat pyal 19 bet 
praotiach mogelijk de voorwaardelijke verdeling, gekaruteri• 
aeerd door (21) ( c" t• bepalen uit • 1), te berekenen. 
In dat geval besi tten we hierin dus een mogelijkheid o• 4e 
hJpotheee (8) ·t• toetaen. 

1 
Voor grote ateekproeven, 'beveelt Bartlett een X --toets 

aan. Daarbij gut hij er T&n ui t, dat er tusuwen de verwae• 
tingen a'./'4 , de relatie 

bestut. 
Met een tegen•voorbeeld kmmen wij gemakkelijk ~nen 

dat dese.relatie niet juiat is. 
Mt 'lepn-Toorbeeld is het volgendcn 

I• 11 

C 
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De g•geven randtotal•n laten voor /Jt.111 alleen 4• w..-1H1 

1 en 2 toet 
Br geldt alar 

~,, :::: 2' At,0111= 1 

~00 :re 1, ~"'°: 0 

Dam (sie (21)) 

f [ ~,,, = i] : (! 
ti, I '4/ 1/ .J/ 1 / ()/ ~/ 

ala ~,,,. 2 

~10, • 0 ~q= l 

h = 2 ;$ • 2 
II(;> ID!&> 

,!.. + ~ = 1 dua ,~" ,, 
P[1!,,• 1] = /1 

'le vinden dust 

~ = 2 
f>O/ 

~ = l 
OH> 

~,, = ",e".!',,, • µ ,l + I~· 2 • , f 

,n,~•I 

waama we, gebruik makend van 1• ond•r (16), vindenr 

~,= Jt AP/✓ • ,-f AfJU/ - , I 
a • f !i 'IN) :;- a,ofJ •ff t1"10 • J; a(}(;()• fl 

lu ge14tt 4 111 4 1101 •100 a,No • 
II. 111. 1B.., ~-,~ 

en 
(lll(J a,✓OI ilfJI/ A,111111 -~ ,I,.,-,! ,,,. l.t . ..t. 2:l 

r- ) I = 
s"' 

ha de relatie (22)_geldt nl~1 voor dit voorbeeldt 

fr 
$., 

:!I. . 
SY 

J>erhalv• is de x1 -toeta ,u1 de and.ere door .5ar-tlett aance
geven toet•• in due vorm niet oorrect. 

6. foeta1ng van 4• hzpothe••• dat twee dubbele dio~ot•a~~!I• 
M!H'lllt»!C kPP.tD ltdtn di onafhankelijlcl •IIRMIIDlll DI 
het111it1 vergghijnstl• 

Wij beachcnawen weer de twee dubbele diohoto■ieln Yan § 2r 
4• diohotomiein zijn du1 A en X en Ben I, terwij1 4e twee 
gnallen worden on4erache14en doordat in bet 4m pT-1 al.le 

ele■enten het ktnimrlt C en in. het andere ,reval •" k.nmerk 
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t'f besitten. 
Schematisok kunnen w1j 

aangeven:: 

C 
A I 

I ~II ... OIi 

I AP'$,'°' Af,t>(J/ 

- 8 -

dus de 2 x 2-ta'bllllen ala volgt 

a 
A I 

B ~l(J ~h) 

I 41'3;-,., .-#'H'I> 

Infien nu de•• twee 2 x 2-tabellen omfhankelijke ex
perimenten omtrent hetzelfde verachijnsel mijn, mal. vo14un 
sijn aan de volgende betrekkingenr 

(23) ~~c [A] = P8 " 0 LA] 

(24) J>811C £A] :::. p E Ac l4] 

(25) PA1te (B] = P11 i\e £.sJ 

{26) f 4 " e ta] e e""; r~ 

voonover de genoemd.e voorvu:U:ardel13ke waa.raohijnlijkhe4en 

pddinieerd •1jn. 
J>eze bypotheaen lmnnen achtereenvolgens ptoetn wo:rdem 

door toepusing van bet X 1. -cri teriu ( o"f een andere ■etho
de) op de volgende 2 x 2-tabellent 

I I A ' A I A I B i I I 

0 ...,..,N hlo,, a '""'°' "'"oo, C --n..,, ..n,.0/ a ""'•u '°"'"',o, 

a ,,.,,0 "'"'o,o a ~OD A4or,o a ~o "'"'100 8 "'"°'010 "'"'•oo 

Op dese wijze wordt een geditferentieerd neniolrl ver
kregen over de { eventuele) invloed van de kenmerken O en 8 
oP de voorwa.U'delijke waanchijnlijkheden van A en L Bi~ de 
interpretatie van reaul 'ta.ten sal •n ech1ier vooraioh"ig mee• 

ten m1jn, d.aar de 4 toe'taingen onderling ~•li~k s1jn. 

91Mrld.Mf de bier ges'telde hypotheaen pan wel ver&er 4an 

de hypo'theae van Bartletiidaar de• lutne alMhta inbeudt• 
ut een be,aalde dubbelverhouding van •oorwur4elijke waa..r-
aohijnlijkhe4en 4oor de kenmerken CJ en ? niet ••r4t Nlnvl•c 
'.Daa.r de hypothee• van Bartle1rt veJ."'f'Uld is, ala 4• in 4ea 
paragraa:t cea'telde hypo'theae juiat i•• vol.gt 11.i.:t ftlWel'J)ing 
van de eerstgenoeale ook die van de laatnep•--• eohter 
niet anderaom. 


