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MATHEMATISCH CENTRUM

Amsterdam
Statistische Afdeling.
S47(16)
Algemene gang van zaken bij het toetsen van een 1)
hypothese.
4

De toeteing van een hypothese <<% Dberust steeds op een aan-
tal waarnemingen % ,% ,..., %, van één of meer stochastische
grootheden2 s of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steekproeven). ‘

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid « (soms meer
dan é&n), die een functie is van bovengenoemde stochastische

-,

grootheden en die, voor de waargenomen waarden % , £ ,..., %,
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, da’ men, op
grond van de cnderstelling, datc%z juist is, de waarschijnlijk-
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-
komsten van # , en wel op zodanige wijze, det de kans, dat %
een in 7Z gelsgen waarde aanneemt, onder de hypothese Gﬁf , geliik
is aan een gegeven getal & , godat Z dus van & afhankelijk is .
Z heet de kritieke zbne van de toets, & de onbetrouwbasarheids-
drempel (Engels: level of significance), Voor o/ neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu ¢%§ op grond van de waarnemingen % , %, ,

ooy %, indien de bij deze wasrnemingen behorende waarde
van # in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van & moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

gebeuren, is, indien‘ﬂzy juist is, gelijk aan. & Derhalve is

¢ de kans op ten onrechte verwerping van de juiste hypothese,
ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
mn deze methode toepast, met & = ,05 resp. 0,01, zal men in
gemiddeld ongeveer é&én op 20 resp. op 100 van de gevallen,

. - 2 o G b v T o

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori¥ntatic en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezecgd, een grool-
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,popule-
tie) gedefiniecerd is en daarop allerlei waarden ornneemt. Sto-
chastisehe grootheden worden aangegeven door gunderstruepte
letters.

3) Homs kan men slechts bereilen, dat dewe kaus ig.




De toetsingstheorie biedt in het algemeen geen mogelijk-
heid om tot aanvaardine van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde hYpotheseé%f niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet zelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van ecn statistische analyse
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens zc bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zij
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre ecen rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,

die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijk  te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zeclf te worden getoetst.
In plagts van de onbetrouwbaarheidsdrempel ¢ wordt vaqk
bij de uitslag van ecn toetsing de overschrijdingskans ?g op-

gegeven; dit is de kleinste waarde van & , waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van.éf zou zijn overgegaan;
anders gezegd: de kleinste & , waarvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij & behorende)
kritieke zbne 7z ligt. Wordt dus de waarde A opgegeven en
Wwerkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel o ; dan wordt

verworpen, indien %5 is.

Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toctsing
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.
de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hicw
volstaan met de opmerking, dat &énzijdige toetsing veelal
eérder tot verwerping vancﬁgieidt, maar dat deze slechts on-
der bijzondere omstandigheden kan worden toegepast.

Litteratuur: ‘ o
J.Neyman, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chapter 5. ' )
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Het gebruik van é&én- en
tweegzijdige ovbrschrladlngskansen vo.r het toetsen
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p. 54-06
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1)

Deze methode dient tot het toetsen van de hynothcse é%f,
inhoudend dat twee steckproeven % ,...,%, en (% ,...,j@n
afkomstig zijn uit &én collectie (ook po-ulatie of universum
genaamd). Zij is strict genomen, toepasbaar onder de voorwaar-

De toets van Wilcoxon.

de, dat er geen enkel paar waarden ( %y % ) is met A = o
Verdere voorwaarden zijn voor de toepassing niet nodig, ter-
wijioge zojuist genoemde, indien er niet teveel dergelijke
paren zijn, de toepassing van de toets weinig hindert.

De toectsingsgrootheid é? is het aantal paren ( %',é@ )
waarvoor 2}:7%; is (het aantal "inversies"). Daar or MW
dergelijke paren zijn, kané?zﬂle gchele waarden vam O tot
en met A.om aannemen. Is é(groot, dan liggen er veel waarden

X verder naar rechts dan waarden é? , is & klein, dan juist
p “

weinig.
De kriticke zdne 4 neemt nu daarom de kleine en de grote

waarden van # en wel van beide zoveel, dat de gekozen onbe-
trouwbaarheidsdrempel & niet overschreden wordt. ,
Voor éénzijdige toetsing, te onderscheiden in linker- ¢n
rechter-éénzijdige toetsing, gebruikt men kritieke =zdnes £,
resp“% , die gecheel bestaan uit kleine, resp. grote wanrden
van % .
Verwerping van<5%(ten gevolge van het vinden van een grote
(resp.kleine) waarde van & wijst erop, dat X yeeey %, en
% ye+.y %, steekproeven uit verschillende collectiés zijn,
waarbij de op de . r-collectie anngenomen waarden systematisch
groter (resp.kleiner) dan de op de &-collectie aangenomen wanr-

den zijn. &

Litteratuurs

F. Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods,
Biometrics 1 (1945), p.80-83.

H.B. Mann and D.R. Whitney, On a test of whether one of two
random variables is stochastically larger than
the other, Ann.Math.Stet.18 (1947),p.50-60.
Bevat tabellen voor n en m £ 8.

H.R. van der Vaart, Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of two samples,
Proceedings van de Kon.Ned.Ak.v.Wet.,53 (1950),
p. 494-520.

H.R. van der Vaart, Gebruiksaanwijzing voor de toets van Wil-
coxon, met tabellen voor n en m £ 10, Rapport
532 (1) (1950).

D. van Dantzig, Kadercursus Mathematische Statistiek, Math.

Centrum, Amsterdam(1947-50), hoofdssuk 6, 3.
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1)Dit memorandum is slechts bedoeld ter oridntrcie c¢n streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Toets van "Student" voor het gemiddelde van een
nermale verdeling.l)

Gegeven: de steekproef % ;2% ,...., % uit een normalie
collectie. Anders gezegd:r % ,..., % 2zijn onafhankelijke waer-
nemingen van de stochastische grootheid £, die normaal var-
deeld is (de zgn. waarschijnlijkheidsverdeling van Gamss
bezit)2’.

é%: (te toetsen hypothese): Het gemiddelde van £ bazit de
waarde # ; 4 1is hierin een gegeven getal, b.v.O.

Toetsingssrootheid

£ (22 - )/57
waarin de bij de steekproef behorende waarden van 7 en < ge-
geven worden docr 77 = 72Xt ecm- T op J?V(“"“W)’m- (Zym)*
. 72 P R

is.

Indien é%fjuist is, zullen dicht bij O gelegen waarden
vaker voorkomen dan ver van 0 gelegen waarden. Is echter het
gemiddelde van X verschillend van /¢ , dan zullen verder van
0 af liggende waarden vaker voorkomen dan indien.é%fjuist is.
Als kritiecke zdne 7 kiest men daarc-m voor tweegijdige toet-
sing een'gebied van de vorm

izl = 4

en voor éénzijdige toetsing

linker-tretsing rechter~toetsing
- te—d £z 4

De waarden £ , é en ¢, zijn getabelleerd voor verschillende
waarden van de onbetrouwbaarheidsdrempel & .

Litteratuur:

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, Londen 1946,
Vol.II, p.98-102; tabellen inp deel I, p. 440-41.
Opmerkigg: Het bij' de tabellen vermelde aantal
vrijheidsgraden (aangegeven door » ) is gelijk
aan 722 -/

A.M. Meod, Introduction to the theery of Statistics, London

- . ——— " . W o S

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
' 2) dew.z., dat de kans, dat X < % is, gegeven wordt door:

Plz sx] = = zg',// e 7
% _%
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Symmet:ietoets.l)

Hypothese &52 de waarnemingen %, ,..., £,/ zijn afkomstig
van onafhankelijk verdeelde stochastische grootheden, die
allc gsymmetrisch ten opzichte van O verdeeld zijn.2 Van

deze toets bestaan meerdere versies 27,..., SZ . We be-
spreken eerst 6Ten 5; .

Toetsingsgrootheden. Deze worden als volgt uit % ,...,%,~
afgeleid:

le de waarnemingen, die gelijk aan O zijn worden wegge-—
laten. Stel er blijven over: % ;..., %,

2e Hieruit worden de positieve waarnemingen gezocht. Stel
dit zijn X, yoee., %@ « dus 2 in aantal.

3¢ De overblijvende negatieve waarnemingen worden van
teken veranderd, zodat zij ook positief worden. Stel dit

zijn dan;%,...,j@h
4e De grootheden % ,..., X, en ;,...,4%%3 worden, door

elkaar, in afdalende grootte-volgorde opgeschrcven. Stel dit
geeftr 2, ..., %, . (Komen er gelijken voor, dan worden
deze in willekeurige volgorde geplaatst).
5e Uit de wearden % ,..., Z, wordt een groep A van grote
waarden afgezonderd op de volgende wijze: Men telt de
waarden % ,..., %, op de rij af, tot men er % (of als
oneven is 4%55 ) heeft gepasseerd. Is de volgende waarde
oengelijk aan de het laatst opgetelde, dan houdt men op;
.anders gaat men door tot men aan een eerste ongelijke toe=
komt, die dan niet bij de groep A genomen wordt. A bevat
dus minstens de helft der waarden % ,..., %, ; noemen wij
het restant B, dan is bovendien iedere in A bevatte waarde
groter dan iedere in B bevatte waarde. Het aantal waarden in
A noemen wij %
6e Het aaptal waarden van % ,..., &, , die in A voorkomen,
noemren wij 4, |
De toetsingsgrootheden zijn 22z en # , Z is een hulpgroet-
‘ heid.
V.B. 22 waarden % :7,4/6,3/3,6/3,5/3,4/2,9/2,5/1,1/0/0/~1,3/-2,5/-3,2/
‘ ~4,6/-4,6/-4,6/-6,7/~7,0/=T,9/-8,0/=8,7.
2 =11, 7 =8
e U =2

}) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en

streeft niet naar volledigheid of exactheid.
2) Zetten wij hier in plaats van O, dan geldt voor
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fig. 1

1l ‘ 14 } l 1 1

—57-9/-},-70 -43 —49”-4,1 42 5 __“ X 5

Waarden van 7z ,

1 xll

W2 3v 35,6

Kritieke zdnes. die direct bij O of dicht bi]

d{[

o

72 liggen zullen, alscﬁf juist is weinig, ma~r als onjuist

is vaker, voorkomen. Grote resp. kleine waarden van « zullen

AL . . . . . .
alscf’gulst 1s weinig voorkomen. Hierop berust de

(\/

&

en kleine

eveneens,

keuze van de bij gf en.Q behorende kriticke zdncs

% bevat grote en kleine waarden van %/, en grote e

J{‘LX.L‘

waarden van & , terwijl ?5 bij grote wanrden ven 7 in hoofdz
grote waarden van & en bij kleine waarden van 7% in hoofdzank
kleine waarden van « bevqt.4, leidt bij voldoende grote 72
vrijwel steeds tot verwerping als de hypothese niet is ver-—
vuld. Zf leidt echter alleen tot verwerping v“né%:als
positicve (resp. negatieve) waarden

er veel
zijn, die verder van O
verwijderd liggen dan de negaticve (resp. positieve). In som-
mige gevallen is het 1ulst van belang om deze lratste afwijkin-
gen van<577te ontdekken. In dat geval gebruikt men i{' liever
dan QT. In fig.2 is een schematisch voorbeceld gecgeven van een
serie waarnemingen, waarbij het aantal positieve groter is aun
het santal negatieve, terwijl deze positieve dichter bij 0

liggen dan de negatieve, zodat Qz/ niet tot verwerping leidt.

fig.?2

Van 7ﬂen 4 bestaan ook éénzijdige versies, waarvan de beschrij-
ving te ver zou voeren.
% en %
Toet singsgrootheden.
le, 2¢ en 3e 2z,
her OD % jeeney ¥y N Hsecen s Fra, wordt de toets van
Wilcoxon toegepast (vgl.S47(¥8)). De toetsingsgrootheden zijn
% en de éfvan deze toets van Wilcoxon.
Kritieke zdnes. bverwegingen analoog aan dle voor Szaerlz?
(met & in plaats van « ) leiden tot amloge kriticke zdnes

o
2% en ﬁ; , behorend bi] 2?‘en «Q .

o

als boven. Berste toctsingsgrootheid: 22
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Opme rkingens iraen gfzijn bijzonder geschikt voor een niet

te groot gantal waarnemingen. Zij gelden ook voor niet conti-
nue verdelingen. %Z/en 27 zijn alleen geschikt, als er geen
of weinig paren ( %, 4 ) met % =4 zijn. Voor grote aan-

s Za .

tallen zijn 4 en geschikter dan & en Y . Er is ook een
versie voor grote santallen ( Zrerlz;), die geheel analoog

is met S;'en 2; met dien verstande, dat £ in plaats vanf?’

wordt gebruikt.

Litteratuur:

J. Hemelrijk, A family of parameterfree tests for symmetry
with respect to a given point, I,II. Procee-
dings van de Kon.Ned.Ak.v.Wet. 229(1950),p.945—
955. Indagationes Mathematicae 12 (1950),p.340-

350.
- s osymmetrietoetsen, Diss., Den Haag 1950, Txcelsior.
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Hoek - toets voor onafhankelijkheid 1)
Deze methode dient om de onafhankelijkheid te toetsen van

2 continue stochastische grootheden. De toets is geldig zon-
der verdere onderstellingen over de vorm van de wonarschijn-
lijkheidsverdelingen. 7Zij berust op 7 paren waarnemingen
(%/.0%),(,762,%2),, .
als punten in een vlak getekend.

We trekken nu 2 lijnen A8 (horizontaal) en C2 (verticaal),
zo, dat onder en boven A8 evenveel nunten liggen, en even=-
zo evenveel punten links als rechts van ¢? ., Van de vier
kwadranmten, die ze ontstann, worden dekwadranten rechts boven
en links onder van een + teken en de beide andere van een

(2%54). Deze getallennaren worden

- teken voorzien.

(zie fig. 1.) ~ E
iG ~ . ! .
i . ‘ ! .
H oo e e ] e e ]
; e
i » /I\ . . i .
. l N % . ]
A v Xi B
| e
! ’ ¥ )
" ] ‘%
‘ »
|
M._ — ....:7:_. mmmmm Z/—-— :... — __.;?_.{. o —— N
L4 I
b, e ..
H 4 £ fig 1

We tellen nu de punten af, begimmende aan de rechterkant

van het diagram en naar links gaande, volgens afnemende

%, tot we, om een volgend punt te vinden, de horizontale

1lijn AB moeten passeren. Tussen dit volgende punt en het

laatst getelde punt trekken we de verticale lijn£F . Van

links af tellend, volgens op klimmende X vinden we op analoge

wijze de lijnGH .

Van bovenaf beginnend, tellen we de punten volgens afnemendc
tot we de 1ijn CD moeten passeren. Danr trekken we de

rechte #Z . Aan de onderzijde bepalen we op analoge wijze

de rechte M¥ . '

') Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Tr zijn nu cen aantal punten gelsoleerd buiten de op deze
wijze verkregen vierhock PQR7 (zie fig. 1)

We beprlen nu de zgn. kwadranten som S van deze anntallen
geisoleerde nunten. Onder deze kwadrantensom verstasn we de
som van het aantal punten boven AZ , onder M4, links van

G/ en rechts van £F in het eerste en derde kwadrant ver-
minderd met het aantal punten buiten deze lijnen in het
tweede en vierde kwadrant. De punten in de hoeken £4'2, /774
FEN en GFX worden dus dubbel geteld.
Ve, in fig. 1. wordt ¢
Hoek CUL +¢

y, LXE =2
,, GVA —1
59 MWD +95

S=+43

De verdelingsfunctie van 5 is bekend en vrijwel onafhanke-
1ijk van het aantal waasrnemingen. Is aan de onafhankelijk-
heid vcldaan, dan kan men bebtrekkelijk kleine waarden van
/S verwachten. Is er afhankelijkheid, dan is er meer kans
op grote waarden van /§/. Daarom neemt men kritieke zdnes
van de vorm /S§/2/3/ . Voor een onbetrouwbasrheidsdrem—
pel «= 0,05 is &, = 11, voor « = 0,01 is & = 19.
Voor het geval dat één of meer lijnen door é&n of meer
‘waargenomen nunten gaan wordt een kleine verandering in de
werkwijze aangebracht. Men zie hiervoor de litteratuur.

Litteratuur

?,5. Olmstead, John W. Tukey
A Corner Test for Association
Arn. of Math. Stat. 1947,
Vol. 18, p. 495-513%

A.M, Mood,
Introduction to the Theory of Statistics, 1950
p. 410. '
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De X % toets voor aanpassing 1)

2 . .
De Yy = toets voor aanvassing dient voor het toetsen van de

hypotheseC%Z y dat een stelsel waarden %,x, ---,% ecen steeké
proef is uit een continue waarschiinlijkheidsverdeling met
verdelingsdichtheid 77}, Hierbij wordt een grootheid % °
waarvan de verdelingsfunctie bekend is, als toetsingsgroot-
heid gebruikt.
De verdelingsfunctie van szwordﬁ nog nader gekarakteriseerd
door een grootheid ¥ welke het aantal vrijheidsgraden van
zﬂ aangeeft. De grootte van Q(Zen het getal Y worden op de
volgende wijze bepaald:

Wanneer 24@) de onderstelde verdelingingsdichtheid is

(fig. 1)
S
- Q. Q. )
2=a, pa o %:%ﬂv

fig.l

wordt het interval [@ 4] in A stukken verdeeld, zodanig

dat boven ieder interval [ a. a ~] een oppervlak V2 ligt

@V~A~-< K) Daar het gehele opnervlaﬁ onder de kromme

de totale wairschijnlijkheidsmassa voorstelt, dus gelijk aan

I is, geldt de betrekking st oy A -+ P = 4

Bestaat nu de steekproef uit # waarnemingen %,% ,......, %,

dan zal men onder de hypothesec%f in het algemeen verwachten,

dat ongeveer » van de 72 steekproef-waarnemingen in het

<fﬁ] komen te liggen. Is het werkelijke

aantal waarnemingen uit de steekproef, dat in het interval
I:Q , @ ¥,] valt #; (dus 7z wasrden in [ &, 4,] etc.)

dan word@(als volgt gedefinieerd: |
2
A= (i"—;—f”ﬁ— 7 "*“ég) Oy

4) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orisntatie en streefm

interval [ &. |

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Dezc Xlis cen moat 'voor de afwijking van.de workelijke ver-

delingedichthedd van X von de onderctelde verdulingsdicht-
heid74i) Is de werkclijke verdelin(,alcuun01€ van 4 inderdaad
gelijk aanjfk/uogls volgens b ondersteld wordt, dan zal/g“in het
algemeen klein zijn; is de vur.ellauudiohth01d cchter verschillend
Van-'?%}, den ﬂO“ien grote wacrden vanggzwaarsohijnlijker dait het
geval is, alsz% jui is. De lritieke zdne voor deze toects seeft
men daarom de Ltbcuuelj ,7%A, mraarhi ] ngoorTGSﬁonGeert net een
onbetrouwbaarheidsdrempel o/ en vit tabellen voor de }’ verceling
opgezocht kan worden, waarbi]j rekening zeliouden moet woraen nev
het in de tabellen aansegeven.

1

tantal vrijheids-raden ¥ . 9it getal wordt als volgt bepasld.

zijn er?gpL"anetﬁ ﬂn/47)(b v. het cemiddelde <e gpreiding
e.d.) uit de teeFUroeL bepaald, dan is V=/ﬂ~£tf, wearin 7z hev
aantal waarnemingen is. Is 773)van Ttevoren zeheel gespeciiieerd,
dan is dug y=-7—, /

Voorbeelden: bi] toetsing op bovenstacnde wijze van de hypotlhie-

se, dat de steekproef X,....,2 uit een normale verdeling (ver -
deling van Gauss#) afkomstig is, worden zemiddelde en gpreiding
van de steelproef gebruikt om.//XJte bepealen. Door gemiddelde en
gspreiding is de normale verd.ling .eheel bepaald. Dan is dusg
¥=72-3 , “'enst men echver ae hypothese te toetsen, dat de steck-
proef aflomstis is uwit een vollediy geseven normale verdsling,
wearbi]j dus pemiddelde en sgpreiding ook pegzeven zijn, dan beloc--
ven deze parameters nict vit de steeliproer geschat te worden en
is .

Opm. In de practijk worden de gctallﬁn ;,pb‘,h%,qoesUaW zven
groot pclkozen, dusg alle JplLJLH—. liet aantal delen 4 laat nen
bovendien nog afthangen van het cantal waerncningen, waaruit de
gteeliproct bestaat. De benadering, die bi] het toepassen van dce
l%-toets gebruikt wordt, is alleen dan behoorlijk indien het aan-

o

<

tal A zodanis nckozen wordt, dat het verwachte asntal waarden
in de intervallen [;/

Td.i. 726,  nict al te klein is,bv
'S
Z 10

/3
/r
Litteratuur:
M.G.Cendall, The advanced Theory of Statstics.

London 1946, Deel II hfdst. 12
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Methode der 22 rangschikkingen 1)

Ben duidelijk voorstelling van deze toctsingsmethode ver-
krijgt men door “ elementen te baschouwen, dic cen bepaald
kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten. dit ken-
merk wordt door #2 waarnemers beoordecld en ieder van deze
waarnemers rengschikt deze 72 elementen volgens zijn bcoor-
deling naar opklimmends waardering. Op deze wijzc ontstaan
72 rijen van rangschikkingen. We willen nu een maat a-nge=-
ven voor de ovcreenstemming tussen deze rangschikkingen,
m.a.w. ecn maat voor de oyereenstemming tussen de 772 beoor-
delingen. De hypothese 9% , dic met deze methode getoetst
kan worden, houdt in dat er geen overcenstemming tussen de
wasrnemers bestaat; precicser gezegd, dat alle rangschik-
kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze #ijn
ontstaan. Dit is b.w. het geval, als het betrokken kenmerk
in werkelijkheid voor alle elementen dezclfde waarde bezit.
e kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming

het eenvoudigst geven aan de hand van een voorbeeld.

elementen A B e D E F
rangnummers toegekend

door waarnemer & 4 z 8 3 2

£ 2 3 1 § é A

e 4 4 8 3 2 5

d 4 3 2 S z 8

s lo g 2 I3

De som van alle rangnummers is 3 72 mez/72+s) . Onder de hypo-
these<5% is het theoretische gemiddelde van iedere koloms
%0n/ﬂ+d
We beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. In ons
voorbeeld is het theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14.
De afwijkingen daarvan zijn

r =y -y 5 =2 3
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie cen
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid



De som der kwadraten van deze afwijkingen noemen we S -2 -
In ons voorbeeld is 3§ = 64

Als alle 7 rangschikkirgen gelijk zijn word+t het meximum van S hereikt.
Dit maximum is j5 #n’(md-n)

We definiéren nu als coéfficient van overeenstemming

725
W= —
mA(nd—mn)
- Y
In ons voorbeeld is W = LA x bt = 0,229
6 x2/0

W varieert dus tussen O en 1

De verdeling van W onder de hypotheseC%f is exact berekend voor een aan-
tal waarden van 722 en 7 1 Y goreijl o veor grote 7% en 772 benadering-
en bekend zijn.[7] Hiermee kan<ﬁz dus getoetst worden, waarbi] 5% ver-
worpen wordt, als W waarden dichtbij 7/ aanneemt. De kritiecke zdne is dus
van de vorm W 2 W]

Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ontdekken in de mate
waarin verschillende eltementen het kenmerk bezitten. Ze geven deze ele-
menten dan gelijke rangnummers.

Veronderstel, dat door een waarnemer geen onderscheid wordt gemaskt tus-
sen de elementen, die de rangnummers 5*7%16 mo~ten dragen. Dan wordt
als rangnummer van iedere van deze elementen het gemiddelde van de rang-
nummers Z’-[\3+4+5+ b6)=43

gebruikt.
Daar het maximum van S nu verandert, moeten we een zorrectie op de for-
mule van W +toepassen; deze vindt men in het boek van Kendall behandeld.

Litteratuurs
[1] M.G.Kendall, .Rank correlation methods, Tondon 1943
hoofdstuk 6 p.80. T

. . r
tabel verdelingsfunctie van W voor

A °-=3 29 = 2 l;én /0
A= 4 m = ;9!/?» é
= 5 =3
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Toets voor onafhankelijkheid van 2 grootheden

met_behulp van de methede dar
Dubbele Dichotomie !)

Deze methode dient o.a. om de enafhankelijkheid te toetsen
van twee centinue grootheden. ( 7 ) (za,é% ) ——- (-%42%4)
zijn waarnemingsparen van de stochastische grootheden x en
Deze getallenparen woerden als punten in een vlak getekend. ~

7 Z T 7
. ! té]

/s z
2

We verdelen de puntenwolk door een verticale en een horizontale
rechte (,{; Pesp.ﬂﬁ ) zo, dat links en rechts van {i , en 00k
boven en onder Aé evenveel punten liggen. Het vlak is nu ver=
deeld in vier gebieden. Is er geen afhankelijkheid dan verwacht-—
en we dat in alle vier gebieden ongeveer evenveel punten zullen
liggen. Ten exacte afleiding, (geschikt voor kleine aantallen
waarnemingen) verkrijgen we als volgt:

We beschouwen de puntne in ons vlak als waarnemingen van ele-
menten die ieder tegelijk twee kenmerken bezitten; A of A 1
(rechts resp. links van verticale streep) en B.of B (boven resp.
onder horizontale streep). Br ontstaan dus vier groepen elementen
met de kenmerken _ L )

AB AB AR AB
Vak I vakm  vakm  vakKIZ Ve tckenen dit als volgt

AN

in een 2 x 2 tabel: (Zie blz 2)

') Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

') A betekent: "non-A"



2.

Al 4
B a |\n-a| =7
B | L |en-ig| o
2 g |

Het totale aantal elementen is /Y. Het aantal elementen dat ken—
merk A bezit, is 72, het aantal dat kenmerkiéébezit, is 72 . Het=-
zelfde geldt voor de kenmerken /4 en.Zr met de aantallenZresp.d
In het bovenctasande voorbeeld werd de puntenwolk zo verdeeld,
dat 2= s = d= LN /

. L wvagk, . . e
Dit principe wordt“toegevnast, maar is niet noodznakelijk. Ze
toets kan ook worden gebruikt met andere waarden van 7z 2 .z, .J

mits deze steeds op grond van de proefopstelling, niet naar aan-
leiding van de uitkomst van het experiment»worden gekozen.

'Onafhankelijkheid van de kenmerken wil zeggen, dat .do kans
dat ccn element het kenmerk B bezit even groot is, indien het.
tovons het kenmork A bezit, als het tevens-het kenmerk A bezit.
Wij toctson nu dezc hypothese van onafhankelijkheid.

Daar de rand-totalen gegeven zijn, is er nog één vrijheids-
graad, d.w.z. indien één van de waarden in één der vier binnen-
vakjes bepaald is, volgen daaruit de andere waarden.

Wij beschouwen het getal & in het linker-boven vakje. Dit kan
verschillende waarden aannemen en is dus een stochastiéche groot—
heid 2 , waarvan de waarschijnlijkheidsverdeling, onder aanname
van de te toetsen hypothese, een z.g. hypergeometrische verdeling
is, die gegeven wordt door

P[a:azz(ﬁ9(474)_,nﬁm/m/l/

) (") T al At fra) - B N
Het gemiddelde van deze verdeling is %5@.:’%? en het sprei-
dings kwadraat is 2 22 s S |
@ - /yz (/V—~ /)

Als voorbeeld nemen wij A'=20, r=~4=rnz=27"= 70
De waarschijnlijkheidsverdeling van & is nu in fig. 2 en tabel

I weergegeven,



getallen v.b.

JPla=al
035 +
9% + fig. 2.
025 |
020 +
o,Is -+
0,0
o005 + j
N L 1 .
0 1 2 3 4 L) A 4 B 9 ya)
mogelijkheden: ,
Ol rlg 2|8 S|F 4|6 sl5 ¢4 FlF F& ZE rn|lo
wlte gli 8la ylo 414 515 7l Flg b 2l oo
a | Pre=al ‘ ‘
) 0 | 000007
7 000054
2 6
T, » A 0,0!09
abel T 5 |oogyh
4 024356 \
5 034372
6 1024356
7 (007794
£ 007096
9 |gocos4
/o (geooolt

Stel nu dat de volgende waarden gevonden zijn:

A1 A We berekenen
4
/
B Z 8 /o0 P[@=27':—-—'{/"0‘:“‘);—‘—2=40/0Qé
B ls |2 /0 - 20/(87) (- 2/) -
/0 Vo 120

en zoeken verder alle waarden van @ bijeen,

wasrvoor Fla=al = Pla=2] ;g
Vervolgens tellen we de daarbij behorende waarschijnlijkheden

Pla=a] op. (In ons voorbeeld dus voor & = 0,1,2,8,2;10).
Deze som is per definitie de overschrijdingskans, behorcnde bij
het gevonden resultaat, (in ons voorbeeld 0,02302) i)
T)-I%—bi—j*(‘i—eze definitie van de overschrijdingskans behorende
kritieke z®ne bestaat uit alle waarden voor & met overschrijdings-

kans < « ,1n ons voorbeeld 0,1,2,8,9 en 10.



4

Is deze<a(aly de onbetrouwbaarheidsdrempel), dan wordt de hypo-
these van onafhankelijkheid verworpen (In ons voorbeeld treedt
dus, als men & = 0,05 neemt, verwerping op).

Voor grote aartallen waarnemingen maken we gebruik van het feit

dat _é_:;ﬁéi bij benadering normaal verdeeld is, met gemiddel-

T2
de O en spreiding 1.

Continuiteitscorrectie

Deze behoeft alleen bij kleine anntallen toegepast te worden
en bestaat dasrin, dat men alle getallenceri4n~a,zm~%§met% ver-
meerdert of vermindert, zodanig dat de randitotalen dezelfde blij-

ven |a-2| Lisiner wordt.

Literatuur:

MeGeKendall, The advanced theory of Statistics, Vol.I,
(London 1947), p.303;

E.S.Pearsoh, The choice of statistical tests illustrated on
the interpretation of data clagsed in a 2 x 2
table, Biometrika 34 (1949) p.139-167.
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EQE@éliﬁﬁi§§§99§§§§w2%§u§9§2Xuﬁﬂmﬁgﬂﬁﬁgni)-
A e '
Om de hypothese oZ, tc toctsen, dat cen rcels
waarnecmingen x,,%, ... .. X, beschousd kan worden als cecen

steckproct uit een normale verdeling, d.i. een verdeling
met verdelingsdichtheid

X — At <2
\ / -3 55)
. {x_/ P — >
/ TV2n

zijn door Geary en Fearson dc verdelingen, onder hypothese
Cﬁf, berekend van enkele statistischic grootheden, welke
betrckking hebben op de vorm van de kromue ]Aay .

De eergte grootheid 'isde volgende:.

72

Zt /‘x - .7-2 i%
(1) oo =7 %/ waarin X = T o % is
= - : poy « -— 22 L=y ¢ S

Degze grootheid £ is ecen maat voor de'kurtosish
(vplatheid® of "glankheid® der kromme ?4@9 Jo In figuur 1
zijn 3 verdelingsdichtheden #=) , 7ﬂwj en /ﬁpgi getckend
waarvan 74;) cen normale is, terwijl -#(xj +te glank is
(en te dik in de staarten), en 7éﬁz)'te plat. (en tc dun
in de staarten). Pearson noemt }/ﬂp) tleptocurtich en

Aﬁg} "platycurtich.

/

fige. 1
De kritieke zdne voor 4 bestaat uit grote cen
kleine waarden van & .

1)Dit memorandun is slechts bedoeld ter orieéntering cn
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheide



- 2 -

Als tweede toctsingsgrootheid wordt gebruikt:s
&2

(2) vé? 5;%—@& f &J
—’ = OZ -—?—”.z- ol
P I2~ ;- -.-.)2.?2
) &=y

Deze grootheid is eccn maat voor de ‘schecfheid" (Engels:
"skewness® ) van de verdeling. In figuur 2 zijn 3 verde-
lingsdichtheden getelend, waarvan 7/21 symmetrisch is,
terwijl «mz%) "pogitief scheef? (omdat de "dilke staarth

rechts 11 "L) cn 4 ¢x) "ncgatief scheef® is.

/

H

n

Tige 2
De kritieke zdne voor de grootheid Léf, bestaat
ult grote cn kleinec waarden vanIﬁf (daarbij wordt ge-
woonlijk ook voor negaticve waearden de notaule'vf ge—
bruikt) .
De derde toetsingasgrootheid

(3) %g(fv—g)4

— 2_12
>
l’( - z)
is weer een maat voor dc ¥kurtosis? der kromme en
wvordt allceen voor zeer grote stcekprocve.. berclkend. Voor

kleinere steckproeven is de maat 2 voldoende.
De kritieke zOne bestaat uit grote en klecine
waardaen vaﬂ—{i.
Homogrammen der 3 groothcden:
1e. Voor de grootheid € zijn onder de hypothesc é% nomo-
grammen en tabellen berclend voor de onbetrouwbaar-
heidsdrempels 0,61; 0,05 en 0,10,waarblj 10 £ n £ 1000,
2e, Voor de grootheid 145 zijn nomogrammen becrekend voor
de onbetrouwbaarhcidsdrcempels 0,01 en 0,05, 25 g
< 1000 .
3es Voor dec grootheid v@; zijn nomogrammen berckend voor
de onbetrouwbaarheidsdrempels 0,01 en 0,05, Hicrbij
is 100 £ n= 1000,




3 L

Literatuur: ,

R.C.Geary, Moments of the ratio of the mean deviation to
the standard deviation for normal sampleg, Bio-
metrika 28 (1936) p.295.

R.C.Geary and B.S.Pearson, Tests of Normality, Biometrika
Office, London 1938.

Bovenstaande nomogrammen en tabellen komen in dese beide

publicaties voor.
Alle daarin genoteerde overschrijdingskansen zijn éénzij-

dig
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i . : 1
Transformstie op_een homogens. verdeling, !

Ter toetsing van verschillende hyrothegen lan
men gebruilk maken van een transformatie, waardoor een
stochastische grootheid 2 met gegeve.. waarschijnlijkheids.-
verdeling, overgoaet in cen homogeen verdeelde grootheild

/o .
X, Dit is een grootheid, waarvoor geldt:

(1) L *'==] =

. 0 voor x/< O
x! veor 05 x'<y¢

7 voor X'>1

dus met verdelingsdichtheid .4g(xj (frequentiekromme)
alg in figuur 1

7

.Z/

o 1
Tig. 1
Indien nu de verdelingsdichtheid n%&d van %

gegeven wordt door de kromme van Ifiguur 2:

X, 0

fige 2

én we noemen de oppervlialite links van een waarde x onder
de kromme gelegen ~ (%), dan bestaat deze transformatic
op een homogene verdeling daaruit, dat z vervangen wordt
door dat punt x  (zie fig. 1), waarvoor geldsd
(2) .Z,/:-. F/x,)
zodat links van x,” dezelfde oppervliakite onder dc Lromme
/ﬁ{rﬁ ligt, als links van x onder 7&&0 .

Men kan deze transformatie ook zecr duideliljk
voorstellen door figuur 3, waarin/~ de verdelingsfvnctic
van %' en G die van x voorstelt.

Pt I S D LR o S € £ B s

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori ntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exacthciG.



Iz
&)=Y — — — — —— /l; T T
¢ \
L
~—T 1
L~ E
) ~
L !
/ [ }I
. ' 2 7 >
fige 3

Voor cen punt x is dus G(x)= P/2=5 x/ .« Loeken
wij nu het punt &/, waarvoor »'= Flz!)= G(z) ig, dan
is dit het bij 2 behorende setransioricerde punt. De
transformatie is in de figuur door een drietal pijlen
aangegeven.

willen wij nu de hypothese ¢4 toetsen, dat
een aantal waarden % ,.. ... %, een steekproel vormen uilyd
een gegeven verdeling met verdelingsdichthedld f?x),
dan transforimcren wij dezc steckproef door dc¢ transfor-

matie:
/ / g \
(3) ='=F=), . .. . ... ., x = F(x,)
' . . . (,/g.//”“
en toetsen in plaats van‘4f , de hypothesc o 3 Gat
.%:_ .. .2’ een steekproef uit cen homogoune verdeling
n
VOTricne.
Deze toets verloopt als volgt:
. 7 4 R .
Vorm het product der waarden %, .... %, ¢n zoek hicrvan
de natuvurlijke logarithme op. Het getal
— f / / 21 "
(4) @ ..—-Zl-/é’;;’tlv*—‘ﬁz;}_—f----------/AL.Z”] 1s

de bij de steek.roef behorende waarde van cen gtatisti--
sche grootheid ¢ , die, zoals L.S.Pcarson bewezen negft,
een,zz—verdeliﬁé bezit met 2 Vrijhcidsgraden.

Is qus @ 2 @, , waarin @, een van ~ cn dc onbew
trouwbaarheidsdrempel « arfhankelijke grootiheld is, die
zgetabellecerd is, dan wordt ¢, Verwornche.

Literatuur :

LEsS.tearson, The Probability~Integral Transformation for
testing goodness of it and combining inde-
pendent tests of significauncc.

. Biometrike 30 (1938 ) p.134-148+
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Zij X2 een stochastische grootheid, die een verdelingsfunctie

Betrouwbaarhecidsintervallen (algemeen).1

bezit die, op een onbekecnde parameter é na, geheel bekend is
( & kan bv. het gemiddelde van X =2ijn, of de spreiding of
iets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal
waarnemingen van X een schatting voor & af tc leiden.

Een betrouwlaarheidsinterval ¢ voor ¢ is een interval,

waarvan de grenzen afhankelijk zijn van de waarnemingen %, ,...,
4. van X , en dat de eigenschap bezit,.behoudens een zekere
gegeven onbetrouwbaarhéidfa., de juiste waarde van ¢ te bevatten.
Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids-~
intervallen slechts in ongeveer een fractie & van deze gevallen
het interval® zo zal uitvallen, dat het ¢ niet bevat. Hierbij
is dus 6 constant en het intervalcﬁlveranderlijk (en wel sto-
crastisch). Hierin ligt het grote verschil met een zgn. voor-
spellingsinterval, d.i. een gegeven vast interval, waar een
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt.
Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheids=
interval is het volgende: zij 9?éen toets voor de hypothese
¢ =6, (vgl.s47(16)), dan is & de verzameling van die waarden
‘2 die bij toepassing veulﬁfnp grond van de gevonden waarne-
mingen % ,...., %, niet voor verwerping in agnmerking komen.
Is 57Jtoegepast met een onbetrouwbaarheidsdrempel o, dan is dit
ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter-

val.
Litteratuur:

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946,
deel II, p.62-84.

A/M. Mood, Introduction to the theory of Statistics, London
1650, p.220.

J. Vavman, First course in probability and statistics, N.Y.1950.
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1) Dit memoranaum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.




