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Amsterdam 

Statistischa Afdeling. 
S47(M6) 

A}gemene ga:qg van ~~'!A_bij het to~tsen van_e,(!~ l) 

w:I?ot hese \,. 

De toetsing van een hypothese e( berust steeds op een a.an..: 
tal wa.arnetningen 3t , ~ , ••• , ~ van 6en of meer st oohastische 
gr°'otheden2), of op e~ge groepen van waarnemingen (bv. twee 

steekproeven). 

Bij een toets beho.ort een tj;!epsings5t:oot~<! !.f (soma meer 
dan een), die een funotie is van bovengenoemde stochastisohe 
grootheden en die, voor de waargenomen waarden ~ , -s , •.. , ~ 
een waarde aa.nneemt, die berekend kan word en (bv.: he-t ge.mid­
delde der waarnemingen, of de spreiding, ef hat verschil van 
de gemiddelden van twee waarnemingen). 

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op 

grond van de onderstelling, dat~ juist is, de waarsohijnlijk­
hei4sverdelir,g van deze grootheid loan berekenen. 

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit­
komsten van g, en wel op zoda.nige wijze, dat de kans, dat.,!f 
een in Z gelegen waarde aanneemt, ender de hypothese ~' , ge_J?-:flr 
is a.an een gegeven getal ol , zodat Z dus van ~ af'hankelijk is ! 
Z heet de kritieke z~ne van de toets, a: de onbetrouwbaarjleicw­
drempel (Engels: level of significance)~ Voor ol neemt men 
veelal de waarde 0,05 of 0,01. 

Men verwerpt nu ~ op grond van de waarne mingen ~ , .z2.- , 

•.• , ~ , indien de bij deze waarneming~n behorende waa.rd.e 
van!! in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrU'kt door te zeggen, 
dat het resulta.at van het experiment "s?,-gnificant11 is. De waro­

de vand moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal 

gebeuren, is, indien ~ juist is, gelijk aan. at. Derhalve is 

ex, de kans op ten cnrechte verwerping van de juist_~ hynothe~~' 
ook de kans op een fout van de eerste soort genoomd. Indien 

mn deze method• toepast, met d = r·,05 resp. 0,01, zal men in 
gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 

~!!~-~~-~P~~hyse die men toetst juist is, deze tech verwerpen. 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori~ntatie en stree:ft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid • 

. 2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een 
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, o:f, anders gezegd, een groc-!.­
heid, die voor de elementen van een Q.2.!lectie(1ll,i~~su.m,~la­
tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden ?·nneemt. Sto­
chastische groothcden 'iiOrdun aangegeven dool"' s..qcJ....e.r,s_t_r~op_t?. 
letters. 
3) Sor.as kan men slechts bereH:en, dat dem:) km1s f c( is. 
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De toetsingstheOJ:'ie biedt in het algemoen geen moge lijk­

heid om tot aanvaatding van een hypothese te komen. Indien 
een bepaalde bypothese ~ niet verworpen kan worden, is dit 

gewoonlijk met een hele verzameling van hy;pothesen tegelijk 

het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met. aanvaarden. 

Wel zal men vaak in de loop van een statistischo a.nbilyse 
bepaalde onderstell.ingen, die pll:lusibel schijnen en voor de 

verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens zo bij de 

verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden z;Lj 

dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen 

grate a.:fwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 

Indien men dan verder de onderst ellingen ge bruikt, verwaarlooci 
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 

die echter niet zo groot zijn, dat zij a.oor de toets zijn 
ontdekt. 

Vele toetsen gelden zelf' alleen onder bepa.alde onderstel­

lingen omtrent de waa.rschijnlijkheidsvordolingen der stochas­

tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze 

nevenvoorwaarde!}; dienen steeds uitdrukkalijk" te worden ver­

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst. 

In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempel <>! wordt vaak 
bij de uitslag van een toetsing de overschrijdingskans -i op­

gegeven; dit is de kleinste waarde van a:' , waarbij in het 

betrokken geval, nog tot verwerping van~ zou zijn ovorgegaan; 
anders gezegd~ de kleinste ol ,. waJ.rvoor de gevonden waarde 

der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij a behorendo) 

kritieke z~ne Z ligt. 1ilordt dus de Wf!8-:_?:'de_{_2m2.g_E?~!LCJ_t1c_ 
werkt men met onbetro1-1;wbaarheid.sdrem-pel _o,.:, _, dan _wordt 

verworpen, indien ~ ~ ot, is. 

Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige to(. tsj ni:­

en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv. 

de twcode hieronder gegeven litteratuurplw.ts. Wij moeten h:i01'.' 

volstaan met de opmerking, dat eenzijdige toetsing veelal 

e:crder tot verwerping van d,fleidt, maar dat deze slechts on­
de~ bijzondere omst~ndigheden kan warden toegepast. 

Litteratuur: 
J.Neyman, First course in probability and statistics, New 

York, 1950, Chapter 5. . ,, 
J.Hemelrijk en H.R. van der Va.art, Het gebruik van een- en 

tweezijdige overschrijdingskansen vo,T het toetsen 
van hypothesen, Statistica 1 (1950) p.54-66. 
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DeX 2-toets voor onafhapkeliJkheid ve9, g_grootq~d~n. 1) 

De X 2-toets voor de hypothese H0 van one.fhankelijkheid 

van 2 grootheden x en y kan bescbouwd worden als een 1iit­

breiding van de in het Memorandum 847 (M15) besohreven me­
thode der Dubbele Dichotomie voor het toetsen ve.n dezelfde 
hypothese. 

Bij deze l!'.'3.atste toetsingsmethode wordt de puntetrr:olk 
van de waarnemingen (x1,y1), ••• , (1i,yN) door een horizon­
tale en ,,n verticale lijn in 4 grotipon verdeeld. Deze tweB 
lijnen warden zodanig getrokken, dat dB verschillen tussen 
de aantallen punten boven en b~neden de horizontale lijn, 
resp. links en rechts van de verticale lijn, zo klein moge­
lijk zijn. 

De: X2-toets voor onafhankelijkheid is tLn uitbreiding 
van de toetsingsmetllode der Dubb(;..le Dichotomie, in die zin, 
dat i.p.v. een horizontale en een verticale lijn, verschil­
lende horizontale en vertic:-:lc lijnen getrokken worden, 
zodanig dat in alle verticale stroken, voor zover mogelijk, 
evenveel punten liggen en evene&ns in alle horizontale atro­
ken. 

Zijn de aantallen horizontal€ lijnen en verticale lij­
nen, die getrokken worden, resp. r-1 en s-1, dan kiezeG wij 
r en a zodanig, dat rN ~ 10 is en zo mogelijk in de b11urt .s 
van 20 ligt. Hierbij is N het tot ale aantal WP.arnemingen. 
Wanneer n.l. r-1 horizontale en s-1 verticsle lijnen getrok­
ken warden op boven beschrev~n wijze,is, onder de hypoth0s 0 

H0 , de verwachting van de cantallen punten in ieder van de 
rs door de verticale en horizontale lijnen bepaalde vakk8D, 
ongeveer gelijk F.:an r~ • Voor toepassing ven de X 2-toeta 
is het noodzakt:lijk, dat dezc f.l.antallen ~ 10 zijn. 

In het algemeen worden r ens ongbvcer even groot geko­
zen, terwijl de k~uzc soms, door de aard van het speciale 
onderzoek bepPald wordt. 

-~--~-----~~-----------------
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientering en 
streeft niet n~ar volledigheid of volledige exacth~id. 
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Uit bet bovenstaande blijkt, dat de X 2-toets voor onaf'han­
ltelijkheid alleen gebruikt kan worden voor een groot aa.n­
tal wearnemingen. Wanneer het aa,ntal klein is, kan men be­
ter de exacte toetsingsmethode der Dubbele Dichotomie toe­
passen. {Zie hiertoe Memorandum 347 (M15)). 

Nadttt de horizontale en verticale lijnen aangebracbt 
zijn, warden de a~.ntallen punten in de rs vakken geteld. 
Stal dczc ae.nta,llen zijn f 1 1 , f 1 2 , •.• ,f • , , r, s 
Het volgende schema wordt nu opgesteld• . 

-

IJ., -f,,.,_ I I !A.-., /,,,:, 
--tf -tv,,.t. I t,w,,,.._, .. tu:,.,,~ ;u,,,, 

I i-,,., e ,,, t:, ~ .. f.,.,_:1 .... , 

-/.:,, .;.,. ... I I 
-/,. :1.1 .1,i,~ 

I I ·{{ ,a,~.,.1 ,..cc,;,, ... '""..i. ~- I' 
"'-'.,,,, 

'{;.,_ I t .&,J, I I -I., ,, , -t.1,.,JI ·-
I I I 

I :----- --- ,- - - i, ____ 
- - - -

__ ...,_ 
- --

I l 
I I 

•/t.1, I ,t..,.1. I 
I ~-,, 'I•' •-fi.- I, II 

,404"1:.I, I ,wA .. 1.11' I 
I ,i.. ... 1,1-1 ·"'""A .. ,, V ·t., 

f,,..I I i:,,.,_, .,, I 'CA.I."-' . t .LZ.....l.,_L i----

-(~, I +·· I I f., '/. I -~,v I ~ ;«,A', I ~ • .t I i-U',4. 1-1 A~.v 
f,,..,, -1:.-:,-', I I tA ti. I tA y 

JI, H.,_ I I h'v_1 fl~ N I I 

.In bovens,te.2nd schema zijn H1 , H2 ,, .. ,H8 , v1 , v2 ,. •• ,vr 
de zgn. 11 randtotalen", N is het totale aantal w2.r·.rneming1;;n. 

Wanneer x en y werkelijk twee onafhP.nkelijke groothcden 
zijn, dan bezitten 
ala verwachting de 

AH" I/, 7/; r~/ = 'tv·?-

bij geg&ven re.ndtotelen de waarc'len f ij 
waarden: 

Deze waarden wi,j zijn dus uit de gege-ven randtot~len 
te berekenen en worden in het schema ingevuld. Daarna uordt 
voor ieder der re vlakken de waarde 

(f,1..- w .. )2 
t. ·=J 1 zJ bepaald en weer in het schema ingevuld. 

l.J wi,j 

Als toeteingsgrootheid bij deze toets wordt de groot­
heid /- 2 gebruikt, met 

X ~ = (-1:.,,, + - ..• + t,, I/' )+(t.,_,,+ ---- +t,i, II)+ --- • - -+(-t.i,, + • ~ . ..,. ~.J) £ ~ ( 
c.,; 

Welke ender de hypothese H0 een X. 2-vcrdeling bezit, met 
(r-1)(s-1) vrijheidsgraden.(d.i. het aantal f's dat vrij ge­
varieerd kan worden, zonder de randtotalen te wijzigen). 
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Voor deze X. 2-verdeling besta.2n tabellen en nomogrammen, 
die men in vrijv,el ieder statistiooh leerboel< kan vinden. 

Grote waarden van X 2 wijzen op ";rote verschille.n tus-
sen de gcvonden aantallen fi,j e..n 
berekend i.n de onderstelling, dat 
pen daa.rom de h.;rpothese H0 indien 

x.t ~ X: 

hun verwacfttinge.n w1 ., ,J 
H0 juist is. We verwer-

is, waarbij ~ 2 de wav,rde van X 2 is, wae.rvoor 

F [xJ G x.:] =Ii( 

lH.erin is °' de onbetrouwbaarheidsdrempel. De hypotheae H0 

zal dan gemiddeld in een fractie«. van di-0 gcvellen, waerin 
H0 juiat is, ten onrechte verworpen worden. 

X J • 
De waarde ~, waarvoor bovenstaande betrekking g~ldt, 

kan.gemakkelijk uit de tabellen of nomogrammen van de)(~ 2-
verdeling bepaald worden. 

Littere.t'!:_l.~: 

M.G.Kendall, 

J.,.M.Mood, 

The ad ve.nced Theory of Stat ist ice, 
Volume I (London 1947). 

Introduction to the Theory of Statistics 

(London 1950). 

R .. Ji..Fisher and F.Yates, Statistical Tables, 
(London 1949). 
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:ge X 2- toets (Algeme~nl. j 
Wij besohouwen een experiment, dat als resultaat esn van de, 
elkaar uitsluitende, uitkomsten 

( 1 ) A1 , A2 , ••• , Ak 

heeft. DeX 2- toets stel t ons in staat om, op grond van de 
resultaten van een aantal onafhankelijke uitvoeringen van 
het experiment, de hypotheseH0 te toetsen, dat de kansen op 
de uitkomsten A1, ••• , Ak gelijk zijn aan gegeven getallen 

(2) P1, P2,•••• pk' 

waarbij p1 + p2 + ••• + pK = 1 is. Deze voorwaarde is nood­
zakelijk, daar de uitkomsten elkear uitsluiten, maar een van 
alle moeten optreden. 

IndienHo juist is en er n waarnemingen warden verrioht, 
is de mathematische verwachting van de aantallen malen, dat 
A1 , ••• , Ak hierbij zullen optreden: 

(3) np1 , np 2 , ••• , npk. 

Worden in werkelijkheid de frequwntiea 

(4) n1 , n2, ••• , nk 

gevonden, dan zal men, indien de riJen (3) en (4) goed over­
eenstemmen de hvpothese H~ niet verwerpen, maar indien zij 
slecht overeenstemmen wel. Als meat voor de overeenstemming 
van de twee rij en neemt men nu de grootheid X .. 2 , die gedefi­
nieerd is a.ls i 

( 5) y ~. -· l --n, ~ 'V\. bl?,, + l '\,~ _:- 'V'\. ~ l, \ 'l.. + - - . - . -\· \2"'- I< - ... ,. ? I<\ l. 
-'\.. - '' 0 h "'-~l, '"-'f',<-

Bij goede overeenstemming van (3) en (4) is;(2 klein 
(bij volledige overeenstemming zelfa 0) en bij slechte over­
eenstemming isX 2 groot. 
De waarschijnlijkheidsverdeling-van;(2, onder aanname van 
de hypothese H0 , is voor voldoende grate n bij benadering 
bekend en getabelleerd. 
Deze waa.rschijnlijkheidsverdeling hangt van k afi V = k -1 
wordt het ~antal graden van vrijheig genoemd. De benadering 

:I t6.:,i-, ~e.-ot~ ~ ~J..h 4".~e;l lo,. fYa.~~ 

-.A-,,~~~~~1~-~;{f,t( 



%; 
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is voldoende nauwkeu.rig, indien voor iedere i geldt, 

(6) i=1,, •• ,k. 

Indien hieraan niet voldaan is, neemt men kenmerken, 
waarvoor np1 < 10 is, teaamen tot nieuwe kenmerken, totdat 
wel aan (6) voldaan is. (Nlh hierdoor vermindert dan de 
waarde van k, dus het aental vrijheidsgraden wordt kleiner). 

Ala kritieke zane wordt, bij gebruik van de onbetrouw­
baarheidsdrempel o(, · het geb ied 

(7) )( 2 ~ l Xole){,V) 1 l. genomen, 

waarbij)((l.~,...,) zo gekozen ·1s, dat, onder hypothese \-\cu de kans, 
dat (7) vervuld is, gelijk aanot is. 

Litteratuur: 
M.G. Kendall, The advanced Theory of Statisti~s, I, 1947, 

Chapter 12. 

bbellen en nomogrammen: 
M.G. Kendall, ibidem, p. 444 - 446, 
H. Oram4r, Mathematical Methods of Statistics, 1946, p.559, 
Statistioa 1 (1946), p. 109. 


