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MATHEMATISCH CENTRUM
Amsterdam
Statistische Afdeling.

S47(M6)

Algemene gang van zaken bij het toetsen van een 3

hypothese.
De toetsing van een hypothese f%f berust steeds op een aan-
tal waarnemingen % ,% ,..., % vVvan één of meer stochastische
groothedeng , of op en;ge groepen van waarnemingen (bv. twee

steekproeven).

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid # (soms meer
dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden & , L .., &
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op
grond van de onderstelling, datcﬁg juist is, de waarschijnlijk-~
heidsverdeling van deze grootheid kan bereienen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-

komsten van # , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat &
een in 7Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese Qﬁf s geliik
is aan een gegeven getal &« , zedat Z dus van & afhankelijk is !
Z heet de kritieke z®ne van de toets, & de onbetrouwtaarheids-
drempel (Bngels: level of significance), Voor o neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01. '

Men verwerpt nu «%Z op grond van de waarnemingen % , %, ,

ooy %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde

van 4 in 7Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van & moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal
gebeuren, is, indien‘ﬁz’ juist is, gelijk aan. . Derhalve is

o de kans op ten oarechte verwerping van de juiste hypothecec,
ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
m™n deze methode toepast, met & = (*,05 resp. 0,01, zal men in
gemiddeld ongeveer één op 20 resp. op 100 van de gevallen,

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori¥ntatiec en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
. 2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een groc!-
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,popula-
tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden o nneembt. Sto-
chastische grootheden worden aangegeven door gndersirieple
letvters.

3) Soms kan men sglechts bereiken, dat dene kans Sod is.




De toetsingsthecrie biedt in het algemeen geen mogelijk-
heid om tot ganvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde hypotheseézf niet verworpen kan worden, is 4it
gewoonlijk met een hele verzameling van hypotheson'tegeiijk
het geval, Niet-verwerpen stast dus niet gelijk met sanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van een statistische analyse
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens ze bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zij
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloocct
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende gfootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alleen onder hepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdclingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijk +te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
In plaats van de onbetrouwbaarheidsdrempel ¢¢ wordt vaak
bij de uitslag van een toetsing de overschrijdingskans 7% op-

gegeven; dit is de kleinste waarde van &« , waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van ¢, zou zijn overgegasn;
anders gezegd: de kleinste o , waarrvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij 2 behorende)
kritieke 2z%ne Z ligt. Wordt dus de waarde £ opgcgeven en
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel o , dan wordt

verworpen, indien 45 is.
Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toctsing
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.

de tweede hieronder gegeven litteratuurplasts. WijJ moeten hier
volstaan met de opmerking, dat éénzijdige toetsing veelal
egrder tot verwerping vanﬁﬁgieidt, mar dat deze slechts on-
der bijzondere omstandigheden kan worden tcegepast.

Litteratuurs .
J.Neyman, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chapter 5. )
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Het gebruik van &én- en
tweegijdige overschrijdingskansen vo.r het toetsen
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.
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DeX °-toets voor onafhenkelijkheid ven 2 grootheden. '’

De:xz-toets vecor de hypothese H, van onafhankelijkheid
van 2 grootheden x en y kan beschouwd worden als een nit-
breiding van de in het Memorandum 847 (M15) beschreven me-
thode der Dubbele Dichotomie voor het toetsen van dezelfde
hypothese.

Bij deze lasatste toetsingsmethode wordt de puntenvelk
van de waarnemingen (x1,y1),..., (xN,yN) door één horizon-
tale en één verticale lijn in 4 groepen verdeeld. Deze twee
lijnen worden zodanig getrokkén, dat de verschillen tussen
de sentallen punten boven en beneden de horizontale lijn,
resp. links en rechts van de verticale lijn, zc klein moge~
lijk zijn.

De X2-toets voor onafhankelijkheid is e¢.n uitbreiding
van de toetsingsmethode der Dubbele Dichotomie, in die zin,
dat i.p.v. één horizontale en één verticale lijn, verschil-
lende horizontale en verticsle lijnen getrokken worden,
zodanig dat in alle verticale stroken, voor zover mogelijk,
evenveel punten liggen en eveneens in ealle horizontale stro-
ken.

Zijn de a=sntsllen horizontzle lijnen en verticale 1lij=-
nen, die getrokken worden, resp. r-1 en s-1, dan kiezeu wij
r en 8 zodanig, dat Fblgg 10 is en zo mogelijk in de buurt
van 20 ligt: Hierbij is N het totale aantal wesarnemingen.
Wanneer n.l. r-1 horizontale en -1 verticale lijnen getrok-
ken worden op boven beschreven wijze,is, cander de hypothese
Ho’ de verwachting van de cantallen punten in ieder van de
r s door de verticele en horizontsle lijnen bepaalde vakken,
ongeveer gelijk =an 5%; . Voor toepassing ven de 9(2—toets
is het noodzekelijk, dat deze aantallen 2> 10 zijn.

In het slgemeen worden r en 8 ongeveer even groot geko-
zen, terwijl de kecuzc soms, door de aard van het speciale

onderzoek bepeald wordt,

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntering en
gtreeft niet n=ar volledigheid of volledige exactheid,



2,

Uit het bovensteande blijkt, dat de X2-toets voor onafhen-
kelijkheid alleen gebruikt kan worden voor cen grooct aan-
tal wearnemingen. Wanneer het asntal klein is, kan men be-
ter de exacte toétsingsmethode der Dubbele Dichotomie toe~
passen. (Zie hiertoe Memorandum S47 (115)).

' Nadat de horizontale en verticale lijnen sangebracht
zijn, worden de asntallen punten in de rs vakken geteld,
Stel deze asntallen zijn f1 1° f1 2""'fr g°
Het volgende schema Wordt nu opgesteld.
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. In bovenstecond scheme zijn H1, H2,...,h8, V1, V2,...,V
de zgn. "randtotalen", N is het totale asntal we srnemingen.

Wanneer x en y werkelijk twee onafhankelijke groothcden
zijn, den bezitten bij gegeven rendtotelen de waarden fij
els verwachting de waarden:

67...’5”_ - a /iS5, 1275,
Deze waarden w, . zijn dus uit de gegeven randtotslen

i,]
te bereckenen en worden in het schema ingevuld, Daarna wordt

voor 1eder der 2rs vlakken de waarde
lJ -él————il bepaald en weer in het schemsa ingevuld.
Vi,
Als toetslngsgrootheid bij deze toets wordt de groot-
held‘x. gebruikt, met

Xi= (é +----+é,)+(f 4 e e AL ,§+—-~~--+( . -n{ 3 2_{
welke onder de hypothese H een X. -vecrdeling bezit, met

(r-1)(s8-1) vrijheidsgraden.(d.l. het aantal f's dat vrij ge-
variéerd kan worden, zonder de randtotalen te wijzigen).



3.

Voor deze x e-verdeling bestazn tabellen en nomogrammen,
die men in vrijwel ieder statistiseh leerboek kan vinden.
Grote wezarden van )12 wijzen op .;rote verschillen tus-
sen de gevonden aantallen f . en hun verwachtingen Wy L
berckend in de 0nderste;llng, dat H, juist ig.We verwern

pen dsarom de hypothese ﬁ indien
<

2

X=Xy
is, waarbij ng de wasrde van X 2 is, wasrvoor

Pl 2 ]~
Hierin is o de onbetrouwbaarheidsdrempel., De hypothese H,
zal dan gemiddeld in een fractie®X van die gcvellen, wasrin
Ho Juist is, ten onrechte verworpen worden.

2
De wasrde X, , wazarvoor bovenstasnde betrekking geldt,

kan gemakkelijk uit de tabellen of nomogremmen van de Y 2=
verdeling bepaald worden.

Litterstuur:

M.G.Kendall, The advenced Theory of Statisties,
Volume I (London 1947).

LM Mood, Introduction to the Theory of Statistics

(London 1950).

R.L.Pisher and F.Yates, Statistical Tables,
' (Londeon 1949).
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'
De }’2- toets (Algemeen).//

Wij beschouwen een experiment, dat als resultaat één van de,
elkaar uitsluitende, uitkomsten

(1) A,', A.2’oo-’ Ak

heeft. De}(z— toets stelt ons in staat om, op grond van de
resultaten van een aantal onafhankelijke uitvoeringen van

het experiment, de hypotheseH, te toetsen, dat de kansen op
de uitkomsten A1,..., Ak gelijk zijn aan gegeven getallen

(2) Pqs Ppseces Py
waarbij Py ¥+ Py + ees + P = 1 is. Deze voorwaarde is nood-
zakelijk, daar de uitkomsten elkear uitsluiten, mear één van
alle moeten optreden.

Indien H, juist is en er n waarnemingen worden verricht,
is de mathematische verwachting van de aantallen mslen, dat
A1,..., Ak hierbij zullen optreden:

(3) NP4y NPpsssey NPy

Worden in werkelijkheid de frequenties

(4) N4y Dpyeesy Dy

gevonden, dan zal men, indien de rijen (3) en (4) goed over-
eenstemmen de hypothese H. niet verwerpen, maar indien zi}
slecht overeenstemmen wel. Als meat voor de overeenstemming
van de twee rijen neemt men nu de grootheid;(?, die gedefi-
nieerd is alsi

~ *
(5) Y* - ST S il 9 Y 1 - bl
L Yepy " P "™ P

Bij goede overeenstemming van (3) en (4) is)(2 klein
(bij volledige overeenstemming zelfs O) en bij slechte over-
eenstemming 13){2 groot.
De waarschijnlijkheidsverdeling - van)( s, onder aanname van
de hypothese)ﬂo, is voor voldoende grote n bij benadering
bekend en getabelleerd,
Deze waarschijnlijkheidsverdeling hangt van k af: V = k -1
wordt het aantal graden van vrijheid genoemd. De benadering

/ ot mesmortnmoliors <9 dleebts Neoloeld /&Z 0% crmntaAile

B ofgtg‘jf asad arneosr A’M M"’"/M‘e;d
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&

is voldoende nauwkeurig, indien voor iedere i geldt:
(6) npi>10. i=1’--c, k-

Indien hieraan niet voldaan is, neemt men kenmerken,
waarvoor npi.< 10 is, tezamen tot nieuwe kenmerken, totdat
wel aan (6) voldaan is. (NB: hierdoor vermindert dan de
waarde van k, dus het gental vrijheidsgraden wordt kleiner).

Als kritieke zbne wordt, bij gebruik van de onbetrouw-
baarheidsdrempel X, het gebied

(1) X ez {)<befv\}zl genomen,

Waarbijkgwgﬂ zo gekozen is, dat, onder hypothese\*n, de kans,
dat (7) vervuld is, gelijk aand is.

Litteratuur:
M.G. Kendall, The advanced Theory of Statistics, I, 1947,
Chapter 12.

Tabellen en nomogrammen:
M.G. Kendall, ibidem, p. 444 - 446,
H. Creamér, Mgthematical Methods of Statistics, 1946, p.559,
Statistica 1 (1946), p. 109,




