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Vii M1 ftffCMAte \l$.~k1 4u ta\ •• IMD n4ea 
1• •• U8 te -· ...... ·--••inl•• (an, •• ,. .. 
pult• ftet.lina) atet u, la •naJ.• .-eneltaa ko-
ua •• •• tmue.11 tu. 1t1, !let •era•l~lt•• ter .... 
ttacea, aUe a1)peepu vu ••• llepulte YoetUII te-

--• JNUA. 

Ll 111\llliM IU IIDUliUi!!,Ml ltllallt !II.ti 
:a1111 ..... 

0a ••• •ween ,. ••••• op •• 1a I 1 1eate1-
•• ffUI» ~• 4e ••la•«• necllal•• ••rselek••• 

•• A •t I lJJ.a 'f wk•• 
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• .,..._. u le •••'• •• 8'1:tteat YMr ,.,.. nee.k 
pr•••• toege:,ut (•1• 'b~lage a 4? (JI t)), waanl~ 
au •• ltffnllM• 1•toetat ftl'tt, tat •• &eaii&ellu 
gel.i'k d~•• 

Dur \11 •••• toeta eektv oderatelt w.at, 
tat le -,nittagea gel1Jk •ta•, 1a ••••t le a-to•t• 
YU :Me•IIR , .... ,..,.(11• ld.jlele I t) <• 14)). 
DS.t ceen (eta. ook ,~1-ae I)• 
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»e .... 1u1e 111.ltt Id.er tlu1 Yawe17bg •• •• 
..,,.._ll•••• tat•• cat44elcl•• 1•llJt sija. 

1J tudllllla wat t,az!O t4' IDIUI DI lla: . , .... 
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M 0,54 I.I. •al•Uool la ••••••• .. , ftOzt 
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ld.41•1 ..... , ..... ~ •• 

l• IDIDI DI lad11ll l&ala• 
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11lM n.,, .. , Ai• a••oet wertea •t• 

.A• .....,oter, of 
1111 lotenet, of 
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I 2t Boten-et + o4, of 
O 1 t 10:terYetauur+ od, · of 

21 llotervetn.v+ ov• · of 
31 loiervetauur + ov + od,·Of 

» 11 Slaolie + ov, ot 
2t Slae>lie + c4, ot 
J•Sla.olie ♦ OY ♦ od, of 

S 11 Slaoli•vttsuur + cd,· of 
2,s1aolieYetzuur + ov, ot 
J & Slaolievetmur + ov + o4. · 

Ia al.le 1evallea ••~• oae opa•s•••• •• groei 
aa 1 ••b•1 1.n aoptge ceYal.leq ook 41• aa 12 .,._ 
ken. 

lo-&nclien werd one opgegeven welke rattan •it 
demelt4• usten na11Eu1. · 

/ 3. a :P., M'!Jd• Yim, oaaei-zo,Jl. • 

De hienoegepute •e1ho4e h, tat w1.i1 Yool' tw@e 
voedin&••,; 41e we w114en vergeliJke1a, het vereoail 
in groei berekenden voor paren ratten, die •it bet• 
self«• neat ltwame!'l. De ra'tten, waarvoor 4er1el;!Jk1 
pare.a, biJ een bepul4e toe1s niet Jtenden wor4en 
1•"nt1, werten \n11ten lte1ohouwins gelaten. 

OJ 4••• ver11ohill•• wer4 4• aymaetrietoe:t:a ! 2 
tcu1gepu1 .,,( s1e biJ lage s 47 (K 10)) • 
B•t. voor4ffl Yan 4e toepua~ •an dese toets lteven 
41• van S'iudtnt i.a, 4at voor d~ 1oepusit1g ervu 
Teel mialer oaientelltagea behoeven te wor4en g► 
... ._ •. le is o.a. te ondentelling 'f'U aonal:1.:telt 
everbo4ig, ff~a de ondentell:lD&,; 4at 411 a,r•U1a 
gen dft- l'U.bbi-oepea geli~k zi,n. Ult het waarnem1n&•
materu.al ltl1~Jtt 4u14eli~k,· 4at laq n1et al.le n'b• 
p-eepea ala geli~k:waardtc kuaen worien be8ohe11.ri, 
ao4at het 1a4er4aa4 gneut ia 4ese oa4erstell1n&•• 
te vera1i«u. 

l>e wlgute voediQgea 8:1.Jn NrgeleJte.ru 

a. Ii~••••• nkeni 

1. JS en O aaen met D en :a. 
2, j, Mt D1 
J. A at D2 '• •1 m.et .D2 
I. :12 Ml DI 
,. c1 ut 11 
,. o, Mt •2 
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8. o3 Mt Bl 

9. »1 ••t »2· 

b. J!J twulf wekea, 

1. A aet D1 
I., ,I. Mt »2 
,3. :s., ••t »2 
4. •2 .... », 
5. D1 aet D1• 

Aa4eJ-e Yugeli~Ungea traren alet ••c•liak ..-
' . ' . . . kt etc••• pai-en geTon« kondea tr0nen, et_._. 

het autal ,_.. ta kleia ... 
Bet r.ntiaa, •an het teepuaen van 4• a,-e• 

,~s.etona las 

• • • " 
O••r•olrij4Ullll 
,k.ua 

•• 1 6) l3 29 14 0,000 
2 25 13 10 4 O,OSJ 
l *';} •1 •1 4 o,e1+ 0,001-

4 )0 ,, 14 1 o,oo, 
s 11 11 11 ' 0,000 

' n 16 1) I 0,011 
1 ' ' ' 

I 

4 0,.004 
8 '1 4 4 ) 0,01, 
9 11 11 t r6 0,0,1 

I 

1>. 1 1, 8 ' 4 o,,o, 
2 ' 4 4 l 0.011 
l 14 , , :4 o,oot 
4 I 4 4 !3 0,04 

' 1) 1 ' ·~ o.o, 
I 

: I 

).) Ila •••• 1.,, •. 
lilt label VI bli,kt, 4at ~•it ',te Yerge1.1ake• 

I • 

~, 8,• ll1 en 1>1 •• ••e!l!"aohrtj4~tk.u••• welu• 
waa kle1n sit.a, maar a.let 10 kl•lf• 4at •• •» 
arou Mtl'fta aogea ••••l•4eren, ;a~, er ••• ver-
aehil .ia 1'oe41Qlnau4e le. . 

f 124••· het (H'l~ht1'$08k bl.eek ••:• lat ,1, ,(al-
: '-1 

tbua .1>1J T wekea) wellioht •-.tr,~i wei, 499► 
• I; 

! I I, ' 
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US • '1,iJ •• ,a-o•••• •• alaelte + ov U• wu (a.1. 
n)cne, As), wae.rltij •• lft•i aer •• ,.... .. •• 1 ...-
tu ••• 4am bi~ «• I.U!Ul•n pnena aet 4eae1tte ,.... 
ti.a&-

•• uaaa 1a • ctf •• waar .. lngu • Weiaa4 
uveel ~oa• U.•, 4at n ••• nn• lnut• 1>.
ftbov.wlQa ••1ieA lat••• J)lt 1• o, twee mui .... •--
4 enoeht , 

1. •~ te:, een'le •tut•- 1a oa4eruollt et ,i, •• 
..... ua~ .,._ ... ne,e _, •1•11• ♦ ... Sift 
_.tal ffi•ltieve ea H&a11eve venetd.lla SA_...., 
wu pwu ratten ui ,,a neat. 1n •• •pee As 
te r1jMJa valt at !let aaatal ,eaitien •• M11tlet1 
Yel'1oldllea 1a P••l in 4• 'fiU aatleN _......,._ 
ut AeaeltAe voeainga. Dit ta 1etonn •• ltellal.p 
·- ........ ·- bl-tuel (s1e I ,1 (II Ii)) • 
tit ·••ftt 

ldtl !II 
lBB!ii#ls&m 111 Jl•t, 111:!t!A m&?.Un II autl!D 
naall&lt\la &a m11, I 111. a• "m.tlY•m DI _,.. 
'&0111 a, dlll&I t qJ:&.JA ll'UEIII Al M Al IIAID 

• 

tieft Aatal .... , .. totaal 
ft ftl'a:eld.11•• 

1 , I 

1;J. \'l, ♦ 5 1, 
t4 \~ "\?v II 

0 .._.. \l_..Jt••b& «es- otvNmri~4inauw a••ft• 
,O\ 

o,eM • ._ oftn0bl°t2J4bauw ta • kleu, cat ~ 
nU. Sa4iea •U nk•Aha --• •* hn feit, tat 
•• .. ..., a ut •• , IN-»• .,.. •••• ,net a-.. 
•• lat .... , ta I••• n\Cftep llft Ueiute uata1 
,-el'lteY• Y91'8tb111H l•ffruta wvt (Id.__. Ull -.. 
l'Baiaa M1Ulea too• ie &"°••• ••--lll'S,llala
kaaa _, , ,. ~•ii••> Sin -..1., .. ·- 4e
• -'PM» IUMbtY'autt.at kwmeG MIiiea. :le _,.. 

tbue al .. , ta, ••• ! auill'O•P•• ut llaM114• ••1• 
1-tle ·--••• •SJ•• tu ep lftai YU 4~ nal,Mt 
ftl'Wi,tea WMU. 
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XJ. 113 4• ,__.. aetllecle is oa4ea-uot et t• -
&ft•t AX 'b~ Y0 .. 181 ae-t; alaoli• + •• bo&•r lilt 
tu t• u4en t-... m-.11ea If!~ ••• ftd). lie• U. 

- \"'-fl"~ "i ~":ls'-'"\ lt-'1~) 

"• t.• ,. '•-'• •• w11• .. M• .. •1ut u tit •••ft 
op _.___, .Ax la ftrgel~ling an le •f'ltric• _. 
groepen 'tel&'IIUls 

la•I n11• 
~--· .DI g\ma M ,u Dltl■ ., ltlll&t 
t •! 8fl II MIID 11'.11111111 Id 4111Wt Jldkl• 
lb :tli\ll m, 11. u,,va 111 w&.11.111• 

• • • cl ); ? 

14 11 •• 3,1 0,002 

»• kleine evenohl-134~•• 41• n kl• 91a
••• (en ate •t l ftateaS&ft14ie4 •et wen• • 
nke11ing te ,t'nlta an !let tett, tat we •• _,,po., 
u Git bi• ........................ alat •• , .. 
aldtel4• poet aas.o ant• wu au 1JI ·•• 'b•U• uc.
•• ma,oei,e.a) nrateJtllt •• taaolute Ya le •ent• 
utaote. 

).4 ld&&U&ID ft8Z\i•WMII 1M ,Al Ddll61 -•· 
WIili! t: U II 118\&1 t It• 

o., Po• •• beta•• 1•naicm u ill t J, J.J, 
la •• n.'bgnep A.a ••' a1u1ie + •• ••1'4•• 1"11tu 11• 
••aoabl 1elata ea le \1~ le ,eqeltSJtlal.•• a1 •• 
a, ...-.a1• «• a,meta-ietoe'ia toegeput. »it 1••ft• 

• 
• a 1.T 

' 14 

Ilk•& II 
f.DlltrJ;r, .. ,, 

• • 

' ' 8 ' 
• 0NnOU~4inP-

UM 

• 0.004 
t '> 0,10 

s,.., .... ,...,,jJe ••et••• aoale At U• ,.., 
lfnD.te, VUk ••n 1•z-1a&•r •••nul«-.ven.o1•• l 
\eat.ttu •• 4• klualeke •••UC1•1 ...-11 •• 48 
oat•J'etellag vu •naaltteit M'pl~U QNUta
&ta le'lrl'd.k wdt 1...-.tt ._'1:.119'1 Wij .... Ile ...,. 
_.1s,a._... tu 1•0 alpltieutJ.• aa••• ai. 81• 
.,, •1 ea .... , Ma ......... a , .. ,. ,... Ml .-w•.i-

. . 
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4a vu••• normal.a ve:rdeliq toegepui, op 4ez•lf4e 
ve:raohillen waaroJ eerat d• a,mm•t:r1etoeta teege--
paat wu. (lie biJlage 8 47 (JI 8)) .. 

a 2 

9 
b 1 

5 

ll)•J. X 

~t'd•l.1'• toet1. 

• ' 
19 3,l 
7 1,0 

IO 2,8 
22 2,2 

"' 

16 
1.3 
14 
12 

Overaehri~diqs-
kaas 

0,004 
0,34 
0,014 
0,046 

10. 

we kl"ijgen n• het volgen.4• oversioht voo:r de ove:r
eohr1j41agakana••• 41e gevo114en sij.Q voor de verge11~
k1age.Q a2, a9, l>1 en b 51 

liet nbgroep A~ loader eubg:roep A~ 
4¼.,, J'¼, 

8,aae,:r1e, oe't • Stu4••' 

• I 0,05) 0,004 0,004 

' 0,053 0,10 0,34 

l,-et:r1et0:fl,a student 

b 1 0,01 0,014 

' o,o, 0,046 

Ia4erdaad s1;Jn du.a de overs<d1rijd.ingakaaacu1 bi~ 
toe,a1u1iq Yan 4e to eta vu student kleine:r dan b 13 44 
toepamaing Y&n 4e a,-et:rieioeta. Dau het Yolcens 
i 3.3 verutwoord is subgroep Ax ltu11aiui beaoho11wlag 
te lat••• ten1jl hat gebruik van stud.eat' a toeta 
lit•!I aiet geheel v~u.·utwoor4 moet word er! 1euht, 
treldten wij de volgende oonoluaie1u 

I. (,1, a2 en 'b1), 4at er een nrru,b.11 in voed1.Qla
waar4e 1a tuaen zo11erboter en sl•lte + ov, 

II. (ult a, en 1>5)1 4at er eleobts een u1terat nuke 
aamt1~•1Ja& is Yoor een 'fe:raobil :La veedtngawaar4e 
tu;uJen slulie + ov en slaolie + ~4. 

21••rkllfl• Wellioh1 sou een gnter autal waaraeaiag«H 
bier een 4u14el1Jlter re1ultaat hebben gegeven. 

· lJ ~~••1••• wat beii:ren de pn••~~ vu_!~!¾'" •• ,, ... 
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VII de t••lla Tl a XI ltl~kt, 4&1 er MA 1.-. 
Nbil ia fte4in&~• 1a tueu1 

l.Jetenet(-) u a1M11•••t(n.u), ---'13 .. 
'belde neliasM eY • /el et la te .. eYOeal. (Ile 
•1• label 'ft). 
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1) 
Algemene gang van zaken bij het toetsen van __ e_~B 

Q.Y£Othese. 

De toetsing van een hypothese 6-; berust steeds op een aan

tal waarnemingen .:z; ,.x.z. , ••• , ~ van een of meer stochastische 

grootheden2 ), of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee 

steekproeven). 

Bij een toets behoort een toetsi~gsgrootheid ~ (soms meer 

dan een), die een functie is van bovengenoemde stochastische 

grootheden en die, voor de waargenomen waarden -Xi 9 ~ , ••• , :1;;_,,, 

een w~arde 89..nneemt, die berekend kan warden (bv. ~ het gemid

delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen). 

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men 9 op 

grond van de on<lerstelling, date~ juist is, de waarschj_jnlijk

heidsverdeling van deze grootheid kan berek2nen. 

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijko ujt

komsten van !f , en wel op zodanige wij ze, dat de kans 9 dat .!:!.-

een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese c;:4f;/ , ge~- ilr 

is aan een gegeven get al a( , zodat Z dus van o~ afhankelijk is ;' 

Z heet de kritieke ztne van de toets 1 x de o~betrouwbaarheids

drempel (Engels: level of significance), Voor o! neemt men 

veelal de waarde 0,05 of 0,01. 

Men verwerpt nu ci-lz~ op grand van de waarne mingen .Z:, , ~--r.:z., , 

•.• , ~ , indien de bij deze waarnemingen behorende waard.e 

van (:! in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 

dat het resul taat van het experiment 11 significant" is. De waar

de van d moet dan echter warden vermeld. De kans, dat di t zal 

gebeuren, is, indien d~ juist is, gelijk aan. '-¥. Derhalve is 

Ci, de kans op ten c:n.rechte verwerping van de j1:!;iste hyuothe~g_, 

ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien 

mm deze method~ toepast, met ci = c•,05 resp. 0,01, zal men in 

gemiddeld ongeveer een op 20 resp, op 100 van de gevallen 1 

!'.§-~!'1E_~~-!1-U.E9!!}ese die men toetst juist is~ deze toch verwerpen, 
I 

1) Di t memorandum is slechts bedoeld ter orientati.e en streeft 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Een stochastische grootheid is een grootheid 1 die een 

waarschijnlijkheidsverdeling bezit, o:f, anders gez0gd, een groo-t

heid, die voor de elementen van een collectie(ur:ivcrsum, D2..J2.Ula

tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden 2: r1neemt. 3to

chastische groothcden 1wrd0n ao.n6 cgeven door .QJ.ll__E:;_r.s.t.r5-~_0p_t.§. 

letters. 
3) Soms };::an mon sJ.ecl1ts beroj_l;~en 2 clat d.e::o ;:,:c,:..~s ~t'( is • .... 



- .:2 -

De toetsingstheorie biedt in het alg0moen g_een moge lijk

heid om tot aa.nvaarding van een hypothese te komen. Indien 

een bepaalde hypothese &; niet verworpen kan warden, is dit 

gewoonlijk met een hele verzame ling van hypothesen tegelijk 

het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met aanvaarden. 

Wel zal men vaak in de loop van een statistischo analyse 

bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 

verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens zo bij de 

verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zij 

dan op grand van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in 1 dat oen 

grate afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 

Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, v0rwaarloo.::·t 

~ men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 

die echter niet zc groot zijn, dat zij door de toets zijn 
ontdekt. 

Vele toetsen gelden zelf alle~rn onder bepaalde onderstel-

1.ingen omtrcnt de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas

tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze 

nevenvoorwaarder.! dienen steeds uitdrukkelijk te word en ver

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst. 

In plaats van de onbetrouwbaarheidso.rempel ot wordt vaak 

bij de uitslag van een toetsing de overschrijdingskans '--k op

gegeven; dit is de kleinste waarde van a' 1 waarbij in het 

betrokken geval, nog tot verwerping van et'; zou zijn ovorgegaan; 

anders gezegd: de kleinste ol , waa.rvoor de gevonden waarde 

der toet singsgrootheid nog juist in de ( bij a bchorendo) 

kritieke z~ne Z ligt. yiordt dus de waarde_:l o1lli2_g_even_on 

werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel __ 0-..:.,_ 1 _dan _wordt 

verworpen, indie!} ~ ~ 0& is. 

Voor het onderscheid tussen ~~n- en tweezijdige toutsin~ 

en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergulijke men bv. 

de tweede hieronder gegeven litteratuurpla-'J..ts. Wij moetcm hiD-r 

volstaan met de opmerking, dat eenzijdige toetsing veelal 

earder tot verwerping van cfleidt, rar'lar dat deze slechts on-· 

der bijzondere omstandigheden kan warden toegepast. 
. ' . 

Litteratuur~ 
J.Neyman, First course in probability and statistics, New 

York, 1950, Chapter 5. . ,, 
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Hot gebruik van een- en 

tweezijdige oversch:rijdingskansen vo,r hot toetsen 
van hypothesen, Statistica 1 (1950) µ.54-66. 



MA.THEMATISCH CENTRUM 
Amsterdam 

fftatistische Afdeling. 

S47 (M7) 
De toets van Wilcoxon. 1 ) 

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothcse ~, 

inhoudend dat tweo steGkproeven ~ , ••• ,x~ en c½ ,•·•,cf,m, 
afkomstig zijn uit een collectie (ook po":ulatio of univer~um 
genaamd). Zij is strict genomen, toepasbaar onder de voorwn.rtr·· 

de, dat er geen enkel paar wan,rden ( ~·, JI; ) is met :>C,:, = ,,ii • 
Verdere voorwaarden zijn voor de toepassing niet nodig, ter

wij£0lfe zcjuist genoemde, indien er niet teveel dergelijke 

paren zijn, de toepassing van de toets weinig hindert. 

De toetsingsgrootheid [I is het aantal pnren ( ~·, ~t-: ) 
t ~ 

waarvoor xl' 7 f...,; is (het n.n.ntal "inversies"). Dnar er #.'nv· 
(, p 

dergelijke paren zijn, kan l/ G.lle gehele waarden vo.H O tot 

en met .:\'i-.711Z nn,nnemen. 'Is !/ groot, dan liggen er veel waarden 

.:t:.:· verder narrr rechts dan waarden jt,: , is !/ klein, dan juist 
(R 

weinig. 
.fl/ De kritieke zone ,t, noemt nu danrom de kleine en de grote 

wn.arden van fl en wel van beide zoveel, dat de gekozen onbe

trouwba;:i.rheidsdrempel lk-,, niet overschreden wordt. 

Voor eenzijdige toetsing, te onderscheiden in linker- en 

rechter-eenzijdige toetsing t gebruikt men kri tiske z'cmes l(, 
resp.½ ,. die geheel bestaan uit kleine, resp. grot®- waarden 

van ll. 
Verwerping VR.n d1.: ten gevolge van het vinden van een grote 

(resp. kleine) waarde van t'l wij st erop, dat ~ , •.• , .?{...,_, en 

~ ,. .. , //-m- steekproeven uit verschillende collecties zijn, 

waarbij' de op dex-collectie aangenomen waarden systematisch 

groter (resp. kleiner) dan de op de ;-col le ctie aangenomon wf'..~'lr
/ den zijn. 0 

Li tteratuur: 

F. Wilcoxon, Individual compA.risons by ranking methods, 
Biometrics 1 (1945), p.80-83. 

H.B. Mann and D.R. Whitney, On a test of whether ona of two 
random variables is st ochasticRlly ln,rger thr:m 
the other, Ann.Math.Stte:t.18 (1947),p.50-60. 
Bevat tabellen voor n en m ~ 8. 

H.R. van der Vaart, Some remarks on the power function of 
Wilcoxon's test for the problem of two samples, 
Proceedings van de Kon.Ned.Ak.v.Wet. ,53 (1950), 
p.494-520. -

H.R. van der Vaart, Gebruiksaanwijzjng voor de toets van Wil
coxon, met tabe llen voor n en m ~ 10, Rapport 
S 32 ( M4) ( 1950). 

D. van Dantzig, Kadercursus Mathemntische Statistiek, Math. 
_____________ Qentrum, Amsterdam(l947-50), hoofdstuk 6, 3. 

1 )Di t memorandum is s lechts bedoeld ter orient1.. tio 0n streeft 

niet naar volledigheid of volledige exnctheid. 
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Toets van "Student" voor het gemiddelde van een 

normale verdeling. 1 ) 

Gegeven: de steekproef ~ , .:>t-L , •••• , x.... ui t e en nor:rr.a. ]e 

c·ollectie. Anders gezegd! ~ , ••• , ~ zij n onafhankelijke waar

nemingen van de stochastische grciotheid~ , die normaal V3r

deeld is (de zgn. waarschijnlijkheidsverdeling van Ga~ss 

bezi-t) 2 ). . . 

~ (te toetsen hypothese)~ Het gemiddelde van~ bezit de 

waarde jt ; la is hierin een gegeven getal, b. v. 0. 

Toetsing.y.,rootheid 

t = ( ~!!- -~ )/..§/ 

waarin de bij de steekproef behorende waarden van·(!! en -::f "ge
geven worden doer m= "'o/.,..x..t.+ --·----- +x,,..,. en j~1~-.,,)2+ ..... fx,.-.,;,t 

m- 'J"·~ at.--/ 

is. 

Indien 6'i( juist is, zullen dicht bij O gelegen waarden 

vaker voorkomen dan ver van O gelegen waarden. Is echter het 

gemiddelde van x verschillend van j£- , dan zullen verder van 

0 af liggende waarden vaker voorkomen dan indien ~ juist is. 

Als kritieke z~n~ Z kieiit men daar::;m voor tweezijdige tcet

sing een gebied van de vorm 

ltl ?:. t" 
en voor eenzijdige toetsing 

linker-t "et sing 
f. ~-t, 

rechter--toetsing 
f?: 4 

De waarden t0 , i"_i en ~ z1.Jn getabelleerd voor verschillende 

waarden van de onbetrouwbaarheidsdrempel oC. 

Li tteratuur: 
M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, Londen 1946, 

~ol.II, p.98-10~; tabellen iq deel I, p.440-41. 
Opmerking~ Het bij' de tabellen vermel~e aan~~l 
vrijheidsgraden (aangegeven door J) ) is gel1.Jk 
aan -n -1 

A. M. Meod, Introduction to the theery of Statist;..cs, London 

-----------~222L_p.425. 
1) Dit memorandum ~s slechts bedoeld ter orientatie en streeft 

niet naar volledi..gheid of volledige exactheid. 

· 2) d. w. z., dat de kans, dat ?..t '§ x is, gegeven wordt door: 
. I Ix , (u.-,it.JZ-
-p [ =!: ~ x J = /tM e - ~ crz. d a 

er '21t 
-oO 

\ 
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De toets van Student voor 2 steeknroeven1 >. -·---... -- .... __. __ .....,. ___ •o:--~------· --· --- -- ____ ..___ __ .,,..,_.. __ __, .. -.. ...- ~-----
Deze toets van Student '.,ordt sebruikt voor het 

toetsen van de hy1:,othese ~ , dat 2, steekproeven 
.,., '){ ::t: en t.1 u t 1 bes,...hound 1~vnn°·· rcro·•de·-, al'"',-, 

.,..., ' ;i. ) • • • .. • .. -·rt 1 7 J > ;;ri. 1 · · · · · - - Jf~n " ' · ' -'- • 1 c .i,l ' .L .L~ ~ 
V V V 

steekproeven uit eenzelfde nornale verdcling. 
De groothej_d !, welke hj_er~Jij a1s toctsinr;s

grootheid ::sebruikt v1ordt :.:;n vmarvan Student de verdelings

functie berekend heeft, is de volgende; 

Hierin zijn ,,>!!u en ~ de gemiddelden van cle 2 steel:proeven 

terwijl Seen schatting is van de spreidins if van de nor

male verdeling, waarui t volgens ~ de steel;:proeve:1 c;etrok~

ken zijn. De bij de gevonden steekproeven behorende waarde 

van 1!.lx., '?Tl en S zijn op volgende wijzv, uit de vmarne1:1in
gen te beretenen: 

mz = ... L { x + x -,. - .. - - - . - ..,. ~~) 
:If, /11, I '2. 

Bovenaenoemde ~rootheid t bezit ala verdelin~ tle verde-..., b -~ 

lirlg van 11 Student 11 met v = n +/Y11--- :2.- vrijheidsG,rEi.den. 

Deze verdeling is getabelleerd voor < = 1 t/rn 20 
[t] voor )) = 20 t/l .. L 100 zijn waarde:n vcm t bcrel;:end, 

welke behoren bij de onbetrour;baarheidsdrempeln cl= 0,01 

en cl= 0,05. [2] 

Is #Z:: juist, dan zullen dicht bij nul gelegen 

waarden vaker voorkonen, dan ver van nul gelcgcn waardon,, · 

De kri ti eke zone kiezen 'F/8 dus zodanig f dat ze sevorLld 
worden door grote en kleine waarden van t. De L:::>i tiete 

zone bestaat dus, bij gegeven waarde van , u:Lt tweo 

stukken: t < -t0 en :t_ > t 0 , waarin t 0 de bij oc en Y bebo-· 

rende kritieke waarde is, die in ftJ en [2] getabelleerd 

is. Voor ~~nzijdige tootsing is de kritieke z8ne van do 

vorm t -; -t 1 of ! ~ t,. 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatic en 
streeft niet naar vollediBheid of volledice exacthoid. 
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Li teratuur : . --~ 

I1]. M.G.Kendall, The Advanced Theory of Statistics, 
London 1946, Vol, II p,109, tabellen in 
deel IP• 440-41; 
Opmerking: het bij de tabellen vermoldc 
aantal vrijheidsgraden (aangegeveJ door 
v) is gelijk aan n + m - 2. 

[2], Elizabeth M.Baldin, Table of Perccnt&ge Points of the 
t~distribution, Biometrika Ji (1943), 
p. 362. (Deze tabel warden tv~i,.jdig___e 
overschrijdingskansen gcgeven). 
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H:p>othese H0 : de waarnemingen z 1,.~-,zn, ziJn afkomstig van n' 
onafhankelijk verdeelde stochastische grootheden, diG alle ~nme
'tri~oh ten o_pzichte van O verdeeld zijn2). Van deze toets bestaan 
meerdere versies T1, ••• ,Ti. We bespreken eerst ~, en T2• 

Toet~in~s_fil:'.oothej.en. Deze worden als volgt uit z 1 , ••• ,zn• 
afgeleid: 

1e. de V(aarnemingen, die gelijk aan O zijn worden weggelaten. 
Stel er blijven over: z 1, ••• ,zn• 

2e. Hieruit worden de positieve waarnemingen gezocht. Stel dit 
zijn x~,••·,xn, dus n1 in aantal. 

I 1 . 
3e. De overblij~ende negatieve waarnemingen worden 

veranderd, zodat zij ook positief worden., Stel dit zijn 

4e. De groothedert x 1 , ••• ,"n en y1, ••• ,yn worden, 
1 2 

van teken 

dan Y1,•••,Yn • 
2 

door elkaar, 

in afdalende grootte-volgorde opgeschreven. Stel dit geeft: w1, ..• ,wnc 
(Komen er gelijken voor, dan worden deze in willekeurige volgorde · 
ge:plaatst.) 

5e. 'De groep waa.rden w1 , •••. ,wn wordt verdeeld in twee groepen 
w1 ,w2 , ••• ,~~ en wr+1, ••• ,wn, waarbij wr t wr+1 is en r zo dicht. 
mogelijk.bi: de waarde ½n genomen wordt. Is n even, dan wordt r=½nt 

indien althans w½n / w½n+i is. Zijn er twee mogelijk keuzen voor r, 
beide op g~lijke afstand van in, dan nemen wij r> ¼n. Is b.v. n 
oneven en w½n-½ / w¼n+½• dan nemen wij r=½n+½. Wij geven de waarden 
w1, ••• ,wr aan als groep A (die dus r elementen bevat) en de overigen 
als groep B. Alle elementen van A zijn dus groter dan ieder element 
van B3) • 
................................ _ ........... ____ .. 
1) Dit memorandum 1a slechts bedoeld ter orientatie en streeft niet 

naar volledigheid of volledige exactheid. 
2) Zetten wij hier a in plaats van O, (lan geldt H.0 voor x 1-a, ••• ,xn 1 -a.c 

3) In de oorspronkelijke publicaties over deze toets (zie de litte
ratuurverwijzingen, aan het einde van di t memorandum) is een enig .. , 

zins minder algemene definitie van r gegeven. 
Alle stellingen blijven echter gelden, indien de hier gegevcn 
definitie gebruikt wordt. 
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6e. Het aantal waarden van x 1, ••• ,xn die in A voorkomen noemen 

wij u. 
De toetsingsgrootheden zijn ~1 en~, r is een hu.lpgrootheid. 

~ 22 v1aarden zi: 7 1 4/6.3/3,6/3,5/3,4/2,9/2,5/1,1/0/0/-1,3/•·2,5/ 
-3' 2/-4.,6/-4 ,G/-416/-4 ,C/-6,3/--7 ,o/-7' 9/-8 ,O/-n.1 7 ~ 

.•. r = 11, 

fig. 1 

n = 8 1 
u = 2 

-~.a .,,,i. -.3,:i, -v .,,3 
JX 

A 

S>. 
1,3 :Z.,5 :l.!l. '<(. JJ,3 6,3 '.\<> '!,:JiJ.n <1.; 

j'-----'--1-.....L---!--U.---l'--1-lL--'------

0 ,..,, 

I.>< 

Kri tieke zope_s. Waarden van n 1 , die dicht bij O of dicht bij n lig
gen) zullen, als H0 juist is weinig, maar als H0 onjuist is va~r.er, 
voorkomen. Grote resp. kleine waarden van u zullen ev0.~eens, als H 

0 
juist is weinig voorkomen. Hierop berust de keuze van ae bij T1 en . 
T2 behorende kritieke zones z1 resp. z2• z1 bevat grote en klr:d.ne 
waarden van n 1 en grote en kleine waarden van u, terwijl z2 bij 
grote waarden van n 1 in hoofdzaak grate waarden van u en bij kleino 
waarden van n 1 in hoofdzaak Kleine waarden van u bevat. T1 leidt 
bij voldoende grote n vrijwel steeds tot verwerping als de hyyothese 
niet is vervuld. T2 leidt echter alleen tot verwerping van H0 als er 
veel 120~.i ti eve (resp, negatieve) Haar den zijn, die ~_§.er van 0 

verwijderd liggen dan de negatiev~ (resp. positieve). In sororfiige 
gevallen is het juist van belang om deze laatste afwijkingen van H0 

te ontdekken. In dat geval gebruikt men T2 liever dan T1 • In fig. 2 
is een schematisch voorbeeld gegeven van een serie waarnemingen, waar
bij het aantal positieve grater is dan het aantal negatieve, terwijl 
deze positieve dichter bij O liggen dan de negatieve, ~odat T2 niet 
tot verwerping leidt. 

fig. 2 



... 3 .. 

Van T1 en T2 bestaan ook eenzijdige versies, waarvan de beschrijving 
te ver zou voeren. 

11 en T2• 
Toetsin.gsai::oothet1en. 

1 e, . 2e en 3e als boven. Eerste toetsingsgroothrd~1: Qi·· 

4e; op x 1, ••• ,xn en y 1, ••• ,yn wordt de toets van ~ilcoxon toege-
1 2 

past (vgl. S 47 (M 8)). De toetsingsgrootheden zijn _g 1 8E de U van 
deze toets van Wilcoxon. 

Kri tieke zones. Overwegingen analoog aan die voor T 1 en T2 (111et 

U in plaats van u) leiden tot ~nalo~e k.ritieke zones z1 en z2, beho
rend bij T1 en T2 • 

.Q,PmeFkinge,n: T1 e:n T2 zijn bijzonder geschiltt voor een n;Let te groo-:; 
aantal waarnemingen. Zij gelden ook voor niet continue verdeling0n. 
f 1 en T2 zijn alleen geschikt, ala er geen of weinig Ja~en (xi,yj) 
met x1=y. zijn. Voor grote aantallen zijn T1 en T2 geschikter dan 

' J ) T1 en T2• Er is ook een versie voor grote aantallen (T1 en T2 ~ die 
geheel analoog is met T1 en T2 met dien verstande, dat ~ in plaats 
van y wordt gebru.ikt (vgl. b.v. [21, blz. 77, § 6.4.5). 

Li tteratu.ur: 
(11 J.Hemelrijk, A family of parameterfree tests for sy.mrr1etry with 

respect to a given point. I, II. Proc~edings van de 
Kon.Ned.Ak.v.Wet. il (1950), p.945-955. Indagatio
nes Mathematicae 1.?. (1950), p. 340-350. 

t21 . - ti , Symmetrietoetsent Diss., Den Haag 1950, F.xcelsior, 
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Normaliteitstoctsen van Gearv en I'carson1). 
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Orn do hy)othese ~ tc toot sen, dat ccn rcrnLs 

rmarner,1ingcm .:x.;,, xz J • ••• • .x.n beschou;d kan word en al s een 
steckproGf uit eon normale v6rdclin~, d.i. een verd0lin~ 
met verdclingsdichtheid 

_ _/f x) = --1--7 c crVill~ 
e 

- .!. 
2 

zijn door Geary en Pearson do verdelinGen, onder hypothoso 
~ , berekend van enkele statistische G,rooth0den, wcllrn 

betrekking hebben op de vorm van de krorn;1e /tx) . 
De eerste grootheid"isde volgcndc; 

(1) a= waarin is. 

Doze grootheid a. is cen i:1aat voor de "kurtosis" 

( 11 platheid ;; of •1 slankheid 1: der kro;nmc -/f:x) ) • In figuur 1 

zijn 3 verdelingsdichthodcn (-xJ , /tJrj I en }"tx.) getelrnnd 

waarvan /txj een normale j_s, terwijl i.-l;t-:x) to slank is 

( 011 tc dik in dG staarton), en A,tx) te l)lat. ( en to dun 

in de staarten). Pearson noemt f tx) 11 1o:ptocurtic 11 on 

/ztz) 11 platycurtic 11 • 
I 

- -1,(;r,) 
/ .._\ I 

I \ 

,' /{'1.) \ 
I \ 

"1 

\ ''·,.jJx) 
\ \ 
\ ·, 
',, ·, 

fig. 1 

De kritieke z8nc voor a bcsta□t uit grote 2n 

kleine waarden van a .. 

1 )Di t memorandUL.1 is slochts bedoelcl ter oric:ntering on 

streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 



.. 
2 

Als tirnede tootsing,sgroothcid wordt gobruikt ~ 
qi, 

.. 2- ( _).$ v:Z - ., r ·>(=/ -!,· -:- ~-
-' -- v~i ~~~1tcz~.:1).2.;1f 

l:::../ 

( 2) 

Deze Broo-chcid is een Inaat voor de 0 scheefheid 11 (Engels: 
11 ske,.vness n) van de verdel ing. In figuur 2 zij n 3 verde:

lingsdie:htheden getckend, waarvan /{x) symmetrisch is, 

teri:rdjl f Ix) 11 positief schoef 11 ( omdat do 1.ldH:ke staart 11 

rechts ligt) en f tx) 11 ncgatief scheef 1; is. 

i'ig. 2 

Do kriticke zone voor do grootheid ~, bcstaat 

ui t grote cm kleinc waca•den van vl ' ( daecrbij VJOrdt gc-
:f 

woonlijk ook voor nog;;1ticvo vrao.rden de notatio W go-
' bruikt). 

De derde toctsingsgrootheid 

( 3) ,n,;;., (~i: - -g)~ 

f~( - 2 ( 2 

l L ?!,· - _3: ) f 
t:: I 

is weer een maat voor de nkurtosisn dcr krornmo en 
vrordt alloen voor zoer grotc stoekproove~, berekend. Voor 

kleincre stookproevcn is de maat a voldoonde. 

De kritieke z8no bestaat uit grate en klcine 

vmarden van~• 

R9.fil.C?.&taffi.ill.(::_Yl de Li.-B.r_o o tho d e !.!J. 
/V.'1 

1 e. 

2e. 

Voor de grootheid a zijn onder d0 hyriothcsc 0 -i;, nomo-

grammon en tabellen bere;_,:ond voor <lo onbetrouvvbaar

heidsd.rcm:pel.s O, 01 :1 O, 05 en O, 1 o, waarbij 10 -;;; n & 1000. 

Voor de grootheid -V~ zijn nomosramrnen borekend voor 

de onbotrouT.7baarhoidsdrornpols O, 01 en O, 05, 25 ;;. n 2 
~ 1000 .. 

3e, Voor de groothcid V~ zijn nomo0 rammen berokend voor 

de onbotrouwbaarhoidsdrempcls 0,01 on 0,05. Hiorbij 

is 100~ n~ 1000. 
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LiteratuYI..t 
R.C.Geary, Moments of the ratio of the mean deviation to 

the standard deviation for normal sample$, Bio
metrika 28 (1936) p.295. 

' -
R.C.Geary and E.S.Pearson, Tests of Normality, Biometrika 

Office, London 1938. 

Bovenstaandc nomogrammen en tabellen komen in dese beide 
publicaties voor. 
Alle daarin genoteerde overschrijdingskaneen zijn eenzij
dig. 
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T~_tsil}.lt va_n <t~.J1Y:2.othe_se.J21~ 2 me_t_ .1?..~l:1..1::L=!-..E 

van een 2 x 2-tabel 1). --------------
Wij beschouwen tvvee reeksen van onafhankelijke experi

menten, waarbij ieder exj)eriment van de tine reeks een van de 

twee resultaten A of A (non-A) heeft en ieder experiment van 
de tweede reeks een van de beide resultaten B of B (hierhij 
kan A=B zijn). Daarbij wordt ondersteld, dat bij ieder der 
experimenten van de ene reeks de kans op A gelijk aan p1 (en 
dus de kans op A gelijk aan 1-p1) is en bij ieder der experi
menten van de t~eede reelcs de kans op B gelijk aan :p2 ( en 

dus de leans op B gelijk aan 1-p2). De t-e toetsen hypothese 
luidt nu: 

H • o· 

Indien de eerste reeks uit n en de tweede reeks uit m 
waarnemingen bestaat, waaronder n1 (resp. m1) maal A (resp. B) 
voorkomt, kunnen deze gegevens in de volgende 2 x 2-tabel 
worden sa:mengevat: 

A resp. B A resp. B totaal ,- ··----
eerste reeks . n1 n-n1 n 

I 

tweede reeks m1 mm - 1 m 

totaal r n+m-r n+m 

Als toetsingsgrootheid wordt n1 t het aantal malen A in 
de eerste reeks waarnemingen, gebruikt. Indien H juist is 

0, 

bezit deze grootheid ender de voorwf;l.arde, dat r de bij het 

ex:9eriment gevonden waarde aanneemt, de volgen de vmarschijn

lijlcheidsverdeling: de kans, dat een bepaalde waarde n 1 aan
genomen wordt, is gelijk aan: 

<t ) (! ) 
1 1 
cn+m) 

r 
Als kritieke zone worden de waarden van n 1 met de klein

ste waarschijnlijkheden bijee~gezocht, tot de gekozen betrouw
baarheidsdrempel het toevoegen van een nieuwe waarde verhin

dert (bij eenzijdige toetsing bestaat de kritieke zone uit
sluitend uit grote of uitsluitend uit kleine waarden van n 1). 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 



" 

De overschrijdingskans, behorende bij de gevonden vvaarde van 

n 1 , is gedefinieerd als de so111 van alle waarschijnlijkheden 
van bovensta.ande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waar

schijnlijkheid van de gevonden waarde zijn (bij eenzijdige 

toetsing echter gelijk aan de som van de waarschijnlijkheden 

van alle waarden die groter of gelijk aan de gevondene, of van 
alle waarden, die kleiner of gelijk aan de gevondene zijn). 

Deze exacte toetsingsmethode voor H0 is afkorustig van R.A. 

Fisher. 
Indien n en m zo groot zijn, dat deze exacte b0rekening 

te omslachtig wordt, m.aakt men gebruik van de volgenc1e bena

dering: 

Gemiddelde en spreiding van de grootheid n 1. zijn (indien 
H0 juist is): 

EE__ 
n+m resp. 

:fl.Ten gebruikt dan in plaats van de exacte waarschijnlijk
heidsverdeling van n 1 de nor:male verdelin.g met hetzelfde 
gemiddelde en dezelfde spreiding en in plaats van de gevonden 

waarcle van n 1 neemt men het getal, dat } dichter bij ].1et ge
middelde lj_gt dah deze gevonden waarde ( di t laatste is de z. g. 

"continurteitscorrectie.:, die bij toenemende n en m weldra 

verwaarloosd kan worden). Let behulp van de benadering gaat 

men dan verder te werJc als boven beschreven, daarbij gebruilc 
makende van een tabel van de normale verdeling. 

Litteratuur: ---------------
R.A.Fisher, Statistical Methods for Research ~orkers, London 

1948, p. 96. Opmerkin_g: Fisher gebruikt hier de 
eenzijdige overschrijdingskans. 

J .Hemelrijk, Wa.arschijnlijkheidsrekening en Statistiek, Va-

cantiecursus Mathematisch Centrum, Amsterdam 1950 1 

§ 4. 
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z-toets van Fisher1) 

Stel we hebben twee onafhankelijke steekproeven 

met gemiddelde -. x1 • • • x.1:11 X 

Y 1 • • •Y n' met gemiddelde y, 
2 

beide uit een normale verdeling. 
De te tostsen hypothese is dan, dat de spreidingErn 

van deze normale verdelingen gelijk zijn. 

Is 

en 
'""'" 2 1 ~ - 2 

8 2 = n -1 .2:.-- (yi-y) 
2 ·'--' 

dan is de toetsingsgrootheid: 

s1 2 
Z= ~ lg ':""2 

s 2 

waarbij van s 12 en s 22 de grootste in de teller van 
de breuk genomen wordt. 

Als H0 juist is zal z in bet algcmeen klein zijn 
eh de kritieke z8ne bestnat dus uit grote waarden van z. 
Men kan als toetsing~grootheid ook nemen 

F- e2z_ !L - - 2 • 
s2 

De kritieke z8ne bestaat dan uit grote waarden van e2z. 
De toots wordt dan gewoonlijk de F-toets van Snedecor 
geno0:md. 

In de verdelingen van z en van e.2¥!. komen .twe.e:··para
meters voor:))1=n1-1 en V 2=n2-1, die het aantal vrij
heidsgraden in de teller resp. in de noemer genoemd 
worden. 

illteratuur: M.G.Kendall: The advanced theory of sta
tistics: deel II pag.115. 
P.G.Hoel: Introduction to mathematical 
statistics; pag. 152-154. 

1Jnit-;;;~;~d;;-i;-;i;;hts bedoeld ter orientatie en 

streeft niet naar volledigheid of volledige exact
heid. 
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Vervolg litteratuuropg.: 
Tabellen: M.G.Kendall: The advanced theo---..... _ .. __ _ 
ry of statistics; deel I pag. 442-443. 
P.G.Hoel: Introduction to mathematical 
statistics; pag. 250-253, 
Y1: 1 tot 500;V2: 1 tot 1000; onbetrouw
baarheidsdrempels 0,05 en 0,01. 
R,A.Fisher en F.Yates: Statistical tables 
for biological, agricultural and medical 
research; pag. 34-43. 
v1: 1 tot 24; V 2: 1 tot 120; o.obetrouw
baarheidsdrempels: 

0,20; 0,tO; 0,05; O,Oi; ~0,001 • 
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1) ,J:1-toets • 

Stel we hebben N waarnemingen: 

x11 X21 • • • xn 1 
1 

( x21 X22 • • • ~22 

• • • 
• • • 
• • • 
x1:P x2p • • • xn P 

p 

-

die verdeeld zijn in p subgroepen, terwijl het aantal waarne
mingen in de j 8 subgroep nj is. 

Veronderstel verder dat ieder der subgroepen een steek
proef is uit een norm.ale verdeling. De te toetsen hypothese 
H0 is dan dat de s:preidingen der subgroepen gelijk zijn. 

Is x. het gemiddelde van de waarnemingen in de je sub-
J I ._.e 

groep, v . = n .-1, N = ."'- 'VA -= N - l3 
. J J A:\ 

-4 ~ clan definieren wij: 
l V· 

~ ( ,. \~ L,-= Jr ~a 
':. \ /4,. 

L 1 is dus de verhouding van het geometrisch en het reken
kundig gem.iddelde van de varianties der subgroepen en is 
dus ~ 1. 

Ale toetsingsgrootheid wordt nu genomen 
' \:' \/' '1 

M I D • _j,,__ ~ 'l. ' I) .,,. 
= - N --lq L\ = N 7 -r_ --; ~- - '- '\JA ""'-<i ...?. • 

6 . A-=-' N l A,;.\ "i 
en M'. is dus ~ 0. 

Als H0 juist is.zal Min het algemeen klein zijn en de 
kritieke zone bestaat dus uit grate waarden van M. 
Litteratuur: H.O.Hartl~_x: Testing the homogeneity of a set of 

estimated variances. Biometrika .11 (1940) p.249. 
Tabellen: Ji. 0.,J{art3=_e_;y_ ,en_ E. ~-P~B.]'SO,E;: Tablc3s for t~sting the 

homogeneity of a set of estimated varianaes. 
Biora.etrika .ll ( 1946) p. 296. _____ .., _____________ _ 

1) Di t memorandu.ra is·· sl.echts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar vol~edigheid of volledige exacthfid. 


