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. Btatistische Afdeling

Rappert § 63
¥ door
Mej}.C.van Edden,

Door Dy J.Boer en Prof.Dr B.C.P.Jansen en later
door de heren Groot en Nieman werden ondersoekingen
gedaan nasr het verschil in voedingswasrde tussen
boter en plantenvetien waarsan vitamine A en D was
toegevoegd.

Het waarnemingsmaterisal werd ons toegesonden
van beide onderzoekingen, get het versoek de vraag
te beantwoorden of uit d4it materiaal eeh verschil in
voedingswaarde tussen gencemde voedingsmiddelen
blijkt.

In § 2 behandelen we de proeven van Boer en Janw
sen; in § 3 die van Groot en Nieman. In de appendix
gijn een mantal memoranda toegevoegd, waarin de ge-
bruikte toetsingsmethoden kort worden uiteengeset.
In het eerste hiervan (8 47 (M6)) wordt de algemene
gang van zaken bij het toeisen van een hypothese
behandeld. Deze wordt in het volgende bekend veron~
dersteld,

Deze proeven werden gedaan met mannelijke ratten
die vier weken na de g@ha@r@e'ﬁg$5¢uaﬁ werden en
gevoed werden mets

A. 10¢ momerboter, of
/» 10% plantenolie, waaraan werd toegevoegd T0Y
caroteen en 14 I.E. Caloiferol per week, of
C. 10% plantenolie, waarasan werd toegevoegd 70y
garoteen + 0,54 I1.E, Caloiferol per week.

In de gevallen A en B werd ons opgegeven de
groel na 7 en 12 weken; in geval C alleen de groei
ne 7 weken,
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De eerste vrasg, die zich bi] het onderzoek naax
verschil in voedingswaarde voordoet is of de proeven
die in verschillende jaargetijden met deselfde voe~
ding gedasn aim" » tegzamen genomen mogen worden,
d.w.z. 0f se besochouwd kunnen worden als steekproe~
ven uit senszelfde collectie, en in de tweede plaats,
of deze collectie als een normiale bemchouwd kan wors
den.2), Is ait het geval, den kunnen we alle waar-
nemingen met één bepaslde voeding vergelijken met
alle waarnemingen met een andere voeding, zonder
verder op een seizoen te letten.
DPit kan op drie manieren getoetst worden:

I. Berst is het materisal op normaliteit onder~
gocht, In de figuren I em II vinden we voor de vers
schillende voedingen histogrammen, Voor de voedinw

gen A (bij 7 en 12 weken) en B (bij 7 weken) is de
normaliteitstoets van Geary en Pearson toegepast
(zie bijlagen' S 47 (M 16)). Het resultaat hiervan is

Tabel I
Voeding| Groei| Aantal Overschrijdings-
na wearne~| a | kane
mningen
A 7 weken 83 0,80 | 1,00 |
A t2 ® 45 0,79 Qo%
B T ¢ 48 10,78 0,99
Voeding Groei| Asntal Overschrijdinga—
na wasrne~ W:, kans
| mingen N
A 7 weken| 33 0,3 mw |
A g = &5 0,6 0,08
M‘B 7 " 48 -0,31| 0,5

“ﬂz gullen deze in het volgende aanduiden met

*subgroepen"

R)Mm uitgédrukt: of de groel gedurende een be~
peald aantal weken geacht kan worden verdeeld %te
zijn volgens de normale verdeling (verdeling van
Gausz®)en wel volgens dezelfde verdeling onafhanw

kelijk van het seizoen,
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De conclusie luidt dus: geen verwerping van de
hypothese van normaliteit, daar geen der overschrij~
ngekansen kleiner is dan men redelijkerwijze kan

verwaghten,

Hoewel uit dit resultaat niet tot normaliteit
van de verdelingen besloten kan worden (niet-verwer-
pen stast niet gelijk met "aanvaarden") kan men er
wel uit op meken, dat eventueel toch asnwezige af-
wijkingen van normgliteit niet van ernstige aard
sijn, zodat verdere toetsingen, waarbij van normée
liteit gebruik gemsskt wordt, een voldoende mate van
betrouwbaarheid bezitten,

II. Om te toetmen of er een verschil &n ayrni&iasew
sbgroepen is, is de L, -&ucta ﬁeugepas%. {zie

Vﬂkéa&s Groel &an#a& RE'S

L na ‘uﬁ&sragyea _ _
A | 7 weken " 8,9 |niet significant
A 12 ¢ 7 6,4 | " " |
B (7 * 5 199 | ® "
B 12 4 Ts5 ¥ ” |
¢ 7 " 4 1,8 " "

III Verder is nog een varistiesnalyse') toegepast
om de gelijkheid der gemiddelden te toetsen. Het

- resulteat hiervan is (zie ook bijlage I):

Woeding | Groei z Overschrijdings~
| ne kans

A 7 weken 0,18 0,40

A 12 ® 0,09 > 0,40

B 7 * -0 510 >0,40

B 2 = =0,23 >0,40

@ ? " 9'11 >ﬁ§w

1)i$ti M.G.Kendalls The advanced Theory of Statis-—
$ies; deel II, peg. 175180,
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Uit het voorgaande blijkt dus dat er geen reden
is om san te nemen dat de waarnemingen (met één bew
paalde voeding) niet uit één normale verdeling ko=
men en we kunnen dus, bij het vergelijken der voew
dingen, alle subgroepen van één bepaalde voedihg te~-
gamen nemen,

2.3 @ndergoek der verschillen met bek ,

oet Student.

Om een antwoord te geven op de in § 1 gestel~
de vreag, zijn de volgende voedingen vergeleken.

a. A met B bij 7 weken.

b. A met B bij 12 weken.

c. A met G bij T weken.

d. B met ¢ bij 7 weken,

Hiervoor is de toets van Student voor twee steek
proeven toegepast (zie bijlage S 47 (¥ 9)), waarbij
dus de hypothese getoetst wordt, dat de gemiddelden
gelijk zijn.

- Daar bij deze toets echter ondersteld wordt,
dat de spreidingen gelijk zijn, is eerst de z~toets
van Fischer toegepast.(Zle bijlage S 53 (M 24)).
Dit geeft (zie ook bijlage I):

fabel IV:
g~toets van Fiecher voor slle tweetallen groepen.
; @2 - " deréehrisdinsdv
o Y 2 ] 't
e 4 |39 | 8 1 4,03 > 0,40
B 412 . - 47
1"z, s g :
p A |62 4 1 9,7 >0,40
B 543 34
o A |3 82 | o,07 > 0,40
4 342 - 26
la B | 492 47 0,09 > 0,40
¢ 342 26

Dus in geen van de vier gevallen verwerping van
de hypothese, dat de spreidingen gelijk zijm en de
toets van Student kan dus zonder beszwaar worden toe-
gepasts '
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- % v Overschrijdings=-
s 4 157 2,97 | 129 0,003
B 146
p A | 218 | 368 | 78 0,000
B 198
o & | 157 | g,50 | 108 0,000
¢ | 120
a B | M | 55 | 73 0,000
¢ 120

De comelusie luidt hier dus: verwerping van de
hypothese, dat de gemiddelden gelijk zijn.

Uit tebel V blijkt dat er een verschil in voe~
dingewasrde is tussens

I Zomerboter en plantenoclie, waaraan 70 Y care-
teen en 14 I.E. calcifercl per week is toege-
voegd, zowel voor ratien, die zeven, als voor
ratten, die twaalf weken hiermee gevoed zijn.

II Zomerboter en plantenclie, waarassm 70X care-
teen en 0,54 I.E. caleiferol per week is toe~
gevoegd voor ratten, die hiermee 7 weken zijn
83?@‘&.

III Plantenolie, waarsan 70 Y caroteen en 14 I.E.
caleciferol en plantenolie, waarsan 70 Y carotee:
en 0,54 I.E. caleiferol is toegevoegd, voor
ratten, die hiermee 7 weken zijn gevoed.

In alle gevallen heeft het eerstgencemde voedind
middel de hoogeste voedingswaarde.

2.1 De_ ,
Deze proeven werden grotendeels gedaan met manne
lijke ratten, die gevoed werden met:

A t Zomerboter, of
n,: Botervet, of
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B 23 Botervet + od, of

¢ 1: Botervetsuurs od, of
2: Botervetzuur+ ov, of
3t Botervetzuur + ov + od, of

D 1: Sleoclie + ov, of
2: Sleaolie + cd, of
338laclie + ov + od, of

E 1: Slaoclievetzuur + ed, of
23 8laolievetzuur + ov, of

~ 3¢ SBleolievetzuur + ov + ed.

In alle gevallen werd ons opgegeven de groei
na 7 weken; in sommige gevallen ook die na 12 we-
ken,

Bowendien werd ons opgegeven welke ratten uit
dezelfde nesten kwamen.

© 3.2 De methode ven onderzoek.

De hiertoegepaste methode is, dat wij wvoor twee
voedingen, die we wilden vergelijken, het verschil
in groei berekenden voor paren ratien, die uit hete
zelfde nest kwamen, De ratten, waarvoor dergelijke
paren , bi)] een bepamalde toets niet konden worden
gevormd, werden buiten beschouwing gelaten.

Op deze verschillen werd de symmetrietoets mﬁ
toegepast.(zie bijlage 8 47 (i 10)).

Het voordeel van de toepaseing van deze toets boven
die van Studeni is, dat voor de toepassing ervan
veel minder onderstellingen behoeven te worden ge~
maskt, Zo is o.a. de onderstelling van normaliteit
overbodlg, evenals de onderstelling, dat de spreidin
gen d® pubgroepen gelijk ijn. Uit het waarnemings-
materisal blijkt duidelijk, dat lang niet alle sub=
groepen als gelijkwaardig kunnen worden beschouwd,
godat het inderdaad gewenst is deze onderstellingen
te vermijden,

De volgende voedingen zijn vergeleken:

a. Bi] zeven weken:

f. B en ¢ samen met D en E.
3. 4 met Kg
4. Bf mmt.ﬁg
5. xg met 132
6o @1 met E,
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b, Bi] twaalf weken:

1. A met D,
2., A met D,
3. B.‘ met B2 :

4. Ba met }32

5 331 met )32.

Andere vergelijkingen waren niet mogelijk ome
det of geen paren gevormd konden worden, of eméat
het aantal paren te klein was,

Het resultaat van het toepassen van de symme-
trietoets is:

Tabel VI

Symmetrietoets T, toegepast op een asntal twee-
fallen groepen.

n r u v sg;gmhri;dmgl
a. 1 63 33 29 24 0,000
2 25 13 10 4 0,053
3 B2 : €% 4 hiaas X
4 30 16 14 7 0,006
5 18 11 1 5 0,000
6 29 16 13 8 0,018
7 9 5 5 4 0,004
8 7 4 4 3 0,015
9 21 11 9 6 0,053
b.1 | 15 8 T | 4 0,07
2 7 4 4 3 0,015
3 14 7 7 4 0,009
4 8 4 4 3 0,04
5 13 7 6 3 0,09

Uit tabel VI hnjk's, dat voor ﬂo vergelijken

& 89y b, en by de ewrn@hriﬂamukaaun welis-
wear klein zijn, mear niet zo klein, dat we op
grond hiervam mogen coneluderen, éa;t er een ver-
schil in voedingswaarde is.

Tijdens het onderzoek bleek ana, dat dit {al-

thans bij 7 weken) wellicht vorq@rqmt werd, door-
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dat er bij de proeven met slaclie + ov één was (n.l.
gubgroep Ax), waarbij de groei der ratten veel gro-
ter was, dan bij de andere proeven met dezelfde voe~
ding.

De vrasg is mu of de waarnemingen su inderdaad
goveel hoger liggen, dat we deze verder buiten be-
gchouwing moeten laten. Dit is op twee manieren on-
derzocht:

1. Bij de eersie methode is onderzocht of bij de
vergelijking van gomerboter met slasoclie + ov het
asntal positieve en negptieve verschillen in groei
voor paren ratten uit één nest, in de subgroep Ax
te rijmen valt met het acnial positieve en negptleve
verschillen in groei in de vier andere subgroepen
met dezelfde voedingen. Dit is getoetst met behulp
van de methode der 2x2-tebel (zie 5 53 (M 23)) en
dit geefts

Aental positieve | Aantal megatie-
versohillen ve vnxsaﬁillwn Totaal

rsn&grvay Ax 1 | 7 8
Andere sub-

E‘mﬂpm 32 #5 17

Lﬁtaél

H\> B | | = DY 28

oﬂa‘ﬂwmwta berekening der overschrijdingskans geeft:
€500%, Deze oversohrijdingskans is zo klein, dat wi]
gelfe indien wij rekening houden met het feit, dat
de subgroep Ax uit de 5 groepen van deze proef geko-
gen is, omdet in deze subgroep het kleinste santal
positieve verschillen gevonden werd (hiermee kan me:r
rekening houden dcor de gevonden overschrijdings-
kans met 5 te vermenigvuldigen) het weglaten van de-
ze gubgroep gerechivaardigd kunnen achten. De hypo=
these nl,, dat deze 5 subgroepen uit éénmelfde colw
lectie genomen mijn, kan op grond van dit resultaszt
verworpen worden.
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II, Bij de tweede methode is ondersoocht of de sub~
groep Ax bij voeding met slaolie + ov hoger ligt
dan de andere twee uﬁhgx?ayea met deze vaa&&ng. Hiex

2 B ™M)
voor is de toets van wilaexnﬁV%eosapast en 4it geeft
op subgroep Ax in vergelijking met de overige sub~

groepen tezament

Tabel VIII:

24 | 15 | 288 | 3,1 | 0,002

De kleine overschrijdingskens, die we hier vin-
den (en die met 3 vermenigvuldigd moet worden om
rekening te houden met het feit, dat we de subgroep
Ax uit drie subgroepen gekozen hebben, omdat de ge~
middelde groei hier groter was dan in de belde ande-
re subgroepen) versterkt de conclusie van de eerste
meithode.

Op grond ven hetgeen gevonden is in § 3, 3.3,
is de eubgroep Ax met slaolie + ov verder buiten be-
schouwing gelaten en is bij de Wergelijkingen a, en
ag nogmeals de synmetrietoets toegepasmt., Dit geeft:

Lobel IX

trietoets

S e

n P u | v Overschrijdings-

e 2 | 17 | 9 9 | 2 0,004
9 14 8 6 2 > 0,10

Daar parametmrvrije toetsen, moals de hier ge~
bruikte, vaak een geringer onderscheidingsvermogen 3
bezitten dan de klassieke methoden, waarbij van de
onderstelling van normaliteit en gelijke spreidin-
gen gebruik wordt gemaskt, hebben wij voor die ver-
gelijkingen, die geen significantie gaven, nl. &y,
8gs b1.un,h§ nog Student's toets voor het gemiddel~-
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de van een normale verdeling toegepast, op dezelfde
verschillen waarop eerst de symmetrietoets toege-

past was. (Zle bijlage S 47 (¥ 8)).

Tebel X
n f‘ | v chruehrijdingn—
kans
a 2 19 3,3 16 0,004
9 7 10 13 0,34
b 1 20 2,8 14 0,014
5 22 2,2 12 0,046

We krijgen nu het volgende overzicht voor de over-
schrijdingskansen, die gevonden zijn voor de vergelij~
kingen 8or 8gs b1 en bﬁs

Tabel XIt
Met subgroep A§ z@hderkaﬁbgracy A%
Symmetrietoets Student
a 2 0,053 0,004 0,004
9 0,053 0,10 0,34
Symmetrietoets Student
P 1 0,07 0,014
5 0,09 0,046

Inderdaad zijn dus de overschrijdingskansen bij
toepassing van de toets van Student kleiner dan bij] de¢
toepassing van de symmetrietoets. Daar het volgens
§ 3.3 verantwoord is subgroep Ax buiten beschouwing
te laten, terwijl het gebruik van Student's toets
alleen niet geheel verantwoord moet worden geacht,
trekken wi] de volgende conclusies:

I. {uit 8, en b,): dat er een verschil in voedings~-
waarde is tussen zomerboter en slaolie + ov,

II. (uit g en‘hg)t dat er slechts een uiterst zwakke
aanwijzing is voor een verschil in voedingewaarde
tussen slaolie + ov en slaolie + £d.

Opmerking: Wellicht zou een groter aantal waarnemingel
hier een duidelijker resultaat hebben gegeven.

3.2 Conclusies, wat betreft de proeven van Groot en

Nieman:
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Uit de tebellen VI enm XI blijkt, dat er een ver-
gchil in voedingswaarde is tussen:

I.Botervet{gunr) en slaclievet(zuur), wasrbij aan
beide voedingen ov en fof ed is toegevoegd, (Zie
a8, tabel vi).
II.Zomerboter en slaclie + ov (a, en b,,tabel i11).
I11.Zomerboter en slaolie + od {&3 en b, tabel vIi).
IV.Botérvet en slaclie + od (sie 8, en hz,kahal YI).
V.Botervet ¢ od en slaclie + od (sie 8, en b§,$m~
bel VI).
Vi.Botervetzuur + od en slaolievetzuur + od (zie By
tebel VI).
VIi.Botervetzuur + ov en slaclievetzuur + ov (zie a?,
$abel VI),
VIIi.Botervetzuur + ov + od en slaclievetzuur + ov +o0d
(sie ag, tabel VI).

In alle gevallen heeft het eersigencemd
middel de hoogste voedingeswaarde,
Verder is er slechts een uiterst swekke sanwi
voor een verschil in voedingswsarde tussen slaoliee
oy en slaoclie + od,

Ben gedeelte der berekeningen werd door de Hekenw
afdeling van het Mathematisch Centrum uitgevoerd,
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Voeding
A 7 weken

A 12 weken

B 7 weken

B 12 weken

C 7 weken

Yariantieesnalyses

g:ggﬁé vrijheidg~- qQuotiént
%nj(§3~i)§ 5265 | .} 10 527
T (x,,-%,)° 26.682 72 371
T, (xy%) 31,947 82 390
= 1g gﬂ- = 0,18
;ggggz vrijhelda~ quotisnt
T o (‘ij-'i)’ 4372 6 729
T (xyy-%))° 22999 38 605
b3 (::“-")§ 27374 24 622
g=3 1g %g = 0,09
:;:z:; vrijheids~ Quotiént
2 nj(x --"')§ 1369 | 4 342
b (x -x}ﬁ 19.367 47 412
r)
~Z= 5 lg %3% = 0,10
g;:;:i vrijhelds=|onotiént
Ta ('iég'i)? 1064 3 355
>: %, -%.)2 17395 3 561
% (::“a-x) 18459 34 543
—z= % 1g §§§ = 0,23
03 5)2 1243 3 414
| 2 (x“—xi)z 7664 23 333
z (zg-x) 8904 26 342

g= 1g §§ = 0,11
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Algemene gang van zaken bij het toetsen van een

hypothese.

De toetsing van een hypothese a%f berust steeds op een aan-
tal waarnemingen % ,% ,..., %, van één of meer stochastische
grootheden2 , of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee

steekproeven).
Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid # (soms meer

dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden % ; L ,..., %,
een waarde aanneemt, die berekend ken worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op
grond van de onderstelling, datc%z juist is, de waarschijnlijk-~
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit--
komsten van # , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat %
een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese G%f g ge%;iv
is aan een gegeven getal & , zodat Z dus van ® afhankelijk is .
Z heet de kritieke z®ne van de toets, & de onbetrouwbaarheids-
drempel (Fngels: level of significance), Voor o/ neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu G%Z op grond van de waarnemingen % , “Z, ,

ooy %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde
van # in 7 ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van & moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

gebeuren, is, indien‘ﬁg’ juist is, gelijk aan. &. Derhalve is

¢ de kans op ten onrechte verwerping van de juiste hypothesc,
ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
mn deze methode toepast, met & = ¢,05 resp. 0,01, zal men in
gemiddeld ongeveer &én op 20 resp. op 100 van de gevallen,

- - — - ——— v w—

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeit
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezecgd, een grooi-
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,vopula-
tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden 2 nneemb. Sto-
chastische grootheden worden aangegeven deoor goundsrsiruepte

P )

letters. ,
3) Soms kan men slechts bereiken, dat dewe kaung éﬁ( i




De toetsingstheorie biedt in het algemcen geen mogelijk-
heid om tot aanvaarding van cen hypothese te komen. Indien
een bepaalde hypotheseé%f niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van een statistische analyse
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, alvorens zc bij de
verdere bewerking van het materiaal +te gebruiken., Worden zij
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in =zo
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarlocot
men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,

die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijk +te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
In plaagts van de onbetrouwbaarheidsdrempel ¢ wordt vaak
bij de uitslag van ecn toetsing de overschriidingskans 75 op-

gegevens dit is de kleinste waarde van &« , waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van ¢, zou zijn overgegann;
anders gezegd: de kleinste & -, warrvoor de gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij 2 behorende)
kritieke z®ne Z ligt. Wordt dus de waarde A opgegeven en
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel o , dan wordt

verworpen, indien #€ o is.
Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige tocutaines
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.

de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moeten hier
volstaan met de opmerking, dat &énzijdige toetsing veelal
eérder tot verwerping van<ﬁ§ieidt, maar dat deze slechts on-
der bijzondere omstandigheden kan worden toegepast.

Litteratuurs ) o
J.Neyman, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chapter 5. . ..
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Het gebruik van een- en
tweegzijdige overschrijdingskansen vo.r het toetsen
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.
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. De toets van Wilcoxon.l)

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese é%f,
inhoudend dat twee steckvroeven % ;...,%, en 2%,...,jgm
afkomstig zijn uit &&n collectie (ook pojulatie of universum
genaamd). Zij is strict genomen, toepasbaar onder de voorwanr-
de, dat er geen enkel paar waarden ( %y % ) is met = Lo
Verdere voorwaarden zijn voor de toepassing niet nodig, ter-
wijfoge zojuist genoemde, indien er niet teveel dergelijke

paren zijn, de toepassing van de toets weinig hindert.

De toetsingsegrootheid # is het aantal paren ( 2?,,%;)
Wwaarvoor 2;:}%; is (het aantal "inversies"). Daar er*ﬂ;sz
dergelijke paren zijn, kané?sﬂje gehele waarden van O tot
en met ®.om aammemen. Is é/groot, dan liggen er veel waarden

% verder naar rechts dan waardenf}g y is_é/klein, dan Jjuist
weinig. e

De kritieke zbnefg’neemt nu daarom de kleine en de grote

waarden van # en wel van beide zoveel, dat de gekozen onbe-

trouwbaarheidsdrempel & niet overschreden wordt.

Voor ééngzijdige toetsing, te onderscheiden in linker- en
rechter-éénzijdige toetsing, gebruikt men kritieke zbnes f?,
resp.ﬁg y» die geheel bestaan uit kleine, resp. grote waarden
van # .

Verwerping vantS%ften gevolge van het vinden van cen grote
(resp.kleine) waarde van & wijst erop, dat % ,..., %, en

L AT ﬁ;@steekproeven uit verschillende collectiés zijn,
wéarbij de op de.x-collectie anngenomen waarden systematisch
groter (resp.kleiner) dan de op de &-collectie asngenomen wonr-

den zijn. 4

Litteratuurs

F. Wilcoxon, Individual comparisons by ranking methods,
Biometrics 1 (1945), p.80-83.

H.B. Mann and D.R. Whitney, On a test of whether one of two
random variables is stochastically larger than
the other, Ann.Math.Stet.18 (1947),p.50-60.
Bevat tabellen voor n en m £ 8,

H.R. van der Vaart, Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of two samples,
Proceedings van de Kon.Ned.Ak.v.Wet.,53 (1950),
p. 494-520,

H.R. van der Vaart, Gebruiksaanwijzing voor de toets van Wil-
coxon, met tabellen voor n en m £ 10, Rapport
532 (M4)(1950)- '

D. van Dantzig, Kadercursus Mathematische Statistick, Math.

Centrum, Amsterdam(1947-50), hoofdstuk 6, 3.

1)Dit memorandum is slechts bedoeld ter oridntitis on streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Toets van "Student" voor het ge?iddelde van een
1

nermale verdeling.

Gegeven: de steekproef % ;2% ,...., % uit een normale
collectie. Anders gezegd: % ,..., % 2ijn onafhankelijke waar-
nemingen van de stochastische grooctheid £, die normaal var-
deeld is (de zgn. waarschijnlijkheidsverdeling van Gamss
bezit)?’. x

é%: (te toetsen hypothese): Het gemiddelde van X bezit de
waarde # ; # 1is hierin een gegeven getal, b.v.O.

Toetsingsgrootheid

£ = (m-p )/s’

waarin de bij de steekproef behorende waarden van 27 en  ‘ge-

en Ll o)t (%,-m)
72 e~y

Z, x e e e Z,
geven worden docr % = 2772 % -- T

is.

Indien é%fjuist is, zullen dicht bij O gelegen waarden
vaker voorkcmen dan ver van O gelegen waarden. Is echter het
gemiddelde van X verschillend van /¢ , dan zullen verder van
O af liggende waarden vaker voorkomen dan indien éﬁfjuist is.
Als kriticke zdne 7 kie$t men daarcm voor tweezijdige toet-
sing een gebied van de vorm

izl = 4
en voor éénzijdige toetsing
linker-tretsing rechter~toetsing
t <4 £z 4

De waarden £, , £ en £, zijn getabelleerd voor verschillende
waarden van de onbetrouwbaarheidsdrempel o .

Litteratuur:

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, Londen 1946,
Vol.II, p.98-102; tabellen in deel I, p.440-41.
Opmerking: Het bij' de tabellen vermelde aantal
vrijheidsgraden (aangegeven door V ) is gelijk
aan 7 -/ ‘

A.M. Meod, Introduction to the theery of Statistics, London

T o . —— ——— T —— " — > o o

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
- 2) d.w.z., dat de kans, dat X < ¥ is, gegeven wordt door:

/ -Z . J (“_&‘)2
2&'.// e " 7 du
—50

.stysaV”
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r 2 steekvro even1).

«—' =N o

De_toets van Student voo

o=

Deze toets van Student wrordt sebruikt voor het
toetsen van de hyvrothes e‘47 , dat 2 gteckproeven
> SR en(a,gi, .._</%,besnhou~d kunnen worden als
steckproeven uit eenzblfde normale verdeiilnge

De grootheid %, welke hiervij alg toetsings-
grootheid gebruikt wordt cn waarvan Student de verdelings-

a
functie berekend heeft, is de volgende:

_é = ,}Z‘l" —/m/_ R 2

Y a2 -+ 27

-

Hierin zijn 27, en 7?.de gemiddelden van de 2 steelproeven
terwijl S een schatting is van de spreiding ¢ van de nor-—
male verdeling, waaruit volgens<ﬁf de steekproeven getrok-

- ken zijn. De bij de gevonden steekproeven behorende waarde
van %, , @?,en S zijn op volgende wijzw uit de waarncmin-
gen te berclenen: '

. mo o= ;Z'L(Jé,f-xz-r ~~-—-~-~+I,,,)

G (e )
§Z~ 2(9‘ — ) "‘""(['—‘ ,)2

-ty

Pt AT — 2

Bovengenoemde grootheid t bezit als verdeling de verde-
ling van "Student® met V= 72 +m-2 vrijheidspraden.

Deze verdeling is getabelleerd voor Y = 1 t/m 20
[7] voor » = 20 t/: 100 zijn waarden van t berelend,
welke behoren bij de onbetrouvwbaarheidsdrenpels « = 0,01
en & = 0,05, L 2] |

Is <%, juist, dan zullen dicht bij mul gelegen
waarden vaker voorkomen, dan ver van nul gelegen waarden
De kritieke zOne kiezen we dus zodanig, dat ze gevornd
worden door grote en kleine waarden van t. De Lritiele
zOne bestaat dus, bij gegeven waardec van , ult twee
gtukken: t < -t, en t > t,, waarin t, de bij o en ¥ beho-

- rende kritieke waarde is, die in [7] en [2] getabelleerd

igs. Voor éénzijdige ‘toctsing is de kritieke zdne van de

se
vorm t € -t, of £ = 1,

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatic en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.




Litgratuur:

[1]. M.G.Eendall, The Advanced Theory of Statistics,

London 1946, Vol. II p.109, tabellen ir
deel I p. 440-41;

Opmerking: het bij de tabellen vermclde
aantal vrijheidsgraden (aangegeve:n door
V) is gelijk aan n + m - 2,

[ 2], Elizabeth M.Baldin, Table of Percentage Points of the

t-distribution, Biometrika 33 (1943),
Pe 362. (Deze tabel worden tweeziidige
overschrijdingskansen gcgeven).

-
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- §ymmetrietoets1).

Hypothese Ho: de waarnemingen ZiqseoegZp
enafhankelijk verdeelde stochastische grootheden, diec alle symme-
trisch ten opzichte van 0 verdeeld zijn2). Van deze toets bestaan
meerdere versies T1,...,T£. We bespreken eerst T, en T,.

Toetsingsgrootheden. Deze worden als volgt uit Zyseees?
afgeleid:

te. de waarnemingen, die gelijk aan O zijn worden weggelaten.,

zijn afkomstig van n'

nl

Stel er blijven over: ZyreserZpe
2¢, Hieruit worden de positieve waarnemingen gezocht. Stel dit
zijn XqpoeeyXy dus n, in aantal,
1
3e. De overblijvende negatieve waarnemingen worden van teken
veranderd, zodat zij ook positiefﬂworden. Stel dit zijn dan y1,...,yn2.

de, De grootheden XyseersX, ON ¥yyu.0,¥, worden, door elkaar,
1 o

in afdalende grootte-volgorde opgeschreven. Stel dit geeft: WigeoayWoo
(Komen er gelijken voor, dan worden deze in willekeurige volgorde '
geplaatst. )

5e. De groep waarden Wigeee W wordt verdeeld in twee groepen

n
WysWoserogWy @0 Wy oyees, Wy, waarbij w, £ W.,q 185 en r zo dicht

mogelijk .bij de waarde %n genomen wordt. Is n even, dan wordt r=3n,
indien althans wy, £ Win,q 1S. Zijn er twee mogelijk keuzen voor r,
beide op gelijke afstand van %n, dan nemen wij r> %n. Is b.,v. n
oneven en Win-3 # Winedo dan nemen wij r=szn+i. Wij geven de waarden
WiyeseyW, aan als groep A {die dus r elementen bevat) en de overigen
als groep B, Alle elementen van A zijn dus groter dan ieder element

van B3 .

1) Dit memorandum %s slechts bedoeld ter ori&ntatie en streeft niet
~naar volledigheid of volledige exactheid,
2) Zetten wij hier a in plaats van 0, dan geldt H_ VOOT X =8js4s X, =8
- 3) In de oorspronkelijke publicaties over deze toets (zie de litte-
ratuurverwijzingen aan het einde van dit memorandum) is een enig-
zins minder algemene definitie van r gecgeven. ‘
Alle stellingen blijven echter gelden, indien de hier gegeven
definitie gebruikt wordt, ‘



S

6e, Het aantal waarden van XqgesesEy die in A voorkomen noemen
wij u,
De toetsingsgrootheden zijn.g1 en u, I is een hulpgrootheid.
V.B. 22 waarden z;: T,4/6,3/3,6/3,5/3,4/2,9/2,5/1,1/0/0/~1,3/-2,5/
=3,2/-4,6/-4,5/~4,6/-4,5/=6,3/~1,0/=7,5/-8,0/-8.7,

c.o r = 11, n1 = 8
u =2
A
?
3
43 25 32 lab 43 43 %o ngde dY
SR L 1 i AL LY 1 i A,
1 2l PR Y 2 [YE ) 1 [ WYY N i 1
~l7 “8o-1g-T0-63  ~48-4b A -5 .43 o At 25 2g 3y 63 "y
ax bl 35
36
fig. 1

Kritieke zfnes., Waarden van n,, die dicht bij O of dicht bij n lig-

gen,zullen, als HO juist is weinig, maar als Ho onjuist is valker,
voorkomen, Grote resp. kleine waarden van u zullen eveneens, als Ho
juist is weinig voorkomen, Hierop berust de keuze van de bij T, en
T2 behorende kritieke zdnes Zy resp. Z,. %, bevat grote en Kleine
waarden van n, en grote en kleine waarden van u, terwijl 22 bij
grote waarden van n, in hoofdzaak grote waarden van u en bij kleinc
waarden van n, in hoofdzaak kleine waarden van u bevat. T1 leidt

bij voldoende grote n vrijwel steeds tot verwerping als de hynothese
,niet is vervuld, T2 leidt echter alleen tot verwerping van Ho als er
veel positieve (resp, negatieve) waarden zijn, die verder van O
verwijderd liggen dan de negatieve (resn, positieve). In sommige
gevallen is het juist van belang om deze laatste afwijkingen ¥an Ho .
te ontdekken. In dat geval gebruikt men T2 liever dan T1. In fig, 2
is een schematisch voorbeeld gegeven van een serie waarnemingen, waar-
bij het aantal positieve groter is dan het aantal negatieve, terwijl
deze positieve dichter bij O liggen dan de negatieve, zodat T2 niet
tot verwerping leidt.

14 T D | iy 3 103 ad bbbk ol b bk

fig. 2
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Van T, en T, bestaan ook éénzijdige versies, waarvan de beschrijving
te ver zou voeren.
Zien T).
Ioetsingsgrootheden.
1e, 2e en 3e als boven. Eerste toetsingsgrootheid: n..
4e; op x1,...,xn1 en y1,...,yn2 wordt de toets van Tilcoxon toege-

past (vgl. S 47 (M 8)). De toetsingsgrootheden zijn n, en de U van
deze toets van Tilcoxon.

Kritieke z8nes. Overwegingen analoog aan die voor T, en T, (met
U in plaats van u) leiden tot analoge kritieke zdnes 2y en 25, beho-
rend bij T% en Té. ‘

Opmerkingen: T1 en T2 zijn bijzonder geschikt voor een niet te groovw
aantal waarnemingen, Zij gelden ook voor niet continue verdelingen.
T4 en T) 2zijn alleen geschikt, als er geen of weinig varen (Xi’yj>
met xi=yj zijn, Voor grote aantallen zijn T% en Té geschikter dan

T, en T,. Er is ook een versie voor grote aantallen (T4 en T5), die
geheel analoog is met T% en Té met dien verstande, dat u in plaats
van U wordt gebruikt (vgl. b.v. {21, dlz. 77, § 6.4.5).

Iitteratuur:

{11 J.Hemelrijk, A family of parameterfree tests for symmetry with
respect to a given point, I, II. Proceedings van de
Kon,Ned.Ak.v.7et. 53 (1950), p.945-955. Indagatio-

) nes Mathematicae 12 (1950), p. 340-350,
(21 - " ~ , Symmetrietoetsen, Diss., Den Haag 1950, Fxcelsior,
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Normaliteitstoctsen van Gealfwlg‘llsoni.)m
Om de hygothemeci/ tec tvoctsen, dat cen reeks
waarnemingen x,,%, ... .. %, beschousd kan worden als een

steckprocf uit een normale verdeling, d.i. een verdeling
met verdelingsdichtheid

//%,=——~—————e :

2/2

zijn door Geary en Pearson de verdelingen, onder hypothcese
C%f, berekend van enkele statistische grootheden, welke
betrckking hebben op de vorm van de kromiae ]4@y .

De eergte grootheid 'isde volgecndc:

(1) 4 - £/%-z >

}43

waarin £ = — X is,

L
— ‘”z, 2=
L/,_z;_, —12
42-‘4_:; [?L '“é)

Deze grootheid « is cen maat voor dekurtosis®

~

("platheid” of "slankheid® der kromme -{%U Yo In figuur 1
zijn 3 verdelingsdichthcden fkq ’ /Mﬂj en /gﬂg) getekend
waarvan 7&;) cen normale is, terwijl -4¢xj tec slank ig
(en te dik in de staarten), en fzgz)me plat. (en te dun
in de staarten). Pearson noemt _/uq "leptocurtich en

A[’z) "platycurtic®. /

/

fig. 1
De kritieke zOne voor &£ bestaat ult grote cn
kleine waarden van & .

1)Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientering en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Als tweede voctsingsgrootheid wordt gebruikt:

]/’ ]/~ :‘.‘;<‘: E)

{')‘L"( z)
. "‘ 2
12 (- 27

Deze grootheid is ecn maat voor de “gcheefheid" (Engels:
"skewness®") van de verdeling. In figuur 2 zijn 3 verde-
lingsdichtheden getelkend, waarvan 74h; symmetrisch is,
terwijl -7m2) "pogsitief scheef® (omdat de ¥dikke staart®
rechts ligt) cen /zﬁg) "negatief SChOOL“ is.

Tige 2
De kriticke zOne voor de grootheid Dég, bestaat

uit grote cn kleinc waarden van'VZ;, (daarbij wordt ge-
woonlijlk ook voor negaticve wacrden de notatie‘vg ge-
bru:ik't) .

De derde uOObSln"”’rOOTieid

/nZ(z _iff)

ZA - L=y

[ (x-2)F

igs weer een maat voor de "kurtosis? der krommc en

wordt allcen voor zeer grote steekprocve.. berckend. Voor

kleinere steckproeven is de maat 2 voldocndes

De kritiecke z0ne bestaat uit grote en klcine

waarden van—%i;
Homogrammen der 3 groothcdens

1e.

2€.

3¢,

Voor de grootvheid @ zijn onder de hypothesc 4f’nomo—
grammen en tabellen berclend voor de onbetrouwbaar—
heidsdrempels 0,81; 0,05 en 0,10,waarbij 10 £ n £ 1000.
Voor de grootheid L@% zijn nomogrammen bcecrekend voor
de onbetrouvbaarhcidsdrempels 0,01 en 0,05, 25 £ n=

< 1000 .
Voor de grootheid v@; zijn nomogrammen berckend voor
de onbetrouvwbaarheidsdrempcls 0,01 en 0,05, Hierbi]
is 100<5 n= 1000,




Literatuur:

R.C.Geary, Moments of the ratio of the mean deviation to
the standard deviation for normal samples, Bio~
metrika 28 (1936) p.295.

R.C.Geary and E,S.Pearson, Tests of Normality, Biometrika
Office, London 1938,

Bovenstaandc nomogrammen en tebellen komen in dese beide
publicaties voor.
Alle daarin genoteerde overschrijdingskansen zijn é€éngzgij-

dig.
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Toetsing van de hyvothese D=2 met behulp
1)

van een 2 x 2-tabel /.,

Wij beschouwen twee reeksen van onafhankelijke experi-
menten, waarbij ieder experiment van de ene reeks één van de
twee resultaten A of A (non-A) heeft en ieder experiment van
de tweede reeks één van de beide resultaten B of B (hierbij
kan A=B zijn). Daarbij wordt ondersteld, dat bij iecder der
experimenten van de ene reeks de kans op A gelijk aan Py (en
dus de kans op A gelijk aan 1—p1) is en bij ieder der experi-
nenten van de tweede reeks de kans op B gelijk aan Do {en
dus de kans op B gelijk aan 1~p2). De te toetsen hypothese
luidt nu:

HO: Py = Poe

Indien de eerste reeks uit n en de tweede reeks uit m
waarnemingen bestaat, waaronder n, (resp. m1) maal A (resn, B)
voorkomt, kunnen deze gegevens in de volgende 2 x 2-tabel
worden samengevats

A resp. B & resp. B totaal
eerste reeks { n1 n-—n1 n
tweede reeks i m, m—m1 m
totaal ‘ r n+m-r n+m

Als»toetsingsgrootheid wordt Ny het aantal malen A in
de eerste reeks waarnemingen, gebruikt. Indien Hoijuist is
bezit deze grootheid onder de voorwaarde, dat r de bij het
exveriment gevonden waarde aanneemt, de volgende waarschijn-
lijkheidsverdeling: de kans, dat een bepaalde waarde n, aan-
genonmen wordt, is gelijk aan:

ny (m
(h1) (m1)

(*¥m)

Als kritieke z8ne worden de waarden van n, met de klein-
ste waarschijnlijkheden bijeengezocht, tot de gekozen betrouw-—
baarheidsdrempel het toevoegen van een nieuwe waarde verhin-
dert (bij éénzijdige toetsing bestaat de kritieke zdne uit-
sluitend uit grote of uitsluitend uit kleine waarden van n1).

5 1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
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De overschrijdingskans, behorende bij de gevonden waarde van
nq, is gedefinigerd als de som van alle waarschijnlijkheden
van bovenstaande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waar-
schijnlijkheid van de gevonden waarde zijn (bij éénzijdige
toetsing echter gelijk aan de som van de waarschijnlijkheden
van alle waarden die groter of gelijk aan de gevondene, of van
alle waarden, die kleiner of gelijk aan de gevondene zijn).
Deze exacte toetsingsmethode voor Ho is afkomstig van R.A.
Fisher. .

Indien n en m zo groot zijn, dat deze exacte berekening
te omslachtig wordt, maakt men gebruik van de volgende bena-—
dering:

Gemiddelde en spreiding van de grootheid n, zijn (indien
H, juist is):

nr /' nmrs
nim  resP. \ (n+m) 2 (n+m-1)

Men gebruikt dan in plaats van de exacte waarschijnlijk-
heidsverdeling van n, de normale verdeling met hetzelfde
gemicdelde en dezelfde spreiding en in plaats van de gevonden
waarde van n, neemt men het getal, dat 3 dichter bij het ge-
middelde ligt dan deze gevonden waarde (dit laatste is de z.g.
"continuiteitscorrectie®, die bij toenemende n en m weldra
verwaarloosd kan worden). iiet behulp van de benadering gaat
men dan verder te werlk als boven beschreven, daarbij gebruik
makende van een tabel van de normale verdeling.

Litteratuur:

R.A,Fisher, Statistical iMethods for Research Torkers, London
1948, p., 96. Opmerkings: Fisher gebruikt hier de
éénzijdige overschrijdingskans.
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Stel we hebben twee onafhankelijke steekproeven
Xy, met gemiddelde X
Yqeee¥,, met gemiddelde Y,
12
beide uit een normale verdeling.
De te toectsen hypothese is dan, dat de spreidingen
van deze normele verdelingen gelijk zijn.
Is (438
2 1 =2
Sq = =1 2& (x;-x)
en
2 4 < 2
b Sg'*'ﬁ'é’:‘:ff:-\ (yi-y)
dan is de toetsingsgrootheid:
8
Z=%lg —1?
» 82

waarbij van 312 en 822 de grootste in de tellcr van

de breuk genomen wordt.

Als H0 juist is zal z in het algemeen klein zijn
eh de kritieke zbne bestoat dus uit grote waarden van =z.
Men kan als toetéingsgrootheid ook nemen

8
F= ezz= "‘";" .
8
N2
De kritieke z8ne bestaat dan uit grote waarden van e
De toets wordt dan gewoonlijk de F-toets van Shedecor

genoeund,

2z

In de verdelingen van z en van % komen twee para—
meters voor:v1=n1~1 en‘92=n2-1, die het aantal vrij-
heidcsgraden in de teller resp. in de noemer genoemd

worden.

Litteratuur:s M.G.Kendall: The advanced theory of sta-
tistics: deel II pag.115.
. P.G.Hoel: Introduction to mathematical
| statistics; pag. 152-154.
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Vervolg litteratuurcpg.:
Tabellen: M.G.Kendall: The advanced theo-
ry of statistics; deel I pag. 442~443,
P.G.Hoel: Introduction to mathematioal
statistica; pag. 250-253.
V1: 1 tot SOO;VQ: 1 tot 10003 onbetrouw-
baarheidsdrempels 0,05 en 0,01.
R,A.Fisher en F.Yates: Statistical tables
for biological, agricultural and medical
research; pag. 34-43.
V1: 1 tot 24;V2: 1 tot 120; onbetrouw-
baarheidsdrempels:
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Stel we hebben N waarnemingen:
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die verdeeld zijn in p subgroepen, terwijl het aantal waarne-
mingen in de je subgroep nj is,

Veronderstel verder dat ieder der subgroepen een steek-
proef is uit een normale verdeling, De te toetsen hypothese
Ho is dan dat de spreidingen der subgroepen gelijk zijn.

Is E& het gemiddelde van de waarnemingen in de je sub-

groep, sznj—1, N‘::'li;‘ys-:N"P

2 Mé %

ya [
b V.
D T S dan defini&ren wij:
=1 ' ‘ Vi
SN P K —N%

‘\
L1 is dus de verhouding van het geometrisch en het reken-
kundig gemiddelde van de varianties der subgroeven en is
dus <1,
Als toet51nﬂsgroothe1d wordt nu genoumen

M::--NJR%L N’&:b%\-———--é Z\) ‘?.C&/!)
en M is dus > C.

Als Ho juist is.zal M in het algemeen klein zijn en de

o kritieke zfne bestaat dus uit grote waarden van I,
- Litteratuur: H,O. Hartley: Testing the homogeneity of a set of
v estimated variances., Biometrika 31 (1940) P.249.

Tabellen: H.O.Hartley en E,S,Pearson: Tables for testing the
homogeneity of a set of estimated variances.
Biometrika 33 (1946) p. 296.
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