
MATHEMATISCH CENTRUM 
AMSTERDAM 

ltatist1seb.e Atdeling 
lapport a 68s 

door 
'f,.J .. '!erpstn. 

Aupatu 1951 .. 

t ~ De eacte oploasing ut l:Htllu.lp van het gemiddelde 'i en 
de 8PN1d1ag a .. 
1:,! Ialeidag .. 
a.a De atet-eentrale t-verdeling .. -.Ll De verdel1agatu.nct1e van l1 • rn •;1t 
.Li h tomule voor de euete betrouwba&me1da1nterval~ 

len .. 

, .. Sen bem.de~1'4e oplosstng voor bet berekenen van betrou.w,. 
1-arheidalntervallea voor P met behulp van het gem1d4el• 
de 'i en de pm1ddelde range •m,,n van een steekproet van 
de u.1tgel,n1dhe14 B • nm .. 
l:l, Sen benadering voor de verdelingsdichtbe1d van de 

pmiddelde range •a,n" 

l.:J. De eacte en de aangepaate verdelingstunct1e van de 
raap w van ateekproeven van 8 waarum1ngen .. 

l,.:l De torwles voor de betrouwbaam11idaintervallen .. 

If. .. Bet berekenen van de betrouwbl.arheidaintervallen .. 
!J. h tormules en tabellen voor de benkening•n .. 
lt-.,1 Ben numertek voorbeeld .. 

5 .. De numert•ke reaultaten .. 

6 .. Conclu1u .. 



MATHEMATISCH CENTRUM 

AMSTERDAM 

... l ... 

1.. ~•chr1Jv!91 vag het voofi!&telde at~!!5?ro,etac~ • 
Door de 11.V~ Van der Beem, 1 s ... oravenhage,, werd op 

grond van de verderop verulde theoretische beaehOuwing 
•• steekproetaobem ~amenpateld voor hat bepalen van 
-n yoor de D,W P, dat, ... ~D,9!!!!11 v•m•ld• IF!!t­
b~1d x 91 ~t o:w:t'.,.,kend &t81ddel5!! ~n spre:1.4191 a •& 
&•even l£!pu1W&&rd~ a over1chr1~1t .. De grootM14 waar­
voor bet 1ntenal wordt \tepaald ia du 

1, - -~l: .,_, -.t.u' 
r = , .ll. J,_(TJt. ota:.. = ..!,_ / ·..e. "' . ot-u. ·. 

er v'vi ,r.:-: ...., 
VJ.It E:.:;t; 

er 

(1 .. 1) 

Q. 

tH.tgepan ward van het artikel van &.Lord ( 1~7) 
waar1a de verdeliagad1ehthe14 behandel4 wor4t van 

de grootbe14 { ~ -:" ) . ot,.._ ~ a= _...._L_ ____ , l) 
- ;tu,_, .... 

waarin xhet pm!ddelde is van een ateekproer van H • mn 
waameaingen en "m.vn de &em:tddelde :range van de m aro•­
pen van n waamemingen, waaru.it daze ateekproef 'beataat; 
tin 1• 4• athemtiaehe verwaoht!ng van de range van ••n 
ateekpnet van de uitpbre1d!W14 n u1t ••n norm.lever-
4e11ng met epre1ding 1. (Voor ••n aantal -.arden van n 
ia 4eu pioothe14 op ~rieke w1Ja be~end uit de 
tl.)ella voor de verdeliqahnetie van de range van 
Hartl.,- en Peanon ( 1911) .. ) Bovenataande S"Othe1d u 111 
gebael amloog at Studett•s t: 

f =[2f!vw. 
- 3 

»1: groothe1d ~~~... t:NHtdt due op 1n pluta van 4e apr.1 ... 
tt~ ding 1,., 

Voor bet op11telleu van bet 11teekproetaobem wer4 4e 
voorkev gepvn aan de grootheid l! 'bov•n }, d&ar de, .... 
middalde nqe veel neller te b•••nen ta dan de 11pre1-
d1Dg •• •• ateekproef van mn waarnemingen .. 

wa ... r i"0 • •• n O de u.it de steekproef 'bepaalde 
- $ b nardeo voor, x en ••,n m1Ja, werd vervolgeu een ~--•-

tro~rhe1481ntanal voor het pm.iddelde/"' van de nor­
male ve~ling 'bepul4, welk in:terva 1 van 4• pd&l.nte 

I ~ -/- l ~ J -wn,., .. , C, 

is, met k • Ju,, _ en waarin voor u.0 geldia 
(t'..._VN 

-------------~-Q~! ~ uo] • 0, 05. 

l) Stoehastiaohe grootheden word.en aangepven door onder 
atreepte lettara .. De• tormule v1ndt unt ala nr.('6) 
in het artikel van Lord .. 
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De pootheid ~t,- J/N 'bez1 t •• bekende verdeling, 

namelijk e•n aormle verdeling met pmiddelde o en aprei 
ding 1.. Voor /' 111 •• betrouwbaarhe1ds1mrval bepaald 
en voor (J" wordt nu, eenvoudig •m$n,o/4- ingevuld, •onder 

4fr"t er Nk!ni!!I.••• 1•houden wordt, dat de verdel1g van 
4• 'betisokken £!!the1';\ h1erdoor vera~ert., Vervolpns 
worden de twee kanaen 

f {!-e, iJN}~ o - {£ + Ju,.,_,h,<>) VN 
(!"' /4,U ,,,,., .. , .. 

~,:;-
'berekend m.et de zoJu1et ve!'melde ve:!?WAarlozing, pnomen 
ala grensen van het ge~oebte interval voor de ~otheid 
P.. Voor bet ateekproefscbema warden voor m en n rtHlP.. de 
getallen :, en 8 gekCU1Htn, daar bekend is dat bet pbruik 
van de range b13 groepen van 7 l 8 waarn.eminpn een mini 
maal verliea aan doeltrettendba1d peft,. 

:Daar nn ateekprcet van 21+ waameminpn in de pak­
t:lJk Htlr bn1kbaar 1Sa ffrd m • 3 gekozen., 

Voor de met m •:, en n • 8 correaponderende waa.Pde 
voor k werd met behulp van tabel 4 en ll uit Lord (1947) 
de waarde k0 • a;'\;,1. • , 0 • o, lll-8 gevonden. 

De gel1Jkatelling van CJ en •m n o/d heett eohter 
I g IS 

ten gevolge, dat het gevonden ·interval pen betrouwbur-
he1d$1Dterval 111 .. De un,, dat het de Ju1st• waar4e P 
bevat 111 onbekend» terwiJl men kan verm.oeden, dat deme 
nu kle1ner is dan 0,95, omdat er een atoobl.atisoh ele­
ment 1m venaarlooad .. Dit verm.oeden wordt verderop nu­
meriek ondernoht en door dit ondersoek vermterkt .. 

In de volgende pangmten nllen we ••n eu.cte en 
een bem.d•r!!l!~thode pven voor de oploaH~ing van bet 
pro'bleem .. 
B13 de exact• methode wrdt gebru.:lk aemaakt van het e­
m:1ddeld" en de sere1d1n& van de ateekproef.- 'b1.1 de bena­
de?"ing11methode van het l!!+d4el~ en.~e 1•m1ddelde ng• 
Voor deze laatste metbode wor4t ••n aomogram ceseven, 
waaru1t het betrou.wbaarbe1ds1nterval voor f, met on'be ... 

trouwbaal'heido,os- pakkelijk kan worden gevonden.. Op 

numer1eke w:lJze ml warden aangetoond ... dat de NSultaten 
vol.gens des• twee methoden verkNgen, n1et veel van 
elkaar verscb.1llen. De volgenm bet voorgeatelde uteek-
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,-Oetaehea lwtNkead• 1.)etrouwbaarheidmintervall•n 'bli~ 
aystematiach te kOrt te •1Jn en 11gen steeda seheel 
1,1anen de 1ntervallen 'beHkead vols••• de exact• methode 

t .. De exa~t• 0110,-aiy ut Mbu.lp van hel. 1•mtddelde i' en 
t• aprei;dig a ~n .. ••n 11te9roet van d! ~t19bgidheid 

•• -9.1 Inle~ding. 
kaJ- de groothe1d Pin de gedaante (l .. 1) geaebreven 

tan wonen, 1• b.et pl'Ql,lNm van bet 'bepalen van een be­
trouw1Ndrhe1da1nterval voor P tens te brengen tot hat 
'bepalen van een 'betrou.-U.J:'tleida1nterval voor ¥- .. 

r::r 
Bit laatate pro'bleem ta eehter direct oploaba&r, daar 
d• E92theid 

, r;- //:..-" + 11N ~~.fa 

( ) f., = I r.'."'N. c.. - ~ -- II IV ' (T VI ~ 1.1.l _ VIV _ --------
s s 

tr 

gpme!ikig: 
W.nneer .! ••• normaal verdeelde p-ootbe1d 1a met cemid­
delde O a IIPN1d1ng l •n w 18 ••n c;riootheid die o -
baakeli,S van !. verdeeld 111.. zodan1g da'b t .. J. Nn X. -ve:t" 
del1ng 'be&it met r vr1Jhe1dspa4en, an is de verdeling 
van de g:N>otheid 

(t .. l.4) 

•• pieJ-.o••)~l• t ... verdelig met er.met.tr e ,at :,r1J ... 
ht1!!!£!den .. (Vgl .. Johnson and Wflch (1940)),. 

Baar pmiddelde !. en apreid1ng .!. van ••n eteekproet 
u1t na normal• verdeling onatbankeli3k v•~dNld ziJn 
(sie o .. a .. M .. O .. hndl.ll (1947), The ldvanoed !heory ot 
Stat1at1oa. Vol. I» p. 1'8) en de 81"00the1d (K•l)1.2/cr2 
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waar'b1J 1..2 gedet1n1eerd ia door (2.1.:,) een X 2-verde­
lina 1Hts1t met (Ji ... l) vr1jhe1dagnden,, is uit tormule 
(2 .. 1,.l) dinot 4u14el1Jk, dat; Vi/~·;1 ••n niet ... ontrale 
t-verdeliq bezit met e • Vi.a-p i'n r • 1 ... 1 • 

.Daar w13 b1J bet 'beruenen van een bet~rhe14a· 
interval voor a;~ gebfflik moeten maken van 4e gedaant::e 

van de verdalingstectie van Vi. a... sullen w13 des• 
eerat l'HQ>alen voor de SNOthe1d t • s+ 8 

® Door subst1 ... 
- Vi 

tutie van de geaallikte nar<.teu v~r e eii t v1nden w1J -h1ew1t &in onnid4ell1Jk 4efver4eltnaatunotie van \fi.,!;1 -2.2 ~ ver4eligstunot1e va,n ~•"niet...centra~# t. 
Daar de pootheden s en w onathanleelijk van elkaar - -verdeeld z1Jn, 1s de a1multane verdel1ngsdichthe1d 

t(1;., Vi) bet product van de verdel1ngsd1chthe,._ g(m) 

en h( Vw), welke resp.. als volgt geachreven ~n wor-

1 
... -L., . " 

0 z 

fig. l .. 

Roemen wiJ de verdeltnptunot1• van ! nu P( t J e , f) , dan 
vindml w1J 1.an de band van t1pur l,. r 

c,,, tv,w_t:, 

flt;•·/) = /' [F ,,_ ,] = e jJ.{i& ff .fl_ -f "~ . _!_. ] «(~ 
0 -&1 ll.ii 

ha 111 



MATHEMATISCH CENTRUM 
AMSTERDAM 

(e.2.1) 

2J!mei'4d.ya 

.... 5 ... 

V1t bovenataand• alpMne vorm voor d• ver4eliags ... 
tunotie P(t; e, f) volgt oa1ddell13k de volgende 

zi1•1t•~~I; 
(2.2.2)_ . P[l ~ \, I e • e0l• '[l ~ -t0 le • - e 0 ], 

want P[! ~ t 0 I B • e o] • l ... Pl\,; E\,l • r( .... t 0 ;- e 0) • 

• P[i , -t0 1 e • - e o] 
De11e eigeuehap volgt ook direct uit de def1n1t1e 

van 1 ( s:le tormu.le ( 2 .1. aa.)) • -1:J. De verdelingataotie van !i • I ~!jl-
:0.H ver4elinptunot1• volgt nu onmtddellijk u1t 

(2.t.l)a door de au'batitutie (s!A 2.1): 
(2.:,.1) e = \liv. a.-#. 
en t • •-1,. 
sodat 

fl. \ lo-, -f {N-1) .,,. 1L-..t "'? 

t,,() J =e,. ~ " /~ / -ju.£, J 
I l Viii .e. ctu · ct, y . 

(a.:,.e) o iK 

- jv_ ,1 Viv. ~ - t, 'I 
.tr ,1-I /ti-I (,-

1)),.d ~, =l L f{¥~ l!v-1) 7 . 

~emerki!,lt . 
atellen w1J a •,;" , an 18 A, P( t 1) de SJ'lll9tr!•ob.e 

( <Utntnle) Y•rieling1&d1chtbe14 van Student•• !- Vi•¥* -t.4 De tonules voor de MtNU'Wbl.arbe1aintervallen. - •• 4e_verdel1aptunot1e P( t 1, e ) voor de ,irootheid 
t 1 •Vi .. •;11Jekend 11,, km'aen WiJ de tormulesgaven voor 
het ••~ van Mn 'betrou~rbeidaidarval met onbe­
trou~me1d(3, voor de grootheid e• Vi.¥~ 
XO.mu w13 onder- a boY~a van d1t betrouWlN.u\rbeids 
interval ~l reap. ~ 2, dan geldt anneer t 1, 0 de uit de 
ateekproet berekende waarde voo:r t 1 1a, voor de 'b1J t 1, 0 

behorende waarden e 1 •• e2: ' 

(2 .. lt .. l) ?[!,~t,,ol0=6,] = ,_f/%,c.,e, J ;,, 
en r [£, ~ ~,oJ e:~1.J =- f (t,,o) e,_ ~ = /J f, 
met O ~ ;3 .. ~ fl ,. 
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Den wee betrekld.ngen vormen ;amen •• parameter­
vooratelling van de UOifflUI k( e1, 61) 1n bet ( e 1, e1)..., 
vl&k, waarop alle punten ( &1, e1) 11aen, welke een be­
tn•wt.arbeitta1Dtenal ••t onb•trounaarheid f voor e 
vormen,b1J c•ceven t 1, 0 .. 

Door e11m1mt1e van~ l u1t boveutaande twee 'be­
trekkincen (doOr optellJ.ng) en onder gebruikakiDC van 
(1.,.1) vin4en w1J voor k( e1, e1) de 1mplic1et• verse~ 
l1Jking 

C,o &,t - t,, 0 y 
11 A I -j{lv-1 )yt N_.zf - .!. (.,t,,,t, ] 

(1 .. - .. 1) '-1-=L,j..e. I [.,., .e .J aw. <t7 
~ 0, -(~ ~ 

(atellen Wi.1 /3 1 • t, ;1, dan v:tnden w1J uit (t.ll.l) een 
agn,. •Jmetriaeh betrou.Wllumeidainterval voor e, ut 
onbetrouWllaarheid.;3 .. ) 

l)e met [ e 1; ~ 2J correapoadei-ende betrouw'baarbeida­
interv&llen[t1, P1J voor de croothe1d P (sie (l .. l}) v1ndt 
men nu door de trautormatiea: 

, /--jul 

1/i;i" .I .(l. CJ¼ . 

9.e•E!Si!I: 
e,IVN 

le. len betro~me1dainterval [ q1, Cit J voor de au Q, 

<kt de normaal verdeelde grootheid beneden ••n vaate 
greu a Bal ligen., woi-dt gevonden door de trautorma-

J .. '8! .._. .... oeloepli!I voor ai.t 1»,e,llkeMn van 'betl"Ouw, 
l!\!Ellei4aintfnallen vopr 1 ae-t Nhul.R van bet l!!i&d_d.el• -~Ix •"-I lemiddelde !!!I• •m,n vap, ••n ateegroet vap 

d.£,.. -1 tall~1Qe15t ff • • ,, 
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3 .. l Ben b~n,t.det:-1!1 voor de veP,4eltgs~ohthe,1:,d van 4e 

1..S.d~elde ra5, wm,n· 

D&ar de uacte verdelingsdichth&1d van de gem,.ddeld4 
range 

<r 
u1 t een norm le verdel1ng met apreiding er van Zffr inge .... 
w1kkelde aard en moe111lk te berekenen 1s» willen •13 
gebruik aken van een bem4er1ng•methode voor dese ver­
delingsdichthe1d., nlke P .. B .. htmik (1950) 1e1u:•u1kt en 
nlke seer 'bevn41pmle reaultaten gee.rt .. 

Pa tna1k gin; hierbij u1 t van de verondentelling, 
dat de grootb.e.td ~-,... biJ paasende keuze van een con ... 

ec,,,._,,.., )(r 

stante c(m,n) ongeveer dezeltde vEu?del1npdiohtbeid al 

bezitten ala!5 de groothe1d 1.. eehter met een gewiJzigd 
r 

aantal vr-ijheidsgraden -.(m .. n). B1J onder~telt du11 dat 
de grootheid 

u' =- v{,...,,,,"") { ~ -.,.... )1. 
C (-,,.., )<r 

b13 be-.dering verdeeld is ala een grootheid l!.' 2, die 
een X 2-verdeling 'bes1t met V (m.,n) vr1Jhe1dagraden .. De 

coltt1o11aten c(m,n) en Y(man) worden. bereken.d door p­
l1jkatelling van. eente en tweede mo•nt an de werk•• 
11jke verdelmg van - .. n ( =1e verderop} •t- eerate en 

twMde moment van de verdeling voor !. a 0 ~t~!n) !:.!., .. 

Noemen w1J: 

(:, .. 1.1) 

dan kllnnen Ren V berekend word.en uit de waarun voor 
gmd.ddelde tn var1ant1e vu !a., welke bepaald lliJn u1t 
de tabellen voor de verdeun:=runetie van de nnce !a .. -(Hartley and hanon (19'2),.) rr 

1" / tt! ) 
t( -v-) = ..!..,__ \h 1_J•",l ... - ) 

- w 17({) 

;(;Mfr) = tyt fr-% { ~{it{- t j 
voldoen f(m .. n) en o(m.n) aan de volgende twee verael1J­
kingen: 
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--" ""' "=-

/7 ( {) 

J/J- e1 fi, r{'lf!) J.J 
iv = y L v - L i r (£) f J 

... 8 ... 

Rat beb.ulp van de ontwikkeling van Stirling voor de 
f -ttmct1e, v:lndtl Patnaik u1t boveru1taaade twee ver ... 

ael13kingen de volgende tn• approx1ut1ev• oploaaingen 
voor Y(m,n) en e(m,n), teniJl Mj ook een t&bel vaa 
deze arc,otbeden pett vooia a• ,,-., ... ,10 en m • 1,1,. .. ,5 
Ia den tabel viadt un voor m • 3 en n • 8: 

e(:,,8) • 2,8850 
en 

y(:,.,8) • 18;:,28 .. 
ld, De Sf&~te en.de ~l!R!:•te vel'del1!i!funct1• van 
d! nm I van. ateepreeven van 8 waarnemtyen. 

Om te controleren ot l>oYengenoemde bemderlnpmetb.o 
de d• verdeling van de l'&Dge goed weergeett, b.ebben w13 
voor m • l en n • 8., dua Yoor e6a •••l• eteuproet YU 

de uitgebre1db.81d 8, op ft\lm@Z-ieke w1J~• de 'bemd•i-4• 
verdel1ngstactte van de range b~ld en verpleken 
met de exaete., door Hartley en Pearaon getabelleerde 
vertlel1ngatunct1e .. B1J de beHl.teningen werd gebNik ge .... 
makt van larl PMnon•a •Table ot the tneomplete ... 
tu.notion", Caml)r1d&• 19Jt.6 .. (ft'bellen van d• exact• v•l'd•­
liqstunc,1ea van de pm1ddelde rang• van:, ateekproeven 
van 8 •aneatngen 1:iJn niet beacbikbaar. Daarom. m.oeten 
w1J volstaan ut m • l .. ) 

De ondentaande wmerieke reaultatea werden b1erb1J 
pvonden,. waanit 1111.jkt., dat de benader1ng Yr1J goed 111 

•n dat de uqepa11'te verdeling van !.i,a iets "platter11 

1a an de exaote .. lien•• &&Meua, dat bet ver&chil 
tusaen de overeenkomatige verdelingatu.netiea voor m •:, 
en n • 8 ook kleia 1a. (zie T.l.bel lop ~olgende pagina}. 
l:,l I! to~•, voor de be~rou.w'baa~b•idftintervallen. 

Daar voor ••n &&teekproet uit eea normal• V4n!•del1ng 
gemiddelde i en range!. onathankel1Jk verdeeld s1Jn 
(E .. J.oi-4 (19',l,7), p., 61 en 61) en de grootbeid 

t - '11 ~ - g 
_.i_ - VI' ,-1.Ar. _,,.,,,.. 

C. { ,,..._,,,..) 

ala volgt gesohreven kan word.en: 
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'label l 

w Jbacte hna4erende Veracb.11 r(w) F(w) 

0.,000 0,0000 0.,0000 0.,0000 
o,,98 0,0000 0,0000 + 0,000 
'l"IIO 0,0109 0,01,1 + o,oon 
1,575 o,oJl.61 0,0500 + o,oo,s 
l,867 0,1086 O,llll + 0,0015 
2,11, 0,1891 0,190<\ + 0.,0011 
2,,36 0,1816 0,2800 ... 0,0016 
2,818 0,51:,1 0,5065 .... 0,0066 
·:,,118 0,6928 0,6912 .... 0,0016 
:,.,sae 0,8006 Ok7977 ... 0.,0019 
'"921 0.,8982 0:,8988 + 0,0006 
., 185 o,9lf.98 0,9520 + o,oon. 
4,716 0,9811 0,98:,:, + O.,OOH 
5 .. 502 0.,9975 0.,998 + 0,0005 

,6, 757 . 1.,0000 1,0000 0,0000 
I 

'Hait. i 1, biJ benadering een met-eentrale t-verdeling 
at parameter 

(:, .. :,.2) e =- JN. ¥, 
en r • ~(11,n) vr1Jbe1dsgraden (sie; 2.1 en § t .. 2). 
Door aubatitutie wn e • Vi .. ~ en f • Y(m.,n) in tor­
mule (2.2 .. 1), vinden w1;J voor de benaderende veroel1np­
tunct1e r( t 1 , e ) voor ie, 

( )f /_1 A)-ejc:--o_Jy{'Jk.,,..)7! y(?t,,,,,..)-1-v, f°"'-..!uli' 
} ., , ,. , {LL, '-' - L .f. y -=. e J. ~ {/..-t, 

l/2ll -, 
0 

G-~f 

Bet berekenen van een 'betrouwbaarbeidsinterval voor 
P ••t ouetrouwbaarbeid/3 · pat du op geheel analoge 
w1J•• alm 1n §',. Vann~r t 2!o de uit de stEHtkproet bere, 
kende nal'da voor !e ia, geschiedt dit du (zie qt.,JH me1 

bebulp van de volgende vergalijkingena 
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ts.,.,) ? [ i2 '),, t !, o I$ = $] := I - f/ti,o J e, j : /3 I ) 

(:, .. :,.5) 7>[~2 ~ l,.,o /e = ei.J = f/11/0, e~) = (3-f,, 

aet o ~ f 1 ~ f. 
en de verpliJkinpn. 

Voor de pract1sche ultvoeriq der berekentna;en ver ... 
wiJzen wiJ u.ar f'+.l .. 

-' .. Ket beruen.eg van de 'betJN>u~rhe1d.81ntei-va;&,lt,n .. 
!:.!, De ronuiea a tabellen vo~r ... ,.de }?ereke!1U!J! .. 

Zoala in cf t en 9 :, gebleken is, 1s bet berekenen 
van betrouwllaarhe1da1Dtervallen voor de arootbeid P 
teng te brengen tot bet bereken.en. van betrou.Wbaarbeida~ 
intervallen voor de parameter e uit een niet-eentrale 
t-verdeling .. Bet berekenen van des• laatste betrouwbur­
beidaintervalleA an au gemakkel1Jk plaata vinden un de 
ln.nd van foNUlea en ta'bel1en u.1t een art1kel van John ... 
aon en Wfloh (1940), pp. :,72. 

Ondentellen w1J, dat t 0 de uit 4• 1teekproer be­
pulde aarde voor de grootheid t 111» welke een n1et cen -trale t-verdeling bezit met parametere en t v~13he1da-
gradea.. Ben betrouwb1uu.1iutida1ntei-val [ e 11 a 2 ] voor ~ 
met on'betrouwburheid (3 woi-dt dan verkrepn door de vol .. 
gead.8 berekeninpn u1 ~ te voeren: -..! 

le. Men. beruent de poothe1d 7 • { 1 + i~ ) .i or 
I ,t/ 

de grootheid Y' • lo I+~ \-i:, naar gelang ) J:._ ] 
Vi{ 1J J ViJ 

groter reap., klein.er ta dan 0,75 (d1t ataat 1n 1'er ... 
band met de door de •e~iJvex. gevolgde metbode van 
tabellei-en) .. 

te.. Vei-volgen1 wordt u:tt een tabel, behorende l:>1j f, via 
, 1ngangen (waarvoor de arootheden y(ot 7 1 ), r en 
t 0 gebru1kt word.en) een groothe1d A(t,t0 ,/ 1) be­
paald, waarna de oploa11ng & 1 vau1 de verge11Jk1ng 
(:11e { 2 .. 4 en §, .. :,) 
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Pf f >., t 6 \0:e,] =f' > 

sevonden wordt •t de tonu.lra 

(\.l.l) I},= l._ '>-{/, l,,f,) {1+ y) ¼, 

~ De waarde van e 2, 41• voldo•t aan 
1 [ f ~ io l & = &i] = (3-fL , 

worit op analog• w:lJse'beNk•ad., •enter 1s nu 

(\.1.2) Si= f, + ).(I,- i, ,!3,) (I+ i_o.._ /~, 

~• :t I 

... ll .... 

Bet ver'b&nd tuaen de gedaanten van de tormulea 
(4.1.1) en (,.1.2} volgt omiddellijk u.it de e1gen•cbap: 

1[{(tol8=&-1] = 1>[:S'>.--ti. ls=--e~J. 
,.a S.n m.ameriek voor'beeld. - We geven tbau een voor'beeld van het 'beNkenen van 
••n 11,-etrtaeh ttetrou.Wl>aame1dsinterval voor de poot­
beid P met 'buu.lp van het gemiddel4e i' •n 4e s•m.tddelde 
r1u,ge w van :, mteekproeven van elk 8 waarnemingen ( du 
volgerw de nethode., 'beaehreven in i J) .. 

Utt de tatel at nnndom. normal dev1atee11 van 
H .. Vol4 (1948) werd de volgenu ateekproet u.1t •• nor­
ale verdeliQ& met gemiddeld• o en apre141ng 1 geom.en: 

- 0,59 - 0.,09 0.,02 
o,,, 0,05 0.,:,7 
0., 74 o,:,, - 1.,:,8 

.... 1,09 1,,, · - 0.15 
1.,19 
l.,17 
t,Ol 
0,..45 

.... o,go 
O,ll 

""0»56 
Oi58 

0,11 
... 0.,17 
... 1 .. 0, 
... 0,12 

Wanneel" vooi- de greunal'de a$ de ~rd• 0;80 gekonn 
wrdt en · fJ 1 • ;;1 • 0,025 pn.oan wordt, d&n wrdt op 
ondentunde w13n ••n betrouwbaarhe1&.1dnterval beN• 
kend voor de k&na P, dat de normal verdeelde grootheid 
!. de aarde a• 0$80 avenchriJd.t. 

Allueent wordt •• •~tr1sch betrouw'b&ame1a-
1nterval berekend voor de pootheid e • Vi., •:;t; • ~ .. aW 
at khulp van de to:nm.lee en tabellen voor een n1e,­
oentnle t-Yel"deling ut panmeter 9 en r • Y(:,,8) .:, 
• 18,:,28 (I'd• f , .. 1) .. Voor de p-ootheid t 1 • Vi4 .. T' -vinden we a c(,,rP':J 
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/,._, o =' ~ . o, <f~ - e,~.~[- = J, ( d y ~ 
l,t,, 
'-, cPcP ro 

( 

... 11 -

I: ' t i -i 
, '= .i • (1+ i, o _ )• 0,6091 x o_a541 • 0,,,20, 

VJ.. t{J, I) J,,,,, {r,eP) 

Uit 4e ta'bel., 'bellorende b1J /3 1 • 0.,025, v1nden •• 

A(t,tl,o" 151> - A(la,,ae; l,6879J 0,015) - 1,99 

4U iffi 

, · f; l ½, 
8, = t,, 0 - A { I+ if) = ,,(~ ~ {1,1:, 11 ','f j ., 1,J{, 

A(t,-t1 , 0 , /e> • A(l.8.)28; •l,6879J 0.,025) • l,9l., 

du is 

e, = B, • 0,204 X 1.:5578 • 0,28 
'lfN ~ 

~: • 0,,204 x. 5,9"11 • l,.tl 

Voor 

vinden we uit een tabel voor de normle verdeliq: 
Pi • 0,11 

Pa• 0,:,9., 

aodat bei; interval [ o., 11J 0.,'9 l ••n BJD'l$triiu:h 'be-
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tnuwbaal't'leicminterval voor Pis m•t onbet~wbaarheid 
0,05 .. 

5 .. De numer1•k• resultatan1 ••n nomo1ram. 
let l>enlp van Ma aantal steekpneven ·u1t de ta.tel 

met "random normal deviat•s1 van Vold (19'1&) z1Jn vol­
••• de) beaproken uthode betroUWbu:i,heids1ntervallen 
l>erekead voor de groothe1d P (ut J!, 1 • / 2 • O,ot5)" 
Voor d8 greu a s1Jn de waarden o,80 en l,40 gekOsen, 
nlke eorreepond.eren at de W4Hfkel1jke ov•r•chr1.141naa­
kansen P • 0,11 •• P • o,08 (de 11teegprc,ev11:m koun 1•­
merm uit ea normal colleotie met gemiddelde Oen apre1-
d1ng 1) .. 
De gevonden, numer1eke resultaten m1Jn vermeld op biJlap 
& .. 
Jaap aanle1din& van des• reaulaten valt het volgen.de op 
te merken: 
le.. De volpu bet in § l voorge11telde stMkproetacheu 
l>erekende intenallen voor P s13n korter dan de volgeu 
de 'be1de 1n fl en f:, besehreven methoden berekende be­
trouw'baameida1ntervallen,. Voor de grens a• Os80 1s bet 
versohil niet ~o groot alfi!I voor de grem a• l,40. 
Voor de gram a • 0.,80 bli3ken:, van de volgenm bet voor• 
patelde ateekproetschea (819 fl) berekende betrouw­
burhe1d81ntervallen de wel"kelljke waarde P • Os21 niet 
te bevatten-- terwiJl voor I vu den:, 1evalle de vol ... 
gas de beide aru:tere method.en ( {2 en §:,) berekende ift­

tervallen 1e wal bevatten. 
h~ Ket behulp van de tweede bemder1ngamethode, welke 
gebruik muJtt van bet gemiddelde i' en de gemid4el4e :Nm• -
1• ~,8 (• ~ :,) , worden 'betrouwbaarheidainteffallen 
voor P pvonden., die ~••l voor a• 0.,80 ale a• l,.\o 
weinig veraohillen van die met behu.lp van de apre1dina 
!. benkh4 ( de cJ t) .. De 1nteffallen hebben ateeds 1eta 
groten len1te1 welk ettect voor grotere aarden van a 
in verhoud1ng aterker1Crdt. 
Op b1jlage I kOmt maar l geval voor, waar de lengte van 
bet tnterval kleiner is cl&n bet overeenkoutige, bepa&ld 
met de apn1ding ... -D1t pd.rag van de lenst• van bet betrouwbaarheids-
inteffal, dat men kan vel"klann uit bet verlies un doel 
trettendbe1d ten aevolge van bet gebru:lk van w 1n plaats -van!..- 1e ook als volgt aann•eli.1k te uken: 
BiJ de tweed• benaderinpaethode ( q :,) wordt ge'bru1k 
1emaakt van een X 1-verdel!ng ala b11nader1-S voor de 
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'Y' YVtel:l.ac w.a ,a Pld,i'814e ~ s-.· Deu "- •"t.i"lltra.t~-. .._,t ••~ ata4er ..,,,~._ ta. a. ,,._ 48 

~--- &t Mal4tJk NQ$ f • 18,328 • f • •tat 
48 wr4~ Mt Sn t1__. I _..._._ _...._ ta •»-
doltte 'RA elkaar ffl*I••• 

0 

fil,\\W 2 
nl ••t•r Im~ heh\Ma, 48 :aet •• .-,1...,. 

1814• ~ -~•,.. ... 4. ld.•~••tral.• ►~4eli.ag 
41:a;ka. mt.ala. lluft ta M.e, walke ~ ld..1 4• 
·•111nc,a~ 
•• , 48 lNma~•·de •• , ~» .,_ •• sai44e148 

ftmC8 ( 9 --·- .... ,1, ti•~~; ~tare ----­
~•iiaia~- "t'8U'. e • Vi.,~ geft414•1 •t -
1e141q i• tn II.et .,-at.1&1d.Nb. opv.4ea _. srotve 
'be~&datmrt'&Ua. .... 
111. ••t •.i.i» 'fD &e ...-a-. n.i•t• ,._ ae ~ 
iarouw~ia~. ___ P a 4e 1d.J~4e WMl'-

tla YD 48 _..tlle&ea 1•••~1* ..... , 
~ », • -. ,... • • ,.,. T v.1,.-.. . 
(Ide ....,1ldt 1)®' . 
hH arlftl~ nta ID• p~ worl• 'fteJ' hn "NJala 
.,_ t@•Jmll'trl•oh•111 1-,..._lll~14aiat~ ftO P 
Mt jJ•O 

9JIIIIS\UI 
at.. l>e wa a ~-, ftlS-• Nlke lt1 PH'► 
he&m mtout m.ia, .i. 1 1 o (J,8) • 
• 1 I 4e _...el4 ,,. *~® eolatt:m« ftn & 
'N:aeh_.4 ll'J.•101' 'Rm a lm ]W&Ot180h 
pllJk Wtor 
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l!m!- ( Cj 1) wa?'•twaa ~.1=•ct:. H1~■t111flaa,ff"hlt'.:l~lill 

,,.Ua P'l'01'Ula, Wilk ett,at arot•i, _.,, ..... t, 4e 

..,...,. 
a:i ( 
a 

tirfft afa811se >mnaeu. •rde;(t · na ..-ca::\ag ,_ 
l;ttl:1'11* 1, \1!Jl£1,fil!tP /3 1 • /2 • ) ® 

np;pert uo4aua1t~k• 'Nru•~.-.- B11'a w, 
Jtt::[Gft1Gl1G~LB+I ftn 

·-®R•DVl"' •• @ %!1e'W'®ili• ( ) t J'lidt(]Jt~¾%ii& ®.&,&.&iiiiit 

•• •_..•••val t-Uetr1la:tlen, --•trika 

••• 
41T.Latla u the •-am,rn:. 

•t:l_. fJ-a a nerul. :,.iw,a1d.en1 •-~ 

1-3 
I 

... et ~ia•• 
S\½fil!t -

•tatutt-1 tut•t ••► 
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' ' j b bJ 

'
1NfiGB• ! I II it lwt IT I i1UIM ill! 

•aUlilar - - 0 • 0$80 Q • 1,.11,0 stok ... X 8 • .~;,1> Rffe;f° CI ' • it iii ift T 

? - o,z o,8597 .JI'_,, a o,o, o,a o,oo, 0,09 
b 0,01 o,u 0,002 0,09 
C OiiO 0,17 +- 0»006 0,05 ..,.._ 

... 0,,1 1,1:,16 2,911- a 0,07 0,,1 
b 0.,05 0,29 
0 0,05 0.,25 

III o,.18 1,10,a :,,,44 a 0,16 O,." 0,05 o,QS 
b 0,17 o,47 o.,05 o,,o 
0 0;17 o.,46 Os07 o,as 

o,Jt.8 l.,2277 3,r:,6 a .0,15 0,56-
b o,:i 0,56 -
C 0,2 Oai56-

V o,oo 0,7077 2,!0 a 0,05 0,27 o,oo:, 0,10 
1l 0"06 o,:,o 0,005 o,~ 
C 0,07 01121 0,01 o, 

0,19 l,0:,47 2,67 
. 

0,18 o,u a 
b 0,16 0., 
C 0,16 0,45 

VII .... 0,14 0,8710 2,65 a o,06 0,29 
'b 0#06 0,:,1 
0 o,. 07 0.,28 

VIII Oa05 l.,0689 :,,2" a 0,1:, o,4o 
b O,l) o,42 
C 0,1:, o,4o 

0,1, O.it820 2,49 a 0,11 0.,:,8 0 3 02 0,18 
b O,ll 0,:,9 0,,02 0,20 
C O,lt 0,,1 o,o, 0,15 

.... 0,:,5 0,90:,2 2;6\ a 0,04 0.1124 
'b o,o, 0.,25 
C 0,05 o,ao-

XI 0,16 0,9:,07 2.,54 a 0 11 16 o,41 
'b 0,1 0,41 
C 0,12 o,,a 

XII ... o,os l,Ola-'9 :,,07 a O,IO o,::,6 0.,025 0,20 
b 0,10 0,:,7 o,oe 0,21, 
C 0,10 0,:,5 o,o, 0,17 

XIII 0,17 0,9428 2,76 a 0,1, o,41 
b O,l o,4e 
C 0,.14 o,41 

XIV 0,01 0,9695 :,,29 a 0,10 0,,1 
'b 0,.1:, 0., l 
C 0,1, o,4o 

0$115 1.,ooa, a,a, a 0,1:, 0.,41 
b 0,1:, 0,11 
C 0,1:, 0., 0 

let ea p131 a1Jn die 1ntervallen aansegeven, die de ii 'ffliU"f! tt over ... 
soJu,,itid.1nllauen {0.,21 reap. o,08) niet bevatten~ 

Retkode 'b : met gemiddelde x en 1•1d4elde v (zie f :,) 
l) ~ l"l t met pmiddelde if: en Bpre:t.ding s (e;1e 1 e) 

Jlttb.Ofle • o a het voorgeatelde a teekproe:fschema •1e cj l) • 
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