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l. ·1nleiding .. 
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Over de stat1st1sehe berekeningen bij biolagisohe 
1Jkingen zoala de~~ door J.O.IRWINs 9 Stat1stical 
Method Applied to Biological Asaays 0 » Suppl. to the 
Journal Boy Stat Soc! (1931) pp 1-12, b®schr-even 

l) II bovengancemde methode Juist? 
2) bn deze aethode op meerdeN praepuaten tege

lijk worden toegepast (eventueel met l dos1s 
VP ieder p1,epa~ut)? 

:, ) Hee 11 de u.e~ tuiuu.m de autall@n dos@!B 
van rstPda&rd en pNepal"Ut en nauwkeur1ghe1d. 
van de uitkomst? 

4) Welk aantal weken geBft de nauwkeu~igate u1t• 
komstent 

5) Z1Jn de waarndingen van verschillend@ w•ken 
gel1Jkt:l jdig bru1kb&aI-? 

1ten behoeve van dit onderzoek wEn:•den ons .reaul
taten vu v1Jf ijkingen ter beeeh1kk1ng gesteld. llke 
1Jking berust op de gewichtstoenaen gedUNmde ~nkele 
weken bij proefd1eren, na geregelde toediening van 
versch1llend.e dosem van eeri standaardpraepa:-aat ( vePder 
kortw@g standaau.<ad genoemd) en enkela t~ omlerBoeken on
bekende praeparaten (kortweg: praerpl!U"aten 1,2., eniE.). 
Ben dosis van de standa~d or van een praeparut wardt 
aan een groep van 12 (een enkele Mal 11) proetdieren 
gegeven. Van de standaard worden 3 tot 5 doses ge
bru1kt, steeds met Mn ver-dwmingstaetor 2 (de stan
daarddoses van ~jk1,ng soa, liggen onregelma.tig)., en van 
de pre.eparaten 1 or I doses. 

Bovendien wo'f"dt VP de atabdaard nog een dosis 0 
gegeven, welke ·.J~~ c'!.a m<:th;,d~ van I~in n1et gebruikt 
wordt, uar na een u1tgebreider ondermoek van het v~I"
band tusaen de logaritlmen van de dO$@s en·de gewichts
toenmen (me@r dosef!J, meer proetcUeren per groep) eve:n
tueel gebru:lkt zou ku:nnen word.en ala controle op de bi.1 
d4' pzaaeparate:n verkregen u1tkomsten. (vgL § 6.2) 

De gewiehtstoe~n wrorden na een. twee, drie.,vier 
en vijt weon opgenmwn. 
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1 VM een 1jking 16 het bepalen van de sterkte
'lrl'i .• r-t11,'lJcU:n1F1: tuel3en . $t&ndaard en pra.eparaat. 

Bij het onderzo@k van dit materiall bebben we ge
bruik gemukt van de in de litteratuur beschreven toat
s:en, ·11elke vaak n1et gehael geschikt ziJn voor dti bfl
sehouvde :jkinge~, daar de voor deze methoden noodzake-
11jke voorwaarden n1et steeds vervul(l :ii:1Jn. Algemene re 
methooen, waarbiJ minder voorwaar<len gesteld wordens 
zijn on$ voor dit soon ijkingen echter niet bekend. 

We zullen eerst in j,2 een overzicht geven van 
de metbode van Irwin en van de afleiding van een metho
de voor de bepa.l:tng van een exact betrouwbaarheidain
te:rval voor de eterkteverhouding tussen atandurd en 
praepa.rut., d:le door B.C.,FI:ILLER 2 ontwikkeld • In 

3 word.en methoden besehreven om te toetsen in hoe~ 
ver-re de ondesstellingen waar de in 2 behandelde ar
le:tdingen op beruuten., vervuld z1Jn en worden dtHe 

methoden toegepast op het besehikbare mater1aal. De.ar 
biJ dit onderzoek voornameliJk een atwijking van 
homoscedaliSt:ieiteit (gelijkheid der tip:reidingen) tussen 
de wumemingen ult verschillende groepen geeonstatee:rd 
wordt., is in 9 4 een benader1ng van de spreidi.ns van 
de logar1tmae van de ster'kteverhouding afgeleid en., 
voor de onderhavige gegeven!, beeekend, die met deze 
atwijkingan rekening houdt, teneinde een indruk. te 
krijgen van de invloed van deze ongeljJmeid der $prei-
d1ngen op de nauwkeurigheid van de'UJ.tkomst. In 5 
vindt men de beantwoording van op p11g. 3 getom.uleerde 
vragen, ~6 en 7 geven nog enule opmerkingen en 
een $8.ffl@nvatting. 

Opmerk1ng: de door Irwin gebruikte u1tdrukk1ng 
"log dose-re1ponae ourve" ia 1n het volgedde met 
"werk:lng1lijnttvertaa.ld. 

Ter orilntering in het gebru1kte $t&tistisehe ter
minolog1e en methoden zijn aan het eind van d1t rapport 
een aantal memoranda toegevoegd. 
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2. Methode van Irwin en e:u.cte betrouwbumeidra1nterva.lle. 

2.1. 12~!~1! 

Yoo~ bekende ot onbekende parameters or varia.belen 
velke n1et stoehutia.ch zi.jn, 1e'bruiken we GPiebe letters. 
Stochastisehe grooth.eden (dat z1Jn grc4>theden., die een waar
scbiJnlijkhe1dsverdel1ng bezitten) word.en met LatiJnae let
ters aangegeven., tePW13l bovendien het stochutisehe m
rakter uitgedrukt wordt door onderstreping van dese letter. 
De onde~treping zullen we weglaten., ~••r er geen IGVMI' 
voor verwarr1ng over de behandelde tbeo~1e beataat en wa,n ... 

neer we ons in een tormule de gevonden narde voor de betref
fende stochattisehe grootheid gesubstitueerd denken. 
De mathematiache verwacbting (het "theoretisoh gaiddelde") 
van een stochastische grootheid wordt aangedUid met het 
symbool £, dus b .. v.; 

i ~ = 1 . 
Gereduceerde grootheden, d.w.,11. stoeha.stische grootheden 
verminderd met hun aathematische vena.chting geven we aan ,., 
al11 ~, due: 

BiJ 1Jk1ngen., als door Irwin in bet eerste deel 
van ziJn artikel r1J besehreven., wordt onderu"teld dat de 
reutie van een proef'dier (b.v. gPoei gedurende enkele 
weken) op een do1i1 van de mtarulaard or van de pPaeparaten 
welke we met de standurd Willen vergeliJken., vo~rgesteld 
mn word.en door 

z ,.., """ + /f. 5 + ~ , voor de s tandaard, 
!, ""'f +i:. j + V , VOOl" ffn praeparut, 

wurin t de logaritme van de dosis is 1), « , !''¼> en )( 
onbekende parq.eten ziJn en!!. en!. onathankel1Jk ver
deelde grootbeden, afk011.Wtig u1t een normale verdeling 
met gemiddelde Oen onbekende spreiding (i (dese is dus on
athankelijk van 1 en van het gebruikte pra.epa:raat) • ___ _. ........... ., .............. __ ...... ___________ _. ..... ,., ...... ,_, ... _ ... ,_,_, _____ ~---------------.. 
1) Door IPWin wordt deze aangegeven met X. 
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Hieruit volgt voor de mathemat1sebe verrAcht1ngon van 
de rt=aotitHU 

1, 
~ d! ) [ 1..= {. («+ t,3 j +_:!)"" "'+ /~ j , 
f df J ""· t .!,= i( y +(2 j +y)zy +P· j . 

(Voor• de VfU"S@h1llende praeparaten z1Jn y en dUI ook j 
ver~chillend.) · 

De onderetellinge:n die we hierb1J dms m.aken z1Jn: 

f I: nomalite1t der waarnemingen; 
' J II: gel:tJkheid. van de H!preidingen der waarnem:tngen; 

( 2 •2 •1 ) I m.: lineariteit der werkings11jnen; 
f t IV: evenwijdigheid der l1erkingslijf\£U1 ve.n flltan-

durd en praeparaat bij een 1jk1ng. 

De sterkteverhoud::1.ng van een praepar•at tot de stan
daard wordt nu gageven d.oor de verhoud.~.ng van efm dosifll 

van de st.anda.ard en eeri dosii:t van h@t praeparut lf~lke 
dezeltde very1achting van de reactie hebben, du.a waarvoor 
geldt: 

t I '" t ~-
Zijn 5 1 en j i d@ logarithmen var. zulke dose• van de stan .. 
daard riHp. het praepa .. raat, waarvoor dus gvldt: 

dam v1nden W'e voor da logarithme va.n de mterktevex-hou-
ding: 

(2.2.2) 

Opmerking_; a) In een grai"1ek van react1e tegen log
dotais, dua 1z tegen j i!S /<,lo de hor:lzontale afs"tand van 
de werkingslijnen van l3ta.nda&rd en praepara.at. 

In. Iierkeli,jkheid z:tJn °" , ( en //3 onbekende pan
rr1.et.ers, welke uit de vm.a.rn®mingen gescha.t moet•n ;1orden. 
Deze mtihatting~m zijn etoehaetiesehe grootheden., 1t1aarvan 

de verdelingen afhangen van de verdeli:ng van_:! z :l.n het 
biJzonder- nan.gen de spreid:tngen fiUmten met <r , 'Belke even
eens uit de waarnemlngen moet worden geschat. 

Bij een :ljking worden meerdeN do11uis van tie stand.aard 

en van de pr•iutparaten gebruikt en voor elke dosi@ een 
groep p:r•oefdieren. De geibru:Urte notatie blijkt uit onder- · 

s tund !!Hih~ I. --------... -------------- .. --------... --..... ,,... ••• ..,~ ... ----·il!lf'-----.... ----..... - ........... 
1 ) ~ betekentm is per definitie gelijk aan. 
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reactier& 
der 

proefdieren 

gem.iddelde 
reaot:ie 

verwa.ehting 
van de 
rea.ct1e 

totaa.1 
gemiddelde 
reuaetie 
gemiddelde 

dosis 
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Schema I. 
Xiotatie. 

y -
J 

. . . . . . 
• • • 

! praeparaat 

zll. • • . • " • .• .!«1 
• • • • • . . 
• • . . . . . 

,c 

. 
• • • . 

Moet in het geval van. meer dan een pr&!'i!parut een voor 
elk praepara..a.t apart dei~eltde wiJze btn .. ekende groot

heid over alle praepara:ten gesommeero woroen, a.an geven 
we dit un door hat esymbool r_(p). In somm.ige rormules 

komen ook grootheden voor, die op slechts (en praeparut 
betrekking hebbem en. wurvoor dus geen ,,_~,~ P >-teken staat. 

Alle grootheden van die urd in een to1"fflule behoren 
steeds bij hetzelfdepraeparaat en de romule geldt da.n 
voorieder der praepara.tem afzonderliJk. Bij rsommatie 
over• in di t t!Chema vertilraal onder elmar geplutste 
grootheden zullen we ate(lds de ind.ex i gebruiken 3 bij 
sommatie in horiri::ontale r:tchting de index j 

In het schwa 

en 

-.,_,,. 

en /T .:· 

en 

Het aantal praeparaten noemen wen. 
We zullen verder nog: 

V 

en 

gebruiken. 



MATHEMATISCH CENTRUM 
AMSTERDAM 

De ~preiding van een 1rootheid !. geven we a.an met 
a-;_ ot !. ; en eten sc:tultting voor d.eur;e s.preiding met 

~ or !.1- !. . 

Opmerkingen:b) Als de spreid1ng van z11 geliJk is un 
i:ru dam is de :apreitling van Ii: 

-1 
(2.2.5) o--J }, 5 = ~C11._ , ens:. 

c} Alle wa.arnemingen, du@ alle z's en!.*• ult het 
sohema. ziJn onderling volledig oaathankel1jk verdeeld. 

2 .. 3 Schattintren voor :J,. ff ,V en ,,,- . 3) -~~-~~--"li--•-~~~~.-~---~---------~-
Uit de waarnemingen ~ijn met de methode der kleinst@ 

kwadraten de volgende 1-:_nattingen 1oor :!, , = en at 
te laid.en; . ;.. 'r,z_ 

1( , 

;,;, f 

In net volgende zullen we de noem.er van.!!_ met Q aangeven, 
duis 

0~.!_X'king: d' Noemen we eEm sehatting ! van een para-
meter zuiver ) , wanneer l. ! "" is, dan ziJn onder 
veel algemenere onderstellingen dan (2.2.1) de sehattingen 
:l:n (2.3.l) nog zuivere schattingen., dus l b = 3 , 

f:.. .! ""' "· en l .!. ""t" • Noodzakel1Jke en voldoende ender-
s. teDlngen zijru 

I : l .£"" l !.""O; 
II: 11neariteit d0r werki:ngslijnen; 
m: evenwijdigheid der werkingslijn.en. 

Met behulp van de sehattingen (2.3.1) 1e het nu mo-
gel1Jk een $Chatting M voor te geven: 

.:: 

., .... .,. ... ____ ..,., ......................................... ~--.. ---------------------------
) Vgl. voor de gebr-uikte termen memorandum S 5J (M 21) 

aa.n het eind van dit rapport. 
4 ) Engels: unbi(l:--Sl!U:l<i. 
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onerk1ngsen: e) In de appendu., § 8.1 bewijsen we nog 
het volgende: 
Voegen we a.an de onderstellingen (2.3.J) nog toe: 

(2.:,.5) IVs 't: ~ :t = ~ ~ !C~: <r,,~ ~ 

d.w.z. de apreidingen ziJn onaf'hankelijk van de dosis, 
maa'r lamnen nog afbankelijk z1Jn van de praepal"aten, 
terwijl geen normaliteit der vel"delingen gel1et wol"dt, 
dan zi~n z.y en b ongeoorrelee:rd. 

t .... -- -

t) Onder de onderatell1ngen (2.)3)+(2.J.5) 1a M geen -zu1vere sohatting van ,µ- (append1x,f8.a). kinder bet be-

w1js hienan te geven aerken we not; op dat de achattinl 
! wel bruikbaar 5) is (zie maorandum S 5, (M 11)). 

Dij hat atleiden van betl"Ouw~urhe1da1ntervallen sul
len we nog schattingen voor de apre1dingen van b , a - -
en .! nod.ii hebben. Voor de werkel1Jke spreidingslcwa ... 
draten van deze grootheden vol.gt uit (2.}.1) en (2.,.2): 

J· ~.! ;, , 
,t. /:, • "{ r + f-:-., . 

tr~ .'.':: ·- ~ ,,,-

;,".,, 
,,; 

= 0-- }" "'- 7 
(2.4.l) ~ IJ' ,. 

,3 

Ir·"'~- - ~ 

- ; 1- ll t 
\. j .t, 

Schattingen van doze spreidingskwadraten kwmen we vin-
:t den door in (!.,4.1) aohattingen voor . en r,.. te 

subst1tueren. Werken we·onder de onderstellingen (2.J.,}, 
duffi zonder gelijkheid der apNidingen voor de veraehil• 
lende doses te ondermtellen, dan moet ieder van deze 
apreidingen uit de b13beborende groep wurnemingen ge-

,enz. 

we vinden dan ala aonatting voor de spre1d1:ngskwadraten: 
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4 /4. 

f, ~ ~ 

Onder de onderstellingen (2.2.l) lrunnen we voor 
eeri schatting utt het gehele waarnemingsma.teriul geven: 

. 2 * 
-Y-) I-

(2.4.3) = 

waaruit volgt : 

s .z ~ 

-4:,, c::: 
);> 

(2.4.4) ,. ,l, ' ~ s: 
5 -= 

·- ~-.::: , ,,.. - ~ 

~ 
,t 

:t 
s 
- C:, == f-

OP!erkingeni g) Z1Jn de aantallen wa.arnemingen per 
groep gelijk, dan komt (2.4.,) near op het gem.tddelde 

sehattingen (2.4.2) pex iroep • 

h) 

(2.4.5) 

.. 
. : .. ~ .. - x f met 

=" 

Door FIELLER is in _ 4 _ en ui tvoeriger in 2 aange
geven hoe e:u.ate betrcnnd,aax-heidfillintervallem met onbe
trouwbaarheid f voor/, ... (zie {2 .. 2.2)) berekEmd kunnen 
word.en (zie ook IRWIN [5 en EMMENS !__6..1 hootdstuk 11.5). 
Bij deze berekening moeten we uitgaan van de ~trenge 
onderstellingen (2.2.1) (z.ie appendix, 1 8.:,). l)eze be
trouwbaarheidsgrenzen voor .,-.. , behorende biJ een waar-
nemingsreeks, de waarden c,a.;b· enz. heeft gegeven., ;?;iJn 
de wortelsvoor •.~ van de ve~geliJking (zie appemdix, 8.4}: 

z 
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waarin t£ die waarde uit de Student verdel1ng m•t f 
vr1Jbe1d1graden (vgl,{2.4.5)) is waarvoor geldt: 

( f is de oribetrou:wbaarheid). Deze wurde kan bij ge ... 
geven £ in een tabel der Student-verdeling worden op
gezocht. 
Door u:l t verge 1 i jk1ng ( 8 • 4 • -, ) .· "- op te 1 oasen en h1er1n 

(2.5.l) 

te substitueren, vindan we voor de 
(zie appendix 8.4): 

·~·-·--·~-~·· "" ~- .. 
I 

f-

War1neer we hierin als benadering C ~1 invoeren en voor 
tis de b1J de betrou\ilba&rheid f behonnde waarde 
ui t de normale verdeling aubmti tuer,:m, d. w. z. waa.rvoor 

geldt: * 
~; 

j_ 

-u;:• (d.s 

da.n vinden we 1door Irwin gebruikte (oo~aspronkelijk op 
anderewiJze atgeleide) benaderde grenmen; 

-Y.;. 
f ,,,.,.,~- -

1'e wa11rde t ::t kan men voor gegeven :: in een tabel 
C 

der no:i:ima.le verdeling opzoeken. 
In 5 zal de tout d:te door deze berndering ontstaat 
besprcken worden. 
Dur steede C > 1 is, zullen de grenzen van Irw1n 
systemati3ch te nauw zijn en bovendien athan~elijk van 
het teken van ('!' - Y) naar de lage waarden ( biJ .c+1 - ta
ken) or naar.dehoge was.rd.en (bi.J ,-J-teken) verschoven 
ziJn t.o.v. de exacte betrouwbauheidsgrenzen. 

bovenitaande a.tle1ding :ts nog een ze@r 
belangriJke 
interval be®ta.at u1t d.ie waa.rden van waarvoor het 
linkerlid van (8.4.3) kle1ner is dan O (zi@ appendix 

8.4)., wanneer b2-t; st/> 0 is, zijn dit de w~en 
tus de beide gevonden-grenzen (2.5.2), ls eehter 
b · -t £ s-,/· < O dan zijn di t eehter de wurden van 1.,., 

buiten a'e gevonden grenzen. Dit lutste is natuurli.jk 
bij iJkingen onbruikbaar en we moeten besluiten dat 
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voor de toepasbaarheid van·dese :tntel'Valberekening 
van P:leller, voldaan meet si.jn a.an: 

Is! l > 
Dit betekent dat b s1p.1r1eant van O moet veP-
11ehillen volgens de toets van Student (met t vr:13 ... 
heidsgraden) met een betrouwburhe1dadrempel E. • Dit-
zelfde geldt voor de methode van Inin, soals bl1Jltt in 
j 8.5 b1J de afle1dtna van vergeliJking (8 .. 5 .. 1). 

wa.111 1 de basif§ van de logarithm.en die we sebx-uik
.ten (voor log doais, ens.), din vinden we voo• cle aterkte
verhouding ala betrouwba&I'he1ds1ntenal met onbetz-ouw
b~heid l , het interval; 

(l.4.5) { J .JA., ; 142.J, 

wa1u.•1:n /4, en /"a. de beide grerulen van ( t .. 5. 2) voor
s tellen. 

2.6 Wumerieke voorbeelden. 
-~~-------~----~------
Als effste voorbeeld wllen we de beNtlceningen uit

voei-en voor iJking 4926, 5 non. Ale basis voor de 
logarithmen van de dos1s gebru1ken we 2. De gegevens 
vinden we in tabel I. 

Tabel I. 
t1e1evens van 1Jk1!31 4916 1 5 nlwn., 

ls~iiaiiN 
J 

! I., I \ I doS1tlil ; llj jj i'J l !3 s .... 
i 

w -4 

12.,5 12 -,.,644 ' -t· 64,9 1:,0,08 • 

25 12 . -..,644 -l 12,, 96,91 
50 11 5.,644 0 94,2 96,36 

100 12 6,644 1 110,e 121,06 
200 12 7,644 2 l!l,t 196,88 

:erae2araai !. ,,.. 
I ; p ; 

Jr3 ! /4\1 !,1 J s ,v-. 
l - -, 

,0 12 . 4,907 -i 80,8 103,ll 
60 12 5,907 +t 101.,8 916,JO 

2-ne2aru.t 2. 
! 

2.,981 14,7 63.,3:, 7,9 12 0 

2rae2:u•aa.! ~. 
i 1 

6t,O 1:,5,6.-. 31,9 lt 14,995 0 
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grootheden: 

-JT,,., en Np:;;:: 12. 
3 

In deze :vara.graaf zullen we de grootheden behorende 
biJ de verechillende praeparaten onderscheiden met de 
indices 1, 2 en :, zoa.ls hierboven al voor ii is ged.a.an. 
Uit deze tabel berekenen we nu de grootheden: 

'!2"" 74,7 en !'3= 62,0. 

Volgens (2.;.1) is nu 
V v 

f mJ j iiil· 2. J;" pj ,z-JZJ 
..,.d ________ ,.._rJ ______ '- 15,581., 

L m3 ]_2+ Z'r., 4 PJ ii/!. 
t:1' ✓ J 

,., 2 
Q:} m;j .i j + 

.,. ! !f p J ;z J = 126 , 

a= Y-b J "" 4.,91., 

7,1, 

C~f"'!'2-b if:. 2.= 28Jl3 , 

o3""z;-b 7r :;"" -15 ,8 • 

Daar van de -praeparaten 2 en 3 sleehte l dos1s gebru1kt 
,I 

is, du® Jr= 0 is, 1$ de helling b alleen afhanke11Jk 
van de wurnemingen voor (ijtand.a.ard en praeparaat 1. 
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Voor de logaritmen van de sterkteverhoud:1.ngen vinden 
we volgens (2.}.4): 

e1-a 
. •1~ --,r--""' 0,141 , 

(2.6.1) 
c2-a 

M2::.::-,;- "'' 1,51 , 

",;a. = ... 1.,:,2 • 

2 I ___ ,_,s 

Su= ____ .,_.--------------"' 129,179 

en volgens (2.4.5): 

t ""'N5 -h+ 

Uit de ltudent verdeling met 98 vr1Jh•idsgraden en 
i""' 0,05 volgt: t t""" 1,98. Da.ar (a.4.4): 

:c 
I ~ 129 170 s~ "" -~~ °" tis " "" 1,025, 

is (2.5.1): 

Met behulp hiervan kunnen w~ de betrouwbauheidagren
zen volgens (2.5.2) (Fieller) berekenen: 

praeparut l: ( i )==(0,489 ; -0.,217) 

(2.6.2) praep!"!raat 2: ( i )-=(1.,965 • 0.,995) I 

praeparaat ;: ( • )=(-0,8:,2,; -1.,890). , $ 

Ditmel:f'de ultgerekend volgens de l::l<!r4:tkening van Irwin 
(2.5.3) geert hier praktiseh dezelfde uitkomsten: 

praeparut l: ( ' I ),-,,(o,488 . -0,212) ; ..cl :, 

priU?pll rh t 2: ( • F ) ... ( 1.,981 • -l,OJ9) !I !I 

praeparaat 3: (, 1 / ;_ )=(-0.,806; -1,850). 

Betro~vibaarheidsgren~en (g /A, ; g ) voor de mterkte
verhouding volgen nu uit (!.6.2): 

1: ( 
,{_.f:, 

0.,860) praepar-aat ;2 '"') ... (1,40 ; 

praeparaat 2: (2 ·~, ,2 )r:o(:,,.90 ; 1.,99) 

praeparaat 3:(2 ;2 l={o,561;00,270). 
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Vols;e:ns de benadering van Irwin v1nden we; 
,?,' ,,.,.._, 

praeparaat 1:(2' ;2 ;z ):::(1,40 
( I 

praeparu. t 2 : ( 2 ,.µ, ; 2 ),.,(3.,95 
I I 

praeparaa t :; : ( 2,. .... , ;2"''" )=(0,572 

j 0.,86:;) 

j 2~03) 

; 0,277) 

De lengtes van de intervallen z1jn dus in dit geval voor 
beide 'l'll·e! hod.er.. o:ngeveer geliJk. Voor de ste~»-t, .... .:!i.~!:ott ... 

dingen zelt vinden we uit (2.6.l) de volgende sehat-
tingen: 

M 
praeparaat 1: 2 1= 2°1141: 1.,10, 

M 
praeparaat 2 i 2 2= 21151= 2,65, 

praeparaa.t 

Om nog een voorbeeld te geven ~aa~bij de overeenstelilmiq 
tusaen het betrouwbaarheidsinterval van Fieller en de 
benadering valgena Irwin minder goed is., zullen we de
~elfde bl-elteningen uitvoeren voor iJking 4926.,, 2 weke:n. 

Tabel II 
Gegevens van ijking 4926 1 2 weken .. 

atanaiirii 
dosis fflj 

l 

f [3 ~j 
! 

12.,5 12 3,644 i -2 

25 12 4,644 . -1 

50 11 5,644 0 

100 12 66644 1 

200 12 z,644 2 
2rae2araa t 
doau. :, j Tl: J 

V 
,r, j 

30 12 4,907 -i 
L 60 11 5a207 • ti 

Uit tabel II berekenen we: 

J ~ 5a644 

a'"' s,407 
l. mjYJ y.,, '1 

s 

59., 

' yj 
. a 

s u. 
-J 

• 36,7500 60.,20 

35,7500 50,.oa:. 
4:,.,oooo 53,20 
46,58,:, 57,90 
4~i!500 25484. 

2 z av j -J 
; 40,5833 39.,58 
· 4.11, ,416:z: . 54,08 
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a_,.,, Y-b T "" 21.,529 ; e:::: '2'-b ii. "" 22.,Slf.8., 

c-a c M""' 'ri"" = O ,27ol , 

r~ Ns+N,-h-k~ 76, 

( f<,. $ I) 2( l, 186 ; -0 .,634) 
I -" r 

(2""' ;2 "'"" l,,,(2,21 ; o.,61t.1t) 

Op de grootte van dit verschil komen wiJ in 

In de vorige paragraaf zagen we dat om. de methode van 
Irwin In de berekening van bet~ouwbaarheidaintervallen te 
kunnen toep11uus,m onderstel11ngen (2.2.1) vi:rvuld moe-
ten zijn. In het volgende zullen we voor elk van deze on
derste111ngen toets:tngsmethoden bespreken. 

:;.1 No:mw.11teit. 
------------

Ncn."'mali tei t van de waaI"nN'!ingen is: behalv·e voor het 
bepalen van betrom1bau1rheldsintervallen~ bovendien noodza
kelljk bij tlletaing van homos<H~dam;ticiteit, lineariteit 

en evenwijaigheid. Bij het onderhavige onderzoek werd er 
vanaf gez1en de normaliteit de?' gegevems te toetsenJ daar 
lfi.1 flll-eehts over groepJes van 12 waarnemingen beschikten. 
Het t<l)etsen var, no~Uteit i® d&n nauweliJks op exa.cte 
w:ljze mogeliJk., terwiJl bovendien ~leehts zeer grove af
wijkingen zullen lmnnen worden ontdekt. Bij alle in het 
volgemie besprokem method.en. waarbiJ normallieit ondersteld 
moet ltlOrden, dlent men dan ook bij de interprets.tie der 
reaultaten rekening te ho1J.den met de mogel1Jkh!!'tid van af-
wijkingen. Het zou daarom nuttig ziJn een e.xperimen-
teel ondorzoek met een grotere groep van d:teren uit te voe
ren., om een beter inzicht in de aard van de waarse~ijn
lijkheidsverdeling van de gewiehtstoenmen te ve~kriJgen. 
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i 
1 1Jking 
~r. 

5011 (4) 

5017 (6) 

5023 (4) 

Well:'l._cbt kan bier gebruik gemaakt wo!'den van de resultaten 
van vroegeN proeven met de2eltde soort proetdieren. 

3.2 Homosoedast1e1teit. --.-~---~--~·•-.-.·· 
De geliJ!dleid der spreidingen werd onderzceht met behulp 

van de toets van Bartlett (Vgl.de memoranda S 5) (M 15) en 
a 4T (M 6)). Dit gat de in tabel III verm.elde nsultaten. 
In deze ~n volgen.de tsbellen wordt steeds achter bet num
mer van de ijking (1° kolom, tabel III) tuasen haakJes bet 
aantal dosts van de mtandaard gegeven, tel"Wijl achter de 
aanduiding v~ een praeparaat tUS$en haak3es bet aantal 
doses van dit praeparut volgt. In ta'bel III ziJn de over
schr1Jdingskauen volgens de toets van Bartlett gegeven, 
de onderatreepte kansen wiJzen due op signif1cante a,t;;1J

kingen van homosaedastioiteit. Deze afw1Jk1ngen bemee111Jken 
niet alleen de berekening van betrouwbaarheidsintervallen, 
maar ook het onderzoek naar de lineariteit en evenwi3d1ghe1d 
du.r de tn :le l:ttteratuur beschreven toetsen., b.v. met be ... 
hulp van variantieanal7se • steeds gel13ke spreidingen in 
de groepen onder$tel1en. 

Ta.bel III 

Toeta van !Sal'tle•t voor 5el1Jkhetd der spreidiN5en. 

standaard + 
praeparaat Ua(2) .· 

standaard 

etandaard + 
praeparaten (1) 

standur-d 

standurd + 
praepuaten (I) 

sta.ndaard 

standaa.J!'d + 
pl"$eparaten(2) 
stl\bdaard 

standaard + 
praeparaten (1) 
standurd 

,>0.05 

,0.05 
{ 0.05 

<~ ..> 0.05 

)0.05 

,0.05 

· >0.05 '0~05 • 
)-0.05 )0.05 

)0.05 >0.05 

)0.05 ;,0.05 

< O.Ol! 

> 0 .05i 

>0.05, 

>0.05; 

Concluaie: Ongel1Jkheid der apreidingen binnen de groepen 
zowel b:lJ de standaard apart a.ls biJ standaard en praeparaten 
tezamen treedt veelvu.ldig op. 
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In veband met de moeiliJkheden die deze afwi3k1ngen van 
homoseedast1eite1t bij het beeekenen van betrouwbaarheids
intervallen veroorzaken, 1a in de volgende paragraat een be
naderde Bel'i*tt:tng van de 11preiding van de loga.r1thme a.er 
sterkteverhouding gegeven, wurbiJ de ongelijkµeid der sprei
dingen in aanmerking genomen wordt. Hierb1j zal bl1Jken, 
dat bij een behoor11jke afwijking van homoscedastic1te1t 
ook een vriJ aa.nzienlijke verandering van de spreiding van de 
log rsterkteverhoudLng gevonden wordt. 

,., ;!~!!!!~!!~-
De lineuiteitstoetm 9 z•als deze beschreven wordt door 

EMMEN:S E 6J p .40., is een toepass1ng van de va:riantie-analyse. 
Hierbij wordt due noNal1teit en gelijkheid der spreidingen 
gelist. Voor die iJkingen waarb13 dit niet vervuld is, ver
J::1.ezen de uttkomsten van deze toets veel van hun b•tekenia. 

B13 deze toets gebruiken we alleen gegevens van de stan
d.,;ard voor d.e sehattingen van de helling .!!_ en de spreiding 
Su binnen de groepen, daar, bij combinatie van de wume
mYngen van standa&ro en praeparaten, door mogeliJke ai"rij
kingen van evenw1Jdigheid van de werkingslijnen of ver
sohillen tussen de groepsspretdingen er u em r,r v van stan
daard reap. pneparaten de uitk<:l'll~ten vi'n de toets ver
troebeld kw.men worden. Toets1ng van 11near1te1t van de 
werk1ngll1jn van een praeparaat was niet mogelijk daar ner
gens van een praeparaat meer dam twee doses gebruikt zijn. 

Als toets1ngsgroothe1d gebruiken we de ! van Snedecor 
(zie memorandum S 53 (M 24)) om de som van de kwadra.ten van 
de residuen van de groepsgemiddelden der waa.rnemingen ten 
opzichte van de lineaire regressielijn (gedeeld door het 
aantal groepen verminderd met 2 dus h-2) te vergel1Jken 
met .2.u:• In formule: 

Hierin hebben .!!a en '§.u2 analoge gedaanten als in (2.;.1) 
en (2.4.3), maar nu alleen toegepast voor de wa.arnemingen van 
de standaard. 

Ind1en de hypothese van lineaire regressie Juist is, zul
len teller en rioemer ona:f'h.ankelij:lse .;•·cna.tt:i.ngen ziJn van 
het kftdraat van de spreiding der na:,nemlngen voor hun ver
waohting, hetgeen we bier niet bew1jzen; zie b.v. A.M.MOOD 
[1}pg. 321 en 322), zodat hun qoutient verdeeld zal z1Jn 
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volgenB de verdel1ng van Snedecor met h-2 en N8-h 
vriJheidsgraden. Bij afwijkingen van lineariteit zal de 
teller te groot warden, zodat bij de toets een Hchter
,enzijdige critieke z8ne wordt g~bru.1kt.Toor sommige van de 
besehikbare 1jk1ngen is de waarde van F met de aantallen 
vrijheid~graden en de oversehrijd1ngskans opgenemen 1n 
tabel IV. 

Tabel IV 
AfwiJkin1en van _;Lineariteit • 

1JlB:ri'g :no: "afw!'Jlc:rngen van linear!- · 
teit. 

4926 (5) 

l "reek 
2 wekem 

5 weken 

503 (5) 
1 week 
, weken 
5ol1 {:,) 
1 week 
3 weken 
5 weken 

5011 (4) 
l week 
3 ,1eken 

5 weken 

502;1 (:~) 

1 week 
:, weken. 

5 w~ken 

-

P vrli I!· 1 ov.k.' 

0.10 

0,27 

0.9 

0.,00 

0.,50 

1., 

:, en 55 ;,0.20 

3 en 55 >0.20 
3 en 55 >0.20 

3 en 55 
3 em 55 

2 en 44 >0.20 

2 en 44 >0.20 
2 en 44 >0.20 

1 en 33 )0#2() 

l en 33 > 0.,20 

1 en ;:, ;>0.,20 

In deze tabel zien we dat slechts bij ijking 50}.,} 
weken de lineariteit niet goed v~M'jld is (overschrij
dingska.ns < O .05), zodat .:e tot de conolus1e komen da.t 

voorwaa.rde van lineartteit van de standUrdlijn bij deze 
p~oeven in behoorlijke mate vezsvuld is. 
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,.4 !!!~!!I~!e!!!• 
'l'oetsing is uiteraal'd. slechts mogel13k, 1nd1en van stl!U;1• 

durd en prae~t elk 2 ot meer doses geb!"Uikt z1Jn-
• 

1Jki.ngen 50, en 5013 blijven daarom buiten lMBohouwing. 
De hellingen van de werk1ngsl1Jnen van standaard en Jl'&e
parut kl.mnen door middel van de toets van Student verge ... 
leken word.en ( zie memol!"lndum S 47 (M 9)) • Hierbi.1 wo:rdt du1 

weer gebruik geuakt van de nona.11te1t en homoseedast1o1-
te1t en voor de uitk01&ten der to.ts geldt deselfde C,.• 

mer-king als in § :, • :, .. 
Bij deze toetsing hebben we onathankel1Jke sohattingen no
dig voor de hellingen van de standurdwerk1ngal1Jn en van 

. de praeparu.twerkingslijn en van bun spreidingakwadre:t;en. 
Analoog aan (2 .. :,.1) en (2.4.4) vinden we met de methode 

s 2_ .,, s 2 i 1 + __ l __ J • 
~-Ii. 7i l1 >,,.,,. r:i: ri i 

-... ' t:- I Si f"/ "/ 
Onder de hypothese l-35 .,,, ,I' bezit de grcotheid 

b -b 
! = .-- :;1?. 

=-b -l, -e-p 

een Student verdeling met f=N8 -h+ Z (N -k) vr1Jbe1ds
gra.den. Door de gnonden waarden van t te veqe;lijken met 
een t&bel van de Student-ve:rdeling vinden we de (tweezij
dige) ovePsebr1Jd1ngskanaen welke in tabel V ve~zaeld ziJn. 
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Tabel V. 

EvenwiJdil!ieid der res:easieliJnen. 

!3123.ng vergei!.JBng ! Vl"' Jhilda- over1elir!J-
no. tussen. t ; &!laden cU.qelmns 

standu.rd en ~ 

4926 (5) 
.5 weken praep. Un (I) : 1,201 • 99 >0,!0 

5011 (:,) 
5 weken p:raep.SF (2) 1.,28 77 o.eo 

praep.BJ (I) 1-,91 11 <0,01 

4 weken praep. HJ (2)' a,49 11 0.01 -
, weken p:NJ.ep .:UJ .. • (2) 2,1:;6 : 11 ~ 
5017 (4) 

15 waken praep. (I) 75 66 ~0 .. 5 
I 

De a~ntallen dieren per groep zijn voor de eenvoud de~ 
bex-ekening weer steeds ge11Jk u.n 12 ondersteld. De OVElrige 

wean van deze 1Jkingen vertonen pen sign1t1cmite af
w1Jking mffr van de evenw1jdighe1d. 

Z1Jn de werk1ngal1Jne~ van stMdaard en praeparaat 
niet evem,,riJdig, zoale we ui t bet bovenetaande VOOl'" bet 
praeparaat HJ moeten bealuiten, dam kan niet meer 1e1pro
ken ,.rorden Yan •de" sterkteverhouding tussen praeparaa.t 
en standaard, aaar d~ uitkomst nu athankel1Jk geworden is 
van de gemiddelde toegediende doses van standaard en 
praepaiu&t. Het 1s dan neg mogeliJk voor elke doais van 
bet praeparaat apart de sterkteverhouding ten opsichte 
ve de standai\'U'd op te geven, maar deze sterktevernou
ding geldt dan ook alleen voor de sebruikte p~uparut
dosie. Een volled.1g ov~rzioht van de werking kan 1:n een 
dergel1jlt geval alleen d.001• de gehele werkingsliJn van 
het praepa~ut gegeven wol"den. 

Het is mogel1Jk, dat 1n dit geval de evenW1Jd1ghe1d z• 
du1del1Jk ver1toord is~oedat de werkzue dosia van stan
daard en praeparaat stark van elkaar verschillen.De 
reactiesop de twee doset van het praeparaat z1Jn beide 
kleiner dan die op de atandaard. De helltng van de praepa
raa.twerkingslijn :1.z groter dan die van de standaard. In
dien de standaard-doses-g~deeltelijk of geheel reehts van 
het lineariteitsgebi~d vallen, zou men dit effect juist 
kunnen verwa.ehten. De doses van het praeparut SIP ligen 
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hoger dan van HJ, De werkingslijn van dit praeparut w1l}kt 
niet sign:U'icant van die van de atandurd at. Deze 11ver
ltlaring" van het verseh:ljnmel is eehtel' geenezina de enig 
mogelijke; 

Conclue 5.e: De evem•rljdigheid van standaard- en praepa
raatwerki.ngsl:l jnen ls biJ 3 van de 4 gevallen bevredigend. 

In edn geva.l :ia dit nict zo. 1.t1ellieht is d1t een gevolg van 
een te groot versch:ll in l/$erkzame doses van 11tandaard @n 
praepa!'aat. 

3.5 !2!~!!!!tL!!!! r~~-~::._O_._ 
1I1oetsing van de hypotheae / !, = O { d. tri. z. onafha.nkelijk

h e:td tussen reaetieen dosia) ts om de 'IOlgend.e r€!denf:tn van 
belang. In d2 eerste pluts hee:f't bij onafhanlrel:1Jkheid 

tussen reaetie er, dos:1 :.1 dt: 1Jk~.ng geen betel~enie meer. Ver
d"':ir ie :tn § 2. 5 beeprolcen 2 <lat; vocw <Je toepaabaarheid van 

d+-" :mejhode van F':leller ( of Ir~•dn) ter ber;ieling van betrouw
he1ds1ntervn.l len voldaan moet ziJn a.an: 

l !J>tf 
waar:ln t t de :1aarde uit de Stu.dentvcrdllling met 
f-0 N8-h+ r.. '·F-i(N f" -k) vri.jheidl!lgraden :i.s beho:r-Emde bi·j de o:n

betrouwbaarheid t • Tenalotte zal ook bij de afl~iding van 
een benadering voor· de apreidirtg van dJ$ logarithme van de 
sterkteverhouding a.ls de homoscedasticiteit n1et vervuld is 
gebruik gemaa.kt word.en V'an de onderatelling ob < \/~ 
dus .d # 0 ( 5' 4 en § 8. 5) • 

f 

'!'oets1ng van de hypotheae /3 ""O kan gebeuren door 

b 

'fiEzlke b:!.j eem :i.,jk:tn:; gevonden ·m:t°'dt te v-ergel1jken met 

een tabel voor de Studentvardeling ffl(:t f"'»s-h+ L,p.J (?,Ir -k} 
vrijheidrsgraden. De voor de v0rschlllend1.: 1jk1ngen op deze 
t:iJze gevonden overachriJd:i.ngsJcanaen zj jn verzbleld in 

tabel VI. 
EMMENS [6] gebru:i kt a.ls toetsingsgrootheld 

2 
~ Q 2 

!:."-~""!. $ 

:;::.u 

welke onder de hypothese ./3""' O verdeeld is ale de ! 
van Snedecor (zie memorandum S 53 (M 24)) met l en 
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N3 -n+ T'fJ(NP -k) vrijheidsgrade:n. In het algemeen geldt 

dat, wanneer een grootheid verdolld :tSt volgens een Stu .. 
dentverde.}.irtg met J vrijheidsgraden, het kil&draat van dtaze 
groothe:id en ,! verdeling met l en ;> vrJ. jh.eidsgraden 

bez1t 4 TweilziJdige toets:Lng va:n t ko:mt overeen met een
zijdige to@tl3:ing van !. ~, t 2 . 

'l'a.bel VI 

Toetsi:31 van de hn?othese /'5 t;t. 0. 

- !Jkfng 1 aa.ntal --- --i5'"" oversef1r. 
no. 11eken 'I;:,,,: ~ t kans 

y~ 

4926 (5) 1 OJ73 99 >0,40 
pr.!'m.ep. 1 (i) 2 5,66 99 (0.001 

prtuip. 2 (1) 3 11,09 99 <.. 0 .001 

praep. 3 (1) 4 13,97 99 {0.001 

5 15,40 99 <0.001 

503 (5) 1 9.,26 99 { 0.001 

praepat'aten 2 14,89 99 ~0.001 

1 t/m 4 {1) :, 16,37 99 -<.0.001 

5011 (3) 1 6,06 77 ,0.001 

praep.SP (2) 2 10,90 11 <0.001 

praep.rIJ (2) '"} 10.,06 77 ,0.001 ,, 

!;. 9,97 77 ,0.001 

,# 10,12 11 < 0.001 
,•,- ... ,.,,_c.,,,,,.,.,,,,.,.«.'~-,~,'>N',«c'< 

5017 (4) 1 1,91 66 >0.05 -pra0paraat (2) 2 5.,17 66 , 0.001 

3 6~2'7 66 ,0.001 

4 7,45 66 <0.001 
F 8,69 66 ,0.001 
~ 

5023 (J} 1 7,68 77 <- 0 .001 

pra.eparaten I 12,91 77 <0.001 

1 t/m 4 (1) 3 1J} ,44 77 ,0.001 
l+ 13.,67 TT <0.001 

5 11+,07 '7 ,0.001 

In tal>el VI zien weda.t slechts bij de ljkingen 
4926, 1 week en 5017, l week de hypothese 3 zc O niet 
ver:iorper1 kan v.order ( overachrlJdingskansen resp. > O .40 

en > o. 06} . We kornen due tot cle cone lus ie da t b::1 J dese 

:1jk1n.gen met een duur van 2 of aeer weken, de h:vpothese 
van onaf'tutnkelij'khe:td tusse:n react:te en dosis verw1orpen 

l<:an word.en en -l:-- voldoende groot iiS om betrouwbaar-
b -
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he:tdsintel?vallen volgens y-2.5 ot ~ 4 te kunnen bepalen. 

4. Sehatting van de sEreidig van de logarithme van 
de aterkteverhoudtPI wanneer de homoscedasticiteit n~et 
vervuld is. 

In de appendix .. 5> 8.5 is een bena.dering afgeleid voor 
het spreidingskwadraat van het quotient van twee normaal 
verdeelde grootheden !. en l onder de voorwurde, dat 
de mathematische ve:r•waehting -r van i gr-oot is ten op
zichte van de spreid:tng van !. . Deze benadering luid~: 

(8.5.1) 

wurin de verwaehting van !. voorstelt. 
D1t passen we toe cpde logarithme van de sterkteverhou
d:i.ng. Uit (:2.:;.4) volgt: 

In (8.5.1) substitueren we de volgende shattingen: 

voor z: : 

voor 

voor 
"' •. it .✓ ,l, 

,,/ ; '§..b2"" __ L_,·· .... "'✓-·--: ... 'j•_iP..,;.i-r--e"'_·tl_· -i'_J_· -~--... ~ ... -- --
Q 

We denken on5 hier, voor de eenvoudigheid van de formulas, 
de helling alleen ult waarnemingen van de a.tandaard en 
een praeparaat gesehat (Bij meer dan e4n praepara.at wordt 
in de laatste to1'm.ule - niet in de voorafgaanden - de twee-
de tem in de teller nog van een -teken voorzien en 
ondergaat ook Q een de?"gelijke verandering.) Verder gaat 

(£. • .!) over in: v 

I 

t 

(z1e (8.1.1)). 
Er ontatut nu: 

(4.t.l) 

t 

l 
I 
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Om deze nieuwe formule voor het sp~eidingslmadraat van 
!, eenvoudiger numer1ek te kunnen vergelijken met de 
fonnule die Irwin gebl"Uikt onder het wortelteken in 
(2.5.,) zullen we onderstellen da.t in alle groepen net 
aantal proetd1eren ge11Jk is en wel gelijk aan n • 
Hlerdoor gaat (4.0.1) over in: 

(4.0.2) 
z-;, ·0r,,,· 

+ .,.,,,,.,_ ~-,,,_-,,,.,_..,,,a,,,, 

fl 
17 

.s 
~-"="~"·=,'"·-·~- .,,. rf 

De benadering van Irwin, gel1Jkheid der sp:J?eid.1ngen onder
stellende, is uit (4.0.2) at te leiden, wanneer we beden
ken, dat gelijkheld van de apre1dingen ten gevolge heef't, 
dat de covaria.ntieterm (£..1)#,l O is ( 8.1) en a.lle 
s 2= s 2= su2 zijn. We v1nden dan: 

V U 
-J -J - . S 2 S 2 2 

, 2 l I u u ('! 'f\ 2 S j' 
(4.0.3) SM = l;f" "I ~ + n6 + ~'2.Q' JJ .• 

Bedenken we dat in het eenvoudige geval met gelijke a.an
tallen per groep en alleen waarnem:Lngen van de 111tanda.ard 

(z:te (2.4.:,)) dan vinden we voor het versehil s,i2-s 1M2 , 
d'lll3 voor de HeorNctie term" op het spreidingJStu,;i'dl"Ut 

volgens Irwin: 

..... 2 s 

k 
/::_ :;, 

}:j J . = h 

s 2 
v. 

) -J + k J 
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De nctrre'ctie" op hct spreid:!.ngskwadra.at 
bestaat dus uit dr1e be$tanddelen: 

..;;-3 2 c;;-S 2 
L :!!j L !.J 

1i . - i A=~ ( ½ - ½) ( 
nb 

is ala correotie s2 

dooraJlt blj ongelijkhe1d der 111,preidlngen de covar1allt1e
tenn tussen ! - ! en b niet meer wegvalt. 
Bij ijkingen met meer dan een praeparaat 1® de correct1e
term A niet meer in deze overziohtelijke vorm te sehrijv~n, 
de term B ltrijgt een >--:- 'r; -teken voor de term 

7 ~~(Sv 2-su2 ), de term C blijtt onverande~ds terw1Jl 
-j -

overal de achattingen E. en !u,2 en ook Q u1t de stan
durd en alle praeparaten ale in (2.3.1), (2.4.3) en 
(2.3.2} berekend moet worden. 
In tabel VII zijn deze eorreot1etermen voor versehillende 
uitgevoerde ijkingen opgenomen, met S 1M2 end~ verhou-

ding tumsen de totale correetie en S 1M2 • Hierbij is 
steedB n= 12 gesteld, ook in die we1nTg voorlromende ge

vallen, waar·eigenlijk nzll is •. 
Bij vergelljking van tabel VII met tabel III blijkt 

de ijkingen 503 en 5017 d~ belangrijkste correctie op 
S 1M2 en de grootste afwijkingen van homoseedasticiteit 

bezitten, terwijl de overige ijkingen, beter aan de 
eis van homoscedasticiteit voldeden, slechts kle1ne cor
rectieis geven. 

De invloed van daze correcties op het betrouwba&I"he1ds-
1nterv&1 zullen we laten zien aan del'and van enkele getal
len voorbeelden 7 opgenom.en in tabel VIII. In deze tabel 
zijn de grenzen van het interval uitgedrukt in - van 

de sterkteverhouding en, analoog aan (2.5.4) 3 als volgt 
berekend: 
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Tabel VII 
Correotietermen biJ 
gevaI. 

S' 2 
!! 

in het niet-homoscedaatiaohe 

aan-
3' 2 

oorroeoi!eie:rmen toiale t'.ot. corr .1. 

ijll:ing no. ~Ren A B C , coreeetie S' 2 ! !! 
4926 (5) l 15.965 l.035 -0.0523 0.814 1.797 0.118 
praeparaat 2 0.1557 -0.oo85 -0.00000 -0.00014 -0.0086 -0.055 

1 (2) 3 0.05308 +o.0026 0.00002 0.0015 0.0041 0.011 
4 0.0389 0.0057 0.00001 0.00031 o.0060 0.154 

5 0.0330 0.00:;2 0.00001 -0.000022 0.0032 0.097 

4926 (5) l 89.309 -9.684 -2.925 -2.55 -15,1.59 -0.170 
praeparaat 2 o.4036 0.092 -0.00012 -0.0021 0.090 0.223 

2 (1) 3 0.1035 0.0081 0.00099 o.0069 0.016 0.155 
4 0.0804 -0.0129 0.00082 -0.00034 -0.012 -0.149 

5 0.05:;6 -0.0178 0.00107 -0.00241 -0.019 -0.354 

4926 (5) l 25.134 3.991 -0.0142 -0.178 3.809 0.152 
praeparaat 2 o.411 0.046 -0.0017 0.0078 0.052 0.127 

3 (1) 3 0.1302 0.027 0.0038 0.0135 0.044 0.3:,8 
4 0.0848 0.017 0.0029 -0.00065 0.020 0.2:;6 

5 o.o699 0.0020 0.0031 -0.0041 0.001 0.014 

50:, (5) l 0.1730 0.0795 .::,0.0138 0.0209 o.o866 0.501 
praep.l (1) 2 o.o60l o.Ol!-01 -0.~ 0.0097 o.0450 0.749 

3 0.0417 0.0252 -0.0044 0.0083 '-'.0291 0.698 

50:, (5) l 0.1549 0.0617 -0.0099 0.0177 0.0693 o.447 
pr11ep.2 (1) 2 0.0544 0.0,16 -0.0017 0.0057 0.0556 1.022 

3 0.0459 0.0626 -0.0016 0.0050 0.0660 1.438 

503 (5) l 0.1175 0.0266 -0.0008 0.0050 0.0308 0.262 
praep. 3 (1) 2 o.0412 0.0288 -0.0014 0.0052 0.0326 0.691 

3 o.o:;611 0.0282 -0.0016 0.0050 0.0316 o.868 

50:; (5) 1 0.1887 0.0167 -0.0267 -0.0291 -0.0391 -0.207 

2 0.0570 -0.0088 -0.0110 -0.0146 -0.0344 -0.604 

3 0.0407 -0.0018 -0.0088 -0.0UB -0.0224 -0.550 

5011 (3) l 0.1842 -0.0053 0.00005 0.0019 -0.0034 -0.018 

praep.SF (2) 2 0.0398 -0.0018 0.00000 -0.0001 -0.0019 -0.048 

3 o.0465 0.0056 0.00002 -0.0005 0.0051 0.110 

4 0.0452 0.0053 0.00002 -0.0001 0.0052 0.115 

5 0.04:;l 0.00::;2 -0.00003 0.0012 0.0044 0.102 

5011 (:,) 1 0.2277 -0.0007 0.0011 0.0308 0.0:,12 0.1:,7 

praep.11.T (2) 2 o.0659 0.0012 0.0013 0.0185 0.0210 0.319 
;l 0.0828 o.oo47 0.0009 0.0,06 0.0:;62 0.4;17 

4 0.0806 o.oo62 0.0011 0.0164 0.02:;7 0.294 

5 0.0966 o.oo6:; -0.0008 0.0284 0.0339 O.,Sl 

5017 (4) l 6.892 l .:;44 -0.0ll 0.991 2.::;24 0.337 
praep. (2) 2 1.177 0.049 -0.055 o. lf,e 0.154 0.131 

;l 0.791 0 .l:,O -0.013 0.231 o.:;48 o.440 

4 0 0.546 O.lo6 -0.009 0.190 0.287 0.526 

5 0.420 0.075 -0.002 0.201 0.274 0.652 

5023 (;l} l 0.02128 -0.00157 0.00001 -o.ooo41 -0.00117 -0.055 
praep.l (1) 2 0.00847 -0.00105 0.00092 -0.00042 -0.00055 -0.065 

3 0.00802 -0.00117 0.00108 -0.000:;6 -0.00045 -0.056 

4 0.00907 -0.00186 0.001:;6 0.000:;2 -0.00018 -0.020 

5 0.00835 -0.00177 0.00110 -0.00017 -o.ooo84 -0.101 

5023 (:;) 1 0.014;12 -0.00250 0.00016 0.00019 -9.00215 -0.150 
praop.2 (l) 2 0.00672 -0 .001D4 0.00037 0.00027 -0.00040 -o.o6o 

3 0.00520 -0.00141 0,00024 0.00017 -0.00100 -0.192 
4 0.00643 -0.00148 0.000:,7 -0.00017 -0.00094 -0.146 

5 0.00651 -0.00140 0.00046 0.00011 -0.00083 -0.127 

5023 (3) 1 0.01864 -0.00162 0.00055 -o.ooo:;4 -0.001~1 -0.076 
praep.;l (1) 2 0.00570 -0.00210 0.0002:; -0.00021 -0.00208 -0.:;65 

:; 0.00505 -0.00105 0.00012 -0.00012 -0.00105 -0.206 

5023 (3) 1 0.02119 0.00556 0.00035 -0.00027 0.00564 o.266 
praep.ll (l) 2 o.oo664 0.00020 0.00013 -0.00016 0.00017 0.026 

3 ll.00542 -0.00059 0.00016 -0.00014 -0.00057 -0.105 
4 O,OD597 -0.00150 0.00022 0.0001:; -0.00115 -0.195 
5 0.00550 -0.00135 0,00014 -0.00006 -0.0012'7 -0.231 
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en net zo voor SM in pla&t9 van S 1M. H1er1n is g 
br siiJ Yan de logari thmen ( in n log doe is n enz.) en t 
de b,,...ij de onbetrouwbaai~he'ld f beho ende waarde u1t de 

nom.ale vel"'deling. In tabel VIII he'bben we f ::.:() .05 , 

du1:1 t: "" 1, 96 gen.omen. 

Tabel VIII 
Invloed van de correctie on S'M op het betrouwburhe1ds1nterval. 

ijk1ng 
no. 

4926 (5) 
praep. ; ( 1) 

:503 (5) 
praep.l (1) 

IH'tl@p .2 ( r) 

5011 (4l 
praep. 2) 

aan
ta.l 
weken 

3 

2 

2 

3 

5 

0.1302 

0.0601 

0.0544 
0.0459 

0.420 

0.1742 

0.1051 
0.1100 
0.1119 

o.694 

' grenzen 1n " van de 
sterkteverhoud1£' 

162 - 63 175 -

139 - 12 153 .. 
140 - 71 161 -
132 - 76 156 -
160 ... 62 174 -

57 

65 
62 
64 

57 

Uit tabel VIII bliJkt dat blj a.t:djking van komoseedtusticite:l.t 
met e~n behoorlijke ve~breding van het betrouwbaarhe1ds1n
terve,l reke:ning moet worden gehouden. Met is derhalve van 
belang na te gaan, hoe de correoties (4.0.4) zo klein 
mogelijk gehouden lrunnen word.en. Dit is, voor het geval van 
een praeparut, uit deze formulea gfll2.kkelijk te zieni 
BiJ een ijking beheerst men de spreiding niet., zodat men niet 
voor homoseeda,tieiteit lean zora;en. iiel kan men traenten 
a.an de volgende drie voo, ... wa.al"'den zo goed moge11jk te voldoen: 

1° h:,,:k, 

2° 1_ 'f = ,z Z, 
3° groot, dus de doses ver uit elkaar. 

Door 1° wordt correetie A gelijk a.annul (voor m.eer dm 
een praeparaat ii er niet zulk een eenvoudige weg om deze 
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eorrectie te doen verdwijnen); 2° en 3° ma.ken B en C 
klein (dit blijft voor meer dan een praeparaat mutatis 
mutandis wel geldig). De betekenis van 2° iss de gemiddelde 
reaeties op standaard en praeparaa.t etemmen zo goed mcge-
11jk overeen. 

Hoewel over het teken van d@ totale correct1es weinig 
te voorspellen valt, bliJkt toch uit tabel VII, dat de be
langrijkBte correcties voor het meren.deel positiet zt.jn., 
Berekening van net betrouvibaarheidsinterval met S 1 M ge~tt 
1nfaeze geyallen een te kle1n betrouwburheidsinterval. 
Tenslotte bl:tjkt nog ui.t tabel VII dat de corx-ectieterm B , 
biJ de onderhavige 1Jk1ngen geen belangrijke b1Jdrage voor 
de totale eorreotie levert. 

Conclusie: DE! invloed van de afvd.Jkingen van homoace
dast1cite1t op de lengte van de betrouwbaarheidsintervallen 
is zo groot dat het de moeite loont de correctie te bere
kenen en te traehten hen zo klein mogelijk te bouden. Dit' 
laatete kan gebeuren door voor standaard en pra.eparaat even
veel doses te nemen (b1J een 1Jking met een stanaaard en 
aleohts een praepa.ru.t), te zorgen dat de gemid.delde reae
ties van standaard en praeparut zo goed mogelijk overeen 
stemmen en door de doses zo ve~ a.ls het linea.rit";itsgebied 
toelaat u1t elkaar te kiezen (de laat$te twee punten gelden 
ook biJ meer dan e4n praeparaat). 

5. Beantwoording der v:ryen. 

We zullen nu overgaa.n tot een bespreking van de inf> l 
geBtelde vragen. 

5.1 Keuze der methode. -------~~~-~--~--
Is een iJk1ng verrioht dan hangt de keuze van de metho

de om de sterkt&verhouding met ziJn ruiuv,keurigheid te 'bere
kenen af' van het al dan n&et vervuld zi,jn d.er onderatellingen 
(2.2.1). Is niet voldaan aan de linearite1t ot evenwijdig
heid. der werkingsliJnen dan :is een bepaling van de sterkte .. 
verhouding in het geheel niet mogeliJk ( § }.4). Im aa.n 
deze voorblaa.rden wel voldaan., dan vmrdt getoetst, or de 
gezamenliJke helling van de standaard en praeparaat van nul 
versehilt. Deze toets dient een significant resultut te 
geven, daar i~king bij helling O geen zin heert. Tenslotte 
kunnen we dan nog twee gevallen onderacheiden: 
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a) er ziJn geen afw1Jkir5en tussen de spre1dingen bin
nen de groepen, dus voorwaardem (2.2.1) z1Jn vervuld, 

b) er zijn wel at,·zi~k1r5en tuasen de spre1d1ngen birmen 
de groepen. 

In geval a) kan de methode van IRWIN toegepast worden 
met een berekening van exaete bctrou:w'baarheidsintervallen 
volgens PIELLER ( s' 2) . Is de spreiding van i kle1n ge ... 
noeg t.o.v. de gevonden waarde b dun kwmen deze betrouw
baarheidsintervallen volgens de benadering van Irwin (2.5.}) 
bepuld worden. Deze benad~ring ontstut, dooroat in de 
formule van de exacte betrouwbaarheidsintervallen (2.5.2) 

b2 
C"" b2 -t ~ _2g'E. "J. ~- 1 

gesteld wordt. l)oor Irwin is de fout die hierbij gemaakt 
wordt in l5J be~p~oken eB numeriek aan een aantal voorbeel
den onderzocht. Hierb1J bleek da.t warm.ear "i:-- kleiner is 

b 

dan ongeveer 1 de berekende betrouwbaarhe1dsgran~en merk
baar van ue ~xaci~ b~g~rtnG .. dt te wiJken. In _:?2 zagen we 
dat de benadering van I:i:-win een vernauwing en een systema
tische versehuiving van het interval tebgevolge heeft. ~ 
grootte van deze vernauwi.ng en van de ver1Jehuiving hangt, 
behalve van de g:rootte van c., ook ar van (~-Y) , ·ae rich
ting van de versehuiving, hangt at van het teken van ('!-Y) 
( ;:. 2,5). Voor de beemh1kbare 1Jkingen 2:ijn, uit a.lle iflaarne

m.:ingen, ~ berekend em in ta.bel VI verz&l'leld. Uit die 
;;:;b 

tabel blijkt dat bij deze iJkingen bij 3 of meer weken ~ 
~b 

voldoende groot is om de benadering van Irwin te recht- -
vaardigen. Is biJ een ijk.ing niets over de verhou.ding ~ 

. .:>b 

bekend dan ver-dient het aanbeveling eerst te controleren or 
deze voldoende groot i$. In dit geval, nl. ala toeh al b 
en S b 

berekend zijn, is het echter niet veel extra werk 
meer om de exaete betrou'.:1baarhe:tdsintervallen volgens Fieller 
te berekemm. 

In geval b), wanneer dus niet aan de eis van homoacedas
t:tciteit voldaan is; is geen exacte methode der bepal::i.ng 
van betrouwbaarheidsintervallen beschikbaar ( ~6 2.5). Het 
is nu meter gebruik te maken van de schatting SM2 (4.0.2) 
en voor de grenzen van rte nemen: 

( 5. 1. 1) M .± t; · SM , 

waarbiJ dan de onbetrou':,baa-c·heid niet gelijk um £. is, 
:maar toeh van t niet sterk za.l afwijken. Met behulp van 
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deze aehatting verkl'"ijgt men een betere indruk van de 
nauwkeurigheid dan met de eehatting S 1M van Irwin. 
Volgens tabel VII leldt de benadering v:in Irw:bi biJ de 
meeate van de onde.".'Zoehte 1jk1.ngen., waar a.f'wiJkingen van 
homoscedast1citeit werden geconl\ltateerd, tot te na.uwe inter
vallen, in vergel:ljklng met de door (5.1.1) berekende. 

Volgena dit reeept moeten uit de ijkingtn'i 503 en 5011 
de grenzen voor de aterkteverhouding volgens (5.1.1) be
rekend worden en ult de ijkingen 4926., 1 en 2 weken., en 
5011, 1 week volgens de exacte methode van Fieller. BiJ 
de overige ijkingen kan met de benadering van Irwin wor
den volstaan. 

Suenvatting: BiJ een 1Jking worot e@r$t lineariteit en 
evenwiJdigheid getoetst; indien deze voorwaarden vervuld 
zijn, wordt de helling getoetst, die~ 0 behoort te zijn. 
Vervolgens toetst men de homosceda.stieiteit. De uitslag 
va.n deze toets bepaalt de keus der methodei is de homo
seedasticiteit vervuld en ;;:s b groot { > 1) dan volgen 

b 
de grenzen voor _,µ... ui t ( 2. 5 j) ; is t::"- klein da.n u:1 t 

b 
:_Flelle::)(2.5.2); is de homoseedasticiteit .!!!.!!. vervuld 
dan · volge:n de grenzen voor /u u:t t ( 5 .1.1) • 

5.2 !J!!~_!!n_!!!t-~!~_!!~-2!!!i!!!!!-~!l!!!J!• 
In y 2 is de methode van Irwin reeds·uitgebreid voor 

meer dan ,,n praeparaat tege11Jk. De schatt:lngen b en 
~a wmrden uit het 1ehele wa.amemingsmateriaal be;ekend., 

waarna voor iede~ praeparaat ean schatting van de sterkte
verhouding ten opzichte van de standaard met b1Jbehorend 
betrouwbaarhe1dsinterva1 volgens een der 3 beschouwde me
thoden berekend worden. Ijking met slecbta ,en dosis van 
het praeparaat :ts zeker mogelijk, een bezwaar ls dan eehter 
de onmogel1Jkheid 11neax-iteit en evenwijdigheid te toetsen 
en de grotere onnauwkeurigbeid van de uitkommt. Dit la.atste 
komt ter sprake bij de bea.ntwoord.ing van de volgende vraag. 

5.3 Aanta.l doses. 
-.-------~---------

Om de vraag baa:b het gesehiktate aan.tal doises van stan
daard en praeparaat., in verb~nd met de nauwkeurigheid van 
de uitkomst., te beantwoorden., denken wJ.j ons de bepa.ling 
van de aterkteverhouding !. uitgevoerd door een .ijking., 
1,;aarbij aan de voorwaarden (2.2.1) voldaan is en we de 
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werkeliJlte wa.arde van de helling, de sp:reiding in de 
groepen en de sterkteverhouding al kennen. Dit maakt 
het nl. :moge14Jk, de invloed der aantallen doses op 
eenvoud:lge wijze te berekenen. We weten dust 

.½'? 
Z b"'" 

'1 M= 
£,. -

en de spreiding binne:n de groeperu r;;_ • 
l,. 

~ kan nu met behulp van de volgende :formules beNken4 

woraen: 

(2.3.4) 

(8.5.1) 

(volgens 'S 8.1) 

2 
,:r t £.-!. 

~ 2( ___ l __ , 1 } + ( ~ -71.. )I· ,,-:-2 
"":j l . ~ r- b - !)b !I 

~ s •p -

-i. 1, (e-a)i 1t .z'l/.· :: -7.:- ::,.~ t ,,,.2 1c c'i-Y);:_t_< r - ~ > z1?: 
J $. JE-J ._ - -~T p -

(volgens 8.1) 

""o+( - - Ji.) 'Jo 2, 

uit (2.JLl) 

2 
i 

1 1 
r- + r- + - .., :s. { y .,- ~ .£.. 
'''$ •p L. "'""· ! r ~,;:- !'"Le- r,,. • .fL. 

fl. ti' ✓• L f J (/ 

- - .?. 
./ff - ,;;," F-JA j 

We: bereiken een maxima.le nauwkeur:l.gheid b:i.j de bepaling 

van ! , wanneer <rM 2 minima.al 5 s. D€! eerste twee ter-

J 

men zijn onafha.nkelijk 11an de "'er•deling der di@Nn over de 

verschillend® doses. ,';'!1 + ~ is mtni:nnal wanneer we 
Lg l'lp 

van alle beschtkbare d:leren de helft voor de standaard en 
eb 
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de helft voor het; praeparu.t gebruikem. Willen we eohter 
meer dan 44n praeparu.t geliJktiJdig 1Jken en alle pra~
paraten op geliJke wijze behandelen,· dan moeten we voor 
elk praeparaat evenveel dieren gebruiken. We vinden dan 

l l de beste wurden voor NS en Mp door r- + W:- te 
$ , 

minimaliseren ender de vooPWaard.e w8+nl\,=N » ale n 

het a~ntal praeparaten en N het totaal aantal besch11t.
bare dieren voorstelt. We vinden dan: 

(5.}.2) enty- N 
n+ ifn 

De laatste term in (5.:,.1), vwrdt ain:tmaa.1 1 wanneer 
- V2. - v>,t 2.. m j !_/ Eu1 z_ ,;- ~ :maxima.al word.en. In de eerste 

plaats kunnen we opmerken dat het eteede beter is de dieren 
voor een praeparaat over seer dan ,,n dosis te verdelen» 
d.aar b1J e4n praepa~~at-do!!ia 2: 1:J· 17;- 2 ==-o wordt. 

Qaan we er nu van uit dat we de log dost8 op geliJke 
atstanden kiezen en ~oor elke dos1e evenvet~ die~en en 
( en wel m ) gebl'Uiken biJ de st~d¾).&rd ( dezeltde argu
menten kw?mn we voor elk der praeparaten aanvoeren), dus d 

. dat: 

ln het midden van het inte?"Val tuesen de laagste en de 
hoogete dosis ligt, dan volgt, dat 

<I:'" ::- .t 5"" ( '- -;: )2 L.:s, .. a=L. .$.-._$ 
d ,J 

m~aimaal wordt, wanneer we alle dieren over de laagste en 
de hoogste doses verdelen. Wat dit betrett zou men dus 
het beste 2 doses lrunnen nemen. Dit valt echter slechts 
dan zonder voorbehoud aa.n te beveltm_. incL'er de linea.ri
teit (dus ook net lineariteitsgebied) reeds voldoende 
bekend is, daa.r de linearite1t bij 2 doses niet getoetst 
kan worden. 
Tenslotte wordt de grootte van rM2 nog betnvloed door 

( ii-j +. u ) 2 • Kiezen we de a.:rstand-tussen de gemiddelde 
doses van standa~rd en praeparaat zo goed mogelijk geliJk 
a.an /#' , dan :r.al ( ff -J +,.u ) 2 kle1n blijven en we1n1g 

bijdargen tot a-M2 • Dit komt overeen met ongeveer ge-

liJke gemid4elde reactiea biJ standaard en praeparaat. 
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1:Jj t h,at bov<1nctaande volgt dat i·re een zo na.uwkeurig 

mogclijl<:e :ljk::ng kr).jgen, ,Hii.rmeer ::e (b.v. u.it vroegere 

jk:ingen) t"eeds ,,1ett:r1 'Naar' het lin0iar.! teitsgebied van 

standaar.d en prn.eparaat o.ngeveer l:tgt, hoe @;root ongeveer 

de sterkteverhoud!ngen zullen ziJn_,voor de st~ndurd 
.. - ~; Q .- t·J 
ri3 ,.; l+ V er, v::.orde preulpa:::>&ten l-,p ~ . .. dieren 

n n+ tin 
gebruiken en zo,,iel bij :standa.ard ~ls p."'aeparaten de dte

ren over hff:e dose,1 verdelen di,1 \;e zo ve:t> als het linea
%!i. to.:.t3gebi.•.:d tot.laat u:!.t elkaa0:" k1.ezen. 

d;eren 

i{ 

np~ n+ ln 
·,,e d.ez:e die:ren steeds over' twee doses 2 waarbtj steeds 
de log doses op geltjke afsta:nden liggen., noemen v1e deze 
afstn.nr: tussen de log doses 1_. dan i~ ate(Dds 

~.t, V £ 1 
1 ·"" ~- ~ 1f cl 

en volgt uit (5.3.1): 

1 

K 1~H~en :·re f -ii ?:o goed mogeH.jk gcl.;.Jlt a.8.n _k dan 1a 

dns rrM2 ongevee,·• evenredi.g met (l+\tn) 2 • 13:1.j over-

pt1raat on,;evoer 20 a 25',j e;roter wo1"den. De invloed van 
n ; s dus vr. j [ia:nzie:n11Jk. 

2. :s:_,i een :jk'tng, a1tibover1 be-sch:'even, zal 111en :n he\; -algemeen de afet2.nd tt1 ss~r1 d:. log doaea van de standaard 

groter kunnen 11emen ('!a:r di~ van he t praepar:u. t t omda t 
h=;_. l:inear:!tt1:..tsg:;bted b .. ~j d:: standa.a,:-d ·;:n <le regel beter 

b·z1cend is. 
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5.- ~t-!!!!.!!~.!:~!!1-!!-!2!2!2!!!!-!!!!-~!.!!!!!!!J:!!l!e 
van veraebillende weken. 
--~---------~-~--------

Ter beantwoording van de vraag naar bet aa.ntal weken 
or d.-ombinatie van weken, welke de nauwke\l'rigste uit
k0118~ voor de sterkteverhouding zal opleveren 11 s••2 

berekend met behulp van (4.0.3),(2.4.3) en (2.,.1) ul't 
de waarnemingen na l, 2, }, 4 en 5 weken (dit waren de 
gegeven waarnemingen); verder uit bet nteriaal dat we 
verkriJgen door van de waa.rnemingen uit de versch1llende 
~eken die u1t de eerste week at te trekken (in tabel IX 
onder bet hoofd "aanta.1 weken" met 2-1, J-1, 4-1 en 5•1 
aangegeven), en uit de sommen van de waarnemingen na. 
1, 2, 3, 4 en 5 resp. na 3, 4 en 5 weken (aangegeven met 
1+2+3+14+5{). Er 1s vanat gezien biJ de 1Jkingen die atwiJ
k:tngen van homoseedastie1te1t ·vertonen ~ 2 (4.0.2) in 
plaats van S M2 te berekenen, ter besparing van extra 
rekenwerk, daar het te verwaobten 1a dat sM2 door de 
versohillende weken heen hetzeltde gedrag zal ver-tonen 
a.ls S 1M2 • 

Uit tabel ll blijkt. dat een keus betreftende bet aan
tal weken of een combine.tie van weken gedaan sal moeten 
worden uit de weken :,_.,4_,5, 1+2+}+4+5 en :,+Jl.+5 te"1Jl ook 
}-1 geen gek tiguur slaJlt;, weken geett biJ de 1Jk1ngen 
4926 en 5017 nog een vriJ grote onnauwkeurigheid in ver• 
gelijking met 4 en 5 :·1eken, maar bij de 1Jk1ngen 5011 en 
502, geeft verlenging van de duur geen nauwkeuriger uit
komst meer. In verband met de t1jd.sbespar1ng welke het op
levert valt het te overwegen. de 1jkingen sleohtm ,.weken 
te laten duren. 

Tabel IX 

{zia blz. 36 ) 
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Te.bel IX 

S I M 2 nm. de verschillende weken or eoobinat:lea ·1an .1ek-en. 

j i3!dng no. laante.i ue-Jij!dng no. ~te.1 !<e- 31 2 31 2 
, iten M I ;1-;s?n M 

' 
4926 (5) l 15.188 15017(4) I l 6,892 I 

~re.ep.1(2) 2 0.229 , praep,(2) 2 1.177 
3 0.0599 3 0.791 
4 0,0385 4 0.546 
5 0.0310 5 o.420 

2-l 0.2:;6 2-1 0.815 
3-1 0.0467 3-1 0.581 
4-1 0.0313 4-1 0.383 
5-1 0.0521 5-1 0.315 

, 1+2+3~+5 0.0516 1+2+3+4+5 0.672 
3+4+5 0.0:;78 ;i-1-4+5 o.434 

4926 (5) l 99.32 503 (5) l 0.1876 
praop.2 (l}' 2 0.396 ' pt'aep.l(l) 2 0.0712 

3 0.110 3 0.0582 
4 0.0717 2-1 0.0737 
5 0.0588 ;i-l 0.057:; 

2-1 o.408 1+2+3 o.o675 
3-1 0.0888 
4-1 0.0598 i 50:; (5l l 0.174 

5-1 0.122 , praep.2(1) 2 0.0607 

i 1+2+3+4+5 0.145 3 0.0497 

3+4+5 0.0713 2-1 0.0611 

r 3-1 o.o48o 
5011 (:;) l 0.1353 3-1 0.0475 
praep.1(2) 2 0.0426 1+2+3 0.081!.7 
(SF) 3 0.0501 

4 0,0511 5023 (;i) l 0.0225 

5 0,0506 '9I'llep.l(l) 2 0.00753 
2-1 0.05313 3 0,00691! 

r" 3-1 0.0692 4 0.00786 
4-1 0.07311 5 0.00727 

5-l 0.01:u 2-1 0.00864 

I 1+2+3+4+5 i 0.0415 3-l 0.00769 
i i 

0.0465 4-1 0.00928 I :;+4+5 

5011 (3) 0.1565 
5-l 0.00842 

praep.2(2) 2 0.0612 ~+2+3+4+5 0.0072;5 

(BJ) 3 0.0929 
; 3+4+5 0.0075B 

4 o.0877 502:; (3) l o.0?763 

5 0.0985 praep.4(1) 2 0.00531 
2-1 0.0969 \;I 0.00441 

3-1 0.1610 4 0.00500 

4-1 o.1473 5 0.00459 

5-1 0.1654 2-l 0.00601 

', 1+2+3+4+5 0.0710 3-1 0.00456 

3_+4+5 o.os:;5 4-1 0.00560 

5023 (3) l 0.01973 5-1 0.00509 

praop.3(1) 2 0.00560 1+2+3+4+5 0.00471 

3 0.00431 3+4+5 0.00499 

2-1 0.00611 
3-1 o.oclf,S 
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6.1 ~-2~1!!!J~?!~-~!~.!~!!!~!~i!~-
Daar de ongelijkheid der spreidingen, die herhaa.ld• 

malen optreedt, erg onbevreditlnd is~ is lb~oeht nur 
een afhankelijkhe1d tuss!tn spreiding en gemtddelde rea.etie 
van een groep, daar een duidelijk verband ~ellicht in de 
statistische analyee betrikken zou kwmen worden. De spre1-
d1ngen vertonen eehter een zeer onregelmatig gedr11g, wa.arm 
ln geen lijn te vindem 1$, zodat deze pogi:ng geen resulta.at 
gar. In verband met de belttP.grijkheid der homoscedaiat1e1te1t 
voor de berelcening der betrouwbaarheidsintervallen en bet 
toetsen van lineariteit en evenw1jdigheia is een uitgebre1-
der onderzoek naar deze k'#estie sterk aan te bevelen. Wel• 
11cht kunnen hiervoor vroegere resultaten gebruikt word.en. 
Moge11jke, oorzaken voor af\zijkingen van hOlliosoedasticiteit 
ku.nnen sehuilen in de verdeling der die:ren over de ver~ehil
lende g:roepen. Zie hierover 7 ·~ni•~ en WOOD [ 8] vooral de 

onderstellingen Al en :56, or ~ENS [ 6) hoofd.stuk 6. 

Irt § 5. 3 is besproken de ijking nauwkeuriger 
wordt, wanneer we voor atandaard en praeparaten elk de die
ren over 2 doses ver>delen (fr1 plaats van ~elfde aantal 
dieren voor meer dan twee doses t@ gebruiken), en deze do
f&es zover mogeliJli~ uit elkaar te kiezen. ]Uj een dergel::tjke 
ijtring is de mogelijkheid d@ lineariteit te toetsen verlo~en 
gegaam., terw:tjl juiet de kennis van net lineariteitsgebied 

in verlumd met de afstand der log doses van veel 'belang ls. 
Het is daarom. wenseliJk, indien men deze taktiek volgt, 
van tijd tot tijd contr81eijkingen uit te voeren met van 
stand~ard en praeparaat meer dan twee doses, teneinde de 
lineariteit te toetsenJ de grenzen van lineariteit te be
palen. Dit schema van ijklngen is b.v. zeer gesehikt voor 
regelmat:l..ge contrBle van aen pra.Gparut, dat ge:'.r'egeld 
wordt gefa.briceerd •. 

Ind:l.en vollodig onbekende praeparaten moeten itJOrden 

ge :ls toets 
11:ng steeds van eelang. Daartoe he.en men l?owel van stan
daa~d als van praeparaat 3 doses nodig. Vooral, indien de 
gemiddelrle werk1ng van het pra.eparut strek verachil~ vu 
die van de standurd., moet men op atidjk1ngen van 11neari
te1t in een van beide of beide en op niet-evenwiJdigkeid 

verdacht zijn. Voor laatste punt levert 1jking 5011, 
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praeparaat HJ een argument: biJ deze ijking gaat immers 
een afwiJking van evenw1Jdigheid gepaard met e@n groot 
verschil tussen de gemiddelde reacties op standaard en 
praeparaat. 

In plaats van bovangenoemde contr61e-1Jkingen zou 
ook een uitgebreid onderzoek van een veel gebruikte atandaard 
ziJn nut kunnen hebben. Bi.1 biologische iJkingen wordt on
dersteld dat net praeparaat een zuivere verdu.nning 11 
van de stand.a.a.rd, wat hierin tot uitdrukking komt dat de 
werkings11Jnen van beide sleehts horizontaal t.o.v. el-
kaar verschoven zullen z1Jn. Hieru1t volgt dat wanneer we 

Wt:ben welke reaeties op de standurd nog binnen het linea
r1teitsgebied vallen, we react1es van het praeparut wel-
ke buiten dit gebied vallen moeten afkeuren. Nu zal de 
absolute hoogte van de reacties binnen het lineariteits
gebied vel"ffloedelijk van iJking tot ijking versehillen. 
Missahien is het mogeliJk h1er gebl"U.ik te ma.ken van de 
"O-dosis" van de standaard., b.v. doordat het lineariteitsge
bied relatiet t.o.v. de reaaties op deze 0-dosis ongeveer 
constant blijft. 
Ret bovenstaande is sleehts een S\2Uestie wurvan de bruik
baarheid door een uitgebreid ondes~oek bewe~en zal moeten 
word.en. 

6.3 ~!E!!±El-t!!!~~!?!· 
BiJ de bepaling van de sterkteverhoucUng met be

trouwbaarheidsintenal en ook bij bet toet$en van de ver
schillende onderstellingen, wordt veel rekenwerk beapaard 
door voor beide doses van een praeparaat of' van de stan
daard evenveel dieren te gebruiken. Ook zc:m het werk ver
minderd word.en waaneer de verhoud1ng tussen beide doses 
steeds dezelfde is (atstand tussen log doses gelijk) uar 
dit is u1t een and.er oogpunt minder wenselijk, zoals u1t 
opmerking 2 van §5.3 blijkt. 

7. SamenvattiN5. 

1. De methode van IRWIN is toepasbaar op de iJkingen 
indien a.an de onderistellingen; norm.aliteit en homosce
da.stic1te1t van de waarnemingen en linear1teit en evenwiJ
digheid van de werkingslijnen en de helling{: O voldu.n is. 
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a. Van deze eisen levert •o°"l de homoacedast1e1teit 
moe111Jkheden op, slecbts b13 1Jk1ng 4926 is dese vooP 
alle weken.v•rwld ( .9 ,.2). Een orulermoek hie~ is 
eterk aan te bevelen. 

,. BiJ atwi.fkinge van homoscedast1eiteit is hetJ beter 
de in§ 4 afgeleide sehatti~ (4.0 .. 1) te gebru1ken voor 
het spN1d1ngs.kwad1-ut van de log aterkteverhowU.nc 
daeu? de schatting van Irwiri (2.5.3) 1n vele gevallen te 
nauwe grenzen geett (tabel VIII). 

4. De formule {t.5.3) van Irwin voor een betrouwtiur
he1dsinterval 111 een benadering van de tormule (1.5.t) 
van Fieller voor exacte betrouwbaameiuintenallen, 
welke benadering eehter pas voor 1f:- < 7 duideliJk 

b 

begint at te wiJken. B1J de gegeven 1Jk1ngen was steeds 
~ > 7 (op enkele eerste weken na) ( § 5.1). 

b 5. De 11neuiteit was geed ve:.rvuld. b1J de ondel"zoehte 
1Jk1ngen. De evenw1Jdighe1d was in lcln geval, ,ran de wei
nige die geeontroleerd konden worden, niet vervuld n.l. 
b1J 1Jk1ng 5011 voor praeparaat HJ (oorzaak h1ervan was 
wellicht dat de werkzae doses van prupuut • stan
daard te ve:r uiteen lagen) ( § :,.:, en§, :,.~) .. Behalve en
kele JU.1em in de eerste week, was steeds de hellblg sig
nificant versch1llend van o. De waarde van de hierb1J ge
bruikte toetsen, wordt veminderd wanneer aan de eis van 
hom.oscedastic1te1t niet voldaan 1a. 

6. De metb.ode van Irwin is in§ 2 beschreven voor meer 
rum e4n praepa.raat tegelijk. 

1. B13 een gegeven aantal praeparaten verkr1J1en we 
een zo nauwkeurig mogel1Jke 1Jk1ng, door van N proetdieren 

er N3 ~ N ,/;_ voor de standaard en N1 :;:::;:: N voor 
l+ n n+ 11n 

elk der n praeparaten te gebruiken en zowel voor stan
daard ala voor prapparaten de dieren geliJk over twee 
doses te verdelen die zover ala het 11nearite1tsgeb1ed 
toelut uit elka.u ligen, wa&l'"b1J de arstand van de twee 
log doses voor praeparaten en standaard niet dezelfde be

hoett te z1Jn ( § 5.:,). HierbiJ kmmen proet- or oontr8"ie
iJkingen goede dienaten bew1Jzen. 

8. Riehten we een 1Jking in op de in punt 7. besehNven 
wiJze, dan virulen we da.t, wanneer n het untal praepa
raten 1a, de spre1d1ng van de logarithme van de atef'kte
verhouding ongeveer evenredig ia met ( l + vii) , wanneer 
de afstanden tusaen de gemiddelde log doses van stand.aard 
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en praeparaten in goede overeenstemm.ing met de logarithme 
der eterkteverhouding gekomen zijn ( .!' 5.3 opmerking 1). 

9. 'lit .f 5.4 blijkt dat :1.n.het algemeen de nauwkeu
righeid van de uitkomst bij ,, 4 en 5 weken en de ecmbi
naties (1+2+3+4+5) weken en (3+4+5) weken niet veel uiteen 
loopt, zodat met 3 weken zou kurmen word.en volstaan., het
geen een um~ienlijke tijdsbesparing inhoudt. 

10. In verband met een nader onderzoek naa~ de homosee
dasticiteit, normaliteit en vooral naar het lineariteits
ge'bied is het zeer aan te bevelen or-ilnterende proeven en 
proefijkingen te verrichten. 

8. Appendix. 

Dat '!-Y en .£_ onder de onderatellingen in opmerking 
e) ( §' 2.;) ongecorreleerd z1Jn, :!den -vre alli volst ·1n: 

-<z I (zJi)i ~~ 

dit over 

...., 

daar L. p j TC j'"'O en ~ mj ~ j""O., kraehtens de .d.e.f'initttes 

van } , j , ~; en l~ (( 2 • 2 • ; ) en ( 2 • 2 • 4)) . 
Was de onderstelling van homoseedaatic1te1t niet vervuld, 
dan v1nden we: 

(8.Ll) 

Door hierin sehattingen voor v,,..:.._ en 
-1 

stitueren vinden we een schatting van 
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Om te laten zien d~t ! onder geen der onderttellingen 
(2.2.1) or (2.3.})+(2.}.5) een zuivere &chatting van 
is, maken we gebruik van hat volgende. Bezitten !. en z 
een 1111:ultane verdel1ng en geven we de voo~wurdel1Jke 
verwachting van !. , onder de vooPWaarde dat z~y is, au 
met 1 x<!. I y) , dan v1nden we de onvoorwaa.rdel1Jke ve:r
wachting van !. door van z x<!. J y) de verwa.cht1ng over 
z. te bepalen., nnne~U.' we y Wt\H~r al@ atoenutische groot ... 

heid opvatten. In tol'fflule: 

J x.,, t ,'. i ( X I V) ~ • 
"'- ;fl X- .L} 

Op deze inanier kunnen we Z. ! bepalen. We weten: 

!i !."" 
i~,,, .. 

Wegens opmerk:lng e) is nu: 

(!. I b)= i 1 Y-b - 1b!"-'f -b ! 

-
';? ... '.s -

=· t;·~-( ... Ii.), 

Wanneer we aannemen dat b essentieel positiet is., geldt 
vol.gens de onge11Jkhe:td van JenHm (D .. V .DAN'l'ZIG [:, : pg.94): 

<½>- ;:\, > o., 
wuruit volgt - -

(~)>-2-:-

Delogarithme van de sterkteverhouding wordt dus syatema
tiseh over1t1ehat. 

B13 de bepaling van een betrou~burheidsinterval vol
gens FIBLL!R f2 voor het quotient van twee grootheden 

( 



MATHEMA TISCH CENTRUM 
AMSTERDAM 

- 42 -

a wordt; er gebru:.tk van gemaakt dat dat de groothe'.l.d r- , 
=§. 

waarin Z=,!-!,- µ..!, en .§.z een sehatting is voor de sprei-

ding van ! , verdeeld is volgens een Studentverdeling. Dit 
is vervuld, wanneer: 

1) ! ·verdeeld is volgens een normale verdeling met gnid

deld.e o, ts 2 
-z 

den bezit (over f hieronder), 

3) z en Sz onderling onafha.nkelijk verdeeld z1jn. 

Onder destrenge onderstellingen (2.2.1) is aan deze eisen 
voldaan: 

l) Daar Y.1 en !j 
geval met _.£., !. en 
Verder geldt dat: 

normaal verdeeld ~1jn ie dit ook het 
b (zie (2.}.l)) en dus met Z-c-a-fe. b. - . ----' ...... 

·i (c-a)= Jr-= -- ' 

2) , Daar .! , !. en b elk homoge:ne 
zijn reepectieveliJk van !j , van 
1am.en, is !. te scheijven als: 

Z=L Y.-,. 
-,/ -:J ' 

lineaire combinaties 
YJ en van !j en Y3 

waa.rin ej en dJ constanten z1Jn. Het apreidingskwadraat 
van Z wordt: 

,f-

Een schattirghiervoor verkrijgen we door schattingen voor 
rr en rr tln te vullen. Volgens de strenge onder-

2:!.j V j 

stellingen zijn alle spreidingen gelijk: 

2 
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f:N8-h+ 2t,,J(Pf1-k)., verdeeld volgena een ~ 2-veddeU.q 
met f vriJheidsgraden. 
Is a.an de bomoseedaatieiteit n1e, voldaan, due moetem we 
de apreiding van iedere groep apau-t scha\ten., Etan vinden 

We weten dat voor iedere waarde vu j de grootheden: 

(m3-l)!u 2 (f,-l)!v 2 
---.;~3- en · -J verdeeld s13n volgens 

a: .: o I 
u_, !.3 

.{2-verdelingen met (m3-1) resp. {fJ•l) vr1Jheidsgraden. 
Nu is: 

an dit heett in het alguieen niet weer ffn 7L 2-verdeling, 
da&r het Nn lineaiN eombinatie van grQotheden, vea-deeld 

volgens .:r 2-verdelingen., 1s met in het al.gemeen ongeliJke 
eolf'tieilnten. over verdelingen van dergel1Jke linea.1:re 
combinat1ee is zeer weinig bekend. 
:,) Aan de eis dat Z en . !z onaf'ha.nkel1Jk van elnar 
vantdeeld zijn is voldun.,, Yndien de wa.a.rn•ingen binnen 
iedere groep een nomale verdeling bezitten. Dit volgt 
direct u.it de stochastiache onathankelijkb.aid va het ge
mid4elde en de spreiding van een steekproet uit een normal• 
verdeliq (z1e b.v. A.M.Mood t~J p.201). 

8.4 ~it2l!~!E!!!1!!l!!!i!tI!¼l!!.~ll!!!!..!1!l!!!:• 
z 

Dau r een onder de voorwaarde {t.2.1) Studentver
-z -

delingbezit met f=N5-h+ .z-'r1{Np-k) vri.1he:tdagraden 
(zie f 8.,) is het mogel1jk een betrouwbaarheidaintenal 
voor r at te le1den. Ia t f ~1c; oarde u1t de Student 
verdeling met r vrijheidsgraden. waL'PVOor geldtt 
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(8.4.1) 

behoudena een ontetrouwbaarhe1d L • Nu is: 

u 2"" a-2 j' c-a- b l • z --/'-<-), 

Vol.gens (2.3.1) gaat dit over in: 

In verband met 

(i 2"'"'r 2f Z-bii ..:T+b i -z l - - - ...,,,.~ 

"",.,,21 z-Y+!?_(- _ff, _t,,, ).; • 

·8.1 ¥[Ordt dit: 

(j 2 2{ ; 
z ""''' ,i"z-Vt +( -_"fi_ 
- l - -.l 

2 l 1 -
""' 6" ( v- + ~, +( t E. i:,P ~i;s :> 

Subst1tueren ~e deze uitdl'Ukkingen voor .! en ~ in 
(8.4.1) dan vinden we da.t d• we:rkel:ijke waarc.hll , b4t-
houdens een cnbetrouwburheid £ zal voldoen a.an: 

(8.4.2) 

H:lerin is u onbekend. £tlle :uuArd.en, die, -..oor :i.nge-
nld, un deze ongel:l.jkheid voldoen., vormen te!?:&men een 
betrouwbaarheidsint~rval voor de gezochte wuroe van 
met onbetromibaarheld £ • de grenzen van dit inter",1a.l 
t~ vinden kunnen we beide leden van (8.4.!) 1G1adrateren 
en het reohterlid naar links brengen: 

De greng:en voor het interval voor .2.... z1jn de wortelis van 

deze vergeliJki:ng met het =teken. 
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We vinden: 

·.1erken we bove:nste1ande grenzen met behulp h~ervan uit, d.an 
ontstaat: 

8ubatitueren ,,e hierin: 

b2 
C·" ' ,Z , - 'I.. ..,.-t ~t, 

" E ,,>it 
dan ontata.at: r , .. , , 1 

1 ',"' 2 0 (w w)2Q 2 ' ,;;iu "' ir,-:. ,;,b 
(8.4.1n <f-iL)+ rz-:1)c .± t)c v :i- cJ:.+ J:.> I " -

f b S P b 

Ia b2-tf 2sb2>o dan b staat het interval voo~~ uit 
de tuBsen de grenzen (8.4.4) g•legen waarden» is eehter 
b2-t E 2sb 2 <. O , dan be!J ta.at net :lnte1"Val voor /l<. 11 dat a.an 
(8.4.3) voldoet, juist u~t buiten deze grenzen gelegen 
waarden. 

8.5 ~~!2!~!!}~_!£~!-~!~-2£!!!£!~!!~1!2h!.8!!!!• 
Om een be:nadering ar te le:tden voor het flopreid.in,;rskwa

draat van het quotient van twee norm.a.al verdeelde groot
heden 1' en t zullen ;1e onder1Jtellen dat de mathematisebe 
verwacht:1.ng r vau l groot iis ten opzi.!!hte van de aprel
ding van t. De grootheden kunnen ale volgt gesehreven wor
den: 

,.,, -!."" p +.£. en tro r +t • 
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U1t de onderstell1ng • er t <.< t. ! volgt$ dat ook de 
hogere momentem van de vi"rd~ling van ! klein ~ullen t1Jn 
t.o.v. '?" , en verwaarloosd mogen. word.en. Voor de ver ... 

r 
wachting van T volgt nu: 

q ~ ~ f' ~ (f,i} pd:/ 
' ......... 1'.--"""" ------ + -t ? ~z r1 , 

daar l t= l' '.£=0 • Voor> het ~p:re1ding3kndraa:t vnn 

Vind.en Ne: 

.t 
T 

Door hierin voer de onbeke:nd• pal'Deten schattingen 1n te 
vullen ontstut een schatt1~ van het spreidingskwadraat. 
De voort11aa.rde r:r t , < ·1. ! houdt vcor de in ~ 4 vermel-
de tt!lepas.sing vandi"ze ,telling inJ dat z i::, ~ aanzien
lijk groter moet z1.jn · de o l?. , dus dat (6 ::: o niet toege
ataan 1§1. 

Een deel der bereken~.gen vu dit rapport 1s uitgevoerd 
door de ftekenafde11ng van net Mathematisch Centrum. 
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Enige ~efinit;es ui..,t de.sohattingstheorie. 1 ) 

1. Inleidin_g. 

Een veel voorkomend probleem in de statistiek is het 
w 

schatten van een cf meer onbekende parameters (b.v. het ge-
middelde of de spreiding) van een overigens bekende waarschijn
lijkheidsverdeling W, indien een aantal waarnemingen gegeven 
zijn. Men schat de onbekende parameter dan door een functie 
van de waarnemingen. Zijn x 1 , ••• ,xn de waarnemingen en zijn 
deze onderling onafhankelijk dan kan men b.v. het gemiddelde 
van de waarschijnlijkheidsverdeling W schatten door de groot
heid 

( 1) 

dus door het gemiddelde van de waarnemingen. Een dergelijke 
schatting geeft in het algemeen niet de werkelijke waarde van 
de gezochte parameter, maar een daarbij in de buurt liggende 
waarde, Men heeft steeds de keus tu.ssen een aantal verschil
lende functies van x 1, ••• ,xn als schattingen voor dezelfde 
onbekende parameter. Zo kan men b.v. als schatting voor het 
gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling oolc nemen de 
functie 

'n. 

( 2) ~ * = _i._ \'XI + ?.. 'JC.~;. - •• + 'Y\. '""..,_ )-= ~ L 't. •. ':)C.," .. ' 
""-l...,_"Ti) ""-l""--+,) ·1..-::1 

Men kiest nu uit deze mogelijkheden naar aanleiding van 
de eigensohap:pen, die de verschillende schatt1ngen bezitten. 
Daartoe denkt men zich het experiment vele malen herhaald, 
d.w.z. men onderstelt, dat vele reeksen van onderling onaf~ 
hankelijke waarnemingen x 1 , ••• ,xn zijn verricht en berekent 
voor ieder van deze reeksen de verschillende schattingen. 
Van ieder dezer schattingen verkrijgt men zodoende een groot 
aantal waarden, waaruit men eigenschappen omtrent de nauw
keurigheid der verschillende schattingen kan afleiden. In 
mathem.atische formulering komt dit daarop neer, dat men ieder 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 
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der waarnemingen x 1 , ••• ,~ beschouwt als een stochastische groot
heid 1), die verdeeld is volgens de waarschijnlijkheidsverdeling "!, 

waarvan de onbekende parameter geschat moet worden. Deze stochasti
sche grootheden ~ 1 , ••• ,~n zijn, indien de waarneillingen onafhankelijk 
zijn, bov~ndien onafhankelijk verdeeld, alle volgens dese zelfde 
waarschijnlijkheidsverdeling ~. Wij beperken ons tot de schatting 
van een onbekende parameter van W, die wij met 0 angeven en la ten 
he~ geval van de gezamenlijke schatting van verschillende parameters 
buiten beschouwing. 

De schatting van 9 ui t n waarnemingen 2£1 , •• : ,xn geven we aan met 

daar ~ een functie van x1 , ••• ,xn is en dus zelf ook een w&arschijp
lijlcheidsverdeling bezit. 

De definities van enkele eigenschappen uit de schattingstheorie 
geven wij eerst in populaire vorm en vervolgens (in§ 3) in streng 
mathematische vorm. 

2. Defi~ities (p_oJJ)J.);.air). 

A. Eep schatting2) un ~~en £arameter Sheet zuiver~), indien 
p.,et gemiddelde van de_waarss:_~jjnlijkP,eidsverde~~nJL_Y.an un gelijk aan 
e is. 

Voorbeelden: De door (1) en (2) gegeven schattingen van het gemid
delde van de waarschijnlijkheidsverdeling W zijn beide zuivere 
schattingen. De schatting 

waarin x het door (1) gegeven gemiddelde der waarnemingen voorstelt, 
is een zuivere schatting van de variantie (het spreidingskwadraat) 
van ;;1. 

B. Een schatting un ~an 9 heet as;onptotisch zuiver3), indien het 
Kemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeli~S van un !_~QE.~~ 

tot 9 nadert. 

1) Een stmchastische grootheid is een grootheid, die een waarschijn-• 
lijkheidsverdeling bezit; wij geven een dergelijke grootheid aan 
door onderstreepte letter, terwijl niet onderstreepte letters ge
wone algebraische grootheden of door stochastische grootherlei-1 aan
genomen waarden voorstellen. 

2) Engels: 11 estimate 11 resp. "unbiased". De vertaling der termen is 
van Prof. Dr D.van Dantzig; zie de litteratuurverw~jzing aan het 
einde van dit memorandum. 

3) Engels: 11 asymptotically unbiased". 
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Voorbeeld: 

(5) 

is een voor eindige n onzuivere, maar asymptotisch zuivere, schat
ting van de variantie van w. 

C. !.!?.!!. schatting_,Rn ~ 9 ,he~.t brui!tbaar 1 ) 1 ip.di~en,__~ 
het verrichten van een voldW1d;e £_oot aal].tal waarne_;,·i~gep._~an zor
_eten d.at, op e~n w~ll_ekeuri_g_ kleine geg__even waarschi_j_n,lij!_l?:.,~id n9:, 
het verschil tussen de gevonden waarde van un ~~-ge~c~.s~Jlt~-~.9;.:1J:d~ 
0 kleiner is dan een willekeuri,g k~ein ~egeven getal. Anders uitge

drukt: indien men, op een willekeurig kleine waarschijnlijkheid na 1 

iedere gewenste nauwkeurigheid kan bereiken door n voldoende gr0st 

te kiezen. 

Voorbeeld: Vrijwel alle gebruikelijke schattingen zijn bruikbaar. 
De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van W gaat b~v. 
in een niet bruikbare schatting over, indien wij de factor~ ver
vangen door ,k. Bij een toenemend aantal waarnemingen zal dan de 
schatting vrijwel zeker vlak bij de helft van het gemiddelde te
recht kor.a.en. 

D .. Een schatting__ un ~n e. heet de doel treffendste2 ) scl].attine;_ 
~an ~ indienzij zuiver is en bovendieI!_ van alle zuivere ~ghattin_gen 
,de kleinste s,:greiding bezi t. 

Voorbeeld: De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van 
W is, als '.'/ een normale waarschijnlijkheidsverdeling is, de doel
treffendste schatting van het gemiddelde. 

E. Een s_q_i!?,tting un van €l heet een as_3]D._J)totisch me est doel t~eff en
de3) J indieJ.l zij bruikbaar is en onde.!:,__alle bruikbare schatti~_g 
yoor n ➔ oo de kleinste s_preiding bezi t. 

Voorbeeld: de schatting (5) is evenals (4) een asymptotisch me8st 
doel treffende schatting van de variantie van '7 , indien '!! een norm.a--
le waarschijnlijkheidsverdeling is;. Dc..urcntc.;gcn vold6ct ( 4) W()l; nw.ar 

(5) ni.::t ~a.n do dofiniti0 D •• 

1). Engels: "consistent~•. 
2) Engels: "most efficient estimate 11 • Deze naam wordt ook vaak gege

ven aan de ender E genoemde schattingen. 
3) Engels: "asymptotically most efficient estimate 11 • Vgl. ook 

voetnoot 2) van deze pagina. 
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F. Een schattin&E:n, van 0 he~t de aannemelijkste schatting1) van 
e_ , indien de waarschi_j_nlij_kheid,1, of bij continue ·,; de waarschijn-;_ 

lijkheidsdichtheid vankt gevonden resu.ltaat (d.i. van de g_evonden 
wa.arneu1ing_en x11 ••• ,.!n} maximaal wordt bij substi tu tie van un voor 0 • 

Voorbeeld: Indien onder n wor9en met een munt a maal kruis voor
komt, is a/n de aannemelijkste schatting van de kans 09 la-uis. 

P,,PI11erking: In de vol6 ende paragraaf worden deze definities gepre
ciseerd en nog een enkele verdere definitie toegevoegd. Verder wor
den enkele eigenschappen vermeld. 

3. Precisering van de defini~. 

Zij F(x/ 8 ) de verdelingsfunctie 
de waarschijnlijkheidsdichtheid van 
W met de onbekende parameter 8 . 

en f(x/ 9 ) , indien deze bestaat, 
de waarschijnlijkheidsverdeling 

Zij verder 
I <Q 

{6) -t9 ~l~) = ~ ~t~, cA.fl~la):: ~ U?l~) \l,:ic.\0)o\-x. 
Dan is: " -,:..-., 

A. Bi,_ een zuivere sc¾atting van Q, indien geldt: 

(7) -{ LL- ::: 0 a - ·~ 

B. 2-n ~~n asrn;ptotisch zuivere schattiniS◄ van S, indien geldtJ 

(8) ~ t. u."'":. e 
l'r-. ➔ = 8 -

C. ~ een bruikbare scha,ttin_g van G , indien veor iedere E. 'l 0 
geldt: 

(9) ~ -P[\~=-B\'>L1=o 
""-'>C>'ll 

D. ~n de d~eltreffende~te scha.tting van~, indien ~ aan (7) VQl

doet en 

(10) 2} 

is voor iedere vn, waarvoor (7) geldt. 

E. En een aswptotisch doelt~effendste schattin_g van G, indien 
:!!n aan (9) voldoet, terwijl voor iedere ."Y.n' die aan (9) voldoet geldt: 

1) Engels: :;maximum likelihood estimate 11 • Di t begri:p is afkomstig 
uit de theorie der aannemelijkste schattingen van R.A.Fisher. 

2) - 'l.] Yi, 
~ \ '\'L~\~ :[{e ~'-Vt.~)- 1 8 \\'L~)\ . 
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(11) 

D', E1 • Men noer.a.t Rn doel tref}'~er resp. ~.1?!.o~ch doel tref
fender dau "'~ £'.ls richr-.ttir.'.6 VL:n 5 , indicn ( 10) rccp. ( 11) ,:;c.lclt mot 
het klcincr-token. 

Men noemt de grootheid; 

(12) 
rn---> 0"3 i:r-~ Lir-) 

de as,;nn~tot~~che doeltreffendheid1) van .Yn, 
sch meest doeltreffende schatting van 0 is. 

indien ~n een asymptoti-

F. De aannemelijkheid2 ) van het $telsel waarnemingen x1 , ••• ,xn 
wordt gedefinieerd door 

'YI.. 

c13> t~:z=-~tl~i\e) 
1.-::.\ 

of, indien Ween discontinue waarschijnlijkheidsverdeling is, door: 
* 'n. 

( 14) ~ ~ ?:. ~ -P[ ~~ ~ -:-c. \a} 
t en h-* worden ini.~e theorie der aannemelijkste schattingen be

schouwd als functies van Sen de ~emelijk~te sc_~ting un van 9 
bij gegeven x1 , ••• ,xn, wordt gedefinieerd als die waarde van 9, 
waarvoorh- resp.~¾ een absoluut maximum bezitten. 

Enkele eigenschappen. 
Een bruikbare schatting is altijd asymptotisch zu.iver. 
Een zuivere schatting is bruikbaar, indien geldt: 

(15) 3) 

Onder vrij algemene voorwaarden geldt, dat de aannemelijkste 
schatting bruikbaar en asymptotisch meest doeltreffend is. Een van de 
voorwaarden, waaronder deze stelling bewezen is, is, dat ~ een con
tinue waarschijnlijkheidsverdeling is. 

Litteratuur: D.van Dantzig, Kadercursus Mathematische Statistiek, 
Mathe;natisch Centrum, Amsterdam 1946-1950, Hoofdstuk 4. 

----------------~ 
1) Engels: "efficiency0 ; ook in het Nederlands laat men de toevoe

ging 11 asym.ptotisclt1 meestal weg. 
2) Engels: 11 likelihood function" of "likelihood 11 • 

3) Deze voorwaarde is voldoende, maar niet noodzakelijk. 
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Toets van Bartlett1 ) 

Stel we hebben N waarnemingen: 

X11 X21 • • • ~11 

X21 X22 fl • • x~2 

fl • • 
• • • 
• • • 
x1p x2.P xn P 

p 

die verdeeld zijn in p subgroepen, terwijl het aantal waarne
mingen in de j 8 subgroep nj is. 

Veronderstel verder dat ieder der subgroepen een steek
proef is uit een norm.ale verdeling. De te toeteen hypothese 
H0 is dan dat de spreidingen der subgroepen gelijk zijn. 

Is xj bet gemiddeld~van de waarnamingen in de j 8 eub
groep, Yj = nj- 1, N' = L_Vj= N-p 

j-1 

1 nj 
2 ~ (xij - xj)2 Sj= -Vj •• t 

1=1 

p 
-~1 82::: L a~ dan definieren wij: 

j~t N' J 

2 -~1 p 

* s N' 
L1= TT (-,-.3.-) 

j=1 s2 

L~ is due de verhouding van bet geometrisch en het rekenkundig 
gemiddelde van de varianties der eubgroepen en is due ~1. -Als toetsingsgrootheid wordt nu genomen: 

1~ Dit memorandum is sleohts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledigheid of volledige exactheid. 



* p y 
. M::: -N' lg L1 = N' lg 2_ __jj_ 

p 

s~ - L V j lg s~ 
j=1 N' j=1 

en M is dus > 0. 

Als H0 juist is zal Min het algemeen klein zijn en de 
krit1eke mne bestaat dus uit grote waarden van M. 

Deze toets van Bartlett is analoog aan een enkele jaren 
eerder door J. Neymann en E.S. Pearson afgeleide toets, waarbij 
in de toetsingsgrootheid nj en n in plaats van 'Vj en N' gebruikt 

-IE worden. De met 11 overeenkomende grootheid noem.den zij t 1• De 

toets wordt, in deze oudere vorm, L1-toets genoem.d. 

Litteratuur: H.O. Hi:g-tle¥: Testing the homogeneity of a set of 
estimated variances. Biometrika ll (1940) p. 249. 

Tabellen: H.o. Hartley en E.S. Pearson: Tables for, testing the 
homogeneity of a set of estimated variances. 
Biometrika J.l (1946) p. 296. 
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1) Algemene gang van zaken biLhet toetsen varLe.'?.!l 

hypothese!.. 

De toetsing van een hypothese c~ berust steeds op een aan

tal waarnemingen -2: , xz , ..• , -~ van een of meer st ochastische 

grootheden2 ), of op enige groepen van waarneminp;en (bv. twee 

steekproeven). 

Bij een toets behoort een to~singsfil:_9_o_j:;hE:_id.:_ I:!,, ( soms meer 

dan een), die een :functie is van bovengenoemde st ochastische 

grootheden en die, voor de waargenomen waarden ~ , .i.;_ , ••• , ~

een w~arde aanneemt, die berekend kan warden (bv.: het gemid

delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen). 

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op 

grond van de onderstelling, dat~ juist is, de waarsohijriJ j_;ik-· 

heidsverdeling van deze grootheid kan berek3nen. 

VervoJgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit

komsten van ./.f , en wel op zodanige wij ze, dat de Jrnns, dat !f 

een in Z gel,3gen waarde aanneemt, onder de hypothese ,-:f·f;,;' , gel-:i..:i

is aan een gegeven getal a' , zcdat Z dus van ex. afh1:mkelijk is4 ) 

Z heet de kritieke z~ne van de toets, a de onbetrouwbaarheids

drempel (Engels: level of significance)~ Voor ol neemt men 

veelal de waarde 0,05 of 0,01. 

Men verwerpt nu &;; op grand van de waarne mingen ~ , .'l'.2., , 

••• , ~ , indien de bij deze waarnem:i..ngen behorr:mde waa.rde 

van !! in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 

dat het resultaat van het experiment 11 sigp.ificant" is. De waa.r

de vand moet dan echter warden vermeld. De kans, dat dit zal 
gebeuren, is, indien~ juist is, gelijk aan.dt. Derhalve is 

O{, de kans op ten carechte verwerping van de j~is_i_~ hy-potbe<;J~• 

ook de kans op een fout van de eerste soort genoomd. Indien 

m:m deze method~ toepast, met d = c,,05 resp. 0,01, zal men in 

gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op 100 van de gevallen, 

waarin de_ ~pothyse die men toetst juist is, deze toch vorwerp y 

1) Di t memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streefi 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een 

waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders grezogd, een groo·· -

heid, die voor de elementen van een pollectie(uni~e.1:~13.m.,Popula
tie) gedefinieerd is en daarop allerlei waarden P· nneemt. Sto
chastische groothcdcn ·aordvn aun0 0gev0n door onclr;;rstrt.,upte 

letters. 
3) qOi"'" 1.·n1'1 "1All r·,1e'c'·-,-;-,.• b 0 :1·•n·i1;·,,::.•.·1 0."o·'t.,- .--::,:,,•,:-, 1.·;·,·,c_< L,-,.,.i· ,._, 

._.., .U.•.:) ,._.u_ ii.- a -- Jl.J '..; .. v . .__.. .. ...,.J. ? Cl ._...._..._.-.JV .. ~.._~J.,J.::J --="""' i::J• 
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De toetsingsthecrie biedt in het algGmcen geen moge lijk

heid om tot aanva~rdigg van een hypothes0 te komen. Indien 

een bepaalde hypothese &t; niet verworpen kan worden, is dit 

gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk 

het geval. Niet-verwerpen staat dus niet gelijk mat aanvaarden. 

Wel zal men vaak in de loop van eon statistischc analyse 

bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de 

verdere analyse van nut zj.jn, toetsen, alvorens zo bij de 

verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zij 

dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen inj dat cen 

grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt. 

Indien men dan verder de onderstellingen ge bruikt, vcrwaarloost 

men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, 

die echter niet zo groat zijn, dat zij a.oor de toets zijn 
ontdekt. 

Vele toetsen gelden zelf alleen ender bepaalde onderstel

lingen omtrent de waarschijnlijkheidsverdelingEm der stochas

tische grootheden, waarvan waarnemingon zijn verricht. Deze 

nevenvoorwaardel} dienen steeds uitdrukkolijlt te warden ver

me1d en, zo mogelijk, zolf te worden getoetst. 

In plaats van de onbetrouwbaarheidsd.rempel ot wordt vaak 

bi;i de uitslag van ,5en toetsing de .2:Y,~_rschrijdingskans --;4 op

gegcven; dit is de kleinste waarde van 0: , waa.rbij in het 

betrokken geval, nog tot verwerping van~ zou zijn overgegaQn; 

anders gezegd~ de kleinste ol , wa-:,rvoor d<c, gevonden waarde 

der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij a:. _behorende) 

kritieke z~ne Z ligt. Y:iordt dus de waarde -l ?.M•J.'{Cven_ en 

werkt men met onbetr~~w.'Q.a;~rJ!_e_:i,~s_q_r_~rrn;~e_J.:. _0:_, _d~!L'l'~Or_dt 

verworpen, indie12 --i ~ ol is. 

Voor het onderscheid tussen een- en tweezijdige to~tsing 

en de keuze tussen daze twee rnogelijkhoden vergelijke men bv. 

de tweede hieronder gegeven litteratuurplaats. Wij moetcm bi.er 

volstaan met de opmerking, dat eenzijdige toetsi¼s veelal 

eerder tot verwerping van ~leidt, rnaar dat ·deze slechts on-

de~ bijzondere omst~ndigheden kan worden toegepast. 

Litteratuur: 
J.Neyman, First course in probability and st9.tistics, Now 

York, 1950, Chapter 5. 
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Bet gebruik ven een- en 

tweezijdige ovorschrijdingskansen vc,.-r h0t toetsen 
van hypothesen, Statistic a .1: (1950) 1J. 54-66. 
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z-toets van Fisher1) 

Stel we hebben twee onafhankelijke steckproeven 

met gemiddelde -. x1 •. • xr.1 X 

Y1 • • •Yn· met gemiddeltie y, 
2 

beide uit een normale verdeling. 
De te toetsen hypothese is dan, dat de 

van deze normale verdelingen gelijk zijn. 
Is "', 

s12= n~-1 t-1 (xi-i)2 

en 
,n,_ 

8 2= _j_ "I_ (y.-y)2 
2 n 2-1 .-..... , i 

dan is de toetsingsgrootheid~ 
s1 2 

z=½ lg """2 
s2 

spreidingen 

waarbij van s12 en s 22 de grootste in de teller van 
de breuk genomen wordt. 

Als H0 juist is zal z in het algemeen klein zijn 
eh de kritieke z8ne best2at dus uit grote waarden van z. 
Men kan als toetsing~grootheid ook ncmen 

2z s1 
F= e = 2 . 

82 

De kritieke z8ne bestaat dan uit grote waarden van e2z. 
De toets wordt dan gewoonlijk de F-toets van Snedccor 
gonoemd. 

In de verdelingen van ! en van ~~z komen .twe.e:··para.-•· 

meters voor:)11=n1-1 en'v 2=n2-1, die het aantal vrij
heidGgraden in de teller resp. in dB noemer genoemd 
worden. 

~cratuur: M.G.Kendall: The advanced theory of sta
tistics: deel II pag.115. 
P.G.Hoel: Introduction to mathematical 
statistics; pa.g. 152-154. 

1init-;;;~;;;;d~;-i;-;i;;hts bedoeld ter orientatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exact

heid. 
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Vervolg litteratuuropg.: 
Tabellen: M.G.Kendall: The advanced theo
ry of statistics; deel I pag. 442-443. 
P.G.Hoel: Introduction to mathematical 
statistics; pag. 250-253. 
Y1: 1 tot soo,v2: 1 tot 1000, onbetrouw
baarheidsdrempels 0,05 en 0,01. 
R,A.Fisher en F.Yates: Statistical tables 
for biological, agricultural and medical 
research; pag. 34-43. 
~1: 1 tot 24;V2: 1 tot 120; o~betrouw
baarheidsdrempels: 
0,20; 0,1-0, 0,05, 0,01; .0,001. 
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De toe ts van Student voo:r 2 steekT)roeven 1 ). 

Deze toets van Student •7ordt ;ebruil';:t voor het 

toetsen va:;.1 de hypothese ~ 1 dat 2. steekproeven 

Xi,:t:i.>•·--···· ::r;n en /i>f.ii•··· ·-·f:m. beschound kunne;,1 YJOrden aln 
steekproeven uit eenzelfde nornale verdelins. 

De i;rootheid i, welke hierbij als toetsin~s-

grootheid gebruikt v1ordt 8ll waarvan Student de verdelinc;s

funct ie berekend heeft, is de volge:..1de ; 

Hierin z1Jn 1:!!11- en ~ de gemiddelden va;_1 de 2 steel-:proeven 

terTTijl Seen schatting is van de spreidins ~ van de nor

male verdeling, rmarui t volgens ~ de steekproeve:;.1 c;etrok-· 

ken zijn. De bij de gevonden steekproeven behorende waarde 

van 1!fx., 'l. en S zijn op volgende wijzvv uit de waarnemin
gen te bere~enen: 

mi:;t, 

Bovengenoemde grootheid 1 bezit als verdelin~ de verde-
ling van 11 Student 11 met )) = n. .,.nrz-_ :i.- vrijheidsbraden. 

Deze verdeling is getabelleerd voor Y = 1 t/m 20 

[t] voor J/ = 20 t/,, 100 zijn waarden van t berel:end, 

welke behoren bij de 011bGtrour.1baarheidsdrenipela r:i = o, 01 

en~= 0,05. [2] 

Is ,i( juist, dan zullen dicht bij :nul gelegen 

waarden vaker voorkoraen, dan ver van nul gelegen waard0n. 

De kri tieke zone kiezen '!ire dus zodanig, dat ze sevorri1d 

worden door grote en l;:leine waardon van i• De k:ci tieLe 

zone bestaat dus, bij gegeven waardo van IX, uit twee 

stukken: 1 < -t0 en i > t 0 , waarin t 0 de bij ex: en)) beho-

, rende kritieke waarde is, die in [t] en [2] getabelleercl 

is. Voor eenzijdige tootsing is do kritieke zone van de 

vorm 1 ~ -t, of 1 a t 1 

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatio en 
streeft niet naar volledi2,heid of volledic;c exactheid. 
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L_i_~~La tuuLl 

I1], M.G,Kendall, The Advanced Theory of Statistics, 
London 1946, Vol, II p.109, tabellen in 
deel Ip. 440-41; 
Opmerking ~ hot bij de tabellen vorr:1oldo 

aantal vrijheidsgradcn ( aang0g0vcu door 

v) is gelijk aan n + m - 2. 

[ 2]. Elizabeth M.Baldin, Table of Perr!cntc:,ge Points of tL,.:; 

t.,-distribution, Biometrika .1l ( 194-3), 
p. 362. (Deze tabel worden ~Heezijdi.f~ 

overschrijdingskansen gcgeven). 


