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Onderzoek ener 1jkmethode.

1.'Inleiding.

Over ds statistische berekeningen blj biologisehe
ijkingen zoals deze door J.0.IRWIN: "Statistical
Method Applied to Blologieal Assays”, 3uppl. te the
Journal Roy Stat Soc & (1937) pp 1-12, besehreven
wordt, werden ond de volgende vragen gesbteld:

1) Is bovengmnoemde methode Juist?

2) Kan deze methode op meerdere pracparaten tege-
11jk worden toegepast (eventucel met 1 dosis
van leder praeparaat)?

3) Hoe is de smmenhang tussen de aantallen doses
van standaard en pracpareat en de nauwwkourigheid
van de ultkomzt?

B) Welk aantal weken ge#ft de nauwkeurigste uit-
komaten?

5) Zijn de waarnemingen van verschillende weken
gelijktiJdig brulkbaar? ‘

Teni behoeve van 4it onderzoek werden ong de resul-
taten van vijf ijkingen ter beschiliting gesield. Elke
ijking berust on de gewliehtastoenemen gedurende znlkele
weken bij] proefdieren, na gervegelde tosdliening van
versehillende doses van cen standaardpraeparaat (verder
kortwep standaard gencemd) en enkele te onderzoeken on-
bekende pracparaten (kortweg: pracparaten 1,2, enz.).
Eén dosis van de standasrd of van een praeparaat wardt
aan een groep van 12 (een enkele maal 11) proefdieren
gegeven, Van de standsard worden 3 tot 5 doses ge-
bruikt, steeds met een verdunningsfactor 2 {de stan-
daarddoses van 4jking 5023 liggen onregelmatig), en van
de praeparaten 1 of 2 doses.

Bovendien wordt van de stabdsard nog een dosis O
gegeven, wellke 13 J2 mtthode van Irwin niet gebrulkt
wordt, maar na een uitgebrelider onderzoek van het ver-
band tussen de logarithmen van de doses en de gewichis-
toenamen (meer doses, meer proefdieren per groep) even-
tueel gebruikt zou kunnen worden als controle op de bij
de praeparaten verkregen uitkomsten. (vgl. § 6.2)

De gewichistoena@men worden na een, twee, drie,vier
en vijf weken opgenocmen.
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Moel van een ijking is het bepalen van de sterkie~
warhouging btussen standasard en praeparaat.

Bij het onderzoek van 4it materlail hebben we ge-
brulk gemaakt ven de in de litterabuur beschreven toet-
sen, welke vaak niet geheel geschikt zljn voor de be-
schouwde . J¥kingen, dear de voor deze methoden noodzake-
1ijke voorwaarden niet steeds vervuld zijn. Algemenere
methoden, waarbij minder voorwaarden gesteld worden,
zijn ons voor dit soort ijkingen echter niet bekend,

We zullen eeprst in 532 een overziecht geven van
de methode van Irwin en van de afleiding van een metho-
de voor de bepaling van een exact betrouwbaarheidsin-
terval voor de sterkbteverhouding tussen standaard en
praeparast, die door E,.C,FIELLER [ 2 ontwikkeld is, In
> 3 worden methoden beschreven om te toetsen in hoe-
verre de ondesstellingen waar de in > 2 behandelde af-
leidingen op berusten, vervuld zijn en worden deze
methoden toegepast op het beschikbare materizal. Daar
bij dit onderzoek voornamelijk een afwllking van
homoscedasticiteit (gelijkheid der spreidingen) tussen
de waarnemingen ult verschillende groepen geconstateerd
wordt, is in £ 4 een benadering van de spreiding van
de logarithme van de sterkiteverhouding afgeleld en,
voor de onderhavige gegaveng,bae@kend, die met desze
afwijikingan rekening houdt, tenelnde een indruk te
krijgen van de invloed van deze ongelijtheld der sprei-
dingen op de nauwkeurigheid ven dewltkomst., In & 5
vindt men de beantwoording van de op pag. 3 geformuleerde
vragen, &6 en 2 7 geven nog enkkle opmerkingen en
een samenvatting.

Opmerking: de door Irwin gebrulkte uitdrukking
"log dose-response curve" is in het volgedde met
"werkingslijn"vertaald.

Ter oril¥intering in het gebrulkte statistische ter-
minologie en methoden zijn aan het eind van dit rapport
een aantal memoranda toegevoegd.
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2. Methode van Irwin en exacte bhetrouwbasarheidsintervallen,

2.1, Netatie

Voor bekende of onbekende parameters of variabelen
welke niet stochastisch zijn, gebrulken we Griekse letters,
Stoechastische grootheden (dat zijn grobtheden, die een waar-
schijnlijkheldsverdeling bezitten) worden met Latijnse let-
ters aangegeven, terwijl bovendien het sztochastische ka-
rakter uitgedrukt wordt door onderstreping van deze letter.
De onderstreping zullen we weglaten, wanneer er geen gevaar
voor verwarring over de behandelde thecrilie hestasat en wan-
neer we ons in een formule de gevonden waarde voor de betref-
fende stochastiseche grootheild gesubstitueerd denken.

De mathematische verwachting (het "theoretisch gemiddelde™)
van een stochastische groothelid wordt aangeduld met het
symbool £, dus b.v.:

£x=1f.
Gereduseerde grootheden, d.w.z. stochastische grootheden
verninderd met hun mathematische verwachting geven we aan

ot
als x , dus:

=E-Clx=x- .

RN

2.2. Het model van Iruin.

Blj ijkingen, als deor Irwin in het eerste deel
van zijn artikel .1, beschreven, wordt ondersteld dat de
reactie van een proefdier (b.v. groel gedurende enkele
weken) op een dosis van de standaard of van de praeparaten
welke we met de standaard willen vergelijlken, voorgesteld

kan worden door

¥y =>4+ 3%: +1u , voor de standaard,
z m5/+,5§, + Vv , voor een praeparaat,

waarin { de logarithme van de dosis is 1), “o, /5 en i
onbekende parageters zijn en u en v onafhankelljk ver-
deelde grootheden, aflkomstlg uilt een normale verdeling

met gemlddelde O en onbekende spreiding — (deze is dus on-
afhankellijk van -~ en van het gebruikte praeparaat).

o v o - o > - o e GO WD ot > SAD D D T T <UD D U T D T D

l) Door Irwin wordt deze aangegeven met A ,
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- Hieruilt volgt voor de mathematische verwachtingen van
de reactles:

7 dﬁl)f_gwf(«+/3} W)=+ B,

$ af t z=t(y+pf W)=y +pf .
{(Voor de verschillende praeparaten zijn y en dus ook.§

verschillend,)
De onderstellingen die we hierbij dus maken zijn:

{ I: normaliteit der waarnemingen;

| 1I: gelijkheld van de spreldingen der waarnemingen;
(2“2'1)5 HoI: lineariteit der werkingslijnen;

{ IV: evenwijdigheid der werkingslijeen van stan-

daard en praeparast blj een 1ijking.
De sterkiteverhouding van een praeparaat tot de stan-~

daard wordt nu gegeven door de verhoud’ng van een dosis
van de standeard en een dosis van het praeparaat welke
dezelfde verwachting ven de reactle hebben, dus waarvoor
geldt:

Z1dn §1 en § 2 de logarithmen van zulke doses van de asban-
daard resp. het praeparaat, waarveor dus geldée:

A +«‘f§'§»’, =yt 5E}£ s
dan vinden we voor de logarithme van de sterkteverhou-
ding:

5 L e

(2.2.2) S T T S

Opmerking: a) In een graliek van reactle tegen log-
dosis, dus 7 tegen é ls + de horizontale afstand van
de werkingslijnen van standsard en praeparaat.

In werkelijiheld zijn « s ¥ oen s onbekende para-
meters, welke ult de waarnemingen geschat wmosten worden.
Deze schattingen zijn stochastische grootheden, waapvan
de verdelingen afhangen van de verdeling van u ; in het
hijzonder hangen de spreidingen samen met ¢ , welke even-
genes ult de waarnemlingen moet worden geschat,

Bij een ljking worden meerdere doses van de standaard
en van de praenaraten gebrulkt en voor elke dosis een
groep proefdieren, De gebrulkte notatie blijkt uit onder-
staand schema 1.

- s = o

1) éf betekent: iz per definitie gelijk aan.
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Schema I,
Hotatle.
gtandaara | praeparaat
dosis / f, ........ ,f};‘,zf“....-.j:&
reacties Fqqescecesas Byqesecssnesl
der 11 ;hl o . *
proefdieren : . . M
KA & 2
1my Ihmh 1p, ip),
gemiddelde
maetie XOBQOODOIG& g Qit'loall%
verwachting .. ¢
van de ?1«.--004-:21‘1 §1 --w-coo-ﬁk
reactle
totaal
gemiddelde Y Z
reactie
gemiddelde r T
dosis s

i

Moet in het geval van meer dan één praeparaat een voor
elk praeparaat apart op dezelfde wijze berekende groot-
heid over alle praeparaten gesommeerd worden, dan geven
we dit aan door het symbool ?Z(P). In sommige formules
komen ook grootheden voor, die op slechts een praeparaatbt
betrekking hebben en waarvoor dus geen . ‘P/.teken staat,
Alle groctheden van die aard in één formule behoren
ateeds bil] hetzelfdepreeparaat en de formule geldt dan
voorieder der praeparaten afzonderlijk. Bilij sommatie
over in dit scheme vertiksal onder elkaar geplaatste
grootheden zullen we stedds de Index 1 gebrulken, bij
sommatie in horizontale richting de index J .,

In het schema is: _ A
£ o ; O
e 7B 7. ; I A
L= A Th n [ T,
Y = 4 7 e 5 o,
( 2 4 2 . 3) ¥ 3 ) '}’3
2 PR o P
Z = 2.7 4 en .= 400
Y A
Fﬁ
waarin . )
% K
i'ﬁ/i,: ; g - en /’/ T déi;(z- -

e £ -

,f‘:" ’ 7 e

et santal praeparaten noemen we n.
We zullen verder nog:

L4
" P e o/ y i o
( 2 -2 0}‘) g . (‘i‘é i — ; en ;?:'f‘ (V;g: jé*.«!' - 4L

<

gebrulken.
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De sprelding van een grootheld a geven we aan met

a; of «ia i en een schatting voor deze spreiding met
of 8.8 .

—_— -

Opmerkingen:b) Als de spreiding van J34 8elijk is aan
Ty dan 18 de spreiding van }{13

=

(2.2.5) =+, ¢ = _f;‘,,@fi_ 5 enz.

¢) Alle waarnemingen, dus 2lle y's en z's ult het
sehema ziJjn onderling volledig omafhankelijk verdeeld,
2.3 Schattingen voor 4, . ?)

At
S D R W D WY BN e - LT X X T 2 X 1 2 3

Uit de waarnemingen zijn met de methode der kleinste
kwadraten de volgende schattingen voor 3 ,~ en ¥ af

S

te leiden: 2; £ 2 ;,, fn wwﬂf o
% o
,‘:3 # @':.:. - '»?i . “:} /if:i
(2.3.1)

In het volgende zullen we de noemer van b met Q aangeven,

dus , y,
e - %
S L :}i « F rez AR )
(2 » 5 @ 2) L3 = ,J”ff-:f ’ ::y’ ";/' o (‘;';‘: . 7

Ommerking: 4) Noemen we een schatting ¢ van een para-
meter :* guiver '), wanneer ( £ =7 418, den zijn onder
veel algemenere onderstellingen dan (2.2.1) de schattingen
in (2.3.1) nog zuivere schattingen, dus ¢ b=y,

ta== en (e=y ., Noodzakelljke en voldoende onder-
stellingen zijn:

[T : fu= € ¥=0;
(2.3.3) I1: linearitelt der werkingslijnen;

{ T: evenwi jdigheid der werkingslijnen.
Met behulp var de schattingen (2.3.1) is het nu mo-

gelljk een schatting M voor « te geven:
f.E7% _ E-ER-RrEL o o5 2ok
(2*3‘&) - - “%" - ;" z " f::,

e o

3) Vél, voor de gebruikte termen memorandum S 53 (M 21)
aan het eind van dit rapport.

”’) Engels: unbiarssed.
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Opmerkingen: e) In de appendix, 5 8.1 bewijzen we nog
het volgende:
Voegen we aan de onderstellingen (2.3.3) nog toe:

(2.3.5) 1w 1t .o - oLvtiol

d.w.z. de spreidingen zljn onafhankelijk van de dosis,
madr kunnen nog afthankelijk zijn van de praeparaten,
terwijl geen normalitelt der verdelingen ge¥ist wordt,
dan zijn Z-Y en b ongecorreleerd.

f) Onder de onderstellingen (2.33)+(2.3.5) is ¥ geen
zuivere schatting ven . (appendix,s8.2). Zonder het be-
wljs hiervan te geven merken we nog op dat de schatting
M wel bruikbasr 5) is (zie memorandum S 53 (M 21)).

2.4 Spreiding der schéittingen.

Bij het aflelden van betrouwbaarheidsintervallen zul-
len we nog schattingen voor de sprelidingen vamn b , a
en ¢ nodig hebben., Voor de werkelijke spreldingskwa-
draten van deze groetheden velgt uit (2,3 1) en (2.3.2):

o {' - - fM:/ C S JZ’_. RN

PR s -
[ O S R SR i ) T,
| =

&

(2.3‘.1) . Y8 i Pote T //; . . .

Schattingen van deze apreidingakwadraten lunnen we vine
den door in (2.4.1) schattingen voor ¢, en . te
substitueren, Werken we onder de onderstellingen (2.3.3),
dus zonder gelijkhelid der spreldingen voor de verschil-
lende doses te onderstellen, dan moet leder van deze
spreidingen uit de bijbeshorende groep waarnemlngen ge-
schat worden: -

&
£ - -

A 5. LT ,eNng,

g

T T

we vinden dan als sahatting voor de spreidingskwadraten:

> D A8 OO D D D TS T S TP T T D D AP WD i -y ST T ATD > B Dy A T AR G TP G AT W GRS AP WD 4T O e TS > 40D T S H I T D <3 G D D

5) Engels : consistent.
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v, 5 5> v
£ “ T ; :
gt T ovirsL, 2 Zoprts]
i lsl “ P S
=& = 4 il E] ; - - -
- "2; ;i' )
£
2 vl -
S, LW, TEg”
N e s 2z
2
) é
2 3 Ey Fit
S_ e = Dl o TS £
vy -

Onder de onderstellingen (2.2.1) kunnen we voor
een schatting ult het gehele waarneminggmateri&al gevens
. Bog 3 %ﬁf— . ” P

b B 4 .2 e b > - o L&
'(:‘ “:ﬁ‘ - ,;‘ gy ﬁg,’ :
S'i - {1:1’ e = S .
- ,.«,i ) . Xg’,
%
& - — .
o - = P / I _2!
(2.4.3) _Z i e T S
® ® e et
/3//,‘3\— iz
waarult volgt -
2
2 =
P A

(2.5.8) - . st

r =2 a = e

- 5

i X . e % F

Ls? = Fxo

& L5

Opmerkingen: g) Zijn de aantallen wasrnemingen per
groep gelljk, dan komt (2.4%.3) neer op het gemdddelde
der schattingen (2.4.2) per groep.

o A
n) T2 _xf met
;,?"';9
(2.%.5) PR AT S A

heeft een [ z"‘-'.m:e'delirig met f vrijneids graden,

2.5 Exacte betrouwbsarheidsintervallen.

e =

Door PIELLER is in 4. en uiltvoeriger in 2 aange-
geven hoe exacte betrouwbasrheildsintervallen met onbe-
trouwbagrheid ¢ voor 4 (zie (2.2.2)) berekend kunnen
worden (zile ook IRWIN /5 en EMMENS _6. hoofdstuk 11.5).
Bilj deze berekening moeten we uitgaan van de strenge
onderstellingen (2.2.1) (zie appendix, * 8.3). Deze be-
trouwbaarheldsgrenzen voor .-~ , behovende bij een waar-
nemingzreeks, die de waarden c¢,a,b enz. heeft gegeven, zijn
de wortelsvoor . ven de vergelijking (zie appendix, & 8.4):

Ee

(8.4.3) .Leizsts

o A A i = By G B S
g : &
i ' p o “
Pl i, e £ Ky Eal i a4 3 P’
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wearin t; dle waarde uvit de Student verdeling met [
vrijheidsgraden (vgl.(2.4.5)) is waarvoor geldt:

Ploitiz e, 16,

( £ is de onbetrouwbaarheid). Deze waarde kan bij ge-
geven ¢ in een tabel der Student-verdeling worden op-
gezocht,

Door ult vergelijking (8.4.3) « op te lossen en hierin

(2.5.1) L. "

A z:; Ei’;
te substitueren, vinden we voor de twee grenzen voor
(zie appendix ¢ §.4):

e % - ~F ",”g % b4
-, ciI-F Vs L, a0, £ T900s
Lf’ FRR A g Py 4 ’_}é P e .J_ # 7. i&_ ’!) 7 4 f 7 /g' j F —~--~«v»~~w~~»'---:~-»afr -~

i P

v e i
A s £

Wanneer we hierin als benadering ¢ = 1 invoeren en voor

t, de bij de betrouwbaarheid : behorende waarde £
uit de neormsle verdeling substitueren, d.w.z. waarvoor
geldt: #
¥,
¢ ¢ P4
v j TF .
“f,t« /}f " PO~ é <« >

7 e
dan vinden we'door Irwin gebruikte (ocopspronkelijk op

anderewljze afgeleide) benaderde grenzen:
P s

= Z-y E Y N R B B £

Ip 5 ¢ i

De waarde t’ ken men vVoor gegeven ¢ in een tabel

der normale verdeling opzoeken.

in 7 5 zal de fout dle door deze ben:dering ontstaat
besproiken worden,

Dear steeds C > 1 ia, zullen de grenzen van Irwin
aystematisch te nauw zijn en bovendien afhankelijk van
het teken ven (Z - ¥) naar de lage waarden {bij + - te-
ken) of naar dehoge waarden (bij] -)-teken) verschoven
zijn t.o.v. de emacte betrouwbaarheldsgrenzen.

Bij bovendtaande aflelding is nog esen zeer
belangrijlke opmerking te maken. Het betrouwbaarheids-
interval bestaat ult die waarden van « waaprvoor het
linkerlid vau (8.%.3) kleiner is dan O {zie appendix

5 8.4), wanneer ba-tf 8b2,} 0 is, zijn dit de waarden
tussen de beide gevonden grengzen (2.5.2), is echter
bg-tfsbzg 0 dan zijn dit echter de waarden van «
buiten de gevonden grenzen. Dit laatste is natuurlijk

blj ijkingen onbruikbsar en we moeten besluiten dat
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voor de toepasbaarheld van deze intervalberekening
van Fleller, voldaan moet zijn aan:

’égj >
Dit betekent da% b signifieant van 0O moet ver-
schillen volgens de toets van Student (met £ vrij-
heidsgraden) met een betrouwbaarheidsdrempele ., Dit-
zelfde geldt voor de methode van Irwin, goals blijkt in
%2 8.5 p1j] de afleiding van vergelijking (8.5.1).

Was g de basis van de logarithmen die we gebruik-

ten {voor log dosis, enz.), dan vinden we voop de sterkte-

verhouding als betrouwbasrheidsinterval met onbetrouw-
bearheld £ , het interval:

(2.8.5) (7 327

waarin s, en u, de belde grenzen van
stellen,

(2.5.2) voor-

2.6 Numerieke voorbeelden.

Als eerste voorbeeld zullen we de
voeren voor ijking 4926, 5 weken, Als
logarithmen van de dosls gebruiken we
vinden we in tabel I.

berekeningen uit-
basis voor de
2. De gegevens

Tabel 1.
Gegevens van ijking 4926, 5 weken,
Btandaard -
Gosts my Sy 4y %y Bap
12,5 12 3,644 -2 64,9 130,08
25 12 4,644 -1 72,3 96,97
50 11 5,644 0 94,2 66,36
100 12 6,644 1 110,8 121,06
200 12 7,644 2 122,2 196,88
praeparaat 1. ' '
P A3 A3z, 3.0
%0 12 4,907 % 80,8 103,11
60 12 5,907 +k 101,8 216,20
praepagaat 2. —
7,9 : 12 2,982 © 74,7 6%,33
DrAeparast 9. '
31,9 12 4,995 0 62,0 135,64




MATHEMATISCH CENTRUM - 1% -
AMSTERDAM

In geze tabel 1s dus _f , sglog 12,5=3,64%, enz., en
1 2
Sw, T T £ Ty

deze tabel nog berekend de grootheden:

= 130,08 enz. Verder zijn voor

T F MY
= 2 " =2 #,=
§-= Ly = 5,64 en Wg=Z = 59,

. P,
ﬂ,w—%——i—:s,&ﬂ’r en HP; 24,

— 1
.= log 7,9= 2,982 en ?Zyzr-la s
7= *log 31,9 4,995 en W, = 12,

In deze paragraaf zullen we de grcotheden behorende
bij de verschillende preeparaten cnderscheiden met de
indliees 1, 2 en 3 zoals hierboven al voor 7 is gedean.
Uit deze tabel bereltenen we nu de grootheden:

¥y m,Y

v :‘—'ﬁd‘ = 92185 )
7= ’-1—7%3@ 91,3 ,
1

'Zam 74,7 en Eﬁ% 62,0,

Volgens (2.3%,1) is nu
Imgd gty 25 Py Ty
Z m
v J

b

- = 15,581
2y b Py /z‘};‘a‘r S

s

;5.};\\\«\ 3

. 7 :u 2 Lo am
@-/Z; mg gt z P2 Py 7y 126 ,
clmzl-b ilm 731 &

¢3=Zy=b 7L 5= -15,8 .

Daar van de praeparaten 2 en 3 slechts 1 dosis gebrulkt
is, dus /7 = 0 is, is de helling b alleen afhankelijk
van de waarnemingen voor standaard en praeparaat 1.



MATHEMATISCH CENTRUM ' - 14 o
AMSTERDAM
Voor de logaritmen van de sterkteverhoudingen vinden
we volgens (2.3.4):
¢, -2
. ﬁlﬁ "‘5"‘" = Q,l‘ul 5
Cy=2a
(2.6.1) My= ~5— = 1,51 ,

HEw E%;i = -1,32 .

Volgens (2.4.3) vinden we:

) £ g EF L
2 Zi o = B 7 L L ir. :ey(}.
o il ; i - = %
Su Mo g 50 e 129,179

en volgens (2.4.5):
£ = Ng-h+ Z M -x)= 98,
Uit de Btudent verdeling met 98 vrijheidsgraden en
£= 0,05 volgt: t .= 1,98, Daar (2,4.4):
z{

s
s;u % - 129,179 .. 1,095,

is (2.5.1):
bﬁ

€ = - - v - B 1,0168,
b -té Sb

Met behulp hiervan kunnen we de betrouwbaarheidsgren-
zen volgens {2.5.2) (Pieller) berekenen:

- praeparaat 1: (.-, ; <« )=(0,480 ; -0,217)
(2.6.2) | pracperant 2: (. ; . )=(1,965 ; 0,995)
L praeparaat 3: (.. 3 ﬁg)z(-o,SBQ; -1,890).

Ditzelfde uitgerekend volgens de perekening van Irwin
(2.5.3) geeft hier praktiseh dezelfde uitkomsten:

praeparaat 13 (. 3 -/ )=(0,488 ; -0,212)
praeparaat 2: (. < ; «/)=(1,981 ; -1,019)
praeparaat 3: («.” ; «./)=(-0,806; -1,850).

Betrouwbaarheidsgrenzen (g ; g*”é) voor de sterkte-
verhouding volgen nu uit (2.6.2):

pracparaat 1:(2 ;2 w“)m(l,#ﬂ 3 0,860)
praepareat 2:(2 7 32 °)=(3,90 ; 1,99)
;2 §=(0,561;00,270).

&

praeparaat Ba(2
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Volgens de benadering van Irwin vinden wes
praeparaat 1:(2””“;2’*!)3(1,40 3 0,863)
praeparaat 2:(2”"132’“;)¥(3,95 32,03 )
praeparaat 33(2”“‘;2’“!)3(0,572 5 0,27T)

De lengtes van de intervallen zijn dus In dit geval voor
beide methodepr ongeveer gelijk, Voor de sterut..2itou-
dingen zelf vinden we uit (2.6.1) de volgende schat-
tingen:

M
o 1. g0,141

praeparaat 1 : = 1,10 ,

A M,
praeparaat 2 : 2 L 21,513 2,85 ,
M -
praeparaat 5 : 2 Ey 1,32 0,400,

Om nog een voorbeeld te geven waarblj de overeenatemmirg
tussen het betrouwbaarheldsinterval van Fieller en de
benadering valgens Irwin minder goed is, zullen we de-
zelfde wrekeningen uitvoeren voor ijking 4926, 2 weken.

Tabel II
Gegevens van ijking 4926, 2 weken.

standeard
“ : . Y
;doaia )‘mj £3 f,j ! 'YJ jS&
12,5  1e 3,64 -2 36,7500 60,20

25 12 4,68 -1 35,7500 50,02
50 11 5,644 0 43,0000 53,2ﬂ§
100 12 6,644 1 46,5833 57,90

200 12 7,684 2 39,7500 35,84
praeparaat

dosis 4

3 Ty Ay I v,

30 12 5,907 -3 40,5833 39,58
60 12 5,907  +b B4, 4167 54,08

Uit tabel 1T berekenen wes

f=5,684 5 Ng=59,
= 5,4@7 H %?"" 2k 2

?%4£g~i—i = 42,3559 ;  Z= flﬁiul = 42,5000,
3 P
- 5 Y 2 -3
N= T my 553 + Z’pj 7ZJ_ 1255
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v
S k2w Zopp

b= 3 e = 5,690

a= ?lb:E

]

21,529 ; ¢= Z-b 7Z = 22,548,
M= -‘-’{;‘i = 0,2761 ,

= H +l =h-k= 76 ,

STP
2 . L <
Sumg =t /S 2L S 2
sua-‘-—" i d Ca &f: Es # - 503985 s
2 3u2 hz'
Sp = -3 = 0,3975 5 C= wpy———p—p = 1,1322
- b -té §ﬁ

(~ 3 «)=(1,269 ; -0,707)
£8 .2 % )-(2,41 ; 0,613) (Fieller)
(35 ")=(1,186 ; -0,634)
(2 ;27 )=(2,27 ; 0,644) (Irwin)

Op de grootte van dit verschil komen wij in © 5.1 nog terug.

3. Toetsingsmethoden voor de gemaakte onderstellingen,

In de vorige paragraaf zagen we dat om de methode van
Irwin &n de berekening van betrouwbaarheidsintervallen te
kunnen toepassen de onderstellingen (2.2.1) vervuld moe-
ten zijn . In het volgende zullen we voor elk van deze on-
derstellingen toetesingsmethoden bespreken.

3.1 Normalielt.

Normalitelt van de waarnemingen is, behalve voor het
bepalen van betrouwbaarhe!ldsintervallen, bovendien noodza-
kelijk bij] thetsing van homosecedastleciteit, lineesriteit
en evehwijdigheiﬁ. BiJ] het onderhavige onderzoek werd er
vanaf gezlen de normaliteit der gegevens te toetsen, daar
wl] slechts over groepjes ven 12 wearnemingen beschilkten.
Het toetsen van normalitelt is dan nauwelijks op exacte
wijze mogelijk, terwijl bovendien slechts zeer grove af-
wijkingen zullen kinnen worden ontdekt. Bij alle in het
volgende besproken methoden, waarbij normaliteit ondersteld
moet worden, dient men dan ook blj de interpretatie der
resultaten rekening te houden met de mogelijkheid van af-
wijkingen. Het zou daarom nubttig zijn een azpart experimen-
teel onderzoek met een grotere groep van dleren uit te voe-
ren, om een beter inzicht in de aard van de waarschijn-
1ijkheidsverdeling van de gewlchtstoenamen te verkrijgen.
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Wellicht kan hier gebrulk gemaskt worden van de resultaten
van vreoegere proeven met dezelfde scort prosfdieren,

3.2 Homoscedasticiteit.

De gelijkheld der spreidingen werd onderzocht met behulp
van de toets van Bartlett (Vgl.de memoranda S 53 (M 25) en
8 47 (M 6)). Dit gaf de in tabel III vermelde resultaten.
In deze &n volgende tabellen wordt steeds achter het nume
mer van de ijking (1° kolom, tabel III) tussen haskjes het
aantal dosés van de standzard gegeven, terwi]l achtaer de
aanduiding van een praeparaat tussen haakjes het aantal
doses van dit praeparaat volgt. Irn tabel III zijn de over-
schrijdingskansen volgens de toets van Bartlett gegeven,
de onderatreepte kansen wijzen dus op significante afwij-
kingen van homoscedastigitelt. Deze afwijiingen bemé@ilijk@n
niet alleen de berckening van betrouwbaarheldaintervellen,
maar ook het onderzoek naar de 1iﬁe&riteit en evenwi jdigheid
daar de in de litteratuur beschreven toetsen, b.v. met be-
hulp van variantleanalyse , steeds gelijke spreidingen in
de groepen onderstellen,

Tabel IIX

Toets van Bartlett voor gelljkheid der spreidingen,

; ' binatie van aantal weken
| ijking com ; , ;
ne, de groepen van | % 2 3 4 s
4926 (5) standaard + | ,. Ly !
/ pracparast Un(2)  0:05  0.05 50.05 >0.05 0.05
' standaard © 20,05 »0.05 0,05 ,0.05 0.05
§03 (6) standaard + : T ) .
praeparaten (1) <0.01 <0.01 2.0
standaard 50.05 0.0l <0.01
5011 (%) standaard + : . |
praeparaten (2) ©0.05 »0.05 >0.05 ,0.05 <0.05
standaard ,0.05 0,05 ;0,05 ,0.05 30.05
5017 (6) standaard + N t : o | 3
S racparasen(2) >0.05 ‘ £\0.05 ,0.05 | <0,05 <0.01
stabdaard 20.05 <0.05 0,05 0.05 >0.05
5023 (4) standaard + 005 . | |
standasrd »0.05 0.05 ,0.05 ,0.05 30.05

Coneclusle: Ongelijkheid der sprelidingen binnen de groepen
zowel bi} de standsard apart zls bl] standaard en praeparaten
tezamen treedt veelvuldig op.
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In veband met de moellijkheden die deze afwijkingen van
homoscedagticitelit bij het bepekenen van betrouwbaarhelds-
intervallen veroorzaken, 18 in de volgende paragraaf een be-
naderde schH&btting van de spreiding van de logarithme der
sterkteverhouding gegeven, waarblj de ongelijkheid der sprei-
dingen in aanmerking genomen wordt. Hierbi] zal blijken,
dat bij een behoorlijke afwijking van homoscedasticltelt
ook een vrij sanzienlijke verandering van de sprelding van de
log sterkteverhouding gevonden wordt.

D o s I P caey 8 R0 T D D

De lineariteitstoets, zdals deze beschreven wordt door
EMMENS /6. p.40, is een toepassing van de variantie-analyse.
Hierblj wordt dus normalitelt en gelljkheld der spreidingen
gelBist, Voor die 1jkingen wdarbl] 4it nlet vervuld is, ver-
Tiezen de uitkomsten van deze toets veel van hun bétekenis.

Bi] deze toets gebrulken we alleen gegevens van de stan-
deard voor de schattingen van de helling b en de spreiding
3u binnen de groepen, daar, blj combinatie van de waarne-
mingen van standaard en praeparaten, door mogelijke afwij-
kingen van evenwl jdigheld van de werkingslijnen of ver-
achillen tussen de groepsspreidingen 7 u &R 7, van stan-
daard resp. praeparaten de uitkomsten van de toets ver-
troebeld kunnen worden., Toetsing vaen linearitelt van de
werkingdlijn van een praeparaat was nlet mogelijk daar ner-
gens van een praeparaat meer dam twee doses gebrulkt zljn.

Als toetsingsgrootheld gebruiken we de F van Snedecor
(zie memorandum S 53 (M 24)) om de som van de kwadraten van
de residuen van de groepsgemiddelden der waarnemlingen ten
opzichte van de lineaire regressielijn (gedeeld door het
aantal groepen verminderd met 2 dus h-2 ) te vergelijken
met S 2. In formule:

- Ty a
2.' a«v)‘;. ;- i, - & j: - . ,i 2)
= i - -
- 2
=
Hierin hebben b, en §u2 analoge gedaanten als in (2.3.1)

en (2.4.3), maar nu a2lleen toegepast voor de waarnemingen van
de standaard, :

Indien de hypothese van lineaire regressie Jjulst is, zul-
len teller en noemer onafhankelijke .gchattingen zijn van
het kwadraat van de apreiding der wm2arnemingen voor hun ver-
wachting, hetgeen we hier niet bewijzen; zle b.v. A.H.MOOD
[7]pg. 321 en 322), zodat hun goutient verdeeld zal zijn
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volgens de verdeling van Snedecor met h-2 en Eg-h
vrijheidsgraden, BlJ] afwijkingen van linearitelt zal de
teller te groot worden, zodat blj de toets een rechter-
éénzijdigs eritieke z8ne wordt gbbruikt.Voor sommige van de
beschikbare 1jkingen is de waarde van F met de aantallen
vrijheldsgraden en de overschrijdingskans opgenemen in
tabel IV,

Tabel IV
Afwiikingen van lineariteit .

TJkIng no. aiwijkingen van lineari-

teit,

' L yrh gr., ov.k,
ho26 (5) |
1 week 0.86 3 en 55 >0.20
2 weken 1,02 3 en 55 50,20
5 weken 1.0 3 en 55 50,20
503 (5)
1 week 1,15 % en 55 130,20
% weken 3,2 3en 55 <0,05
5011 ()
1 week 3,4 1en 33 30.05
3 weken 1,8 len 3% 50,20
5 weken 2,56 1l en 3% >0,05
5017 (4)
1 week 0.1 2 en 84 0,20
3 uweken 0,27 2 en %% >0.20
5 weken 0.9 2 en 4% 50,20
5023 (3) :
1 weak 0,00 len3% 50,20
% weken 4,50 len %3 >0,20
5 weken 1,48 1 en 33 0,20

In dege tabel zien we dat slechts blj ijking 503, 3
weken de lineariteit niet goed vervuld is (oversechrij-
dingskans <0.05), zodat we tot de conclusie komen dat
de voorwsarde van linearitelt van de standeardlijn bij deze
proeven in behoorlijke mate vervuld i1s.



MATHEMATISCH CENTRUM - 20 -
AMSTERDAM

3.4 Byenyijdigheid.

- mn S 0

'Ecetging iz uiteraard slechts mogelijk, indien van stan-
daard en praeparast elk 2 of meer doses gebruikt zijn,
ijkingen %03 en 5023% blijven dasrom buiten beschouwing,

De hellingen van de werkingslijnen van standaard en prae-
paraat lunnen door middel van de tosts van Student verge-
leken worden (zle memorandum 5 47 (M 9)). Hierblij wordt dus
weer gebrulk gemaskt van de normalitelt en homoscedastiei-
teit en voor de ultkomasten der toets geldt dezelfde op-
merking als in § BB,
Bij deze btoetsing hebbhen we onafhankell jke schattingen no-
dig veoor de hellingen van de standaardwerkingslijn en van
- de praeparaatwerkingslijn en van hun gpreildingskwadraten,
Analoog asn (2.3.1) en (2.4.4) vinden we met de methode
de - kleinste lwadraten voor de standaard:

;‘/ﬁiz" ‘{j' X#'
w
,].

b
24

2

V?; 3

3
S, Qw = T
—g Z _fa

en voor het praeparaab:
(%4
= . B 7 .
sy =y
= - s
- Zrp
b‘v—

= % )
-D é.Pi{ ri

Voor de aschatting van het spreldingskwadraat van
vénden we:

b3,

2 1 P 1 ~
s //.‘;. T‘«{/_

o ;.’;,‘S H
bp TR Tl
7 5y
Onder de hypothese ;}ﬁm,l%, bezit de grootheld
b ~b
E_ma:ii .

2

-
®

4

3
2

N

een Student verdeling met f=N_-h+ ST -x)  veljheids-
graden, Door de gevonden waarden van ¢ te vergelljken me%d
een tabel van de Student-verdeling vinden we de (tweezij-
dige) overschrijdingskansen welke in tabel V verzameld zijn.



MATHEMATISCH CENTRUM - 21 -

AMSTERDAM
- Tabel V.
Evenwljdigheld der regressielijnen.
Tiking ~ vergellking vrl Jhelds-  oversenri]-
no., : tussen £ graden dingeskans
- atandaard en
4g26 (5)
5 weken praep. Un (2) 1,201 99 >0,20
5011 (3) f
5 weken = praep.SF (2) @ 1,28 77 0.20
 praep.HJ (2) 2,97 77 - <g,01
Y weken  praep. HJ (2) 2,49 77 0.02
% weken praep.id . (2) 2,156 77 0.05
5017 (%)
5 weken praep. (2) - 0,75 66 =0,5

De asntallen dieren per groep zijn voor de eenvoud der
berekening weer steeds gelijk aan 12 ondersteld. De overige
weken van deze 1ijkingen vertonen geen signifieante af-
wijking meer van de evenwiljdigheid,

Z2ijn de werkingslijnen van standasard en praeparaat
niet evenwijdig, zoals we ult het bovenstaande voor het
praeparaat HJ moesten besluiten, dan kan niet meer gespro-
ken worden van "de" aterkteverhouding tussen praeparaat
en standaard, daar de uithomst nu afhankell jk geworden is
van de gemiddelde toegedlende doses van standaard en
praeparaat. Het 1ls dan nog mogelljk voor elke dosis van
het praeparaat apart de sterkteverhouding ten opzichte
van de standaard op te geven, maar dzze slerkiteverhou=-
ding geldt dan ook alleen voor de gebruikte praeparaab-
dosis, Een volledlg overzieht van de werking kan in een
dergelijk geval alleern door de gehele werkingslijn van
het praeparast gegeven worden.

Het is mogeli]jk, dat in 41t geval de evenwiidigheid zd
duldeliji verastoord is, omdat de werkzame dosis van stan-
daard =n praeparaat sterk van elkesar verschillen.De
reactiesop de twee doses van het praeparast zijn beide
k¥leiner dan dle op dz stendaard. De helling van de praepa-
raatweriingslijn is groter dan die van de standaard, In-
dien de standsard-dozes gedeeltelijk of geheel rechts van
het lineariteitsgebied vallen, zou men 4it effect Juist
ltunner verwachten. De doses van het praeparaat 3F liggen
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hoger dan van HJ. De werkingslijn van dit praeparaat wigkt
niet signifieant van dile van de standaard af, Deze "ver-
klaring" van het verschijnsel is echter geenszins de enig
nmogalijke:

Conclusie: De evenw! jdigheid van standaard- en praepa-
raatwerkingslijnen is biJ 3 van de 4 gevallen bevredigend.
In één geval 1s dit niet zo. Wellicht is dit een gevolg van
een te groot verschll in werkzame doses van standaard en
praeparaat,

Toetsing van de hypothese 5 = 0 (d.w.z. onafhankelijk-
heid tussen reactleen dosis) ia om de volgende redenen van
belang. In de¢ eerste plasts heeft blj onafhankeli jkheid
tussen reactle en dosis de 1jking geen betekenis meer. Ver-
der ie in };2.5 besproken, dat voor de toepasbaarheid van
de mebhode van Fileller (of Irwin) ter bepeling van betrouw-
heidsintervallen voldean moet ziJn aan:

b

®b

2%, s

waarin ﬁf de waarde uit de Studentverdeling met

f= Ng-h+ ZZ””(NF,-k) vrijheidasgraden is behorende bij de on-

betrouwbaarheid & . Tenszlotte zal ook bij de allelding van

een benadering voor de spreiding van de logarithme van de

sterkteverhouding als de homoscedasticitelt niet vervuld is

gebrulk gemaakt worden van de onderstelling o, <$3

aus 4 # O ( ®h en & 8.5). - '
Téetsing van de hypothese /6 =0 kan gebeuren deor

de waarde van

e
o’
3

for

2p 2y

wellke blj een ijking gevonden wordt te vergelljken met
een tabel voor de Studentverdeling met  f=lg-h+ ZE“ﬂ}(HF -k}
vrijheldsgraden. De voor de verschillande 1jkingen op deze
wijze gevonden overschrijdingskansen zijn verzameld in
tabel VI,

EMMENS [6 ] gebruikt als toetsingasgrootheid

20

welke onder de hypothese ,3 = 0 verdeeld is als de F
van Snedecor (zie memorandum S 5% (M 24)) met 1 en



MATHEMATISCH CENTRUM
AMSTERDAM

- 2% .

No-hi ;f"ﬁQﬁP -k) vrijheidsgraden, In het algemeen geldt
dat, wanneer een grootheid verdedld iz volgens een Stu-~
dentverdeling met Y vrijheidsgraden, het kwadraat van deze
grootheid en F verdeling met 1 en » vrljheidsgraden
bezit. Tweezijdige toetsing van t komt overeen met &én-
zljdige toetsing van F = E?.

Tabel VI
Toetsing van de hypothese A= 0.

4926 (%) 1 0,73 89 >0,4%0
praep. 1 (2) 2 5,66 99 <0,001
praep. 2 (1) 3 11,02 899  <0.001
praep. 3 (1) 4 13,97 99  <0.001
5 15,40 99 <0,001

503 (5) 1 9,26 99 (0.001
praeparaten 2 14,806 99  <0.,001
1 5/m b (1) % 16,37 99 <0,001
5011 (3) 1 6,06 77 +<0.,001
praep.3P (2) 2 10,90 7T <0.001
przep.HT (2) 5 10,06 77  <0.001
9 197 77 <O, 091

5 o,12 77 <0,001

5017 (%) 1 1,91 66 >0.05
praeparaat (2) 2 5,17 66 <0.001
3 6,27 66 40.001

4 7,45 66 <0.001

& 8,69 66 15.001

5023 (B) 1 7,686 7 <G,001
proeparaten 2 12,91 77 <0.001
1 t/md (1) 3 14,54 77T <0.001
. 13,67 7 <0.001

5 15,07 @ @7 <G,001

in tabel VI zien wedat slechts blJ de ijkingen
4926, 1 week en 5017, 1 week de hypothese 3 = 0 niet
verworpen kan worder (overschrijdingskansen resp. > 0.40
en >0.08). We komen dus tot de conclusie dat blj deze
ijkingen met een duur van 2 of meer weken, de hypothese
van onafnankelijkheld tussen reactie en dosls verworpen

kan worden en gg— voldoende groot is om betrouwbaar-
b
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heldsintervallen volgens 22.5 of < ¥4 te kunnen bepalen.

4, Schatting van de spreiding van de logarithme van
de sterktéverhouding wanneer de homosgedasticitelt niet
vervuld is. ’

In de appendix, £ 8.5 is een benadering afgeleid voor
het spreidingsikwadraat van het guotient van twee normaal
verdeelde grootheden r en % onder de voorwaarde, dat
de mathematische verwachting 7 van { groot is ten op-

T

2 P &
; 27 L 7 vfrz jzirﬂ frlé.(& f)
( 8 . 5 . 1) o { _z?: ji — ;:;- W;E_EIE__ s w‘;ﬂ:.?,_. >

waarin # de verwachting van 1 voorstelt.
Dit pasgen we toe ¢ de logarithme van de sterkteverhou-
ding. Uit (2.3.4) volgt:

P R
l

7, =
In (8.5.1) substitueren we de volgende shattingen:

voor £ 3 Z-%,

voor « -
2 2 - s

2 2 .2 o 2y 2w L7 2y

voor 7 8 8= 87| 2 - X(=8g 48y =~ ¥y
o ri - e 4

2 2 ETay Fo B T Ty f{g' 2 s,
voor 7. 3 8,°= Z - : ”

) P .

We denken ons hler, voor de eenvoudigheid van de formules,

de helling alleen ult waarnemingen van de standaard en

één praeparaat geschat (Bij méér dan één praeparaat wordt
in de laatste formule - nilet in de voorafgaanden - de twee-

de term in de teller nog van een 2. /" -teken voorzien en

ondergaat ook @ een dergelijke verandering.) Verder gaat
% (r.3) over in:

- v i . r

A;. y;/V:“- /2"’- ’2 “ ; 7 ‘/'9 - - |
WAL k. T A o }i‘;ﬁg_j
LE L /g{r; /f/'.:v '

(zie (8.1.1)).
Er ontataat nu:

5 = A “/;; /o 4
A
( ‘2” qg L4 l)
3 ) o L.
B - _ L 5/ i
2 “!3:- -/ z'i :ﬂ;/ ! S > f.}‘ - - m}t”,‘{ ‘Z‘f— ﬁfﬁl‘ }
iGN s
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Om deze nieuwe formule voor het spreidingskwadraat van
M eenvoudiger numerlek te kunnen vergelijken met de
formule die Irwin gebruikt onder het wortelteken in
(2.5.3) zullen we onderstellen dat in alle groepen het
aantal proefdieren gelijk is en wel gelijk san n
Hierdoor gaat (4.0.1) over ing

Wt - ot A 5
o 1 (zsy i 2y itw Dl eIy
(a' .0.2) SM = 5 g;; CYS : i T _n;,‘,n,,.wu...sfm_. ?
-— b" I = 4 B i'g 5 o5

De benadering van Irwin, geliljkheld der spreidingen onder-
stellende, is ult (4.0.2) af te leiden, wanneer we beden-

ken, dat gelijkheld van de spreidingen ten gevolge heeft,

dat de covariantieterm §3(g,§)m 0 is { » 8.1) en alle

S, 2 S 2. S 2 zijn. ¥We vinden dan:

v u u

=== s 2 s? 2
(o) sl B, L, (@-mPs )

Bedenken we dat in het eenvoudige geval met gelijke aan-~
tallen per greep en alleen waarnemingen van de standaard

en één praeparsat: __ — 2
2 ,Z-s%f- “Z; 3’;“
u h + & ?
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De "carrectie” op het spreidingskwadraat volgens Irwin
bestaat dus ult drle bestanddelen:

1,1 1 ZS—"-‘-Q 3:31"-2
A= ;g§ ( F-F ) ('“”E'l’ - -Tf—l— ), welke ontstaan

iz als correctie op 322721?5';

4 -J
ontstasan als vorreciie op Sbe;
sis 2 T ;s ®
p Z::. . u ;{_ (AN v %
C= 3%§4Y) ( % =l . ﬂk = ), een extrs term,
Q s

dooradt blj ongelijkheld der spreidingen de covariabtie-
term tussen Z - ¥ en b nilet meer wegvalt,

Bij ijkingen met meer den één praeparaat is de correctie-
term A nlet meer in dege overzichtelijke vorm te sehrijven,
de term B lkrijgt een 2 77 -teken voor de term

g

Z Z%(s, s, ®), de term ¢ bl1jrt onveranderd, terwijl
.—J —

overal de schattingen b en §ua en ook Q ult de stan-
daard en alle praeparaten ale iR (2.3.1), (2.4%4.3) en

(2.3.2) berekend moet worden,

In tabel VII zijn deze correctletermen voor de verschillende
uitgevoerde ijkingen opgencmen, met S’ﬁ2 en de verhou-

—

ding tussen de totale correctle en S'ﬁa . Hierbl] is
steeds n = 12 gesteld, ook in die weinig voorkomende ge-
vallen, waar eigenlijk n=11 is.

Bij vergelijking van tabel VII met tabel IIX bliljkt
dat de ijkingen 503 en 5017 de belangrijkste corvectle op
S’M2 en de grootate afwijkingen van homoscedastleclteit

bezitten, terwijl de overige ijkingen, die beter aan de
els van homoscedastieciteit voldeden, slechta kleine cor-
recties geven, '

De invlced van dege correcties op het betrouwbasarheids-
interval gzullen we laten zlen aan delend van enkele getal-
len veoorbeelden, opgenomen in tabel VIII. In deze tabel
zijn de grenzen van het interval uitgedrukt in % van
de sterkteverhouding en, analoog a2an (2.5.4%), als volgt
berekend:
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Tabel VII
Correctietermen bij 5'y? in het niet-homoscedsstische
gefv . -
aan- > correctietermen Totale  tot.corr.
ijking no. %g'%en S'M A B c . coreectie S'uz
%926 (5) 1 15.965 1.035 -0.0523  0.81% 1.797 0.118
proeparast 2 0.1557  -0.0085 -0.00000 -0.0001% -0.0086 -0.055
1(2) 3 0.05308 +0.0026 0.00002 0.0015 0.0081 0.077
3 0.0389 0.0057 0.00001  0.00031 0.0060 0.154
5 0.0330 0.0032 0.00001 -0,000022 0,0032 0.097
1926 (5) 1 89.309 -9.684 -2.925 -2.55 -15159 -0.170
preeparast 2 0.4036 0.092 -0.00012 -0.C021 0.050 0.223
2 (1) 3 0.1035 0.0081 0.00099 0.6069 0.016 0.155
5 0.080%  -0.0129 0.00082 -0.00034 -0.012 -0.149
5  0.0556 -0.0178  0.0010T -0.00241 -0.019  -0.35%
4926 (5) 1 25.13% 3.991 -0.01%2 -0.178 3.808 0.152
pracparaat 2 0.411 0.046 -0.0017 0.0078 0.052 0.127
3 (1) 3 0.1302 0.027 0.0038  0.0135 0.044 0.338
4 0.0848 0.017 0.0029  -0.00065 0.020 0.236
5 0.0699 0.0020 0.0031 -0.0C041 0.001 0.014
503 (5) 1 0.1730 0.0795 =0.0138  0.0209 0.0866  0.501
praep.l (1) 2 0.0601 0.0%01 -0.0088 0.0097 0.0450 0.749
3 0.0417 0.0252 -0.CO4% 0.0083 ©.,0231 0.698
503 (5) 1 0.1549 0.0617 -0.0099 0.0177 0.0693 0. 447
praep.2 (1) 2  0.058%  0.0516 -0.0017  0.0057 0.0556  1.022
3 0.0459 0.0626 -0.0016 0.0050 0.0660 1.438
503 (5) 1 0.1175 0.0266 -0.0008 0.0050 0.0308 0.262
praep. 3 (1) 2 0.0472 0.0288 -0,001% 0.0052 0.0326 0.691
3 0.0364 0.0282 -0.0016 0.0050 0.0316 0.868
503 (5) 1 0.1887 0.0167 -0.0267 ~0.0291 -0.0391 . -0.207
2 0.0570 - -0.0088 -0.0110 -0.0146 -0.0344  -0.60%
3 ' 0.0d07 -0.0018 -0.0088 -0.0118 -0.0224  -0.550
5011 (3) 1 0.1842  -0.0053 0.00005 0.0019 -0.003% -0.018
praep.SF (2) 2 0.0398  -0.0018 0.00000 -0.0001 -0,0019 -0.048
3 0.0465 0.0056 0.00002 ~0.0005 0.0051 0,110
4 0.0452 0.0053 0.00002 -0.0001 0.0052 0.115
5 0.0431 0.0032 -0.00003 0.0012 0.0044 0.102
5011 (3) 1 0.2277 -0.0007 0.0011 0.0308 0.0312 0.137
praep.iJ (2) 2 0.0659 0.0012 0.0013 0.0185 0.0210 0.319
3 0.0828 0.0047 0.0009 0.0306 0.0362 0.437
4 0.0806 0.0062  0.0011  0.0164 0.0237 0.294
5 0.0966 0.0063 -0.0008 0.028% 0.0339 0.351
5017 (%) 1 6.892 1.34 -0,011 0.991 2.324 0.337
praep. (2) 2 1.177 0.0%9 -0.055 0.169 0.154 0.131
3 0.791 0.130 -0.013 0,231 0.348 0.440
L0 0.546 0.106 -0.009 ©.190 0,287 0.526
5 0.420 0.075 -0.002 0.201 0.274 0.652
5023 (3) 1 0.02128 -0.00157 0.00001 -0.000%1 -0.00117 -0.055
praep.1 (1) 2 0.00847 -0.00105 0.00092 -0.00042 -0.00055 -0.065
3 0.00802 -0.00117 0.00108 -0.00036 -0.C0045 -0.056
4 ©.00907 -0.00186 0.00136 0.00032 -0,00018 -0.020
5 0.00835 -0.00177 ©.00110 -0.00017 -~0.0008% -0.101
5023 (3) 1 0.01432 -0.00250 0.00016 0.00019 -6.00215 -0.150
pracp.2 (1) 2 0.00672 -0.00104 0.00037 0©.00027 -0.00040 -0.060
3 0.00520 -0.00141 ©.0002% 0.00017 ~0.00100 -0.192
4 0.00643 -G.00L48  0.00037 -0.00017 -0.0009% -0.1%6
5 0.C0651 -0.001%0 0.00046 0.,00011 -0.00083 -~0.127
5023 (3) 1 0.01864% -0.00162 0.00055 -0.00034% -0.001%1 -0.076
praep.’ (1) 2 0.00570 -0.00210 0.00023 -0.00021 -0.00208 -0.365
3 0.00505 -0.00105 0.00012 -0.00012 -0.00105 -0,206
5023 (3) 1 0.,02119 0.00556 0.00035 -0.00027 0.0056%  0.266
praep.t (1) 2 0,0066% 0,00020 0,00013 -0.00016 0.00017 0.026
3  0.00542 -0.00059 ©0.00016 -0.0001% -0.00057 -0.105
4 1 0,00597 - -0.0015¢ 0.00022 ©.00013 -0.00115 -0.193
5 0.00550 -0.00135 ' O

.00014 -0.00006 -0.00127 -0.231
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De bovengrens:

X
M+t .- 87 *
¢ i te- 3
100.g ~100.g © Y@ van u;
g
de benedengrens:
x
M-t , -5 x|
£ ¥ -5 -3
1008 -100.2 ° ¥4 vanm,
&

en net zo voor Sﬁ in plaats van S’M. Hierin iz g de
basis van de logarithmen (in "log dosis™ enz,) en ¢

de b-ij de onbebrouwbaarheid ¢ beho ende waarde ult de
normale verdeling. In tabel VIII hebben we ¢ =0.05 ,

dus 'bz = 1,96 genomen,
Tabel Viil
Invloed van de correctie op S‘% op het betrouwbaarheidsinterval.
o - %:?' g1 2 5 2 | grenzen in % van de
iJking welken M M __Ssterkteverhouding
no. - met g - met g
M |
4926 (5) '
preep. 3 (1) 3 0.,13%02 0.1742 162 - 63 175 - 57
503 (5) |
praep.1l (1) 2 0.0601 0.1051 139 - T2 153 - 65
praep.2 (1) 2 0.0544 0.1100 140 - 71 161 - 62
' 3 0.0459 0.1119 132 - 76 156 - 64
5017 (42
praep. (2 5  0.420 0.694 160 - 62 17h - 57

Uit tabel VIII blijkt dat bij afwijking van homoscedastlciteld
met een behoorlijke verbreding van het betrouwbaarheidsin-
terval rekening moet worden gehouden. Het is derhalve van
belang na te gaan, hoe de correecties (4.0.4%) zo klein
mogelljk gehouden kunnen worden. Dit is, voor het geval van
één praeparaat, ult deze formules gemakkelijk te zien:

Bij een ijking beheerst men de sprelding nlet, zodat men niet
voor homoscedabticitelt kan zorgen. Wel kan men trachten

aan de volgende drie voorwaarden zo goed mogelijk te voldoen:

1° n=k,
° fy‘* ’é‘ Ef

° g groot, duz de doses ver ult elkaar.

Ui

Door 1° wordt correctie A gelijk aan nul (voor meer dun
één praeparsat 18 er niet zulk een eenvoudige weg om deze
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correctie te doen verdwijnen); 2° en 3° maken B en ¢
klein (dit blijft voor meer dan #én praeparaat mutatis
mutandis wel geldig). De betekenis van 2° is: de gemiddelde
reacties op standaard en praeparaat stemmen zo goed moge-
1ijk overeen.

Hoewel over het teken van de totale correcties weinig
te voorspellen valt, blijkt toch uit tabel VII, dat de be-
langrijkate correcties voor het merendeel positilef zdjn,
Berekening van het betrouwbaarheldsinterval met 3, geef't
igéeze gevallen sen te klein betrouwbaarheldsinterval.
Tenslotte blijkt nog ult tabel VII dat de correctieterm B ,
bij de onderhavige ijJkingen geen belangrijke bijdrage voor
de totale correctie levert.

Conclusie: De invliced van de afwijkingen van homosce-
dasticitelt op de lengte van de bhetrouwbaarheidsintervallen
is zo groot dat het de moeite loont de correctie te bere-
kenen en te trachten hen zo klein mogelijk te houden, Dit’
laatste kan gebeuren door voor standaard en praeparaab even-
veel doses te nemen (bli] een 1jking met een standaard en
slechts één praeparaat), te zorgen dat de gemiddelde reac~
ties van standaard en praeparagt zo gosd mogelljk overeen
stemmen en door de doses zo ver als het linearit.ltsgebied
toeleat uilt elkaar te kiezen (de laatste twee punten gelden
ook bij meer dan één praeparaat).

5. Beantwoording der vragen.

We zullen nu overgaan tot een bespreking van de in 9 i
gestelde vragen,

Is een ijking verrisht dan hangt de keuze van de metho-
de om de sterkteverhouding met zijn nauwkeurigheld te bere-
kenen af van het al dan néet vervuld gijn der onderstellingen
(2.2.1). Is niet voldaan zan de lineariteit of evenwijdig-
held der werkingslijnen dan is een bepaling van de sterkte-
verhouding in het geheel niet mogdlijk ( & 3.4). Is aan
deze voorwaarden wel voldasan, dan wordt getoetst, of de
gezamenlijke helling van de standsard en praeparaat van nul
verschilt. Deze toets dilent een significant resultaat te
geven, daar ijJking bij helling O geen zin heeft. Tenslotte
kunnen we dan nog twee gevallen onderschelden: '
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a) er zijn geen afwijkingen tussen de spreidingen bin-
nen de groepen, dus voorwaarden (2.2.1) zijn vervuld,

b) er zijn wel afwijkingen tussen de spreidingen binnen
de groepen,

In geval a) kan de methode van IRWIN toegepast worden
met een berekening van exacte betrouvwbasrheidsintervallen
volgens FIELLER ( 5 2). Is de spreiding van b klein ge-
noeg t.o.v. de gevonden waarde b dan kunnen deze betrouw-
baarheidsintervallen volgens de benadering van Irwin (2.5.3)
bepaald worden. Deze benadering ontstaat, doordat in de
formule van de exacte betrouwbaarheldsintervallen (2.5.2)

€= "rb';?'? =1
b -tﬁ. SE
gesteld wordt, Door Irwin ls de fout die hierbl] gemaakt
wordt in J 5] besproken em numerlek aan een aantal voorbeel-
den onderzocht. Hierblj bleek dat wanneer g’ﬁ- kleiner is

dan ongeveer T de berekende betrouwbaarheldsgrenzen merk-
baar van de exacie beglnnen af te wijken., In 5 2 zagen we
dat de benadering van Irwin een vernauwing en een systema-
tische verschulving van het interval tebgevolge heeft. De
grootte van deze vernauwing en van de verschuiving hangt,
behalve van de grootte van C, ook af van (%Z-Y¥) , 'de rich-
ting van de verschuiving, hangt af van het teken van (Z-Y)

( 5> 2,5). Voor de beschikbare ijkingen zijn, uit alle waarne-
mingen, gi— berekend en in tabel VI vgrzameld. Uit die

tabel blijkt dat bilJ deze ijkingen bij] 3 of meer weken gE‘
b
voldoende groot is om de benadering van Irwin te recht- ~
vaardigen., Is bilj een ijking niets over de verhouding 32—
' b

=

bekend dan verdient het asanbeveling eerst te controleren of
deze voldoende groot s, In dit geval, nl. als toch 2l b
en Sb berekend ziJjn, is het echter nlet veel extra werk
meer om de exacte betrouwbaarheldsintervallen velgens Fieller
te berekenen.

In geval b), wanneer dus niet 2an de els van homoscedas-
ticlitels voldaan i3, 1is geen exacte methode der bepaling
van betrouwbaarheidsintervallen beschikbaar ( £ 2.5). Het
18 nu beter gebruik te maken van de schatting sz (#.0.2)
en voor de grenzen van g+ te nemen: -

(5.1.1) Mo+ t’g- Sy »

waarbij dan de onbetrouvbaarheid niet gelijk aan ¢ is,
maar toeh van ¢ nilet sterk zal afwijken. Met behulp van
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deze schatting verkrljgt men een betere indruk van de
nauwkeurigheid dan met de schatting S‘M van Irwin.
Volgens tabel VII leidt de benadering van Irwin bij de
meeste van de onderzochte 1Jkingen, wear afwijkingen van
homoacedasticitelt werden geconstateerd, tot te nauwe inter-
vallen, in vergelijking met de door (5.1.1) berekende,

Volgens dit recept mosten ult de ijkingen 503 en 5017
de grenzen voor de sterkteverhouding volgens (5.1.1) be-
rekend worden en uit de ijkingen 4926, 1 en 2 weken, en
5011, 1 week volgens de exacte methode var Fleller, Bij
de overige ijkingen kan met de benadering van Irwin wor-
den volstaan.

Samenvatting: Bij een 1jking wordt eerat linearilteit en
evenwljdlgheild getoetst; indien deze voorwasarden vervuld
zijn, wordt de helling getoetst, die ¥ O behoort te zijn.
Vervolgens toetst men de homoscedasticiteit. De ultslag
van deze toets bepaalt de keus der methode: 13 de homo-
geedasticiteit vervuld en g%; groot ( > 7) dan volgen

de grenzen voor ¢ uit (2.5.3) ; is EE, klein dan ult
b

Qﬁielleg)(2.5.2); iz de homoscedasticiteit niet vervuld
dan volgen de grenzen voor <« uit (5.1.1).

5.2 Ijking van meer dan 8én praeparaat_tegelijk.

In ¢ 2 18 de methode van Irwin reeds uitgebreid voor
meer dan één praeparaat tegelijk. De schattingen b en

§u2 worden ult het gehele waarnemlingsmateriaal berekend,

waarna voor leder praeparaat emn schatiling van de sterkte-
verhouding ten opziehte van de standaard met bljbehorend
betrouwbaarheldsinterval volgens één der 3 beschouwde me-
thoden berekend worden., Ijking met slechts één dosils van
het praeparaat 18 zeker mogelljk, een bezwaar iz dan echter
de omnmogelijkheid linearitelt en evenwljdigheld te toetsen
en de grotere onnauwkeurigheild van de ultkomst, Dit lastste

komt ter sprake blj de beantwoording van de volgende vraag.

5.3 Aantal doses,

Om de vrazag baab helt gesehlkitste aantal doses van stan-
daard en praeparaet, in verband met de nauwkeurigheid van
de uitkomst, te beantwoorden, denken wij ons de bepaling
van de sterkteverhouding M ultgevoerd door een ijking,
waarbij aan de voorwaarden (2.2.1) voldaan is en we de
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werkelljike waarde van de helling, de apreiding in de
groepen en de sterkteverhouding al kennen. Dit maakt

het nl. mogel® Jk, de invlced der aantallen doses op
eenvoudige wljze te berekenen. We weten dus:

?P_“”‘ 5 s
b

en de spreiding binnen de groepen: <T; .

-

ﬁ% kon nu met behulp van de velgende formules berekend

worden:
: £-a

(2.3.4%) gg:-ﬁ-. , .

2
. ema) che-al  (y-x)° 4

2( ¥ -x)2)(8-2)b§

57 |

A eaf= 72 TTr p(f -7 -

{volgens 5 £.1)

2 BB 7/ (aTi(F -F ] -2 @DE -7 LB
)

(volgens ¢ 8.1

=0+ [ -7) 7B,
},

ult (2.%.1) o Gﬁ

75 >

“z 2pi vz
— Z—'ﬁz-_?;_ ,-Zf Zf‘;l ]Z;‘.
. 4 4
We vinden:
.z iz -
2 = 1 1 S ity {

(5.3.1) i { n + + —_— .

-}i P Z%ﬁs g? z ?‘?'”fr_zf“ 2..4/-126.-,3:1 J

&

We bereiken een maximale nauwkeurigheid blj de bepaling

van M , wanneer {rgz minimaal Iis. De eerste twee ter-

men zljin onafhankelljk van de verdeling der dieren over de

verachillende doses, ﬁi~'+ §£~ iz minimual wanneer we
' P

3
van alle beschikbare dierven de helft voor de standaard en

eb
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de helft voor het praeparaat gebrulken., Willen we echier
meer dan één praeparaat gelljktijdig 1jken en alle prae-
paraten op gelijke wijze behandelen, dan moeten we voor
elk praeparaat evenveel dieren gebrulken. We vinden dan

. 1 1
de beaste waarden voor ﬁs en EP door i + T te

3 P
minimaliseren onder de voorwaarde %S+ngémﬁ s 8l n
het aantal praeparaten en ¥ het totaal saantal besechik-

bare dieren voorstelt. We vinden dan:

] 1]
(5.3.2) = en Ngp—— .
S oevh n+ Vn
De laatste term in (5.3.1), wordt minimaal, wanneer
7 my gf en Efi;%iz' maximaal worden. In de eerste

o
plaats kunnen we opmerken dat het steeds beter is de dieren
voor één pracparaat over meer dan één dosis te verdelen,

daar bl] één praepagsat-dosis 2?p-i§~§=¢% wordt.
d S

Gaan we er nu van ult dat we de log dosés op gelijke
afstander kiezen en voor elke dosis evenveel dieren en

(en wel m ) gebrulken bij] de standsard (dezelfde argu-
menten kunnen we veoor elk der praepafaten aanvoeren), dus d

dat:

i f-é%-
‘n het midden van het Iinterval tussen de laagste en de
hoogete dosls ligt, dan volgt, dat

Zit T (412
d 4

magimaal wordt, wanneer we alle dieren over de laagste en
de hoogste doses verdelen, Wat dit betreft zou men dus
het beste 2 doses kunnen nemen. Dit valt echter slechts
dan zonder voorbehoud aarn te bevelen, ind’ e de lineari-
teit (dus ook het lineariteitsgebled} reeds voldoende
bekend is, daar de linearitelt bil] 2 doses niet getoetst
tan worden, 0

Tenslotte wordt de grootte van 43" nog befnvloed door

{ EZJ§4~M)2. Kiezen we de afstand tussen de gemiddelde
doses van standasrd en prazparast zo goed mogelijk gelijk
aan ~~ , dan zal (ﬁ’—§7+ﬁ‘)2 klein blijven en welnig
bijdargen tot ﬁﬁﬁa . Dit komt oversen met ongeveer ge-~

1iike gemiddelde f;éctiaﬁ bij standaard en praeparaat.



MATHEMATISCH CENTRUM - 34
AMSTERDAM

Uit het bovensitaande velgt dat we een 3o nauwkeurig
mogelijke ijking krijgen, wenneer uwe (b.v. uit vroegere
Juingen) veeds weten waar het linearitelitsgebied van ‘,
standaard en prasparaat ongeveer ligt, hoe groot ongeveer

de ate?ktevaﬁhaud ngen zullen zljn,voor de standaard
h

0 vn

dieren

T""V"“ en voovde preeparaten %P

gebruiken en zowel bl] standaard als praeparaten de die-
ren over twee doses verdelen dic we zo ver a2ls het linea-
riteltsgeblaed toelaat vit elkaar kiezen.

Opmerkingen:l.: Over het verband tussen g, en het

W

aantal praeparaten n lunnen we nog het volgende aflei-
den:
Geb viken we voor de shtandaard V.= N dieren

¥ 3+Vn

i ST eutips TS o, ST T e . . ’ . 3
er Voo B e 1T Vin ‘e praeparaten Np= N , verdelen
n+ o

we deze dieren steeds over twee doses, waarblj steeds j
de log doses op gelijlke afstanden liggen, noemen we deze‘fﬁg

afstan’ tussen de log doses 1, dan is steeds
Ve vy 1

i =

A
er velgt ult (5.3.1)s

¥ i ) - - 2
Tl Fi f r[l P oo L + W - ‘i ) ‘x
.3 27 }‘/51 « IRy X/ ‘e Ry N
o o o ,
(5.3.3) = — ) (1+ fm)2+&(*zwg )2

Kiezen wuwe ;{ -Z zo goed mogelillk gel Jk aan < dan ia
dus &‘%2 ongeveer evenredlg met (1+%fﬁ)2. Bij over-

gang van 1 op 2 praeparaten zal dus ﬂg voor leder prae-
paraat ongeveer 20 & 25% groter worden, De invleoed van
n s dus vrl} sanzienlijk.

2 Bli een 1Jjking, alsboven bheschreven, zal men n het
algemeen de afstand tussen do log doses van de sbandaard
groter kunnen nemen dan dle van het praeparsst. omdat
hat linearite . tsgebied b1lj de standsard in Jde regel beter
bekend is,
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=
! sap. dpy S

5.4 Duur_van_een ijking en combinatie van de wasrnemingen

- D B

o s

Ter beantwoording van de vraag naar hei aantal weken
of d@@ombinatie van wWweken, welke de nauvkeurigste uit-
koma% voor de sterkieverhouding zal opleveren ig S'QE
berekend met behulp ven (4.0.3),(2.4.3) en (2.3.1) ult
de waarnemingen na 1, 2, 3, 4 en 5 weken (dit waren de
gegeven waarnemingen); verder ult het materiaal dat we
verkrljgen door van de waarnemingen uit de verschillende
weken die uit de eerste week af te trekken (in tabel IX
onder het hoofd "aantal weken" met 2-1, 3-1, 4-1 en 5-1
aangegeven), en uit de sommen van de waarnemingen na
1, 2, 3, 4 en 5 resp. na 3, 4 en 5 weken (aangegeven met
1+2+3+445F), Er is vanaf gezien blj de ijkingen die afwij-
kingen van homoscedasticlitelt vertonen Sﬁz (4.0.2) in
plaats van S?ﬁa te berekenen, ter besparing van extra
rekenwerk, daar het te verwachten is dat Sﬁ door de
verschillende weken heen hetzelfde gedrag zal vertonen
als S’%a.

Uit tabel IX blijkt, dat een keus betreffende het aan~
tal weken of een combinatle van weken gedaan zal moeten
worden uit de weken 3,4,5, 14+2+3+445 en 3+445 terwijl ook
-1 geen gek figuur slagt; 3 weken geeft blj de 1jkingen
4926 en 5017 nog een vrij grote onnauwkeurigheid in ver-
gelijking met %4 en 5 weken, mear bij de ijkingen 5011 en
5023 geeflt verlenging van de duur geen nauwkeuriger ult-
komat meer. In verbané met de tijdsbesparing welke het op-
levert valt het te overwegen, de 1jkingen aslechts 3 weken
te laten duren.

Tabel IX
(zie blz., 36 )
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Tebel IX
S'M2 na de verachillende weken of combinaties van weken,
AIEIg 7o, pantal we- | 5, 2 TIRIAE 7. [aantal we= | g1 2
i ken ! M ken "
2926 (5) 1 l15.188 5017(%) 1 6,892
praep.1(2) . 2 . 0.229 | | praep.(2) 2 LT
! 3 - 0.0599 | | 3 . 0.791
I 0,0385 4 . 0,546
5 0.0310 | .5 0.420
2-1 0.236 ioe-l 0.815
3-1 0.0467 | | {31 0.581
4.1 0.0313 41 0.383
L 5a1 0.0521 : | | 5-1 " 0.315
. 142434%45  0.0516 ! 142454845 0.672
3445 0.0378 B+845 0.434
4926 (5) 1 99032 503 (5) 1 0_1876
praep.2 (1) 2 0.356 praep.1(1) | 2 - 0,0712
; 3 0.110 L3 0.0582
4 0.0717 Y 0.0737
5 0.0588 5.1 0.0573
2-1 0.408 14243 0.0675
3-1 0.0888 }
51 0.058 | 593 (5) 1 0.174
5-1 0.122 ! praep.2(1) | 2 0.0607
; 14243+445 ¢ 0.145 231 :‘:g{
: 344:'.5 0013 L3 0.0180
5011 (3) 1 0.1353 3-1 | 0.,0475
praep.1(2) 2 0.0426 ! 14243 P 0.0847
(sF) 3 0.0501 : —
3 0.0511 5023 (3) 1 0.0225
5 0.0506 praep.1(1) 2 0.00753
2-1 0.0538 3 0,00694
31 9.0692 L 0.00786
[} 0.073% : 5 0.00727
I 51 0.0720 | 2-1 0.0086H
| 142434845 0,0815 31 0.00769
| 34445 | 0.0865 baa | 0.00926
5011 (3) | 1 0.1565 P 5-1 0.00842
pracp.2(2) | 2 0.0612 B+2e34e5 | 0.00723
(83) b3 0.0929 . Katac 0.00758
[ 0.0877 | 5023 (3) 1 | 0.01763
t o5 0,0985 | praep.4(1) | 2 ! 0.00531
( -1 0.0969 i : 8. ' 0.00441
3-1 0.1610 4 i 0.00500
ko1 0.1473 5 i 0.00459
5-1 0.165% 2-1 i 0.00601
142434445 0.0710 3-1 ' 0.00456
. 34445 . 0,0835 4-1 | 0.00560
5-1 I 0.,00509
5023 (3) s | o.ow7 142+3+445 | 0.00471
praep.3(1) | 2 ' 0.00560 S35 1 0.00%9
l 3 | 0.00431 i _
i 2-1 0.00611
¢ 3e1 ! 0.0c438
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6. Opmerkingen en suggesties.

6.1 De_ongelijkheid der spreidingen.

Dagr de ongelijkheid der sprelidingen, dle herhsalde
malen optreedt, erg onbevrediglnd is. is gezocht naar
een afhankelijkheid tussén apreiding en gemiddelde reactie
van een groep, daar een duldelljk verband wellieht in de
statistische analyse betrdlklken zou kunnen worden. De sprei-
dingen vertonen echter een zeer onvegelmetig gedrag, waar-
in geen 1lijn te vinden is, zodat deze poging geen resultaat
galf. In verband met de bhelangrijkheid der homoscedastlicitelt
voor de berekening der betrouwbaarheidsintervallen en het
toetsen van lineariteit em evenwijdigheid is een ultgebrei-
der onderzoek naar deze kwestie sterk aan te bevelen. Wel-
licht kunnen hiervoor vroegere resultaten gebrulkt worden.
Mogelijke oorzaken voor afwilkingen van homoscedasticlteit
lmannen schuilen in de verdeling der dieren over de veiﬁehil-
lende groepen. Zle hierover JERNE en wooD [ 8] vooral de
onderstellingen Al en B6, of EMMENS [ 6/ hoofdstuk 6.

in £5.% is besproken dat de 1jking nauvkeuriger
wordt, wanneer we voor standaard en praeparaten elk de dle-
ren over 2 doses verdelen {in plaates van hetzelfde aantal
dieren voor meer dan twee doses te gebruiken), en deze do-
gses zover mogelijk uit elkaar te klezen. Blj een dergeliljke
ljuing is de mogeli jkheld de linearitelt te toetsen verloren
gegaan, terwijl juist de kennis van het lineariteitsgebled
in verband met de afstand der log doses van veel belang ls.
Het ig daarom wenselijk, indlen men deze takitiek volgt,
van t1jd tot tijd contrBleijkingen uit te voeren met van
standaard en praeparast meer dan twee doses, teneinde de
lineariteit te toetsen, de grenzen van lineariteit te be-
pelen, Dit schema ven ijkingen is b.v. zeer geschikt voor
regelmatige contrfle van een praeparsat, dat geregeld
wordt gefabriceerd.

Indien volledig onbekende praeparaten moeten worden
gelikt 1s toetsing ven linearitelt, evenwijdigheid en hel-
l1ing steeds van Bblang. Daartoe heert men zowel van etan-
daard als van praeparaat 3 doses nodlg. Voordl, indien de
gemiddelde werking van het praeparaat strek verschilt van
die van de standaard, moet men op afwijkingen van lineari-
teit in één van belde of beide en op niet-evenwijdigheid
verdacht zijn. Voor dit laatste punt levert 1jking 5011,
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praeparaat HS een argument: bl) deze ijking gaat immers
een afwijking van evenwljdigheld gepaard met een groot
verschil tussen de gemiddelde reacties op standaard en
praeparaat.

In plaats van bovangenoemde contr8le-ijkingen zou
ook een ultgebreid onderzoek van een veel gebrulkte atandaerd
zijn nut kunnen hebben., Bij bilologische 1ijkingen wordt on-
dersteld dzt het praeparaat een zuivere verdunning is
van de standaard, wat hierin tot unitdrukking komt dat de
werkingslijnen van beide slechts horizontaal t.o0.v. el-
kaar verschoven zullen zijn. Hieruit volgt dat wanneer we
whben welke reactles op de standaard nog binnen het linea-
riteitsgeblied vallen, we reactles van het praeparaat wel-
ke buiten dit gebled vallen moeten afkeuren. Nu zal de
absolute hoogte van de reactles binnen het lineariteits-
gebled vermoedelijk van ijking tot ijking verschillen,
Misschien 1s het mogelijk hier gebruik te maken van de )
"0-dosis” van de standasrd, b.v. doordat het lineariteltsge-
bied relatief t.o0.v. de reacties op deze 0O-dogis ongeveer
constent blijft.

Het bovenstaande is slechta een suggestle waarvan de bruik-
‘baarheid door een ultgebreid onderzoek bewezen zal moeten
worden,

6.3 Besparing rekenwerk.

Bij de bepaling van de sterkteverhouding met be-
trourvbaarheldsintersal en ook blj het toetsen van de ver-
schillende onderstellingen, wordt veel rekenwerk bespsard
door voor belde doses van een praeparaat of van de stan-
daard evenveel dieren te gebrulken. Ook zok het werk ver-
minderd worden wamneer de verhouding tusgen beide doses
steeds dezelfde is (afstand tussen log doses gelljk) maar
d4it is ult een ander oogpunt minder wenselljk, zoals uit
opmerking 2 van £5.3 blijkt.

7. Samenvatting.

1. De methode van IRWIN iz toepasbaar op de ijJkingen
indien aan de onderstellingen: normaliteit en homosce-
dasticitelt van de waarnemingen en linearitelt en evenwij-
digheid van de werkingslijnen en de helling # O voldaan is.
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2. Van deze elssn leverit vooral de homoscedasticiteit
moellijkheden op, slechts bij ijking 4926 is deze voor
alle weken vervuld ( ¥ 3.2). Een onderzoek hiernaar is
sterk asn te bevelen.

3. Bij efwijkingen van homoscedasticitelt 1z het beter
de in & 4 afgeleide schatting (4.0.1) te gebruiken voor
het spreldingskwadraat van de log sterkteverhouding
dear de schatting van Irwin {2.5.3) in vele gevallen te
nauwe grenzen geeft (tabel VIII).

4. De formule (2.5.3) van Irwin voor een betrouwbaar-
heidsinterval is een benadering van de formule (2.5.2)
van Fleller voor exacte betrouwbaarheldsintervallen,
wellkke benadering echter pas voor g§~ < T duidelijk

begint af te wijken, Bli] de gegeven ijkingen was steeds
§- > 7 (op enkele eerste weken na) ( £ 5.1).

5 De linearitelt was goed vervuld blj de onderzochte
ijkingen. De evenwijdigheid was in één geval, van de wei-
nilge dile geeontroleerd konden worden, niet vervuld n.l,
bij ijking 5011 voor praeparsat HJ (oorzaak hiervan was
w#ellicht dat de werkzame doses van praeparaat en stan-
daard te ver ulteen lagen) { £ 3.3 en § 3.4). Behalve en-
kele malem in de eerste week, was steeds de helling sig-
nifieant verschillend van 0. De waarde van de hierbij ge-
brulkte toetsen, wordt verminderd wanneer aan de eis van
homoscedasticitelt niet voldaan is,

6. De methode van Irwin is in_? 2 beschreven voor meer
dan één praeparaat tegelijk.

T. Bij een gegeven aantal praeparaten verkrijgen we
een zo nauwkeurig mogelijke 1jking, door van N proefdieren
e voor de standaapd en %?ﬁz n+ifﬁ
elk der n praeparaten te gebruiken en zowel voor stan-
daard als veoor prapparaten de dleren gelljk over twee
doses te verdelen die zover als het lineariteitsgebiled
toelast ult elkaar liggen, waarbi] de afstand van de twee
log doses voor praeparaten en standaard niet dezelfde be-
noeft te zijn ( & 5.3). Hierbij kinnen proef- of contrfle-
ijkingen goede diensten bewiljzen,

8. Richten we een ijking in op de in punt 7. beschreven
wijze, dan vinden we dat, wanneer n het aantal praepa-
raten is, de spreiding van de logarithme van de sterkte-
verhouding ongeveer evenredig is met (1+Yn) , wanneer
de afstanden tussen de gemiddelde log doses van standaard

er %@S = vOOor
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en praeparaten in goede overeenstemming met de logarithme

der sterkteverhouding gekomen zijn ( & 5.3 opmerking 1).
9. Uit £5.4 plijkt dat in het algemeen de nauwkeu-

righeid van de uitkomst bij 3, 4 en 5 weken en de combi-

naties {1+2+3+4+45) weken en (3+445) weken niet veel uilteen

loopt, zodat met 3 weken zou kunnen worden volstaan, het-

geen een aenzienll jke ti1jdsbesparing inhoudt. '
1¢. In verband met een nader onderzoek naad de homosce-

dasticiteit, normaliteit en vooral naar het lineariteite-

gebled is het zeer aan te bevelen oriZnterende proeven en

proeflijkingen te verrichien,

8. Appendix.
8.1 Stochastische onafhankelijkheid van Z-Y en D.

Dat Z-Y en b onder de onderstellingen in opmerking
e) { ¢ 2.3) ongecorreleerd zijn, zien we als volgt in:

% { @5 §-

A

\N 3

o0 Z es.
A F

~ y ~
) - &Y S5
> Z o &Y +Qz Zp

=7 9.4 .
Zi ("'ﬁ‘P N

Dear alle y's en z's ongecorreleerd zljn gaat dit over

J

3

in: i v g 2 Y o~z
£ 4 Jz—- - 7 ,;
f’}ff?’f/ % f’%ay fl_
Ty 5 q
(vgl.(2.2.5))
& 5 ‘7} F v
i h | 2Iad o,
Q P s ’
daar Z.: Py 7T =0 en 2 m, 3 4=0, krachtens de definitdes
d - o
van 7, § . % eng;_ ((2.2.3) en (2.2.4)).
Was de onderstelling van homoscedasticitelt niet vervuld,
dan vinden we: v
?f v A A A A j;:
"p s Q
o ra . . 2
e -7, o, Z e b Tk,
1 = /7 o 4 #
(8.1.1) = m { Ll Z - Z ).
S &

Door hierin schattlingen voor f’j_,, . en a{;j_ in te sub-
stitueren vinden we een schatting van Z 7 (?.g) _-5_ {r

o
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Om te laten zlen dat M onder geen der onderstellingen
{2.2.1) of (2.3.3)+(2.3.5) een zuivere schatting van
is, maken we gebrulk van het volgende, Bezitten x en ¥y
een simultane verdeling en geven we de voorwaardelljke
‘verwachting van x , onder de voorwaarde dat y-=y 1is, aan
met - % x(_:_c_ | ¥} , dan vinden we de onvoorwaardelijke ver-
wachting van x door van jx(ﬁj ¥) de verwachting over
¥ te bepalen, wanneer we Yy weer als stochastische groot-
heid opvatten., In formule: '

Jx= 202 (21D} .
Op deze maniler kunnen we < M Dbepalen., We weten:

2 _;B;‘"” X g
:’é gm %/ ,
Eb= 5 .

Wegens opmerking e) is nu:
Z(e|b)=2] X0l ib=7 b
2{e|v)=%] B-o 7| bj=5-bF

. -2 F-t-b({-R) 7 -§ - _
j‘(le)m 3) = . “(g=-m),

-

A S'-é g ;%7 —% T = - = B 1 - =

o) =2 == = (5-2X%=(7 -5)2 ()] -7)
Yanneer we aannemen dat b essentieel positief is, geldt
volgens de ongelijkheld van Jensen (D.V.DANTZIG |3 ' pg.94):

1 .
P o 0
waarult volgt
o e T~ CIF yo-o
Z( 2 )) " - = .

o a2 g
4 £

Delogarithme van de sterkteverhoudling wordt dus systema-
tisch overschat.

8.3 Voorwaarden voor de methode van Fieller.

Bij de bepaling van een betrouwbaarheidsinterval vol-
gens FIELLER /2] voor het quotient van twee grootheden

y -
¥

), waarbij voor de teller en voor de noemer,

( A mz

stochastische schattingen bekend zijn (hiler ¢-a en b ),
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wordt er gebruik van gemaakt dat dat de grootheld 33— s
2z

waarin Z=¢-2- ~# b , en 3, een schetting 1s voor de sprel-

ding van 2Z , verdeeld 1s volgens een Studentverdeling. Dit
is vervuld, wanneer:

1) Z verdeeld is volgens een normale verdeling met gemid-

delde 0, ,g 2
2) -——:-2- een 7 a—verdeling met f vrijheidsgra-
Z

den bezit (over f hieronder),
3) Z en 8, onderling onafhankelijk verdeeld zijn.

Onder destrenge onderstellingen (2.2.1) is aan deze eisen
voldaan:

1) Dear Y, en Z 4 normaal verdeeld zijn 1s dit ook het
geval met ¢ , 2 en b (zie (2.3.1)) en dus met é.-_e_-g_-/u b.
Verder geldt dat:

L (e-a)=y-~

dus: 5&* f"(g_—g,-,f«»é)zé’ T I

2) Dear ¢ , 2 en b elk homogene lineaire combinatles
zijn respectlievelijk van ga » van gj en van gj en :1'_3
samen, is gz te scheljven als:

G ZC0 Y p 2ok L.
R A v =/
waarin ¢ en d 3 constanten zijn, Het spreldingskwadraat
van Z wordt: . .
< Z o o -
,.'i = 2 = o L {~: .
< - Fm - - A =4
- -4 F4 . 7 'l 7

Een schattimg hiervoor ver&wijgén we door schattingen voor

Ty en f?""v én te vullen. Volgens de strenge onder-
-J -J

stellingen zijn alle spreidingen gelijk:

e Ty
3Schatten we <, volgens (2.4.3), dan wordt:
§.%:8.°. 5 _d_ 4 v 4
—Z | L F Z E
- - Ly mj r 3 J

ani
g 2 2
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en dus is volgens (2.4.5) —Z met:
, 2

F=Ng-h+ Z“’j(réi,nk_), verdeeld volgens een /{auvaédeling
met f vrijheidsgraden.

Is aan de homoscedasticiteit niet voldaan, dus moeten we
de sprelding van ledere groep apart schatten, dan vinden

wes
_ 2 ef, 5 a 2 2
L m Ty T By S
e weten dat voor ledere waarde van j de grootheden:
o 2 . 2
(mJ-l)%i (ffl)@_z
~———-—~§1- en ~—-—--151m verdeeld zljn volgens
7 %
~J =J
,{2-verﬁaling@n met (mjnl) resp. (fﬁ'l) vrijheidsgraden,
Tu is:
2 2
£ 3 2 8 2 ]
=g, ] = a =47
— i ~“~3§}- +;?'ewi- f—4:g— =
% 4 mj ‘/-Z 2 -FJ a,
2 2 2 2 , )
B ey £ 5;1 (ms-l)% dd £ o:‘i 2 (7@3—1);8_2
= > . 4
. - - & (2 - e
;o mylegm) oy TS S1 SR M

en dit heeft in het algemeen nilet weer een 4_2-verdeling,
dear het een lineaire combinatie van grootheden, verdeeld
volgens A e—verdelingen, is met in het algemeen ongelijke
coBffici®nten, Over verdelingen van dergelijke lineaire
combinatles iz zeer weinlg bekend,

3) Aan de els dat < en -8, onafhankelijk van elkaar
veddeeld zijn is voldaan., Indien de waarnemingen binnen
ledere groep een normale verdeling bezitten. Dit volgt
direct uit de stochastische onafhankelijkheld vam het ge-
middelde en de sprelding van een steekproef ult een normale

verdeling (zie b.v. A.M.Mood 17/ p.201).

8.4 Betrouwbaarheidsintervallen velgens Fieller,

z
Daar z— een onder de voorwaarde (2.2.1) Studentver-
-7

delingbezit met f£=Ng-h+ = “(N,-k) vrijheidsgraden
{(zie 7 8.3) 18 het mogelijk een betrouwbaarheidsinterval
voor « af te leiden. Is ¢, dic waarde ult de Student
verdeling met f{ vrijheldsgraden, waarvoor geldt:
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dan 1s
(8.4.1) lzl & & .S

g -z
behoudens een onbetrouwbaarheld &£ , ¥u is:

zeg-2- b

en dus:

-2
z

Volgens (2.3%.1) gaat dit over in:

=%} ea- o B -

R~ — - .
<rzaw e 2§ Z-bE-Y4D f ~eb| =
<78 ZTen(] -Fon )]
In verband met - 8.1 wordt dit:
2

o

; Z w 1T ’EE."YE +‘( :ﬂnF—m)g’rbg._.
2

ﬂff’(gr—— ) HE -Ff

Een schatting voor 5722

is:

2 2 4 2, 1 1 T Fo.. )2 2

8, o8y (g + W )y
Substltueren we deze ultdrukkingen voor 2z en 3  in
(8.4.1) dan vinden we dat de werkelijke waarde ., be-
houdens een ambetreuwbaarhaiﬁ £ zal voldoen aan:

1

(8.4.2) Je-z-ublS . . U s #-ﬁ—? L7 «f,»ﬂi)as; .

Hierin is <« onbekend, Alle w&&rﬁen, die, Yoor « Iinge-
vild, aan deze ongelijkheid voldoen, vormen tezamen een
betrourbaarheldeinterval voor de gezochte waarde van

met onbetrouwbaarheld £ . Om de grenzen van dit interval
te vinden kunnen we beide leden van (8.4.,2) kwadrateren
en het rechiterlid nesar links brengen:

2 27 o 2, 1 1 T R 24 2]
of

(8.4.3) B pPe_ % aj -2 »[b(c-a)-t, 9(»u/r)s

o

2 2 2 1 2*
+e-a)t . %/ 8 $ =) 4( 5 =) S s
£ =2 Es Wp

De grenzen voor het interval voor <« zijn de wortels van
dege vergelijking met het =teken.
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We vinden:
2,7 — 2
b(c-a)-tf (£ -IE)Sb

7 e +
b

be-t, ©3

) gfa(c-a)—t §-F)sy” [2- [ 07,25, [(e-n)®o0 B B %? %)-tfg(g-i)gs;f

ot 2) - JO
b —tf $b

Volgens (2.3.1) is
c-a=2-Tin( fF - ),

Werken we bovenstaande grenzen met behulp hiervan uit, dan

cntatasat: |
[, 6, 2(7-¥) 252
ot 1
£t 8 (ﬁma»r-m)#gg 22.5 -
- = P b/ £FR s Sh
(F -1+ P_é__.w)_% — + : Tp T T .
b7t Sp Voo 2
Substitueren we hierin:
b?
O "2""""5“"? >
b +t b
dan ontataat: - ' ,wmq
S ”(?lﬂﬁ
(8.h.1) (F-m)+ {EHC 4 ¢ JE \/ > (W z:r')*""'"“"r‘"

Is bo-t ; 2g 2> 0 den b steat het interval voor « uit

de tumsen d@ grenzen (8.%.4) gelegen waarden, is echter
h2~t£.25b2<~9 , dan bestaat het interval voor « , dat aan
(8.4.3) voldoet, juist ukt buiten deze grenzen gelegen

waarden,

0.5 Hulpstelling voor het homescedastische geval.

Om een benadering af te lelden voor het shreidingskwa-
draat van het quotient van twee normasl verdeelde groot-
heden g en ¢t zullen we onderstellen dat de mathematische
verwachting T van L groot ils ten opzichte van de sprei-
ding van %. De grootheden kunnen als volgt geschreven wor-
den:

o
®

r=p AT en b=T +

Het qguotient wvan b@ﬁd& i%*
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Uit de onderstelling . o’t << 2 % volgt, dat ook de
hogere momenten van de vérdeling van £t klein zullen zijn

t.0.v. ¥ , en verwaarloosd mogen worden. Voor de ver-
r
wachting van “‘%“ volgt nus

po_EEE L%
z r2 Pt ?

: = ¢ ¢ 2 3 2 [
et (B
.2 < B z P
v 7 LL2E £ Fiie L, p S(EE) p
%f (1" r + ‘a—z)f"(}:“ Py + ?’} )2%

ot oy gplet i s pt  pl(T-T
r'::' P + — w . 4 b 4 el bl L
= X 73 Sy >4 w3
% 2 P
(6.5.1) wr . L, LT 2 it
sl 8‘7 = ,z_g, 2,5, - = e

Door hilerin woor de onbekende parameters schattingen in te
vullen ontstaat een schatting van het spreidingskwadrast.
De voorwaarde o . << < t houdt voor de in ¢ 4 vermel-
de toéepassing vandeze stelling in, dat 24 =/  aanzien-
11jk groter meet zijn dam cfb s dus dat /’6 =0 niet toege-
staan 1s3. - g

Eern deel der berekeningen van dit{ rapport is ultgevoerd
door de Rekenafdeling van het Mathematisch Centrum,
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Enige defihities wit de.echattingstheorie. '’

1. Inleiding.

Een veel voorkomend probleem in de statistiek is het
schatten van één of meer onbekende parameters (b.v, het ge-
middelde of de spreiding) van een overigens bekende waarschijn-
lijkheidsverdeling W, indien een aantal waarnemingen gegeven
zijn., Men schat de onbekende parameter dan door een functie
van de waarnemingen. Zijn XygeeesXy de waarnemingen en zijn
deze onderling onafhankelijk dan kan men b.v. het gemiddelde
van de waarschijnlijkheidsverdeling W schatten door de groot-
heid

3

(1) ‘&2"'\{;:‘&1‘*" x,ﬁ'+~~-~.\"’x'\-._\:"}ﬁ 'x‘L\
L=t

i

dus door het gemiddelde van de waarnemingen, Een dergelijke
schatting geeft in het algemeen niet de werkelijke waarde van
de gezochte parameter, maar een daarbij in de buurt liggende
waarde, Men heeft steeds de keus tussen een aantal verschil-
lende functies van X4ye009X, als schattingen voor dezelfde
onbekende parameter, Zo kan men b,v, als schatting voor het
gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling ook nemen de
functie .

.

— ]
(2) ~x = ~ koc‘+')..’x.,~+ --.-\—fnfzm): X DR SN

) ) 2y

Men kiest nu uit deze mogelijkheden naar aanleiding van
de eigenschappen, die de verschillende schattingen bezitten.
Daartoe denkt men zich het experiment vele malen herhaald,
d.w.2z., men onderstelt, dat vele reeksen van onderling onaf-
hankelijke waarnemingen XqgeeesXy zijn verricht en berekent
voor ieder van deze reeksen de verschillende schattingen,
Van ieder dezer schattingen verkrijgt men zodoende een groot
aantal waarden, waaruit men eigenschappen omtrent de nauw-
keyrigheid der verschillende schattingen kan afleiden. In

- mathematische formulering komt dit daarop neer, dat men ieder

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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der waarnemingen Xqrerr Xy beschouwt als een stochastische groot-
heid1), die verdeeld is volgens de waarschijnlijkheidsverdeling 7,
waarvan de onbekende parameter geschat moet worden. Deze stochasti-
sche grootheden P SEREREP zijn, indien de waarnemingen onafhankelijk
zijn, bovendien onafhankelijk verdeeld, alle volgens dese zelfde
waarschijnlijkheidsverdeling 7, Wij beperken ons tot de schatting
van één onbekende parameter van ¥, die wij met O angeven en laten
het geval van de gezamenlijke schatting van verschillende parameters
buiten beschouwing.

-

De schatting van 9 uit n waarnemingen Zyseee X, geVen we aan met
(3) Y, = L\M_k‘;_c_‘,..,,m‘;“)

daar u, een functie van XireeesX, is en dus zelf ook een wearschiin-—
lijkheidsverdeling bezit, ‘
De definities van enkele eigenschappen uit de schattingstheorie

geven wij eerst in populaire vorm en vervolgens (in § 3) in streng
nmathematische vormn.

2, Definities (populair).

A. Een schattingZ) u_ van een parameter © heet zuiverZ)

n , indien
het gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling van w, gelijk aan

8 is,

Voorbeelden: De door (1) en (2) gegeven schattingen van het gemid-
delde van de waarschijnlijkheidsverdeling ¥ zijn beide zuivere

schattingen., De schatting

v "

\ —_ N
S = 2 x: -
(4) $ =0 = lwi- ®)
waarin x het door (1) gegeven gemiddelde der waarnemingen voorstelt,
is een zuivere schatting van de variantie (het spreidingskwadraat)
van 9,

B, Een schatting_uq van O heet asymptotisch zui€er3), indien het
gemiddelde van de waarschijnlijkheidsverdeling van w, voor n — oo
tot © nadert.

1) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een waarschijn-
lijkheidsverdeling bezitj wij geven een dergelijke grootheid aan
door onderstreepte letter, terwijl niet onderstreepte letters ge~
wone algebraische grootheden of door stochastische grootheden aan-
genomen waarden voorstellen,

2) Engels: "estimate" resp., "unbiased". De vertaling der termen is
van Prof. Dr D.van Dantzig; zie de litteratuurverwijzing aan het
einde van dit memorandum,

3) Engels: "asymptotically unbiased",



Voorbeeld:

(5) §= A T (mi-=V

is een voor eindige n onzuivere, maar asymptotisch zuivere, schat-
ting van de variantie van ¥,

C. Een schatting v, ven 8 heet bruikbaar1), indien men, door
het verrichten van een voldoende groot aantal waarneiringen kan zor-
gen dat, op een willekeurig kleine gegeven waarschijnlijkheid na,

het verschil tussen de gevonden waarde van u, en de gezochte waarde
O kKleiner is dan een willekeurig klein gqggven getal, Anders uitge-

drukt: indien men, op een willekeurig kleine waarschijnlijkheid na,
iedere gewenste nauwkeurigheid kan bereiken door n voldoende groct
te kiezen.

Voorbeeld: Vrijwel alle gebruikelijké schattingen zijn bruikbaar.
De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van W gaat b.v.
in een niet brulkbare schatting over, indien wij de factor % ver-
vangen door %ﬁ‘ Bij een toenemend aantal waarnemingen zal dan de
schatting vrijwel zeker vlak bij de helft van het gemiddelde te-
recht komen.

2) gonatting

D, Een :sclfua,tting»u:ﬂ1 ven © heet de doeltreffendste
van O indienzij zuiver is en bovendien van alle zuivere schattingen

de kleinste spreiding bezit,

Voorbeeld: De door (1) gegeven schatting van het gemiddelde van
W is, als 7 een normale waarschijnlijkheidsverdeling is, de doel~-
treffendste schatting van het gemiddelde.

E. Een schatting u, van O heet een asymptotisch meest doeltreffen-
de3{, indien zij bruikbaar is en onder alle bruikbare schattingen

voor n—> o0 de kleinste spreiding bezit,

Voorbeeld: de schatting (5) is evenals (4) een asymptotisch meest
doeltreffende schatting van de variantie van 7, indien 7 een norma-
le waarschijnlijkheidsverdeling iss Dcarcntogen voldoct (4) wel, mear
(5) nist san do definitic D. .

1) Bngels: "consistent",

2) Engels: "most efficient estimate®. Deze naam wordt ook vaak gege-
ven aan de onder E genoemde schattingen.

3) Engels: "asymptotically most efficient estimate®, Vgl. ook
voetnoot 2) van deze pagina.
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F, Een schatting u  van B8 heet de aannemelijkste schatting1) van

8 , indien de waarschijnlijkheid, of bij continue 7 de waarschijn-—

lijkheidsdichtheid van het gevonden resultaat (d.i. van de gevonden
waarneimingen Xqaoee ,53‘) maximaal wordt bij substitutie van I voor O .,

Voorbeeld: Indien onder n woroen met een munt a maal kruis voor-
komt, is a/n de aannemelijkste schatting van de kans o» kruis,

Opmerking: In de volzende paragraaf worden deze definities gepre-
ciseerd en nog een enkele verdere definitie toegevoegd, Verder wor-
den enkele eigenschappen verueld.,

3., Precisering van de definities.

zZij P(x/8 ) de verdelingsfunctie en £(x/9 ), indien deze bestaat,
de waarschijnlijkheidsdichtheid van de waarschijnlijkheidsverdeling
¥ met de onbekende parameter § .

Zij verder

t 0
(6) £y ¢l = g‘-g("x.\ A Flxla) = { g flacle)aac

Dan is:

A, u, een zuivere schatting van © , indien geldt:

(7) %8 Wa = (5]

B..gn een asymptotisch zuivere schatting van B, indien geldts

(8) -’Q./'vw\, {Q \.'_.L'\\. :g

N> en
C. w, een bruikbare schatting ven 0 , indien veor iedere E£%v O
geldt:

(9 T P[lum-8l>e]=0

m s on

D. u, de doeltreffendeste schatting van 8 , indien u, aan (7) vol-
doet en

(10) T ldn) £ TG log)

is voor iedere vV, Waarvoor (7) geldt.

2)

E. u, een asymptotisch doeltreffendste schatting van 6 , indien

w, aan (9) voldoet, terwijl voor iedere v,, die aan (9) voldoet geldt:

1) Engels: "maximum likelihood estimate", Dit begrip is afkomstig
uit de theorie der aannemelijkste schattingen van R.A.Fisher.

2) Q;\u(l:a_t\g :L{e BL\V\’E‘-) - 14 ‘\"L"‘)Ex} :



(11) F I Y
M G (Lm)
D', E'. Men noemt u, doeltreffender resp., asymptotisch doeltref-
fender dan«, cls schatting von §, indicn (10) rcop. (11) zoldt met
het kileoincr-tcken,

lien noemt de grootheid:

Lirmv Gil&hﬂ

Moy on q—-'g Lg""'\ -
de asymptotische doeltreffendheid1) van Yo, indien u, een asymptoti-

sch meest doeltreffende schatting van g is,

(12)

F. De sannemelijkheid?)

wordt gedefinieerd door

van het stelsel waarnemingen XqreeosXy

~Yu
=l
of, indien W een discontinue waarschijnlijkheidsverdeling is, door:
L "
(14) L' T APl =i\a]

* (RN
f en R worden in de theorie der aannemelijkste schattingen be-
schouwd als functies van 6 en de aannemelijkste schatting u, van 8,
bi] gegeven x1,...&3n, wordt gedefinieerd als die waarde van 9 ,
waarvoor f resp. [ een absoluut maximum bezitten,

Enkele eigenschappen.
Een bruikbare schatting is altijd asymptotisch zuiver,
Een zuivere schatting is bruikbaar, indien geldt:

(15) 2oen Ty lum) 20 3)

]

Onder vrij algemene voorwaarden geldt, dat de aannemelijkste
schatting bruikbaar en asymptotisch meest doeltreffend is, Eén van de
voorwaarden, waaronder deze stelling bewezen is, is, dat 7 een con-
tinue waarschijnlijkheidsverdeling is. ~

Litteratuur: D.van Dantzig, Kadercursus Mathematische Statistiek,
Mathematisch Centrum, Amsterdam 1946-1950, Hoofdstuk 4.

1) Engels: “efficiency"”; ook in het Nederlands laat men de toevoe-
' ging "asymptotisch'meestal weg.

2) PBEngels: "likelihood function® of "likelihood",

3) Deze voorwaarde is voldoende, maar niet noodzakelijk.
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Toets van Bartlett')

Stel we hebben N waarnemingen:
11 X1 v v Tnod

Xog Xpp o o *n,2

* L] [ ]
X X X
1 2
by D in
die verdeeld 2zijn in p subgroepen, terwijl het aantal waarne-

mingen in de je subgroep nj is,

Veronderstel verder dat ieder der subgroepen een steek-
proef is uit een normale verdeling, De te toetsen hypothese
H is dan dat de spreidingen der subgroepen gelijk zijn.

Is xJ het gemiddelde van de waarnemingen in de j sub-
groep, Vj = n -1, EE.VJ— N-p

3-1

nj 5
Z (%545 = %y)

P
32-.- Z -%11 s? dan definiéren wij:
3!

* P 2 1
= TT (..-;z_
3=1 5
*
L1 is dus de verhouding van het geometrisch en het rekenkundig

gemiddelde van de varianties der subgroepen en is dus §1.
Als toetsingsgrootheid wordt nu genomen:

39 Dit memorandum 1s slechits bedoeld tér oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheld.



P P
* Y
M= -N' 1g L = N' 1g J_ --d s? -7 Vilgs
j=1 W j=1

2
J

en M is dus 2 0.

Als Ho juist is zal M in het algemeen klein zijn en de
kritieke zDne bestaat dus uit grote waarden wan M,

Deze toets van Bartlett is analoog aan een enkele jaren
eerder door J, Neymann en E,S, Pearson afgeleide toets, waarbi}
in de toetsingsgrootheid nj en N in plaats van vj en N' gebruikt

worden, De met L? overeenkomende grootheid noemden zij L1. De
toets wordt, in deze oudere vorm, L,-toets genoemd,

Litteratuur: H,0. Hartley: Testing the homogecneity of a set of
estimated variances. Biometrika 31 (1940) p. 249,

Tabellen: H,0, Hartley en E.S, Pearson: Tablces for, testing the
homogeneity of a set of cstimated variances,
Biometrika 33 (1946) p. 296,
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Algemene gang van zaken bij het toetsen van een
hypothese.

De toetsing van een hypothese 5%5 berust steeds op een aan-

tal waarnemingen % ,%, ,...,.% ven één of meer stochastische
grootheden2 ; Of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steekproeven).

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid % (soms meer
dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische

grootheden en die, voor de waargenomen wearden % , £ ,..., %,
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, of het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds zo gekozen, dat men, op
grond van de onderstelling, datc%z juist is, de waarschijnliik-
heidsverdeling van deze grootheid kan bereksnen.

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit-
komsten van # , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat «
een in 7 gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese Qﬁf , gelin
is aan een gegeven getal & , zodat Z dus van & afhankelijk is ?
Z heet de kritieke z®ne van de toets, & de onbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance). Voor « neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

Men verwerpt nu G%i op grond van de waarnemingen % , 2, ,

eeey %, indien de bij deze waarnemingen behorende wasrde

van ¥4 in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van «# moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal
gebeuren, is, indierlcﬁf juist is, gelijk aan. «. Derhalve is
o de kans op ten oarechte verwerping van de juiste hypothese,
ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien

m®n deze methode toepast, met & = ,05 resp. 0,01, zal men in

gemiddeld ongeveer één op 20 resp. op 100 van de gevallen,

O s s o s s s s S g0t s

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oridntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waa}schijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een Zroo' -
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,popula-
tie) gedefiniecerd is en daarop allerlei wasrden =  nneemt. Sto-
chastische grootheden worden aansegeven door gndsrstreeple
letters,

3) Boms kan men slechis beveilen, dat dese hans ggpris.




De toetsingsthecrie biedt in het algemcen geen mogelijk-
heid om tot aanvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde hypotheseé%f niet verworpen kan worden, is dit
gewoonlijk met een hele verzameling van hypothesen tegelijk
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet zelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van ecn statistische analyse
bepaalde onderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
verdere analyse van nut zijn, toetsen, 2lvorens zc bij de
verdere bewerking van het materiaal te gebruiken. Worden zij
dan op grond van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de toets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost
men cventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijn, dat zij door de toets zijn
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alleen onder bepaalde onderstel-
lingen omtrent de waarschijinlijkheidsverdelingen der stochas-
tische grootheden, waarvan waarnemingen zijn verricht. Deze
nevenvoorwaarden dienen steeds uitdrukkelijk +te worden ver-

meld en, zo mogelijk, zelf te worden getoetst.
In plaagts van de onbetrouwbaarheidsdrempel ¢¢ wordt vaak
bij de uitslag van ccen toetsing de overschriidingskans Vg op-

gegeven; dit is de kleinste waarde van & , waarbij in het
betrokken geval, nog tot verwerping van ¢, zou zijn overgegann;
anders gezegd: de kleinste o0 , warrvoor de¢ gevonden waarde
der toetsingsgrootheid nog juist in de (bij 2 behorende)
kriticke z®ne Z ligt. Wiordt dus de wgarde-{ opgsgeven en
werkt men met onbetrouwbaarheidsdrempel & , dan wordt

verworpen, indien %S is.
Voor het onderscheid tussen één- en tweezijdige toctsing
en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men bv.

de tweede hieronder gegeven litteratuurpleats. Wij moeten hier
volstaan met de opmerking, dat &énzijdige toetsing veelal
eérder tot verwerping vanﬁﬁ%ﬁeidt, maar dat deze slechts on-
der bijzondere omstandigheden kan worden toecgepast.

Litteratuur: ) o
J.Neyman, First course in probability and statistics, New
York, 1950, Chanter 5. ‘ .,
J.Hemelrijk en H.R. van der Vaart, Het gebruik van een- en
tweezijdige overschrijdingskansen vo.r het toetsen
van hypothesen, Statistica 4 (1950) p.54-66.
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z-toets van Fisher1)

Stel we hebben twee onafhankelijke steckproeven

4X1"'an met gemiddelde x

Yyeoedp, met gemiddeide Y,
2
beide uit een normale verdeling.
De te toetsen hypothese is dan, dat de spreidingen
van deze normale verdelingen gelijk zijn.
Is

“y
2 1 =2
84 = n,=1 zi (xi x)

en
My,
322": 5'2'%'1- ?;—\ (yi“-}-")z

dan is de toetsingsgrootheid:
81
82
waarbij van 512 en 522 de grootste in de teller van
de breuk genomen wordt.

Als H, juist 1is zal z in het algemcen klein zijn
eh de kritieke zbne bestrat dus uit grote waarden van z.
Men kan als toetéingagrootheid ook nemen
022 81

85 |
De kritieke z6ne bestaat dan uit grote waarden van e°Z,
De toets wordt dan gewoonlijk de F-tocts van Snedecor
gcnoend,

z=7lg

In de verdelingen van z en van e?z komen twee-para--
meters voor:V1=n1—1 en‘¢2=n2-1, die het aantal vrij-
heidzgraden in de teller resp. in de ncemer genoemd
worden.,

Litteratuurs M.G.Kendalls The advanced theory of sta-
tisticg: deel II pag.115.
P.G.Hoel: Introduction to mathematical
gstatistics; pag. 152-154.

pit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet nsar volledigheid of volledige exact-
heigd.
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Vervolg litteratuuropg.:
Tabellen: M.G.Kendall: The advanced theo-
ry of statistics; deel I pag. 442-443,
P.G.Hoel: Introduction to mathematioal
statistics; pag. 250-~253.
v1: 1 tot 5005 V,: 1 tot 1000; onbetrouw-
baarheidsdrempels 0,05 en 0,01.
R.A.Pisher en F.lates: Statistical tables
for biological, agricultural and medical
research; pag. 34-43.
vy 1 tot 245Y,: 1 tot 1205 ombetrouw-
baarheidsdrempels:
0,203 0,10; 0,05; 0,0%; .0,001.
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De_toets van Student voor 2 tﬁg;p;pgygnilL

——

Deze toets van Student wordt sebruikt voor het
toetsen van de hyvotﬁese'%{ , dat 2 steekproeven
X, Xy X, en&q,% e o begchouwd kunnei worden als
steekproeven uit eanzelfde normale verdelinge.

De grootheid 1, welke hierbi] als toetsings-
grootheid gebruikt wordt =n waarvan Student de verdelings-
functie berekend heeft, is de volgende:

f = 2y — ‘—f_ Rk

S 2+ Y

Hierin zijn 7, en o, de gemiddelden van de 2 gteekproeven
terwijl S een schatting is van de spreiding ¢ van de nor-
male verdeling, waaruit volgens<ﬁ/ de steekproeven getrok-
ken zijn. De bij de gevonden steekproeven behorende waarde

3 van %, , @%.en S zijn op volgende wijzw uit de waarncmin-
gen te bereclenen:

m, = ;é-(x,+agv- e Z)

7y G )
S/z - “:l (x —-'m,‘) '*‘ :=Z, Z;—m‘/})

Pl AN — 2

Bovengenoemde grootheid 1 bezit als verdeling de verde--
ling van "Student® met V= 2 +0m2- 2 vrijheidsgraden.,

Deze verdeling is getabelleerd voor VY = 1 t/m 20
[1] voor » = 20 /s 100 zijn waarden van t berelend,
welke behoren bij de onbetrouwbaarheidsdrenpels ~ = 0,01
en & = 0,05, [2]

Is @Z juist, dan zullen dicht bi] nul gelegen
waarden vaker voorkomen, dan ver van nul gelegen waardein.
De kritieke zOne kiezen we dus zodanig, dat ze sevormd
worden door grote en kleine waarden van t. De kritiele
zone bestaat dus, bij gegeven waardec van o, uit twee
stukken: t < -t, en £ > t,, waarin %, de bij « en» beho-

_rende kritieke waarde is, die in [7] en [2] getabelleecrd
; is. Voor éénzijdige toctsing is de kritieke zdne van de
vorm § € -t, of 12 %

= 1
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1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatic en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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