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J3ij een _toets behoort een _1;oets,i,ng§g£~,-~theid u.. soms meer 

grootheden en die, voor d~e ,,,aarg.enomen waarden ~ , ~ , ,_ .. , ~

een waarde -aanneemt, die berekend kan worden bv.: het gemid

delde der waarnemingen, of de spreiding, cf' het verschil van 
de gemiddelden van twee waa.rnemingen • 

' 

De toetsingsgrootheid wordt steeds zc gekozen, dat men, op 
I 

grond van de anders-telling, dat~tc- juist is, de waarschijnlijk 

heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen. 

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijk_a uit · 

koms~en van u, en wel op zodanige wijze, ~at de kans~ dat _ 
,.., 

een in Z ge legen waarde aanneemt, onder de hypo-these .-J~·- , 7 ... k ge--~J 
' is aan een gegeven getal of ~ zodat Z dus van~ afhankelijk is : 

Z heet de kr7-tieke zone van de toets, a de npe-t,r~o.u-yyba~~+:_t.~~1"'.,1._:s_-~ 
drempel Engels: level of significance , Voor al neem-t Le1:1 
veela.l de waard.e 0 9 05 of 0,01. · 

,;() 

J.-·1en verwerpt nu O op grond van de waarnemj ngen ~ , ~'Z'.:z.. , 

, indj.en de bij deze waarne nlinge_ n behorend e vvaara.e 
• 

in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeet·en, van 

dat 11et resultaat van he-t experiment ''sig17.:,;l-f~cant 11 is. De ··A1-1~lr .. ,. 
" 

de van d rnoet dan echter worden vermeld. De kans. da-t a_i t rz.-~:~_ 
• 

' 

juist is, gelijk aan. ct. Derl1.a}.ve 1_}s 

cl de lran$ op t_en o rechte _v~:rw~rpj.rig y~n a .. e_ j~i.ste,. .. 0Y.~.1':'C?_·t~~1~_8~5 
•ok de kans op een f out van de eerste s001 ... t genoemd. I1·1di en 

nB:n deze method~ toepast, met r.i = ('1 ,05 resp. 0 1 01, zal men in 

waarin de ... juist is, deze toch verwerpen. 

1 Di t memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en stree:f'-f..; 
• 

niet na.a.r volledigheid o:f volledige exactheid. 

2 Een stochastische grootheid is een groothe~d, die een 

waarschij nli jkhe idsverde ling bezi t, o:f, · anders gezegd, e en groot-
, 

heid, die voor a.e elementen van een collecti_~, universu~,E.2'"'1212:..~0..·-

tie gedefinieerd is en daarop allerle i waarden aanneemt. 8-r.c-. ' 

chastd..sche- grootll~den ,1:;rord011 aangegeven door Q.P.S.1.~X~SJt_~kU}~~Q 
letters. 

3 da·t deze lrn11s ~ Gr is •. . . .... 
• 



he id om tot i~.~!l~,n~rd iTI:~7; van ec:n h.:vpot.hese t.e kome n. Indien 
·" 

1,, ... .,. n n + '.., ,,.,, ~ ''::I ""'~ ' 1::.':'en r·1epa~1.ldt:; ,i-,.:v 1"\¼., 1.;!1t..:z"'"'t. "·''o niet verworpen kan warden, is dit 

gt~tvc:,onli(ik mc1t c~2:r1 ht:1lt:: Vt:rzameli:ng van hypothescn tegelijk 

'/!J · l 1 "I • d 1 , e zn men vGaK in .Le nap 

dt1s nit::t t5elijl{ met aanva.arden. 

van een statistischc analyse 
pl~1us.ibel schijnen en voor de 

analyse van nut zijn, toetsen, 
bewerking van het materiaal te 

alvorens ze biJ* de t,. 

gebruiken. Worden zij 
dan op grond van de tot:1ts niet, v,,er\vo.rpen, da.n houdt di t in zo 

verrt: ,~.,::n recl1tvaardit5ing van d.ie onderstellingen in, dat een 

grott3' a:f\vijking c1oor de toots veclal wel zou zij n ontdekt. 

Indien men dan ""erder de 011derstellingen ge bruikt, vcrwaa.rloost 
men (::venttl(~cl aan\11ezige afwi.jl{ingen van onbekencle groott e, 

dit:: ecl1ter niet zo groot zijn, dat 2,ij door de toets zijn 

ontdekt. 
Vele toetsen gt?lden zelf alleen ender bepaalde onderstel•"• 

l.ingen omtront dt3 waarschi.jnlijkl1eidsverdelingen der stochas

·tiscl1e groott1eden, wae."rvan 1Jaa:1~nemin1:-1:en zijn verrioht. Deze 

ne1131,1voorwa::-1rd.en dienen steeds uitdr11kkoli3k.1 te \Yarden ver-
, ......... _,_ . ·-

meld en, zo mogelijk, zelf te \Verden getoetst. 

In plaats van de onbetrou\vbaarheidsd.rempel ot wordt va.nk 
;I! 

bij de uitslag van 

gegcven; dit is de 

-J; eon toetsing de ov~~!§.,9,hrijd~tl}g~~t1n.s rt; op-

kleins·te waarde van a , waarbij in het 
.:'I 

l1etrol-~ken gt::val, nag tot vervJerping van t>· zou zi jn over~gegaan; 
anders gezegd: de kleinste a ,. wa?t.rvoor de gevonden Vt1aar.i,~ 

der toet sin.[?;sgrootheid t1og juist in de ( bij a behorenae) 

}:r i ti f:;~l{e ztne Z lir;t. ~~~.9.~dt dl1e_d e ~~,~~J?.4.~ ~~~--Q_pgc,g.ev 0!} .. _2!].,_ 

\ 11 er:&( t me n. .Ill i3 t .... Q!l be ~ r q__ 1::1 ?J. l~9:. ~r: h.~-~(\~cl r_~m P.q l ·-·~ , . ___ d_ ~ n.. ·-~ ~:;t: flt 

verworpAn indicn 
L r1•••11·b11a I PM\..l ,; .. __ ,..,.. .. -. •. - ....... 

• 1s. 
Voor het onderscheid tussen f~n en tweezijdige toetsing 

en d(:~ ke11ze tussen deze t\vee moge lijkheden vergelijke men bv. 

de tvvccde hieronder gegeven litt.eratu1J.rplaats. Vlij moeten 11.Li~r 

volst,aan met de o:9merkin.g, dat eenzijdigE: toetsing veelal 
,, . 

e~rder tot verwerping van ... ,·t4 leidt, n1aar dat deze slechts f'n-

der bijzondore omstandigheden kan warden toegepast. 
• 1 -

, 

I,i tt era tu1.1r: 
.,,._,,,.., '* ·•~u, ·"' ,.- • * • • J.Neyman, First course in probability and statistics, New 

York, 1950, Chapter 5. , 
J. Ilemelrijk en H. R. van dcr Va.art, Het gebruik van een- en 

tweezijdige ovorsch:rijd.ingskansen vcor het toe-tf1en 
van hypothesen, Statistica 4 1950 p. 54-66. 



cf 
., univer!'lum 

V'l.n de tot:ts weinit:; l1i11dE1rt. 

h,.~i; n.~ntal :p~·tren ( ~ , ,t::'-:., ) . '("" 
¾ 

W3.U r'v" 00 r X, '":?' ,f/,.,. i S 
~- ,~ 

..... • , u • ~ </. "'-1 • ' ' '';,11. . h I, i;? .'ffe,• •- r~ • 4 '.6i"'4'"' - -•" ', ._.i, 1;11 •,,.J • • • < ,•¥, • ... , - . . .. ,,. __ ,., 
' 

en met .~..i ... ~ :-1rtnr1cJm1:1n. Is t':I crc1ot, 

-1: · v e rd Gr r1 ~'\!l r 1~ ·2 ch t s <1 "ln ,~1<1:1,1.,.cl en ,Y"· , 
.1" ~-. . ~ 

'i11e 1 n. ie;. 

• 

grotc 
__ ,.,.._: - • nt~.-.. I I <; 111• 

,,"ll 

wn.nrden vii.n ";'.. (.::n we J. vet.n ht:iid t:: zove e 1, d f1t <~1 e t-sCl{ozen onbe-

trouwbar,.rhr~id sd rt::mpe l 

ht .,,, · ·a· t t · rec·. -er-eenziJ igo .oe sing, 
l~' 

gobruil,rt men kri tj~ske z~nes ~ , 
/;I 

resp . ... -v.i 

van • 

gohcel bestrtan 
.. M 

·ui t~ kleine, resp. gro·tre 'h,.~t~~~rde rt 

erv:erpir_g V'l.n 1'._..,.~ ten r<s~::vo ge vA.n l1ct vir1d0n v8.n oen gi"'oto 

-t;. , • .. • , ,..,..,~.... e n 

~ , •••. ~- steel,proeven uit vcrscr1illende c ollecties ziJ. n, c· I " (' ?fl., 

waarbij' de op de x-.. •col.lectie n,f1ngenooon w~1.qrdc~n system::-1.i,isch 

den • • Z1Jn. 

Li tterA.tuur: 
411 l i ' IF JI :r,_, ,...,,,.,_.._ t 1•-,... 111i1t 

,."". 
t . 

F. Wilcoxon, Ind.ividual c"mpA.risons by rn .. nl<ing methods, 
Bi_ometrics 1 1945. , p. 80-83. 

H.B. };fqnn n.nd D.R. '1hi tney, ()n ~ tE.:st of ,~Jh(::th.c!:~ onG c,:f twc 
d . bl .. • -~ t. 17 l th ran om vn.ri~1 es 1s s '-' oc1-·1_ ~s l.C8- ~';;,r •. $r'\_rger qn 

the:~ ot· he:i.r Av.n 1.1.nth St- ~·t l O f 1~')47 \ -r-. r; ('-60 . . . . '1 ..., ..,; • J~~(."... 1 • , \Iii, ,. ..... l,_l \ _,.,i J i' 1:-' • ,.,. , , ,, • 

Bt1vnt tabellen voor n E:n m -~ r3. 
H.R. v:1n e'er Vrt.:1rt, Some remn.rks en tl1e po,~1lJr I111·1ction of 

Wile oxon' s test for the prob lE~m o:·r~ t,:::10 s3.mples, 
Proc t~edings vnn de Kon.Ned. Ak. v. l:f c~·t. , 5 3 . ]~950 , 
p. 494 ... ,.520. -

H. R. van der Vaart, Gebruiksannwijz:f ng voor dt:} t o<::1ts v~ln Vlil-
coxo n, met tabellen voor n on m ~ lC.l, f?.apport 
S32 . 1950. 

D. van Dantzig, Kndercursus MA.them!ltische Statisti.t1Jc, Math. 
__ . '"" ____ ",., ____ 9 entrum, Amsterdam 194 7 '""150 . , 110 of dA bt1,1c 6, 3. 

l Dit memorandum is slechts bedoeld 'ter orieni::' .. t.it) 011 stre8f't 

niet naa.r volledigheid of volledige exncthcid. 



Methodc der ?11. ran .,schilckin .. en 1 ·· .. · 

~en duidclijk voorstclling van deze toctsingsmothode vcr

krijgt men door n elementen tt~ beschouwe11, dic3 ,~1cr:" bepiiald 

kenmerk, evcntueel 
mork ,,ordt door ,r1, 

in ver~schillende mate, bezi tten .• di t k,1n-

waarnemors beoordf:?t) ld en ieder va.n dez.e 

elementien vol.Rens zijn bco~_)r•-· 

d ,:':il1"ng n~0 r opkl1·mm'°'n..:i,..,w·a·a.,,..<1 "'"\r1"'ng Op d··~z·i;!::'\ ••1"'jzo ont·"t·a,a·n , .,;,,, . · ) · (~Cl!. , · ., ·. · . ., . . .. ·. 0 . \,,I;:;; , . . ' ... · · J.,, ,,l \ ;; • . . . ·::;) e , . . · ~ C ' C fl ', , rJ ,;1 : ' • ·. U (:, ~- · J, 

11m rijcn van rangschi.kkingcJn. m<.1 willen nu een mnr:1t a~~ngE?-

ven voor de ovcroonstcmming tussen daze 
m. a. w. e c n rnaa. t v o (") r d (; 

rangschikkingen, 
i.:ussen de :?fl beoor-

delingen. De !lY:Et?.~.~le~.9 .. ; " ,. dj.c met deze m<2;thod(J gotoetst 

kan word.on, l1oudt ir1. dat er gp_e,ri ove:r~t1Ejnstemming tussen de 

wa~rnemers bestaat; prcc~i,:;ser gezegd, dat ~1lle ra,nigschik

kingen onafhan.kclijk van ellcaar op toevallige wijze zijn 

ontstaan. Dit is b.v. het geval, als het betrokken kenmerk 
in werkelijkheid voor alle elementen dez.el:fde waarde bezi t. 

TYJe lrunnen de afleiding voor de ma.at van overeenstemming 

het eenvoudigst geven aan de hand van een voorbeeld. 

element.en II 

ransinummer, toege.1-<end 
door- wa1rnemer a 

.,I 

d 

De som van alle 
· these ·<? is het 

s 

I/ f 

f .3 

15 II 

.t 

I 

.,t 

lo /.Z 

s 
6 

IJ 

rangnumrncrs is 1 ,s m ,n· +1, • Onder d.e hllpo

th eoretische ~emiddclde van iedere kolom: 
+;_, ' 

We beschouwen nu de afwijkingan van dit gemiddelde. In ons 

voorbeeld is het theoreti.sch kolomgemiddelde gelijlc a.an 14. 

De afwijkinge·n daarvan zijn 

I -J -4 .:,... ····2 

J.la;j_ 

1 ·•· Dit memorandum is alechts bedoeld tar orientatie en 
.stre"eft niet naa.r volledigheid of volledige exa.ctheid 



:-e som de1'\ kwadraten van deze a1'\w1Jk1ngen noemen wij S .. 
In ons voorbeeld 1s S = 64. 

Ala alle m rangschikkingen gelijk z·ijn wordt het maximum van S 

bereikt. 

. rnax1mum 1s · ... m . n -n • 

We def ini~ren nu als co~ffic i~nt van overeenste1ru1iin~ 
a·• PU )t ;:a 11 JI (111Tlr>4' .,.,.._, J h,Ml •• PZ •q ~- 1, 'L Wl;d I 1 :1rr 14 •• , 41 I 

In ons voorbeeld 1s W 

12 S 
, j 

C. m n -n 
12 X 64 

.~~ 1tS· · x ,~ Io 

W varieert dus tussen Oen 1. 

·- 0, 229. 

De verdeling van_ ia exact berekend 
voor een aantal waarden van n en m 1 , terwijl voor grote m 
en n benaderingen bekend zijn. 

De meest gebruikelijke benaderingen zijn de volgende. 
2 ·. 

De · -benadering1 

2 
r 

m 12 n--1 W ... ., -- ,I-~ -.. ,.- mn. n+ .... heeft voor m ➔ oo een 

met n-1 vrijheidsgraden 1 pg~ 84 2 pg. -37. 
0 2 • De z-benadering: 

, 

V m-1 verdeeld als F · · 

Fis de F van Snedecor, z de z van Fisher met 
* a •• 

vrijheidsgraden 

Met behulp van de verdelingen van S of Wender de hypothese 
Ii ilh''.1111 1IIPIP1•• 1 

H0 , kan deze hypothese getoetst worden, waarbij H 
wordt als W waarden dichtbij 1 resp. S dichtbij 

aanneemt, de kritieke z6ne is dus van de vorm w~
. > s ..... , s • 

o· 

verworpen 
2 3 m · n -n 

W
0 

resp. 

Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ont-
dekken in de mate waarin verschillende elementen het kenmerk 
bezitten. Ze geven deze elementen dan gelijke rangnummers. 

Veronderstel, dat door een waarnemer geen onderscheid wordt 

gemaakt tussen de elementen, die de rangnummers 3 t m 6 moeten 

dragen. Dan wordt als rangnummer van ieder van deze elementen 

4½ gebruikt. 
Daar het maximum van S nu verandert, moeten wij een correc-

tie op de forr,nule vecrW toepassen. Deze vindt men in · 1 · pg.82. 

en [ 2 · pg. 28-30 .. Eveneene veran-deren dan de formules voor de 

· l: pg. 86 .. 2 ·. pg. 34 ·, doch deze correcties zijn van weinig 
.. be,tekenis., tenzij het aantal gel1jken groat is. 
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4JP! 111 .• 0lt 

Deze toets dient voor het toetsen 

ee--,r1 aantal cn"Oo· t·l1e· de,.,, 5-'- . .. ,I. ... alle nul ·tot mediaan hebbe11, 

d.w., z. dat 

P z. > 0 
-1 -

i ..... 1, .... ,n, 

is. De toets geldt zonder eni3e verdere beperking dan de eis, 

dat de .....,.,.. ; 

behoeven niet dezelfde waarschijnlijkheidsverdeling te bezitten. 
De toets berust op een waa.rneming van iec]er dc·r groo~t11eden 

z" ' n: ,1111•1. 
' ' waarde O bezi tten, la ten wij bui ten beschouv•ving'-'. Als toet-

p 

verdeling, onderstellende, dat H juist is: 
mo 

2 m . n . 
1 

Als kri tieke zone vvorden de grate en lrleine 

voor nomen. De kritieke zone is, 

0,01; 0,05; 0,10 en 0,25 en m 

on betr ot1.v1 baarl·1e i dsdr e121.nel s -·~ 

=1 tot 100 getabelleerd door 

~~,7.J .Dixon an(1 A.i1'i.r·1ood, The statistical sign 
test, Jrn. ·.i...u.., Stat.J1ss. :t.~. 1946 p., 556--566. 

Voor een groter aantal \vaarner)1ingen tsebr11iltt ;11en ali3 benadering 

van de binomiale verdeling de aan~~epaste nor1·nale verdeling • 

... QI>~.~;'.~.~:e-.g,: Do toets wordt vaa.k gebruikt, indien n1.en et:n aa11tal 
grootheden twee rnaal heeft vvatirgenomen, voor e:11 l'1a een bepaalde 

gebeurtenis, om na te gaan of deze gebeurtenis invloed op de 
grootheden heeft ui tgeoefend. Noen1en wij de waarne111ingen v66r 

i=1, ••• ,n 

zelfde verdeling bezit als X· dus als de gebeurtcnis geen in-
1 

i=1, ••• ,n, 
__ ,1,, _____ ·"• , .• --······----,--

. 

1, Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
niet naar volledi. eid of volledige exactheid • 

• 

2 In tegenstelling tot de gewoonte deze waarne~1 ingen voor ~e 
helft bij de posi tieve en voor- de helf·t bij c~~t~ -:.1.1:gatie,~re te 
t,ellen; de door ons gobr1.,1ilcte r11ethode geeft de toe-ts een 
groter onderscheidingsvermogen. 



Wij beschouwen ·t;vvee reeksen van onaf'hankelij1ce experi

"'twee resultaten A of A non-, .. A heeft en ieder ex.f1eriiaent van 
"'" 

b]l;f. 

de ""t't'.t1eede reeks een van de beide resul ta ten B of B l1ierbij 

kan A:.:~:,B zijn • Daarbij wordt ondersteltt, dat bij iec1er der 

.en 

dus de kans op A gelijk aan 1-
menten van de twaede reeks de op ~ en 

dus de kans op B gelijk aan ~ • De te toetaen hypothese 
luidt nu: 

Indien de eerste reeks uit n en de tweede reelcs ui t m 
maal .fj,, waarnemingen bestaat, 

voorkomt, k:unnen deze 
worden saaengevat: 

gegevens in de volgende 2 x 2 .. •ta bel 

A resp. B A resp. l3 totaa.1 
eerste reeks 

tweede reeks 

,--~, ', -·•--··- --~ -------. ··•-··• ·--- .. ,.., .. , "•·--... - . '" -
n 1 n--n 1 

m1 m .. -m1 

n 
t 
' m 

-----·-----+------,--------•1•£'•··••0'• -·----•-1 ·--.. , .. __ ..,,_, .. ,:, 

totaal r n+m.,·r n+m 

het aantal malen A in 
' 

de eerste reeks waarne1i1ingen, gebruikt. Indien II juiat is· 
0. C 

bezit deze grootheid ender de voorwaarde, dat r de bij het 
ex3.1erim.ent gevonden waarde aanneemt 1 de volgende Via.rirschijn-

genomen wordt, is gelijk aan: 

• 

n m 
• ' 

m1 
n+m 

r . 

Ala kri ti eke zone worden 
ate waarschijnlijkheden bij eengezocht, tot de gekozen betrouw•"' 

• 

baa,:r~heidsdrempel het toevoegen van een nieawe waarde verhin,,,, 

dert bij eenzijdige toetsing bestaat de kritieke zone uit-

. 
tl(IIJI► thllllo •11 I 71 hlll,_e ill -· --

. 

1 .· Di.t memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
·.··niet. naa.r volledigheid of volledige exactheid. 



• • • 

JliiU 2 ' .... : . 
• 

De overschrij dingskans, behorende bij de gevonden '\:-1aarde van 

de som van alle waarschijnlijkheden 

van bovenstaande verdeling, die hoogstens gelijk aan de waar .. 

sahijnlijkhe,id van de gevonde11 ,¥aarde zijn bij eenzij dige 

toetsing ecl1ter gelijlc aan de som. var1 de vvaarschijnJ_ijkheden 
' 

van alle waarden die groter of gelijlc aan de gevondene, of van 

alle waarden, die kleiner of gelijk aan de gevondene z~jn. 

Deze exacte toetsingsmethode voor 

Fisher. 

H is afkomstig van R.A. 
0 

•. 

Indien n en m zo groot zijn, dat deze exacte berekening 

te omslachtig wordt, maali:t men gebruik va1"1 de vol3<:;nde bena,,» 

dering: 

zijn indien 

nr 
n+m resp. 

nm1"s -- n+m• ,, n+m 
• 

Men gebruikt dan in plaats van de exa.cte waarscl1.ijnlijk=,, 

gem.iddelde en dezelf de spreiding en in :plaats var1 de gevonden 
• 

nee1nt n1en het getal, dat -~ dicl'lter bij l1et ge.,, 

middelde ligt dan deze gevonden waarde dit laatste is de z.g. 
-.. 

' 'continu1tei tscorrectie 1~, die bij toene1nende n en 111 weldra 

verv\/a~:1rloosd kan VJorden • l.iet bel1.ulp van de benaderi~g gaat. 

men dan verder te viler!~ a.J s boven beschrcven, daarbij gebru_ilt 

makende van een tabel van de normale verdeling~ 
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