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a) Afin d'obtenir un modele statistique d'un fil parfaite-
ment régulier, (1,2) on représente ce fil comme un faisceau de
fibres cylindriques, de section constante, paralléles entre elles
et & 1'axe du fil, ce dernier étant choisi comme axe des abscis-
ses; nous considérerons tout d'abord une longueur 2L, trés gran-
de mais finie, du fil, et ferons ensuite tendre L vers 1'infini.
Nous appellerons téte d'une fibre celle de ses extrémités dont
l'abscisse est la plus grande, et nous ferons les hypothéses

suivantes:

1) la probabilité qu'une téte de fibre se trouve entre les

abscisses x et x+dx est %%

2) la probabilité qu'une fibre ait une longueur <{ est
F(1) et ce, indépendamment de la position de la téte de
cette fibre; nous admettrons 1'existence de 1 =-/ taF(l).

(e}

3) le nombre moyen de tétes de fibres par unité de longueur
est N,

F(t) et N sont les données caractéristiques du fil considéré,

b) Dans ces conditions, lorsque L tend vers 1'infini, la fonction
Ux)-U©), exprimant (algébriquement) le nombre de tétes de fibres
entre les abscisses 0 et x , devient la fonction aléatoire bien
connue liée & la loi de Poisson (3), et 1l'on peut représenter de
la maniére suivante la construction de la fonction nx) représen-
tant le nombre de fibres présentes & 1l'abscisse x: 1l'axe des
abscisses étant divisé en segments configus de longueur unité:
eoo (Xelyxai+) oL (x,%x+1) . . . , pour chacun de ces segments, un ti-
rage au sort détermine le nombre de tétes de fibres présentes
dans ce segment: UW;= W(x+i+1) - U(x;) lequel est une variable de
Poisson de moyenne N; ces W, tétes de fibres sont alors distri-
buées sur ce segment avec une densité de probabilité uniforme;
enfin, UWU; tirages indépendants dans la population caractérisée
par F({) déterminent la longueur de chacune de ces fibres.

c) La probabilité qu'une fibre traverse 2 sections déterminées,
d'abscisses t et t+d, mais ne traverse pas la section d'abscisse
t+d+d ni la section d'abscisse t-e est donnée par:
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Si, dans cette expression, on fait 6=eo, on obtient la probabili-

té qu'une fibre traverse la section t+d, mais pas la section t+d+d;

§ elle vaut I_V(d;é), ou:
: v ol
i
i v<a;a)=1__/ dxdF().
| R
) |
o ; S
S l . x t trd ted+s ’
t t+d, t+dtd

De méme, si, dans S(d;e,$) on fait d=o0, on obtient 1la probabilité
%_Z(e,é) gu'une fibre traverse la section d'abscisse t, mais pas
les sections d'abscisses t.e ou t+6, on a: {

Z(e:8)=1 J[ exdF().
7

De la méme maniére, on obtient les pro-
babilités suivantes: passage d'une fibre e %_ E
a travers la section t, mais pas & /// :
travers la section t+é; c'est ﬁ:y(é), ou t; { Qﬁ x
; Y(8)=V(038)= £ [[ dxdF (1)
® passage d'une fibre 4 travers les sections t et
trd; clest £ X(d), oh X(d)=V(d;w)=7 [[dxdF(C) ;
mé passage d'une fibre & travers la seg%ion d'abscis-
se t , sans autre condition; c'est
\ ;%Z(oo,oo)zi%[% [[dxar()] = Ang
t  trd - XY

En comparant les domaines d'intégration définis ci-dessus, on a
immédiatement les relations suivantes:



X(A)+Y(d)=1 (a)
Z(e,8)=Y(e)+Y(8)-Y(8,8) (b)
V(d;8)=Y(d+8)-Y($) (1) (c)
V(d;8)+ X(d+8) = X(8) (a)
Z(e,6)+V(e38)=Y(e) (e)

dont 1la Signification est d'ailleurs évidente.

d) L'ensemble des fibres qui traversent 1l'une au moins des sec-
tions d'abscisses t, t+d, t+d+d se répartit en 6 groupes, sui-

vant le schéma ci-contre:

—_— —— E

t 1;-+d. t+d+8
La distribution du nombre des fibres du groupe A est une distri-
bution binomiale, portant sur 2NL fibres, et de valeur moyenne:

aNL L X(ded) = NEX(d+5).
aL

ILa distribution conditdonelle du nombre de fibres du groupe B,

lorsque le groupe A renferme n, fibres, est une distribution bi-

nomiale, portant sur 2NL.n, fibres, et de moyenne (2NL_nAL%V%6;dy
2

(Lamaniere méme dont le faisceau de fibres est construit (cfr b,

ci-dessus) montre que la condition que le groupe A contient Na
fibres n'influence pas la probabilité qu'a une gquelconque des
autres fibres d'appartenir au groupe B ; la méme remarque vaut
pour les distribufions obtenues ci-dessous.)

La distribution conditionnelle du nombre de fibres du groupe C,

lorsque les groupes A et B renferment ensemble n,+ng fibres est,

de méme, une distribution binomiale portant sur 2NL_n,-ng, fibres,
et de moyenne
(2NL_n,_n )de-é .
A B JL ( 3 )
De méme, les distributions conditionnelles de Nps Ngs Nz sont

des distributions hinomiales de moyennes respectives:

(2NL_ns_ng_nc) 5%: Yd) ,

(2NL_n,_ng_ng-ng) 5% Z(d,6) ,

(2NL-ny_ng_ng-ng-ng) L ¥(3) .
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e) Les variables aléatoires n,, ...,n., ne sont donc pas indépen-
dantes; mais sl on fait tendre L vers 1'infini, chacune des dis-
tributions ci-dessus tend vers une distribution de Poisson dont

la moyenne est:

pour n, : NEX(d+d) pour n_: NEY()
pour ng: NEV(S;d) pour ng: NEz(d.$)
pour n_: NETV(d;d) pour n_: NEY(S).

Cc

A la limite donc, ces diverses variables sont indépendantes, et
° 7 o s n n
leur fonction génératrice conjointe Nfu,,.. . ,uJzs 8w, ™ .. u."F

s'écrit:

exp NE{(U.A.J)x(d.+6)+(uB_1)V(6;d)+(uc_1)V(d.~,6) (U )Y (@) +(Ug-1) Z (y8) +(Up-1) Y(J) }
f) Posons: n@)=n n@E+d)=p n(trd+d)=q

8, [usv,dyw,é]= Culr Bl % Pln;p,d;q,8]u " vPw.

On a:

@3= g 2at0st0o, OatDerhcthe  DatOcHie
- g(uvw)ﬂA(uv)ﬂe(vw) Oc¢ Do, Dy, 0F Q[uvwr, uv, vur,u v
= exp Nt {(uvw-ﬂ X (d+d)+ (uv-1)V (63 d) + (vw-1) V(d; J)
)Y +-1) Z(d,8) + (w-1) V() |
=exp NE{(ULA) [ Y(d)+ V(d;d) + X (d+d) ]
+@W-0)[ 2(d,9) + V(d;8) + uV(d;d) + wX(a+d)]

+(usr-1) [ Y()+vV(d;d)+uvX (d+c5)]

ou, par (1):

B, =exp NE{ (1) +(w-1) [ Yl uX@) ]+ (w-n[ Y(E) +vV(d; ) + ur X(@+d)] . (2)
g) On en conclut immédiatément que la fonction génératrice de n
et p est:

3, [usv,dl=Z Pn;p,d]u™vP=®, [usud;1,8]=exp NE{(u-D+ (v Y+ U-X(d)]} (3)
et celle de n:

$,[u]=Z Plnlu"=®,[u;1,d] = expNE(u-1) (4)



de telle sorte que:

@2 [usv,d] =@, [ul. expNE (v [ V) +u X)) |

@3 [u;v,dyw,8]= @, [usvd] exp NE(w- ) [ V(&) +vV(;8) + uvX(@+d)].

On démontre aisément, par la méme méthode, que cette récurrence
est générale et que 1l'on a, avec des notations évidentes:

fn@n-n [u-o')u'ndﬁ-“':»umdn]: fnén [u03u1vd1 PR '-'Ln_t-:dnn] + 1y (5)

avec:

ﬂn; Nf(un-1)[§/(d.n)+ UnyY(dna3dn)+ -« -

+Up g Wy V(drdar L+ dy)
+ Up g u.OX(oL,+...+dn)].

On remarquera qu'en vertu de (4), n(t) est une variable de Poisson,
de moyenne T=NZ,

h) On peut, & partir de (3), déterminer les "probabilités de
transition":

Plpln,d] = Pr:{ Q(‘t+d):p! n(t)=n }
On a en effet:
Plpln,d]= P[n]. P[pln,d]

d'ou: o .
@2[u.;v',d.] = r%o Pln] {p?;o P[p]n,dlvp} u”

Mais:
®,[u;v,d] = expNE {_1 +Y(E@)w-1)+ w1+ X(d)]}

=exp NE IL_1+(v_1)\j(oL)} . g (%-Qn [1+(v_1) X(d)}nun

oQ

=Z P[n]{[cx.p NE(v-1)¥(@)] .[1+(v-1)X(d)]n} u”

d'ou:

go Plpln,d]vP=[exp NE(«m)Y(d)] [y x@] " (3 His)

i) Pour de petitesvaleurs de d, on a:

Kd) = 1_% + o(d) V) = %+ o)
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et on tire de (3 Dbis):
io P[pln,d]vP= exp[-NEY(A)] exp [vNEY(E)] [1-X@)+ vxe)]”
p=

=[1- NcL+o(d)][1 + Nvd+o(d)}[v"(1 -n %) +n %v”“'+ o(d.)]

= n%v"‘1+[1_(T+n)%]v”+ T%v”“’ +od)

ou, en d'autres termes:

Plpin,d]=o) si |n-p|>1.

= n%+o(d) s1 p=h-1.

1.(T+n)%+o(d.) si p=n.

u

T% +o(d) si p=h+1.

IT Cas markoffien,

a) L'étude approfondie de la fonction aléatoire net) définie
var (5) est rendue tres difficile par le fait que la distribution
de n(t) sous les conditions n(t-x,)=n,,...;N0-Xd=Ng (0<X <Xy . . <Xg)
ne dépend pas seulement de n, mais aussi de Ny, ...,Ng. Il n'en est
autrement que si l'on a:

PINspud;Pasdss b Pssds | = PIN] Plp,n,di]. .. P[pg| Ps.sds] - (7)

Lorsque s=2 , (7) entraine comme conséguence 1'équation dite
"de Chapman-Kolmogorov':

Z Plpin.d] Plalp,d]=P[qin,d+d]. (8)

I1 n'est toutefois pas connu, & 1l'heure actuelle, si (8) caracté-
rize les fonctions satisfaisant & (7), que 1'on appelle
"fonctions markoffiennes'". Il est probable qu'il n'en est pas
ainsi.

b) Nous pouvons déduire de (8) une condition nécessaire pour que
ne) soit une fonctionAmarkoffienne. On a en effet:

Zp{ é Plz|n,a] P[ple,6] } up=‘ ?_;_ P[z|n,a] % Plplz,duP

(1) NEY(S)
e

% D[tln,d][1+(u_1)X(J)}z

_ G- MO OO [1+(u-1)X (@) X(8) ] g



D'autre part:
e(un)Nﬂy@hé)[1+(uw1)x61+6)]n

P_
% P[pln,d+c$]u. =

on doit donc avoir, pour toute valeur de w:
e(u-1)NED’(6)+ y(d)xw)l[1+(u._1)X(d)X(d)]n:—. e(u_1) Nty<d+d)[1+(u.-1))((d+6)] n

ce qui entraine:
Y(S)+ Y(A)X(F) = ¥ (d+d)

X@) X ()= X (d+d).
étant

Ces 2 conditions sont identiques en vertu de (1a); X(w)

au+b

une fonction continue de w, on doit avoir:
X(w)=e

aetb étant des constantes; mais il est aisé de voir que:

oo
4
Xe=g [ [1-FO]d
done :
F(u)_1= & X)) - O_Eeau-rb
dw
au+b

ou:
F(u):1+aEe

On doit avoir:
Feo)=1 donc a<o.

b ou b=o,

foo[‘?_F(U.)JdbL:E done e’=1
(o]

F)=0

Finalement:
Flw=1_4 e
g

Ceci entraine:

X (d+d) = X(d)X(J) .
|

Y(@)X(d)= Y(d+d) - Y&) = V(d;3)
La condition (9) est donc nécessaire pour que n(t) soilt une fonc-

tion markoffienne; elle est aussi suffisante, car on a:
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r%’_&' P[n]P[pln.d] P[q|p,d] u vPw?
= ZPIMuZ Plpin,d].e SO _x@)+x 9 w]PuP

-e NE(UJ'_‘l)y(J) Z P[r’\] un e{v["_x(d)-i'- X(&)wj—”}y(d) {1‘ X(d.)+X(d)U[1-X(d)+ X(d)w] }I’?
n
_e@mmw@HNR¢0ﬂ®+thﬁvXMW@)

e NE [t w1 X (@) + s (w-1) X@IX() -1]

= exp NE{ s ) Yd)+ uX@) [+ (w-0) [ Y@+ vV @) X@)+ urX@) x@)]

ce qui est identique & @,[u;v,d;w,d] si on tient compte de (10).
Ta formule (7) se démontre exactement de méme, en utilisant la
relation:

X&) V(d;8) = X(3)Y(E+8) - X(I)Y(8) = V(d;d+8).
La condition (9) est donc bien suffisante; si elle est satisfaite,

la fonction aléatoire n(t) est entitérement définie par (4),(3 bis)

et (7).

IIT Distribution du minimum de_n(t) sur_un_intervalle,

(cas markoffien),

a) Posons: a(L)= min n(t). Solent en outre:
XEtExr+L

Po(Lyz Prfpr(ze]

Py (L)= Pr{u)zeg Q(L):K} (xzp).

On suppose que n(t) est une fonction markoffienne et on cherche
P.(L+a). On a:

P'_:(L+A)= Pn{/c_._a(ua)g z} : Pr.{g(ua): K| ;_/.(L+A)_2_-c}

= Pr.{/_,g(L)g'z} . pr‘.{g(L#—A):KI/é(L)% z} +0(a)

_ Z PTL. Pr.{E(L_-i—A):K) )_’_I(L):K-PL} +o(n)



Mais, en vertu de (0):

Pr-.{g(ua):K( Q(L):K+1}: (K+1)%+O(A)
Pn{g(uA) =k|[n(L)= |<‘§ = 1-(T+K) _%1-- o(a)

Pn{ n(L+a)=k|n(L)=K1 } = T% +0(b).

Par conséguent:

PI(L+a)= P [1_(T+ 2) %J+ P?C’H (L)A(z+1)£_€_ +o(a)

PUt(Lea)= PYH(L) TE+ PYH [ (Trari)e]+ PLHI(L) (wrian) £+ 02)
On a évidemment:

P(L)= £ PE(L)
Par conséguent on a:
Po(Lra)-P(L) = & {Toé PE(L)_TZ P5(L)- Z <PE(W) » Z kP |+ oa)
ou, en faisant tendre A vers o:

dP (L) _
aL

b) On a évidemment:
PZ(L)= PZ(L).Pr‘.{_@(L):Z[&(L)gz}.
Mais, en vertu du caractére markoffien de n(t), on a aussi:
pr‘.{‘Q(L):ZlH,(L)?__Z}zAh:T(I) Pr{n(L)=2|n(L-0)z}.
D'autre part:

Prfn(L)=2|n-0)27}= Pn{nﬂ;;/;)éz&)n(é)ﬂ}
In(l_a)zz

mais:

Pn{n(L-A);z} =e %; ;r__i :

Donc:

Pn{n(L)ﬁ‘z]n(L—A)gz}_—_ T+ 0,
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d'ou:
kA
PI(L)=P,(L). T
2z L
z L}
On en déduit:
dPL) . _=T* P
dL ez I

z i!

ou:

PZ(L)=C.exp{_z‘"¢°ZITL _%_} .

z il
La constante ¢ se détermine par la condition évidente: P,(0) =

e %f . On a donc finalement, en désignant par @; et 0, les
2 .

quantités:

(dont 11 existe des tables):

P1(L)=!Izexp{_zg

L}. (12)

2

OIEl

c) Si z=0, Py(L)=1; si =>0, P,(L) est une fonction décroissante

de L, avec &kn P.(L) =0 . On peut voir directement que P, (L) est
300

une fonction décroissante de © de la maniére suivante:

© i
on a, en posant: x,=2 L
T L
T? <
Pooll) _ et gp (2T L[ T - 21},
R, (L) oy : VOB ke K,
I'C
Posant: Ky = 22220 <
Rl
X_d = 311-!5- ! >Q
z! 4 0(10Q—t+1
on a:

Poer (L) _ T T

(13)
= Klexp{_xz[%;*“zﬁ-gﬂ}

Le facteur entre crochets dans (13) est toujours positif; cela
est évident si Tzz; si T<z, on a 1'inégalité bien connue:
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«, < T° 1
-N! 2T
d'ou on tire:
T 2T « T 4 =T _ T¢ £ .d
X Tan ) =X e < e 5= = C. . ° .
( z TR @ T = i 4

Ke étant <1,&et l'argument de l'exponentielle toujours <o, on a
constamment:

P.,_.,,1(L)_ <1 (14)
PL)

ou:
Peps(L)< L.
N.B.: (14) entraine d'ailleurs: fT;FQ(L)=<J.
>
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