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10 Inleiding 

Om te onderzoeken of er een verschil is in de slijtage van 

wasgoed~ die veroorzaakt wordt door twee wasmiddelen, waarin dit 

wasgoed gewassen isJ werd de volgende proef opgezet: 

Een lange rol katoen zie figo 1 werd in vier gelijke stuk 
ken verdeeldQ 

•• • • 
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A 

B 
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B 
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A 

A 

Fig. 1 

III 

IV 

richting van 

de ketting­

draad 

Ieder van deze vier stukken werd nu in zeven even grate stroken 

verdeeldo 

De in figo 1 gearceerde stroken werden ongewassen gelatenj de 

niet gearceerde stroken werden 24x gewassen. Bij dit wassen wer­

den twee wasmiddelen gebruikt, die we respo A en B zullen noemeno 
~ 

De stroken links boven en rechtsonder werden gewassen met was-

middel A; die links onder en rechts boven met wasmiddel Bo 

Na het wassen werden alle stroken dus ook degene die niet 

gewassen zijn in vijf even grate stukken verdeeld in de rich­

ting van de kettingdraad en van deze 140 stukken werd de trek­

sterkte bepaaldo 

De treksterktebepalingen zijn alle op dezelfde dag door een per­

soon met een machine verricht. De volgorde waa~in deze bepalin-

gen verricht zijn is bekendu ' 

Gevraagd wordt nu: 

1. Is er een verschil tussen de wasmiddelen wat betreft de slij­

. tage die ze veroorzaken? J. 

2o Voor ieder der wasmiddelen een betrouwbaarheidsinterval te 

bepalen voor de gemiddelde treksterktedaling. 
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' 

2o Methode van onderzoek en resultaten 

2o1 Onderzoek naar de homogeniteit der ongewassen stroken en 

naar de homo-eniteit der stroken die met eenzelfde wasmiddel 

gewassen zijn .. 

In de eerste plaats is, voor ieder van de delen links boven, 

apart, onderzocht 

of er een verschil in treksterkte is tussen 

stroken .. Hiertoe is de toets van Kruskal 2 
de drie ongewassen 

toegepast; een 

steekproef bestaat hier uit de vijf waarnemingen van de trek-

sterkte ~an een strookc 

De resultaten vinden wij in tabel I: 

Tabel I 

Onderzoek naar een verschil tussen de drie ongewassen stroken 

van ieder der delen I, II, III en IV 

3' C-1 Overschrij-
dingskans H 

I 1 .9 26 2 0;53 
II 1,37 2 0,50 
III 1,09 2 0,58 
IV I 0.956 2 0,76 

Voor geen van de vier delen I, II, III en IV vinden wij dus eer. 

verschil tussen de ongewassen strokeno 

We zullen nu onderzoeken of er een verschil is tussen I, 

II, III en IV wat de ongewassen stroken betreft .. Hiertoe is weer 

de toets van Kruskal toegepast; een steekproef bestaat nu uit de 

15 waarnemingen van de treksterkte van de ongewassen stroken van 

een der delen It m IVa 

De resultaten staan vermeld in tabel II: 

• 

__ .......... ,.. .... ,___ ___________________ _ 

1 Wij zullen deze vier delen in het volgende aanduiden met 

respo I, II, III en IV zie figo 1 o 

2 WaKruskal, A non-parametric analogue based upon ranks of 

one-way analysis of variance, 

Anno Mathe StatG 23 1952 140 .. 
H bezit 

graden 

bij benadering een 

C is het aantal groepen o 

met C-1 vrijheids-
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Tabel II 

Onderzoek naar een verschil tussen I, II, III en IV wat betreft 

de ongewassen stroken 

• 

-. R . 
Overschrij-i 

H C-1 • 

dingskans I II III IV 
• 

582:;5 522J5 212,5 5'12,5 18., '1 3 0.,0004 
• 

Uit tabel II zien we dus dater tussen I 3 II, III en IV een 

duidelijk verschil is wat de treksterkte der ongewassen stroken 

betreft en wel in het bijzonder dat de ongewassen stroken rechtr 

boven een lage treksterkte hebbeno 

Een volgende vraag is of~ voor ieder der delen It m IV~ 
de gewassen stroken verschillend zijno We passen weer, voor 

ieder der delen It m IV apart, de toets van Kruskal toe; een 

steekproef bestaat dan uit de vijf waarnemingen van de trek­

sterkte van een gewassen strooko 

Tabel III geeft de resultaten: 

Tabel III 

Onderzoek naar een verschil tussen de vier 
I II O U i 7 m 700 7 

• 
• voor ieder der delen It m IV 

H C-1 Overschrij-
.. dingskans 

I 0.908 3 0.,99 
II 3_,43 3 0.,32 

III 9.,88 3 0302 

IV 7,58 3 0_,06 

stroken 
9( d A m 

We zien dus dat er voor I en II dat is dus links boven en linl~ 

onder geen reden is om aan te nemen dater een verschil is tuE 
sen de gewassen stroken~ Rechtsboven vinden we dit verschil wel~ 

terwijl er rechtsonder een aanwijzing voor een verschil iso 

Uit het bovenstaande blijkt dus dat de rechter helft niet 

homogeen is; we vinden verschillen tussen de groepen van onge­

wassen stroken en tussen de stroken, die met eenzelfde wasm;~? 

gewassen zijn .. 
...... -.---411- .............. ______ .... _,_. -------

4 
; 

groep G Een lage waarde van R.. betekent dus, dat de desbetrcf-. 
l 

fende groep waarnemingen laag ligt ten opzichte van de ove~~ 
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' 

Om de linkerhelft nog nader te onderzoeken hebben wij de 

ongewassen stroken van I v~rgc·leken met de ongewassen stroken • 

van II. Hiertoe is de tacts van Wilcoxon. zie bijlage S 47 M 7 

toegepast, die hetzelfde is als de toets van Kruskal voor twee 

groepcn van waarncmingun. De resultaten vinden wij in tabel IV: 

Ver eli kin. van de on 7 cwasscn stroken van I en II 

n . m u Overschrij-
' din ,skar1s . . 

• 

15 1S 138,5 0, 28, +, 
. ,,,,. .. 

' ' 

Uit tabel IV blijkt dus dater geen reden is om aan te nemen 

dater een verschil is tussen I en II wat de ongewassen stroken 
betreft .. 

In verband met de inhomogeniteit van de rechter helft zul­

len we nu nog onderzoeken of de waarneminger1 een verloop verto­

nen in de volgorde waarin de bepalingen verricht zijn. Dit onder 

zoek is uitgevoerd voor de ongewassen, de met A gewassen en de 

met B gewassen stroken apart. 

Om dit verloop te onderzoeken is in de eerste 

rangcorrelatie zie bijlage S 47 · M 13 toegep.ast 

plaats een 

op de gemid-

delden van de waarnemingen van ieder der stroken met de volg­

orde waarin de bepalingen verricht zijn. Dit is voor de onge­

wassen stroken en voor de met ieder der wasmiddelen behandelde 

stroken apart uitgevoerd~ Op deze wijze verkrijgen wij een dui­

delijk overzicht over de situatie. De resultaten staan vermeld 
in tabel V zi.e blz. 4a .. 

We vinden dus alleen biJ de ongewassen stroken een uitgepsroken 

daling van de treksterkte; de twee andere gevallen liggen ech­

ter wel in dezelfde richtingQ 

Deze drie uitkomsten hebben wij op de volgende manier gecombi­

neerd: 

We vonden voor de ongewassen, de met A gewassen en de met B ge­

wassen stroken ieder: 

- - -- - ... - -- - ------ ~ - - Mlfllll - ---- -------

5 Het teken + bij de overschrijdingskans betekent dat de waar­

nemingen van de treksterkte van I grater uitgevallen zijn 

dan die van II .. 



- ---
Onderzo~naar een verloo in de strook emiddelden in de vol orde waarin de be~,alingen verricht 
"•-·-- - -- ... -- -- . . -· ---------------- --------- .... ' - . . .. ' ·---,-~ . - - ' 

zijn. verricht met de methode der ran2correlatie 
--- . - ·---=~---~ . - -=----• 

- - . . ' . . - -
- - -

. . --- - - - - - - - - . --- . . . - ' .. , -

--- - . - . . - - - - . ·- . --- - . - -
- -- - - . . . . - . - --

- - - - ., - "T • • Over-Treksterkte h .. - -"I_ -

- - - . ' . . ' - ' . . . . . -- -
SC rlJ-

. . . . . - - - . - - - - . " ' . ' . . - . - - - -- . ~- - . - -- ·-- . - -- . - - . ,. ' .. . . . - - . - . - - . . ... - ~i - - --- - - -' . -- . - . - - r, 

Deel I II IV III a ngv-
kans 

-· --- ----- . '. - . - - .. - - - . . - - . - -- - - - - - -
. . --- -- - - - .. -

' 
- volgorde 

van f 1 2 ,. 3 4 ,;: 6 7 8 9 10 11 12 I 

' _,, 
-

bepalen 
f ----- - 0, 004 . '" ·- . .. . ·- . - ·- . - -· - - ' . - ' - - - . -- - - - - . . - . . - - - - - - - - - - . , - . - ' - - ' . . . -- .. . ' - - -

- - - - - - . . - - " - . . - - - - - - - - -

1 i -

onge- 68,7 69,2 69,3 69,0 I 68 ,8 67,8 68,6 68,7 67,8 t:4 4 6r; 4 f/ ""'-',. f,· , 

J'"J Ji 0 ,.) J --

rwassen 
.,,., , 

- . ' . -- - . ' . - . -·- . . . -- - . . ' -------···· ' - - .. --· ,. ' ' 

- - ' - - . - . - " .. - - ' - ' . - • . . --. . .. 
' . ,, ' ' . - . . ' ' ' - - - - . .J --

- - - - - - - - - - -. 
- .. 

_volgorde 
6 -

2 4 5 7 8 van 1 3 
.bepalen 

-~·•,--- . -·-·--· ·-. ~- -- . "' ' .. - - - ' . . ' ' . - . . -- . . - - . . . . 0,40 -. - - - - - - - - - --

·gewasaen 59,7- 59.,2 58,9 -59,3 59,4 60,5 57,2 55,4 
met A 

- - - - - . ·- -· . ' ' - - . - .. ,-- . •-- - - _, ' ... - .. - ~ . . . - - ' ' 

. . ' -·· - ·- - . - - ' - -- . . . " . ' ,. . - ' - - ' 
- - - - --- - - - - - -

- - -
. - . . - ' _. ' . ' - . -· ' ' . - ' ' - . 

. - . - ' ,. " . - ' . ' . - - . - . 
. - - ·~. - ""'"" - - - -

volgorde 
4 6 van 1 2 3 c . 7 8 ./ 

bepalen 
- . •- . . . ' ., . . .. - . .. . .. - - . - - - ' - -- . . .. - - -- - .. - ' . - - 0,18 -- - - - ·- --- ' 

' . . . - - . ' - . - -

-gewassen 61,1 63,7 6r• 4 62,9 65,2 61.,3 60.,4 59,4 met B 
j, 

. - . . . - - - - - - -- . - . - . . . - - - - . -- - -- .. - . . - - . - . - - . .. ... . .... ' 
- - - -- . . , - ' ~-- - . - . - . . . . - . -~- ,, - ... 

.................. _,......,. .. _.. ......................................... ... 

6) Het teken - bij een overschrijdingskans betekent dat de waarnemingen een daling vertonen in 

de volgorde waarin de bepalingen verricht zijn. 

' 

• 

I 

~ n, 
I 
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een waarde voor de toetsingsgrootheid S, 

2en waarde voor 3 . 
..• -,.~. 

We noemen deze respo Sq en 
l 

Indien de te toetsen hypothese 

juist is zal S =~Sr. bij 
.. -l 

verdeeld zijn met 
l 

gemiddelde nul en variantie 2 

1 -1 

ring N 0,1 verdeeld zijno 

Indien de 

nul afwijken; de kritieke z6ne bestaat dus uit grote waarden van 
s 

We vinden dus een duidelijke daling van de treksterkte in de 

volgorde waarin de bepalingen verricht zijno 

Daar de bepalingen van de treksterkte van de linkerhelft 

's- ochtends en die van de rechterhelft rs middags verricht zijn 

zullen we nog onderzoeken of deze daling zowel in de linker 

als in de rechter helft optreedt of alleen in de rechter helft~ 

Hiertoe is de linker helft nader onderzocht en wel is op de onge­

wassen strokenJ de met A gewassen en de met B gewassen stroken 

apart de parametervrije toets tegen trend van Terpstra toegepast 

zie bijlage S 73 M 28 . Deze drie resultaten hebben wij gecom­

bineerd zoals boven is aangegeven. We hebben dus de gevonden 

waarden voor Ti=de waarden van 

<r 
Hieruit zien 

er in de linker 

wij dus dater geen reden is om 

helft een daling der treksterkte 

aan te nemen dat 

optreedt in de 

volgorde waarin de bepalingen verricht ·zijn_ De waarnemingen lig­

gen echter wel in de richting van een daling. Passen wij deze 

on een overschrijdingskans < 0,00010 

Tot nu toe hebben wij dus gevonden: 

1. Ecn lage trcksterktc van de ongewassen stroken van rechts 

boven. 

2o Een inhomogenitoit van de gewassen stroken rechts boveno 

3. Ecn daling van de treksterkte in do volgorde waarin d~ bepa-
' 

lingen verricht ziJn~ die hoofdzakelijk veroorzaakt wordt door 
" 

een daling in de rcchter helfto Dit blijkt uit de bovengevonden 

overschrijdingskanscn van 0,51 voor de linker helft en< 0,0001 

voor de rechtcr helft en uit de tabellen II en VA 
Op grond van het bovenstaande hebben wij de rechter helft in het 

volgende buiten beschouwing gelaten en het onderzoek dus uitge­

voerd met de gegevens der linker helfto 
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2o2 Onderzoek naar een verschil tussen de twee wasmiddeleno 

Wij beschouwen dus alleen de linker helft der rol katoeno 

Om de twee wasmiddelen te vergelijken hebben wij, met behulp van 

de toets van WilcoxonJ de gewassen stroken van I vergeleken met 

de gewassen stroken van IIo We vinden dan: 

Tabel VI 7 

Vergelijking van de gewassen stroken van I en II 

n m u Overschrijdingskans 
' 

20 20 59 Oj0001 
, • -
' ' 

• 

Wij zien dus d~t er een zeer duidelijk verschil is tussen de ,e 

met A en de met B gewassen stroken en wel dat de met B gewassen 

stroken deel II een grotere tr1eksterkte hebben dan de met A 

gewassen stroken deel I 0 

2 o 3 Bepaling van een betrouwbaarheidsinterval voor de gemiddelc,;;• 
I I S C I I t 9 1rr I I 17 I I • I I t I t 7 I I IS b $ 4 $ C 7 7 I '. $ I I .., ""~ • 

treksterktedalingo 

We zullen voor ieder der wasmiddelen een betrouwbaarheidsin-

terval bepalen voor de gemiddelde treksterktedalingo Dit geschic~. 
' 

Stel de treksterkte van de ongewassen katoen x en die van de ge­

wassen katoen Yo Dan bestaat het betrouwbaarheidsinterval voor de 

gemiddelde treksterktedaling uit de verzameling van al die waarde. 

van d waarvoor de hypothese dat x-d en y dezelfde verdeling be­

zitten op grand van het waarnemingsmateriaal niet voor verwerping 

in aanmerking komto De hypothese dat x-d en y dezelfde verdeling 

bezitten wordt daarbij getoetst met behulp van de toets van-Wil­

coxono 
' 

We vinden dan de volgende betrouwbaarheidsintervallen onbe-

trouwbaarheidsdrempel 0~05 : 

wasmidde 1 A: 8 i 3 <- d < 11, 5 
wasmiddel B: 4,2 < d < 7J30 

, 

.... - ........ -- - - - ..... --. - ..... - -- -- - - -• ' . 

7 Het teken - bij de overschrijdingskans betekent dat de stroken 

I een lagere treksterkte hebben dan de stroken van IIo 

8 Zie ook bijlage S 47 M 18 D 
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Voor de gemiddelde treksterkte van de ongewassen stroken der 

linker helft werd gevonden: 68 3 8 o 

3o Samenvatting der resultaten 

We hebben dus gevonden: 
1o In de rechter helft der rol katoen een dalingvan de trek­

sterkte in de volgorde waarin de bepalingen veriicht zijn. In de 

linker helft vinden wij deze daling nieto 

2o Een inhomogeniteit van de vier groepen onge,assen stroken en 
• 

wel in het bijzonder een lage treksterkte van Je ongewassen stro-

ken rechts boveno 
3- Een inhomogeniteit van de gewassen stroken rechts boven en een 

aanwijzing hiervoor rechts onder; in de linker helft vinden wij 

deze inhomogeniteit niet. 

40 Een duidelijk verschil tussen de met A en ~e: B gewassen stro­

ken, waarbij de met B gewassen stroken een gr:tere treksterkte 

dus een kleinere treksterkte daling hebben ~an de met A gewas-

sen stroken. 

• 

• 

• 



A.J:g~.~ene, g~ne, ,van Z@.ken bi 
4 

p.~J20~hese. 

1 het toetsen van een 

De t oet sing van een hypothese ,.·,d berust steeds op een aa11.a 

tal vva21.rnemingen ~ , x..z. , ••• , ~,.. van een of meer stochastische 
. 2 

gr~otheden , OI op enige groepen van waa.rnemingen bv. twee 
• 

steekproeve n . 

Bij een _toets behoort een to~tsi
11
ng.sgr,~~.-th~~<! ~ soms meer 

dan een , di.e een :functie is van bovengen~oemde stochastische 

grootheden en die, voor de waargenomen waarden ~ , :,; , .•• , ~ 

een waarde aanneemt, die berekend kan worden bv.: het gem:i.d-
• 

delde der waarnemingen, o:f de spreiding, o:f het verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen. 

De toetsingsgrootheid wordt steeds zc gekozen, dat men, op 

g1--ond ·van de onderstelling, dat ·t0 juist is, de we.arschijnlijk 

heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen. 

Vervo ens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit­
komsten van~, en wel op zodanige wijze, da~ de kans, dat _ 

• 

') 

een in Z gelegen waarde aanneemt, onder de hypo-these · -✓ 0 , ge7-tjk 
\ 

is aan een gegeven getal of , zodat Z dus van cX 
. ) 
13 .-

Z heet de kri-t;ieke .ztne van de toets, rx d.e O:rJbe.t.-t:Qv..,w.b,aar:t~e~-:lri-

level of significance , 

0,05 of O,Ol. 
' • -

V oo r a! nee mt men drerr1p8l .1£ngels: 

veelal de waarde 

11en verwerpt :n.u e, 0 op grand vai1 de wae~rne mingen ~ , .z.:v ' 
de bij deze waarneminge_n behoi~ende waarcie 

• 

• 

Dit, wordt vaak :i1itgedrukt door te zegge:n, 
. ' 

••• , ~ , indien 

van u in 2 li::- .• 

dat l1et resul taa t 
de van d moet dan 

van het experiment '' s ig4~~~.C?,;!l,t '' is. De v:3.:J.J._.,_, 

echter. worden vermeld~ Do kans, dat dj.-t. za:t 
• 

gebeuren, is~ indiend o juist is, gelijk aan.at. Derl1.a1 ve is 
' 

cl de !rans 0£_ ten on;;t"ech·te ve11 w~rp_;.1;1.g,_ V~!l;,_,d~ ... ,,j,-qiste_, __ hypothese, 

. f.Ok de ?:a:ri.s op een :f out van de eerste soort genoemd. Indien 

ne:n deze 'method& toepast, met ci = <",05 resp. 0,01, zal men in 

waarin de 
•• 

juist is, deze toch vcrwerpen~ 
• 

1 Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en s·tr9,3:;:-J 
. . • ;II • 

niet naar volle-digheid of volledige exactheid. 

2 Ben stochastische grootheid is een grootheid, die een 
., 

. . . . ~ 

wa,arschijn.lij1::hej.dsverdeling bezit, o~, anders gezegd, een groot 
., 

,,.," 

h.eid, die voor a.e elementen van. een collectie u-niversum_,.£9 u,la.-
- ' ' . ' , 

• 

tie·. gedefinieerd is. en· daarop allerlei · waarden aa.nne~mt. Ste,,, 
. . 

• 
. . - ' 

chastische· groo-tr.t~)d:e·n vro, · ~11 aau~egeven door .9.I1fl..~J:,rS.J .. ~ .. :..'°:.~});e_ 
. - ·,,. 

' . 
'· ' ,' . . 

.letters •. • 
• 

\ . • . . ,. '. . . . 

. 3 · ·. Soms 1-tan men 
_, . ~-

•• 

' 

slachts. bereilcen, 
• 

, ' ·,_ -''-i . , . • 

dat dez~ ka11s ~ ~is. • 

• 
. _., . . " . ,, ~ . ' .. , 

' ' " ,. - . . ' . ' ' 
. .. . . . 
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De toetsi - s-theorie biedt in bet gemeen g~en mogelijk 
heid om tot aanvaa~~~:g.g van een hypothese te komen. Indien , 

-

het. geval. Niet,,-verwerpen staat dus niet gelijk met aarivaarden. 

bepaalde onderstelli en, die. plausibel schijnen en voor de 

, 

" 

dan op grond van de to~ts niet verworpen, dan houd-i· dit in zo 

verre een rechtvaardiging van die onderstellingen in, dat een 
gro-te · ....... wijki .... · - door de toets veelal wel zou zij n ontdekt. 

, 

• 

Indien mep dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarloost 

men eventueel aanwezige afwijkingen van onbekende grootte, · 
, 

die echter niet zo groot zijn1 dat zij door de toets zijn · 

ontdekt. . 
,.,,, 

' -

Vele toetsen gelden zelf alleen o _ er bepaalde onderstel-

lingen omtrent de waarschijnl.ijkh_eidsverdeli en der stochas ,. 

tische gr·oo·theden, w:aarva.n wa.ar-nemi · en -zij.n verr.ioht. · Peze 
< - •· ' • 

nevenvoo~waarden dienen st.eed$ uitdrukk<-lli3lr;1t··. "te _warden ver. ---------------- . . . •. . - . ' - .. 

' 

meld, en, zo. mogelijk, zelf te: word.en ge.toetst. . •... . 

:bi,j .. o.·e ·ui.tslag -v.an een toetsi-ng de .9Y~.:r-::~q~~j,g,ing~k.~,$ . .. op- ,. 
, . 

-

gegev.en;: •d:i t·· -.:ls ~.de klein·ste wa,.ard.~, v~n <½.· .. · '.,. '-wa~~bij in het .. 

betrok·ken :geval,· nag· tot verwerpi · , ··.va;n · . ...,: ~o~ •"'zijn ov~rgegaan; 
anders gezegd: de.·kleins•te ··Cfl _,~. wa1.rv-oo.r ;de. gevop.den .waarde 

' 

der toetsi .. s .. gr99-theid: nog ,juist i,n de . btj: •:.a 'qehor~M,e . · 

kritieke· ·ztJne Z 1i • Wo t dus de ·wa~:t;~<t.~.,,l,:, .·,,,,r~P€i£:Pt.even en , 

·w;erkt men m(lt .. ··9nbe·tr9~vt9.aa~~:t<!.§.9-r.~m:eE;.i: ()(., · •-·-4~~" .~o~dt .. 
. . . . . 

ve·rwor:een1 indien · · · · · .~ ~ .. · is. .. · ; · · . · : · · . · , 
r p : n : 01.1 , a r , :: : ~ I • flli 

' ' • • 

:··.·,:. Voor ·h·e't .onde·rseheid. t·usse.n .een. -~n twee~_ijd~e. toets.ing. '. 
;,-

t,de tweede hie:ro:m.de:r:,.·gegeven~,iitteratuu3rpl~.at_~• · .W,.ij moet.e~ hier .· 
' ' 

- . -

-' .- ' .. , . 
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Maart, 1952. 

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese 

x 1 , •.. ,xn en y1 ,.~.,Ym af~ houdende, dat twee stee ~roeven 
• 

komstig zijn uit een collectie ook wel populatie of universl1111 
genaarnd • 

. 

Voor het toetsen van de hypothese H wordt gebruik gemaakt 
0 

als volgt uit de waar-
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen 

zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 
• 

tweede stee roe~, dat kleiner is dan de kleinste waarneming 

plaats van 1. Noem dit 

tal waarnemingen.uit de tweede stee roef bepaald, dat klei-

stee roef bij ge11Jkheid wor~t weer · <-.,_~·. ½ in plaats van 1 

geteld . Dit aantal noemen we 

U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven 

dan gegeven door 
• 

Wanneer ender de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen, 
• 

kan bewezen worden,. dat de toetsingsgroothei<j U onder de 
beide ) 10 biJ 

benadering een normale verdeling bezit. De waa.rnemingen 
een 

aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aa11tal van 

deze groepen k, dan is k rninstens l · als alle waarnemingen 
gelijk zijn. en hoogstens m+n ·a1s alle waarnemingen ver­

schillend zijn • 
. I'"" 117 . - . ·et~ •· : •••1,""' ■ rr ••-~12:azl1es---• ~ ,_.. :a.,...,.,1111,..0,..., ........ .., ...... ,..._ 

Dit memorand1.Jm is slecht-s be-doeld ter ori~ntat.ie en 
stre.eft niet naar volledighe·id of volledige exactheid. 

' 

• 

geduid~··.· , 
groctheden worden door ondex;astreping aan-, 



I 

• 

Zijn en in deze groepen van 
gelijken, dan·worden het gemi~delde en 
van de toetsi 

en 

.. 

~sgrootheid U gegeven door 

=Var 

-

l 2nm, 

1 11.m -- ---n+m n+m- nt-m 

2 • 

. 

De grootheid U is dus onafhankelijk van de waarden vast. 
Indien ae hypothese 

grate of kleine waarden bezitten, al naar gelang y_ systema­

tisch kleiner of groter is dan x. 

De tweezijdige toets bestaat nu 

werpt indien de gevonden waarde U van Ute sterk vanµ.,, af-
/ 

wijkt, a.w_z. als 
U- /t-V. 

tf 
, 

waarin ·d... de onbetrouwbaarheidsdrempel is en cX volgt uit 
C-.,:) 

1 l 2 

' 2'ft 
o( 

en in een ta.bel · va.r1 de normale verdeling kan worden opge-

zocht ~ 

De tweezijdige overschrijdingskans 

als 

k, behorende bij T, 
• 

is gedefini~erd 

k 2 

cf 

1 2 
e-*2 X dx 2 

en kan ook in eenttabel van de nor1nale verdeling worden ge-

vonden. ~ ~ 

Bij eenzijdige toetsing wordt ol door 2 o<. ve:·•v8:ngen, resp. k 

gehalveerd. 

Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 

waarnemingen voor x en yin 't geheel geen gelijken voorkomen. 

In dat geval kan de uitdrukking voor de variantie herleid 

warden tot 

. .• 2 

• 

1 nm n+m+l , 

---------------··· . ----·· 11""9'--- --- • ~ .,, t ·-- ____ , __ _ -- ------
. 

Deze :formule is een door T.J.Terpstra egeven vereenvou-
diging · van de door J ~Hemelrijk 5_ en . 7 · afgeleide for­
mule ., De. arleid1ng var1 deze vereenvoudigde formule zal. nog 

• 

·.gepu.bl.ic·eerd ·worden. · 
.. . . 

•• 
• 

·· 'D:eze · f or-rnule.s 
• 

berusten op de norn1ale benadering van de .· 
• 

. · · · · . · ·· ·· v·· · ·e· -:nd ... e· · l· i. . . ' . ' ,,. . - . ' 
-~ • • ' • ' •. • C ·, ·, ,_•: • • ', •' • • ', • 

. --' . ·.. ·_ . , . 
U· ... 

' -~ - ' . . . .. . . 



3. 

Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikba.a.r 
voor het berekenen van de overschriJdingska.ns k voor· de uit 

de stee·. roef bepaa.lde waarde U van U ·z1e 
Dergelijke ta.bellen bestaan echter n1et voor 

en 
het geval, dat 

gelijke_waarnemingencptreden. 
Opmei:-ki!!5.• Men kan gernakkelijk b·ewijzen, dat de variantie van 

t II t 

U door het optreden van gelijke waarnemingen vet-n1indert. Het 

verachil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 
algemeen geri. • Men kan daarom in eerste 1nstant1e deze cor . 

verwaarlozen. De 
da.11 vindt, zijn iets te groot. 

overschrijdingskansen., die men 

Litteratuur: 

1. F.Wilcoxon, 

2 H.B.Mann and 
D.R.Whitney 

3 H.R.van der Vaart 

4 H.R.van der Vaart 

5 H.R.van der Vaart 

6 D.van Dantzig 

7 J.HemelriJk 

Individual comparisons by rank1 
methods, Biornetrics 1 · 1945 · .. ·., p. · 0-83. 
On a test of whether one of two 
random variables ia stochastically 
la er than the other., Amer.Math.Stat. 
18 1947 ,p. 50-60.~ 
Some remarks on the power function of 
Wilcoxon's test for the problem of 
two samples, Proceedings van de Kon. 
Ned.Ak.v.Wet., 53 1950 ,p. 494-520. 

Gebruiksaanwijzing voor de toets van 
Wilcoxon, met tabellen voor n en m~lO, 
Rapport S32 M4 1950. 
De toets van Wilcoxon voor het pro 
bleem van twee steekproeven. Cursus 

11Parametervrije Method en'', 1951- • 52 · • 
Kadercursus Mathematische Statistiek, 
Math. Cent , .Amsterdan1 1947- 1 50 ., 
hoofdst. 6., 3. 
Not~ on Wilcoxon's two sample test, 
when ties are present, Ann.Math.Stat~ 
23 1952 no. 2. 
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1. Bes;:?hr?.:-_j_vin~_van_de_methode. 

De door M.G. Kendall ontwikkelde methode der rangcorre­
latie is toepasbaar op de volgende situatie: 

De stochastische grootheden . x en il_ bezi tten een siu,nu 

multane verdeling. Over deze verdeling zelf behoeft niets on­

dersteld te worden, 

• 

• 
1 

paren van deze stochastische grootheden 

Voorbeeld: 
• 

~~elijke waarnemings-

• • • • 1. 1 2 3 4 5 6 
.. 

~1· 
• ,r, .... 

y. 
1 

• 

Wij 

~07~.~t~i.~f 

• 

0,11 

3,4 

dat 

0, 12 

3,0 

o, 10 

3,2 

0,11 

3,5 

O, 15 

3,5 

0, 13 

3,5 

X .y. 
J• J 

x. en x . 
en 

het 

uit ons voorbeeld nagegaan o:f zij positief, negatief !, 

X. tY. . J J 
dan wel niet gecorreleerd zijn. Een positieve correlatie is 

met -1, terwijl het ontbreken aangeduid met +1, een n~gatieve 
van correlatie wordt aangegeven door een 0, 

De toetsingsgrootheid van de methode van rangcorrelatie 

is nu het aantal positief gecorreleerde tweetallen verminderd 

met het aantal negatief gecorreleerde, of wel de som van de 
• 

. getallen·, die in tabel 1 in de kolom '' correlatie'' voo·rkomen. 
. . 

,,,_ 

De ·verdeling van S voor het geval dat x en:[_ onafhankelijk 
da t x en y:_ onafha.nkeli jk zijn is .bekend zie ,, 

., • 
',,.., 

·~""-"' . ,, ' ' 

..., ......... •~ ... ,,_,)_-. ,._ ~--;-- · _·· .-· . . ·.e.,,11 ,~-, : ~_·s•-~• »1•1LtY a: 
' ' . ' ' ' . ,. ' 

' 
' . . 

1 · Di t . ·. mentor:andU'Ill i ,$ s l. e chts 
-_•'·;,,,:_··:.-·,·.,.7: ,._,., • _·_ ' . . ' 

bedoeld ter orientatie en streeft 
. . . . . 

' ' . ·1·- "'I ,,,, 
' ' ' ' . _.. " .- .,•: . . 

· niet n:~a~ ·vo.lle•di· ·· eid · .0£ 
' _, ' . ' .. , ~ " ' .> ; ,."- ' ,, ,' ' : . ' : .,, ' ' ' " ' . . ' ' . 

' volledige exactheid. 



Tabel 1 

Berekening van S 
voor het voorbeeld 

• 
1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

2 

2 

2 

3 

3 
3 
4 

4 

5 

.. 
J 

2 

3 

4 

5 
6 

3 
4 

5 
6 

4 

5 
6 

5 
6 
6 

s 

Correla tie 

1 

+1 

0 

+1 

+1 
71111?¥1 

.,~ 1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+1 

+5 

0 

0 

0 

2 

zijn, kan dus geto,etst worden. 

Is de hypothese van onafha:nke -

lij· eid niet vervuld, dan is de 

waarschijnlijkheid van grote :posi••·­
tieve of grote n•gatieve waarden 
van S groter, dan wanneer dit wel 

het geval is. De kritieke zane is 

eenzijdige toetsing van de vona 
. > 1 •·rechtazijdige toetsing/ o;f 

S ~ S'' · linkszijdige t 1oeteing:. 
0 

• 

2. Verdeli!,'l;~_yan S als x 8!3- l.. ona .· e,.nkeii.J,k_zi ~n. 

t Als er ~9~h bij noch bij 
voorkomen kunnen wij gebruik te m en va.n exacte tabellen, 

die voorkomen in 1 pg 141 n , .... 4 t m, 10 en in 2 tables 

I :-.. nd II, n ...... 4 t m 40 • Bovendien vindt men in · 2 table III 

de kleinste waarden van S , waa.rvan de overschrijdingska.nsen 

onder de hypothese van onafha elijkheid hoogstens gelijk zijn 

aan O' voor Q( = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en 

n = 4,5,6, ••• ,40. 
niet bi j beide twee 11

•· 

kan men voor n < 10 tallen of drietallen gelijken voorkomen, 

gel.,:'"uik maken van de tabel van Silli tto 4 • • 
• 

s 
Voor grote waarden van n is de verdeling van 

• 

"d"' - .. spre1•· .. l.ng van ·· .·•· is,, die ui t e-en hieronder o:p ta geven 
. 

fo·rm.ule b erekend ka:.n worden; bi j benadering norm.aal met ge" 11 

" ., 

middelde O en· epreiding 1 ,. Hiervan kunnen we gebruik ma.ken 
• • 

•• 

,om de h. ·. otb .. ese va:n on I ankelij ei,d te toetsen in de geva1 .. , .. 

1.en wear de exact,~ verdeling niet . •····• tabelleerd i;e. Di.t ge,,,, 

sch~eilt d,a,1,, door in een tabal v,&n de normale verd,eling cle 



3· 

overschrijdingska.ns op te zoeken, die behoort bij de gevon•• 
den waarde van • 

~--
nemen · · · de ri j der 

X i de geliJ e waarnemingen in groepen bij elka.ar. 

volgende :formule: 

1 

h- -1 

+ n j 
. ' a . 

' 

1 2., 
. . 1 

h=1 

1 

voor. 

en in 
· s g~ldt: 

t1 
t 1 

·1 ·- • 
• 

n n-1 2n+5 

n n-1 ~- 6. 5 
~odat: 

2.1 

3.2 

,.,,. 2.1.9. 18 

,,, 3.2.11 66 
0 ( · 

• 
2 

6 

6.5.17 

30 

' 
.. ·~ I ) ( .. , .• ,. 

. ""I 

• ' 

510 

' 

, 
510-18 66 .· 1 + X 2 X 6 

en 

+ 

.. - . •. .,, 

23,37 

Al·s· . . . 
• 

l .. '"k . 1· ge 1J t . . 2111 · en er 

van beide .rijen· gelijk•en voorkomen, ga.at formula 
. ·2 ;··: .. ·. ,·· 1 . . . . . 

' ' ' ' . ' ' . . . ~ 

= . . ' ·'. . 
' ' . . . . . . . . 

,_· ! . . , . , , . . • '. ' . ' . 
",· -·;·,, ', . ,a· , 

' ' ,, . - \_ . . ' 

. . . _, ' .. 
' .. · . 

wa.arnemingen 

De a.a.nta.llen 

d"t:t,S 

(2) 
. " 

j_n geen 

over in; 

Een ta.be1 van d.ez.e :funotie vo.o:r n 40 41 100 . d~ . ·., ·.· . , ••• , • · .... · vin .· .; 
' men in ; 2 , table IV ··• ·. 
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3. Ran~correlatiecoefficient 
. ···- ----- \,-----·" ----· ·-·-------
Als maat voor de correlatie • 

· ltl .. de ri j van waarnemings -

heeft Kendall de coefficient~ paren x1 ,Y1 ·. , ••• ' xn,Yn 
gedefini~brd, die+ 1 is als de volgorden der waarnemingen 

n . n 
en -1 is, als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn. De 

,,. 

defini tie van L is: 

2S 
• . . ~ . 

1 i 
·~ 

n n 1 n n 1 
h 

2 
u-! U· 

-1 • Ii 

.1 
1 • 

• 

• 

Als er in geen van beide rijen gelijke waarnemingen 
voorkomen wordt deze fo111nule: 

2S • 

- n . n•--· . ¾ 
. ' 

• 

Literatuur: 
• 

1 M.G. Kendall. Rank correlation Methods London 1948, 

Hoof dstuJ.· 1. 

_2 ,,L~ .. ~a!=3-.~s.~,~~~e,! .. en ~,.,,ya.~ ~~ j,~g~~,~-d'?A• Tables for use 
in ravk correlation. 1952 

,3 
~* 

' 

Report R 7_3 of the Computation Department of the 
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1951. Mathematisch 

• 

r4 G.P 7 Sillitto. "The Distribution of Kendall•s coeffici~nt L 111s a Lilr• •• 11\a1 rrna r .... .....,. n e 111 rtl1 t 

of rankcorrelation in rankings containing 

ties. Biometrica 34 1947 p. 36-40. 

• 



Zij x een stochastische grootheid,, •die een verdelingsfunctie 

bezit die, op een onbekende parameter na, geheel bekend is 

kan bv. het gemiddelde van~ zijn, of de spreiding of 

iets dergelijks , dan kan men de vraag stellen uit een aantal 
, 

waarnemingen van ~ een schatting voor 0 af te leiden. 

Een betrouwbaarheidsinterval voor G is een interval, 

waarvan de grenzen ...... hankelijk zij n van de waarnemingen z..1 , ••• , 
-

.X-n van ~ , en dat de eigenschap bezit, behoudens een zekere 

• 

gegeven onbetrouwbaarheid ·: (}( , de j uis te waarde van 0 te bevat ten. 

Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids­

intervallen slechts in ongeveer een fractie c,<.. van deze gevallen 

het interval zo 

is dus· constant 

clte.stisch • I-Iierin 

• 

en het interval veranderlijk (en wel sto­
ligt het grote verschil met een zgn. voor-

spelli~~-sinterval, d.i. een gegeven vast interval, waar een 

stochastisch punt~met een zekere waarschijnlijkheid in valt. 

Het a;t_ge1J1,en~ ... p~inc.~_pe ter bepaling van een betrouwbaarheids~ 1

' 

interval 
C _., 

een.toets voor de hypothese 

~ 
die 

is het volgende~ zij 

vgl.S47 M6 , dan is 

bij toepassing van 
-

de verzameling van die waarden 

op grond van de gevonden waarne-

mingen ~ , •••• , x4'l-- niet vo or. verwer:ei ,..,,. in _§._anme:r;:k~_ koMen. 

ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter­

val. 

Litteratuur~ ....... . 

M. G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946, 
deel II, p.62-84. 

A.M. Mood, Introduction to the theory 0£ Statistics, London 
1950, p.220. . 

• 

• 

J. J>T~,.rman, First.course in probability and statisti.cs, N.Y.1950. 
• • • 4 ~ _. .... 

--------
1 Dit memoranctum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 

, 

niet naar volledigheid o:f voll-edige exactheid. 

• 



trend voor 

door T.J. Terpstra. 
""" 

Janua.ri 1952. 

• 

':7ij be.schouwen het geval, dat h ona:fhankelijke steekpreeven van 
h stochastische grootheden gegeven zijn: 

, , 

• • •' X 

• • • • • 

., 

• 

,. 

" ,, 

• 

,, 

< 

eerste index van de waarneming x. 
< 1 < ,, 

waarneming afkomstig is, terwijl de 

ming binnen die steekproe:f aangeeft • 
• 

ll ., 

• • • 

(1 ti 
X • q111:•h 

geef't as.n uit we e steek:proef deze 
tweede index het num:n1er der was.me.,: 

waarnemingen van dezel:fde stochastisohe ootheid afkomstig zijn. . · ders 
,, 

onderling ona .... . . e:lijk verdeeld ~ijn en alle dezelfde waarsohijn1ijk-
• 

" -
heidsverde1ing bezitten. 

' ' 
,, < 

dat 
tl:'end vertonen. Eeti '. ;; ecieze defini tie van 11 trend Ii zullen wij b.ier niet 

~ ' ' ' t 

' 
... ,,.' , ,,.,,,,,,-,,.· 
, I , •• 

n. ·c·· m.ing·en e~n·. ·v·a~ ~i:·;,:: .. en .aen · van de meer naar rocht s in da ri j voorkomende 
- , _.i . . ~~ - ~~----~~;,. •r:•: . " -- - . 

. . . , . . - ()f. "'•"'' • '.:\;·;<·;," .• . . 
' , l • ,•c • . , ,. . ~ . ., 

· LIi •·j \-0 - ,. 1 r, ··- · ·- •, )'i ~--- ·· Y' · .· · • 
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1
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' 

op in. Een analo ·. 

,, 

< • 

> < < 

beooeid ter orib'ntatie en streeft niet • 

< ,, 

< < 

e.xaotheid. .· . ' ' ' 



_o: 

Tel 

dat 

van 

Tel 

' ..... 

' 

De toetsings'-·ootheid _T wordt nu als vol_ 

• • •; X1·· ' ' . 

de som va. 
. 

' v, 1 + V1 2 + ••• + V1 n • 
' ~~ ~ . , 1 

. ' 
en noem ,di t , 

+ ••• v2 1 ' . 

gede:finieer~d: 

..... oef,. 
in :plaats 

k•·, 

en noem 

Bij deze . eede stap wordt •d.us de eerste steekproef bu.1 ten be-
• • 

. scllouwing gelaten. Bij de derde stap la ten wi de eerste . ·· ee 
' 

· stee ... ·.roeven · .··.• iten beschouwing en bepalen 
. 

op 8.baloge wijse. Di t wordt voortgazet tot en met 

' 

die ui t de laatste twee ateekproeven wordt bepaald. De· toetsings••1
• 

grootheid is nu 

• 

Deze grootheid kan due kortweg gedefinieer,d worden ale het aan-

tal paren. ·x . i a.' 
fi 

t :J' 
waarvoor xi a 

' 

X .. b J, . 
me 1. J en a en . wi.l ..i.€ •teur .. e •• g ; wa.ar., • 

die pe .. ren, 

is. 
• 

IIet is du.idelijk, da.t T vooraJ. ote waarden z~· aanname:n, 

indien er een d.alende en kleine, indien er esn stijgende trend 

is. Beschouwen wij de verzame1i van alle bij het experiment 

mogelijke ui tkomsten, dan bezi t T op deze verzam.eling een waar.r. 

schijnlijkheidsverdeling daar de onderst-•~e9ing van de. letter 
. 

van dezel:fde stochastische .· .. ootheid afkomstig zijn, , juist is, 

geldt voor deze waa·re ij.n1ijkheidsverdel.in~ het ,rolgende: 
. . . 

• 1 • T is bi , benader·i .· nor1naa1 verdeeld •. ~ 
,, r ,·e 

. ' . . 

. 

' . 
2. Het ddel..de van deze verde1i. ·.•·... is1 · ·, 

h·' 

. ,. t 
' 

, . . ' ' 

' ,c 

. " 
. . . ,, ' . . 
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' ... 

en de spreidings adraat is 

q: ilt, o 

met 

N ·- n .• 
1. 

· 2N+1 

' 

h 

i=1 

2 n . . 
l. . 

h 

dien de gevonden waarde T van T ta sterk van .. · afwijkt,, · d.w ••• 

T-ltlll 
' • 

• 

. 

waarin {)l..., de onbetrouwbaarheidsdrempel is en · · volgt uit 
I, 

' 

2 

en. in een tabel van de normale verdeling kan worden opgez.o t. 
De· ·.·. , eezijdige, overso · 1 dingskans k., b&horende bij T , 

is gedefi:n1eerd als 

2 
k.·. Ir • 1 ' <' .:.: l.i $ f 1 t t:J! l tt:,lPI llil!Jt: e 

rr 

.a­
U.A. 

en kan d:u.s oak in een tabel van de norms.le ver·del:lng worclen ge . 
vonden. Bij eenzijdige toetsing wordt c/-. door 2otvervangen, reap. 
k gehalveerd. 

. 2 1. De boven voor er gegeven fo · le geldt eigenlijk al••· 

l.een, indien er geen gelijke waarnemingan Eijn. Ala er wel ge1ij 1
"' 

' . 

worden. Beschouw alle waarnemingen tezBJnan; zijn er k groepen van, 

gelijke waarnemingen onder, die 

3 .· Deze fo:x~·m,1les berusten op de normale benade~ing van' de verde .. , .. 

li .·· ... ve.n T, ala H vervu.ld is. De exaote verdeli . van T, onder 
. . ~:lilt· 0 . ~Pt 

- a en ~;q)&jf 1· -h- -. 0 •'• ··•· . .. ... ' . . . . . 
. . . . . . . .. ,, 

' 

• 

voor i = 1 1 .•• ~ , h en h .$ 40 .· , . ken.d. 

l 

" .. 
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bevatten, dan wordt de reeds berekende verminderd met bet vol 
gende be ag: 

j=1 
m. 

J 

• • 

.... 

m. 1 
J 

h 

. . 1 l. . ,.11 . 
I 1 · I O . 

Deze correctie is steeds 

+ 

.. 

n. · 2 . J.. 

k 

' 
, 

' .. 

• 

zijn, in het algemeen klein, zodat het dan van weinig belang 1• 
• 

' 
de berekening uit te voeren. 

2. Strikt genomen 1s de geldigheid van de toets : leen bewe·,, .• 

zen voor het geval, dater geen gelijke waarnem.ingenzijn. Zijn 
er wel gelijken, da11 is het n. l. niet bekend, of de normala bena,11, 

der~g nog goed is. 
3. De to eta is een toe,> ssing va11 ICenda.11' e theori• over de 

ra! corre:tatieooef:fioient r en kan sndarzijds beschouwd word.en 

als een generalisatie van Wilcoxon I s toete voor het •·. ·. ·. bl.eem var, 

- , ee steekproeven. 
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. . . '. 
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