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1. Inleiding.

Ultgaande van de sehroefkarakteristieken van model-
proeven kan de volgende formule opgesteld worden:

(1.1) é‘fﬁ)’s = C,S.+ C + N3

waarin C,, C en b constanten zijn en

L]

APK.
S5

vermogen 1in pk gemeten aan de as,
schijnbare slip in % =

= 100(1. Yx1852 Yy
( N.Hx60)7

N = toerental van de schroef per minuut,

V = scheepssnelheid in knopen, (1 knoop =
1852 ™ /uur),

H = spoed van de schroef in m.

Het toerental kan zeer nauwkeurig gemeten worden, het
vermogen tot op + 5% en de schijnbare slip tot op + 10%
nauwkeurilg. :

We willen nu de coefficienten C, , C en b schatten,
zowel met inachtneming van de te verwachten waarnemings-
fouten in A.P.K. en S, , als onder de aanname dat S
foutloos is. Eenzelfde berekening voeren we uit in de
onderstelling b=o , om de lnvloced van de wrijvingsterm
bN-%2  na te gaan.

Als orde van grootte van de verschillende componenten
is opgegeven:

¢S ~ 15%
C ~ 82%
EN? 3% .

De volgende tabel geeft gemeten waarden van A.P.K., N
en Sg.



APK. N S¢ %

2820 70,81 25,4
2120 63,24 24,8
1730 60,49 21,9
2350 66,46 26,
2480 66,11 31,0
2330 64,36 31,6
1780 60,57 26,2
2535 68,25 2k,5
2830 71,86 21,3
2400 68,37 20,0
2420 68,56 18,6
2310 67,78 17,2
2790 71,56 17,0
2080 oL,67 16,6
2110 64,93 1755
2200 64,50 30, 1
3000 71,88 27,0
1795 60,22 28,0
1760 60,00 25,8
2390 67,12 25,8
2405 68,4% 22,4
2860 71,6
2850 72,37 20,8
2490 69,17 20,3
2360 67,28 20,
2400 68,43 18
1240 55,20 18
2320 67,95 17
16
16
16

2240 67,37
2800 71,98
2020 64,45
3000 74,18 19,4

We voeren d2 volgende notatie in:
1000APK, = x

SN°= =,

M=z,

N =2z,

C, = o,

C = «,

b=y
De verschillende waarnemingen geven we aan met de index i.
De opgegeven waarden van x; en x; 2zljn aan waarnemings-
fouten onderhevig. We noemen de ware waarden van x; en z;
gf resp. &,; en de waarnemingsfouten w; resp. v; . Verder
onderstellen we dat w; en v, voortkomen uit onderling
onafhankelijke normale verdelingen met gemiddelde nul en
spreidingen o, resp. ¢ . '
Er bestaan dus de volgende betrekklngen:

X = €0+ Wi

Zy= gn‘. +

—

Onderstreping geeft aan, dat de betreffende grootheld
stochastisch is, dat wil zeggen, dat een dergelljke groot-
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heid een waarschijnlijkheidsverdeling bezit.
Uit vergelijking (1.1) volgt:

-] © .
(1.2) €L = % B+ XaZap + KpZyy (L=1,2,500050).

Behandeling van het geval dat S; foutloos wordt ondersteld.

In dit geval is dus wv;= 0 voor ledere L , d.w,2z.
1 = z,, , de waargenomen waarde, Met behulp van de
methode der meest aannemelijke schattingen (Engels: method
of maximum likelihood) kunnen we de parameters ,, o&,, %,
en ¢ schatten. Dit komt hierop neer, dat de simultane
verdelingsdichtheid van alle waarnemingen, opgevat als
functie van de te schatten parameters maximaal wordt ge-
maakt. Voor het hier beschouwde geval van normaal verdeelde
waarnemingsfouten komt deze methode overeen met de methode
der kleinste kwadraten. Een nadere ulteenzetting kan men
b.v, vinden in A.M. MOOD [1] ').

De verdelingsdichtheid van u; stellen we +(u;). Dus

——

ui
202

'F(LLL) = 1 e
2T g,

(normale verdeling met gemiddelde nul en spreiding o, ).
De u;’s zijn onderling onafhankelijk, dus de simul-

tane verdelingsdichtheid f(u,, . . . ,uy) van u, . . . >y
is:
'FU«,...,u. = 1 e *
(4, n) @ Varo,
Vullen wij in deze formule u;= x; - §;° in, waarin
X, de voor x; waargenomen waarden voorstellen, en
substitueren we verder (1.2), dan wordt f(u,, -...,u,) uit-

gedrukt in de waarnemingen en de onbekende parameters «,,
X, , &3 en ¢, . De zo verkregen functie, opgevat als
functie van de onbekende parameters, wordt nu gemaximali-
seerd. Hiertoe nemen we eerst de logarithme, welke gewoon-
1ijk door L wordt aangegeven en de aannemelijkheidsfunctie
genoemd wordt. Dus |

f (Uit = L= -0 nG@m) _ 0 tn o2 - L 3 upe

n
-_Nn 2 1 . . . N2
=-2 tn(zn')_% tnol - =3 Lz;(xt_ou,z“-oczz,_,_-ocgzsb) g
w

') Nummers tussen vierkante haken verwljzen naar de littera-
tuuropgave aan het einde van dit verslag.
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Door differentiatie naar «,, «,, «, en ¢} vinden we:

(2.1 ) %.% = —é—; % 2 (Km0 gy = RpZg - X3Zg; )
1 w
(2.2) .aja.lizz 6’% % zal(x;_oc,z,i_..oc,_z,_bocaza)
u
(2.3) _a&];—_ = .5_1_2_ Zu. ZBL(X"—O(,Z,'L...0(.2221_0(.3’2.3L>
3 w
(2'4) oL = u 4 1 Z(xi.—o(1zit~°"222L"°('32'3L)2'

o062 203 aog b

Stellen we deze vergelijkingen nul en lossen we ver-

w

volgens «, , &, , &, en o2 hileruit op, dan vinden we

A

de meest aannemelijke schattingen a,, &z, &5 en 33
van resp. «, , &, , %, en o2 . (Het kapje geeft aan, dat
de schattingen "meest aannemelijke schattingen" zijn).

We definieren:

(2.5) ZX.LZ,J',:: l:jJ (_j:",?-,a)

(2.6) Z Zj; 2y = Ajk (j=1,2,3 3 k=1,2,3).

(2.1), (2.2) en (2.3) gaan nu over in de 3 vergelijkingen:
Y, = G Qq+ Gy0g+83Q,,

(2.7) Yp= Gy Qppt azazz"'a%a'za
Yg= OOz +8y0,, + G5 ayy .

De elem.nten van de inverse van de matrix "ak“ noemen
we a’% . Dan is de oplossing voor de a s
a, = a''y, +ay,+ay,

(2.8)

12 ' 22 23
2= Q7Y +ATY,+ ATy,

o>

Q>

3= APy +a¥By,+ a®y,
Uit (2.4) volgt:
(2.9) gi-’-% L(xi.-axsz—a'zzzt—aszsL)z-

Beschouwen wij de weaarncmingen weer als stochastische
grootheden (dus grootheden, die een waarschijnlijkheidsver-
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deling bezitten), dan worden ook de schattingen stochas-
tisch,
Volgens A.M. MOOD (blz,304) heeft nu de grootheid

A
2p—-%p

\VaPPns? /n_3

voor p=1,2 en 3 een "STUDENT"-verdeling met n-3 vrijheids-
graden. Met behulp hiervan kunnen we dus een betrouwbaar-
heidsinterval voor de «p opstellen. (Zie memorandum
s u7(m 18)) "),

Het geval «x,=0 kan geheel analoog behandeld worden.

{ct

Behandeling van het geval, dat zowel in A.P.K. als S
waarnemingsfouten voorkomen,

We nemen nu aan, dat w; en v normaal en onderling
onafhankeli jk verdeeld zijn met gemiddelde O en spreidingen
0. resp. o . Om de methode der meest aannemelijke schat-
tingen te kunnen toepassen, moeten we onderstellen dat de
verhouding Km:%g bekend 1s. Als ¢, en ¢ onafhankelijk
kunnen variéren, heeft de aannemelljkheldsfunctie namelijk
geen absoluut maximum. Men vergelijke hiervoor bv. van
DANTZIG [2]

De verdelingsdichtheid van Wi,...5Un s Vi see05 Vi is
nu: 2

2
aKkag* 202
T 1 _ e )
Lt QTTN.O.,'
dus
Lzonfn@ame)onfne . 1 T Wi _ 1 Zv?=
KRG U 20% v
Q
=-nfn@me)_ntno? . 1 T (%{ -0t 51 - KXpZyi ~XaZa )2+
2Kk2g?2 L

-z (Z1L"§$L )2'

202

o
Door te differentieren naar €, , «,, &, , &, en o2
vinden we:

Q 1
(3.1) (EL‘Q = n:(cz(xi-“ﬁg?s.—o‘-zzzi.— gZgy )+ é—a(zﬁ.-gﬁ.)
i

o ©
(3.2) & - E:'c';izu Gt (%= 00,85 — % Z; - X%y )

') Dit memorandum is aan het einde van dit rapport bijge-
voegd.
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R

(3.4) &= % 25 (%0008 - 0t - )
3

=

(3.5) 2

Rl . o . . 2
, = “g;lz"' 1 Z (X &Gy — KoZgi — KgZgi)*+

2K304 i

&l

L Z(2e-80)%
20070 L

Stellen we deze vergelijkingen nul en lossen we ver-
volgens o«,, &,, &,, 0* en de g; hieruit op, dan
vinden we de meest aannemelijke schattingen &,, &,, 4,, 8%
en 2], van resp. &,, &,, &3, o*en g . Na substitu-
tie van deze waarden in de rechter leden van (3.1) t/m

(3.5) vinden we door (3.1) met (3.2), (3.3) en (3.4%) te
combineren:

A ~ An? A
(3.6) ZLZ?L(Z"'__Z?L):O of ZLZ?L:ZLZ:LZ.IL

A ~
(3.7)  Zzy(z-20)=0 of Z23z,=72.2y

~ A
(3.8) Z Zy (2, -29)=0 of ZZ32y=F 27y

Dus kunnen we (3.2), (3.3) en (3.4) schrijven:

(3 '9) Z‘_ i?i.(x"u" 3.12“-' - a':zzzi« - aaz‘éi) =0
(3.10)  E 245 - Bzei-Bang — By )=

(3-11 ) z‘. Zgi(x&~a1z1i.—'azzzi.'a'37'3i.):o‘
Uit (3.1) volgt:

S A pa . 2.
(3;12) /io. — a‘(xb_a’ﬁzzt"aazah)"_ K Z1 R
= N
824 k2

Noemen we de minoren van |lapgll Apq » dan volgt uit (3.7)
en (3.8) met (2.5) en (2.6):
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(3 . 3) b, = Asa8at U Gas - YaOas
A

(3 ol 4) a’% - Ap8atYaQaa-YaGaa .
A

Substitueren we nu (3.9), (3.10) en (3.11) in (3.6), en
stellen wij X?*= é x> , dan krijgen we de volgende vier-
kantsvergelijking voor @,

(3.15) a:'(g,A,1+ng,2+g3A,3)+
+a, [K_‘(a,,A“ FApAnt Qnhn)+ Yi0aa—2YsYsOag+ Y3 Gy - X*Ay ]+
- KA(Y Ay YA+ YA ) =0.

De eerste en de derde term hebben tegengésteld teken., Er
is dus een positieve en een negatieve wortel. De positieve
wortel correspondeert met het maximum van L , zoals door
berekening is te verifiéren. Uit physische overwegingen
komt een negatieve eerste term vanzelfsprekend ook niet
in aanmerking,

Stellen we het rechter 1id van (3.5) nul en substitueren
we hlerin de geschatte waarden voor o?, o,, &, , xz en
¢, en (3.9), dan 1is:

2

w>

A
2 _ .2
So= K

Voor het geval dat «,= O vinden we in plaats van (3.12)°
(3.1 7) a?<31%2-92012)+ a, [Kz(an Qag- AR+ Y3 — X"an] +

- 12(Y,Agp - Yg Qg ) = O,

A
Yo~ R4 Qqq,

terwijl &, =
ag

We beschikken in dit geval niet over een methode om pre-
cleze betrouwbaarheldsintervallen voor de parameters op te
stellen. Wel kunneﬁ we een schatting van de spreidingen
van de geschatte parameterwaarden berekenen. Voor grote n
zijn de meest aannemelijke schattingen van de parameters
namelijk bij benadering simultaan normaal verdeeld. Zijn
©,, . .. ,8 de geschatte parameters, dan zljn de varian-
ties (kwadraat van de spreiding = variantie) hiervan, de
corresponderende diagonaalelementen uit de matrix:



M= {2 1| 1.
IM[[= -]l € betaes}" (2482 15-003K)

(vergelijk voor de theorie b,v. M.G. KENDALL [3]).

In bovenstaande formule stelt het symbool € de mathe-
matisch verwachting Véor. In ons geval zljn de parameters
§1°-L L%y, Ky Xy oen o?,

Uit de vergelijkingen (3.1) tot (3.5) volgt:

..&::gi—l.:..l[gj-?‘!]
St kW2 0r ol i
L -0 wvoor L),
A
n ’J
o N2
FL - n _ 1 Z (%~ %457} - XZg) - KyZgi )*+

a(o-ﬂ)?. c“l Klzo-ﬁ

dus

L Y)on_n _n__n
(o2 o4 o4 ot o4’
‘g( 2L s e, ,
2,55 xagz "
€( L = =%z .
(o) = F =i
€L - Xa 7
(a“aOG?L T o7 b
We definieren
© \2a
(3‘18) Zb(z;n,) = O(::
(3-19) Zb Z;TL z’ki.= OC:,k (k=2,3) ’

dan 1s:

oo SRS B Y (0 LIS SN

dx 1:! K252 t K202

verder is volgens (3.7)

PL ° -
- Z ;‘H.ZQL = 22
Aot kg K202 & K20

Qig s




en volgens (3.8)

33%«; = ;'-1-3 ZE R ‘,{Tig-a“ﬁ’
terwijl

%&&3 = Tc:'}&_‘ ay (inj=13,3).
Tenslotte is:

“8(05:!5%) =0 (j=1,243)
en

i( ga:léoa):o (i=1y0.0032).

Geven we grootheden, waarin g;; staat in plaats van T,
ssw met de bovenindex ° , dan wordt de matrix |€(-2L_)]|
00,086,
in ons geval:

-n (0] 0 (o] o —_— -— - o

o"l

© N ER O Pl WE T T T T Teitm

° |q=-’~1q-2 Qqq bc;10'2 A2e K;To.lazs ;fg.; Zaq — - - —,c-“:&oa Zom
ITll= 0 S sz %o wiey Oas v R = T

O e Fnm Fmts HEr]- - - 0

o fc%é;zgaz ;::_222,32 7;%;;23,32 e - - - %‘1[%"'1]

2 . _ Taz
Nu is dus Oy = - =&, als T,, de minor van t,, en

T = |t is, o2 =-T; n o=~ T
’PG') /‘0‘2 T e 0.3 —':?.ﬂ‘

We vermenigvuldigen de 36e kolom achtereenvolgens met

—«1 ; _a.‘ z '-0(1
K2g2 71,32 , K’G’- 2,32 en K’Gz za,az en

w[ ] e e
trekken deze kolom dan resp. af van de 2%, 3°

Van de laatstgenoemde kolommen zijn de laatste elementen
nu gelijk aan nul.

en 4° kolom.

Door hetzelfde procédé toe te passen op de 5° tot en met
de 35° kolom, bereiken we dat van de 2%, 3% en 4€ kolom
vanaf de 5° rij alle elementen nul worden,
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De term t,, is dan overgegaan in

oG
.t' = 1 o E’;.:‘ o - -1 o _ o : - -1
T e R )
Verder 1s t,, = m a,, = C.a,, enz,
Dus '
Ca,, Ca,,
Ca,, Ca
(3'18) Gf = :_-_.T_—.:‘E‘__ = - * * =
0.1 T
Cal, Ca,, Ca,
Ca,, Cay Ca,g
= oL An s o%eden?) An
C |a?l la®l
(-]
3.1 oF = 0%(ol+K2) Am
(3.19) 3, ( ) 22
. 2 2 3 2y A
(3.20) 05, = O‘(oc,+x)_l.o_:sai .

In het geval dat «, = 0 vinden we:

(3.21) o'; = 0*(x}+k?) Q22
' la°)
en
2 2, 2 2y a
(3.22 0, =0 (a;+K") 21
) az 1 laOls
waarin
|° " G
Al =
Qg Gy

Om de varianties numeriek te schatten substitueren we de
meest aannemelljke schattingen voor &) , «, , %,,%; en o>

in (3.18), (3.19),...,(3.22).

Resultaten.

Voor het geval dat S, niet foutloos 1s, moet x= %g
worden geschat. Nemen we hiervoor, in aansluiting op de ver-
strekte gegevens:

« - 0% van de gemiddelde waarde 1000 APK
~ 10% van de gemlddelde waarde 5. N2




“%/
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dan vinden we k = 0,18. De berekeningen zijn ultgevoerd
voor k = 0,15 en k = 0,2, De spreidingen van de parame-
ters zijn berekend voor k= 0,15. We krijgen dan de volgen-
de uitkomsten:

I. §g foutloos .

a) met wrijvingsterm
Betrouwbaarheidsinterval s.pr.0,05
a4, = 0,064 0,051 < &, < 0,077
a'z = 5387 5y15 < a—,_ < 6159
&, = 2200 -200 < & < 4200
§ = 43.10°
b) zonder wrijvingsterm
Betrouwbaarheidsinterval s.pr.0,05

a = 0,070 0,057 < 4&a, < 0,083
4= 6,21 5,92 < &, < 6,50
§ = 146.10°

II. Met waarnemingsfout in S .

a) met wrijvingsterm

x = 0,15 x = 0,2
& = 0,072 gy = 0,005 8, = 0,069
&= 5,79 G, = 0,16 8,= 5,82
4= 1800 Gg,= 700 8= 1900
§,= 28.10° §.= 29.10°
§ = 185.10° § =144 107

b) zonder wrijvingsterm

a,= 0,073 T, = 0,004 a, = 0,072
& = 6,15 = 0,10 G, = 6,17
A 3 A
Sy = 29.10 Sy = 30.10
§ =194 .107 § =152.10°

Voor de grootte van de drie componenten vinden we in
geval I%: C,§; = 18%, C=T77#% en  bN*= 5%

®: ¢S, = 208, C= 80%
I1%:(k = 0,15) C,S¢= 20%, C=T75%, bN?= 5%
IIb:(K = 0,15) C,S5¢ = 21%, C= T79%.
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Deze resultaten zlijn verkregen op grond van het in de
inleiding onderstelde verband, dat door (1.1) gegeven
wordt, Het is interessant even na te gaan, in hoeverre de
gevonden resultaten met deze onderstelling in overeenstem-
ming zijn. ‘

In de bijgevoegdegrafiek 1 1s daartoe voor 3 groepen
waarnemingen, waarvan de waarden van N dicht blj elkaar
liggen, het verband tussen APK. en S, aangegeven. De ge-
trokken lijnen zijn berekend voor de drle aangegeven waar-
den van N , waarblj is aangenomen &, = 0,072, &, = 5,79
en &3 = 1800. We zien dat de grafiek, de spreidingen in
S¢ en APK. in aanmerkingen genomen, geen aanleiding
geeft aan het onderstelde verband tussen AP K., S5 en N
te twljfelen.

We merken op, dat in geval 18 het betrouwbaarheidsinter-
val voor de wrijvingsterm de waarde nul bevat. In geval 11
moeten we bedenken, dat de opgegeven spreidingen, dus ook
033 slechts schattingen zijn. De gebruikte formules zijn
slechts geldig voor grote n , zoals in § 3 ook reeds werd
opgemerkt.

Er bestaat voor het algemene geval ook een parameter-
vrije methode, d.w.z. dat geen onderstelling behoeft te
worden gemaakt omtrent de verdeling van de w; en de v .
De toepassing van een dergelijke methode heeft het voordeel,

dat eventuele afwljkingen van de min of meer uit de lucht
gegrepen onderstelling van normaliteit der waarnemingsfou-

t

ten ons dan geen parten kunnen spelen. Hierbilj moeten
echter de waarden van Ss naar opklimmende grootte gerang-
schikt worden. Bij het beschikbare waarnemingsmateriaal
zouden we dan slechts 4 stel waarnemingen van de 32 kunnen
gebrulken, daar de intervallen te klein zijn vergeleken met
de spreiding., Als we bv. de waarden 30,1 en 27,0 hebben,
dan kunnen de ware waarden resp. 27,1 en 29,1 zijn, zodat
de volgorde niet vaststaat. Deze methode zouden we dus wel
kunnen toepassen op voldoend uit elkaar liggende waarne-
mingen,

LITTERATUUR.
(11 A.M.MOOD, Introduction to the theory of statisties.
. London 1950, p.152 e.v.

[21 D.v.DANTZIG, Kadercursus Statistiek 1948-49, Hoofd~
stuk IV, §1, p.323 e.v.

[31 M.G.KENDALL, The advanced theory of statisties, vol.I:
London 1948, p.36 e.v.
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S47(M18) )

Zij X een stochastische grootheid, die een verdelingsfunctie

Betrouwbaarheidsintervallen (algemeem).:L

bezit die, op een onbekende parameter 8 na, geheel bekend is
( & kan bv. het gemiddelde van X zijn, of de spreiding of
iets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal
waarnemingen van x een schatting voor & af te leiden.

Een betrouwbaarheidsinterval ¢ voor ¢ is een interval,

waarvan de grenzen afhankelijk zijn van de waarnemingen %, ,...,
X, van X , en dat de eigenschap bezit,‘behoudens een zekere
gegeven onbetrouwbaarheid .o , de juiste waarde van @ +te bevatten.
Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids-
intervallen slechts in ongeveer een fractie & van deze gevallen
het intervalﬁflzo zal uitvallen, dat het ¢ niet bevat. Hierbi]
is dus @ constant en het intervalgzlveranderlijk (en wel sto- |
cvastisch). Hierin ligt het grote verschil met een zgn. voor-
spellingsinterval, d.i. een gegeven vast interval, waar een
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt.
Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheidsw

interval is het volgende: zij 97§en toets voor de hypothese

¢ =6, (vgl.S47(M6)), dan is & de verzameling van die waarden
¢2~ die bij toepassing vewlffop grond van de gevonden waarne-

mingen % ,...., %, niet voor verwerping in aanmerking komen.

Is €7Jtoegepast met een onbetrouwbaarheidsdrempel o, dan is dit
ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter-
val.
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1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.



