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MATHKMATISCH CHENTRUM
Amsterdam
Statistische Afdeling.

S47(M6)
1)

Algemene gang van zaken bij het toetsen van een
hypothese.

De toetsing van een hypothese 5%5 berust steeds op een aan-

tal waarnemingen % ,% ,..., %, van één of meer stochastische
grootheden2 , of op enige groepen van waarnemingen (bv. twee
steekproeven). ‘

Bij een toets behoort een toetsingsgrootheid « (soms meer

dan één), die een functie is van bovengenoemde stochastische
grootheden en die, voor de waargenomen waarden % ; 4% ge..y; %,
een waarde aanneemt, die berekend kan worden (bv.: het gemid-
delde der waarnemingen, of de spreiding, »f het verschil van
de gemiddelden van twee waarnemingen).

De toetsingsgrootheid wordt steeds ze gekezen, dat men, op
grond van de onderstelling, dat<?, juist is, de waarschijnlijik
heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen.

Vervolgens kiest men een verzameling 7 van mogelijke uit-
komsten van # , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat #
een in 7 gelegen waarde aanneemt, onder de hypothese q%f 9 gel%;k
is aan een gegeven getal & , zodat Z dus van & afhankelijk is
Z heet de kritieke zdne van de toets, & de onbetrouwbaarheids-
drempel (Engels: level of significance). Voor &/ neemt men
veelal de waarde 0,05 of 0,01.

ra .
Men verwerpt nu d%; op grond van de waarnemingen % , 2. ,

ceey %, indien de bij deze waarnemingen behorende waarde

van 4 in 7 ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen,

dat het resultaat van het experiment "significant" is. De waar-
de van & moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal

7
gebeuren, is, indien<ﬂ% juist is, gelijk aan. & Derhalve 1is

o de kans op ten onrechte verwerping van de juiste hyvothese,

ook de kans op een fout van de eerste soort genoemd. Indien
mn deze methode toepast, met & = (0,05 resp. 0,01, zal men in

gemiddeld ongeveer &én op 20 resp. op 100 van de gevallen,

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) Een stochastische grootheid is een grootheid, die een
waarschijnlijkheidsverdeling bezit, of, anders gezegd, een groou:
heid, die voor de elementen van een collectie(universum,popula-

tie) gedefinicerd is en daarop allerlei waarden aanneemt. Sto-
chastischer grootheden worden asnsegeven door ondergtriepte

)

letters.



De toetiingsiheorie biedt in het algemeen geen moge 1ijk--
heid cm sot aanvaarding van een hypothese te komen. Indien
een bepaalde 1ypothesec%k niet verworpen kan worden, is dit
gewoorlijw ot con tilc verzameling van hypothesen tegeli,.
het geval. Niet-verwerpen staat dus niet zelijk met aanvaarden.

Wel zal men vaak in de loop van een statistische analyse
bepaalce »nderstellingen, die plausibel schijnen en voor de
vercere analyse van nut 2zijn, toetsen, slvorens ze bij de
verdere bewasrking van het materiaal te gebruiken, Worden zij
dan op grond van de toets niedt verworpen, dan houdt dit in zo
verre een rechtvaardiging van die cnderstellingen in, dat cen
grote afwijking door de Hcets veelal wel zou zijn ontdekt.
Indien men dan verder de onderstellingen gebruikt, verwaarlocst
men eventucel aanvuorige afwijkingen van onbekende grootte,
die echter niet zo groot zijin, dat zij door de +oets ziin
ontdekt.

Vele toetsen gelden zelf alieern onder bepaalde ondersicl-
lingen cmtrenl. L. waarachiiniijkheilsverdelingen der stcohas-
tische grootheden, waarvan wearnemingen zijn verricht. Deve

nHV&nv0qr“aardon dienen steeds ultdrukkeliikyr +e warden VLL’

meld en, 7o megelijk, zelf te worden getoetste
- N A oy
In pilagi=z van ‘o onbetrouwbaarheidsdrempel ¢ werdt vaak

7
bij de uitsiasg van een weebsing de overs hrijdlngskans Vs

el

gegeven; dint i1g de kizinste waawde van & , wasrti in he?
betrokken geval, nog tos verwerping van,ég zOW z1lin overgeszaun;
anders gezegd: de kleinsie & , warrvoor de gevondcn waarde
der toetsingssrootheid nog juist in de (bij @& behorenic

kritiecke z%nec 7z ligt. Wordt dus Jde waarde A opgecgeven an

werkt men met onbetrouwbearneidsdrempel o6 . dan word?y

T e £ -

verworpen, indicu Fol g,

r~

Voor het onderzioheid “ussen 2én-— en tweezijdige toetsing

1.

en de keuze tussen deze itwee megelijkheden vergelijke men bv.
de twecde hierovnder gegeven littersluurplaats. Wij moeten aler

4 L . - - -
volstesn wmet do opmerking, da éenzijdige toetsing veelal
eegrder tot verwerping rqnwvéLeldt maar dat deze slechts -
der pijzoncere omstandigheden kan worden toegepast.

L:,ubrauuur" o o N
Jd Neyman, 1mrst course in probability and statistics, New
York, J95C, Chanter 5. 4 , ., N
J.Hemelri’k en H.-R. van der Vaart, Het georuik van éen- on
tweezi jdige overschrijdingskansen voor het toetain
van nypothesen, 3tatistica 4 (1950) p.54-66.
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De toets van Wilcoxon.l)

Deze methode dient tot het toetsen van de hypothese HO, in-
houdende, dat twee steekproeven XysevesX ) N YyseeesVp af-
komstig zijn uit één collectie (ook wel populatie of universum
genaamd) .

Voor het toetsen van de hypothese HO wordt gebruik gemaakt
van een toetsingsgrootheid U 2), die als volgt uit de waar-
nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen
KyseeasX,  €n yl,...,ym naar opklimmende grootte gerangschikt
zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de
tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming
Xq uit de eerste steekproef (bij gelijkheid tellen wi] %+ in
plaats van 1). Noem dit aantal Vl' Vervolgens wordt het aan-
tal waarnemingen uit de tweede steekproef bepaald, dat klei-
ner is dan de op één na kleinste waarneming Xs uit de eerste
steekproef (bij gelijkheid worit weer ce~ % in plaats van 1

geteld). Dit aantal noemen we V Evenzo worden met betrekking

20
tot XB’X4’°°"Xn de aantallen VB’V4”"’Vn bepaald. De waarde
U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven

dan gegeven door

U= V1+V2+ +Vn.

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen,
kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheid U onder de
hypothese Ho voor grote waarden van n en m (beide:z 10) Dbij
benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen

X en ViseeosVy tezamen genomen vallen uiteen in een

b4
17°°*’"n
aantal groepen van gelljke waarnemingen. Noem het aa:tal van
deze groepen k, dan is k minstens 1 (als alle waarnemingen
gelijk zijn) en hoogstens m+n (als alle waarnemingen ver-

schillend zijn).

Dit memorandum 1s slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid,

Stochastische grootheden worden door onderstreping aan-
geduid.
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Zijn tl,...,tk de aantallen waarnemingen in deze groepen van
gelijken, dan worden het gemiddelde #¢ en de variantie 0o

van de toetsingsgrootheid U gegeven door
//L('(H)z %mn)

en

2 . 1 nm 5
o "=var (U)= 12 {n+m) (n+m-1) {’(n+m) *
- (t13+t23+...+tk5)} Y

De grootheid s« (U) is dus onafhankelijk van de waarden vast.
Indien de hypothese HO niet vervuld is, zal de grootheid U
grote of kleine waarden bezitten, al naar gelang y systema-
tisch kleiner of groter is dan X,

De (tweezijdige) toets bestaat nu daarin, dat men H, ver-
werpt indien de gevonden waarde U van U te sterk Van/ﬁu af-
wijkt, d.w.z. als

Ue ] . 2
0= ] ;"’ 8 )
waarin ol de onbetrouwbaarheidsdrempel is en f« volgt uit
. R
1.2
e e 2® gx= Lol ,

Ve
en in een tabel van de normale verdeling kan worden opge-
zocht,
De (tweezijdige) overschrijdingskans k , behorende bij T,
is gedefiniderd als

1.2
k= —2 v//e—zx dx 2)
V2 TU ~

en kan ook in eenttabel van de normale verdeling worden ge-
vonden,

Bij eenzijdige toetsing wordt oK door 2« vervangen, resp. k
gehalveerd.

Een bijzonder geval van het tovenstaande is, dat onder de
waarnemingen voor x en y in 't g-cheel geen gelijken vocrkomen.
In dat geval kan de uitdrulitking voor de variantie htrleid
worden tot

B . Lk —— B T L T eI e e e e B e Rttt

) Deze formule is een door T.J.Terpstra gegeven vereenvou-
diging van de door J.Hemelri jk( [5] en % afgeleide for-
mule, De afleiding van deze vereenvoudlgde formule zal nog
gepubliceerd worden.

2) Deze formules berusten op de normale benadering van de
verdeling van U.
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Indien n en m kleiner zijn dan 10, zijn tabellen beschikbaar
voor het berekenen van de overschrijdingskans k voor de uit
de steekproef bepaalde waarde U van U (zie [2] en E4]).
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat
gelijke waarnemingen optreden,

Opmerking. Men kan gemakkelijk bewijzen, dat de variantie van
U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert, Het
verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het

algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor-

rectie op 0'2
dan vindt,

Litteratuur:

1. F.Wilcoxon,

2

H
D

H

H

H

D

J

.B.Mann and
R.Whitney

.R.van der Vaart

.R.van der Vaart
R.van der Vaart
.van Dantzig

JHemelri jk

verwaarlozen, De overschrijdingskansen, die men

zijn lets te groot.

IndiVidual comparisons by ranking
methods, Biometrics 1 (1945), p.80-83.

On a test of whether one of two
random variables is stochastically
larger than the other, Amer.,Math.Stat.
18 (1947),p. 50-60.°

Some remarks on the power function of
Wilcoxon's test for the problem of
two samples, Proceedings van de Kon.
Ned.Ak.v.Wet., 53 (1950),p. 494-520.

Gebruiksaanwijzing voor de toets van
Wilcoxon, met tabellen voor n en m(lO,
Rapport S3%2 (M4) (1950).

De toets van Wilcoxon voor het pro-
bleem van twee steekproeven. (Cursus

"Parametervrije Methoden", 1951-'52),

Kadercursus Mathematische Statistiek,
Math. Centrug, Amsterdam (1947-'50),
hoofdst. 6, 3.

Note on Wilcoxon's two sample test,
when tiles are present, Ann.Math.Stat.

23 (1952) no. 2.
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1)

Rangcorrelatie

L e T D Y

De door M,G. Kendall ontwikkelde methode der rangcorre-
latie is toepasbaar op de volgende situatie:

De stochastische grootheden ... X en y bezitten een si-
multane verdeling, Over deze verdeling zelf behoeft niets on-
dersteld te worden,

(xi,yi) (i =1,...,n), zijn onafhankelijke waarnemings=-
paren van deze stochastische grootheden
Voorbeeld:

i= 1 2 3 4 5 6
21 0,11 0,12 0,10 0,11 0,15 0,13
yl 3’4‘ 390 392 3y5 3,5 3;5

Wij zeggen dat de waarnemingsparen (xi,yi) en (xjyj)
positief gecorreleerd zijn, als de volgorde van X, en xj het-
zelfde is als die van Yy en ¥y (bv, Xy < X en y; < yj); z1ij

zijn negatief gecorreleerd als de volgorde van X; en Xj tegen-

gesteld is aan de volgorde van yi en y. (bv. X, > Xj en
¥y < yj) en zij zijn niet gecorreleerd als X=X, of y4= yj.

In tabel 1 hebben wij van alle tweetallen (Xi’yi) en
(xj,yj) ult ons voorbeeld nagegaan of zij positief, negatier
dan wel niet gecorreleerd zijn, Een positieve correlatie is
aangeduid met +1, een nsgatieve met -1, terwijl het ontbreken
van correlatie wordt aangegeven door een O,

De toetsingsgrootheid van de methode van rangcorrelatie
is nu het aantal positief gecorreleerde tweetallen verminderd
met het aantal negatief gecorreleerde, of wel de som van de
getallen, die in tabel 1 in de kolom "correlatie" voorkomen,

De verdeling van S voor het geval dat x en y onafhankelijk

zijn is bekend (zie § 2). De hypothese dat x en y onafhankelijk

[ee—

- - R

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft
niet naar volledigheid of volledige exactheid.
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Tabel 1 zijn, kan dus getoetst worden,
Berekening van S Is de hypothese van onafhanke-

voor het voorbeeld 1ijkheid niet vervuld, dan is de

i J Correlatie waarschijnlijkheid van grote posi-

1 2 -1 tieve of grote ncgatieve waarden
1 3 +1 van S groter, dan wanneer dit wel
1 4 0 het geval is, De kritieke z0ne is
1 5 +1 daarom van de vorm |S| g,So, en “ij
1 6 +1 éénzijdige toetsing van de vorm
2 3 -1 S ;_Sé (rechtszijdige toetsing) of
2 4 -1 =8¢ (linkszijdige toetsing).
2 5 +1
2 6 +1
3 4 +1
3 5 +1
3 6 +1
4 5 0
4 6 0
5 6 0
S = 45

- - 000 oD S ine Wt IS e S cmw SN BMMM e G vww  WETE e e —— e o - S T o 0.5 - m———— -

( Als er noch bij de x; noch bij de Y 5 gelijke waarden
voorkomen kunnen wij gebruik te maken van exacte tabellen,

die voorkomen in [1] pg 141 (n = 4 t/m,10) en in [2] (tables
I =nd II, n = 4 t/m 40). Bovendien vindt men in [ 2] table III

de kleinste waarden van.§_, waarvan de overschrijdingskanscn
onder de hypothese van onafhankelijkheid hoogstens gelijk ziJn
aan & voor X = 0,005; 0,01; 0,025; 0,05 en 0,10 en
n=4,5,6,...,40,

Als er bij de x; 0f bij de 7, doch niet bij beide twec-
tallen of drietallen gelijken voorkomen, kan men voor n < 10
geluik maken van de tabel van Sillitto [4] .

Voor grote waarden van n is de verdeling van (waarin

SO

CTS de spreiding van §_is, die vit een hieronder op te geven

formule berekend kan worden) bij benadering normaal met ge-
middelde O en spreiding 1, Hiervan kunnen we gebruilk maken

om de hypothes~ -rar omafhankelijkheid te toetsen in de geval-
len waar de exacte verdeling niet getabelleerd is, Dit ge-—

schiedt dan, door in ecen tabel van de normale verdeling de
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overschrijdingskans op te zoeken, die behoort bij de gevon-
den waarde van , = , |

Om CTS te berckenen, nemen wij in de rij der waarnemingen
Xy de geliJke waarnemingen in groepen bij clkaar, De aantallen
waarnemingen in die groepen duiden wij aan met th, waarin
h.=;1,2,..,,k1. Evenzo doet men in de rij der waarnemingen
yj, waar we de overeenkomstige aantallen aanduiden met u,
waarin 4 = 1;2y0..yky. CJg kan dan gevonden worden uit de

—

volgende formules

k
- 1
(1) ¢ = fg {n(n=1)(2045) = 2 1y (5-1) (2,35 -

o
—%1 ylur1)(2up5) b +
;. < X
* BRTETIET Ly Bl e m2) £ o) (32) ¢

] 3 k2
* SR 2, th(th")%1 ulyrtde

n ons voorbeeld van § 1 komt in de rij Xy één tweetal
gelijken(dus k=1 en t1=2) en in de rij‘y}_één drietal geliiken
(k2= T, uy = 3) voory Dus geldt:

t1(t1~ 1)(2t1+ 5) = 241.9 = 18
u1(u1- 1)(2u1+ 5) = 3,2.11 = 66
t1(t1~ 1)(t1— 2) = Om('u”"\‘”1“
t(ty= 1) = 2,1 = 2
u1(u1-- 1) = 3.2 = 6
n(n-1)(2n+5) = 6,5.17 = 510
n(n—1) = 6.5 = 30

zodat:

L { 1

15 L 510~18-66 + 75 x 2 x 6 = 23,87

Jap 1o
1!

a
en 0. = 4,89 is,

1

Als alle th. en alle qé gelijkz@mnm1 en er dus in geen
van beide rijen gelijken voorkomen, gaat formule (2) over in:

(2)  T¢ =\/1y n(n-1)(2045)

Een tabel van deze functle voor n = 40,41,...,100 vindt
men in.fZJ (table IV),
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— - — D Dot s Wt S e g W TS S G S G s G B Sy S e st S N G St W8 G

Als maat voor de correlatie ~1m . de rij van waarnecmings-
paren (X1,y1),...,(xn,yn) heeft Kendall de coéfficiént 7
gedefiniecerd, die + 1 is als de volgorden der waarnemingen
in beide rijen XyseeosX) €N Yygoeee ¥y volledig overeenstemmen
en -1 is, als deze volgorden volkomen tegengesteld zijn., De
definitie van C is:

i \z
{n(n—1)—%;1th(th—1y'{n(n-1)t§§1 u{(q£—1) [

Als er in geen van beide rijen gelijke waarnemingen
voorkomen wordt deze formule:

25
(4) T = (=77

Literatuur:

[1] M,G. Kendall, Rank correlation Methods London 1948,
Hoofdstul 1.
[2] L. Kaarsemaker en A, van Wijngaarden, Tables for use

in rank correlation . (1952)
Report R 73 of the Computation Department of the
Mathematical Centre,

£3] J, Hemelrijk, Kendall's rangcorrelatie~coefficiént .

Hoofdstuk I der cursus "Tarametervrije
Methoden" Rapport S 59 (1951) Mathematisch
Centrum, blz, 1-17,
[4] G.P. Sillitto, "The Distribution of Kendall's coefficient
of rankcorrelation in rankings containing
ties., Biometrica 34 (1947) p. 36-40,
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S 73 (M 1%a) 1

Trend-toets met behulp van rangcorrelatie

Men kan de methode der rangcorrelatie toepassen om na te
gaan of er in een reeks waarnemingen van een stochastische groot-
heid y een trend, d.w.z. een stijgend of dalend verloop aanwezig
is. Men maakt daarbij gebruik van het feit, dat bij een systeem’
van n waarnemingsparen (Xi’ yi) de grootte van 82) en de verde-
ling van S onder de hypothese van onafhankelijkheid niet veran-
dert als men de volgorde van de paren wijzigt. Men kan dus bi}j
de berekening van S de volgorde der paren (Xiyi) zodanig kiezen,
dat de rangnummers van bijvoorbeeld de Xy de rij 1, 2, 5,..., n

. vormen., De hypothese van onafhankeli jkheid komt dan overeen met
de hypothese HO, dat alle mogeli jke permutaties van de rang-
nummers der vy even waarschijnlijk zigjn.

Indien wij nu willen onderzoeken of er een trend aanwezig
is in de rij waarnemingen Vise+es¥, Van de stochastische groot-
heid y, dan voegen wij de rij 1, 2, ..., n toe en bepalen ver-
volgens S zoals aangegeven in memorandum S 47 (M 13) en toetsen
bovengenoemde hypothese Ho' Onder deze hypothese heeft S dezelfde
verdeling als de overeenkomstige grootheid der rangcorrelatie-
toets onder de hypothese van onafhankelijkheid; wij gebruiken hier
ook dezelfde kritieke zOnes. Indien S een positieve (respo nega-
tieve) waarde heeft behorende tot de kritieke z8ne spreken wij
van een significant stijgende (resp. dalende) trend.

Voor literatuur over deze toets zie men [1] .

Deze toets kan worden uiltgebreid tot meerdere onafhanke-
lijke reeksen waarnemingen, die niet alle even groot behoeven te
zijn. Bi1ij voorbeeld:

y1’19 yljgﬁ v e 00y yl,n

1
Io,12 Yo poevees ; y2,n2
YBJ]-’ y‘5’23cceueg yBsnB
ym,l: ym,29 °°°°° b ym’nm

Ediade e Iy -

1) Dit memorandum is een aanvulling op memorandum S 47 (M 13).
Het is slechts bedoeld ter orientatie en streeft niet naar
volledigheid of volledige exactheid.

2) Zie voor de definitie van S memorandum S 47 (M 13).



2

Blz. 2

Wij bepalen nu de S voor het stelsel paren (l’yll)(g’y12)°°°
’°°(n1’y1n2 en noemen deze Sl‘ Evenzo behandelen wij de tweede
rij en verkrijgen zo 82 etc.

Wij bepalen dan de som

Stot = S1 + 52 L Sm.

Eveneens berekenen wij bij de eerste rij de spreiding 1
volgens formule (1) of formule (2) van memorandum S 47 (M 13).
Evenzo Cfg, 0'3,...,0’ .

m
Wij weten nu, dat onder de hypothese HO voor rij 1 ﬁl bij
benadering normaal verdeeld is met gemiddelde 0 en spreiding<71;
indien HO geldt voor rij 2 is §2 bilj benadering normaal verdeeld
met gemiddelde O en spreiding <72 etc. Indien hypothese HO geldt
voor alle rijen, dus indien in alle rijen alle permutaties der
rangnummers van de waarnemingen even waarschijnlijk zijn, en
indien deze rijen bovendien onafhankelijk zijn, dan geldt dat

§£6t'bij benadering normaal verdeeld is met gemiddelde C en

spreiding: 7
- 2 2 2
Toor VT2 + a2+ .+ T2

Wij kieZen nu als kritieke zbne weer lstot‘ 2 S, bij tweezijdige

toetsing, Stot:; Sé bij rechtszijdige en Stot = Sg bij linkszij-
dige toetsing, Voor literatuur over deze toets zie men [2]

Literatuur: [1] H.B.Mann: Non parametric tests against trend,
Econometrica 13 (1945) blz. 245-259,

- [2] G.Elfving en J.H.WhitlocK: A simple trend-test
with application to erythrocyte data, Biometrics
é_(1950) Blz. 282-288.
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Spearman's correlatie-co&fficiént, wanneer er geen geli jke

waarnemingen optredenq).

"We beschouwen het geval dat twee stochastische groot-
heden x en 1?) een simultane verdeling bezitten. Over
deze verdeling zelf behoeft niets ondersteld te worden.
(x4594)5 (%5,95)+..(x,,¥,) zijn n onafhankelijke waarne-
mingsparen van deze stochastische grootheden.

Voorbeeld.
1 = 1 2 3 4 5 6

x, 0,107 0,123 0,101 0,111 0,154 0,132
v 3,39 3,01 3,17 3,54 3,47 3,49
Om op grond van deze waarnemingen de hypothese HO te

toetsen, dat x en y onafhankelijk verdeeld zijn heeft
C.Spearman de volgende parametervrije toetsingsgrootheld

i

ingevoerd:
Nummer de waarnemingen Xy (1 = 1,2,...,n) naar op-
klimmende grootte, evenals de Yy
Voorbeeld,
i-= 1 2 3 4 5 6
rangnummer van X, 2 4 1 3 6 5
‘Tangnummer van y, 3.1 2 6 4 5
verschillen der rangnummers, d: 1 3 1 3 2 O
@®:1 9 1 9 4 o0

Van de paren rangnummers wordt het verschil bepaald en
deze verschillen worden gekwadrateerd en opgeteld. Hun
som 1is §(d2). In dit voorbeeld dus 24,
§(d2) varieert van 0, bij volkomen overeenstemming,
tot 1/3(n3—n), bij volkomen tegengestelde nummering der
beide rijen.
We verwerpen de hypothese HO van onafhankeli jkheid
ten gunste van de alternatieve hypothese: X en y zijn
positief resp. negatief gecorreleerd, als §(d2) een zeer
1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter ori&ntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid.

2) De onderstreping geeft aan, dat de toetsingsgrootheid
stochastisch is, d.w.z. een waarschijnli jkheidsverde-
ling bezit.



lage resp. zeer hoge waarde aanneemt.
Tabellen van de kans,dat een zekere waarde van §(d2)
4 t/m 8 zijn te vin-

9 en 10 in Biometrika

bereikt of overschreden wordt voor n
den in Kendall [1] p. 1423) . voor n

2] p. 1333
Voor n > 10 kan men gebruik maken van het feit, dat

fi

1l

t = {n3-n-65(a®)} | n-2
- - } 12§(d2) {n3-n-3§(d2)}

bij benadering een Studentverdeling heeft met n-2 vrij-
heidsgraden.
Voor nog groter% n kan men ook van de in dit geval
normatee

minder nauwkeurigévbeéenadering gebruik maken. Daarbij geldt
dan voor het gemiddelde d?§jd2) van §(d2)

2y _ 1,.3 _ /n+1
& 8(a%) = gln’-n) = ("3,
en voor de variantie

528D} = g5 (0P ndn?) = I (FD).

Om de mate van afhankelijkheld van X en y als een
getal tussen -1 en +1 uit te drukken, gebruikt men in dit
verband de grootheid

s =1 - 68D
r n’-n

De boven ingevoerde grootheid t kan dan als volgt in ﬁ

worden uitgedrukt;

bep/2E

n-2
1-#2

el R R e e i e T T R S —

- e A B e G - - . e - — - -

Literatuur: :

(11 M.G.Kendall, Rank Correlation Methods, London, 1948.

[2] S.T.David, M.G.Kendall and A.Stuart, Some questions
of distribution in the theory of rank
correlation, Biometrika 38 (1951) p. 131-
140,
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Methode der 72 rangschikkingen 1)

" Ben duidelijk voorstelling van deze toetsingsmethode ver-

krijgt men door 72 elementen te beschouwen, die een bepaald
kenmerk, eventueel in verschillende mate, bezitten. dit len-
merk wordt door 7z waarnemers beoordeeld en ieder van deze
waarnemers rangschikt deze 72 elementen volgens zijn beoor-
deling naar opklimmende waardering. Op deze wijze ontstaan
72 rijen van rangschikkingen. We willen nu een maat aange-
ven voor de overeenstemming tussen deze rangschikkingen,
m.a.w. ecn maat voor de overeenstemming tussen de 772 beoor—
delingen. De EZEQEQEEEf%z , die met deze methode getoehst
kan worden, houdt in dat er geen overeenstemming tussen de
waarnemers bestaat; precieser gezegd, dat alle rangschik-
kingen onafhankelijk van elkaar op toevallige wijze zijn
ontstaan. Dit is b.w. het geval, als het betrokken kenmerk
in werkelijkheid voor alle elementen dezelfde waarde bezi?.
We kunnen de afleiding voor de maat van overeenstemming

het eenvoudigst geven aan de hand van een voorbeeld.

elementen | A B e D E F
rangnummerﬁ toegekencf 4

door wasrnemer 5 4 7 8 3 2
£ 2 3 1 2 é 4
e 4 z 6 3 2 5
o 4 3 2 5 1 4
s n o gz 7

De som van alle rangnummers is z72me(7+/) . Onder de hypo-

these 5%»13 het theoretische gemiddelde van iedere koloms
%4n[w+d

We beschouwen nu de afwijkingen van dit gemiddelde. In ons
voorbeeld is het theoretisch kolomgemiddelde gelijk aan 14.
De afwijkingen daarvan zijn

/ =3 -4 s =2 3

v

— —— — e e e i

1) Dit memorandum is slechts bedoeld ter oriéntatie en
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid
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ie som der kwadraten van deze afwijkingen noemen wij S.
In ons voorbeeld 1is S = 64.
Als alle m rangschikkingen gelijk zijn wordt het maximum van S
bereikt.

. . . 1 2
Dit maximum 18 = m (n
We defini&ren nu als co&fficiént van overeenstemming

3
~

-n) .

v 125
m (nB—n)

, 12 x 64
In ons voorbeeld is W = 16 % 710 = 0,229.

W varieert dus tussen O en 1.

De verdeling van S onder de hypothese HO is exact berekend
voor een aantal waarden van n en m [l] , terwijl voor grote m
en n benaderingen bekend zijn.

De meeste gebruikeli jke benaderingen zijn de volgende.

10, De }fz-benadering:
2 12 8 . 2 .
/e - = = -
)Lr = m(n-1)W T (BT heeft voor m —» oo een X' ~-verdeling
met n-1 vrijheidsgraden ([1] pg. 8% [2] pg. 36-37).
20, De z-benadering:
W . , 2z
V = (m-1) 4=y 18 b1j benadering verdeeld als F = e™--
(F is de F van Snedecor, z de z van Fisher) met
2
\% 1 - n—l-—r-n—
vV, = (m-l)\>1 vrijheidsgraden ( [1] pg. 8% [ 2] pg.33-36).
Met behulp van de verdelingen van S of W onder de hypothese
HO, kan deze hypothese getoetst worden, waarbij H_ verworpen

wordt als W-waarden dichtbij 1 (resp. S dichtbij = mz(nB-n))
aanneemt, de kritieke zéne is dus van de vorm W = W, (resp.
SZs,).

Het kan voorkomen dat de waarnemers geen onderscheid ont-
dekken in de mate waarin verschillende elementen het kenmerk
bezitten. Ze geven deze elementen dan gelijke rangnummers.

Veronderstel, dat door een waarnemer geen onderscheid wordt
gemaakt tussen de elementen, die de rangnummers 3 t/m 6 moeten
dragen. Dan wordt als rangnummer van ieder van deze elementen
het gemiddelde van de rangnummers % (32 +4 +5 +6) = 4% gebruikt.

Daar het maximum van S nu verandert, moeten wij een correc-
tie op de formule vaprW toepassen. Deze vindt men in [1] (pg.82)
en[ 2] (pg. 28-30). Eveneens veranderen dan de formules voor de
X 2—benadering ([11 pg. 86, [2] pg. 37) en voor de z-benadering
([1] pg. 8 [2] pg. 34), doch deze correcties zijn van weinig

betekenls, tenzij het aantal gelijken groot is.
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op pag. 150.
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® Zij x een stochastische grootheid, die een verdelingsfunctie

Betrouwbaarhecidsintervallen (algemeen).

bezit die, op een onbekende parameter & na, geheel bekend is
( @ kan bv. het gemiddelde van X zijn, of de spreiding of
iets dergelijks), dan kan men de vraag stellen uit een aantal
waarnemingen van x eecen schatting voor & af te leiden.

Een betrouwbaarheidsinterval:Z'voor ¢ is een interval,
waarvan de grenzen afhankelijk zijn van de waarnemingen %, ,...,
X, van X , en dat de eigenschap bezit,—behoudens een zekere
gegeven onbetrouwbaarheid -a , de juiste waarde van & te bevatten.
Dit betekent, dat bij een serie bepalingen van betrouwbaarheids-
intervallen slechts in ongeveer een fractie & van deze gevallen

het intervalgf-zo zal uitvallen, dat het ¢ niet bevat. Hierbi}
is dus 6 constant en het intervaj.é?veranderlijk (en wel sto-
d@astisch). Hierin ligt het grote verschil met een zgn. veor-
spellingsinterval, d.i. een gegeven vast interval, waar een
stochastisch punt met een zekere waarschijnlijkheid in valt.

wd

Het algemene principe ter bepaling van een betrouwbaarheidsr

interval is het volgende: zij] 97éen toets voor de hypothese

¢ = G, (vgl.S47(M6)), dan is 74 de verzameling van die waarden
‘2 die bij toepassing VEJl?er grond van de gevonden waarne-

mingen % ,...., %, niet voor verwerping in aanmerking komen.

Is 57Jtoegepast met een onbetrouwbaarheidsdrempel o, dan is dit
ook de onbetrouwbaarheidsdrempel van het betrouwbaarheidsinter-
val.

Litteratuur:

M.G. Kendall, The Advanced Theory of Statistics, London 1946,
deel II, p.62-84.

A.M. Mood, Introduction to the theory of Statistics, London
1950, p.220.

J. Navman, First course in probability and statistics, N.Y.1950.

1) Dit memoranaum is slechts bedoeld ter oriéntatie en streeft

niet naar volledigheid of volledige exactheid.



