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om twee wasmiddelen Ven C te vergelljken, werden door 

het Proefstation voor de Wasindustrie de volgende proeven uit-

gevoerd: 
1. In ieder van de twee wasmiddelen werd een gelijk aantal ~e-

middeld even vu1.le keukendoeken gewassen_ Na het wassen werd 

de vullheidsgraad van deze doeken beoordeeld door ze in ge­

dachten in acht velden te verdelen vier op iedere zijde der 

doek en het aantal niet geheel schoongewassen achtste doe­

ken te tellen, 
Deze proef werd 24 maal uitgevoerd; de keukendoeken die voor 

verschillende wasproeven gebruikt ziJn, zijn niet altiJd 

even vuil. Het verschil is soms aanzienlijk. De aantallen 

keukendoeken, die per proef en per wasmiddel gewassen zijn, 

zijn bekend en vari~ren tussen 10 en 44. 
2. In ieder van de twee wasrniddelen werden vier kunstmatlg 

vuilgemaakte doeken, die v66r het wassen g~.mid.~,e.l,~. dezelfc1e 

helderheid vertoonden, gewassen. Na het wassen werd de hel~ 
derheid van deze doeken opnieuw gemeteno 

De proef werd 12 maal uitgevoerd; de helderheid van de doe­

ken, die voor de verschillende proeven gebruikt werden, was 

echter niet altijd dezelfde. Verder1 werden deze proeven nog 

uitgevoerd voor twee verschillende soorten kunstmat1g vuil-

gemaakte doeken, die aangeduid 

B. De helderheid van de doeken 

twee series verschillend~ 

warden als serie Pen serie 
, ii 

voor het wassen was voor deze 

In dit rapport worden enkele methoden beschreven om te 

onderzoeken of er een verschil is tussen de twee wasmiddelen. 

2. Methode van onderzoek. 

Indien de doeken, die bij ~~n wasproef gewassen zijn, v66r 
het wassen niet te veel in vuilheidsgraad verschillen, kan men, 

zoals bij de in de inleiding beschreven proeven gedaan is, deze 

doeken systematisch over de twee wasmiddelen verdelen, zodan1g 
" 

dat de doeken die met het ene wasmiddel gewassen zijn gemiddeld 

even vuil zijn als degene, die m,et het andere wasmiddel gewassen 

Z1. j·n· O·m··· ·t·e o·na··er···~oeken· ·o·· f ,, . ;: ., t_ . ._>t··_ '- . ,- ,- ',' ) '_ : "'' _' .. ,_ : __ -,_ . . . :_ . ·: 

wasmiddelen kan men nu ala 
lag,e s. 47 · M 7' ·.· ·.·.· toepaseen: 

er een verschil is tussen de twee 
volgt de toets van WILCOXON •. zie bij-

Voor i,eder der wa 1sproevan hreeft men een aantal waarnem1ngen 
· een steekp-roef I van de vuilheidsgraad na hret waaeen .···. nl ~ voor 

ieder,e ,(loek het aant&l niet geheel sohoongewas.sen achtste doeken 
. . . . 

. . . 

resp~ ·• d.e ha laerh1ei,d der .d.o:aken !; voor . ied·er der was.midde.len. 



, ,; 

toe ts van 'rditCOXON toe .. D1 .. t geef't voor' iedere wasproef"': 

1. een waarde voo1 de toetsingsgrootheidU, 

~ een waarde voor t:::.. .. 

3.. een waarde voor~ er 1 
, 

die we resp. aangeven met UL, 

· "" er de·"'·~"' ox'lio ii·, f a" an nt1m,,i . .. ..· ,.;,, .l.. " • • """' .. · .. " 

• 
A\,, 

We. b 0 1--k•½n-n nu l-.i,.~J ·.· · .,.j ,'e t;; · · t;i· lv grootheid: 

w_ 
' 

en de index~ duidt het 

waarin N .. het aantal doeken ·1s dat biJ tie .i! waaproef voor de 
.'-

twee wasmiddelen tezamen gebruikt is. 
Als de te toetsen hypothese H 0 , 1nhoudende dater geen 

verschil 1s tussen de twee wasmiddelen, juist is, is_ bij be-

nader~ing no1,maal verdeeld met gemiddelde -= o en variantie: 

• 
. \, 

-·- is us · . na eri · normaal verdeeld met gemiddelde Oen 
cr--
spreiding 1, 

De tweeziJdige kritieke zone bestaat uit grote waarden van 
\ 1 .. 

Indien echter de doeken, die bij ~~n wasproef gebruikt 

zijn, v66r het wassen veel in vuilheidsgraad verschillen, kan 

men, ~s men de bovenbeschreven toets wil toepassen, beter deze 

doeken aselect over de twee wasmiddelen verdelen, daar een sys­

tematische verdeling van de doeken het onderscheidingavermogen 

van de toets verkleint. Men kan in dit geval echter ook de doe­

ken systematisch over de twee wasmiddelen verdelen en wel wee1· 

zodenig dat de doeken, die met het ene wasmiddel gewassen war­

den v66r het wassen gemiddeld even vuil zij11 als degene, die 

met het andere wasmiddel warden gewassen en dan als volgt de 

symm~t~,~~.t~.e,t~ toepassen: 
Men berekent voor iedere wasproef en voor ieder wasmiddel 

de som of het gemiddelde ·. van de bi j dJ.e wasproef en dat was­

mlddel gedene waarnemingent Vervolgens berekent men voor iedere 
wasproef het verschil van deze sommen of gemiddelden voor de 
twee waemiddelen. 

Ala de te to•etsen hypoth.ese H 0 ., inhoudende dat er geen 

verach11 1s tuasen de twee wasmiddelen, Juist is, zijn deze ver-

1 •··. m,Q!~ "'~0 ~·~e· ·r· · ·e· t·• ·O··,c·l·1·~· ~h··t· ·in· g· , --~'w-:"1,_- ¥"~:-~ -u-_:_---- __ , __ . __ -: -._ -- _) .. •Q ._-___ :>_ 'Y.·.·_ :-;"!-_ -,-- .: -).,._,-

- . . . . . 
1s memorandum S 102 M 17b ;'. a.an di·t 

• • 

_,_-:..,,:_._',.•,-'·-•,;''' ,, ' j . ,_.-_- _____ .--,: __ ,_·_:·_; .. ,.-1.~_-··:-.-:,;:·,, _,_,._-__ : __ · ' __ :·,-_·_'.• __ :<:·i·:·:.:., ... ·. ___ ·.1·, ___ ·_:•,-.·.··.,_--_'-_;-.,:· :t, 
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schillen symmett'fisch om nul verdeeld, Deze_ symmetrie kan men 

totc1al 

in pleats van op X~Y zelf. Deze methode valt aan te bevelen 
als het ver,sch:i,,l in vu~ilheidsgraad na het wassen dus X +'i bi j 

de verschillende proeven nog groot is in vergelijking met de 

vl'oor X -';I f;evonden waarden,, Hie:rbi j kan men voor X en in het 

geval van de theedoeken het totale aantal geheel schone achtste 

doeken of ook het totale aantal niet schone achtste doeken ne­
men~ Bij toepassing van de toets op X-j maakt dit geen verschil; 

in de regel zal het verschil niet groat zijn. Zijn de aantallen 

doeken in twee te vergel1Jken groepen · dua bij ~~n wasproef 

niet gelijk, dan neme men voor X en 

maar gemiddelden. Het is echter beter 
vermi j den,, 

niet totale aantallenJ 
dit zoveel mogelijk te 

De bovenbeschreven toetsen kan men alleen dan op deze wijze 

toepassen als er geen systematisch verschil is tussen de twee 
wasketels& 

Werkt men met twee wasketels, waartussen wel een verschil 

bestaa· dan zal men er bij iedere wasproef om moeten loten 

welke wasketel men voor het ene en voor het andere wasmiddel 
gebru·ikt. 

In dit geval kan men echter de toets van WILCOXON niet 
meer toepassen, de symmetrietoets wel. Bij toepassing van de 

toets van WILCOXON zou dan nl. de kans op een foute conclusie 

grater kunnen warden dan de opgegeven onbetrouwbaarheidsdrempel. 

3~ Resultaten~ 

Passen we de in par. 2 beschreven toetsen toe op het ons 
verstrekte waarnemingsmateriaal dan vinden we: 

- - "FIA - I . ;; - · · _ . ,, __ , .. .. 1\4•7• ______ _...._...,.~-.., ..... ~..,~-~---__,,, 

:2.i·.· Niet gepublioeerde tabellen 

matiech Centrum aanwezig en 
'h!'~r··•.· ... ..a JI!!!'}. n· ·· , 
"'M1

-·:_:, ·v~ -· -.-_:· • 

d t t . . . . . . van eze oe s zijn 

k 'Un · · h. .· 1r· t 1· 1· jk 1 nen so r .···•· .. · .. •· · .. ·. e i .. ·•.· , 

Op.· het Math· - .. ' . ' -· . ' . -__ - . -- -_- : .- -- .. , , ,' .-- ._ e- -' . . . '. . -- , . : -·. ''. 
_,_ •- . ' , ' , . . . ' ' •. ·•. . ,,, . .. - . 

geconau .. 1·t··.: . .$~.r·c~ 
a< "·' ' •• , •• ,' - .. Q·~·-_, ~;Jl 

. . 

' 
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T<:1bel I 

vei"J ~
1
eli kin> der wasmiddelen rnet behLl~l.· van de toets van WIL-

covo•··N· IA , ·· 

ove1,,sc ~ r ' 
( C!e,...,i//:) .. 

I-.) '~ i:;::; <li.ngskans .... 
'" 

kuns t trta t ig p o,43 + 
vuilgemaakte ' 

doel<en B <. 0,0001 + 
' 

• 

theedoeken - o,46 + 

T2bel II 

serie din ~skans . · 
' 

' 

fkunstmatig p 0.,21 + ' 

vuilgemaakte 
doeken B 0.,003 + 

' 

thee doe ken - o,4o + 
-·· 

We zien dus dat de twee toetsen in dit geval dezelfde 
reaultaten geven: voor de kunstmatig vuilgemaakte doeken, serie 

B, vinden we dat wasmiddel C beter is dan V, terwijl de resul­

taten voor de andere proeven in dezelfde richting liggenJ maaP 
op zichzelf niet tot een dergelijke conclusie zouden leiden. 

Toepassing van de 

X-~ geeft in dit geval vrijwel dezelfde uitkomsten als de in 
tabel II vermelde. 

'"'l,: •·.' H ft t t eke. n. Ft' 'b., :i'. .j,··., ·. e• ... · e···.·,· n·. ·, ' ·Q·V( e· ·r··. ~ ·C·. ·h· · 'P't i j•d, in· ,o• e,. k· ,on, ,s··. b· . . · . .t:!t t·,· A J.1"" On·. t· ~ ·~ t· '' ,~, O ~m· ,., • ., a·. J .·. ·.· ·· ... ·.·, I ·~· ·.•···· ' ', ~ ~ '.···' , ··, • ,, e,.Q '.·· .. Q , j •. ·., 'i;;:;,i , , ..... \t\.~ '• , · .. ·• u ~', "" Q ,..,;.. i J., , • ...... 

del C bet ere reaul ta ten geet·t den waamiddel V ~ De o,verschri j­
·dingskanaan zijn tweez1.jdig·.~ 

, ., _- ',. --_• . .. ,: . __ --- ., .- __ - < ;_•_, :"' -. - ·,;: _· - ; ·l_.- .'· 
' ' ' ' '' ' ' ,, ' ,, ,,' ' ',' I I ' ' "' 
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1 
Alg-~me.r:ie __ g~.:ne van zaken bi· het toetsen van e_~~n 

h pothese. 
; I 

De toetsing van een hypo-these • <' berust steeds op een aan­

tal vvaarnemingen ::;; , xz , .•. , ~ van een of meer stochastische 
2 grootheden 9 of op enige groepen van waarnemingen bv. twee 

steekproeven). • 

Bij een to ets b ehoort e en t oet si.ng~gr9_9,~p.E;}id tt-
• 

soms meer 

dan een , die een f'unctie is van bovengen··oemde stochastische 

grootheden en die, voor de wa.argenomen waarden ~ ; ~ 9 ••• , ~ 

een waarde aanneemt, die berekend kan worden bv.: het gemid­

delde der waarnemingen, of de spreiding, of bet verschil van 

de gemiddelden van twee waarnemingen. 

grond van de onderstelling, dat - ·c juist is, de waarsohijnli; 1::­

heidsverdeling van deze grootheid kan berekenen • 

Vervolgens kiest men een verzameling Z van mogelijke uit­

komsten van u , en wel op zodanige wijze, dat de kans, dat ~ 
• een in 

• . . • • • :?J ) 
is aan een gegeven get al <:¥, , zodat Z dus van ex:: afhankeliJk is : 

Z heet de kritieke z~ne van de toets, a: deg:gqetrouw.11a.~:rh~~.a.. .. q­

drempel Engels: level o:f significance)~ Voor ell neemt men 

veelal de waarde 0 9 05 0£ 0,01. 

}1en verwerpt op grand 

... , ~~ , indien de bij deze waarnemingen behorende waarde 

van u in Z ligt. Dit wordt vaak uitgedrukt door te zeggen, 

dat het resultaat van het experiment ''sign~~-t,,,c~,P.:~'' is. De waar--
, a 

de van d moet dan echter worden vermeld. De kans, dat dit zal 

Derhalve is 

0v de k,,f3,~~ ~ p t e .. ~ 9.!-1~~ g,.,h,~ e . ~ erwe~J2~:t?-g y 0 p. .9 ~ . .,,, ju ist_Q_, h;[J? ~t,h,e. $ e 1 

ook de kans op een £out van de eerste soort genoomd. Indien 

®n deze method~ toepast, met d = ("'t?05 resp. 0))01, zal men in 

gemiddeld ongeveer een op 20 resp. op lOO van de gevallen, 

waarin de_h~poth~se die men toetst juist is 1 deze toch verwerpen~ 
I lit ) 

1 Di t memorandum is slechts bedoeld ter orientatie en streeft 
• 

niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

2 Een stochastische grootheid is een grootheid, die een 

waarschijnlijkheidsverdeling bezit 9 of, anders gezegd, een_groot--, 

heid, die voor a.e · elementen van een oollectie universum.,J29.,:P~lf:· ... 
' 

. tie ged,e:Einieerd is en daarop allerlei waarden aanneemt. Sto··· 
' 

ch~stisQhe-i ,groo:t:rw-dan ·. ~:ro .· .. 011 a~~ .· :'.) egeven do or · R.£rJ ... <f?,_p_s~"'J;~,!;_D~.l? .. tA~~ 
letters. 

' 

clat 
. . ' 



De tc,etsi:ngs-th,ec:r~ e biedt in }1et algGmeen geen mo(gelijk-
• 

van een hypothese te kornen. Indien h ·a . ~ d. el om uOu 8.[1 .. n,raar lr1g 
,,.... •---·~ .._ ... --.. 1,lzu•• 

/? ' . , 

een bepaalde hypothesc; c:, 0 niet V9rworpen kan warden, is dit 

ge ~vo 01.J.: i. ~ :~ J.:·1..:.,. -~ ""' ~- ~-~ ~- .: : :.: -,i .. -:. ::-=:-~::::.: J.. ·= ::0 ~, an hypo the s 0 n teg e: i~ ~~ 
' 

het geval. Niet-verwerpen s-taa t dus niet 3;elij);{ met aanvaard.(3n., 

\¥el zal men -vaak in de loop van een statistischc analy~::e 

bepaalde 0nderstel1.ingen~ die plausibel schijnen en voor c_e 

verd. ere ans.lyse van nut zi j n, t oetsen, alvo1--ens ze bij de 

verdere bewerkin~ v3n het materiaal te gebruiken. Worden zij 

dan op grand van de toets niet verworpen, dan houdt dit in zo 

verrE~ Gr2>n rec}1tvaarcligint"; van die onderste].lingen in, dat <3Gn 

grate afwijking door de t0ets veela~ wel zou zijn ontdekt. 

Ind.ien men dan verder de onc1ersteJ_lingen gebruikt, vGrwaar::ocst 

men <:;vent·u.2el El.an~.·v~"'?;jge af'wijkingen van onbekende grootte,, 

die echter niet zo groat zijn 1 dat zij door de toets zijn 

ontdekt .. 

Ve le toe~, sen geljcn ze 1:: alle en onder be panld2 onders-t ~ 7 -

lingG n c1:-j1-t."t'c :-.. ~ .:. v vva.a.:: sch i j n lijkheidsv erd e li ngen de=::' s-t. oc~9.S· • 

·tische groo-r~i1ec1e:r:, \Va?~I'°'ran waarr1em:i.nt,;en zijn ~ verrioht. Deze 

nevenvoo:::iwvvaa:r.:·den o.iene~1 steeds u-itdrukke}.:i_ji:1 te \rvorden ve1··-
li,......, -1"---

meld en, zo ~c:gclijk 9 zclf te warden getoetst. 

In plt-1. 8:~ s ,;·an ,le 011 bet roU\l\lbaarl'1e id so.rempe 1 at TJ1ord. t vaa.1{ 

bij ovc rschri~d ·ingskans 
· -,;,; 11111' .:•111JL ;,v = 

op-· 

di·t is de klein.ste waE1.rde "T11ran <X 9 waarbij in het 
-1 ,,. 

• • 
betro]{kt3 n gE~ V cl1- !> ~-·10g ·to-1,, ,rerv,rs,rp:i.ng van . .J t..> ZOU Zl. Jn overgug.'.~an; 

ander·s gc zet--i:d~ de kleinste i-::l , wa.?1,l'"'VOOr de gevonden waar,::.(j 

der toetsj.ngsgr,oo-chcJi_o. :t1.c,g juis·t in do bij, ,tX; bchorende) 
• 

kritieke zor1e Z ligt. \·~·r)rd-:. dus de tw~vaai.,de - __ O_I2t~o,~~,t~~vc:·1,_~:r:1 
•••• 

_, --••·' tJPI, ' ------ --

we r k :t_rq.~ _:;l _iL1 ct on be 1~ 9 ~ w. ~?.!:"g, I.:h~-t d.. s_ q_ r.~ 1!!P..?_1. -~-~---,. 9 . __ d_ ~r!. ,_ ~, q_:t:_d -t 

yerw.,orp~ n .t. .. ind:..C!]: ~ ·-S c{.✓ is.. . 
, , 

Voor het onderscheid tussen een en tweezijdige -toets·5.}::[; 
• 

en de keuze tussen deze twee mogelijkheden vergelijke men 
• 

de t~Jveede hie1'onder gegeven litteratuurplaats1' VJij moeten 

volsta;:in n1et de o-omerking, dat eenzijdige toetsing veela:~ .. 
•.. , ' 

der l1ij ~ondere ornstandigr1eden kan worden toegepast,. 
1' . ... ' 

Lit ~t t=1ra tuu .. r: 
J' ~Joyma:~" ;A'' 'fffr'0 S1t· course in probab j_li ty and stat ist:i .. cs' Ne~, . 

. · . ·t ork, 19 50, ·. ChaJpter 5. . . , ·.,;.·.. . . ... ··· .· ... . .·· 
J. Hemelrijk · en H~ 11. van der Va.art, Het gebruik van een . ~n . . . ... 

· .tv\78ezijdigc~ 011ersc ,ijdi.ngska.nsen vo:9r ... het toet:sen , 
•: ·: .. ·. . . '. -.. 

. . . ' . . . . . . . . ·- . ·, .. ; 
. ,, " . . ·. . - ..... 

_,o '. . ..•• ,.,.· -•-- .•• ,-, 
. . '· . . . _-' ., . . ··-,- ,- '· _. ,: . -· ., . •. 

. . ,, 

. " . . '-: . . . ·-· ____ _ 

. . . ' .. , ... ' . 

. ' . . - . ' . "' ' ' 
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Deze methode dient 

houdende, dat twee 

komstig zijn uit een collectie 

genaamd . 

• 

ool{ wel populatie of universum 

Voor het toetsen van de hypothese H wordt gebruik gemaakt 
0 

nemingen berekend wordt. Onderstellen we, dat de waarnemingen 

zijn, dan bepalen we eerst het aantal waarnemingen uit de 

tweede steekproef, dat kleiner is dan de kleinste waarneming 

tal waarnemingen ·u1t de tweede stee~roef bepaald~ dat klei-

steekproef bij gelijkheid wordt weer 2e·" 1 in plaats van 1 

U van de toetsingsgrootheid U wordt voor de twee steekproeven 

dan gegeven door 

U=V l +V 2 + ..• +v n .. 

Wanneer onder de waarnemingen niet te veel gelijken voorkomen~ 
• 

kan bewezen worden, dat de toetsingsgrootheid U onder de 

benadering een normale verdeling bezit. De waarnemingen 

uiteen in een 

aantal groepen van gelijke waarnemingen. Noem het aantal van 

deze groepen k, dan is k minstens 1 als alle waarnemingen 

gelijk zijn en hoogstens m+n als alle waarnemingen ver-
• 

schillend zijn. 
___ .,...... ... ....... - ... - ..... ----- ...... -- .... _. ............ ..,. _____ ... - - ---- ----- ____ ,... ... _..._--.: .... !flt- ..... 

slechts bedoeld ter ori~ntatie en 
streeft niet naar volledigheid of volledige exactheid. 

· ·geduia• · . . · •.. ... . . .· . . ·. . . . . . ... · . .. . . . 
' . . ' 

gr·ootheden warden door onderstreping aan ·. 
. ' 

,. . ' ' . 

' ' ,., ·:-;' . ' -
' ,· . ' ,, ' . ' - • • 
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• 

en de variantie 
' 

van de toetsingsgrootheid U gegeven door 

en 
• 

=Var 

-

l 2nm., 

u 1 nm 
12 ,n+m, \n+m-1. 

3 3 3 

2. 

1 

De grootheid U is dus onafhankelijk van de waarden vast. 

grote of kleine waarden bezitten~ al naar gelang y systema-~ 

tisch kleiner of groter is dan x. 

De tweezijdige toets bestaat nu 

werpt indien de gevonden 

wijkt, d.w.z. als 

U- .~V , 

waarde U 

daarin, dat men H
0 

ver 

van Ute sterk van /f./4/ af­
/ 

2 

waarin c:}.._ de onbetrouwbaarheidsdrempel is en volgt uit 

1 1 2 

-0< 
en in een tabel van de normale verdeling kan warden opge-

zocht. 

De tweezijdige 

is gedefini~erd 
overschrijdingskans k, behorende bij T, 

als 
m 

l 2 
k= 2 

er 
en kan ook in eenttabel van de normale verdeling word~n ge-w 
vonden. 

Bij eenzijdige toetsing wordt ol door 2 o<. vervangen., resp. k 

gehalveerd. 

Een bijzonder geval van het bovenstaande is, dat onder de 

waarnemingen voor x en yin 't g~heel geen gelijken voorkornen~ 

In dat geval kan de uitdru1~king voor de variantie htrleid 

worden tot 

I - • u· a al -· - - - ,-w • .,.. .. - ,,,, - - .- .,. • ._ . .. . - ''··• -. •- - - - - - - - - - - - - - - - -· - - - - ...., - - - - - _,. - - - ..,.,• · _,,. 

··· .·· Deze formule is een door T. J. Terpstra egeven vereenvou­
diging van de door J ,,Hemelrijk. _5 en · 7 .... - · afgeleide for-- . 
mule~ De afleiding van deze vereenvoudigde formule zal nog ·.·. · 

· · · gepublic eerd word en. 

.... 

2· , •...•...... ··•··•·····•·•.···.· .. ·.········, .. •····. ·.··.. ' · .. ,·.•··· · Deze t'ormules berusten op de normale benadering van de•.•·• ,' . -. ·' .. 

. ··. verdeline;.·• van U .. · 
. . . . . . . . '. ·:_ -- :: ,:_ ": . 

. . . . . . . , ' . -

'-, " . 

. . . . 
. ' ·: 

. ' ' ., . ' ·._ -·-_--: .. --·,i. . . : . 't 
. . . J ',, . .-. ·,,. .- . 



• 

• 

• 
• 

3. 

Indien n en m kleiner zijn dan 10., zijn tabellen beschikbaar 

voor het berekenen van de overschrijdingskans~k voor de uit 

de steekproef bepaalde waarde U van U zie _2 en ~4~ . 
Dergelijke tabellen bestaan echter niet voor het geval, dat 

gelijke waarnemingen opt red en. 

9,t?:ri,e.~k-~_ng,. Men kan gemal{kelijk bewijzen, dat de variantie van 

U door het optreden van gelijke waarnemingen vermindert. Het 

verschil, dat door deze gelijken optreedt, is echter in het 

algemeen gering. Men kan daarom in eerste instantie deze cor­

overschrijdingskansen, die men 

dan vindt, zijn iets te groat. 

Litteratuur: 
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6 D.van Dantzig 

7 J.Hemelrijk 
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Some remarks on the power ±:unction of 
Wilcoxon's test for the problem of 
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Ned.Ak.v.Wet., 53 1950 JP• 494-520. 

. 
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''Parametervrije Method en'', 1951- '52 " 
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Ma.th. Centr - , Amsterdam 1947- r 50 :; 
hoofdst. 6., 3. 
Note on Wilcoxon•s two sample testJ 
when ties are present, Ann.Math.Stat. 
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.. 

H ".'f '"E O t 1'1·· -, S 0 ::·-~ ' . J.. t: ~ 
fi, 1 · 

#Cl, ii ¾ IP'\,. <cit: A I r ,~." Ml !!ii Pt ~-·="-'--4 

• • Z1Jn 
onafhankelijk verdeelde stochastischc grootheden, die alle s,~ e-
. ·. . . . . . . . . . , . . . . .. 2 . . . '":-" __ ., 
~!r1s9.p. _ t,~_I}_ ....... 9J? ... ~-~

4
cE:~ .. ~. y~_fl,,~. Q_ verdeel a z1.Jn • Van deze toets bes:eaan 

Toetsinpsvrootheden. Deze 
G..4$W,'ii\>fl1 r _l/;fe.i''l lil'il1,> lldM/li .. l 1w-,Qllf~~~~4:,.~---~l t.qlltji n·,; o¼.-cl'!I I ewn+p ·•-····-

af geleid: 

Stel 

1e. de waarnemingen, die gelijlc aan O zijn warden weggelaten. 

2e. Hierui~t worden de posi-tieve v,aarn(::1 11ingen gezocht. Stel dit 
' 

zijn 

3e. De ovarblijvende negatieve vvaarne1ni11gen warden van ·teken 

in,· 
. . . 

. . . 

1 2 
afdalende grootte-volgorde 01)geschrever1. 

2 
worden, door elkaar, 

. I{' 1 . "1 -·•· .. _·omen er ge ·. lJ ... {en voor, dan warden deze in willekeurige volgo1."ae 

geplaatst. 

mogelijk bij de waardE~ ½n geno111en vvordt. Is n even, dan wordt r-.. •·.,·n, 

,_1 a.1 a~-1 n·,nn·e··n tsr1·1 . ;i l l . l · .. · l.; . ·: • . vv ~J 

·. n "':•n . · · · 
. . ..::: 

beide op gelijke afstand van r > <n. Is b. v. n 
"l . 

On .. · ·e·-V· en· e0 n ' ' . ' i . ' ' ' .. 
. .. 

2n+rt· 
de waarden 

• 

w1,•··,wr 
als groep 

aan als 

B. Alle 

grocp ... A. . die d.tts r elementen bevat 

elementen van A zijn c11.lr1 groter dan 

en de 

ieder 

over1.gen 
element 

---"1Rl11tP !h: ■ · , • I fi_ll: · . .al IP AR -•i•----JI -
• . ' 

1 - Di t memorandwn • 
J..S slechts bodoeld ter orients.tie en streeft nit 

2 . . . 
• . 

3 . 
. . 

. 
. . 

naar volled.isheid of volledige exactheid. 

Z. •e·· t· t· ·e·· ·. -·n-· · · w· · 1'· J. h· 1: ,...,.r a··· .· • ·. ii . . . . . • . o·" . . , . , • • I • • ' 
' . . . . . ' ... -·· · -· · ·· · ·· o · · · · · n· · . ' ' . . : . ) ,- . ! . 

. . 

In de oorspronkelijlre publicaties over deze toets . zie de li tte*'" 
ratuurverviijzingen aan het einde va11 di t memorandum .. - is een enig• 
t!.11 ➔ n•·· ,. a ~-1•·· ·n·· ·d·· . e·"" 'Y'\11 f!i'i. ·1 .aeme·. ·n ° Ai £l .p i n1.· ·t· 1·~ 0 v 0 n r il ,""" g e· ·v 0 n· ~ ,.,-;.. . w - ' . •df,J'.., ~ Q. , ~,,' Q U'(;j,J.. .· .. · ... · .... · ... w ~ ·. .•··. 61,j .. Q • 

:: le ste.lli.ngen blijven echter gel den, indien de hier gegeven 



6e. Het aantal waarden van x 1 , ••• 'xn die in A voorkomen noemen 
' . 

¥11J u. 

V. B. -·--• ,__a.,; .I ",J F ~ 

• 

22 

• • r II <"" 1 1 
' n1 

u 

('I "'7 -···· tJ , • 

,..,,_ 8 

- 2 

! 

A . ,. ' _ - 4 ,_,, h 1/11/1 I I 17! i11m11t:::,1 I Irr -• ·~,,,.,. ______ _ 

I 

I .l?ll. 
-4\ '- ;,ti 6, 3 ~.c "!,$ i4. (tJ ,17 

,.__••••-· __ \,_ •-•t»◄ -• -••~-.,___......._-\. · ,,__.,,,,..,., + ,~, 11 '*-'""""~"'""""'"~-,\ ,,,.,. ,.,, J liin •r.nl:•, :., , .. ~ ,,,, t -

_.,,., ;_ ua1:: ,J ,,ll,.u,-.oL-J _...;a...)-•--· .a..J)_\_, __ ,, __ ,,u,.-L,):_,._,, __ J,...l_,,_. --~,-.1.,., ___ ,.,..,,,,.,,,l.-,•'--· , .. w,J+,r111:e:;,m l1,_,.,,,re=1t&1 __ .,,.,,;,,"-'. ,1:;141,.1h!"'-•t J :: J,i •PA,! 

o I, l 

fig. 1 

. . . . . - . .. " . 

I < : _I '- • 

voor}romen. Grote reso. l{leine \iaEtrder1 van u zullen e\reneens. uls II 
- ~ __ o 

" 

bij voldoende grate n vrij\vel steeds tot verwerJ)ing als de hy~·.)othe-se 

H als er 

veel 12ositieve 
-~ 11"11 Ji/1. I il'J\il I 4' I I Ii.I_. I \ :_ 'i:: 1 t'ii/it H JIii 

resp, negatieve) ,vaarden zijn, die Y~.r.-~~.:;: va11 0 

verwij dercl liggen dan de n~g§-..~ .. ~ .. ~--"Y-~ resp. posi ti eve • In somn1ige 

gevallen is l1et J~uist van belang, om deze laatste afwiJ"kir1gen =tran H 
0 

• 

te ontdekken. In dat geval gebruikt 

is een schen1atisch voorbeeld gegeven van een aerie "vaarneminge11, ,1aar-, .. 

bij het a.anta.l posi ti eve grater is dan het aantal nege.tieve, tervvijl 
d • t ♦ , Ill ·• • . ·tt 1t: ·- . - -: . . - !JI· -· ·. · e z e po ,s 1. i :t. ev e .· · · ·· · · ·· · ·· · · · · ·· · · · · ·· · · · · · · · · · · ··· · · ·. · · · · · · · · · · , ·. · · · · ·· · ·· ·· · · 

tot verweruing·· .. · lei•dt. .... . 

. . . ,, .. 

: 

• 
• 

I i 

: i 

' ' 
• 

• 
',,, 

'· . ·, .. 

. . - ·, 

.. ' ' . 
. . ' ' 



.... , 
j 

te ver zou vocren • 

.ete: op x 1 , ••• , xn en y 1 , ..... , Yn wordt de toets va11 :-_'ilco:,to11 toege ... 
1 2 

past et1 de lJ van .,_., 

deze toets van ,.i.ilcoxon. 

Kri ti eke z611.es. Overvvegin:~~ei~1 
... ,;,ilP?QI ~ _,1 '\: t wfil F i o@a,~ ..-,,J.i, - ,........_,, 41 .. -...... .,.,._,&.. , ~ _, . , l " _.. 

111et 

U in plaats van u 

rend 

aa.ntal ~J\1aarr1en1ingen. Zij gelde1·1 oolc voor 11iet continue verdelingen. 

. 1 ' in P•aa13s 

van q wordt gebruikt vgl. b.v. -2, blz. 77, 6.4.5. 
' 

!..ii tt era tuur: 
-NI: Jill Aii"i' ''Iii ;:; Aobi111li ,~wa,<li ,, :1, ill'Wll<' ~1\il 1 , tr , , c; _ :W 1$ 7 I 

· 1 ·. J .Her11elrijk, A fan1ily of part:1]i1eterfree tests for SJ1lUll(-;try vvi~t:r1 

(2, ii 

respect to a given point, I, II. Proceedings van de 

Kon.Ned. Ak. v • . ~_ret. 53 1950), p. 945-"955. Indagatio·•·· 
..,._,. Q;'W; IP 

nes I\iathernaticae ].~. 1950 ·._ 7 p. 340~ .. ~350. 
, S ·.,. .. 11etrietoetse11, Diss., Den Haag 1950 1 Excelsior. 
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!Vi 17b 

aanvulling 

In r:1e:::1or1 andurn S 73 r,1 1r('a · wordt: een methode voo1~ coml1i­

natie van onafhankelijke toetsen behandeld, waarbij het nodig 

is de overschr1jdingskans van iedere toeta te bepalen. In vele 

gevallen l<an men de combinatie oak direct op de afzonderlijke 

toetsings3rootheden baseren en dit verdient zelfs de voorkeur. 

Wij ~eschouwen hier het ieval, dat een bepaalde toets moet 

worden toegepast op een heterogeen materiaal. Dit materiaal 

wordt dan eerst verdeeld in h homogeen geachte groepen. Het 
e aantal wai:rnemingen van de i groep zij ht 

I") 
en de toetsings-

grootheid i~ ~ . Laat verder gegeven zijn, dat de verdeling 
van t .. or1c1er de getoetste hypothese voor -

e de 1. groep a ,,n,·"1• ..... . ·. .· •.• .• (,~:( .C:l(1-

voor grate n i. asymptotisch 

kende ve1.-ivvacht.i11g i. en bel<ende~ spreiding er'- I Aan deze voo1:·~·~ 

waarden is o~a. voldaan, 1ndien wij te doen hebben met toetsen 

van WILCO):ON., rangcorrelatie·t:oetsen van KENDALL of SPEARMANJ 

tekentoetsen enz. 

WiJ toetsen met al de hier te behandelen gecombineerde mc­

thoden de hypothese H, dat voor iedere-groep de deabetreffcn-

lijk zj~j11 Q DE:~ toetsen verschillen echter ten aanzien van de 
alternat-,ieve 

4 lig 

van afwi jl<ende . hypo the sen waarvoor zi j govoL)-

De tneest gebruikelijl,ce toetsingsgI~ootheden van gecombi­
neerde toetsen zijn van de gedaante: 

h 

waarin d~ letters ct 
• 

i. =- ti 2., . , ...• h cons tan ten vooratellen, 
die voor ieder van de combinatiemethoden op. een bepaalde w1jze • • 

--------------------

1 ••• Dit memorandum dient slechts te1"\ 01~1vn,tatie en st:r.1f:eft. ·n:W~ct: 
naar vollcd1ghc1d of vollcdige oxac1thcid ~ Het is bedoeld ala 
een aanvuJ.ling {)p Rapport· S 7·3 1' •• M 17a: i 

. I 

2. De onde1,,at.rt:J'ling goeft ,1arl :dat ben toetsinasgro•otheid m,to•.•~ · 
··i, 0 

- . . . . 

,. . ' '·. . ' ", -·-::: 

3 ' Di t houdt in dat .\:. ean waarec)1ijr1,l ijkhaidsverd.el '~ng hi:to:tt ,. 
~ ·1··· L) ·~·l'• i/iit!!• ·!Ltl'I.. . to,i::::rnea~ at. .~i/1:';l ~1nfu"~' . - v·· a~. ""'il\?'lln ~A"'Affln1··. ~:fi.i..:~,_,.c cl,,.; \li"t.~t•. ·• """ • ~ t;w4 · '~ . •· " t., · · .,:: · ·. · • g ~~~. 11 ~ · tJ L u g i~,t ~ · , . u t:: .t • . · , t~~.1,1.: t;·.~ · · . ~ i \.i ,11,; ~,,i Q · ·' 1 ~ ~ ~ ·u ~ ~- ,,,, ~ g~~ · .. .· . 

· V•~ 1"d·~7 l'" :tn,e;· ·van .· Gau.es , a f'1t:J .. Jk:t• ® .. · ·. · ·.·~. •·· .·... . ..•. • ... · .· .. · .... ·.• ...• i;\.: .ii' 
' ' ' . . . . _. . .: '" 

- .. '· - ... 
·, . ; • .. '-; '' " '• _:-, . ,_, ' 

' • . ·" .•,·· ', !,. , ' ' ·/ '•_' -~-f ""-··-~'-,. ,' ' "-.:•' 
. ' ' ' . - - . . . •l· · .. ·t, .· .·~••r· ... ···~. ~· ·t,. !J· ~.··.~ ••. ,~ ·~ "r,, . ·h· .· , .... , •. i ·•··p·; ,. •O· . ·t·. <,h:,. ·u·~t;,;;-,,~ ·.·•·M'i i' ·a la·. d· ';,:ilL ·k·· a;n• 1fl ,J,. ·•·' t·. : ...... · . ~,~.~ '~,·· .... ·o·:. : . ·.,' .~ro. ·. . . . •. . '·• .. ,: 

~"-' '•_,•·~i_,,s i,_--i1.a ,\"f".~---·~;··-v··_w!',-- .-- ·_.,),", -·,. ' 1
··,,··,/- __ - ,'-.'s:!fc,::-.~---·--:·:F. _- ··-~ ' ' " • ,-,, ''•,'' ,, ',/ .v,. ',.•,~f - ::i.g-::·-',•', ', ,·, ,,V ;',, ,'-,' ' - ',., .. , 

._;,. · · •' ,/,,',, '•','-'•'·••·••• .·,,·-•-,••t-,,.·•,_,,•·,,,:W.',,illW'-,·.,,-,,,,,,,,,,if#f 'I~,., "'1,.v , ••~, ,i "1,-',~. ,. , ,, • ,- , ,,,,,,.10, ,,, • { 

. ' . . 

' ' . . . , .... --.. " ,, ' . . . . .. - . ·-. .. ,_ .. , .. , 

',- _,,_:· /·, •• - .. ' . _- ;: ·• -S.• ' '·. _,. . ' . ' ·. '.,·,. ,_. . • . ' . -' ; ·, , .. ,,so,,· 

. . 



gckoz~n word~n. Ondcr dL hypothLse H zal _ asymptotiach. voor .. 
grate 

T 
O-

z 
- I X. 

2.. 

e 

normaal vordetld zijn met vcrwaohting 

d. X. 

• 

en kan bupaald warden met behulp van oen tabel van do normal~ 
verdoling. Indien de dubbcle ov~rschrijdingskans kleiner is 

dan cle ot,11,)e·t1'lot1wbaar··hcidsctrc1n1)8l ct... , zal men H verwerpcn., 

WiJ guv~n hi6r 3 combinatiemethoden van dit type: 
Mcthode 1: 

dus: 

dus • • 

M ,·"tho d ""· t . · .. t: 

dus: 
oa L: 

••Jo• ¥iii 
anr 

.. .. 

C ti,1111,j 

~.:: Ci.··· . . . . . . ._.. C h --. i .. --

~ h 

• er ... 
I. 

• C ) 2.. a::i lo ••• ') 

h ki. - • • 

J., .. • (j -o• , 
' ~ t11: l 

\. 

C -­• 
\ 

C ·-••.-.:;.,,..., 
h """ hh 

hi 
• 

• 
, .... 

l::: l 

Doze methoden 

natiev~ hypothesen 

zijn alleen gevoelig ten aanzien van altcr­
volgens welke de groot-heden ti... verde l i ngen 

van de verdelingtn onder 
, 

hebben die:., voor zover · zi j .af1v,;i jken 

de corrusponder,ende hypothesvn H l., 
dezelfde richting doen~ Men zal dan 

dit over het algemeen in 

methode 1 biJ voorkeur 
t:01-.1,11 t; I I Z EH1t&I lil 1-t .jltl 11 ■t 

toepassen ala men aan de ~- met een kleine spreiding in a~ ..... ~ 
regel zullen dat de *i van kleine groepen ziJn een geringer 
gewicht it1:i.l toekennen dan aan de 4:~ met een grot,e spre1ding .. 

De met.hoden 2 .. en · zijn te gebruiken ale men aan de versehillen-.. 

de groepen waarnemingen., ongeacht hun grootte, een ongeveer 
gelijke invloed op het re.au]. taat wil toekennen ~ De keuze tua-~ 
sen daze twee methoden hangt verder van hier n.1e·t te behendelen. 
theo.ret,ische overw,egi.ng,en ar , zie 11 t·eratuur ; 1 ; ..•. 

Indien r11an verwaeh·t dat mogelijke verschuivingen van de·· 

verd•el.1ng.en de1~ l-
1
i. . in beid,e .... · 

h·et de voo1~iceur om gebruik t,e m,eken van de .· vol(gende · t•ot:tttn;e~~ ·••······•·•··.• ·•.··• ··· 
·.·· · .g· ··.·r•.•··.a . ., 'co·•·•· ··t, • •h··· , .. ·e· ·· .. 1• · .. ·d· ····: • . · . ' ' . ' ., " ' " ' -· . ' . ' -. , ,.. .. ,<•,._.._.s,•• --,---= '.<__:-_, __ -,, •. -·· ... ' ·.w,,,. 
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. ' ,. 

' '. . . 
' , " . . . ' . ' . . ., ' ' . . . . . . 
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Deze grootheid 

deeld volsens een 

- 3 -

is ender de hypothese H asymptotiach ver-
0 V- ,~ r,.., t:: ..••• 

schrijdingskans van een gevonden waarde van deze grootheid kan 
• 2. 

dus met behulp van een tabel van de -verdeling bepaald wor-

den® 
De toets, behandeld in metnorandum S 73 M 17a par~ 1, 

waarbij men het product van l1nkszijdige en product van alle 
rcchtszijdige overschrijdingskansen bepaalt en het kleinstc 

van deze twee producten gebruikt, heeft betrekking op dezelfde 

gevallen als de hier behandelde methoden 2 of 3, terwijl de 

methode, behandeld in S 73 M 17a, par. 2, berustend op het 

product van de tweezijdige overschrijdingskansen, meer over­

eenkomt met methode 4. Men mag echter verwachten, dat, zo aan 

de asymptotische normali tei t der -!:i. voldaan is, de in d1 t 

memorandum behandelde methodenscherper zijn dan de toetsen 

behandeld in S 73 M 17a ~ 
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