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1. Inleiding.
In de twee rapporten 1) over wachttijden van vliegtuigen
bij landing (op één landingsbaan) werd een antwoord gegeven op

de volgende vragen:

1) welk aantal vliegtuigen mag in een gegeven tijdsinterval
volgens de dienstregeling worden toegelaten, opdat het werkelilj-
ke aantal aankomende vliegtuigen, behoudens een gegeven kleine
kans, het maximaal verwerkbare aantal in dit interval niet zal
overtreffen.

2) welke wachttijden (tijd tussen aanmelding bij het baken
en toestemming tot landen) zullen er voor de vliegtuigen optre-
den, bij gegeven aantal aankomende vliegtuigen in een bepaald
tijdsinterval.

Voor dit doel werden waarschijnlijkheidsverdelingen afge-
leid voor het aantal aankomende vliegtuigen bij gegeven dienst-
regeling en voor de wachttijd bij een gegeven aantal aankomende
vliiegtuigen. Deze waarschijnlijkheidsverdelingen stellen ons in
staat enerzijds om bij een gegeven dienstregeling de kans te be-
rekenen, dat er meer dan een bepaald aantal vliegtuigen in een
bepaald interval zullen aankomen, resp, de kans dat bij gegeven
aantal aankomsten in een interval één bepaald viiegtuig langer
dan een gegeven tijd moet wachten en anderzijds de dienstregeling
zo vast te stellen, dat behoudens een zekere kleine kans, een be-
paald aantal vliegtuigen niet zal worden overschreden.

Hoewel beide rapporten van zeer verschillende onderstellin-
gen uitgaan, zullen ze vermoedelljk toch belde een bevredigende
beschrijving van de werkelijkheid geven, en wel, kort samenge-
vat, om de volgende redenen:

1) Uit het eerste rapport blijkt dat bij flinke wijziging
van de onderstellingen, waarvan in dit rapport werd uitgegaan,
foch de resultaten slechts weinig beinvloed worden (S 99, par.

4 en 5).

2) Bij het tweede rapport werden de gemaakte onderstellin-
gen vergeleken met gegevens van Schiphol, waarbij een goede over-
eenstemming werd gevonden (S 104, par. 3).

We zullen in het volgende uittreksel van beide rapporten
geen afleidingen geven, maar alleen onderstellingen, resultaten
1) Rapport S 99 van de Statistische Afdeling van het Mathematisch

Centrum, Amsterdam 1952, door Prof. Dr D.VAN DANTZIG en J.Th.
RUNNENBURG; Rapport S 104 idem, Amsterdam 1953, door Prof. Dr
J .HEMELRIJK, H.KESTEN en J.Th.RUNNENBURG.




en het gebruik van deze resultaten bespreken.

2, TEerste rapport (S 99).

Onderstellingen en notatie. De vastgestelde aankomsttijd van
vliegtuig ¢ ( (= 1,2,...), dit is het tijdstip waarop dit vlieg-
tulg zich volgens de dienstregeling bij het baken moet melden,
wordt @, genoemd, terwijl de werkelijke aankomsttijd van dit
vliegtulg door t, wordt aangegeven. Van de & wordt ondersteld
dat ze op gelijke afstanden van elkaar liggen en dicht opeen in
vergelijking met de lengte van het tijdsinterval dat we gaan be-
schouwen. Het aantal vastgestelde aankomsten in een periode ge-
deeld door de tijdsduur van die periode, dus het aantal vastge-
stelde aankomsten per tijdseenheid, wordt An,genoemd (in rapport
S 99: A 5 wij gebruiken nu Ao ter onderscheiding van de Aoult
rapport S 104).

De vertragingen, ££~Q%, die een vliegtuig kan ondervinden,

worden volgens hun grootte in twee groepen verdeeld:

1) "normale" vertragingen, welke niet meer dan & minuten
bedragen, dus 0 £ i}*a;c & & , en

2) "ernstige" vertragingen, met een tijdsduur tussen Fen
G+e¢ minuten, dus z/i<f;~c7vi < brc.

Met "vervroegingen" en "extreme" vertragingen (meer dan'6+o
minuten) wordt geen rekening gehouden, daar geringe vervroegin-
gen door een verschuiving van de schaal onder de vertragingen
gebracht kunnen worden, terwljl ernstige vervroegingen en extre-
me vertragingen slechts zelden zullen optreden.

Er wordt nu ondersteld, dat voor alle vliegtuigen de kans
op een ernstige vertraging ﬁ en op een normale vertraglng /-4
is, terwijl de vertragingen binnen hun groep homogeen verdeeld
zijn. Alle mogelljke normale vertragingen bezitten dus dezelfde
waarschijnlijkheid en hetzelfde geldt voor alle ernstige vertra-
gingen, die in de beschouwing betrokken worden.

Ten slotte wordt nog de tijd, die verloopt tussen het sig-
naal dat een vliegtuig mag landen en het moment dat de landings-
baan weer open 1s voor het volgende vliegtuig, de landingstijd,
@, genocemd en constant verondersteld; 4 is van de orde van 5 mi-
nuten.

De waarden van gg ¢, i en & kunnen zoveel mogeliljk aan de
werkelijkheld worden aangepast; hierbij blijkt dat ﬁzenige malen
¢ en ¢ veel groter dan @ is (b.v. enige uren). Voor q werden Dbij

de voorbeelden de waarden %L en % gebrulkt,
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Waarschijnlijkheidsverdeling van het aantal vliegtuigen in een
tijdsinterval met gegeven lengte r . In rapport S 99 bleek dat
de waarschijnlijkheidsverdeling van het aantal vliiegtuigen, dat
in een interval van gegeven tijdsduur, T , aankomt, heel goed

met een normale verdeling e benaderd kan worden (S 99, p. 10
e.v.). Dit aantal vliegtuigen wordt aangegeven met éECU)B . Ver-
der bleek dat de gebruikte methode voor korte tijdsintervallen

T niet meer kan worden toegepast (S 99, p. 13 en 14, tabel V).
Wij beperken ons daarom tot het geval T 2 4+ ¢, Voor gemiddelde
(verwachting) en spreiding van ff?t kan nu worden afgeleid:

Ene »,

en
No
5 =\/3 [4(/—3_)(;”3) rC9(3-2 g)] ,
(De spreiding is max1maal als ¢= q * L(ﬂif) 5 dus voor een waar-

3

de van g tussen E-en - ) De verwachting van het aantal viiegtul-
gen in tijdsinterval T 1s dus gelijk aan het aantal dat volgens
de dienstregeling in T minuten moet binnenkomen.
De grootheid’
K- gku")d_‘v‘f K

A

is nu normaal verdeeld met gemiddelde 0O en spreiding 1, zodat

we met behulp ven tabellen van deze verdeling bij gegeven waar-
den van A 5 T ﬁ—, ¢ en q de kans kunnen bepalen dat ﬁit) een
gegeven waarde K(rjzal overschri jden:

W rens key] P[> BR=EEET

%

2) Een grootheid 5:3) bezit een normale verdeling, indien de
kans dat X een waarde groter dan X aanneemt,?b[zl>2i s gege-
ven wordt do?;ﬂ “’-zéz(“tﬁ)z

X > £ o w
[ ] 0“\/2 T ?
bl

waarin 4 de verwachting (gemiddelde)yigg
spreiding, 0 .

; van % is en g’ de

3) Door onderztreping van het symbool wordt aangegeven dat de
grootheid een waarschi jnlijkheidsverdeling bezit. Voor een
door de grootheid aangenomen waarde wordt vaak hetzelfde sym-
bool zonder ~nderstreping gebruikt.




- 4 -

Omgekeerd is bij gegevén kans « (en gegeven Z‘,zf, c enf])
te bepalen het aantal vliegtuigen, dat we volgens de dienstrege-
ling mogen toelaten, Aar"g opdat het maximaal verwerkbare aantal
vliegtuigen in tijdsinterval ¢ niet zal worden overschreden, be-
houdens de gegeven (kleine) kans « . Is de landingstijd, die
voor elk vliegtuig nodig is, 2 , dan kunnen er in het interval 3
maximaalzg vliegtuigen verwerkt worden. Er moet dus gelden:

P[gcz)>£_]: 7’[1{’) Z - E /_fcrj:m

b

In tabellen van de normale verdeling kunnen we nu opzoeken voor
!
welke waarde van &’ voldaan is aan P[K > k.o, Noemen we deze

! .
waarde K& dan 1s dus:

T T _
a - E K a =T
2 s o®
P &
of
- C !
AT = = = K OE

In de uitdrukking voor Jp komt nu nog de te bepalen grootheid
.

substitueren we hiervoor de maximale waarde A, =

voor, maar daar tocﬁ geen grote nauwkeurigheild vereist is,

/
a Aeoms v

dus een lets te grote waarde van U ( 0x 1is evenredig met Va, )

; we gebruiken

zodat we met de schatting van het Eoelaatbare aantal vliegtui-
gen, A\, T, aan de voorzichtige (lage) kant blijven.

gen voor dat volgens de dienstregeling kan worden toegelaten,
opdat er hoogstens een kans o 1s dat het werkelljke aantal aan-
komende vliegtuigen,:fcng het maximaal in € minuten verwerkbare
aantal,g', zal overschrijden, dus noodzakell jkerwl jze congestie
zal ontstaan. Men verlieze echter niet uit het oog, dat ook als
het toelaatbare aantal in totaal nict overschreden wordt, nog
opeenhoping — en dus congestie — binnen dit beschouwde tijdsin-
terval kan ontstaan, doordat €r vliegtuigen vlak na elkaar aan-
komen. Een volledige oplossing van het probleem wordt dus op deze
wijze niet verkregen.

Voor verschillende waarden van a,'ﬁ, ¢, ¢ en o is de boven-
beschreven berekening uitgevoerd, de uitkomsten zijn in tabel £
verzameld. Hierblj werden drie waarden van o gebruikt: 0,023;

- 0,0082 en 00,0026, nl. die behorende bij de volgende waarden van
K;: 2; 2,4 en 2,8. Voor het tijdsinterval 7 werd steeds 120 minu-
ten genomen.
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Opmerking. Bij ¢ = 180 en 7 = 120 werd ook de boven gegeven
formule voor g gebruikt, hoewel deze strict genomen alleen voor
het geval 726+ geldt. Deze gevallen werden toegevoegd als vooi-
beeld van de geringe wijziging van de resultaten indlen de on-
derstellingen (hier c) sterk gewijzigd worden.

Tabel A
Voorbeelden uit rapport S 99.

a = 5 3 5 3 5 3l (landingsduur)
gegevens b =| 20| 10| 20| 10| 20| 10/ (norm. vertr.)
(alle tijden ¢ =| 100| 100| 100| 100! 180 | 180 (ernst. vertr.)
in minuten) g =| ok| ok 1 ; % % (kans op ernst.

10 10 I + v
ertr.)
P Y I B A

a 5 3 5 3 5 3

o =1(1,8212,08 12,382,386 |2,8213,50
Toelaat- |
baar aan-|_,
£al vileg.|*=0:023| 201 35} 19 341 18| 33
tuigen inj|_ A

thur, [¥=0,0082 19) 35, 18| 33| 17, 31
behoudens|
con kans |¥=0,0026 18| 3k A7| 31 16| 30

3. Tweede rapport (S 104).

Onderstellingen en notatie. We nemen aan dat in het tijdsinter-

valr N vliegtuigen binnenkomen. In rapport S 104 wordt veron-
dersteld, dat de optredende vertragingen zo groot zijn in verge-
1ijking met de volgens de dienstregeling tussen op elkaar volgen-
de vliegtulgaankomsten gelegen tijdsintervallen dat de aankomst-
tijden homogeen over T verdeeld zijn en wel voor de verschillen-
de vliegtuigen onderling onafhankelijk. Uit deze onderstelling
volgt dan, dat de tijdsintervallen tussen de aanmeldingen bij

het baken van twee opeenvolgende vliegtuigen onderling onafhan-
kelijk verdeeld zijn volgens dezelfde waarschijnlijkheidsverde-
ling, die bij benadering voorgesteld kan worden door:

~ 2z
Plzsz]oi-e

a

3

d.w.z. de kans, dat het tijdsinterval tussen twee opeenvolgende
aanmeldingen Sz is;, wordt gegeven door deze uitdrukking. Hierin
1s a de landingstijd, evenals in rapport S 99, en A de "verkeers-
intensiteit”, d.w.z. de totale tijd die nodig is voor het landen
van de #/ vliegtuigen, gedeeld door de beschikbare tijd: %:féf
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(A moet cus niet verward worden met de in de vorilge paragraaf
ingevoerde \D). Is A>,, dan ontstaat er zeker een verkeersop-
stopping, daar dan de totaal benodigde 1andingstijd,/ﬁh, groter
dan de duur van het interval, T, is.

De hier gemaakt onderstelling stelt ons in staat desgewenst
ook kleinere waarden van T te beschouwen dan in rapport S 99 en
bovendien kan men nu de waarschijnlijkheldsverdeling der wacht-

tijden van de vliegtulgen berekenen.

Waarschijnlijkheidsverdeling van de wachttijd. De wachttijd, ¢,
is de tijd die het vliegtulg na zijn aanmelding bij het baken
nog in de lucht moet blijven eer het toestemming krijgt om te
landen. Op grond van bovengenoemde onderstellingen kon de waar-
schijnlijkheidsverdeling van de wachttijd voor een vliegtuig '
(voor A</ ) worden afgeleid (A.K.ERLANG (1907), zie rapport

S 104), zodat de kans, dat% kleiner dan een zekere waarde »" zsl

zijn, bepaald kan worden:

Plw s w)] = Feaw).

De functie /oo werd getabelleerd als functie van ) en —
(tabel I, nog eens hierachter afgedrukt). Om /o] te vepalen moe-

Ve

ten dus « en ﬁ:'z bekend zijn.

goporin Aen o
Met deze tabel is blj een gegeven kleine kans o en de
waarde 2, te vinden, waarvoor geldt dat er hoogstens een kans «

is dat de wachttijd groter dan %} zal zijn:
Flav > o] = /- Flog) =

Tabel I is ook nog in andere zin te gebrulken, nl. als
volgt: we willen door een geschikte keuze van A/(dus van \ ) zor-
gen dat de kans op wachttijden groter dan een bepaalde waarde
7, hoogstens een gegeven kleine waarde « heeft (a en T bekend).
Er moet dus gelden

?[y(%]:fM%hhx.

In tabel I kunnen we dan die waarde van A opzoeken, waar-
. s w . ,
voor bij A ;f voor /G minstens de waarde /-« gevonden wordt.

Voorbeeld: a= 3, #, =9, 1-d 2 0,95. In de tabel zien
we dat:
bij d= 0,5 dus 2. 3 )

it

1,5 hoort /F(w)= 0,985,

bij A= 0,6 dus %¥?= 3 ) = 1,8 hoort f%m§}= 0,957 en
bij A= 0,7 dus 2% = 3
De beste waarde voor X is dus 0,6. Is 7 = 120 minuten, dan

it

2,1 hoort /T%/= 0,895,
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in 2 uur aankomen en de landingstijd @ = 3 minuten per vliegtuig
bedraagt, de wachttijd voor de vliegtuigen, behoudens een kans

is 4/::%&3 = 24, Dit betekent dus dat, wanneer er 24 vliiegtuigen

== 0,043, niet groter dan 9 minuten zal zijne.. :

Ten einde bepalingen als deze te vereenvoudigen werd voor
drie constante waarden van f?wj(dus van 1-« ), nl. 0,90; 0,95
en 0,98 de waarde van A ultgezet als functie van g?(grafiek v,
deze is overgenomen ult rapport S 104). Voor het bo-
venstaande voorbeeld lezen we bij %? = 3 op de kKromme f?%j:
= 0,95 direct af: A= 0,615, dus: :a_{z ~ 24,

Om een indruk van de waarschijnlijkheidsverdeling van de
wachttijden te verkrijgen, kunnen het gemiddelde en de sprei-
ding berekend worden met de volgende formules:

Ewe 2 4 o = Ew \J2 _4
T 20m)) en W - \é} Ty

(D.V.LINDLEY (1952), zie rapport S 10L4). Ter vermijding van re-
kenwerk werd ook hiervoor een grafiek vervaardigd: grafiek V,

(overgenomen uit repport S 104), waarin gﬁ? en %% uitgezet
& o

zijn als functies van ) .




Tabel I.

ke

403x verdelingsfunctie F(w) van de wachttijd w als functie van a en %g .
A

§¥ 0.0 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 09 1.0
0.0 1000 900 800 700 600 500 400 300 200 100 000
0.1, 1000 995 884 774 663 553 442 332 221 111 000
0.2 1000 - 1000 977 855 733 611 489 366 244 122 000
0.3 1000 1000 991 945 810 675 540 405 270 135 000
0.4 1000 1000 998 967 895 746 597 448 298 149 000
0.5 1000 1000 999 983 923 824 659 495 330 165 000
0.6 1000 1000 1000 992 947 856 729 547 364 182 000
0.7 1000 1000 1000 996 965 885 761 605 403 201 000
0.8 1000 1000 1000 998 977 910 792 635 445 223 000
0.9 1000 1000 1000 999 984 931 822 665 470 246 000
1.0 1000 1000 41000 999 990 947 849 694 495 261 000
1.1 1000 1000 1000 41000 993 958 872 722 520 276 000
1.2 1000 1000 1000 1000 995 967 891 749 545 292 000
1.3 1000 1000 4000 1000 997 975 906 773 569 307 000
1.4 1000 1000 1000 1000 998 980 920 794 592 323 000
1.5 1000 1000 1000 1000 999 985 932 812 614 339 000
1.6 1000 1000 1000 1000 999 988 92 829 635 354 000
1.7 1000 1000 1000 1000 11000 991 950 845 653 369 000
1.8 1000 1000 1000 1000 1000 993 957 859 671 384 000
1.9 1000 1000 1000 1000 1000 994 964 872 688 397 000
2.0 1000 1000 1000 1000 1000 996 969 884 705 411 000
2,1 1000 1000 1000 1000 4000 997 973 895 720 42k 000
2.2 1000 1000 1000 41000 41000 997 977 904 735 437 00N
2.3 1000 1000 41000 1000 1000 998 981 913 749 450 000
2.4 1000 1000 1000 41000 11000 998 983 921 762 463 000
2.5 1000 1000 1000 1000 1000 999 986 928 775 475 000
2.6 1000 1000 1000 41000 1000 999 988 935 786 487 000
2.7 1000 1000 1000 1000 1000 999 990 941 798 H99 000
2.8 1000 1000 1000 4000 4000 999 991 946 808 510 000
2.9 1000 1000 1000 4000 4000 41000 992 951 818 521 000
3.0 1000 1000 1000 41000 41000 4000 994 956 828 532 000
3.1 1000 1000 1000 1000 1000 1000 995 960 837 543 00U
3.2 1000 1000 1000 1000 1000 1000 995 964 845 553 000
3.3 1000 1000 1000 41000 1000 1000 996 967 853 563 000
3.4 1000 1000 1000 41000 1000 41000 997 970 861 573 000
3.5 1000 1000 1000 1000 1000 41000 997 973 868 583 000
3.6 1000 1000 1000 1000 1000 41000 998 975 875 592 000
3.7 1000 1000 1000 1000 41000 1000 998 978 882 602 000
3.8 1000 1000 4000 1000 1000 4000 998 980 888 611 005
3.9 1000 1000 1000 1000 41000 1000 998 981 894 620 000
4.0 1000 1000 1000 1000 1000 1000 999 983 900 628 000

Uit A.K.Erlang M48,012.135 en

van

het Mathematisch Centrum.

voortgezet vanaf Z¥=2,0 door de Rekenafdel:

Ll
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Errata bij de rapporten S 99 en S ‘04,

1) Op pagina 2 van rapport S 99 is bij de definitie van «&; een
fout ingeslopen. Juist is: @, is de aankomsttijd bij het baken
volgens de dienstregeling; de vastgestelde aankomsttijd op de

grond is dan dus a; +o.

2) Bij de voorbeelden 1n paragraaf 5 van de bepaling van het toe-
gelaten aantal vliegtuigen per twee uur is in de gevallen waarin
bre# 120 minstens was een factor %%% gebruikt bij de berekenir ;
deze kan overal worden geschrapt (pagina's 12, 17 en 18). De uit-

komsten worden hierdoor slechts weinig beinvloed.

3) Bij de laatste twee voorbeelden is formule (8x ) in plaats
van formule (8 ) voor de spreiding gebruikt. De juiste uitkom-
sten van deze en de in punt 2) bedoelde voorbeelden zijn te vin-

den in tabel A van rapport 3 135.

4) In de conclusie op pagina 18 wordt gezegd, dat volgens de on-
derstellingen niet meer dan 25% van de vliegtuigen een vertra-
ging heeft tussen 30 minuten en 3 uur en de overige vliegtuigc-
een tussen O en 30 minuten gelegen vertraging. Dit moet zijn:
niet meer dan 25% heeft een vertraging tussen 20 minuten (resp.
10 min.) en 200 minuten (resp. 190 min.); de overige vliegtuigen
een vertraging tussen O en 20 minuten (resp. 10 min.). Deze zcll-
de wijziging moet aangebracht worden op pagina 1 van rapport

S 104,



